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Notations

Certaines notations seront utilisées tout au long de ce mémoire que nous listons

ci-dessous :

R : ensemble des nombres réels.

R™ : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.

[a,b] : intervalle fermé de R d’extémités a et b.

la, b : intervalle ouvert de R d’extémités a et b.

N, ={1,--- ,n} : ensembles des n premiers nombres entiers positifs.

C*(R™) : ensemble des fonctions contintiment différentiables.

|.| - valeur absolue ou module.

II|| : norme sur R™.

x =[x1, - ,zn] € R™: vecteur d’état.

i(t) = % . dérivée temporelle.

(@ : ieme dérivée.

! transposé du vecteur .

lz|| : norme euclidienne de z.

la;j] : matrice dont le coefficient de la iéme ligne et jéme collone est a;;.

MT . transposé de la matrice A.

M > 0 (M > 0) : signifie que M est une matrice symétrique définie (resp.

semi-définie) positive.

M < 0 (respM < 0) : signifie que M est une matrice symétrique définie (resp.

semi-définie) négative.

||A]| : norme euclidienne de A.

Id : matrice identité R™ x n.

M~ : inverse de la matrice.

< My Ma
(%) M

Amin(M) (Tresp.Amaz(M)) @ valeur propre minimale (resp. maximale)de M.

Omin(M) : valeur singuliére minimale de M.

det : déterminant.

: Matrice symétrique, le symbole (*) représente M.

tr : trace.

rg ou rang : rang.

exp(A), ou e? : exponentielle de la matrice A.

Lf ve(w, K) : endemble des applications mesurables de w dans K, de puissance p

intégrable.

Ace(xg, T) : ensemble accessible en temps 7' depuis le point x.

B(a,p) ={z € R", ||z — al| < p} la boule de centre a € R™ et de rayon p > 0.
S(a,p) ={x € R", ||z — a|]| = p} la sphere de centre a € R™ et de rayon p > 0.
B, = {x € R"||z|| < r} la boule de centre 0 € R™ et de rayon r > 0.

Co(a,b) : L’envellope convexe de l'ensemble (a, b).

Acronymes

EKF : Filtre de Kalman Etendu (Extended Kalman Filter).

LMT : Inégalités Matricielles Linéaires (Linear Matrix Inequalities).

LPV : Linéaire a Parametres Variants (Linear Parameter Varying).

LTI : Linéaire Temps Invariant (Linear Time Invariant).

SISO : Mono-entrée Mono sortie (Single Input-Single Out put).
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— MIMO : Entrée multiple-Sortie multiple (Multiple Input-Multiple Output).
— OLG : Observateur de Luenberger généralisé.
— DMVT : Théoreme des accroissements finis (Differential Mean Value Theorem).



Introduction générale

On part d’un systéme dynamique paramétré

qu’on notera par abus d’écriture

ou
— te0,+o0].
— Le vecteur z(t) décrit 'état du systéme et appartient a Uespace d’état M, qui
est un ouvert connexe de R", ou bien une variété différentiable de dimension n,

— u(t) € U ouvert de R™,

— f un champ de vecteurs sur M, paramétré par u, suffisement régulier (par

exemple de classe C™).

La théorie du controle ne se contente toute fois pas d’étudier le comportement
des solutions pour les différentes valeurs du parameétre, mais on fait varier ce dernier
dans le temps. On applique ce qu’on appelle le "jargon" de la théorie du controle une
"entrée", ou un "contréle", ou encore une "commande", c’est & dire une fonction

t — u(t)

de [0,400[ dans U. Une fois l'entrée choisie, on obtient une équation différentielle
dépendant du temps

&= f(x, u(t)). (1)

Le choix de ’entrée se fait dans ’ensemble des entrées admissibles U/, qui peut étre I’en-
semble des fonctions constantes, des fonctions continues par morceaux, des fonctions
C", r > 0, des fonctions L™, etc ...

L’application ¢t —— (z(t),u(t)) est dite trajectoire du systéme (1) si pour tout
t € J, avec J intervalle de [0, +oo[, x(t) et u(t) vérifient le systéme (1).

La déscription d’un systéme de controle est complétée par la donnée du systéme

y = g(x,u) (2)

ol y € RP (p < n) est la sortie ou la mesure du systéme et g un champs de vecteurs
suffisement régulier de R™ & valeurs dans RP.

Le probléme typique de la théorie du controle, et plus particuliérement de I’automa-
tique est le suivant : & partir d’un état de départ donné, on veut amener le systéme & un
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nouvel état en un temps assez bref, ce qui suppose de pouvoir calculer une commande
appropriée (controlabilité). Lorsque le systéme est controlable, on dispose, en générale,
d’une infinité de trajactoires et donc de commandes pour réaliser cette transition.

Se pose alors le probléme du choix entre ces diverses trajectoires : c’est 'objet de
la commande optimale qui selectionne la trajectoire qui minimise un certain critére.
Citons par exemple le temps minimum pour aller d’une position de repos (un point
d’équilibre) a une autre position de repos (un autre point d’équilibre) sachant que la
commande reste bornée (u(.) € L*°). On en déduit ainsi une trajectoire de référence
du systéme.

Une fois le systéme amené en un point d’équilibre, on souhaite I’y maintenir c’est
le probléme de stabilisation. Son principe est le suivant :

Dans ’équation (1) on peut remplacer u par une fonction G de z. Autrement
dit, on applique l'entrée u(t) = G(z(t)) qui dépend de I’état initial 2(0). La fonction
x — G(x) s’appelle un bouclage (ou retour d’état, ou encore feedback en anglais). Le
probléme de la stabilisation par bouclage est le suivant : supposons que f(z% u®) =
0. Existe-t-il un bouclage G, avec G(2°) = u" tel que 2" soit un point d’¢quilibre
(asymptotique) stable du systéme bouclé

&= fz,G(x))?

Le calcul de tels bouclages nécessite la connaissance & chaque instant de I’état x. Il
est fréquent que seule une partie de I’état soit directement accessible & la mesure. Aussi
on est confronté au probléme suivant : Connaissons les équations du systéme (1), les
relations entre les mesures y et 'état = (donc I'équation (2)), les entrées t — u(t) et
les sorties t — y(t), estimer x. L’unicité de la solution correspond a ’observabilité.

La théorie de 'estimation tient une place de plus en plus importante en automa-
tique. La connaissance de I’état du systéme étudié est nécessaire dans de nombreuses
stratégies, notamment de détection de défauts, de diagnostic, de commande. Lorsqu’il
n’est pas possible de mesurer directement 1’état, et ce pour des raisons physiques ou
financiéres, on a recours a un systéme dynamique auxiliaire, appelé observateur, qui
est chargé d’estimer ’état du systéme. La construction d’un observateur se décompose
en deux phases, & savoir

1. une phase de synthése, ou de conception, qui consiste & choisir la dynamique de
I’observateur,

2. une phase d’analyse de la convergence de ’état de 1’observateur vers I’état du
systéme.

La synthése de 'observateur exploite les informations disponibles, & savoir le mo-
déle dynamique du systéme étudié, ses entrées et ses sorties mesurées. Lorsqu’une
partie (ou la totalité) des entrées n’est pas disponible, 'observateur est dit & entrées
inconnues. Le probléme & résoudre devient alors plus complexe, puisqu’il s’agit soit
d’estimer I’état du systéme, malgré la présence des entrées qui interviennent effec-
tivement dans la dynamique du systéme mais que 'on ne peut pas inclure dans la
dynamique de l'observateur, soit d’estimer ’état et les entrées inconnues également.

Le probléme de ’estimation de 1’état des systémes linéaires a été entiérement résolu
dans les années 1960-1970. Une solution optimale a été développée par Luenberger
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dans le cadre déterministe et Kalman dans un contexte stochastique. En dépit d’une
littérature surabondante sur le sujet, principalement dans le cas temps-continue, le
probléme de la synthése d’observateur pour les systémes non linéaires reste un sujet
de recherche largement ouvert, et trés actif.

L’objectif de ce mémoire est de développer les divers points évoqués ci-dessus.
une attention particuliére sera accordée a I’étude de la stabilisation par retour d’état
statique et dynamique et I’estimation de 1’état des systémes linéaires et non linéaires.

Le mémoire que nous présentons est rédigé comme suit : Le premier chapitre est
consacré a la présentation de quelques rappels sur les systémes dynamiques, nous y
énoncerons le probléme de Cauchy-Lipschitz dans sa forme générale, nous ’applique-
rons ensuite & un systéme de controle linéaire et non-linéaire.

Le probléme de la stabilisation et de I’estimation de I’état se raméne a ’analyse de
la stabilité d’un certain systéme, nous dédions donc le deuxiéme chapitre & une pré-
sentation détaillée de la théorie de Lyapunov. Nous exposerons les différents concepts
et critéres de stabilité de Lyapunov d’un systéme linéaire (et non-linéaire), autonome
et non autonome.

Les théoremes issus des techniques de Lyapunov conduisent en général a des Inégali-
tés Linéaires Matricielles (LMI). Nous achevons ce chapitre par une bréve présentation
du probléme des LMIs.

Le chapitre trois porte sur les problémes de controlabilité et stabilisation par retour
statique d’un systéme linéaire et non linéaire.

Dans le quatriéme chapitre, on procéde a ’étude des notion d’observabilité et de
I’estimation de ’état du systéme linéaire et non linéaire. Nous poursuivons ce chapitre
par le probléme de stabilisation par retour d’état dynamique. On le terminera par une
revue bibliographique sur les différentes techniques d’estimation non linéaire.

Ce mémoire s’achéve par une application qui consiste en ’estimation de I’état d’une
classe de systéme non-linéaire. Nous dévellopons la méthode présentée par A.Zemouche
et al dans leur article [46]. Nous implémentons sous Matlab les conditions de syntheése
de I'observateur proposé par les auteurs et nous faisons dérouler le programme sur un
exemple numérique.



Chapitre 1

Généralités sur les systémes

dynamiques

Ce chapitre a essentiellement pour objectif de présenter quelques rappels sur les
systémes dynamiques. Nous fournissons au début de ce chapitre un rappel sur la réso-
lution des systémes différentiels en se rappelant de la version générale du théoréme de
Cauchy-Lipschitz, adaptée a la théorie du controle, qui établit sous certaines conditions

I’existence et I'unicité d’une solution d’une équation différentielle.

1.1 Systémes controlés

Un systéme non linéaire contrdlé (ou commandé) est un systéme différentiel de la

forme

t=f(z,u,t), tel0,+oo], x(t)eM, wu(.)el, (1.1)

En général, le vecteur des états x(t) appartient a une variété différentielle M de di-
mension n (on supposera ici que M est un ouvert connexe de R™), les controles u(.)
apartiennent & un ensemble admissibles I/, qui est un ensemble de fonctions localement
intégrables définies sur [0, +00) & valeurs dans U C R™, et f(.,.,.) est une fonction
non linéaire & valeur dans R™ (qu’on supposera suffisement réguliére, on précisera cette
régularité ultérieurement). L’entier naturel n est ’ordre du systéme. Un cas particulier

de tels systémes est le systéme linéaire de la forme
T = A(t)x + B(t)u (1.2)

avec A(t) une fonction matricielle de dimension n x n, appelée matrice d’état, et B(t)

une fonction matricielle de dimension n x m, appelée matrice de commande.
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Nous n’expliquerons pas dans ce mémoire comment obtenir le modele (1.1), étant
donné qu’il serait alors nécessaire de couvrir un trés grand nombres de disciplines
connexes : chimie, physique, mécanique du solide, électrotechnique, etc., chacune ayant
une théorie de la modélisation propre conduisant & des équations différentielles ordi-
naires susmentionnées.

On peut faire une premiére classification entre les systémes qui ne dépendent pas

explicitement du temps et ceux qui en dépendent :

Définition 1.1 Le systéme (1.1) est dit autonome si f ne dépend pas explicitement

de t. Dans ce cas, on l’écrira
= f(z,u). (1.3)

Dans le cas contraire, on dira qu’il est non autonome.

On peut noter qu’un systéme autonome peut devenir non autonome si le controle
dépend explicitement du temps, c’est a dire si par exemple u = g(x,t). Dans le cas o
I'on peut écrire la commande comme une fonction de Iétat, soit u = g(z), le systéme

(1.3) se rameéne en un systéme autonome,

&= f(z,9(x))

que nous écrivons par abus d’écriture

i=f(z). (1.4)

1.2 Un énoncé général du probléme de Cauchy

Soit I un intervalle de R et V un ouvert de R™. On appelle probléeme de Cauchy,

le probléme
t(t = t,x(t
& (t) ftz(t) (1.5)
X (to) = X9

ou f est une fonction de I x V' a valeurs dans R", tg € I et g € R™.

On suppose que :
f(,z): I — R" est mesurable pour chaque x fixé. (H1)

et
f(t,.) : R" — R" est continue pour chaque ¢ fixé. (H2)

Ces deux conditions assurent la mesurabilité de Papplication ¢ — f(¢,£ (1)),

pourvu que la fonction t — £ (¢) soit continue. En effet, si £ est une fonction étagée
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k

sur I, cad, £ (t) = inxi (t), ou x; est la fonction indicatrice de l'intervalle I;, et
i=1

(1i)1<i<}, une partition de I, alors

k
FE@) = ftzx (t)
i=1
f est donc mesurable comme somme et produit de fonctions mesurables.

Si maintenant & est continue, il existe une suite (§,,),, de fonctions étagées conver-
gente simplement vers ¢ (uniformément sur les parties compactes de I), comme f
est continue par rapport & sa deuxiéme composante (hypothése (H2)), on obtient
la convergence simple de (f(.,&, (.))), vers f(.,£(.)). D’ou la mesurabilité de ¢ —
f(t,&(t)). Cette derniére conclusion justifie I'existence de l'intégrale donnée dans la
formule (1.6) .

Le théoréme de Cauchy Lipschitz usuel affirme I’existence et I'unicité d’une solution
maximale & condition que f soit continue et localement Lipschitzienne par rapport a
x. Mais en théorie de controle ces conditions doivent étre affaiblies car on est amené
a considérer des controles non continus (au mieux, continus par morceaux) et par
conséquent la continuité du second membre n’est plus assurée. En particulier la solution
si elle existe, n’est pas en général dérivable partout et il faut redéfinir de maniére

adéquate le concept de solutions, c’est ’objet du paragraphe suivant :

Définition 1.2 (Absolue continuité) Soit A = [a,b] un intervalle. On dit que la
fonction F' est absolument continue sur A si, pour tout € > 0, il existe 6 () > 0 tel

que, pour toute suite ([an,by]), de sous intervalles de A d’interieurs disjoints

> (bn—an) 6= [F(by) = F(an)| < c.

n>0 n>0

Nous avons la caractérisation sutvante de l’absolue continuité : F' est absolument conti-
nue sur l'intervalle [a, b] si et seulement s’il existe une fonction intégrable (au sens de

Lebesgue) sur l'intervalle [a, b] telle que pour tout x € [a, b]

F(z) - F(a) = / F(#)dt.

Autrement dit, F' est absolument continue si et seulement s’il existe une fonction f

(Lebesgue intégrable) qui soit presque partout égale o la dérivée de F.

Définition 1.3 (Solution du probléme (1.5)) On appelle solution du probléme (1.5)

tout couple (J,z(.)), ou J est un intervalle de I contenant to, x (.) est une fonction
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absolument continue de J dans V vérifiant, pour tout t € J,

t

(1) = 20 + /f (5, 2(s)) ds (1.6)

to

ou, de facon équivalente

() = f(tx(t) pp. surd
x(to) = Xy.

Une solution (J,z(.)) est dite mazimale si, pour toute autre solution (J,Z(.)),

nous avons J C J et x () =T (.) sur J.
On a le théoréme suivant :
Théoréme 1.1 (Théoréme de Cauchy Lipschitz) On suppose que la fonction :
f:IxV —V

vérifie les deux hypothéses suivantes :

1. f est localement lipschitzienne par rapport & x au sens suivant :

Ve € V; 3Ir>0, Blx,r)CV; 3Jac L (I,RT)
vt € Iy Vy,z€ B(z,r) [|f(ty) = f(t,2)] < @)y — 2]

2. f est localement intégrable par rapport 4 t, i.e. :
VeeV; 3B e L (I,RT); Vtel;, |f(t,z)] <pB(t).

Alors pour toute donnée initiale (to,xo) € I x V, il existe une unique solution
mazimale (J,x(.)) du probléme de Cauchy (1.5).

Remarque 1.1 On n’a pas forcément J = I ; considérons, par exemple, le probléme

de Cauchy :
() = 22
z(0) = xmo

-1
La solution générale de l’équation homogéne & (t) = x? est donnée par z(t) = o
c
x
lunique solution vérifant la condition initiale est x(t) = 17075, définie sur des in-

1
tervalles ne contenant pas — (dans le cas ou xg # 0). L’intervalle J est donné en
o

fonction du signe de xg :
- Sizg=0,onaJ=R etz()=0.
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1
~ Sixzg>0,0na J:]—oo,w—o[etx(t)zlf(;ot.
Sizg <0 J =& oo et z(t) = —22
- Six ona J=]—,4o0[ et x(t) = .
0 ’ x()’ 1—3:075

Remarque 1.2 Si f est seulement continue, on n’a pas unicité de la solution en

général, par exemple considérons le probléme de Cauchy :

{a‘c(t) = a

z(0) = 0

avec J = R. La fonction identiquement nulle est solution, ainsi que

0 st t<0
z(t) =< 2

Une version globale du théoréme de Cauchy-Lipschitz est donnée par le théoréme

ci-dessous :

Théoréme 1.2 ([42]) Sous les hypothéses du théoréeme de Cauchy-Lipschitz, on sup-
pose de plus que V. = R™ et que f est globalement lipschitzienne par rapport & x,

i.e.
Ja € Llloc(IaR+)> vt € I; Vy,z € Rna Hf(t,y) - f(ta Z)H é Oé(t)Hy - ZH

Alors J = 1.

1.3 Systémes différentiels linéaires

Considérons le probléme de Cauchy dans R™

{j:(t) = A(t)z(t) + B(t)
z(to) = wo.

ol les applications

t — A(t) € Mu(R)
t — B(t) eR"

sont localements intégrables sur l'intervalle I considéré.

Définition 1.4 On appelle résolvante du probléme (1.7), la solution du probléme de

Cauchy
OR
R(to,t0) = Id

ot R(t,to) € My (R).
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La résolvante posséde les propriétés suivantes :
1. R(ts,t0) = R(ta, t1)R(t1, to).
2. Si A(t,ty) = det R(t,19), on a

S t) = 1 ADAG o)
A(to,to) = 1

3. La solution du probléme de Cauchy (1.7) est donnée par
t
z(t) = R(t, to)xo + | R(t,s)B(s)ds.
to

obtenue via la méthode de la variation de la constante.

4. Lorsque tg = 0, on note plutdot M(t) = R(t,0). La solution du probléme de

Cauchy (1.7) se reformule de la fagon suivante :

xm:Mw%+M@/M@*mwm
0

Remarque 1.3 Dans le cas des systémes autonomes, le probléme de Cauchy dans R™

est de la forme
z(t) = Ax(t)
z(0) = .

ou A € My(R). Alors, dans ce cas, la résolvante est l'application M : t — exp(tA), et

la solution de ce probléme est
z(t) = exp(tA)xo.
L’exponentielle exp(tA) est défini par la série
t2 tn
exp(tA) =Id+tA+ EAQ +...+ —'A” +..
n!
Cette série est normalement convergente dans l'espace de Banach M, (C), vu que
n=q .,
> A
n!
n=p

Exemple 1.1 Considérons l’équation autonome

n

5l
< Z gy A" < exp[[tA] .
=p
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Comme les valeurs propres Fi de la matrice A sont distinctes, A est diagonalisable,

(0G0

ep(id) = ( 1 —1@ ) ( exp()(it) expé)—z't) ) (
_ cost sint
B —sint cost |’

et la solution du systéme est donnée par

de plus,

NI D=
S ml |
~.

Ainst

[N N [

ol w| [
-
SN—

(t) = (exp(tA))zo

Pour toute donnée initiale o € R2.

1.4 Applications du théoréme de Cauchy-Lipschitz en théo-

rie du controle

1.4.1 Systémes de controéle généraux

Considérons le systéme de controle suivant :

{g’;(t) = f(tx(t),u(t)

(to) = =o (18)

ol f est une fonction de I x V' x U; I un intervalle de R, V un ouvert de R”, U un
ouvert de R™.
Pour rester dans le cadre général, il suffit de supposer que pour chaque controle u
considéré, la fonction :
F:(t,x) — f(t,z,u(t))

vérifie les hypotheéses du théoréme (1.1). Bien entendu en fonction de la classe de
controle considérée, ces hypothéses peuvent étre plus au moins difficiles & vérifier.
On peut donner des hypothéses certes moins générales, mais qui suffisent dans la

grande majorité des cas. Ces hypothéses sont :

1. L’ensemble des controles considérés est inclus dans Ly (I, R™).

2. La fonction f est de classe C' sur I x V x U.
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Il est facile de montrer qu’alors les hypothéses du théoréme (1.1) sont vérifiées, et
donc que pour chaque controle fixé, il existe une unique solution maximale (J, z(.)) du

probléme de Cauchy :

z(t) = ftz(t),ud) pp. surJ
z(ty) = wzo.
Définition 1.5 (trajectoire) Une fonction (x,u) : I — R™ x R™ telle que
-we L (I,Rm),
— x est solution de ©(t) = f(t,z(t),u(t)), pp. tel.

est dite trajectoire du systéme de controle (1.8) .

1.4.2 Systémes de controle linéaires

Considérons le systéme de controle linéaire

{sb(t) = A()z(t) + B(t)u(t) + 7(t)

(to) = Xy.

Les hypotheses du théoréme (1.1) sont clairement vérifiées si les applications :

t — A(t),
t — B(t)u(t),
t— (),

sont localement intégrables sur I'intervalle I considéré.

Supposons :
— A(\) € Li, (I, My (R)).

- () € Llloc(LRn)~
Par ailleurs les hypothéses assurant l'intégrabilité locale de B(.)u(.) dépendent
de ’ensemble des controles considérés.

— Siu(.) € L (I, R™) alors on suppose que B(.) € L} (I, My, ;m(R)).

loc loc

— Siwu(.) € L2 (I,R™) alors on suppose que B(.) € L2 (I, My m(R)).

loc loc
De maniére générale siu(.) € Lt (I,R™) alors on suppose que B(.) € L} (I, M, »(R))
ou : L1
L
p g

— Si les controles sont des fonctions mesurables & valeurs dans un compact 2 € R™,
alors on suppose que B(.) € L} (I, My, (R)).

loc



Chapitre 2
Stabilité et théorie de Lyapunov

La notion de stabilité correspond a I'idée d’un comportement qui dure dans le
temps et permet de formaliser la question suivante : supposons que ’on initialise le

systéme dynamique

&= f(z) (2.1)

en un point voisin d’un point d’équilibre xg, qu’advient-il de la trajectoire solution ?
Cette question est d’importance car dans la pratique les conditions initiales présentent
des incertitudes ; il serait souhaitable que deux conditions initiales voisines conduisent
a des trajectoires solutions voisines pour tout temps et ceci méme pour des temps
infiniment longs. Une maniére naturelle d’aborder cette question consisterait a résoudre
I’équation différentielle et a examiner le comportement des solutions. Cependant, en
général, on ne sait pas résoudre les équations différentielles.

La réponse a la question nécessite donc une déscription qualitative des trajectoires
du systéme. C’est le mathématicien russe Lyapounov!' qui a établi en 1892, dans son
mémoire intitulé "Probléme général de la stabilité du mouvement" les fondements de
la théorie moderne de la stabilité. Les démonstrations utilisent des fonctions auxiliaires
appellées aujourd’hui fonction de Lyapounov.

Dans un premier temps, nous allons considérer la stabilité des systémes autonomes
décrits par (2.1). Nous présenterons les deux méthodes de Lyapunov pour l'analyse
de la stabilité des systémes autonomes (méthodes directes et methodes indirectes).
Ensuite, nous étenderons cette étude au cas des systémes non autonomes.

On suppose que pour toute condition initiale xg, il existe une unique solution définie

! Alexander Mikhailovich Liapounov, mathématicien et physicien russe. Aprés des études a 1'uni-
versité de Saint-Pétersbourg (ou il est éleve de P.L. Tchebychev), il est assistant puis professeur a
I'université de Kharkov. En 1902, il est nommé professeur a l'université de Saint-Pétersbourg.
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sur R du probléme de Cauchy

& = f(z)
{x(O) == Zo-. (2'2)

Nous noterons indifférement z(t, zp) ou x(t) cette solution.

2.1 Notions de stabilité

Une notion qui est primordiale dans I’étude de la stabilité est la notion du point

d’équilibre.

Définition 2.1 L’état z. est appelé état d’équilibre ou point d’équilibre pour le systéme
(2.2) si lorsque x(ty) = x. alors x(t) = x. pour tout t > ty. En d’autres termes, x.

vérifie I’équation f(z.) = 0.

Remarque 2.1 ([23]) On peut toujours se ramener au cas ou le point d’équilibre est
Dorigine 0 puisque si xe vérifie f(ze) = 0, il suffit de considérer le changement de

coordonnées z = x — ., la dérivée de z est donnée par

. dé
i=i= @)= fz+m) D g(2), etg(0)=0.
lorigine est bien un point d’équilibre du systéme z = g(z).

Définition 2.2 ([23]) Le point d’équilibre x, est dit stable si¥p > 0, il exister (p) > 0
tel que
si ||z — xe|| <7 alors ||x(t) — x| < p, ¥Vt >0.

Sinon le point d’équilibre est dit instable.

Cette définition signifie que, quelle que soit la boule d’exigence de rayon p, il est
toujours possible de choisir une certaine sous-boule de rayon r telle que pour toute
condition initiale comprise dans cette sous-boule, la trajectoire résultante sera, en tout
temps, comprise dans la boule d’exigence de rayon p.

Dans un langage plus imagé, un petit déséquilibre initiale n’entraine qu’un petit
désequilibre au cours du temps, déséquilibre qui peut trés bien étre permanent.

Il existe plusieurs notions de stabilité :

— Stabilité asymptotique.

— Stabilité exponentielle.

— Stabilité locale et globale.
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La stabilité asymptotique exige l'existence d’un voisinage de 1’équilibre tel que
toute trajectoire ayant pour condition initiale un point de ce voisinage converge vers

le point d’équilibre.

Définition 2.3 (Stabilité asymptotique) Le point d’équilibre x. = 0 est asympto-
tiquement stable s’il est stable et attractif, i.e., s’il existe r > 0 tel que Vzg € B(xe,T),

tlim z(t) = 0.

Définition 2.4 (Stabilité exponentielle) Le point d’équilibre x. = 0 est exponen-

tiellement stable s’il existe deux scalaires strictement positifs k et a tels que
vt >0, Jz@)| <k |lzoll exp(—at)
dans une boule B(r) autour de l’origine.
Exemple 2.1 Considérons le systéme décrit par
@ = —(1 +sin (2?))z.

1l est clair que x. = 0 est un point d’équilibre.

La solution du systéme est donnée par

z(t) = x(0) exp/ — (L +sin (22 (s))) ds.
0

On aVt >0, |x(t)] < kl|z(0)]exp(—t). D’ou la stabilité exponentielle du systéme en

question.

Remarque 2.2 — Dans chacune des définitions précédentes, la stabilité est défi-
nie de maniére locale puisque reliée o la notion de wvoisinage. En utilisant les
définitions précédentes, il n’est pas possible a priori de prédire le comportement

du systéme pour une condition initiale prise loin du point d’équilibre.

Définition 2.5 Si un systéme est stable asymptotiquement (exponentiellement) pour
nimporte quelle condition initiale dans R™, on dira que le point d’équilibre x. = 0
est asymptotiquement (exponentiellement) stable au sens large. On dira aussi qu’il est

globalement asymptotiquement (exponentiellement) stable.

Remarque 2.3 — Pour un systéme linéaire (t) = Ax(t), ou A € M, (R), on
rappelle que l'origine est un point d’équilibre et la stabilité locale est équivalente
a la stabilité globale. C’est une conséquence directe du théoréme ci-dessous ca-

ractérisant la stabilité des systémes linéaires autonomes.
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Théoréme 2.1 ([23]) — SVl existe une valeur propre X de A telle que Re (X) > 0,
alors le point d’équilibre O est instable.
— Si toutes les valeurs propres de A sont & partie réelle strictement négative, alors
le point d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.
— Le point d’équilibre 0 est stable si et seulement si toute valeur propre de A est a
partie réelle négative ou nulle, et si toute valeur propre a partie réelle nulle est

stmple.

La définition de la stabilité présente certains désavantages importants :

— Il est nécessaire de pouvoir calculer de maniére explicite chaque solution corres-
pondant & chacune des conditions initiales.

— Le maniement de la définition est fastidieux.
Par conséquent, des résultats permettant de déterminer la stabilité sans devoir

intégrer les équations différentielles seraient les bienvenues.

2.2 Meéthode directe de Lyapunov

2.2.1 Fonction de Lyapunov

La notion de fonction de Lyapunov constitue d’une certaine maniére une généra-
lisation de I’énergie. Etant donnée une fonction définie positive, I’idée directrice des
théorémes de Lyapunov consiste & évaluer I’évolution de cette fonction sur les trajec-
toires du systéme afin de conclure & la décroissance de ’énergie.

Illustrons son origine mécanique par 1’étude de I’équilibre de I'oscillateur harmo-
nique avec frottement visqueux.

Si d(&) représente le frottement visqueux, supposé étre une fonction impaire de la

vitesse &, alors le principe fondamental de la dynamique fournit
mi = —kx — d(&).

Posons z1 = = et z9 = = on obtient

21 = 29
3 k d
zZ9 — —E21 — %22'

Ce systéme physique posséde 1’énergie totale F, comme de ’énergie cinétique et de
I’énergie potentielle.

1 1
E = Eng + Ekz% = V(z1, 22).

Etudions I’évolution de I’énergie au cours du temps. Si (x(t),2(t)) est une solution
alors :
dE  d

— == <1m5c2(t) + %kaﬁ(t)) = ma(t)#(t) + ka(t) = —2(t)d(2(t)) <0,

2
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car d est une fonction impaire. On observe donc que 'énergie décroit le long des
trajectoires du mouvement.

Nous allons maintenant introduire la notion de dérivation d’une fonction le long
des trajectoires du systéme.

On consideére le systéme (2.2), pour simplifier ’écriture on supposera que ’origine
est un point d’équilibre.

Soit V une fonction de classe C' sur un domaine D C R™ contenant l'origine,

V:D — R, z+ V(z). On notera V la fonction définie par

V(@) = 2V o) o (GE @) =3 S o)
i=1 "

c’est la dérivée de V() le long des trajectoires du systéme (2.2).

Définition 2.6 — V est dite définie positive si : V(0) = 0 et V(z) > 0 dans un
voisinage de 0 pour tout x # 0.
— V est dite définie négative si : —V est définie positive.

— V est dite semi-définie positive si : V(0) =0 et V(z) > 0 dans un voisinage de

0.
~ V est non définie si : V(0) =0 et V(z) change de signe dans tout voisinage de
0.
Exemple 2.2 ~ V(x) = 22 + 23 + 2% définie positive dans R3.

~ V(z) = 22 + (v3 + 23)? est semi-définie positive dans R3.

— V() = 22 + 22 est définie positive dans R? mais semi-définie positive dans R3.

- V(z) = 22 + 2% — 21 — 23 est définie positive a l'intérieur du cercle unité.
n n

~ La forme quadratique V(z) = z' Pz = g g pijTiTj, ou P est une matrice
i=1 j=1

réelle symétrique, est définie positive ssi toutes les valeurs propres de P sont
strictement positives, autrement dit, V est définie positive si et seulement si la
matrice P est symétrique définie positive. Rappelons le principe de Rayleigh : si
P est une matrice symétrique (ou plus généralement une matrice hermitienne),

alors toutes ses valeurs propres sont réelles, de plus,
Amin (P) 2l'r < 2T Pr < Amin (P) 2Tz, VreR"™

Pour vérifier qu’une matrice symétrique est définie positive, on peut utiliser le
critére de Silvester : P est définie positive si et seulement si tous ses mineurs

principaux sont positifs.
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Définition 2.7 (Fonction de Lyapunov) Une fonction de Lyapunov est un candi-

dat de Lyapunov, & savoir une fonction de classe C*, V : R — R telle que
Vi(z)>0 Vx#0, V(z)=0 =zx=0,

ayant la propriété
V(z) <0 Va#0, V(z)=0 z=0.

Le résultat fondamental de la stabilité de Lyapunov affirme que si une fonction
de Lyapunov existe pour un systéme donné alors ce systéme est stable. Si la fonction
de Lyapunov est strictement décroissante, c’est a dire V(x) < 0, Vx # 0, alors la
stabilité est en plus asymptotique. Nous précisons mieux ce résultat dans les sections

qui suivent.

2.2.2 Théoréme de stabilité locale

Le premier théoréme en relation avec la fonction de Lyapunov est le résultat de

stabilité locale autour du point d’équilibre. Nous énoncons le théoréme avec précision :

Théoréme 2.2 (Lyapunov, 1892) Soit x = 0 un point d’équilibre du systéme (2.2),
et D C R™ un domaine contenant [’origine. S’il existe une fonction de Lyapunov
V' définie sur D, alors le point d’équilibre x. = 0 est stable. Si en plus, V(m) < 0,
Ve € D — {0}, alors x = 0 est asymptotiquement stable.

Preuve. Soit ¢ > 0, choisissons r € (0, ] tel que
B(r)={z e R",||z|| <r} C D.

Soit av = Hnﬁin V(z). Alors @ > 0 (par la premiére hypothese du théoréme). Choisissons
z||=r

B € (0, ) et soit
Qg ={z e B(r), V(z)<p}.

Alors g est dans l'intérieur de B(r), car dans le cas contraire, il existerait p € Qg qui

soit au méme temps sur la frontiére de B(r). En ce point p, on aurait,
Vip) >a>p

or, pour tout x € Qg, V () < /3, ce qui constitue une contradiction.
L’ensemble 25 a la propriété suivante : n’importe quelle trajectoire dans {13, issue
de t = 0 reste dans Qg pour tout ¢ > 0. En effet, par la deuxieme hypothese du

théoréme nous avons

V(z(t) <0=V(z(t) <V(z(0) <8, Vt>0.
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Par la compacité de I'ensemble €23, on conclut que le systéme (2.2) a une unique
solution pour tout ¢ > 0 dés que z(0) € Q3. Comme V est continue et vérifie V(0) = 0,

il existe alors § > 0 tel que
lz|| <6 = V(x) < 8.

Par suite
B (0) Cc Qg C B(r)

et les implications suivantes sont vérifiées
z(0) € B(0) = z(0) € Qg = z(t) € Qg = z(t) € B(r).

Par conséquent
[z (0)[ <6 = [z (®)]| <r <e, Vi=0.

Ce qui signifie que le point d’équilibre x = 0 est stable.
Reste donc & montrer la stabilité asymptotique. Pour se faire, supposons donc

V(z) <0,Yx #0, x € D (2.3)

et montrons que z(t) — 0 lorsque ¢t — oo, c’est a dire : pour tout a > 0, il existe
T =T (a) > 0 tel que ||z (t)|] < a, pour tout t > T. Par les mémes arguments que
précédemment, on sait que pour tout a > 0, on peut choisir b > 0 tel que Qg C B(a).

Il suffit alors de montrer que
V(z(t)) — 0, lorsque t — 0.
Comme V' (z(t)) est décroissante et minorée par zéro, il vient que
V(z(t)) = ¢>0, lorsquet— 0.

Pour montrer que ¢ = 0, on supposera le contraire (¢ > 0). Par la continuité de V' (x), il
existe d > 0 tel que B (d) C Q.. La limite V(z(t)) — ¢ > 0 implique que la trajectoire

x(t) reste a Pextérieur de la boule B(d) pour tout ¢t > 0. Posons

—y= max V(z
7 d<||z||<r (=)

(v existe car V est continue sur le compact {d < ||z|| < r}). Par 'hypothese (2.3),

nous avons —y < 0. Il vient donc
¢
V(z(t)) = V(z(0)) + /V(m(s))ds < V(z(0)) — vt — —o0, lorsque t — oo.
0

Cette derniére inégalité contredit ’hypothése ¢ > 0. m
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Exemple 2.3 Considérons le systéme
= (2.4)
To = —4($1 + $2) — h(xl + $2)

ot h : R — R une fonction localement lipschitzienne vérifiant
h(0) =0, zh(xz)>0, Viz| <1.

Considérons la forme quadratique :

or| 21
Viz)== [1 1]1‘

comme fonction candidate de Lyapunov. La dérivée V(m) est donnée par

V(z)

(41‘1 + 21‘2)3':1 + 2(1‘1 + wg)jfg
—227 — 6(z1 + 2)° — 2(21 + w2)h(T1 + 22)

< =222 —6(xy +x0)?, V|m + a0 <1
8 6

= 7 r, V| + x| <1
6 8

Ainsi, V() est définie négative dans ’ensemble

G:{.’I}ERn, ’.’I}1+.’E2‘§1}.

La fonction V' est bien une fonction de Lyapunov pour le systéme (2.4), on conclut,

grace au théoréme précédent, que l’origine est localement asymptotiquement stable.

2.3 Meéthode indirecte de Lyapunov

Une approximation locale de la dynamique du systéme autour du point d’équilibre

permet, dans certains cas, de déduire la stabilité locale du systéme complet. Il s’agit

de la méthode indirecte de Lyapunov.

Considérons le systéme

&= f(x)

ol f: D — R" est une fonction de classe C* (D) et D une partie de R™ contenant le

point d’équilibre du systéme, i.e. f(0) = 0. Par le théoréme de la moyenne, nous avons

(@) = £:0) + Xz
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ol z; est un point du segment joignant z et l'origine. Cette égalité est vraie pour tout
x € D tel le segment joignant x et 'origine reste dans D. Comme f(0) = 0, nous

pouvons écrire

) = G e = 0w+ | - FLo) o

D’ou 'on peut déduire que
f(z) = Az + g(x)

= %(0) et gi(z) = [g‘i (z) — %il (O)] x

La fonction g; (i = 1,...,n) vérifie

)] < |5 = G0

0
et par la continuité de la dérivée partielle —f, on remarque que

ox
llg ()]

lzl—0 [z

=0.

Cela signifie que dans un voisinage de zéro suffisament petit, on peut approcher le

systéme (2.2) par son linéarisé

&= Az, ou A= %(O) (2.5)

Le théoréme qui suit, connu comme méthode indirecte de Lyapunov, utilise la linéarisa-
tion (2.5) du systéme (2.2) et peut dans certain cas apporter une réponse au probléme

de la stabilité locale, plus précisement :
Théoréme 2.3 ([23]) Soit x =0 un point d’équilibre du systéme
&= f(x)

ot f: D — R"™ est une fonction de classe C* (D) et D un voisinage de zéro. Soit

A=y,

Alors,

1. L’origine est asymptotiquement stable si Re()\;) < 0 pour toutes les valeurs

propres A; de A.

2. L’origine est instable si Re()\;) > 0 pour au moins une valeur propre \; de A.
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Notons que ce théoréme ne permet pas de conclure sur la stabilité du systéme

lorsque Re(\;) < 0 pour tout ¢ et Re(\;) = 0 pour un certain i.

Exemple 2.4 Considérons le systéme
.’tl = X2
Ty = —asinz; — bsinxs.

Nous sommes en présence de deux points d’équilibres :(x1 = 0,292 = 0) et (z1 = m, 22 = 0).

La matrice jacobienne est donnée par

of on

g_ 8131 6x2 _ 0 1

ox % % B —acosxy —b ’
Oox1 Oxo

Pour étudier la stabilité de ’origine, on calcule la jacobienne au point x =0

of 0 1
A= (@) Lo [ o ] .

Les valeurs propres de A sont

1 1
)\172 = —§b:t 5 \V b2 — 4a.

Pour tout a,b > 0, les valeurs propres de A sont purement réelles et sont strictement
négatives. On conclut donc que le systéme est asymptotiquement stable & l'origine.

Pour étudier la stabilité du point d’équilibre (x1 = w,x2 = 0), on calcule la jaco-
bienne en ce point :

~ of 101
A= %(x) |x1:7r,a22:0— [ a —b ] :

Les valeurs propres de A sont
1 1
)\172 = _ibi 5 \V b2 + 4a.

1 1
Pour tout a > 0 et b > 0, nous avons \; = —§b+ 5\/172 +4a > 0. En vertu du

théoréme 2.3, le point d’équilibre (z1 = 7,22 = 0) est instable.

2.3.1 Théoréme de stabilité globale

Nous avons vu que la stabilité locale signifie la stabilité pour toute condition ini-
tiale xg dans un voisinage D du point d’équilibre, et la stabilité globale celle pour
tout xg € R™. La question est de savoir s’il suffit de remplacer D par R" et de vérifier

les hypothéses du théoréme de Lyapunov afin de conclure sur la stabilité globale du
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systéme. La réponse est non (cf. [23]), par conséquent il faut une condition supplé-
mentaire : Pour que 'on puisse garantir que le théoréme de Lyapunov conclut sur la
stabilité globale d’un systéme, il faut d’une part que toutes les hypothéses de ce théo-
réme soient satisfaites, et d’autres part il faut également que la condition de bornitude

radiale existe, c’est-a-dire
V(z) — oo lorsque |z| — oo.

Dans ce cas, on dit que V est radialement non-bornée. Le théoréme suivant, di a

Barbashin-Krasovskii, récapitule ces conditions :

Théoréme 2.4 Soit x = 0 un point d’équilibre pour le systéme (2.2). Soit V : R — R

une fonction de classe C* vérifiant

V() > 0 Vz#0, V(0) =0.
Vz) < 0 V&0,

lz|| — oo0=V(z)— occ. (2.6)
alors x = 0 est globalement asymptotiquement stable.

Preuve. Soit p € R™ un point quelconque. Posons ¢ = V(p),la condition (2.6)
implique que pour tout ¢ > 0, il existe r > 0 tel que V(x) > ¢ chaque fois que
||z|| > 7. Ainsi, Q. C By, ce qui implique que I'ensemble €. est borné. Le reste de la

démonstration est similaire & celle du théoréme 2.2. m
Exemple 2.5 Considérons le systéme

.’i,'lz.’I,'Q

9 = —h(xy)— azx2

ot a > 0, h(.) est localement Lipschitz, h(0) = 0, et yh(y) > 0 pour tout y # 0. La

fonction de Lyapunov

1

x+ 5/h(y)dy

0

ka?® ka

V(z) = ng [ b

est définie positive pour tout x € R? et radialement non-bornée, sa dérivée
V(z) = —ad(1 — k)3 — adkzih(z1)

est définie négative sur R? pour tour k € (0,1). On conclut, grace au théoréme précé-

dent, que l'origine est globalement asymptotiquement stable.
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2.4 Fonction de Lyapunov pour les systémes linéaires
Considérons le systéme linéaire
T = Ax (2.7)

Lorsque toutes les valeurs propres de A vérifient Re();) < 0, alors A est dite matrice de
Hurwitz ou matrice de stabilité. Supposons que la matrice A est inversible, cela, nous
garantirait 'unicité du point d’équilibre = 0. Rappelons que l'origine du systéme
(2.7) est asymptotiquement stable si et seulement si la matrice A est de Hurwitz.
On peut également caractériser la stabilité asymptotique en utilisant la méthode de

Lyapunov. Considérons la fonction de Lyapunov suivante
V(z) = 2! Px

ou P est une matrice réelle symétrique définie positive. La dérivée de V' au long des

trajectoires du systéme (2.7) est donnée par
V(z) =i" Pz +2'Pi=2" (PA+ ATP) 2z = —2"Qx
ou () est la matrice symétrique donnée par
Q=—(PA+A"P). (2.8)

L’équation (2.8) est dite équation de Lyapunov.
Le théoréme suivant caractérise la stabilité asymptotique de l'origine en terme de

solution de I’équation de Lyapunov :

Théoréme 2.5 ([23]) Une matrice A est de Hurwitz si et seulement si pour toute
malrice symérique définie positive () donnée, il existe une matrice P symétrique définie
positive vérifiant ’équation de Lyapunov (2.8). Si de plus A est de Hurwitz, alors P

est l'unique solution de ’équation (2.8) .

Preuve. La suffisance découle du théoréme 2.2 avec V(z) = o1 Px. Pour montrer
la nécessité, supposons que toutes les valeurs propres de A vérifient Re ()\;) < 0, et

considérons la matrice P définie par
pP= /exp (ATt) Q exp (At) dt. (2.9)
0

Cette intégrale est bien définie du fait que les éléments a intégrer sont de la forme

th=Lexp (A\it), avec Re()\;) < 0. La matrice P est clairement symétrique. Montrons
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qu’elle est définie positive. Supposons le contraire, il existe donc un vecteur x # 0 tel

que 27 Pz = 0. Comme la matrice exp (At) est inversible pour tout ¢, il vient que

o
TPr = 0= /xT exp (ATt) Qexp (At) zdt =0
— exp(At)z =0, Vt > 0= 2 =0.

Cette contradiction montre que P est définie positive. En remplacant I’expression de

P dans I’équation de Lyapunov, on obtient

e}

exp (ATL‘) Q exp (At) Adt + /AT exp A t Qexp (At) dt
0

PA+ATP =

4

77 ©XP (ATL‘) Q exp (At) dt = exp (ATL‘) Qexp (At) |°= —-Q

‘3\8 ‘3\8

ce qui montre que P est bien une solution de ’équation de Lyapunov. Pour montrer

que c’est I'unique solution, supposons 'existence d’une autre solution P % P. Donc
(P P)asar(p P) =0,
il vient que
0 =-exp (ATt) [(P - ﬁ) A+ AT <P - ﬁ)} exp (At) = % {exp (ATt) (P - ﬁ) exp (At)}
autrement dit
exp (ATt) (P — ]5> exp (At) = constante pour tout t.
En particulier, comme exp (A0) = Id, nous avons
(P — ]3> = exp (ATt) (P — ﬁ) exp (At) — 0 lorsque t — co.
Finalement P = P. m

Remarque 2.4 L’équation (2.8) est une équation linéaire algébrique qui peut se ré-
soudre en la réécrivant sous la forme Mx =y, ot x et y sont deux vecteurs constitués
des éléments de P et Q. Elle peut également étre résolue en la considérant comme cas
particulier de l’équation de Sylvester PA + BP + C = 0. 1l existe de nombreuses mé-
thodes numeériques efficaces pour la résolution de telles équations (voir [16] ) Notons
que la plus part des logiciels de programmation des systémes de controle contiennent

des commandes pour la résolution de [’équation de Lyapunov.
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Exemple 2.6 Soient

0 -1 10
A= . Q= . et P= P11 P12 ‘
1 -1 0 1 D12 P22
L’équation de Lyapunov a la forme suivante
0 2 0 P11 -1
1 -1 1 2| =10
0o -2 -2 D22 -1
L’unique solution de cette équation est
1.5
ooy el p [ 15 05
b1z ’ 05 1.0
D22 1.0

2.5 Meéthode de construction des fonctions de Lyapunov :
Méthode de Krasovskii [30]

1l existe plusieurs méthodes de construction de fonctions de Lyapunov, entre autre
la méthode de Krasovskii et la méthode du gradient conjugée. Le trait commun de ces
méthodes est de procéder par construction/correction et essais/erreurs. En d’autres
termes, il n’y pas de méthode constructive directe & proprement dit. Il s’agit de procé-
der de maniére itérative en alternant entre, d’une part, imposer la premiére condition
de positivité de la fonction de Lyapunov, et, d’autre part, imposer la seconde condi-
tion concernant la décroissance le long des solutions de la fonction de Lyapunov. Dans
ce qui suit, nous présentons la méthode de Krasovskii. La référence [30] contient une

présentation détaillée des autres méthodes.
Théoréme 2.6 ([30]) Soit © = f(z) tel que f(0) = 0. Définissons :
of
A = —, 2.10
(1) =5t (210)

S’il existe un ouvert @ C R™ contenant 'origine 0 € , et que la matrice F(x) =
A(x) + A(z)T < 0 est définie négative dans l'ouvert Q (i.e. xT F(z)x <0, Vo # 0,2 €
Q) alors la fonction

V(z) = f(z)" f(2).

est une fonction de Lyapunov et lorigine O est localement asymptotiquement stable.
Si de plus, Q@ = R" et V(z) — oo lorsque ||z|| — oo, alors x = 0 est globalement

asymptotiquement stable.
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Ce théoréme admet une certaine généralisation en considérant une équation de

Lyapunov pour la matrice F(x).

Théoréme 2.7 ([30]) S’il existe un ouvert & C R™, ainsi que deux matrices définies

positive P > 0 et QQ > 0 telles que Vx # 0,2 € Q 1l est vrai que
F(z) = A(2)TP+ PA(z) +Q < 0
est une matrice définie négative, alors
V(z) = f(z)" Pf(x)

est une fonction de Lyapunov, et O est localement asymptotiquement stable. Si de plus,
Q=R" et V(z) — oo lorsque |z|| — oo, alors x = 0 est globalement asymptotiquement
stable.

2.6 Théorie de Lyapunov dans le cas non autonome
Considérons la classe des systémes non linéaires décrite par ’équation dynamique
i = f(tz) (2.11)

ou f:]0,00[ x D — R™ une fonction continue par rapport a t et localement lipschit-
zienne par rapport a x sur [0,00[ X D, et D C R™ un domaine contenant ’origine
x=0.

La principale difficulté dans I’étude de tels systémes est que la solution dépend de
I'instant initial ¢9. Nous allons introduire dans ce qui suit la notion d’uniformité qui
permet alors de caractériser le comportement d’une classe importante de systémes non
linéaires.

L’origine est un point d’équilibre pour le systéme (2.11) a l'instant ¢t = 0 si
f(,0)=0, Vt>0.

Comme dans le cas autonome, sans perte de généralité, on peut toujours supposer
que 'origine est le point d’équilibre. En effet, supposons que 7 (7) est une solution du
systéme

dy
E—g(ﬂy)

définie pour tout 7 > a. Le changement de variables

z = y-7(7)

t = T7T—a
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transforme le systéme (2.11) en un systéme équivalent ayant lorigine comme point

d’équilibre en t =0 :

T = g(Tay) _y(T) :g(t—i—a,x—i—@(t—i-a)) _y(t—i_a)
= gt+az+y(t+a)—gt+agit+a)S f(ta), V0.
Dans ce qui suit, on notera x (¢, tg, zo) la solution du systéme (2.11) a l'instant ¢ >

to > 0 initialisé en zg & l'instant ¢g.

Définition 2.8 Le point d’équilibre x =0 du systéme (2.11) est dit
stable si, Ve > 0, Vtg > 0, il existe un scalaire positif 0 (g,tg) tel que

||$0H <6 (€,t0) — ”.’L’(t,to,.’lio)|| <eg, Yt > to.

On dit que lorigine est instable dans le cas contraire.

— uniformément stable si Ve > 0, il existe un scalaire positif 6 () tel que
Vto >0, ||zo|| <0 (e) = ||z (¢, to, z0)|| <&, Vt=>to.

— asymptotiquemnt stable s’il est stable et s’il existe une constante ¢ = c(tg) telle
que
lzo|l < ¢ = lim z (¢, 9, x0) = 0.
t—o00

— uniformément asymptotiquement stable s’il est uniformément stable et il existe

une constante c (indépendante de to) telle que
|zo|| < ¢ = tlg&x (t,t0,z0) =0, wuniformément par rapport & to
c’est a dire : ¥n >0, 3T =T (n) > 0 tel que
[zoll < ¢ = ||z (¢, to, o)l| <n, VE =10+ T (n).

— globalement uniformément stable s’il est uniformément stable, 0 () peut étre
choisi de maniére & avoir lim ¢ (¢) = oo, et pour tout n > 0, ¢ > 0, il existe
E—0OO
T =T (n,c) >0 tel que

[zoll < ¢ == [l (¢ to, zo)l| <n, Yt =t +T (n,¢).

Avant d’énoncer les principaux théorémes permettant d’étudier les différents concepts
de stabilité de Lyapunov pour les systémes non autonomes, nous allons d’abord intro-
duire des classes de fonctions dites IC, Ko et L. Ces classes jouent un role primordiale

dans 'analyse de la stabilité.
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Définition 2.9 ([37]) Une fonction ¢ : [0,a] — [0,00] dite de classe I si ¢ est
continue, strictement croissante et vérifie ¢ (0) = 0. Elle est dite de classe Koo si de

plus a = 400 et ¢ (1) — o0 lorsque 1 — +00.

On peut montrer (cf. [18]) qu’une fonction V' est définie positive dans une boule

B(R) si et seulement si on peut définir deux fonctions ¢; et @y de classe K telles que
o1 ([zl]) <V (z) <@p(lzl]), Vz € B(R).

On notera également ICL la classe des fonctions 3 : [0,a[ x [0, 00] — [0, 00 telles
que pour chaque s fixé, la fonction r — (r, s) est de classe K, et pour chaque r fixé,

la fonction s — 3 (r, s) est décroissante et vérifie

lim g (r,s) =0.

§—00

On précisera mieux dans la section suivante le role de la classe L dans I’analyse de

la stabilité des systémes non autonomes.

Exemple 2.7 SiV est une fonction définie positive homogéne de degré k, (i.e. V (Ax) =
MV (z), YA € R), alors

v = (lell 5 ) = el v (7)o o

]

On pose alors

a = supV(y), [yl=1,
az = infV(y), |yll=1,
et on a
k k

ag [|z[|" <V (x) < ax[lz]”.

~ a(r) =tan"! (r) est strictement croissante car o (r) = 7,2 > 0. Elle appar-
r
tient donc a la classe IC, mais elle n’est pas de classe Koo car lim « (r) = g < 00.
r—00

—a(r) =7r° ¢ > 0, est strictement croissante, de plus, lim «(r) = oo, elle est
r—00
donc de classe Kso.

,
-~ B(rs) = ksr+1’

strictement décroissante par rapport a s, de plus, B (r,s) — 0, s — oo, elle est
donc de classe KL.

k > 0, est strictement croissante par rapport & r, et est

Le Lemme suivant résume certaines propriétés des classes K et KL qui seront utiles

dans la suite de ce chapitre.
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Lemme 2.1 ([37]) Soient a1, ay deux fonctions de classe K sur [0,a), a3, ay deux
fonctions de classe Ko et 5 une fonction de classe KKL. On note par ai_l linverse de
«;. Alors

—ag ! est définie sur [0,aq1(a)), de plus est elle de classe K.

- 0451 est définie sur [0,00), de plus est elle de classe Kuo.

— a1 0y est de classe K.

— a3 0aq est de classe K.
—o(r,s)=ai(B(az(r),s)) est de classe KL.

Les classes K et KL interviennent dans l'analyse de la stabilité de Lyapunov a

travers les deux lemmes suivants :

Lemme 2.2 ([37]) Soit V : D — R une fonction définie sur le domaine D C R”"
contenant l'origine, continue et définie positive. Soit B, C D avec r > 0. Alors, il

existe des fonctions a1 et ag de classe K, définies sur [0,r], telles que :
ar(([z]]) < V(z) < ea(|lz])

pour tout x € B,. Si D = R", les fonctions oy et ag serons définies sur [0,00) et
inégalité précédente a lieu pour tout x € R™. Par ailleurs, si V(x) est radialement

non bornée, alors aq et as peuvent étre choisies dans la classe Kxo.
Preuve. Définissons la fonction 9 (s) par :

s)= inf V(z)pour 0<s<r.
s<|lzl|<r

La fonction 1(.) est continue, définie positive et croissante. Par ailleurs, V' (x)

IN IV

¥(||z]|) pour 0 < ||z]| < r. Soit ai(s) une fonction de classe K telle que ai(s)
ki (s) avec 0 < k < 1. Nous avons alors,

V() =2 Y(l|lzl]) = ca([[z]) pour [lz]| <
D’autre part, on définit ¢(s) par :

¢(s) = sup V(z) pour 0 <s<r
llzl|<s

La fonction ¢ est continue, définie positive et croissante. Elle vérifie de plus
V(z) < ¢(|lz]) pour [lz|| <.
Soit aa(s) une fonction de classe K telle que ag(s) > k¢(s) avec k > 1. Alors,

V(z) <d([]]) < ag(|z]]) pour [[z]| < 7.
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D’ou

ar([fz]]) < V(z) < as(|z])-

Si D = R", on définit 1(s) et ¢(s) par :

¥(s) = inf V(x), ¢(s) = sup V(x) pour 0 <s

ll=]|>s lz||<s

Les fonctions 1(s) et ¢(s) sont continues, définies positives, croissantes et
Y(||lz]) < V(z) < ¢(]|z]]), Vo € R™

Les fonctions a et ag peuvent étre choisies comme précédemment. Si V' (z) est radia-
lement non-bornée, 1(s) et ¢(s) tendent vers +o00 quand s tend vers + oo. D’ou 'on

peut choisir a; et as dans la classe K. B

Remarque 2.5 Pour une forme quadratique définie positive V(x) = x* Px, le lemme

précédent est une conséquence directe des inégalités
Amin(P)||z]| < 2" P2 < Amin (P)||]]
Lemme 2.3 ([37]) Considérons l’équation différentielle scalaire

y=—a(y), yt)=1vo

ot « est une fonction de classe IC sur [0,a) et localement lipschitzienne. Pour tout
yo € [0,a), cette équation posséde une unique solution y(t) définie pour tout t > to,
donnée par

y(t) = o (yo,t — to)

ot o est une fonction de classe KL définie sur [0,a)x [0,00).

La proposition suivante donne une caractérisation plus pratique des différentes

notions de la stabilité uniforme a ’aide des fonctions de classes K et ICL.

Proposition 2.1 ([37]) Le point d’équilibre x = 0 du systéme (2.11) est
— uniformément stable si et seulement s’il existe une fonction ¢ de classe KC et une

constante ¢ > 0, indépendantes de tq telles que
[z (¢, t0, wo)|| < @ ([@oll), YVt =10 =0, Vo <ec.

— uniformément asymptotiquement stable si et seulement s’il existe une fonction

B de classe KL et une constante positive c, indépendante de tg, telles que

Iz (£, to, o) || < B (lzoll £ — to), ¥t >t >0, ¥zl < ec. (2.12)
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— globalement uniformément asymptotiquement stable si et seulement si l'inégalité

(2.12) est vérifiée pour n'importe quel état initial x.
Dans le cas ou la fonction 8 prend la forme suivante :
B (r,s) = krexp(—As), avec A,k > 0.
on parlera de la stabilité exponentielle, plus exactement :

Définition 2.10 Le point d’équilibre x = 0 du systéme (2.11) est exponentiellement

stable s’il existe des constantes c, k et \ positives telles que
[l (¢, 0, mo) | < K [[zol| exp(=A (£ —t0)), Vzol <ec. (2.13)

et globalement exponentiellement stable si l'inégalité (2.13) est vérifiée pour n’importe

quel état initial xg.

Dans le paragraphe suivant, on présentera les principaux théorémes sur la stabilité

uniforme, via la méthode directe de Lyapunov.
Théoréme 2.8 ([37]) Soit x =0 un point d’équilibre pour le systéme
T = f(t,x)

et D C R™ un domaine contenant x = 0. Soit V : [0,00) X D — R une fonction

contindment différentiable (de classe C') telle que

Wi(z) < V(t,x) < Wa(x) (2.14)
ov. oV
E + %f(t,x) <0 (2'15)

Vt >0 et Vx € D, ou Wi(z) et Wa(x) sont des fonctions continues, définies positives

sur D. Alors, x = 0 est uniformément stable.

Preuve. La dérivée de V tout au long des trajectoires du systéme est donnée par

. ov oV
V(t,x) = It + %f(tax) <0

on choisit 7 > 0 et ¢ > O telsque B, C Detc < Hrr|1|in Wi(x). Alors, {z € B, /| Wi(z) < ¢}

est dans I'intérieur de B,. On définit 'ensemble ;. par
Ye={zreB, / V(tx)<c}
L’ensemble Q; . contient {x € B, / Wa(z) < ¢} car

Wa(z) <e=V(t,z) <c
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FiG. 2.1 — Représentation géométrique des ensembles de la preuve du théoréme 2.8.

D’autre part, Q. C {z € B, / Wi(z) < ¢} car
V(t,z) <c= Wi(z) <c

Ainsi
{zeB, | Walx)<c} C e C{zreB, /| Wi(x)<c}CB.CD

pour tout ¢t > 0. Ces cinq ensembles sont illustrés dans la figure 2.1

Comme V(t,x) < 0 dans D, pour chaque ty > 0 et chaque g € Qy, ., la trajec-
toire de la solution de condition initiale (tg,xo) reste dans € . pour tout ¢t > to. Par
conséquent, toute solution de condition initiale dans {x € B,/Wj(z) < c} reste dans
Q¢, et donc aussi {x € B,/Ws(z) < ¢}, pour tout temps futur. Il vient donc que la
solution est bornée et est définie pour tout ¢ > tg.

Par ailleurs, comme V< 0, nous avons
V(t,z(t)) < V(to,z(to)), Vt > to. (2.16)

Par le lemme 2.2, il existe deux fonctions a; et ag de classe IC, définies sur [0, 7], telles
que
ar([lz]]) < Wi(z) S V(t, z) < Wa(z) < an(]|z]]) (2.17)

En combinant les inégalités (2.16) et (??), nous obtienderons :

lz(@) < a7 (V(t,2(1)) < a1 (V(to, 2(t0))) < o7 (a2(||z (ko)1)
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comme ozfl o ag est une fonction de classe IC, I'inégalité

lz(®)] < a1 (a2(llz(to)])

montre que origine est uniformément stable. m

Le lemme suivant est utile pour démontrer les théorémes 2.9 et 2.10.

Lemme 2.4 (Lemme de Comparaison) Considérons [’équation différentielle sca-

laire
T = f(tvm)a l’(to) = T

ou f(t,x) est une fonction continue en t et localement lipschitzienne en x, pour
tout ¢t > 0 et tout z € J C R. Soit [tg,T") (T peut étre infini) 'intervalle maximal de
la solution z(t), et supposons que z(t) € J pour tout ¢ € [tg,T"). Soit v(¢) une fonction

dérivable vérifiant I'inégalité différentielle :
v (t) < ft0(t), vlto) < xo
avec v(t) € J pour tout ¢ € [tg,T"). Alors

v(t) < x(t), pour tout t € [to,T).

Théoréme 2.9 ([37]) Supposons que les conditions du théoréme précédent soient sa-
tisfaites, ou la condition (2.15) est remplacée par
v v
ot Oz

Vt > 0 et Vo € D, ou Ws(x) est une fonction continue définie positive sur D. Alors

ft,z) < =Ws(x)

x = 0 est uniformément asymptotiquement stable. Par ailleurs, si r et ¢ sont choisis

tels que B, ={||z|| <r} C D etc< HH|1|in Wi(z), alors toute trajectoire ayant un état
z||=r

initial dans {x € B, | Wa(x) < ¢}, vérifie
lz@)[l < Blz(to) [l t — to), Yt =10 =0

pour une certaine fonction B de classe KL. Finalement, si D = R"™ et Wi(x) est
radialement non-bornée, alors x = 0 est globalement uniformément asymptotiquement
stable.

Preuve. En tenant compte de la démonstration du théoréme précédent, on sait que
si toute trajectoire d’état initial dans {z € B, / Wa(z) < ¢} reste dans {z € B, / Wi(x) < ¢}, pour tout
to. D’aprés le lemme 2.2, il existe une fonction a3 de classe K définie sur [0, 7], telle

que
ey OV, OV

V(t @) = 5 + 5 f(t2) < —Wa(@) < —as(|l2])
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En utilisant 'inégalité
V < aslllzl)) & a3 ' (V) < [l & as(ag (V) < as(]l])
nous constatons que V satisfait I'inégalité différentielle
V< —as(0; (V) E —a(v)

ol @ = 30ty ! est une fonction de classe K définie sur [0, r]. Supposons, sans perte
de généralité, que « est localement lipschitzienne. Soit y(t) verifiant I’équation diffé-

rentielle autonome du premier ordre
¥ =—aly), ylto) = V(to,z(to)) 2 0
Grace au lemme 2.4 il vient que
V(t,z(t)) <y(t), Vt > to

D’apreés le lemme 2.3, il existe une fonction o(r, s) de classe KL définie sur [0, 7] X [0, 00)
telle que
V(tv x(t)) < J(V(t07 x(to))a t— tO)a VV(to, x(to)) € [07 C]

Par ailleurs, chaque solution d’état initial dans {x € B, / Wa(z) < c}, satisfait I'in-

égalité

lz®)ll < o' (V(t,2(1)) < a1-1(o(V (to, 2(t0)), t — to))

a7 Ho(as(l|z(to) ), — t0)) E B(ll(to)], ¢ — to)

IN

Le lemme 2.1 montre que S est une fonction de classe L. Ainsi, I'inégalité (2.12)
est satisfaite, ce qui implique que x = 0 est uniformément asymptotiquement stable. Si
D =R", les fonctions aq, s et ag sont définies sur [0, 00). D’ou «v et par conséquent /3
sont indépendantes de ¢. Comme Wi (z) est radialement non borné, ¢ peut-étre choisi
arbitrairement assez grand pour inclure n’importe quel état initial dans {Wa(x) < c}.
Ainsi, 'inégalité (2.12) a lieu pour n’importe quel état initial, cela montre que ’origine

est globalement uniformément asymptotiquement stable. m

Définition 2.11 Une fonction V(t,x) est dite :
— semi-définie positive si V (t,x) > 0.

— définie positive s’il existe une fonction Wi(z) définie positive telle que

— radialement non bornée si W1 [’est.
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— décroissante si V (t,x) < Wa(x) pour une certaine fonction définie positive.
— définie négative (semi-définie négative) si —V (t,x) est définie positive (semi dé-

finie positive).
Remarque 2.6 Les deux théorémes précédents montrent que l’origine est

— uniformément stable s’il existe une fonction V(t,z) de classe C* sur [0,00) x
D, définie positive, décroissante, et dont la dérivée au long de la trajectoire du
systéme est semi-définie négative

— uniformément asymptotiquement stable si V est définie négative

— globalement uniformément asymptotiquement stable si les conditions pour [’uni-
forme asymptotique stabilité ont lieu globalement avec V(t,x) radialement non-
bornée.

Ces théorémes généralisent donc les théorémes sur la stabilité locale et globale des
systémes autonomes. Une fonction V de classe C! sur [0,00) x D, définie positive,
décroissante, et dont la dérivée au long de la trajectoire du systéme est semi-définie
négative est dite fonction de Lyapunov.

Le théoréme ci-dessous fournit des conditions suffisantes pour la stabilité exponen-

tielle d’un systéme non autonome.
Théoréme 2.10 ([37]) Soit x = 0 un point d’équilibre pour le systéme
T = f(t’ 1‘)

et D C R™ un domaine contenant x = 0. et soit V : [0,00) x D — R une fonction

contintdment différentiable tel que

Rallel® < V(t2) < Fallo]® (218)
ov. oV

—_— — < - e .

e S w) < ke (219)

Vt > 0 et Vo € D, ot k1, ko, ks et a sont des constantes positives. Alors x = 0 est
exponentiellement stable. Si la condition est stricte alors x = 0 est globalement expo-

nentiellement stable.

Preuve. A l'aide de la figure 2.1, on peut remarquer que toute trajectoire ayant
un état initial x (¢9) dans {ka||z||* < ¢}, pour ¢ suffisement petit, reste bornée pour
tout ¢ > to. Les deux inégalités (2.18) et (2.19) montrent que V satisfait 'inégalité
différentielle

. ks

V<——=V
=Tk
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il en résulte grace au principe de comparaison (lemme 2.4) que

k
V(t,2(t) < V(to, z(tg))e 5 1)

D’ou,
1 E& 1
1 BT
@) < |LLrd]e V (to, a(tg))e E(E10)

< o < ;

(B)(t—to) | 1
kol|lz (¢ Ao\ ko ko & iy
= 2” (O)Hkl — _j Hx(tO)HG(’W)(t to)

Ainsi, l'origine est exponentiellement stable. Si toutes les conditions ont lieu globale-
ment, ¢ peut étre choisi arbitrairement assez grand et I'inégalité ci dessus a lieu pour
tout z(tp) € R". m

Exemple 2.8 Considérons le systéme scalaire
& =—[1+g(t) 2’

ot g est une fonction continue et g(t) > 0 pourt > 0. En utilisant la fonction candidate

de Lyapunov

on obient
V(t,z) = —[1+g(t)]z* < —z*, Vz eR, Vt>0.

Les hypothéses du théoréme 2.9 sont satisfaites globalement avec Wi (x) = Wy (x) =

V(z) et Wa(z) = 2*. On conclue que lorigine est globalement uniformément stable.

Exemple 2.9 Considérons le systéme

1 = —x1—g(t)xe

Ty = T1— 22
ol g est une fonction de classe C' et vérifiant
0<g(t)<k et g(t)<g(t), vVt=>0.

Choisissons V (t,z) = 22 + [1 + g(t)] 23 comme fonction candidate de Lyapunov. On
peut facilement voir que

i+ 23 <V(t,z) <zi+[1+kz3, VoeRE
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Ainsi, V(t,x) est définie positive, décroissante et radialement non-bornée. La dérivée

de V le long des trajectoires du systéme est donnée par
V(t,x) = =222 + 2w120 — [2 + 2g(t) — g(t)] 23
En utilisant les estimations suivantes
2+2g(t) — g(t) > 2+2g(t) — g(t) > 2

on obtient

V(t,x) < =222 + 2129 — 223 = —

ot Q est définie positive. C’est & dire, V (t,x) est définie négative.
Par conséquent, toutes les hypothéses du théoreme 2.9 sont satisfaites globalement
avec des fonctions quadratiques W1, Wo et W3, définies positives. Rappelons qu’une

fonction quadratique ™ Pz définie positive vérifie
Amin (P) 2Te < 2T Pr < Apax (P) 2T

On wvoit que toutes les conditions du théoréme 2.10 sont vérifiées globalement avec

a = 2, on déduit donc que l'origine est globalement exponentiellement stable.

Exemple 2.10 Soit A(t) une fonction matricielle continue pour tout t > 0. Etudions

la stabilité du systéme linéaire non autonome
T = A(t)x

autour du point d’équilibre x = 0. Supposons qu’il existe une fonction P de classe C',
vérifiant :
0<01[§P(t) <col, Vt>0

et l’équation différentielle matricielle suivante
—P(t) = P(H)A(t) + AT()P(t) + Q(¢) (2.20)

ot Q(t) est une fonction matricielle continue, symétrique et définie positive, c’est a
dire,
Q(t) >c3l >0, Vt>0.

La fonction candidate de Lyapunov

V(t,z) =z P(t)z
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vérifie
allall; < V(t,2) < ez el
(Il étant la norme euclidienne de R™) et la dérivée de V' le long des trajectoires du

systéme est donnée par

Vt,z) = ' P@t)z+2"P(t)x + 2" P(t)i
_— [P(t) + P(t)A(t) + AT P(t)| =
= —2"Qt)x < —csllzlf3 -

Ainsi donc toutes les hypothéses du théoréme 2.10 sont vérifiées globalement avec a = 2,

on conclue que ’origine est exponentiellement stable.

L’analyse de la stabilité des systémes linéaires non autonomes peut complément
étre caractérisée en termes de la résolvante du systéme. En effet, considérons a nouveau
le systéme

T = A(t)x (2.21)

rapellons que la solution du systéme est donnée par
z(t) = R(t,to)x(to)

ot R(t,%o) est la matrice résolvante.
Nous avons le théoréme suivant permettant de caractériser la stabilité asympto-

tique uniforme du systéme linéaire (2.21) :

Théoréme 2.11 Le point d’équilibre x = 0 du systéme (2.21) est (globalement) uni-

formément asymptotiquement stable si et seulement si la résolvante du systéme vérifie
[R(t,t0)|| < kexp(=A(t —to)), Vt=1=0
pour certaines constantes positives k et \.

Ce théoréme montre que, pour un systéme linéaire non autonome, 'uniforme

asymptotique stabilité de l'origine est équivalente a la stabilité exponentielle.

2.6.1 Meéthode indirecte de Lyapunov pour les systémes non auto-

nomes

Le théoréme ci-dessous énonce la méthode indirecte de Lyapunov établissant la sta-
bilité asymptotique de I'origine dans le cas d’un systéme autonome. Sa démonstration

repose essentiellement sur le lemme suivant que nous énoncgons sans démonstration.
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Lemme 2.5 Soit x = 0 un point d’équilibre exponentiellement stable du systéme
(2.21). Supposons que A(t) est continue, bornée. Soit Q(t) une fonction matricielle
continue, bornée et symétrique définie positive. Alors, il existe une fonction matricielle

P(t) de classe C', bornée, symétrique définie positive et vérifiant 'équation (2.20).

En tenant compte de l'exemple 2.11, la fonction V(¢t,z) = 2T P(t)x, ot P est
donnée par le lemme précédent, est une fonction de Lyapunov pour le systéme (2.21),

de plus, elle vérifie toutes les conditions du théoréme 2.10.

Théoréme 2.12 Soit x = 0 un point d’équilibre pour le systéme

T = f(t’ l‘)
ot f :]0,00) x D — R™ est une fonction de classe C', D = {z € R™, ||z||, <7}. On
suppose que la matrice jacobienne [8— est bornée et lipschitzienne sur D, uniformé-
x

memnt par rapport & t. Soit

AW = |55 w)}

Alors, lorigine est un équilibre exponentiellement stable pour le systéme non linéaire

s’il représente un point d’équilibre exponetiellement stable pour le systéme linéaire
T = A(t)z.

Preuve. Comme l'origine est un point d’équilibre exponentiellement stable du
systéme linéaire, de plus, la fonction A(t) est continue et bornée, le lemme 2.5 assure
I'existence d’une fonction matricielle P(t) de classe C!, bornée, symétrique définie
posistive et vérifiant I’équation différentielle (2.20), oi @ est une fonction matricielle

continue, symétrique et définie positive. On utilisera alors
V(t,z) =z P(t)z

comme fonction candidate de Lyapunov pour le systéme non linéaire.
Notons que les hypothéses du théoréme sur la matrice jacobienne de f permettent
d’écrire

‘3fz' dfi

B (t,x1) — e (t,z2)

<In ||£L‘1—:B2||2, Vi, 20 € D, Vi>0, Vi=1,...,n.
2

En utilisant le théoréme de la valeur moyenne (comme dans le cas autonome), on

obtient ’expression suivante

f(t,ﬂj) = A(t)x + g(tv‘r)



2. Stabilité et théorie de Lyapunov 37

ou
0 ofi ofi
= —852 (t,0) et g;(t,x) = [—(;; (t,2) — —8J; (t,O)} T

z; étant un point du segment joignant z, l'origine et la fonction g vérifie I’estimation

A(t)

suivante
1

2\ 2
2
) zlly < L izl
2

n

lg(t; 2)ll; < (Z

=1

afi Of;
B (t,2) — o (¢,0)

ou L = \/ﬁLl.
La dérivée de V le long des trajectoires du systéme est donnée par

Vit,z) = fL(t,2)Pt)x+ 2T P(t)x +aT P(t)f(t, x)
T [P(t) + P(H)A(t) + AT(t)P(t)] z + 2T P(t)g(t, z)
—2TQ (t) x + 22T P(t)g(t, x)

2 3
—cz|lz[l3 + 2¢oL ||z

IN

< —(es—2¢2Lp) 3, Vally < p.

c .
Le choix de p < min ¢ r, ﬁ nous assure que la fonction V' (¢, x) est définie négative
c2

dans la boule B, = {||z||, < p}. Par conséquent, toutes les conditions du théoréme
2.10 sont vérifiées, il vient donc que ’origine est un point d’équilibre exponentiellement

stable pour le systéme non linéaire. m

2.7 Inégalités matricielles linéaires

Les techniques LMI (abréviation anglaise d’Inégalité Matricielle Linéaire) per-
mettent de formuler de nombreuses spécifications de conception sous forme de contraintes
inégalités. Par exemple, ’analyse et la conception & partir de 'approche de Lyapunov
permettent une formulation LMI. La stabilité d’un systéme dynamique & = Ax est
équivalente & la faisabilité de trouver P = PT tel que ATP + PA <0 et P > Id.

Une fois la formulation LMI réalisée, le probléme est résolu exactement par les
algorithmes d’optimisation convexe.

Une contrainte LMI sur un vecteur variable x de R™ est une expression de la forme :

F(:L‘):F0+:E‘1F1+~~-+:Z}mFm<0 (2.22)
ol 1,3, - ,Ty, sont des variables réelles, dites aussi variables de décision de la
LMI; z = (21,22, ,Zm)T € R™ est le vecteur de décision (ses composantes sont
des variables de décision) et F; = FT e R § = 0,1,--- ,m sont des matrices

symétriques données.
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Il existe des situations ou les variables sont des matrices, comme par exemple

I'inégalité matricielle de Lyapunov.
FX)=ATX +XA+Q<0

ou A € R™" et Q = QT € R™*™ sont deux matrices constantes données, et la variable
X = XT € R™ " est la matrice inconnue. Nous allons expliquer dans ce qui suit
comment se ramener de cette inégalité matricielle & une LMI de la forme (2.22).

Soit Ey, Ea, ..., By une base de S™(R) = {N e R™*" N = NT} I’ensemble des
matrices symétriques d’ordre n. Pour tout X € S™ (R), il existe 1,22, - , 2, € R

m
tels que X = Z x; F;. L’'inégalité de Lyapunov devient :
i=1

F(X)

m m m
=1 =1 =1
= Q+a1 (ATE1 + E1A) + ... + 2y, (ATE,, + EA) <0,

qui n’est rien d’autre qu’une LMI particuliére.

Une autre LMI souvent rencontrée en commande est 1'inégalité de Riccati
ATP+PA+PBR'B'P+Q <0,

ot R>0, Q=Q", R=R", P=PT.

Cette derniére s’exprime comme une LMI en P.

La notation suivante F' < 0 (ou F' < 0) signifie que la matrice F' est définie négative
(respectivement F' semi-définie négative). La contrainte F'(z) < 0 est une contrainte
convexe en z, c’est-a-dire que Pensemble {z € R™, F(x) < 0} est convexe. On dit que
la LMI (2.22) est faisable si et seulement s'il existe au moins un vecteur z € R™ tel que
I'inégalité matricielle (2.22) est vérifiée. Pour des fonctions affines F, G : R™ — S™ (R),
les contraintes F' () > 0 et F' (z) < G (z) sont aussi des LMIs car elles peuvent s’écrire

sous la forme

2.7.1 Programmation semi-définie

Grace a des outils comme Matlab par exemple, il existe des fonctions qui permettent
de résoudre plusieurs types de problémes LMI.

Les trois problémes de bases sont les suivants :
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1. La faisabilité d’un probléme LMI, comme il a été signalé auparavant, permet de

déterminer s’il existe un vecteur z, qui vérifie la contrainte LMI F(z) < 0.

2. Minimiser ¢z par rapport & F(z) < 0; ot ¢ € R™\ {0}, et F est une matrice
symétrique et affine en x, est appelé un programme semi-défini (ou SDP pour
semi-definite program). Le vecteur ¢ définit I'objectif du probléme et z € R™

représente la variable de décision.

3. Minimiser les valeurs propres généralisées. Il s’agit ici de déterminer le minimum

d’un paramétre A tel que le probléme LMI suivant sont vérifié :

C(z)<0
Bj(z) >0, Vje{l,2, ..,p},
Aj(z) > ABj(x), Vje{l,2, ...p}

ou x correspond a I’ensemble des inconnues de I'inégalité matricielle, C, B;, A;

sont des matrices.

Il existe plusieurs algorithmes de résolution numérique de tels types de problémes
LMI. La technique que nous avons utilisée pour résoudre la LMI de notre application
est celle exploité par le logiciel Matlab (plus précisement, la fonction feasp), a savoir la
méthode projective détaillée dans [31]. La solution exhibée par Matlab est une solution
particuliére de la LMI & résoudre.

I’avantage majeur des SDP est que leur complexité est polyndémiale, c¢’est-a-dire
qu’il existe des algorithmes qui permettent d’en calculer 'optimum global (pour une
décision fixée a priori) en un temps de calcul polynomial par rapport a la taille du

probléme.

2.7.2 Les théorémes classiques

La difficulté n’est donc pas de résoudre une LMI. En effet les théorémes issus des
techniques du type Lyapunov conduisent généralement & des contraintes non linéaires
qui s’écrivent sous la forme d’inéquation de Riccati. Les difficultés rencontrées pro-
viennent de la transformation de ses contraintes non linéaires en formulation LMI.

Pour cela, nous disposons des lemmes suivants :

La transformation basée sur le complément de Schur est la méthode la plus simple
et la plus fréquemment utilisé pour transformer des contraintes non linéaires en des

contraintes LMI. Cette transformation est la suivante :

Lemme 2.6 (Complément de Schur, [8]) Soient trois matrices Q (z), S (x) et R (z)

affines par rapport & la variable x, les matrices Q () et R(z) étant symétriques. La
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LMI :

s@ R@ |~

est équivalente auz inégalités suivantes :

{ R(z) >0
Q) - S @) R(x) S @) >0

[ Q(x) S(s)

Une autre transformation est décrite dans le lemme suivant :

Lemme 2.7 ([8]) Pour toutes matrices A, Py >0 et P, > 0, l'inégalité
ATPA— Py <0,

est équivalente o l'existence d’une matrice Y telle que :

—P, ATYT

<0.
YA -Y-YT+P



Chapitre 3
Controélabilité et stabilisation

La controlabilité fait partie des propriétés dites structurelles qui caractérisent les
systémes, et éventuellement permettent de les classifier, par leurs propriétés algébriques
et géométriques. Elle est indispensable dans les applications pour qu’un systéme puisse
étre convenablement commandé et permet de construire des lois de commande de fagon
effective. Cependant, elle sert d’introduction & de nombreuses questions d’une grande
importance pratique, comme la planification de trajectoires.

La premiére partie de ce chapitre aborde la controlabilité, aprés de courtes défi-
nitions, nous étudions en détail les systémes linéaires, autonomes et non autonomes.
Leur controlabilité est caractérisée par le critére de Kalman.

Pour les systémes non linéaires, le probléme mathématique de controélabilité est
beaucoup plus difficile, nous aborderons que ’étude de la controlabilité locale de tels
systémes.

Le concept de la stabilité est fortement lié au concept de I'existence d’une loi de
commande pour un systéme donné qui pourra rendre le systéme en boucle fermée
asymptotiquement stable autour d’un point d’équilibre. Pour les systémes linéaires, la
controlabilité implique la stabilité du systéme. Cependant ceci n’est pas vrai pour les
systémes non-linéaires voir [9].

Nous aborderons dans la deuxiéme partie de ce chapitre le probléme de la stabili-

sation par retour d’état statique.

3.1 Controélabilité

Le probléme de la controlabilité est le suivant : étant donnés deux états x1,z2 € R”,
existe-t-il un temps 7" et un controle admissible u tels que la trajectoire x,,(t) associée
a ce controle joigne xg = z (0) & z; = x (T')? C’est le probléme de controlabilité. On

peut poser le méme probléme avec le temps T fixé.

41
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L’objet de la sous section suivante est de caractériser la controlabilité des systémes
linéaires, on verra qu’il existe une caractérisation algébrique de la controlabilité d’un

systéme linéaire due & Kalman.

3.1.1 Controlabilité des systémes linéaires

Considérons le systéme de contréle linéaire
z(t) = A@t)x(t)+ B(t)u(t), tel
{ z(0) = x.
On suppose que
— les applications t — A(t), B(t) sont L sur I,
— la commande u est mesurable et localement bornée sur I, a valeurs dans R™.
Les théoréemes d’existence de solutions d’équations différentielles nous assurent

existence sur I d’une unique application ¢t — x(¢) absolument continue telle que
t
wel, () = Mt + M) / M()~1B(s)u(s)ds. (3.2)
0

ou M (t) est la résolvante du systéme linéaire homogene z(t) = A(t)x(t).

Ensemble accessible

Définition 3.1 ([42]) L’ensemble des points accessibles a partir de xo en un temps
T >0 est

Acc(zo, T*) = {x1 € R" Jue L7 ([0,7*],R™), Jz:[0,T*] — R"
z(t) = A(t)x(t)+ B(t)u(t) p.p. sur [0,T7],
z(0) = =zo, z(T*)=ux1.
Autrement dit, Acc(xo, T*) est l'ensemble des extrémités des solutions du systéme (3.1)

en temps T%, lorsqu’on fait varier le controle u.

Définition 3.2 ([42]) Le systéme (3.1) est dit controlable (ou commandable) en temps
T si Acc(zo, T*) = R™ autrement dit pour tout xg,x1 € R™ il existe un controle u tel

que la trajectoire associée relie o & x1 en temps T. i.e. :
Vao,z1 € R"™ Jue Ly ([0,7%],R™), Jz:[0,7*] — R"
z(t) = A@)z(t) + B(t)u(t) p.p. surl0,T*]
z(0) = =z, x(T") = 1.
Le systéme (3.1) est dit contrélable (en temps quelconque) depuis xqy si

R" = U Acc(zo, T).
T>0
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Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de controla-

bilité dans le cas ou A et B ne dépendent pas de t, elle est dite condition de Kalman.

Théoréme 3.1 ([42]) Le systéme @(t) = Ax(t) + Bu(t) est dit controlable en temps
T si et seulement si : la matrice C = (B, AB,--- , A" 1B) est de rang égal a n.
La matrice C est appelée matrice de Kalman. La condition rg C' = n est appelée

condition de Kalman.
La démonstration de ce théoréme repose sur le lemme suivant :

Lemme 3.1 ([42]) La matrice C est de rang n si est seulement si l’application li-

néaire :
¢: L2(0, T",R") — R"
u /OT* expT” D4 Bu(t)dt
est surjective.

Preuve du lemme. Supposons tout d’abord que Rg C < n, et montrons que
¢ n’est pas surjective. L’application C' étant non surjective, il existe un vecteur ¢ €

R™ — {0} que I'on supposera étre un vecteur ligne, tel que 1»C = 0. par conséquent :
YB=¢yAB=-.-=9pA" 1B =0.
Or d’aprés le théoréme d’Hamilton-Cayley, il existe des réels ag, a1, -+ ,an—1 tels que
A" =aol + -+ ap_1 A" L
On en déduit par récurrence immeédiate que pour tout entier k :
VA*B =0,

et donc, pour tout ¢ € [0,7%] :
wexptA B =0.

Par conséquent pour tout contréle u on a :

T
Y / expT D4 Bu(t)dt = 0,
0

ie. Yo(u) =0, et donc ¢ n’est pas surjective.
Réciproquement, si ¢ n’est pas surjective, alors il existe un vecteur ligne ¢ €

R™ — {0} tel que pour tout contrdle u on ait :

T
w/ expT" D4 Bu(t)dt = 0.
0
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Ceci implique, pour tout ¢ € [0,T%] :
W eXp(T*_t)A B =0.

En ¢t = T% on obtient B = 0. Ensuite, en dérivant par rapport & ¢, puis en prenant

t = T*, on obtient 1Y AB = 0. Ainsi par dérivations successives on obtient finalement :
YB=¢yAB=---=9A" 1B =0,

donc YC = 0, et donc rgC < n. m

Ce lemme permet maintenant de montrer facilement le théoréme 3.1.

Si la matrice C' est de rang n, alors d’aprés le lemme 3.1, Papplication ¢ est surjec-
tive, i.e. ¢(L>°) = R™. Or pour tout controle u extrémité au temps 7' de la trajectoire

associée a u est :
z(T*) = exp? zo + / expT" D4 Bu(t)dt,

donc ’ensemble accessible en temps 1" depuis un point xg € R” est :
Ace(T*, xg) = exp’ A xg 4+ ¢(L>®°) = R,

et donc le systéme est controlable.
Réciproquement si le systéme est controlable, alors il est en particulier controlable

en xg et ’ensemble accessible en temps T s’écrit :
Acce(T, xg) = ¢(L>) = R",

ce qui prouve que ¢ est surjective, et donc d’aprés le lemme 3.1 la matrice C est de

rang n.

Exemple 3.1 Le systéeme suivant :

i T _ 0 1 T n 0 Uy — Az + Bu
.’tg 0 0 ) 1 (%)
, 0 1
est controlable car la matrice de Kalman C= ( B,AB > = ( L o ) est de rang 2 =

n.

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de contro-
labilité dans le cas non autonome (instationnaire) i.e. dans le cas ou les matrices A et

B dépendent du temps t.
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Théoréme 3.2 ([42]) Le systéme &(t) = A(t)x(t)+ B(t)u(t) est controlable en temps
T si et seulement si :

la matrice .
c(T*) = ' M@E) T BE)BT () (M) dt (3.3)
0

est inversible.

La matrice C(T™) est appelée matrice de controlabilité. On a C(T*) = CT(T*), et
xTC(T*)x > 0 pour tout = € R, i.e. C(T*) est une matrice symétrique positive.
Démonstration. Pour toute solution z(t), on a
T*

x(T*) = M(T*)xo + M(T™) ; M ()" B(s)u(s)ds.

Posons
¥ = M(T")xo.

Si C(T™) est inversible, posons u(t) = (M(t)_lB(t))Tw, avec ¢ € R™. Alors
2(T7) =« + M(T*)C(T" ),

et il suffit de prendre ¢ = (M (T*)C(T*)) " (21 — 2*).
Réciproquement, si C(T™) n’est pas inversible, alors il existe 1 € R™ — {0} tel que
YT'C(T*)p = 0. On en déduit :

T*

/ H (M(t)*lB(t))szH2 dt =0,

0

d’on (M(t)_lB(t))Tw =0 p.p. sur [0,7™], et donc, pour tout controle u, on a
T*
7 / M) B#)u(t)dt = 0.
0

Posons 9, = (M(T*)*I)T ; on a pour tout controle u
YT (2u(T7) = 2%) =0,

ie z,(T*) € z* 4 ot (wL étant Porthogonal de 1), et donc le systéme n’est pas

controlable. m

Remarque 3.1 1. La condition (3.3) dépend de T™ mais ne dépend pas de la condi-
tion initiale xo autrement dit st un systéme linéaire instationnaire est contréolable

en temps T depuis xo alors il est contrélable en temps T depuis tout point.
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2. Si le systéme est autonome, on a M(t) = exp(tA), et donc
T*
C(T") = /exp(—sA)BBT exp(—sAT)ds.
0

Dans ce cas, C(T1) est inversible si et seulement si C(12) est inversible, i.e. la
condition de controlabilité ne dépend pas de T* (ce qui n’est pas le cas pour le

systéme instationnaire)

Exemple 3.2 Soit le systéme suivant :

On posera

At)= ( (1) _01 ) B(t)= ( :fzz ) et X(1)= ( ;Eg ) |

La résolvante du systeme X (t) = A(t)X (t) est donnée par la formule M(t) = exp(tA).

Les valeurs propres de la matrice A sont +i. Un calcul simple montre que

1 . 1 . 1., 1 .

—e Tt —et et — —je cost —sint
exp(tA)=| 2 ~F 4 2 =

Zjemit _ Zjeit  Zgmit 4 it sint cost

2 2 2 2

par conséquent,

M6 BB (M)

T -1
cost —sint cost cost cost —sint
sint cost sint sint sint cost

B cost —sint cos?t costsint cost —sint
sint cost costsint sin?t sint cost

cos2t O
sin2t 0 )

T
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La matrice de contrélabilité au temps T est alors

T*
c(r) = /exp(—sA)B (s) B (s)T exp(—sAT)ds
0
* 1
g cos2s 0 = sin 27 0
N / mas 0 )P 170
S1n 28 - _ = QT*

0 573 cos 0

Il est clair que la matrice C (T™) n’est pas inversible, donc le systéme donné n’est pas

controlable.

3.1.2 Controlabilité des systémes non linéaires

Le probléme de caractériser la contrélabilité locale et globale des systémes non-
linéaires est difficile et fait partie des problémes critiques du domaine de la théorie
des systémes non-linéaires. (voir [24] pour une présentation lucide des travaux dans
ce domaine). Un résultat fondamental sur la controlabilité d’un systéme non-linéaire
provient d’un théoréme qui énonce que si la linéarisation d’un systéme non-linéaire
autour d’un point est controlable alors le systéme non-linéaire est lui méme localement
controlable [24].

L’étude de la controlabilité non linéaire conduit a des calculs plus lourds qui, pour
étre présentée de facon compacte, nécessitent le langage de la géométrie différentielle
et les crochets de Lie. [14].

L’approche de la géométrie différentielle pour ’analyse de controlabilité a été dé-
veloppée dans laquelle un systéme non-linéaire est considéré comme étant une famille
de champs de vecteurs. Dans ce contexte, une large théorie sur la commande de tels
systémes est basée sur 1’algebre de Lie [19]; [38]. Le lecteur pourra se référer a [11] pour
quelques travaux récents dans lesquels les auteurs présentent une technique de test de
controlabilité ainsi qu'un algorithme de commande pour le mouvement de systémes
mécaniques sous-actionnés. Une trés bonne introduction & la commande des systémes
non-linéaires, incluant le concept de la géométrie différentielle est présenté dans [21]
et [32].

Considérons le systéme de controle non linéaire suivant :

(3.4)

z(t) = f(t,z(t),u(t)), tel
z(0) = xo.

On dispose de la définition mathématique de la controélabilité (ou de la comman-
dabilité) :
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Définition 3.3 Comme dans le cas linéaire, on dit que le systéme 3.4 est controlable
(ou commandable) en temps T > 0, si Acc(xo,T) = R™. Autrement dit, pour tout

xg, 1 € R" il existe un controle u tel que la trajectoire associée relie xg a x1 en temps
T. 1e. :

Vzo,z1 € R" Jue Ly, ([0,7],R™), Jz:[0,7] — R"
z(t) = f(t,z(t),u(t)) p.p. sur[0,T]
z(0) = =0, z(T) = 1.

Remarque 3.2 En général, la commande u n’est pas unique, il en existe une infinité.
Cette étape s’appelle planification de trajectoire : calculer t — wu(t) a partir de la
connaissance de f, xg, x1 constitue 'une des questions majeures de l’automatique.

Cette question est trés loin d’étre résolue actuellement.
Exemple 3.3 Considérons l’équation du pendule pesant
ml%0 + mlgsinf = u

ot u représente la somme des moments des forces autres que le point. Em posant w = 0,

le systéme devient

{ézw (3.5)
w:—Z&nH—&-W

On notera alors x = (0,w) l'état du systéme, le champ de vecteurs est

W) = g . U = g . +u 1
gsm@+m£2 EsmH —7

FEtudions maintenant la contrélabilité du systéme (3.5). Considérons deux états du

T = et o9 =
w1 w2

Soit ¢ une fonction C% sur Uintervalle [0,T] qui vérifie

pendule pesant :

©(0) = 01 p(T) =0,
¢(0) = w1 ¢(T) =wa.

On pose

o(t) = me (T sin(e(t)) + & (1)).

et on a alors
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(7

est solution de l’equation du pendule pour Uentrée v(.) sur [0,T]. Il est clair que son

autrement dit

état initial est x1 et son état final est xs.
Par conséquent étant donnés deux états quelconques, et pour tout temps T > 0, il
existe un contréle défini sur [0,T] qui permet d’aller d’un état a l'autre. Le pendule

pesant est controlable en temps T pour tout T > Q.

Exemple 3.4 Considérons dans R? le systéme

ublzu%
ig:u%

L’ensemble des points que l’on peut atteindre o partir de x = (x1,x2) est égal a

{y=(y1,92); w1 >z1, Y2 > x2}

Le systéme n’est donc pas controlable.

3.1.3 Controlabilité locale d’un systéme non linéaire

Soit I un intervalle de R. Considérons le systéme de controle linéaire (3.1). Ce

systéme linéaire généralement par linéarisation du systéme non linéaire

z(t) = f(t,z(t),u(t)), tel
z(0) = wxo.

autour d’une trajectoire (Z, ) .
Soit (z,u) une trajectoire du systéme proche de (Z,w) : on écrit z = T + ey,

u = U+ ev avec € un réel positif suffisement petit. On a, en développant & I’ordre 1 en

€,
T = f—i—eg)zf(t,f—i—sy,ﬂ—i—sfu)
~ femn)+e (G @mmy+ G @)
et donc
y~A({t)y+ B(t)v
avec
At = Lare.am ece m
By = Lzw.aw)ecmm vy

ou
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ou L (RP,R?) désigne ’ensemble des aplications linéaires de RP dans RY.
On ne dispose pas de condition nécessaire et suffisante de controlabilité pour un
systéme non-linéaire. On a une condition suffisante de controlabilité locale qu’on peut

obtenir par linéarisation. Donnons nous d’abord la définition de la controlabilité locale :

Définition 3.4 Le systéme de controle ©(t) = f(t,x(t),u(t)), t € I est localement
contrélable le long de la trajectoire (T,u) si, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que
pour tout a € R™ et tout b € R™ avec |x (0) —al < n et |z (T) —b| < n, il existe un
controle u € Le ([0, T],R™) tel que

loc

o(t) = f(t,x(t), u?)) pp. etz (0)=a= (z(T)=0),
lu(t) =z (t)] <e, Vte|0,T].

On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.3 ([41]) Si le linéarisé autour de la trajectoire (T,u) est controlable,
alors le systéme de controle &(t) = f(t,x(t),u(t)) est localement contrélable le long de

la trajectoire (T, ) .

La réciproque de ce théoréme est fausse, par exemple, sin =m = 1, f (t,z,u) = u,

To=0,Ti=1letT=u=0.
3.1.4 Application de la contrélabilité & un probléme de controéle op-
timal

Le probléme de controle optimal est le suivant : on considére un systéme
&= F(t,x,u)

et on suppose qu’on peut atteindre le point z1 a partir du point z¢ en temps 7. (on
suppose donc que le systéme est controlable). En général, il existe une infinité d’entrées
qui permettent d’aller du point xy au point z; en temps T, et on cherche celle(s), si

elle existe, qui minimise le critére (ou la fonction cott)

T
J(z,ul.),T) = /O L(x (), ult))dt

ot t — x(t) est la trajectoire issue de x(0) = z¢ pour l'entrée u(.) (elle vérifie z(7T") =

x1).Autrement dit, il faut chercher, parmi les controles admissibles w(.), celui qui réalise

min J(z,u(.),T), x(0) =z, z(T)=z;.

u
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Un cas trés particulier du systéme précédent est le systéme suivant dans R”

4 .
Ir1 — Uy
To = Uo

\ Tn = Up

Si les entrées admissibles sont les entrées continues sur [0,77], le probléme revient a
minimiser

T
/O L(x(8), ut))dt avec u(t) = i(t)

parmi toutes les courbes de classe C' qui joignent xy & x1, on retrouve le probléme de
calcul des variations.

Dans le cas général, ’ensemble des courbes prises en considération est beaucoup
plus réduit, et la résolution du probléme de minimisation demande des outils différents
de ceux du calcul des variations classique (cf. le principe du maximum de Pontryaguin).

Lorsque T est fini, le probléme de controle optimal est dit en horizon fini. Lorsque
T = +o0 on parle d’optimisation en horizon infinie. Pour plus de détails, voir [7].
On présentera dans cette section un probléme d’optimisation en horizon infini pour le

systéme linéaire

& = Ax + Bu
et le cotit quadratique
+oo
C(u) = / [uT(s)Ru(s) + JJT(S)QLE(S)] ds, z(0)=xz9, x(+00)=0, (3.6)
0

ol R et ) sont deux matrice symétrique définies positive; on a le résultat suivant :

Théoréme 3.4 Supposons qu’il existe une matrice symétrique positive S, telle que S

soit solution de l’équation de Ricatti algébrique :
ATS + SA—SBR'BTS+Q =0, (3.7)

telle que la matrice A— BR™'BT'S a toutes ses valeurs propres & parties réelles stric-

tement négatives. Alors le minimum du critére (3.6) vaut

min C (u) = x{ Sxo.

De plus, ce minimum est atteint pour la commande

u* (t) = —R BT Sz* (t)
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ot x* (t) est la solution du systéme
i=(A-BR'BTS)x
de condition initiale x* (0) = xp.

Une condition suffisante pour que I’équation de Recatti algébrique (3.7) admette
une solution est que la paire (A, B) soit commandable voir [24], p. 198. Si S est une
solution de I’équation (3.7) alors la matrice A — BR™1BTS est de Hurwitz. En effet,

I’équation (3.7) s’écrit
(A—BR'BTS)" §+5(A—BR'B"S) - SBR'BTS+Q =0. (3.8)
C’est I’équation de Lyapunov (2.8). La matrice
SBR™B”S = (R'B"S)" R (R™'B"S)

est positive et la matrice @ est définie positive. Comme 1’équation (3.8) admet la
solution S, on en déduit que la matrice A — BR™'BT'S est de Hurwitz. Pour plus de
détails, voir [35].

3.2 Stabilisation
Considérons & nouveau le systéme non linéaire

= f(z,u). (3.9)

ol f est une fonction de classe C!. Ce systéme est dit en boucle ouverte et est représenté

par la figure 3.1.

Yo ﬁg:f'{ﬂﬂ*—"’]‘ — 3

F1G. 3.1 — Systéme en boucle ouverte

Un controle en boucle ouverte est une application d’un intervalle de temps dans

I’espace des controles admissibles.

Définition 3.5 Un contréle u en boucle fermée, appelé aussi une rétroaction, ou un
bouclage, ou encore un feedback, est une application x — u = 7y (x) définie sur l’espace

d’état M = R"™ a valeurs dans ’ensemble des controles admissibles U.
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Le probléme de stabilisation (ou régulation) du systéme (3.9) consiste a maintenir
ce systéme prés d’un point d’équilibre 2. Il s’agit donc de construire une loi de controle
u = v (z) telle que 2° soit un équilibre asymptotiquement stable du systéme en boucle

fermée (voir la figure 3.2). Plus précisement :

Définition 3.6 (Stabilisation) Soit (20, u®) un point d’équilibre du systéme (3.9).
On dit que ce systéme est (localement) (Cl) stabilisable autour de (a:o,uo) , 8’il existe

une fonction de classe C*
v:E U, v(z°)=u’ (3.10)

définie sur un certain voisisnage Zo de x° pour laquelle le systéme en boucle fermé (a
espace d’état Zp)
i = fla,y(@)). (3.11)
est (localement) asymptotiquement stable au point d’équilibre z°.
Si Zg = R™ et le systéme est (3.11) est globalement stable, on dit que le systéme
(3.9) est globalement C' stabilisable.
Dans le cas ou la fonction v est simplement continue, on dira que le systéme (3.9)

est stabilisable.

La loi de controle donnée par la formule(3.10) est appelée bouclage statique et
la stabilisation donné par la définition précédente est dite stabilisation par bouclage
statique.

Dans beaucoup de situations pratiques, une partie seulement de I’état du systéme,
appelée la sortie ou la variable observée, est mesurée. Un systéme commandé-observé

est par définition un systéme différentiel de la forme

{Q'U: f(z,u)
Yy = h(x’u)

— &= fla,u)
f/’—_HﬁL
—{u=7 [ @)
L

FiG. 3.2 — Systéme en boucle fermée
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ou le vecteur x est le vecteur des états du systéme, le vecteur u celui des controles
(entrées) et le vecteur y celui des variables observées (sorties). (u et y sont des fonctions
connues du temps). Ce systéme est dit en boucle ouverte et est représenté par la figure
3.3

i= flou)
y=hizu)

F1G. 3.3 — Systéme controlé-observé

Le probléme de stabilisation de tels systémes fait appel a la notion de bouclage

dynamique.

Définition 3.7 (Bouclage dynamique) On dit que u est bouclage dynamique (ou

retour d’état dynamique) du systéme en boucle ouverte
T = T,u
fla,u) (3.12)
y= h(z,u)

s’il est la sortie d’un systéme ayant y comme entrée, c’est a dire

u= 7(y,z)
i= g(y,2)
Dans ce cas, le systéme en boucle fermée est représenté par la figure 3.4.

Ce systéme s’écrit tout simplement

iz 019

ot f(x,2) = f(z,7(y,2)) et g(w,2) = g(y, 2

~—

@ = Fla,u)
y = hi®,u)

u ¥
u=7(4z2) |
i=gly,

FiG. 3.4 — Bouclage dynamique
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Le principe de stabilisation du systéme controlé-observé (3.12) consiste donc a
construire un bouclage dynamique u = 7(y, z) de maniére a ce le point d’équilibre
(x =0,z = 0) soit asymptotiquement stable du systéme en boucle fermée (3.13).

La notion de controle (ou de commande) en boucle fermée fait partie de la vie
quotidienne : se déplacer dans une piéce, conduire une voiture, ranger un objet dans
une armoire... etc. Tous ces petits gestes de la vie quotidienne font intervenir un
capteur (la vue, le toucher) qui informe notre cerveau de la situation réelle, ce dernier
compare en permanence la situation observée avec la situation souhaitée (la consigne)
et commande nos muscles (les organes de commande), pour tenter de rapprocher la

situation réelle de celle qui est souhaitée.

Exemple 3.5 On considére a nouveau le systéme du pendule pesant :

{ 0=w
. g . u
w:—zsme—%W

A partir d’une fonction quelconque (0,w) — ¢(0,w), on peut construire le retour d’état

alf,w) = mZQ(% sin 6 + ¢(fw))

{ 0=uw
w=¢(0,w)

On peut stabiliser ce systéme autour de n’importe quel point d’équilibre (6y,0) en pre-

qui donne le systéme bouclé

nant par exemple ¢(0,w) = a(f — Oy) + bw ow a et b sont deux constantes réelles &

calculer, il suffit par exemple de les choisir de sorte que la matrice

(00

du systéme linéaire

soit de Hurwitz.

Dans ce qui suit, nous allons aborder le probléme de la stabilisation des systémes
controlés linéaires et non linéaires. La stabilisation des systémes controlés-observés fait
appel a la notion d’observabilité. Son étude ne sera présentée qu’aprés avoir introduit

les notions d’observabilité et d’observateur.
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3.2.1 Stabilisation des systémes de controdle linéaires

Définition 3.8 Le systéme i(t) = Ax(t) + Bu(t) est dit stabilisable (par retour d’état
linéaire, ou par feedback linéaire, ou aussi par régulateur linéaire) s’il existe une matrice
K € My (R) tel que le systéme bouclé par le feedback u(t) = Kx(t), i.e.

#(t) = (A+ BK) a(t), (3.14)

soit asymptotiquement stable, i.e., la matrice (A + BK) est de Hurwitz.

La matrice de feedback K s’appelle les gains.

Le théoréme suivant donne une condition suffisante de stabilisation d’un systéme

linéaire autonome en terme de commandabilité.

Théoréme 3.5 Si la paire (A, B) est commandable, on peut choisir la matrice de
K pour placer arbitrairement les valeurs propres de la matrice A + BK, en d’autres
termes, pour tout polynome réel unitaire de degré n, il existe K € My, (R) tel que le

polynome caractéristique de A + BK est égal o P.

Ce résultat, connu sous le nom du théoréme de placement des poles, montre que
lon peut choisir la matrice K de telle sorte que la matrice A + BK soit de Hurwitz
et que lorigine du systéme bouclé (3.14) soit asymptotiquement stable. Donc tout

systéme linéaire controlable est stabilisable (globalement).

3.2.2 Stabilisation locale d’un systéme non linéaire

On a vu précédemment qu’un systéme linéaire controlable peut étre stabilisé asymp-
totiquement par un controéle linéaire (donc continu). Cette propriété n’est pas vraie
pour un systéme non linéaire. Il existe des systémes non linéaires, localement (et méme
globalement) contrdlables, qu’on ne peut pas stabiliser par un controle continu [14].
Cependant si ’approximation linéaire du systéme est controlable, alors on peut le sta-
libiliser par un controle continu et méme linéaire. En effet, considérons le systéme non
linéaire :

#(t) = f (x(t),u(t)),

et soit (x¢, ue) un point d’équilibre, i.e. f (x,ue) = 0. Le systéme linéarisé en ce point
est
g (t) = Ay(t) + Bo(t) (3.15)

ou les matrices A et B sont définies par

A= g(xe,ue), B= %(:Ue,ue).

ox ou
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Supposons que (A, B) soit commandable. Il existe une matrice K telle que la matrice
A+ BK soit de Hurwitz. Par conséquent, le controle v = Ky stabilise globalement le

systéme linéarisé¢ (3.15) .

Théoréme 3.6 Le controle uw = K (x — x¢) + ue stabilise localement le systéme non
linéaire ©(t) = f (x(t),u (t)).

Preuve. En effet, le systéme en boucle fermée s’écrit
o(t) = f(a(t), K (2 (t) — ) + ue) = F(x).

Ona OF of of

r (Teyue) = P2 (T, ue) + Pu (ze,ue) K = A+ BK.
Donc (x,,u.) est asymptotiquement stable pour le systéme linéarisé. La méthode indi-
recte Lyapunov permet alors d’affirmer que (., ue) est asymptotiquement stable pour

le systéme non linéaire & = F(z). m



Chapitre 4

Observabilité et estimation de

I’état des systémes non linéaires

Ce chapitre consiste en une introduction aux problémes d’observation et d’esti-
mation de I’état des systémes non linéaires. Nous présentons le principe d’estimation
d’état, quelques définitions sur la notion d’observabilité et un état de I'art sur les
différentes techniques de conception d’observateurs pour les systémes non linéaires.

Pour illustrer la problématique de ’observabilité et de ’estimation de 1’état, consi-

dérons les deux exemples suivants :

Exemple 4.1 Dans un asservissement de position d’un are numérique de table d’usi-
nage, un choix possible du vecteur d’état est le vecteur composé de la position angulaire
0, de la vitesse 0 et éventuellement de Uaccélération 6. L évaluation du vecteur d’état
est directe si ces trois grandeurs sont mesurées, ce qui est le cas en général. Si on
ne mesure que la position, on peut alors en déduire la vitesse et l’accélération par
dérivations successives. Cette seconde méthode d’évaluation du vecteur d’état est dite

indirecte et elle est obtenue par un programme de calcul.

Exemple 4.2 La dynamique d’une régulation de niveau et de température d’un fluide

dans une cuve peut-étre modélisée, autour d’un point de fonctionnement, par [’équation

u

d’état suivante :
]:L R
; —

- Tg est la température d’entrée du fluide supposée constante,

—Dg,/2SHy 0
—P,,/SHZc+ ATDg,/SHZ —Dg,/SHy

_|_

1/8 0 de
—AT/SHy 1/SHyc Pu
— h est la variation de hauteur de fluide autour de Hy,

58
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— 0 est la variation de température du fluide en sortie, autour de Ty,

— d. représente la variation du débit d’entrée autour de Dg,,

— py est la variation de la puissance de chauffe autour de Py,

— S est la section de la cuve,

— C représente la chaleur spécifique du fluide.

La mesure de la hauteur et de la température du fluide fournit une évaluation

directe du vecteur d’état du systéme. L’équation de mesure a alors pour expression :

oty

Supposons que nous ne mesurions que la hauteur du fluide, dans ce cas la question est
de savoir s’il est possible d’en déduire sa température 2. Intuitivement, on peut voir que
la température n’intervient pas dans la variation de la hauteur pour le modéle choisi.
Cette variation de hauteur étant découplée de la température, celle-ci ne peut pas étre
déduite de la mesure de la hauteur du fluide. Par contre, la température dépendant
de la masse du fluide donc de sa hauteur, nous pourrions, & partir de la mesure de
cette température, déduire la hauteur du fluide dans la cuve. On peut remarquer que le
modéle de variation de la hauteur n’a pas pris en compte des phénomeénes de dilatation
dus a Déchauffement du fluide et que dans ce cas, la température aurait été perceptible

au travers de la mesure et de la hauteur.

Ces exemples ont permis d’introduire trois notions de base : la mesure directe
des composantes du vecteur d’état, I’évaluation indirecte de ces composantes et enfin
la possibilité ou non de réaliser cette évaluation indirecte. L’évaluation indirecte d’une
grandeur par I'intermédiaire d’une seconde fait intervenir le modéle variationnel de la
grandeur & estimer. De ce fait, il est nécessaire de mettre en oeuvre un programme
d’évaluation indirecte des grandeurs non mesurées, ce qui est le role d’'un observateur.

L’observation d’un systéme a donc pour objectif de mesurer ou d’estimer les
grandeurs constitutives du vecteur d’état. Les mesures peuvent étre réalisées en met-
tant en oeuvre autant de capteurs que de grandeurs d’état & mesurer. Cette situation
présente un avantage essentiel du fait que les mesures sont alors réalisées avec une
dynamique indépendante de celle du systéme. La conséquence est que le capteur doit
permettre d’acquérir la mesure & une vitesse plus grande que la dynamique la plus
rapide du systéme. Pour appuyer ce propos, il suffit de penser a la prise d’'une image
d’un véhicule rapide, au moment de son passage devant 1’objectif, qui nécessite un
temps de pose trés petit. On touche 14 un point essentiel sur la rapidité des observa-
tions ou d’un observateur qui serait mis en oeuvre. Un usage exclusif de capteurs n’est

pas toujours possible pour les raisons suivantes :
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— Le cofit prohibitif du ou des capteurs comme par exemple une centrale inertielle
permettant de déterminer un déplacement relatif,

— Le capteur trop lent par rapport a la dynamique de la variable & mesurer. Par
exemple, I'utilisation d’un systéme de perception basée sur I’emploi d’une caméra
nécessite la mise en oeuvre d’un traitement d’image sophistiqué qui peut se
révéler étre trop lent,

— L’inexistence de capteur pour la grandeur physique que 'on voudrait mesurer.
C’est une situation typique dans certains secteurs industriels (chimie, agroali-
mentaires).

Quand toutes les composantes du vecteurs d’état (ou seulement 1'une d’entre elles)
ne sont pas mesurables, il devient nécessaire d’élaborer un programme d’estimation de
ce vecteur d’état. On parlera dans ce cas de synthése d’un observateur. Cette synthése
s’appuie sur les mesures effectuées, la connaissance des entrées et le modéle dynamique
du systéme. Elle n’est toute fois possible que sous la condition d’observabilité du
systéme.

A partir de I’analyse du probléme de 'observation des systémes présentés dans

cette introduction, trois premiéres définitions de base peuvent étre énoncées :

Définition 4.1 On appelle mesurabilité d’une grandeur physique la possibilité d’effec-

tuer la mesure de celle-ci.

Définition 4.2 On appelle observabilité d’un systéme la possibilité d’évaluer [’en-
semble des grandeurs constitutives du vecteur d’état a partir des mesures effectuées

sur le systéme.

Définition 4.3 On appelle observateur la méthode d’estimation des composantes du

vecteur d’état.

Donnons nous maintenant une définition plus précise des notions citées précédem-

ment.

4.1 Observabilité

Les systémes concernés dans toute la suite de ce mémoire sont les systémes commandés-
observés (S) de la forme

(S)

{g'v: f(z,u)
Yy = h(:v,u)

avec f: R" X R — R" et h: R" x R™ — RP deux fonctions supposées suffisement

régulieres. Le vecteur z est celui des états du systéme, le vecteur w (.) € L*° ([0, 7] ,R™)
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celui des controles (entrées, consignes) supposé connu, et le vecteur y celui des variables
observées (sorties, mesures).

Notons z (¢, zo,u(.)) la solution (trajectoire) du systéme (S) de condition initiale
x(0) =zp € R", et y (t,z0,u(.)) la sortie correspendante pour ¢ € [0, 7.

Dans le cas des systémes non linéaires, la notion d’observabilité est liée aux entrées
et aux conditions initiales. Il existe plusieurs facons de définir la notion d’observabi-
lité. En lien avec le concept d’indiscernabilité (ou d’indistinguabilité) des états, une

définition trés fréquente a été établie dans [20].

Définition 4.4 Fizons une entrée t — wu(t), t € [0,T]. Cette entrée sépare, ou dis-

tingue, les états initiaux xo et x1 du systéme (S) s’il existe t € [0,T],

Y (t7 Zo, 'LL()) £y (t7 L1, 'LL())

Autrement dit, xo et x1 sont distinguables s’il existe un controle u tel que les

trajectoires observées différent.

Définition 4.5 Le systéme (S) est observable en temps T, si pour toute paire d’états
initiauz xo et x1, avec xo # x1, il existe une entrée u € L™ ([0,T],R) qui distingue xg

et x1. Autrement dit :

Vo, 1 € R, z9 # x1 = Ju e L™ ([0,T],R) tel que y (t,xo,u(.)) # y (t,x1,u(.)).
De maniére équivalente, on peut dire :

Vzo, z1 € R",  Vu(.) € L™ ([0,T],R™) y(t, zo,u(.) =y (t,z1,u(.)) = zo = 21

Le probléme de ’observabilité est donc d’établir I'injectivité de 'application xg —
y (t, 2o, u(.)) . Sicette application est injective pour une certaine entrée u € L* ([0,7],R),
le systéme (S) est dit observable. Si elle est injective pour toutes les entrées u, le sys-

téme (S) est dit uniformément observable.

Exemple 4.3 Munissons le pendule pesant de l'exemple 3.3 de la sortie

h(f,w) =06
d’ou le systéme controlé et observé
0=uw
o= —% sin 6 + #

y==0
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Supposons que pour une certaine entrée qu’on ne précise pas, les deux états (01, w1) et
(02,w2) induisent la méme sortie : 01(t) = 62(t), pour tout t. En dérivant cette égalité
on obtient w1 (t) = wa(t), pour tout t, donc en particulier ces égalités prises a t = 0

donnent
(01, w1) = (02,w2).

On wvoit que toute entrée sépare toute paire d’états initioux distincts, et ceci sur un
intervalle de temps arbitrairement petit. Donc le systéme est uniformément observable.
4.1.1 Observabilités des systémes linéaires

Les critéres d’observabilité d’un systéme linéaire sont décrits dans de nombreuses

références [1], [42] et [41]. Considérons le systéme dynamique linéaire autonome :

{ i = Ax+ Bu 1)

y= Czx+ Du

ou z(t) € R, u(t) € R™ et y(t) € RP. Les matrices A, B et C sont de dimensions
appropriées. Sans perte de généralité, on peut supposer que D = 0 (voir [41]).
Il existe une caractérisation algébrique de ’observabilité d’un systéme linéaire due

a Kalman :

Théoréme 4.1 ([41]) Le systéme linéaire commandé-observé (4.1) est observable (en

temps T' quelconque) si et seulement si la matrice d’observabilité de Kalman
C
CA
CA?
C'A'”_1
est de rang n. On dit alors que la paire (A, C) est observable.
Preuve. Dérivons y et utilisons I’équation d’état. Une premiére dérivation donne :
y=Ct=CAx + CBu.

Donc z est nécessairement solution du systéme (les fonctions y et u sont connues).

Cx = y
CAx = ¢ — CBu.
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A ce niveau, tout se passe comme si la quantité g1 = ¢y — C' Bu était une nouvelle
sortie. En la dérivant de nouveau, nous avons C A%z = j; — C ABu. Maintenant, = est

nécessairement solution du systéme étendu
Cr = Jo=y
CAx = 41 =9—CBu
CA%*x = Yo = ?1 — CABu.
Il est alors facile de voir que z sera nécessairement solution des équations :
CA*y = Uk

ou les quantités connues CA*x = ¢, sont définies par la récurrence Jj = ¥p_1 —
CAF='Bu pour k > 1 et 7o = .
Si le rang de la matrice d’observabilité est maximum et égal a n, elle admet un

inverse a gauche (non nécessairement unique), P matrice n X pn vérifiant

C
CcA
P ) =1,
CAn—l
Ainsi
Yo
r=P :
gn—l

La condition de rang est donc suffisante.
Réciproquement, si le rang de cette matrice est strictement inférieur a n, alors il
existe xg # 0 tel que
Cxo=CAxg=---=CA" 1 =0,

et donc par le théoréme de Kayley-Hamilton :
Vit e R Cetlzy = 0,
et par conséquent le systéme n’est pas observable. m

Remarque 4.1 1. Pour un systéme linéaire autonome, l'observabilité a lieu en

temps quelconque si elle a lieu en temps T.

2. La notion d’observabilité pour un systéme linéaire autonome ne dépend pas de la

matrice B.
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C
CA
3. On a rang CA? =n & rang (CT ATCT .. (A”_l)TC'T) = n, et

CA!
par conséquent, le systéme (4.1) est observable si et seulement si le systéme
i = ATx 4+ CTu est controlable. C’est la dualité controlabilité/observabilité. Ce
fait, trés important, permet de transférer aux systémes observés tous les résultats

établis sur les systémes controlés.

Comme conséquence directe du théoréme précédent et de la remarque sur la dualité

controlabilité/observabilité, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 4.1 Le systéme (4.1) est observable en temps T si et seulement si la ma-

trice

T
o) = /eXp(_SAT) CTC exp™4) ds
0
est inversible.

4.1.2 Observabilité des systémes non linéaires

Ce paragraphe consiste en une introduction au probléme d’observation de 1’état
des systémes non linéaires.

Rappelons que I'observabilité d’un systéme est la propriété qui permet de dire si
I’état peut étre déterminé uniquement & partir de la connaissance des signaux d’entrée
et de sortie.

La seule facon effective de tester 1’observabilité d’'un systéme est de considérer
I’application qui & x associe y et ses dérivées en temps. Nous supposerons dans cette
section que y et u sont des fonctions réguliéres du temps connues. Nous supposerons
également que les rangs en = des fonctions de (z,u, @, ...) qui apparaissent ci-dessous
sont constants.

Comme u et y sont connues, les dérivées de u et y peuvent étre évaluées. Dans ce
cas, le concept d’observabilité peut étre interpréter de maniére clair. Pour un systéme

SISO « Single Input Single Output », nous définissons

y =y ..y V"

et
v = [uw . I)T
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n=1 et donc aussi une fonction

Chaque dérivée y® est une fonction de = et u, 1, ..., u
dexzetw sii<n-—1.

Soit ¥; une fonction définie par
Y = W;(x,0).

La dérivée de y® est alors donnée par

, oY, oY, du’
(i4+1) _ 7 ! 7 I

ce qui est, par définition, ¥, q(z,u') si i+ 1 < n — 1. En définissant 'opérateur

linéaire M par :

(M), 0) = [0 ) 0) + [ a0
alors 3/ s’écrit :
Yy =w(z,u),
ou
h(z,u)
(Myh)(z, u)

(MG ) (, u)
est la matrice d’observabilité.

Si la matrice d’observabilité (4.2) est inversible, i.e. il existe w™! telle que
r=w 1y, u)

alors le systéme correspondant est observable. En outre, si la jacobienne de la matrice

d’observabilité,

Ow

/ !/

Qz,u') = %(:p,u ),

est inversible en x°, alors il existe un voisinage V,0 de ¥ sur lequel w est inversible.

Dans ce cas, le systéme correspondant est localement observable, ce qui signifie que 2

est distinguable de tous les points de V,0. Pour les systémes multi-sorties, c¢’est-a-dire
y € RP, p > 1, la notion d’observabilité peut étre investiguée d’une maniére similaire.
Soit

N = [n1 ng..ny)’
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. el 1=
un vecteur d’entiers positifs, avec Y ;_ n; = n.

Définissons
y=1[y oyl
et
h(z,u) = [hi(z,u) ha(z,w)...hp(z,u)]”.
En posant

hj(z,u)
(Mhj)(x,u)

wj(z,u') = ' ;

(MG~ hy) (@, w)
les dérivées de y\9) jusqu’a Dordre n; sont

("j)]T

[vj Yj--y; = wj(z,u).

La matrice d’observabilité pour les systémes multi-sorties est alors définie par :

wn(z,u') =

wq(z,u')

S’il existe N tel que wy(z,u) soit inversible, alors I’état = peut étre déterminé a
partir de v/, y, et les dérivées de chaque y; jusqu’a Pordre n;. De ce fait, le systéme
correspondant est observable.

Dans le domaine non-linéaire, il existe plusieurs fagons de définir la notion d’ob-
servabilité. En lien avec le concept d’indistinguabilité des états, une définition tres
fréquente a été établie dans [20]. Des résultats importants ont été établis dans [6] et
[32] pour une classe spéciale de systémes affines en la commande. Pour plus de détails
sur les différents types de définitions sur l'observabilité des systémes non linéaires,

nous renvoyons le lecteur a [20], [32] et [37].
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4.2 Estimation d’état des systémes non linéaire

4.2.1 Cas des systémes linéaires autonomes : Observateur asympto-
tique de Luenberger

Motivation : supposons que le systéme

{ i = Az + Bu,

y _ Cu (4.3)

soit observable. Il est classique de noter par & une estimation de la quantité xz. Nous
cherchons ici & obtenir une estimation de 1’état sans utiliser les dérivées de y et u. La
premiére idée qui vient a lesprit est de copier la dynamique du systéme. On intégre
directement
2(t) = Ad(t) + Bu(t)

a partir d’une condition initiale Zy. Si la matrice A est stable, alors & peut étre pris
comme estimation de z car lerreur e(t) = x(t) — &(t) tend vers zéro puisque é = Ae.
Si A est instable cette méthode ne marchera pas. En effet, une petite erreur initiale
ep = e(0) sera amplifiée exponentiellement. Intuitivement, si l'erreur « — & devient
grande, alors, le systéme étant observable, I’erreur sur les sorties §j — y devient grande
également!'. Comme y est connue, il est alors tendant de modifier &= Az + Bu par
lajout d’un terme du type L(y — §) qu’on connait et qui correspond a erreur de
I’observation. Ainsi, se pose le probléme suivant : peut-on choisir la matrice L de

fagon a ce que la solution z du systéme

& = Ai+Bu(t)+L(H—y(t),
= Cz

Ny

converge vers x? Puisque y = C'x, la question se pose ainsi : peut-on ajuster la matrice

L de facon a obtenir une équation différentielle d’erreur stable :
é=(A+ LC)e?

Pour un choix judicieux de L, peut-on imposer & A + LC d’avoir toutes ses valeurs
propres & parties réelles strictement négatives ?

Or les valeurs propres restent inchangées par la transposition : A + LC admet le
méme spectre que AT +CTLT. De plus la paire (A, C) est observable si, et seulement
si, la paire (AT, CT) est commandable : on obtient le critére de Kalman de commanda-
bilité en transposant celui de I'observabilité. Ainsi le théoréme de placement de poles
se transpose au Théoréme de placement de pole propres de I'observateur que nous

énoncons apres avoir donné la définition de 'observateur de Luenberger.

'On a noté § = Ci.
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Définition 4.6 Un observateur de Luenberger x(.) de x(.) est une solution d’un sys-

téme du type

#(t) = A#(t)+ Bu(t) + L(Ca(t) — y(t)) (4.4)

(1) (11)
g(t) = Ci(t)

La partie (I) est celle correspandante & la dynamique du systéme et la partie (11) est
le correctif. Par définition d’un observateur, la matrice L € M, , (dite matrice de

gains) est telle que
Ve (0), #(0) € R”,  z(t) — &(t) —0.

Compte tenu des équations d’état et de sortie de l’observateur (4.4) et du systéme

(4.3), nous en déduisons le diagramme structurel présenté a la figure (4.1) ci-dessous :

ult) | ﬂ”-f Zit) ;E,"';f,"

Fia. 4.1 — Diagramme structurel de I'observateur de Luenberger

Remarque 4.2 La dynamique de Uerreur e(.) vérifie l’équation différentielle

é(t) = (A+ LK) e(t)
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et donc e(t) P 0, pour toute valeur initiale e(0) si et seulement si la matrice A+ LC
— 00

est de Hurwitz. Construire donc un observateur de Luenberger revient & déterminer

une matrice de gain L telle que la matrice A+ LC soit de Hurwitz. Ainsi, de maniére

duale au théoréme de placement de poles, on a :

Théoréme 4.2 (Théoréme de placement des modes propres de ’observateur)
Si la paire (A, C) est observable, alors le systéme admet un observateur de Luenberger,

i.e., on peut construire une matrice de gains L telle que A+ LC soit de Hurwitz.

Preuve. La paire (AT7C’T) étant controlable, d’aprés le théoréme de placement
des poles, il existe une matrice LT telle que la matrice AT + CTLT soit de Hurwitz. m
On a vu comment stabiliser un systéme par retour d’état. Or il peut s’avérer coti-
teux de mesurer ’état complet d’un systéme. On peut alors se demander si la connais-
sance partielle de cet état permet de reconstituer ’état complet (c’est la propriété
d’observabilité ), et de stabiliser le systéme entier : c’est la stabilisation par retour

d’état dynamique, ou synthése régulateur-observateur.

4.2.2 Stabilisation d’un systéme linéaire par retour d’état dynamique

On peut se demander si, étant donné un systéme controélable et observable & =
Ax+ Bu, y = Cuz, il existe un feedback u = Ky stabilisant le systéme, i.e. si la matrice

A+ BKC est de Hurwitz. La réponse est non. Pour le voir, considérons les matrices

a=(04) 5= (1) e=(1 o)

Le systéme & = Az + Bu, y = Cx est trivialement controlable et observable. Pourtant,
pour toute matrice scalaire K = (k), la matrice A+ BKC n’est pas de Hurwitz.

En conclusion, un feedback par retour d’état statique (bouclage statique) ne suffit
pas en général. c’est pourquoi, dans la suite on va voir comment construire un retour
d’état dynamique (bouclage dynamique) via un observateur asymptotique.

On a vu comment construire :

— un régulateur (feedback) pour un systéme controlable,

— un observateur de Luenberger pour un systéme observable.

— Il semble naturel, pour un systéme controlable et observable, de construire un

bouclage dynamique en fonction de I'observateur de 1’état : c’est 'étape de syn-

thése régulateur-observateur.

Définition 4.7 On appelle régulateur -observateur (ou feedback de sortie) du systéme

r = A B
{x T + bu, (4.5)

y = Cu,
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le bouclage dynamique u = KZI, ot
&= A+ Bu+ L(Ci—vy).

Une solution du probléme de stabilisation d’un systéme linéaire contrélé-observé

est apporté par le théoréme ci-dessous :

Théoréme 4.3 (Théoréme de stabilisation par retour dynamique de sortie, [41])
Si le systéeme © = Az + Bu, y = Cz, est controlable et observable, alors il est stabili-
sable par retour dynamique de sortie, i.e., il existe des matrices de gain K € My, , (R)
et L € My, (R) telles que les matrices A+ BK et A+ LC soient de Hurwitz, et alors

le systéme bouclé

z = Ax+ BKz%
(4.6)

& = Ai+BKi+L(Ci—y)

est asymptotiquement stable.

Démonstration. Le systéme (4.6) est équivalent a

d(x\ (A+BK BK T
dt\ e | 0 A+ LC e

ce dernier étant asymptotiquement stable si et seulement si les matrices A + BK et
A+ LC sont de Hurwitz, ce qui est possible avec les propriétés de controlabilité et
d’observabilité. m

Les valeurs propres de A + BK sont dites modes propres du régulateur, et les

valeurs propres de A + LC sont dites modes propres de I'observateur.
4.2.3 Application a la stabilisation locale d’un systéme non linéaire
par retour dynamique de sortie
Considérons le systéme non linéaire
o= fx(t), ult))
y(t) = g(x(t)).

Soit (e, ue) un point d’équilibre, i.e. f(ze,ue) = 0. Le systéme linéarisé en (x., ue)
s’écrit :

ox(t) = Adz(t) + Bou(t)

oy(t) = Cox(t)
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avec

1) 1)
A= é(wmue); B = %(weaue)a C= _(xe)-

D’aprés le théoréme de linéarisation, on obtient :

Théoréme 4.4 ([42]) Si le systéme linéarisé est controlable et observable, alors il
existe des matrices de gains K et L telles que les matrices A+ BK et A+ Lc soient

de Hurwitz, et alors le controle u = ue + K, ot
62 = (A4 BK + LC)é& — L(y — g(z.)),

stabilise localement le systéme au voisinage du point d’équilibre.

4.2.4 Observateurs des systémes non linéaires

De fagon générale, un observateur consiste en un systéme dynamique auxiliaire (O)
dont les entrées sont les entrées/sorties mésurées d’un systéme (5), et les sorties sont

supposées donner une estimation de son état, selon le schéma décrit sur la figure (4.2) :

w  entrée &S y @ sortie
e —

x . etat

F1G. 4.2 — Principe d’estimation d’état

Définition 4.8 ([47]) Le systéme dynamique (O) décrit par les équations

{ z= d)(zauvy)

&= ¢(Z7Ua y) (47)

est un observateur asymptotique local pour le systéme (S) si les deux conditions sui-

vantes sont vérifiées :
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1. 2(0) = £(0) = a(t) = &(t) ¥t > O;

2. il existe un voisinage ouvert ) C R"™ de l'origine tel que :
z(0) —z(0) € Q= |le(t)]| = ||z(t) — z(t)|| — O lorsque t — +o0.

Si Uerreur e(t) entre le vecteur d’état x(t) et son estimé Z(t) tend exponentiellement
vers zero, le systeme (O) est dit observateur exponentiel de (S).
Lorsque 2 = R", le systéme (O) est dit observateur global de (S).

L’observateur est d’ordre plein si ¢ =n, et est d’ordre réduit si g < n, voir [12]

La condition 2. signifie que I’erreur d’estimation doit étre asymptotiquement stable.
Un systéme pour lequel un observateur de la forme (4.7) existe et tel que la condition
2. soit satisfaite est dit détectable.

Quant & la condition 1., elle signifie que si l'observateur (O) et le systeme (S)
possédent tous les deux le méme état initial, alors I’état estimé de (O) devrait étre

égal a I'état réel du systéme (S) a tout instant.

4.2.5 Structure générale d’un observateur asymptotique

Si I’état estimé Z est égal a z, alors le systéme dynamique (O) peut étre remplacé
par :
&= ®(z,u,y). (4.8)

La condition 1. peut étre exprimée par
r=3= =2

ce qui est équivalent &

T=z= ®(z,u,y) = f(z,u)
Par conséquent, sans perte de généralité, (4.8) peut se réécrire comme suit :
Oz = f(@,’d) + H(£7uay)

ou

=z = k(&uy) =0 (4.9)
Une fonction k qui contient le facteur = — & satisfait (4.9), mais puisque x n’est pas
mesuré, ceci n’est pas possible. Cependant, & = x = h(z,u) = h(z,u) = y, donc

nous pouvons prendre une fonction « de la forme :

ou § = h(Z,u).
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L’observateur peut donc s’exprimer comme suit :

,1;3 = f(li’,u) + K(QAT,U, y)(y - Z))
h(z,u).

<
I

4.3 Observateurs des systémes non linéaires, un état de

Part

Si, pour un systéme linéaire, une solution au probléme de la synthése d’observa-
teurs a été apportée dans les années 1960-70 par Luenberger dans un environnement
déterministe, et par Kalman dans un environnement stochastique, il n’existe pas, a
ce jour, d’approche universelle pour la construction d’observateurs des systémes non
linéaires. Ce probléme reste ouvert et de nombreux travaux y sont réguliérement consa-
crés, donnant naissance a un large éventail d’algorithmes d’estimation. Les approches
envisageables sont soit une extension des algorithmes linéaires, soit des algorithmes
non-linéaires spécifiques. Dans le premier cas, I'extension est basée sur une linéari-
sation du modéle autour d’un point de fonctionnement. Pour le cas d’algorithmes
non linéaires spécifiques, les nombreuses recherches menées sur ce sujet [47] ont donné
naissance & de nombreux algorithmes d’observation. Nous présenterons ces algorithmes

dans la suite de ce chapitre.

1. Méthodes de transformation non linéaires : Cette technique fait appel a
un changement de coordonnée afin de transformer un systéme non-linéaire en un
systéme linéaire. Une fois qu’une telle transformation est faite, I'utilisation d’un
observateur de type Luenberger suffira pour estimer ’état du systéme transformé,
et donc I’état du systéme original en utilisant le changement de coordonnées

inverse.

2. Observateurs étendus : Dans ce cas, le calcul du gain de I'observateur se
fait a partir du modeéle linéarisé autour d’un point de fonctionnement. C’est par

exemple le cas du filtre de kalman étendu et I’observateur de Luenberger étendu.

3. Observateurs a grand gain : Ce type d’observateurs est utilisé en général pour
les systémes Lipschitziens. Son non est dii au fait que le gain de ’observateur

choisi est suffisamment grand pour compenser la non-linéarité du systéme.

4. Observateurs de Luenberger généralisés(OLG) : C’est un nouveau type
d’observateurs qui a été proposé récemment pour la classe des systémes mono-
tones. Cette nouvelle conception consiste & ajouter a ’observateur de Luenberger

un deuxiéme gain & l'intérieur de la partie non-linéaire du systéme.
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5. Observateurs basés sur la théorie de la contraction : Ce type d’observa-
teurs, comme son nom l'indique, est basé sur la théorie de la contraction utilisée
comme outil d’analyse de la convergence. Cette technique méne a de nouvelles
conditions de synthése différentes de celles fournies par les techniques précé-

dentes.
Ci-aprés, nous présentons un peu plus en détail ces cinq méthodes.
Méthode de transformations non linéaires

Cette technique consiste a transformer, & I’aide d’un changement de coordonnées,
un systéme non linéaire en un systéme linéaire modulo une injection de sortie. Une
fois qu'un tel changement de coordonnées est obtenu, 'utilisation d’un observateur de
type Luenberger suffira pour estimer I’état du systéme transformé, et donc I’état du
systéme non-linéaire original en utilisant le changement de coordonnées inverse.

Soit le systéme autonome de la forme
T = f(z
f(x) (4.10)
y = h(z)
est transformé, par un changement de coordonnées non-linéaire z = ¢(x), en un
systéme linéaire sous la forme canonique observable suivante :

2 = Acz+ ANy) (4.11a)
y = Cez (4.11Db)

ou A. et C. sont sous forme duale de Brunovskii, i.e. :

Onfl Infl

A, =
) 0 0hs

] s C'c = [1 0171171]

L’observateur de Luenberger correspondant au systéme précédent est donné par :

2=A2+ Ny)+ K(y — C.2),
dont la dynamique de l'erreur € = z — 2 est linéaire et s’écrit :
£ =(A.— KC,)e. (4.12)

Le calcul du gain K se fait par un placement de poles.

La transformation non-linéaire a été généralisée comme suit :
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ol v est la transformation de la sortie y & I'aide du changement de coordonnées non
linéaire 1(.). Les conditions sous lesquelles une telle transformation existe ont été

établies. Cependant, trois problémes sont liés & cette approche :

1. La classe des systémes pour lesquels une telle transformation existe est trés
restreinte ;

2. La procédure d’obtention d’une telle transformation est trés compliquée ;

3. Dans le cas des systémes avec entrées (systémes commandés), le systéme trans-

formé contient toutes les dérivées des entrées.

Considérons le systéme
{ i = f(z,u)

Y= h(l‘, u’)

Dans ce cas, le systéme transformé sous forme canonique généralisée est défini par :

Z = Acz+ Ay, o)

v = Cez (4.13a)
ovw =[u @ --- u™]T. La transformation non-linéaire utilisée est
z = ¢($7 ul)?
vo= 1y,

En supposant que les dérivées de I'entrée u sont disponibles, la structure de I’observa-
teur suggéré est :
Z = A+ My, u)+ K(v—10) (4.14)
v = C.2. (4.15)
La dynamique de l'erreur est donnée par (4.12)
Une des raisons pour laquelle la classe des systémes qui peuvent étre transformés
sous forme linéaire observable est restreinte est due au fait que la sortie doit étre
linéaire comme dans (4.11b) et (4.13a). Cette condition est relaxée dans [22] pour

la classe des systémes autonomes mono-sortie. L’idée est de transformer le systéme

(4.10), en utilisant le changement de variables z = ¢(x), en

z = Az+ Ly

Yy = nz
ou n(z) = h(x) [,—4-1(,) - L'observateur s’écrit :

2= A%+ Ly,
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et la dynamique de lerreur € = z — 2 est
&€ = Ae.

La transformation ¢ est choisie de fagon & obtenir une matrice A avec des propriétés
souhaitables.

Afin de surmonter la difficulté d’obtention de la transformation convenable, in-
dépendamment des travaux précédents, une nouvelle approche a été présentée dans
[3] pour la classe des systémes non linéaires autonomes et mono-sortie. Une méthode
constructive basée sur des techniques de synthése linéaires a été proposée. Les condi-
tions nécessaires et suffisantes d’existence de la forme canonique ont été énoncées dans
[25]. Plusieurs extensions de cette approche au cas des systémes non-linéaires com-

mandés et multi-sorties sont données dans [44] et [4].
Observateurs étendus

Il est possible d’éteindre quelques techniques linéaires & des systémes non-linéaires,
ceci en calculant le gain de 'observateur a partir du modeéle linéarisé autour d’un point
de fonctionnement. C’est par exemple le cas du filtre de Kalman étendu et I’observateur

de Luenberger étendu que nous citons un peu plus en détail dans la suite.
A) Filtre de Kalman Etendu (EKF)

Le filtre de Kalman étendu est I'une des techniques d’estimation les plus populaires
et largement étudiées dans le domaine d’estimation d’état des systémes dynamiques
non linéaires. Ce filtre étendu consiste a utiliser les équations du filtre de Kalman
standard au modele non-linéaire linéarisé par la formule de Taylor au premier ordre.

Ce filtre étendu a été appliqué avec succes sur différents types de procédés non
linéaires. Malheureusement, les preuves de stabilité et de convergence établies dans
le cas des systémes linéaires, ne peuvent étre étendues de maniére générale au cas
des systémes non-linéaires. Cependant, cette convergence n’est que locale. L’analyse
de la convergence de cet estimateur reste, & ’heure actuelle, un probléme ouvert. Les
nombreuses recherches qui ont été menées sur ce sujet ont donné naissance & de nom-
breuses publications et ouvrages [10], [13] et [17]. Avant d’introduire le fameux filtre
de Kalman étendu, nous avons besoin de présenter ’estimateur de Kalman standard

pour les systémes linéaires autonomes (LTV).

Filtre de Kalman standard

Comme nous 'avons mentionné au précédemment, il existe une solution simple et
optimale au probléme de I'observation des systémes linéaires donnée par les estima-

teurs de type Luenberger-Kalman. Le principe de I'estimateur de Luenberger est fondé
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sur les techniques linéaires de placement de poles, alors que 'estimateur de Kalman
dualisant les résultats de commande optimale, s’appuit sur la résolution d’une équa-
tion de Riccati.

Considérons un systéeme LTT :

z(t) = Axz(t)+ Bu(t) + Lw(t) z(to) = zo (4.16)
y(t) = Cux(t) +o(t). (4.17)

ou z(t) € R u(t) € R™ y(t) € RP,w(t) € R",v(t) € RP. sont des bruits blancs gaus-
siens, de moyenne nulles et de covariances respectives () et R. Les matrices A, B, C, et L
sont de dimensions appropriées.

Un estimateur de Luenberger-Kalman pour le systéme (4.16) est de la forme :
Z(t) = Ai(t) + Bu(t) + K(t)(y(t) — Ci(t)) 2(to) = o (4.18)
La dynamique de l'erreur d’observation est : z(t) = x(t) — &(t) s’écrit :
I(t) = (A — K(t)C)Z(t) — K(t)o(t) + Lw(t). (4.19)

Dans un environnement déterministe (i.e. v(¢) = w(t) = 0) Papproche de Luenber-
ger utilise les techniques linéaires de placement de poles consiste, de ce fait, & choisir
le gain d’observateur K constant de facon & placer les valeurs propres de la matrice
A — KC dans un secteur du demi-plan complexe gauche.

L’approche optimale de Kalman se place, quant & elle, dans un environnement sto-
chastique et fait appel aux propriétés statistiques des bruits, le gain de ’estimateur
(4.16) s’écrivant :

K(t) = P@t)CTR™! (4.20)

ou P(t) est la solution symétrique définie positive de I'equation de Riccati :
P(t) = AP(t) + P(t)AT — P(t)CTR™ICP(t) + LQL". (4.21)

Cette équation résulte de la minimisation par rapport a K(t) de la matrice de cova-
riance de lerreur de estimation P(t) = & (?ﬁ(t)f(t)T) . La stabilité du filtre est liée
a Pexistence d’une solution stationnaire P(oco) = lim P(t) de ’équation (4.20) qui est
assurée sous les conditions de d’bservabilité¢ de la paire (A, C) et de la stabilité de la
paire (A, T) avec I'" = LQL”.

Pour le systéeme LTV (systéme linéaire non autonome) de la forme

t = A(t)r + B(t)u+ vi(t) (4.22)
y = C(t)x + va(t).
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L’estimateur de Kalman standard est donné par :
&= At)i + Bt)u+ PCT(#)R™(y — C(t)&)
ou P est la solution symétrique et définie positive de I’équation de Riccati suivante :
P=AP+PAT + Q- PCTR'CP.

Le filtre de Kalman étendu est une extension directe du filtre de Kalman standard
en remplagant les matrices d’état et de sortie, A, C' du systéme linéaire (4.22) par les
jacobiennes des non-linéarités du systéme en question.

Considérons le systéme non linéaire suivant :

z = flz,u)+v(t)
y = h(z,u)+w(t)

L’EKF s’exprime de la maniére suivante :

i = f(Z,u)+ PH(&u)R Y (y — h(z,u))
> = F(#,u)P+ PF(i,u)’ +Q — PH(&,u)T R H (&, u)P

ou
0
F(ou) = 20w
H(z,u) = %(:ﬁ,u)

B) Observateur de Luenberger étendu

L’observateur de Luenberger étendu intervient, soit au niveau du systéme original
avec un gain constant, soit par le biais d’un changement de coordonnées avec un gain
dépendant de ’état & estimer. Dans le premier cas, un modele linéarisé est nécessaire,
et le gain de I'observateur est calculé par placement de poles. Ce type d’observateur
ne peut étre utilisé que lorsque 'on est sur que I’état restera au voisinage de ’état
d’équilibre. Pour cette raison, cette méthode n’est pas trés utilisée, parce que son utili-
sation peut étre compromise par les instabilités qui peuvent se révéler si I'on s’éloigne
du point de fonctionnement. Dans le deuxiéme cas, comme nous l’avons mentionné
précédemment, les méthodes de changement de coordonnées ne concernent qu’une
classe restreinte de systémes non linéaires. En effet, beaucoup d’approches utilisant les
changements de coordonnées nécessitent l'intégration d’'un ensemble d’équations aux
dérivées partielles non linéaires, ce qui est souvent trés délicat a réaliser. De ce fait,

I'utilisation de solutions approchées est envisageable.
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Observateurs a grand gain : Approche de Thau et ses généralisations

Une méthode directe de conception d’observateur est d’utiliser un retour de sortie
linéaire. Cette approche, introduite initialement dans [40], s’applique sur la classe des

systémes non-linéaires s’écrivant sous la forme suivante :

{ &= Az + ¢(z,u)

Y Cu (4.23)

ouz € R"u € R, et y € RP représentent respectivement les vecteurs d’état, des
entrées et des sorties du systéme. La paire (A, C) est observable et la non-linéarite, ¢

satisfait la propriété de Lipschitz par rapport & x :
[p(z,u) — (2, u)|| < yyllz — 2|, Vo,2 € R" et Vu € R™ (4.24)

ou 7, est la constante de Lipschitz de la fonction ¢.

Ce type d’observateurs est relativement classique en observation des systémes non
linéaires. Son nom est dii au fait que le gain de I’observateur choisi est suffisamment
grand pour compenser la non-linéarité du systéme.

L’observateur de type Luenberger correspondant a (4.23) est de la forme :
&= Az + ¢(&,u) + K(y — C#) (4.25)
La dynamique de l'erreur d’estimation € = x — & est donnée par 1’équation :
¢ =(A—-KC)e+ ¢(x,u) — ¢(2,u) (4.26)

L’objectif est de déterminer sous quelles conditions le gain K peut garantir la stabilité
de l'erreur d’estimation € en zéro.

La méthode de Thau fournit une condition suffisante de stabilité asymptotique de
Perreur d’estimation (4.26). Le résultat de cette méthode est donné par le théoréme

suivant :

Théoréme 4.5 ([40]) Considérons le systéme (4.23) et lobservateur (4.25). Si le
gain d’observation K est choisi tel que

2Amaz (P) (4.27)

Yo <

0t Amin(S) et Apaz(S) désignent respectivement les valeurs propres minimale et maxi-
male de la matrice carrée S, les matrices P = PT > 0 et Q = QT > 0 désignent les

solutions de l’équation de Lyapunov :
(A—-KC)'P+P(A-KC)+Q=0

alors Uerreur d’estimation (4.26) est exponentiellement stable.
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La preuve de ce théoréme est basée sur 'utilisation de la fonction de Lyapunov
standard
V =V(e) = Pe.

Pour plus de détails sur la preuve de ce Théoréme, nous invitons le lecteur a consulter

Ami . .
[40]. ou il a été démontré que le rapport ”\L((QP)) est maximal si @) = I,. Le probléme
max
est donc réduit & choisir un gain K qui satisfait
—_ 4.28
v < e (P) (4.28)

ou
(A-KC)TP 4+ P(A—KC) = —I,.

L’approche de Thau n’est pas une méthode de synthése systématique. Elle per-
met seulement de vérifier la convergence de I'observateur (4.23), a posteriori. En effet,
le choix des matrices P, @ et K qui satisfont I'inégalité (4.27) n’est pas direct. Par
exemple, le placement des valeurs propres de (A — KC') dans le demi-plan gauche
n’implique pas que la condition (4.27) est satisfaite. Il n’existe aucune relation spéci-
fique entre les valeurs propres de (A — KC) et Apaz(P), ceci a été prouvé dans [40]
par un simple exemple numérique.

Ce type d’observateurs a été largement étudié dans la littérature par de nombreux
chercheurs spécialistes dans le domaine de ’observation d’état. Une méthode construc-
tive a été proposée par Raghavan dans [40], ot une solution explicite et systématique
du choix du gain de 'observateur est établie. Cette solution est illustrée dans le théo-

réme suivant :

Théoréme 4.6 ([40]) Considérons le systéme (4.23)et l'observateur(4.25). S’il existe
e > 0 tel que l’équation de Riccati

1
AP+ PA" + P(v31, — gCT(J)P + I, +el, =0
admette une solution P symétrique définie positive, alors le gain

1
K =—pC”
2e

stabilise asymptotiquement la dynamique de erreur d’estimation (4.26).

Cependant, cet algorithme n’est pas efficace pour toutes les paires (A, C) obser-
vables et malheureusement ne donne pas d’informations sur les conditions que doit
verifier la matrice (A — K C') afin d’assurer la stabilité de erreur d’estimation. Nous
avons vu que le placement des valeurs propres de (A — KC') dans le demi-plan gauche

est certainement insuffisant.
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Dans [43], 'auteur a suggéré une procédure de conception liée directement a la

matrice (A — KC'). Dans cette procédure, le choix du gain K tel que
Jmin(A - KC) > ")/d)

assure 'inégalité (4.28). Les valeurs singulieres de (A— K C) jouent, en effet, un role sur
la convergence de I'observateur. Malheureusement, ce résultat est en général incorrect.
Ceci a été démontré par un contre exemple dans [34] ou 'auteur a établi un nouveau
résultat permettant de corriger le précédent. Ce résultat est resumé dans le théoréme
suivant qui fournit des conditions nécessaires et suffisantes que doit verifier la matrice

(A — KC) afin de justifier la convergence de I'observateur.

Théoréme 4.7 ([34]) Considérons le systéme(4.23) et l'observateur(4.25), avec (A, C)
observable et ¢ satisfait (4.37). Alors, Uerreur d’estimation est asymptotiquement

stable si le gain K peut-étre choisi tel que (A — KC') soit stable et
i in(A— KC — jwl
glzuol(gmm( C—jw n)) > Ve
ol j est tel que j> = —1.

La démonstration complete de ce théoréme est donnée en trois étapes dans [34].
D’autres méthodes de synthése d’observateurs ont été développées spécialement pour la
classe des systémes uniformément observables. Ces méthodes utilisent un changement
de variables pour se ramener & un systéme de la forme (4.23). Une fois le systéme
est transformé, I'utilisation d’un observateur a grand gain est systématique. Ce type
d’observateurs a été appliqué & une classe de systémes biologiques et & des procédés
biotechnologiques.

Observateurs de Luenberger Généralisés (OLG)

La classe des systémes concernés par cette nouvelle conception d’observateurs
consiste a ajouter a l'observateur de Luenberger un deuxiéme retour de sortie linéaire
a 'intérieur de la partie non linéaire du systéme. Cette approche concerne les systémes

décrits par les équations suivantes :

= Ax+ Gy(Hzx) + o(y,u) (4.29)
y = Cz. '
L’observateur d’état proposé a la structure suivante :
&= Ai+ G (Hi + K(y — C2)) + o(y,u) + L(y — C%) (4.30)

Des conditions de convergence de l'observateur (4.30) ont été établies. Ce résultat
concerne les systémes pour lesquels la fonction non linéaire « satisfait les hypothéses

suivantes :
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1. Chaque composante ; est une fonction scalaire a variable scalaire, i.e. :
j=n
v =75 g Hijx;), i=1,..,r
j=1
2. 2. Toutes les composantes de vy sont des fonctions non décroissantes, i.e. :

(V) = vi(w)

0< , Yo #w e R.

En utilisant (4.29) et (4.30), la dynamique de 'erreur d’estimation e = x— s’écrit :
E=(A—-LCe+ G(y(v) —v(w)) (4.31)

ou
v=Hzetw=Hi+ K(y—C%)

Ces conditions de convergence sont illustrées dans le théoréme suivant :

Théoréme 4.8 ([47]) L’erreur d’estimation (4.31) est exponentiellement stable & lori-
gine s’il existe une matrice P = PT > 0, une constante v > 0 et une matrice diagonale

A > 0 tel que l'inégalité

(A—Lc)'P+ P(A— LC) +vl, PG+ (H—KC)TA

<0 (4.32)
GTP+ A(H — KC) 0

soit satisfaite.

Cette technique a été étendue dans [15] au cas des systémes monotones multi-
variables. Des conditions de convergence analogues ont été obtenues. De nouvelles
conditions suffisantes de synthése des gains K et L ont été proposées pour une classe
de systémes dont la non-linéarité est une fonction scalaire a variable scalaire. Ce résul-

tat est plus général que le précédent, puisqu’il prend en compte les bornes du terme
7(v) —y(w)

S v—w
tion

quand elles existent, c’est & dire quand la non-linéarité satisfait la condi-

O<M§6,Vv7&w€R. (4.33)

- vV —w
Dans ce cas, en exploitant la condition (4.33), les auteurs ont établi le théoréme sui-

vant :

Théoréme 4.9 ([47]) L’observateur d’état (4.30) converge exponentiellement s’il existe
une matrice P = PT > 0, une constante v > 0 et une matrice diagonal A > 0 telles
que l'inégalité

(A-Lo)TP+P(A-LC) +vl, PG+ (H-KC)T

GTP+ (H — KC) ~2

<0 (4.34)

soit satisfaite.
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Cette derniére inégalité est moins restrictive que (4.32). En effet, dans (4.32) il
est nécessaire d’avoir PG + (H — KC)TA = 0 a cause de la présence d’un zéro sur la
diagonale. Ceci rend 'inégalité (4.32) contraignante. Cependant, dans (4.34), le zéro
sur la diagonale est remplacé par —%, ce qui n’impose pas & PG + (H — KC)T d’étre

nul. Notons qu’en particulier, pour b = 400, nous retrouvons l'inégalité (4.32).
Observateurs basés sur la théorie de la contraction

Cette technique, nouvelle en observation d’état, a été introduite dans [27], [26], [28]
et [29]. Le principe de la méthode est le suivant :

Etant donné un systéme non linéaire de la forme :

T = f(z,t)
Yy = h(l‘,y)

I’observateur correspondant est ’observateur classique de Luenberger :

& = f(@t)+Lly—9)
y = h(-ﬁvt)

L’objectif est de déterminer la matrice L telle que le systéme général suivant soit
contractant :
X = f(X,t) + Ly — h(X,1)). (4.35)

En effet, si le systéme (4.35) est contractant, alors, les deux solutions particuliéres
x et & de (4.35) convergent exponentiellement 1'une vers l'autre. voir théoréme 1.2.20([47]).
En utilisant la théorie de la contraction, le systéme (4.35) est contractant si la

valeur propre maximale de la partie symétrique de la matrice suivante est négative :

of oh
g (X:t) = L= (X.1). (4.36)

De fagon générale, le systéme (4.35) est contractant s’il existe une métrique M (X, ¢t)

et une constante positive f3,, telles que

of on\ " of oh :
{(8_X_L8_X> M+M<8—X—L3—X>+M}§—BmM- (4.37)

Dans le cas ou M est constante, I'inégalité (4.37) devient

of on\" of oh
{(8—X_L8—X> M+M<8—X—L8—X>}S—5mM- (4.38)

En posant S = LT M dans (4.38), on obtient I'inégalité suivante :

6} 8} ()h Tdh
— - — - < 0. .39



4. Observabilité et estimation de 1’état des systémes non linéaires 84

Par conséquent, si la condition (4.39) est soluble pour tout X € R", alors le gain
L=M"18"

rend le systéme (4.35) contractant. De ce fait, les deux solutions z et & de (4.35)
convergent exponentiellement I'une vers 'autre.

La théorie de la contraction a été appliquée & plusieurs types d’observateurs tels que
le filtre de Kalman étendu et les observateurs PD [27]. Pour plus de détails, nous
renvoyons le lecteur aux articles [27], [26], [28] et [29]. Des conditions sous forme de
LMI ont été établies dans [28] et une analogie avec les systémes LTV est également

proposée dans [27].



Chapitre 5

Application : synthése
d’observateur pour une classe de

systémes non linéaires

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode de construction d’un observateur
d’état pour une classe de systémes non linéaires proposée par A. Zemouche et al
dans dans leur article [46]. Cette méthode est basée sur un observateur de Luenberger
généralis¢ (OLG). La technique utilisée par Pauteur fait intervenir l'utilisation du
théoréme des accroissements finis (the Differential Mean Value Theorem (DMVT)
pour le sigle anglais) au niveau de la dynamique de l'erreur d’estimation, afin de la
transformer en un systéme Linéaire & Parametres Variants (LPV).

Des conditions de stabilité sous forme de LMIs ont été obtenues, en se basant sur
les techniques LPV [2].

Notre application consiste en I'implémentation de ces LMIs sous Matlab, nous
avons illustré, par un exemple numérique, la convergence exponnentielle de ’erreur

d’estimation vers zéro.

5.1 Préliminaires et formulation du probléme

Préliminaires
Avant d’introduire la classe des systémes non-linéaires concernée, nous avons besoin

d’énoncer les deux théorémes suivants :

Théoréme 5.1 (Le DMVT pour des fonctions scalaires) Soit ¢ : R” — R. soit

a,b € R™. Supposons que @ soit différentiable sur Co(a,b). Alors, il existe une constante

85
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z € Co(a,b),z# a,z#b tel que :
Iy
pla) = () = 2 (2)(a — ). (5.1)
x
Démonstration La preuve de ce théoréme est basée sur le théoréme des ac-
croissement finis classique pour les fonctions scalaires & variables scalaire qui lui méme

découle du fameux théoréme de Rolle.

Remarque 5.1 Le DMVT est incorrect dans le cas des fonctions vectorielles. Ceci
veut dire qu’on peut pas toujours trouver une seule constante z € Co(a,b) telle que

léquation (5.1) soit vérifiée. En effet, on peut construire facilement des contre exemples.

Afin d’obtenir une équation similaire a (5.1), on peut imaginer l’existence de plu-
sieurs constantes z; € Co(a,b) pour i = 1,--- ,q ou ¢ est le nombre de composantes
de la fonction non-linéaire en question. Pour ceci, nous proposons de procéder comme
suit :

Soit

E, =e(i)/es(i) = (0,---,0,1,0,--- ,0)T,i=1,--- 5.

La base canonique de R® pour tout s > 1. Considérons la fonction vectorielle

p:R" — R?
Cette fonction peut toujours s’écrire sous la forme
T
QO(.%') = [301 ((IZ), U 7§0q(x)]

ol ¢; : R" — R est la i®"® composante de . D’aprés le définition de E,, on peut
écrire

q
p(x) = ey(i)p().
i=1
En appliquant le théoréeme sur chaque fonction scalaire ¢, et en utilisant le fait que
Opi ,\ _ 7,599

on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 5.2 (Le DMVT pour des fonctions vectorielles) Soit p : R — R
soit a,b € R™. Supposons que ¢ soit différentiable sur Co(a,b). Il existe alors des
21, , 29 € Co(a,b),z; # a,z; #b pouri=1,--- ,q tel que :

q7n

o(0) =) = | D el (52 | (=) (52

ij=1
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Position du probléme

Considérons la classe des systémes non-linéaires suivante :
&t = Ax+ Bf(z,y,u) (5.3)
y = Czx (5.4)
ol x € R" est le vecteur d’état du systéme, u € R™ le vecteur d’entrée et y € RP le

vecteur de sortie. A, B et C sont des matrices constantes de dimensions appropriées. La

fonction f est différentiable par rapport a x et s’écrit sous la forme générale suivante :

fl (Hll', Y, U)
fla,y,u) = :
fq(Hq% Y, u)
avec H; € R%*™ pour tout i € 1,--- ,¢. Sans perte de généralité, nous supposons que

la matrice B est de plein rang colonne et que f; # f; pour tout i # j.

On introduit I’hypothése suivante :

Hypothése 5.3 Supposons que les fonctions f;,i = 1,--- ,q, satisfont la double in-

égalité ci-aprés :

of . A _
ajj < 8—£(vl,y,u) < by, Yo' € R% yeRP,ueR™ (5.5)
j

ou

Remarque 5.2 Sans perte de généralité, nous supposons que a;j = 0 pour tout i =

1,---,qgetj=1,---,s ot s = Tax (s;). En effet, s’il existe deux sous ensembles
<i<q

St C{l,---,q} et So C {1,---,s} tels que a;; # O pour tout (i,j) € S1 x So alors

nous pourrons constdérer une nouvelle fonction

flayu) = fyu)— | > ayHyH | =
(4,5)€S1xS2

avec
N T/ -
H;j = eq(i)eg, (7)-
La fonction f satisfait (5.5) avec a;; =0 et l;ij = b;j — ajj. Dans ce cas, nous écrirons

alors (5.4) comme suit :
T = fl:z:+Bf(:z:,y,u)
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avec
A =A+B Z ainini
(7’7])651 XSZ
L’observateur d’état que nous proposons ici a la structure suivante :
& = Ai+ Bf(i,y,u)+ Ly — C#) (5.6)
ou f; représente la i¢¢ composante de f.
Le but principal est de trouver les matrices L € R™*P pour ¢ = 1,--- , ¢, telles que
I’erreur d’estimation
e=x—2 (5.8)
soit asymptotiquement stable.

La dynamique de Perreur (5.8) est donnée par :

En utilisant le DMVT nous déduisons qu’il existe z; € co(v?, w') pour tout i = 1,--- ,q
tels que :
i=j j=si
fla,y,u) = F(@y,u) =0 hij(t) Hijx (5.10)
i=1 j=1
ou
Xi = (Hi—KiC)e (5.11a)
Hij = eqi)es,(4) (5.11b)
af;
hi(t) = 55 (), y,u) (5.11c)
Y
vl = H;, w'= Hii + Ki(y — C) (5.11d)
vl —w' = (H; — K;O)e. (5.11e)
En utilisant les notations précédentes, la dynamique de l'erreur d’estimation (5.9)
devient : o
i=j j=s;
e=(A-LC)e+ B> > hij(t)Hix;. (5.12)
i=1 j=1

5.2 Synthése d’observateur

Nous présentons la méthode de synthése des gains de 'observateur assurant la
convergence exponentielle de ’erreur d’estimation vers zéro. L’analyse de la stabilité
est étudiée en utilisant la théorie de Lyapunov qui permet d’obtenir des conditions

exprimées sous forme de LMIs.
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Théoréme 5.4 L’erreur d’estimation (5.8) converge exponentiellement vers zéro s’il
existe un scalaire positif o et des matrices P = PT > 0,R,K;,i =1,--- ,q de dimen-

sions appropriées tels que l'inégalité linéaire matricielle suivante soit satisfaite :

M(P,R,a) MN(P,K1) - Ng(PK,)
—B11 1 0
) Pruto <0 (5.13)
: (%) 0---

(*) e (*) _quqlsq
M(P,R,a) = AP+ PA—-CTR—-R'C + oI, (5.14)
N; = PBH; + (H; — K;,C)" (5.15)

2

Le gain L est alors donné par L = P7IRT et les gains K; des solutions libres de la
LMI.

Démonstration : Considérons la fonction de Lyapunov quadratique candidate

V =elPe.
La dérivée de V s’écrit :
i=j j=s;
V=e"[(A-LC)"P+P(A—LC)|e+2e"PBY Y hij(t) Hijx;-
i=1 j=1
D’apres (5.5) nous savons que
1 > L tout ¢ =1 t =1
> — pour tout i =1,--- ,get j=1,--- s,
hij(t) — bij ’ '

Alors

ce qui implique
(%) — 5 () B0 = 0
En posant
&ij = (hij(t)xi),
nous obtenons 'inégalité

=] j=s;

53 (x?a-j i 3;@,-) > 0. (5.17)

i=1 j=1
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Donc, d’apres (5.17) nous avons

i=j j=si

. . 1
VSV+2) )y (X’{’gij—F ;?;.gij>. (5.18)
i=1 j=1 v
En utilisant (5.11a), I'inégalité (5.18) est équivalente a
V+alel? <7 €M [ Z ] (5.19)
avec
[ M(P,R,a) Ni(P,K1) -+ Ny(P Ky)
M — (*) —Bula 0
L (*) U (*) _quqlsq
- T
€t§ = _5117"' 7513175217'” 7§qsq
Puisque (5.13) implique M < 0 alors
V < —alle? (5.20)

D’apres (5.20) et le fait que
Amin(P)[e* SV < Anaa(P) 1%,

on déduit que

le(@®)]l < ~ll(©) e~ (5.21)
avec
[ Amae(P) e
7= )\mzn(P) ,6 N 2)\max<P)

L’inégalité (5.21) signifie que l'erreur d’estimation converge exponentiellement vers

zéro. Ceci compléte la preuve du théoréme.

Remarque 5.3 Dans l'inégalité (5.5) on peut avoir bjj = +o00. Dans ce cas l'inégalité
(5.13) est satisfaite si PBH;; + (H; — K;C)T = 0. Cependant, pour tout i € {1,.,.,q}
fize, pour que (5.13)soit vérifiée il est nécessaire d’avoir un seul indice j pour lequel
bij = +oo. En effet, considérons deux indices ji et ja tels que b;j, = byj, = +00. Ceci

signifie que

PBH;;, + (H;i— K,C)' = 0 (5.22)
PBHZ']'Q + (Hl — KiC)T = 0. (5.23)
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ce qui implique que PB(H;j, — Hy;,) = 0. En utilisant la définition des H;j, nous
déduisons que cette derniére égalité est satisfaite si et seulement si la iéme colonne de

la matrice B est nulle, ce qui contre dit le fait que B est de plein rang colonne.

Exemple 5.1 Afin de valider les performances de la méthode proposée, nous présen-
tons un exemple numérique ot on a pris by = +o0o. L’exemple choisi comporte deux
composantes non-linéaires, la premiére est monotone et la seconde est lipschitzienne.

Ce systéme s’écrit sous la forme avec les parameétres suivant :

01 0 0 0
A = 01 1 , B=|1 0],C=[100],
01 -1 0 1
1 00
e R 1],
1 3
AlHiz,y,u) = 3(z1—22)%
fo(Hox,y,u) = 0.1sin(x;)sin(zs).

En utilisant ’approche proposée, on obtient :

0 < hii(t) < +oo,
—0.1 < ha(t) <0.1,
—0.1 < hg(t) 0.1,
1 0 0 0 0
Hy = , = et Hyo =

D’aprés la remarque 5.2, nous devons résoudre la LMI (5.13) avec

A = A+ agBHo Hy + aga BHa Ho,
et

bor = b21 —a21, bay = b — aoo.

Apres la résolution de la LMI (5.13), nous avons les gains suivant :

10 -2 -1

P =1-2 1 0|,L=[384",
-1 0 1

K = —1,Ky=1[0.49 —0.54]".

Comme b1y = +00, nous devons avoir PBH11 + (Hy — KlC)T =0, ce qui est bien le
cas.
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(a) La convergence de {x1 —31). (b) La convergence de {x0 —Fa). (c) La convergence de (x5 — iq).

F1G. 5.1 — Evolution exponentielle de chacune des composantes de I’erreur d’estimation

En effet,

—2 2
PBHy1 = | 1 | et (Hi—-K.C)'=| -1 | =-PBHu.
0 0

Le comportement asymptotique de ’erreur du systéme est représenté par la figure 5.1
et la figure 5.2

Le programme Matlab permettant de faire cette simulation est le suivant :
Uk ok ok ko ok ok Kok ok ok ok ok

b

YA

clear all;

close all;

b

b Jxxkxxxxxx declaration des constantes xkxkxkxkkkkk

h

A=[010;011;01-1];
= [00;10;0 1];

C=1[100];

H1 = [1 -1 0];

H2 = [100;0 0 1];

n = size(A,1) ;

s2 = size(H2,1) ;

sl = size(H1,1) ;

Ysmkokkkok TAF kokokskokokokkokokkkokokk

H11 = [1;0];
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H21 = [0;1]x[1 0] ;
H22 = [0;1]1*[0 1] ;
%bll = 1;
%bl12 = 2
b21 = 2;
b22 = 2;

%betall = 2/bl1l;
Jbetal2 = 2/b12;
beta21l 5%x2/b21 ;
beta22 = 5x2/b22 ;

%****************************%************************

Toxxkkrkkkkkknkkk LML avec €galité sskkkskskkkskskkkskokkkokkkkk
P = sdpvar(3) ;

R = sdpvar(1,3) ;

K1 = sdpvar(1,1) ;

K2 = sdpvar(2,1) ;

alpha = sdpvar(1,1) ;

Toxkx InEEalités kkskkkskkskkkokkkokkokkkokkkok Kok K kok
F=set(zeros(n,n)<P) ;

F=F+set (0O<alpha) ;

F=F+set ([A’*P-C’*R+P*A-R’*C+alpha*eye(n) P*B*H21+(H2-K2xC)’
PxB*H22+(H2-K2%C) > ; (P*B*H21) >+ (H2-K2*C) -beta2l*eye(s2) zeros(s2) ;
(PxB*H22) ’>+(H2-K2%C) zeros(s2) -beta22*eye(s2)]1<0) ;
Tokkdokdokkk SEalit@s Hkkkakkakkakkkk koA F KKK

F=F+set (P*xBxH11+(H1-K1%C) >==0) ;

h

Yxkkkkkk rédsoudre skskskskskskskokskkokokokkkk

solvesdp(F) ;

Jxkkkkxk récupération des solutions kxkkskkskskkskkskkkkkk

P = double(P) ;

R = double(R) ;

K1 = double(X1) ;

K2 = double(K2) ;

alpha = double(alpha) ;

Yokkkokkkkkkkkkk 1e gain L skkkkkokskskskskokok

L = inv(P)*R’ ;

\/%***x conditions initialeskx¥**x

x0 = [0.5;0.1;0.3] ;
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Magnitude

Fi1G. 5.2 — Comportement asymptotique de ’erreur d’estimation du systéme

xOhat = [1;2;1];

\J#*rxxkxxkxx fichier SIMULINK *-- cdc06 ex2 simul s#skxkskxkkk



Conclusion et perspectives

Durant tout au long de ce mémoire, nous avons cité plusieurs problémes de contréle :
la controélabilité, la stabilisation, ’observabilité et ’estimation de ’état. Nous avons
accordé une attention particuliére aux problémes de stabilisation et de ’estimation.
Le probleme de stabilisation d’un systéme consiste & constuire un retour d’état, ou
feedback (ou encore un régulateur), c’est-a-dire une fonction x — u(x) tel que le point
que l'on cherche a atteindre (I’équilibre) soit asymptotiquement stable pour le systéme
bouclé & = f(x,u(x)). La contrdlabilité est indispensable pour stabiliser un tel sys-
téme, en effet, pour atteindre le point d’équilibre, le systéme doit étre controlable. Un
tel feedback est dit bouclage statique. Souvent on ne mesure pas tout ’état x, mais une
partie y de z. On peut se demander si la connaissance partielle de cet état permet de
reconstituer I’état complet. c’est le probléme de ’observabilité. Dans ce cas, stabiliser
le systéme entier revient & construire un feedback par retour de sortie dynamique, il
s’agit donc de constuire une fonction y — u(y, ), o & est I'état estimé de x, telle
que I’équilibre du systéme en boucle fermé soit asymptotiquement stable. Estimer x
revient & construire un observateur asymptotique & de z, i.e. une fonction dynamique
de lobservable y tel que & (t) — z(t) . 0.

Le probléme de construction d’un régulateur en fonction de I’observateur asympto-
tique de I’état pour un systéme controlable et observable s’appelle synthése régulateur-
observateur. Ce probléme est loin d’étre résolu dans le cas des systémes non linéaires.

Les deux difficultés majeures du probléme de stabilisation des systémes non li-
néaires sont

1. comment constuire le regulateur 7.

2. Une fois le régulateur construit comment analyser la stabililé asymptotique du
systéme en boucle fermée, comme nous ’avons vu au chapitre 2, il n’existe pas
de méthode "universelle" pour la construction de la fonction de Lyapunov.

De méme, la synthése d’observateur asymptotique est un probléme d’actualité,
largement inverti par les automaticiens.

Dans le cas des systémes linéaires, les deux problémes sont completement résolus.

L’analyse de la stabilité de Lyapunov joue un réle primordial aussi dans les pro-
blémes de stabilisation que dans les problémes de la synthése d’observateur. Nous
avons consacré, a cet effet, le chapitre deux aux différentes méthodes de Lyapunov
pour la stabilité des systémes linéaires et non linéaires, autonomes et non autonomes.

Dans le chapitre trois, nous nous sommes intérressés a la controlabilité et la sta-
bilisation des systémes linéaires et non linéaires. Dans le cas non linéaire, nous avons
présenté que des résultats locaux sur ces deux notions.
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Nous avons présenté quelques observateurs les plus connus et utilisés pour les sys-
témes non linéaires. Un rappel sur la théorie de 'observation des systémes linéaires,
et non linéaires a tout d’abord été présenté.

Notre travail se termine par une synthése d’observateur d’état pour une classe de
systémes non linéaires. Des conditions de synthése en termes LMI ont été étudiées.
Notre application consiste a illuster par un exemple numérique la convergence expone-
netielle de 'estimateur vers zéro. (programmeé via le langage de programmation Matlab
et Simulink).

Beaucoup de questions fondamentales n’ont pas été abordées dans ce mémoire. En
particulier

— Nous n’avons pas expliqué comment construire des feedbacks explicites asymp-
totiquement stabilisants. Ce probléme fondamental a été bien str abordé par de nom-
breux auteurs et de nombreux livres; voir [14] et [35].

— Souvent on ne mesure pas tout 1’état x, mais une partie y de x. On ne peut donc
pas utiliser des feedbacks dépendant de x : il faut se limiter & des feedbacks dépendant
de y. Sur ce sujet il existe de nouveau une trés vaste littérature. Mentionnons juste
larticle [14], qui contient un des résultats les plus intéressants obtenus récemment sur
ce sujet. Notons qu’il est utile de considérer des feedbacks instationnaires ; par exemple
le systéme

ne peut étre stabiliser asymptotiquement a 1’aide de feedbacks de la forme u(y), bien
qu’il puisse étre stabilisé asymptotiquement a l'aide de feedbacks de la forme u(x)
(prendre, par exemple u(x) = —z). Mais il peut étre stabilisé asymptotiquement a
'aide de feedbacks de la forme u(y,t). Voir [14] pour plus d’informations.

Il est claire que notre étude est loin d’étre compléte. Il nous semble néanmoins
avoir acquis les connaissances essentielles, lesquelles conjugées avec beaucoup de per-
severances nous permetterons d’investir les situations, notament la conception d’ob-
servateurs pour les systémes non linéaires.
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