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Introduction

En 1984, Michael Berry a écrit un article qui a suscité un immense intérét dans dif-
férents domaines de la physique [1]. Ceci porte sur le role des phases dans les systémes
faisant intervenir deux échelles de temps différentes en mettant en évidence une lacune
dans la formulation traditionnelle du théoréme adiabatique : quand un vecteur propre d’'un
hamiltonien H est transporté le long d’un circuit fermé en faisant varier lentement les pa-
rameétres de I’environnement extérieur R dont dépend H, il peut acquérir, contrairement
a ce qu’on avait cru jusqu’alors, un facteur de phase géométrique dépendant du circuit
parcouru, en plus du facteur de phase dynamique habituel. Cette phase géométrique qui
a été négligée pendant plus d’un demi-siécle est maintenant devenue un concept central
d’unification dans la mécanique quantique, avec des applications dans plusieurs domaines
de la physique et implique divers effets observables, particuliérement en physique de la
matiére condensée [2].

L’introduction de concept de la phase de Berry dans les solides cristallins a été intro-
duite par Zak [3] qui a montré que la courbure de Berry est une propriété intrinseque de
la structure de bande. Ceci a apporté un grand succes pour ’étude des matériaux diélec-
triques et ferroélectriques. En effet, la vision traditionnelle de la polarisation électrique et
I’aimantation orbitale basées sur I'image des charges et des densités des courants restent
mal exprimées jusqu’a 1992 ot une formulation générale de la polarisation électrique a été
développée [4,5] en la reliant au phénomeéne de transport de charge adiabatique et 'expri-
mer en termes de phase de Berry a travers la zone de Brillouin. Par contre L’aimantation
orbitale est développée récemment par Thonhauser [6] en se basant sur une dérivation de
la représentation du Wannier, montrant qu’elle ne consiste pas seulement & définir des
moments orbitaux des quasi-particules, mais contient également une contribution due a

la courbure du Berry d’origine topologique.



L’influence éventuelle de la phase de Berry sur les équations du mouvement n’a été
envisagée que trés récemment. En fait, ces derniéres années un réexamen des équations
du mouvement de particules quantiques dans la limite semi-classique a été au centre de
nombreux travaux. L’analyse la plus approfondie dans ce contexte est due & Sundaram
et Niu [7]. Ces auteurs ont développé un outil puissant pour décrire la dynamique d’un
paquet d’ondes représentant le mouvement des électrons dans des cristaux perturbés. Ils
ont construit un paquet d’ondes en se basant sur les états de Bloch appartenant a une
bande simple décrits par un hamiltonien local. En dérivant sa dynamique sous une forme
générale, basée sur un principe de variation dépendant du temps, ils ont introduis les

nouvelles équations du mouvement suivantes en présence d’un champs électromagnétique :

_ (k)
re = 8—kc —kx QTL(kc) (1)
hk = —cE —er x B(r) 2)

L’une des modifications majeures dans ces équations est la présence du terme supplémen-
taire kx Q,(k.) qui est du a la courbure de Berry. Ce terme a des significations physiques
directes sur les phénomeénes de transport comme ’effet hall anormal et I’effet hall de spin
démontrés par de nombreuses applications ces derniéres années [8,9]. Cette méthode est
importante pour décrire le mouvement des électrons de Bloch mais, elle a été construite a
partir d’un modéle semi-classique en se basant sur un formalisme Lagrangien et la dériva-
tion d’'un hamiltonien semi-classique, elle présente des difficultés en présence des termes
de phase de Berry [10]. En fait, les variables de centre de masse r.et k. décrivant la dy-
namique semi-classiques ne sont pas des variables canoniques a cause de la courbure de
Berry qui rend ’algebre des cordonnées non-commutative [11]. D’autre part le caractére
non-canonique qui apparait dans les équations du mouvement avec des corrections dues
a la phase de Berry a mené Xiao [10] & conclure que le volume naif de I’espace de phase
n’est pas conservé en présence d’une phase de Berry et d’'un champ magnétique, ce qui
viole le théoréme de Liouville. Un autre inconvénient apparait pour la quantification de
Bohr Sommerfeld, I'application des équations (1) et (2) n’explique pas la valeur de 'indice
de Maslov.

Motivé par une proposition récente sur la possibilité d’observer un monopoéle dans la



structure de bande, et par un intérét croissant pour le role de phase de Berry en spin-
tronique, nous présentons dans cette thése une approche alternative de la quantification
semi-classique, basée sur une méthode de diagonalisation des hamiltoniens quantiques
a valeur matricielle qui a été développé par nos collaborateurs [12,13]. Cette méthode
aboutit & un hamiltonien effectif diagonal en termes de coordonnées non-commutatives.
les variables dynamiques qui résultent dans les équations du mouvement ne sont pas les
opérateurs canoniques habituels, mais de nouveaux opérateurs covariants qui incluent des
potentiels de jauge de Berry. D’ailleurs, ce formalisme qui est plus pratique et puissant
pourrait toujours étre appliqué a plusieurs autres systémes en physique de la matiere
condensée ou en physique des particules. Nous montrons qu’une substitution du Peierls
généralisée, qui contient un terme da a la phase de Berry, doit étre envisagée pour le
traitement semi-classique des électrons dans un champ extérieur. Cette substitution est
un élément essentiel pour la détermination correcte des équations du mouvement semi-
classique ainsi que pour la condition de quantification de Bohr-Sommerfeld des niveaux
d’énergie dans un champ magnétique. Une fois reformulée en termes de substitution de
Peierls généralisée, nous étudions la pertinence de ce nouveau concept au niveau de la
quantification semi-classique des niveaux d’énergie pour un mouvement d’un électron
dans un champ magnétique uniforme. En particulier, cette reformulation conduit & une
modification des régles de quantification semi-classiques et généralise une formule qui a
été dérivée par Roth et Fal’kovski [14-16].

D’autre part, nous étendons l'idée de Feynman sur I’électromagnétisme a 1’espace
des impulsions en tenant compte de la mécanique quantique non-commutative. Dans ce
contexte, nous montrons que la non commutativité des coordonnées est responsable d’un
nouveau effet appelé effet Hall de spin et méne a I'introduction d’un monopoéle dual de
Dirac dans 'espace des impulsions [17,18]. Ce dernier a été mis en évidence expérimenta-
lement trés récemment lors de I’étude de I'effet Hall anormal dans ’espace des impulsions
d’un cristal ferromagnétique [19]. Nous avons alors suggéré un lien entre ce champ non
commutatif et la courbure de Berry exprimée dans l’espace des impulsions qui est a
lorigine de 'effet Hall anormal. Plus généralement, nous mentionnons les efforts actuels
menés dans le but de mieux comprendre la relation étroite existant entre la géométrie

non-commutative et la phase de Berry.



Cette thése comporte trois parties :

Dans le premier chapitre, nous présentons la notion de la phase de Berry ou on va
tout d’abord donner un exemple classique de la géometrie pour lequel il est possible de
distinguer la phase dynamique de la phase géométrique. Ensuite, nous rappelons comment
elle a été élaborée dans le cas d’une évolution adiabatique. Son analogie avec 1’électroma-
gnétisme nous permet de définir sa connexion et sa courbure. L’influence éventuelle de
cette phase sur les propriétés de la matiére condensée est exposée tel que la polarisation
électrique, I’aimantation orbitale et I’effet hall anormal.

Le deuxiéme chapitre est consacré aux coordonnées non-commutatives. Une fois qu’on
résume la facon dont le nom de la mécanique quantique non-commutative a commencé
a apparaitre, nous étendons l'idée de Feynman sur I'électromagnétisme a ’espace des
impulsions. Dans ce contexte, nous montrons que la non commutativité des coordonnées
est responsable de "apparition d’un monopodle qui a été observé expérimentalement. Nous
examinons ensuite 1’évolution adiabatique de ’équation de Dirac afin de clarifier la relation
qui existe entre ce monopole et la courbure de Berry dans I’espace des impulsions.

Dans le dernier chapitre, nous résumons une approche alternative de la quantification
semi-classique, basée sur une méthode de diagonalisation des hamiltoniens quantiques.
Cette méthode aboutit & un hamiltonien effectif diagonal en termes de coordonnées non-
commutatives. On montre alors qu'une substitution de Peierls généralisée, qui remplace
le moment cristallin usuel par un autre covariant, est nécessaire pour I’établissement des
équations complétes du mouvement . Nous montrons ainsi que les variables dynamiques
ne sont pas des opérateurs canoniques habituels, mais de nouveaux opérateurs covariants
qui incluent des potentiels de jauge de Berry. Nous étudions ensuite la pertinence de ce
nouveau concept au niveau de la quantification des niveaux d’énergie pour un mouvement
d’électron de Bloch et de Dirac dans un champ magnétique uniforme.

Nous terminons enfin par une conclusion générale, qui résume les résultats les plus

apparents de cette these.



Chapitre 1

Phase de Berry

Aujourd’hui la mécanique quantique constitue une partie importante pour la compré-
hension des phénomeénes physiques. Un systéme quantique est décrit mathématiquement
en termes de certains espaces vectoriels et d’opérateurs linéaires agissant sur ces espaces.
La dynamique de ce systéme est déterminée par I’équation de Schrodinger ou les équa-
tions de Heisenberg, qui impliquent un opérateur linéaire appelé hamiltonien. L’opérateur
hamiltonien décrit 1’évolution des états du systéme physique dans le temps. Les ouvrages
standards sur la mécanique quantique discutent presque exclusivement des propriétés qui
ne dépendent pas du temps. Cependant, dans de nombreuses situations pratiques, les pa-
rameétres physiques qui apparaissent dans ’expression de 'hamiltonien sont déterminés
par des facteurs d’environnement extérieur dépendant du temps. L’étude de ces Hamilto-
niens est donc trés importante dans la modélisation des systémes physiques réels. L'un des
aspects les plus intéressants d’un systéme quantique avec un hamiltonien dépendant du
temps est 'apparition de la phase géométrique. La phase géométrique avait été ignorée
dans la mécanique quantique pendant plus d’'un demi-siécle. On ne 'avait pas oubliée,
mais elle était considérée sans importance. En 1928, Fock [20] a montré qu’une telle phase
pouvait étre éliminée par une simple redéfinition de la phase initiale. Bien que la preuve
de Fock a été limitée aux évolutions non-cycliques, sa conclusion a été acceptée jusqu’aux
années 80 ou Mead et Truhlar [21] et surtout Berry [1] ont reconsidéré les évolutions
cycliques. En 1983, Berry a fait la découverte étonnante qu’un systéme quantique évo-
luant d’une fagon adiabatique autour d’un circuit fermé C dans ’espace des parameétres

externes, acquiert en plus d’une phase dynamique familiére, une phase dite géométrique



supplémentaire et non-intégrable dépendant seulement de la géométrie de circuit [1].On
interprete la phase dynamique comme étant le souvenir du temps écoulé, alors que la phase
géométrique s’interpréte comme étant le souvenir du chemin parcouru. Cette phase qui a
été négligée pendant plus d’un demi-siécle nous ameéne une signification trés profonde de
la mécanique quantique et de plus implique divers effets observables. La phase de Berry
se limite a I'approximation adiabatique et aux évolutions cycliques non dégénérées. Par
conséquent, elle ne peut étre qu’'une approximation de la vraie phase géométrique quan-
tique. Pour remédier a cette approche, Wilczek et Zee [22] ont considéré le cas non abélien
(dégénéré), Aharonov et Ananden [23] généralisent le cas non adiabatique et Samuel et

Bhandari [24] prouvent que I'hypothése de 1’évolution cyclique peut étre évitée.

1.1 Transport paralléle et la notion d’holonomie

Les phases géométriques surgissent en raison d’un phénomene qui peut étre en tant
que « changement global sans changement local ». Afin d’avoir une idée intuitive des
phases géométriques, il est donc approprié de commencer par une introduction du concept
fondamental du transport paralleéle dans un contexte purement géométrique ; Un exemple
classique intuitif d’une telle situation [25] est le transport paralleéle d’un vecteur le long
d’une boucle sur une sphére.

Considéreront une surface S (par exemple, un plan, une sphére, un cone, etc.) et
un vecteur contraint a se déplacer partout dans le plan tangent sur la surface. Apres,
nous souhaitons transporter ce vecteur sur cette surface, (sans le tourner autour de I'axe

normale & la surface), comme illustré dans la figure (1-1).



Figl-1 (Transport paralléle d’un vecteur le long d’une boucle sur une sphére)

Nous sommes intéressés, en particulier dans le cas, dans lequel la fleche est transportée
autour d’un circuit fermé C (1 — 2 --- — 6 — 7). Nous pouvons rencontrer deux situations
différentes : (i) si la surface est plate, alors il est clair que dans ce cas la fleche reste toujours
paralléle a son orientation originale, elle est donc inchangé a la fin du circuit C'; (ii) si,
cependant, la surface est courbée comme sur la figure (1), la fleche, étant contraint a se
situer dans le plan de la tangente locale, ne peut pas rester paralléle a son orientation
originale, et & la fin du circuit C, on voit clairement qu’elle a été tourné d’un angle a.. Ce
phénomeéne est appelé (holonomie) .

Nous allons maintenant formaliser ce procédé. La fleche est représentée par un vecteur
unitaire e; tangent a la surface. On définit un autre vecteur e, tangent a la surface et
qui reste perpendiculaire & e;. Soit n(r) un autre vecteur qui est normale a la surface
au point r. Ces trois vecteurs forment un repére orthonormé. Pendant que e; et e, sont
transportés sur la surface le long d’un circuit (C') , ils doivent tourner avec une pulsation

w qui peut étre déterminée si la surface n’est pas plate (elle est nulle si la surface est



plate). L’équation du mouvement qui décrit les vecteurs e; et e, est donnée par :

& =wxe |, r=12, (1.1)

ou le point indique la dérivé par apport au temps. La vitesse angulaire w s’écrit d’une
maniere générale :

w=an+bt+c(nxn) . (1.2)

Afin de remplir la condition que e; et e, restent des vecteurs unitaires tangents a la surface
on doit avoir

en=0, r=12. (1.3)

De la méme maniére, le transport paralléle exige que les vecteurs e; et e; ne tournent
jamais autour de n c.a.d :

wn=0 . (1.4)

En remplagant les équation (1.3) et (1.4)dans (1.2) nous trouvons finalement que la vitesse

angulaire w s’ecrit :

’,

w=nxn . (1.5)

La loi qui décrit le transport parallele des vecteur e, et e, est alors :

¢ =(nxn)xe =—(e"-n)n . (1.6)

Cette loi peut exprimer sous une autre forme plus approprié a la généralisation de trans-

port paralléle au cas de la mécanique quantique, on définissant le vecteur complexe

e; +iey
d=—-
V2
avec la condition de normalisation :
PP =1.

Les conditions indiquées par les équations (1.1) , (1.4) et (1.5) peuvent étre exprimées en

10



termes de ® et sa dérivé par rapport au temps ® en écrivant :

. 1
O*. P = 5 (el - ieg) . (el : Zeg) (17)
1 . . . . .
= §(e1-e1+e2-e2+z(e1-eg—eg-el)).

Les termes e; - &; et e, - & disparaissent parce que e; et €; sont orthogonales ( méme
chose pour e; et €;) . Comme e; et e, sont réels, la partie imaginaire de ®* - P est
% (e1- €y —ey- €1) et ceci s'annule également, parce que €; et é; sont chacun perpendi-
culaires a la tangente de plan qui contient e; et e;. Ce qui conduit & la loi de transport
parallele qui s’écrit : :

d* - P =0. (1.8)

L’équation (1.8) peut également étre écrite sous la forme :
Im(®*-VP)=0. (1.9)

Afin d’exprimer la rotation des vecteurs unitaires e; et ey qui se déplacent sur un
conteur fermé C, nous devons choisir un repére orthonormé local et fixe (n,u,v) sur la
surface. Le vecteur unitaire normal est bien str uniquement déterminé par la surface, mais
nous avons une infinité de choix possibles pour u et v. Nous imposons simplement qu’ils
se déplacent sur la surface de la sphére sous la contrainte de transport paralléle, ce qui
correspond & une liberté de jauge. Une fois que nous avons fait un choix pour u, alors v
est bien str déterminé d’une fagon unique. D’une maniére analogue au vecteur unitaire
complexe @, qui est une combinaison des vecteurs unitaires réel e; et ey, on introduit le

vecteur complexe W :

u+ v
U = 1.10
7 (1.10)
La relation entre le transport paralléle et celui qui est fixe est exprimé par
O(t) = el Ohy (1) | (1.11)

ou a(t) est angle dont (u,v) doit étre tourné afin de coincider avec (e;, ez). On obtient

11



I'équation satisfaite par a(t) par I'insertion de (1.11) dans (1.8)
=i (v b) =0, (1.12)
Comme U™ - W =1et ¥ - est imaginaire alors
& = Im(T* - 0) . (1.13)

Si le chemin C' est fermé, un simple calcul de la géometrie différentielle montre que la

phase accumulée «(C') est donnée par
a(C) zlm?{xy*.dqf. (1.14)
c

Dans le cas de la sphere, on peut choisir les coordonnées sphériques de tel sorte que
u = (cosfcosyp, cosl sin p, — sin 0dOdl) et v = (—sin g, cosp,0) . 1l est facile de montrer,
dans ce cas, que la fonction a intégrer dans I’équation (1.11) est sin #dfdy. Par conséquent,
a(C) est simplement 'angle solide délimitée par le contour C'. Il est intuitif que le résultat
donné par I’équation (1.14) ne dépend pas du choix de la base. S’il dépendant de cette base,
il n’aura pas une signification physique. Pour voir cette indépendance mathématiquement,

on change la base en utilisant la transformation :
T — W), (1.15)

Dans ce cas, le conjugué complexe ¥* est U*e~ et d¥ devient ¢ dW + 1T dnp(r).

Ceci nous permet d’établir 'angle a(C') dans la nouvelle base
a(C) = Im f\p*e—’”]@") e AW+ W) dp (1) (1.16)
= Im 7{\11* av + Imj{ - Wdn(r (1.17)

- Imz[\y*-d\pﬂmzfdn(r) . (1.18)

12



En allant de I’équation (1.17) a I’équation (1.18), on a utilisé le fait que j{\P* - U et n(r)

C
est réel. L’intégrale de dn(r) dans I’équation (1.11) disparait puisque il est un scalaire qui

est continue le long du trajet. Ainsi, il n’y a aucun changement dans la base locale a la
fin d'un chemin fermé, & savoir, la base est la méme au début et a la fin du chemin fermé.
Nous voyons que la transformation de jauge locale qui tourne la base n’a aucun effet sur
la phase géométrique.

En resumé, nous avons démontré qu’a partir d’une construction géométrique simple
que la phase géométrique a(C) qui est égal a I’angle solide délimitée par le contour C' est
indépendamment de la forme de la trajectoire. Ce résultat est le fondement de la phase

géométrique quantique.

1.2 Phase de Berry

1.2.1 Evolution adiabatique

Dans la description quantique d’un systéme physique, on a un espace d’Hilbert de
dimension finie ou infinie des vecteurs d’état et un ensemble d’opérateurs linéaires agissant
sur ces vecteurs. Les opérateurs linéaires sont interprétées comme les observables. Si un
systéme quantique n’est pas isolé de son environnement, les observables sont décrits par
des opérateurs qui dépendent d’un ensemble de paramétres, R = (R, Rg,:++, R;,). Chaque
valeur de R caractérise une configuration particuliere de I’environnement.

On considére dans ce paragraphe un systéme quantique décrit par un hamiltonien
H(R). Le paramétre R peut étre le champ magnétique ou électrique appliqué ou encore
toute autre quantité qui peut étre controlée de 'extérieur. Pour chaque valeur de R, on
suppose connus les états propres |V, (R)) de H(R) et leurs énergies associées E,(R).
Pour calculer 1’évolution de 1’état quantique |¥(¢)) , nous supposons d’une part qu’il est
possible de définir une base de vecteurs propres |n, R) de H(R(t)) définie implicitement
en chaque instant ¢ :

HR)[n,R) = E,(R)|n, R), (1.19)

avec

(n,Rlm,R) = dpp, , (1.20)
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ol n et m sont des nombres quantiques permettant de classer les états propres de H(R)
en chaque point R. Nous supposons d’autre part que le spectre énergétique est discret
et non dégénéré en chaque point R. Enfin, les observables dépendantes de R sont prises
univaluées ; ce qui veut dire que si une méme valeur de R est rencontrée plusieurs fois en
des temps différents au cours du processus d’évolution, alors les observables sont identiques
pour chaque occurrence. On va chercher & déterminer 1’évolution dans le temps du vecteur
d’état |U(t)) du systéme quand le parametre R dépend lui-méme du temps. Les solutions
|W(t)) de I’équation de Schrodinger dépendant du temps vérifient :

d[¥(t))

i
T

= HR®)|T(1)) . (1.21)

A chaque instant ¢, on décompose le vecteur d’état |U(t)) sur la base des états propres

instantanés de ’hamiltonien H [R(t)]

V(1) = ;cn(t)l?% R(t)) . (1.22)

Les vecteurs propres |n, R(t)) sont définit a un facteur de phase prés, et il n’a, a priori,
aucun rapport particulier entre les états propres correspondant & différentes valeurs du
parameétre R. Il peut arriver que les états propres que nous avons choisis ne soient pas des
fonctions uniques de R. Si cela se produit, une attention particuliére doit étre accordée a
ce point.

La résolution de ’équation de Schrodinger, en tenant compte a priori de tous les
coefficients ¢, (t), s’avére étre tres compliquée en pratique. Nous considérons alors une
approximation moins restrictive, appelée approximation adiabatique et nous supposons
que les parameétres d’environnement R varient lentement au cours de temps (évolution
adiabatique). Dans ce cas, si le systéme est préparé a 'instant initial ¢ = 0 dans un état

propre |m, R(0)) c.a.d.
cm(0) =1 et ¢,(0) =0 pour n#m, (1.23)

selon le théoréme adiabatique [26,27], il reste indéfiniment dans le méme état a chaque
instant ultérieur t. Géométriquement, cela signifie que 1’état propre subit un transport

parallele dans l'espace des parametres : lorsque les parametres R varient au cours du
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temps, I'état du systéme change mais n’acquiert jamais de composante suivant les états
de valeur propre E,_4p,.

Afin de faire apparaitre le critére de validité de I’approximation adiabatique, il semble
utile de décomposer |U(t)) sur la base des vecteurs propres de |n,R(t)) en considérant
d’abord tous les états n # m et nous introduisons ensuite la condition (1.23) pour assurer

I'approximation adiabatique. Alors |¥(t)) est donné par :

V(1)) = ;cn(t)ln, R(t)) . (1.24)

Apres avoir remplacé 1’équation (1.22) dans I’équation (1.21), puis projeté sur les vecteurs
|m, R(t)), nous trouvons que les coefficients ¢, (t) sont solutions d’un systéme d’équations

différentielles couplées :

itm(t) = wcm(w 1S (1) A1), (1.25)
Apn(£) = i{m, R(t)|%|n,R(t)> . (1.26)

La quantité A,,,(t) caractérise la vitesse a laquelle tournent les vecteurs propres de H(R)).

Elle peut s’exprimer a ’aide de la dérivée par rapport au temps de ’hamiltonien lui-méme :

(m, R(t)| G2, R(t))

An(t) = di , 1.27
(t) Reonn(l) (1.27)
ol on a introduit la pulsation de Bohr instantanée entre les états n et m

hwnm(t) = B, [R(t)] — Em [R(1)] . (1.28)

Dans le cas général, les quantités A,,, et w,, ,, varient dans le temps, mais on peut imposer
la condition suffisante suivante pour que la population de chaque état |m, R), avec n # m,

reste petite :

y A, vitesse angulaire mazximum de |n, R) <1
n#m: — = . — —
wn,  pulsation de Bohr minimum associée a |n, R)

(1.29)

Notons que cette condition exclut le cas ot 'é¢tat initialement occupé |n, R) devient mo-
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mentanément dégénéré avec un autre état |m, R). Quand la condition (1.29) est remplie,
on peut donc supposer en bonne approximation que le systéme suit adiabatiquement 1’état
In, R), c’est-a-dire qu’il reste avec une probabilité voisine de 1 dans cet état. Physique-
ment, ’hypothése adiabatique signifie que la vitesse de transition entre états propres A,,,
est petit par rapport a la fréquence de Bohr w,, ,, . Autrement dit, les transitions entre
états propres différents sont donc infiniment lentes ,et en fait elles n’auront pas lieu. Dans

ce cas, I’équation (1.25) ce réduit a :

iem(t) = —i (w + <m,R(t)|%|m,R(t))> () . (1.30)

L’évolution de la composante ¢, (t) = (n, (R(t))|¥(t)) est donnée par I’équation (1.30) et
les solutions s’écrivent :

Ca(t) = et Jo Bn(RO)t i (1) (1.31)

En remplagant I’équation (1.30) dans (1.24) nous trouvons finalement que
U(1)) = et HF e O], R(0)), (1.32)

avec

7.0 =i [ RO In R (1.39)

L’état |¥(t)) a accumulé lors de son évolution adiabatique un facteur de phase en plus
de la phase dynamique habituelle —% fot E,(t)dt qui apparait méme pour un systéme in-
dépendant du temps ( responsable du mouvement en mécanique quantique) un terme
supplémentaire 7, () qui & premiére vue, ne semble pas physiquement pertinent et tra-
ditionnellement ’on éliminait en redéfinissant une nouvelle base de vecteurs propres en
appliquant la transformation de phase |n,R) — m = ¢®|n, R). Cependant, nous
allons voir par la suite, que cette phase donne lieu a des effets physiques si on fait varier
les parameétres le long d’un contour ferme C' dans ’espace des parameétres.

Afin de comprendre comment cette phase a été négligée pendant plus de cinquante

ans, nous exposons un argument qui est donné par Fock a ce sujet : Dans une publication

qui date de 1928, Fock [20] discute des fonctions propres d’un opérateur qui décrit une
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quantité conservée. Il explique comment choisir leurs phases pour que leurs oscillations

avec le temps doivent étre minimisées. Son but et alors de minimiser I’expression suivante :

O, (1) | O (t) >

( o 5 ) = min . (1.34)

Si nous faisons une transformation de jauge de genre :

[ealt)) = €70, (1), (139
alors, ceci conduit a
(220 9880, _ 520) i, (0 Pnlt) 4 (2 Pall)y g 55

La conclusion de Fock est que si |y, (t)) obéit a la condition

o012 —, (137

a chaque instant ¢, ’équation (1.36) s’écrit :

(1.38)

Ici, le coté gauche de 1’équation (1.38) est minimum lorsqu’il est constant dans le temps.
Ainsi, si la fonction d’onde satisfait & (1.37), elle minimise ’expression (1.34) parce que,
selon la derniére équation toute transformation de jauge peut étre choisie. Pour une fonc-
tion d’onde arbitraire |p,, (1)), Fock montre qu’on peut effectuer la transformation de jauge
(1.35) de telle sorte que ~y(t) satisfait a

(0) = —ife, () 222D (1.39)

qui & son tour garantie (1.37). Ce résultat pourrait conduire a la conclusion que la phase
de la fonction d’onde dans un probléme en fonction du temps peut étre éliminée par
la transformation donnée ci-dessus. La phase géométrique ne semble donc pas avoir de
signification physique. C’était a peu prés ce que tout le monde pensait depuis les travaux

de Fock en 1928. Son argument a été universellement accepté et le facteur de phase
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supplémentaire a était considérée sans importance. Cette erreur est probablement 'une des
principales raisons pour lesquelles un tel aspect important de la mécanique quantique est
resté caché pour une si longe période, jusqu’a ce que Berry [1] remarque que si I’évolution
des parameétres se fait sur un cycle fermé alors la phase ne peut plus étre éliminée de la

méme manieére.

1.2.2 Evolution cyclique et phase de Berry

Nous avons montré dans la section précédente qu’il n’est pas interdit par le théoréme
adiabatique et I’équation de Schridinger d’ajouter un autre facteur de phase en plus du
facteur de phase dynamique habituelle. On s’intéresse maintenant a ce facteur de phase
en considérant le cas particulier ou les parameétres R(t) de l'environnement extérieur
évoluent cycliquement (R décrit un chemin fermé C' dans P'espace des paramétres) avec
une période T'. Nous allons d’abord tenter d’éliminer ce fameux facteur de phase et de
montrer ensuite que, en général, cela est impossible. Ce terme supplémentaire peut étre
déterminé en insérant I’équation (1.32) dans ’équation de Schrodinger (1.21). On obtient
alors :

0 R() i, () R(D)) = 0. (1.40)

Aprés qu’on projette sur les vecteurs propres (n, R| (qui devrait étre normalisés) nous

obtenons
9 =i RO Zin,R(1)) (1.41)
dthn =1 TL, 8t TL, ) .
et apres 'intégration on a
t d
1,0 =i [ RO R (1.42)
0

Pour voir ’analogie avec le probléme de transport paralléle sur une surface, nous expri-

mons maintenant 1’état transporté |®,,(¢)) en termes des états propres fixes |n, R(t))

(@, (t)) = e Oln, R(L)). (1.43)
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L’état |¥(t)) donné par I’équation (1.32) devient

. rt En(R(Y))

[T(t)) = e o @, (1), (1.44)

ou la phase v, (¢) joue le méme role que 'angle «(t) pour le probléeme du transport sur
une surface parallele. L'utilisation de 1’équation de Schrodinger (1.21), et la projection

sur (n, R|, nous donne

()] ()~ g ) [0(0) = (@01 (0) =0, (1.45)

ot nous avons utilisé la relation (VU(¢)|H (¢)|¥(t)) = E,(t) qui résulte du théoréme adia-
batique. L’équation (1.45) montre que la fonction d’onde |®,(t)) obéit & un analogue de
la mécanique quantique pour la loi de transport parallele (1.8). De méme, I’équation du
mouvement pour v, (¢) (1.42) est semblable a celle de 'angle a(¢) donné par (1.13).

Si nous considérons maintenant une évolution cyclique autour d’un circuit fermé C'
pendant une période T' tel que R(0) = R(T'), alors la phase de Berry qui est donnée par

I'équation (1.42) ressemble a I'expression suivante :

() =i /O n, R(t)%m, R(£))dt. (1.46)

qui peut s’écrire, compte tenu de fait que la dépendance temporelle du ket |n, R(t))

est contenue uniquement dans le terme de vitesse ‘UZ—Et) et non dans la dépendance des
vecteurs de bases |n, R) par rapport a R :
T
0 dR
t) = 1 R(t)| == |n,R(t))—dt 1.47
w®) = i [ RO RO (1.47)
R(T) )
= i R(t)|==|n,R(t)).dR 1.4
[, RO RO) (1.48)
_ z’jim,ma%m, R).dR . (1.49)

Il est approprié pour des discussions ultérieurs et pour les considérations géométriques de

reformuler cette phase. Cela peut étre fait de la facon suivante :
¥, (C) = j{An(R).dR (1.50)
c
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ou A, (R) est le potentiel de la jauge donné par A,(R) = i(n, R|;%|n, R). Le choix du
terme A(R) n’est pas l'effet du hasard : la phase v, (t) fait penser a la phase qu’acquiert
une particule chargée se déplacant dans un potentiel vecteur électromagnétique (effet
Aharonov-Bohm) [28]. La qantité v, (C') est la fameuse phase de Berry et pour 'appeler
une phase, nous devons nous assurer qu’elle est un nombre réel. En effet, la normalisation

de |n,R) nous permrt d’ecrire :

Vr(nln) = (Vgn||n) + (n||Vgn) (1.51)
= (n||Vgn)* + (n||Vgn) (1.52)
= 2-Re (n||Vgn) =0. (1.53)

Nous voyons alors que (n||Vgzn) est purement imaginaire parce que la partie réelle est
égale & zéro. Par conséquent , (C') doit étre réel.

La phase de Berry v, (C) ne peut pas étre exprimée comme une fonction de du para-
metre R, elle est donc non intégrable : Cette quantité dépend de la géométrie de la surface
engendrée par la courbe dans I'espace des parameétres, mais pas de la fagon dont le circuit
est parcouru et elle est indépendante de la vitesse avec laquelle le traverse. Etant donné
que le chemin est parcouru a une vitesse suffisamment lente pour assurer la condition de
I’adiabaticité, alors la dynamique de I’évolution de ces parameétres est sans importance.
Cette propriété est exactement ce que Fock n’a pas eu a ’esprit. Nous pouvons voir ceci
comme une propriété géométrique du systéme ou de I'espace des paramétres sous-jacent
et pouvons le décrire comme étant la courbure d’une connexion ou par la géométrie diffé-
rentielle comme ’holonomie de transport paralléle des états propres. C’est en ce sens que
la phase de Berry +,,(C) est d’origine purement géométrique par opposition a la phase
dynamique.

Maintenant, on peut se demander si la phase de Berry est indépendante de la facon
dont nous avons choisi les fonctions d’onde de référence. S’il est toujours possible d’annuler
v, (t) le long d’un trajet ouvert en choisissant la fonction |n, R) de fagon appropriée, il
n’en va pas de méme pour un circuit fermé. Pour le voir, il suffit de changer la base des

états propres |n, R) de la maniére suivante :

n,R) — ¢, R(t)) (1.54)
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ou 7,(R) est fonction continue univaluée de R. La connexion de Berry est alors modifiée
par le gradient d'un scalaire :A"*(R) = i(n,R|;%|n,R) = AR) — &’g—f({R). Dans une

intégrale sur un circuit fermé, la contribution du terme additionnel f 8"5—1(3) est nulle ce

qui assure I'invariance de jauge de v, (C'). Ceci est similaire & la transformation de jauge
en électromagnétisme sauf que dans notre cas, il s’agit d’'un déplacement dans I’espace des
parameétres R : on peut choisir différentes jauges pour les potentiels, mais les champs ne
sont pas modifiés. La phase de Berry ~,,(C), définie modulo 27, est une quantité invariante
par rapport & tout changement de jauge , ce qui n’est pas le cas du potentiel de jauge
A™(R). Pour une évolution cyclique, on ne peut pas trouver une autre base pour éliminer
la phase géométrique, ce qui a donné beaucoup d’importance a ce fameux facteur de
phase [1]. Elle est donc une quantité physique intrinséque du systéme et de son histoire,
qui répond a la question ( Par ou est passé le systéme lors de son voyage ) alors que
la phase dynamique (elle aussi invariante de jauge puisqu’elle ne dépend que des valeurs
propres, mais pas des états propres) fournit la réponse a lautre question ( Combien de

temps a duré ce voyage).

1.2.3 Courbure de Berry

La formule donnée par (1.49) n’est pas forcément la plus pratique pour le calcul de
~(C) parce qu’elle impose de construire en premier lieu une base |n, R) monovaluée dans
I’espace des parameétres. Comme pour le transport paralléle géométrique sur des surfaces,
Berry a montré qu’on peut obtenir une expression invariante de jauge et plus transparente
et contourner cette difficulté en utilisant le théoréme de Stokes pour remplacer 'intégrale
de ligne par une intégrale de surface S, ou S est une surface arbitraire ayant C' pour

contour. Dans ce cas, I’équation (1.49) nous permet d’écrire :

1, (C) = %m,m%m,m.dR (1.55)
0
= //SVR < (n,R| 5|, R) - dS (1.56)

_ //SVR x A, (R)-dS , (1.57)

ot A, (R) = (n,R|:%|n,R) est la connexion de Berry et ,(R) = Vi x A,(R) qui est

la courbure de Berry.
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En physique, la connexion et la courbure sont des concepts liés, qui peut étre consulté,
respectivement, comme un potentiel de jauge local et un champ de jauge associée & une
charge se déplacant dans un champ magnétique. Pour les calculs explicites, il peut étre
utile de disposer d’une expression de €2,(R) pour laquelle 'invariance de jauge se mani-
feste. Pour cela, repartons de 'expression (1.55) et introduisons la relation de fermeture

nous obtenons :

0,(R) = 3 Vr(n,R|m,R) x (m, R|Vg|n,R) (1.58)

m¥#n
la restriction sur la somme provenant du fait que I’état intermédiaire m = n n’apporte au-
cune contribution puisque (m, R|Vg|n,R) est un imaginaire pur. Par ailleurs, I’équation
aux valeurs propres H|m,R) = E,,,|m,R) nous permet d’avoir :

(m,R|[VRH(R)|n,R)
En (R) - Em<R)

(m,R|Vg|n,R) = (1.59)

et de la méme maniére :

(m,R|VrH(R)|n,R)

Vr(n,R|m R) = E.(R) - E,(R)

(1.60)

En reportant les équations (1.59) et (1.60) dans (1.58) , alors a courbure de Berry ©,(R)

a la forme suivante :

Q,(R) = Z (n, RIVRH(R)|m,R) x (m,R|VrH(R)[n,R)

h (1.61)
[En(R) — En(R))]

n#m
Sous cette forme, 'invariance de jauge est manifeste puisque chaque terme de la somme
est inchangé quand on modifie la phase d’un ou plusieurs états propres|n, R). Cette ex-
pression a ’avantage qu’aucune différenciation sur la fonction d’onde n’est impliquée, par
conséquent, elle peut étre évaluée dans le choix de la jauge. Cette propriété est particu-
lierement utile pour les calculs numériques, dans lequel la condition d’un choix de phase
des états propres n’est pas nécessaire dans les algorithmes de diagonalisation standard.
Elle a été utilisé pour évaluer la courbure de Berry dans les cristaux avec les fonctions
propres fournis a partir des calculs de premiers principes [19, 38].

L’équation (1.61) propose, en outre, un apercu sur l’origine de la courbure de Berry.
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L’approximation adiabatique est essentiellement une opération de projection, a savoir, la
dynamique du systéme est limitée au niéme niveau de ’énergie. Compte tenu de I’équa-
tion (1.61), la courbure de Berry peut étre considérée comme le résultat de l'interaction
résiduelle de ces niveaux d’énergie prévus au départ. En fait, si tous les niveaux d’énergie
sont inclus, il résulte de 1’équation (1.61) que la courbure totale de Berry disparait pour

chaque valeur de R,

Q,(R) = 0. (1.62)
>

C’est la loi de la conservation locale de la courbure de Berry [39]. L’équation (1.61)
montre également que 2, (R) devient singuliére si un niveau d’énergie ¢,(R) se rapproche
de celle d'un autre niveau ¢, (R)) pour une certaine valeur de R. Ce point correspond a une
dégénérescence d'un monopole dans I'espace des paramétres. Lorsqu’on étudie la forme du
champ autour d’une dégénérescence double c’est-a-dire si on a deux états propres |n, R)

et [n+ 1, R) ayant la méme énergie au point R, on obtient [1,40] :
Qi1(R) = —= = —Q(R) (1.63)

Ce qui est bien le champ magnétique d’'un monopole de charge —% dans l’espace des
parametres. Dans ce cas, la phase de Berry a deux valeurs de signes opposés également,
et est donnée par ’angle solide du circuit fermé C' vu par le monopdle situé en R =0 :
Si la phase de Berry entre dans I’expression d’'une amplitude de probabilité et que 'on
désire un résultat unique pour des raisons de cohérence quantique, alors on obtient une
condition de quantification de Dirac.

Jusqu’ici, nous avons discuté de la situation ot un seul niveau d’énergie peut étre
séparé dans I’évolution adiabatique. Toutefois, si les niveaux d’énergie sont dégénérés,
alors la dynamique doit étre projetée sur un sous-espace engendré par tous les états
propres dégénérés. Wilczek [22] a montré que, dans cette situation, qu'une courbure de
Berry non-abélienne s’émerge naturellement. Culcer [41] et Shindou [42] ont discuté de
cette courbure dans le contexte des bandes de Bloch dégénérées.

Contrairement a la phase de Berry qui est toujours associée a une trajectoire fermée,
la courbure de Berry est vraiment une quantité locale. Il fournit une description locale

des propriétés géométriques de ’espace des parameétres et elle est devenue un ingrédient
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physique essentiel pour comprendre une variété de propriétés électroniques. Dans ce sens,

la courbure de Berry est une quantité plus fondamentale que la phase de Berry.

1.2.4 Anticipation et généralisation de la phase de Berry

Berry n’a pas été le premier a observer 'apparition d’'une phase géométrique en consi-
dérant les boucles fermées dans l'espace des parameétres. En 1956 Pancharatnam [29] a
découvert la phase géométrique dans le contexte de la polarisation optique. Il a discuté de
I'interférence de deux faisceaux polarisés, 'un d’eux ayant été transportés autour d’une
boucle fermée sur la sphére de Poincaré (I’espace des états de polarisation) par rapport
a lautre. En outre, il a été en mesure d’exprimer le résultat en termes de I'angle solide
décrit par le vecteur normal le long de la boucle.

Trois ans plus tard Aharonov et Bohm [28] ont réalisé que les potentiels scalaire
et vecteur électromagnétiques, qui ont été introduits dans 1’électrodynamique classique
pour raison de commodité seulement, sont physiquement significative dans la mécanique
quantique. En revanche, la mécanique quantique repose sur le formalisme canonique, qui
introduit inévitablement des potentiels dans les équations fondamentales. Bien str, des
quantités mesurables ne peuvent pas dépendre des potentiels directement parce qu’ils
sont soumis a une liberté de jauge. Aharonov et Bohm ont découvert que la fonction
d’onde électronique acquiert un changement mesurable (géométrique) de phase lorsqu’elle
est transportée le long d’un circuit entourée d’'une ligne de flux magnétique. En termes
de géométrie, le potentiel vecteur et le champ magnétique dans l'effet Aharonov-Bohm
correspondent a la connexion et de la courbure, respectivement.

Dans le méme temps, la phase géométrique est apparue d’une maniere différente plus
subtile a I’étude de l'effet Jahn-Teller dans les systémes moléculaires. Elle se manifeste
par un changement de signe de la fonction d’onde électronique au cours d’une évolution
cyclique des coordonnées nucléaires autour d’une intersection conique des surfaces d’éner-
gie potentielle. L’idée originale de Longuet-Higgins et ses collégues [30-32] a été limitée
aux systémes ou les fonctions d’onde pourrait étre choisi comme réelles. Par conséquent,
Iinterprétation d’un changement de signe d’une fonction d’onde réelle est un cas particu-
lier d'un changement de phase d’une fonction d’onde complexe qui n’était pas évident, et

la phase géométrique qui & l'origine du probléme n’a pas été identifié. Il a fallu attendre
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la, publication de Mead et Truhlar [21] en 1979, lorsque la fonction d’onde électronique
causée par le changement de signe a été résolue par I'introduction d’un potentiel vecteur.
Ce potentiel vecteur semblait provenir d’une ligne de flux magnétique fictif & I’emplace-
ment de l'intersection conique de deux niveaux d’énergie dans l’espace des parameétres
de coordonnées nucléaires. En raison de cette analogie, ce phénoméne est appelé D'effet
Aharonov Bohm moléculaire. En fait, cette méthode introduit les phases géométriques
comme une généralisation de ’approximation de Born Oppenheimer dans les molécules si
I’on tient compte que les noyaux se déplacent lentement.

Berry [1] a le mérite d’avoir apprécié pleinement I'importance universelle au facteur
de phase, pour montrer que chaque fois qu’une approximation adiabatique est appliquéee,
nous pouvons nous attendre & une phase géométrique qui se manifeste. Il a étudié la phase
géométrique en posant certaine hypotheses : les états propres, qui sont non dégénérés,
évoluent de maniére adiabatique sur un cycle fermé dans ’espace des parameétres. Mais
I'intérét de la phase de Berry ne se limite pas a ces approximations.

Immédiatement, Simon a donné une interprétation géométrique simple de la phase
de Berry en terme d’holonomie [33]; en effet, I’évolution adiabatique du systéme le long
de la courbe fermée est analogue & un transport parallele d’un vecteur d’état le long de
la sphére. Aprés une période, le vecteur revient & son point de départ mais déphasé par
rapport au vecteur initial. Ce déphasage est proportionnel a I’angle solide enfermé par la
courbe fermée. La phase de Berry qui résulte est alors une conséquence de la courbure sur
une connexion.

Toutefois, lorsque 1’état est dégénéré au cours complet de son évolution, le systéme n’a
pas besoin de revenir a 1’état propre d’origine, mais seulement & I'un des états dégénérés.
Wilczek et Zee [22] ont observé que la phase accumulé pour le cas d'une dégénérescence
globale, c’est-a-dire que ’état étudié est N fois dégénéré tout au long de son évolution,
aprés un tour il finira dans un de ces états dégénérés. La phase accumulée est alors une
matrice U(N), et on parle de phase de Berry non abélienne.

Une autre importante généralisation de la phase de Berry, ce qui a récemment pro-
voqué un grand intérét, est la phase d’Aharonov et Anandan [23]. Ils ont généralisé les
résultats de Berry en abandonnant ’hypothése de I'adiabaticité. Ainsi, 'ingrédient essen-
tiel nécessaire pour définir une phase géométrique est le chemin fermé dans des parameétres

R. L’adiabaticité qui garantit 1’existence d’un tel trajet est la condition suffisante mais

25



pas nécessaire. Cependant, il est possible de calculer et détecter la phase d’Aharonov-
Anandan. Un modeéle simple pour le calcul de la phase, dans le cas non adiabatique, est le
comportement d’un moment magnétique quantique dans une précession de champ magné-
tique autour d’un axe fixé [34]. Ceci a été résolu exactement et mesuré directement dans
des expériences de résonance magnétique [35]. La découverte de cette phase a permet de
prolonger le champ d’application de la phase de Berry [1]; elle peut montrer, par exemple,
le lien qui existe avec 'effet d’Aharonov-Bohm méme que celui-ci devrait émerger de la
phase de Berry indépendamment de ’approximation adiabatique [23].

Samuel et Bhandari [24] montrent méme l'importance des phases géométriques dans le
cas de chemin ouverts. Ils soulignent qu’il y a un moyen naturel de fermer un chemin ouvert
en rejoignant les extrémités avec des géodésiques si on donne une métrique invariante de
jauge sur 'espace de Hilbert projectif. La phase géométrique obtenue est indépendante
du choix de géodésique. Il a une belle interprétation physique : quand les états initiaux
et finaux sont en phase, alors la norme de la somme des deux états atteint un maximum.
Cela rappelle fortement la connexion de Pancharatnam, qui permet de comparer les phases
relatives des faisceaux de lumiére en trés différents états de polarisation, et pas seulement
ceux a proximité. Il est alors, difficile d’imaginer quelque chose de plus général que la
phase géométrique de Samuel et Bhandari, qui s’applique & tout type d’une évolution
quantique.

Mais l'intérét de la phase de Berry ne se limite pas a la mécanique quantique. Il existe
un analogue en mécanique classique [36] , appelé angle de Hannay [37]. Cette corres-
pondance classique de la phase de Berry peut apparaitre dans n’importe quel systéme
classique décrit par des variables action-angle, en réponse a la variation adiabatique de
I’hamiltonien. Pour les systémes intégrables, 'angle de Hannay n’est qu'un décalage sup-
plémentaire pris par les variables d’angle du systéme classique quand les parameétres de
ce dernier subissent une modification adiabatique le long d’un circuit fermé dans 1’espace

des parameétres.
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1.3 Effet de la phase de Berry dans un solide

La notion de la phase du Berry est maintenant devenu un concept central d’unification
dans la mécanique quantique, avec des applications dans plusieurs domaines et particulie-
rement en physique de la matiére condensée [7,8,19,38,43-45] . Un des premiers résultats
dans cette direction est di & Zak [3] qui a noté que certaines phases non-Intégrables de
la fonction d’onde de Bloch pourraient étre identifiées comme phase géométrique.

Les deux propriétés électromagnétiques de base pour les solides sont la polarisation
électrique et I'aimantation orbitale, qui peut exister en I’absence de champs électriques et
magnétiques dans les matériaux ferroélectriques et ferromagnétiques. Ces deux quantités
ne peuvent pas étre déterminées & partir de la charge et des densités de courant dans
un cristal. Une percée sur la polarisation électrique a été faite dans les années 90 en
la reliant avec le phénoméne de transport de charge adiabatique et de l’exprimer en
termes de phase de Berry a travers la zone de Brillouin [4,5]. Sur la base de la formule
de la phase de Berry, on peut maintenant calculer systématiquement les propriétés de
polarisation en utilisant des procédés de premiers principes, avec une grande précision en
utilisant la théorie de la fonctionnelle de la densité [46,47]. Par contre 'interprétation
de I'aimantation orbitale s’est développée récemment , montrant qu’elle ne consiste pas
seulement & définir des moments orbitaux des quasi-particules, mais contient également
une contribution due a la courbure du Berry d’origine topologique [6,10,48]. Elle a été aussi
plus tard employée pour développer une méthode pratique pour calculer les propriétés
piézoélectriques, ferroélectriques et diélectriques .

Les phases géométriques pour des ondes de Bloch peuvent également affecter la dyna-
mique semi-classique des électrons dans les métaux et les semi-conducteurs [7,49] et avoir
des applications importantes comme dans la théorie de 'effet Hall de spin et de l'effet
Hall anormal [8,44]. Plus spectaculairement, la quantification de la conductibilité de Hall
découverte dans les systémes d’électrons bidimensionnels peut étre identifiée comme la
manifestation de certaines phases géométriques [50-52]. Un exemple classique est la vi-
tesse anormale qui peut aussi étre comprise comme étant due & la courbure du Berry des
états de Bloch, qui existe en ’absence de champs extérieurs. Lorsqu’un champ électrique
est appliqué au systéme, la théorie semi-classique peut expliquer le courant de Hall et la

quantification de la conductivité du Hall [53,54]. Au cours des derniéres années, il a aidé a
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résoudre le mystere de 'effet Hall anormal dans les matériaux ferromagnétiques [8,9]. Dans
les systémes optiques, la courbure de Berry est liée a un décalage transversal d’un faisceau
lumineux reflété par une interface [55-57|. Sa direction dépend de la polarisation circulaire
du rayon incident. Ceci s’appelle effect Hall optique, ou l'effet Imbert-Federov [58,59]. Une
étude plus détaillée du transport optique impliquant la notion de la phase du Berry peut
étre trouvée dans les références [60-62]. Au niveau microscopique, le formalisme a été
reproduit pour le transport de la lumiére dans les cristaux photoniques, ot les effets de la
phase de Berry associés sont largement exposées dans des expériences [63]. La courbure de
Berry est une propriété intrinseque des états électroniques. Elle apparait non seulement
au niveau quantique, mais également dans la théorie semi-classique de la dynamique des
électrons du Bloch qui est l'objet de troisiéeme chapitre. Nous verrons que la plupart de

ces effets peuvent étre compris dans un langage unifié de cette théorie semi-classique.

1.3.1 La phase de Berry et les bandes de Bloch

Nous allons introduire le concept de base de la phase de Berry dans les solides cristallins
qui a été mais en application, pour la premiére fois, par Zak [3]. Dans 'approximation des
électrons indépendants, la structure de bande d’un cristal est déterminée par I’hamiltonien

pour un seul électron :

[ﬁPZ + V(I’>‘| \Ijn,k(r) = En(k)q/n,k(r)a (164)

ou V(r) = V(r + R) est le potentiel périodique et R le parameétre du réseau de Bravais.
On appliquant le théoréeme de Bloch, la fonction d’onde W, x(r) pour un seul électron

peut s’écrire

W,k (r) = exp™ u, 1 (1) (1.65)
Unx(r +R) = up k(). (1.66)

Les états propres satisfont la condition aux limites suivantes :

U,k (r + R) = exp™ U, 5 (1), (1.67)
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ou n est l'indice de bande et k est moment cristallin qui marque les conditions aux li-
mites dans la zone du Brillouin. On exploite la symétrie de translation pour réduire notre
probléme & l’espace d’Hilbert pour une cellule unitaire au lieu de celle de I’ensemble du
cristal. Cela nous conduit a une multitude d’espaces d’Hilbert en raison de la dépendance
en k pour les conditions aux limites sur une cellule unité. Avec l'aide de la transfor-
mation unitaire (1.65), par laquelle on obtient des conditions aux limites k-dépendante
(1.66) et d’autre part une dépendance en k qui est introduite comme paramétre dans la

transformation unitaire sur ’hamiltonien nous permet d’obtenir :

Hk) = exp X" H exp* (1.68)
H(K)uni(r) = En(k)unx(r) (1.69)
im(P+hk)2+V(r) Up(t) = E,(K)u,i(r). (1.70)

Ainsi le nouveau hamiltonien transformé dépend du parameétre k et tous les états propres
résident dans le méme espace de Hilbert. On peut ainsi identifier la zone de Brillouin
comme 'espace des parameétres pour ’hamiltonien transformée H (k) et k en tant que
fonction de base. Etant donné que la dépendance en k de la fonction de base est inhérente
au probleme de Bloch, divers effets de la phase de Berry sont apparus dans les cristaux.
Par exemple, si on fait varier le moment k dans ’espace des vecteurs d’ondes, ’état de

Bloch va accueillir une phase de Berry :

. 0
Vn = Zfdk : <un,k’@‘un,k>, (1.71)

ou la connexion de Berry et sa courbure sont données par :

. 0 0 0
An(k) = z<un,k|@\un,k> s Qn(k) = z(@unﬂ X ’auml&. (172)

Nous soulignons que le chemin C' doit étre fermé pour faire évaluer une quantité invariante
de la jauge pour avoir une signification physique. D’une maniére générale, il ya deux fagons
de générer un chemin fermé dans ’espace des moments. On peut appliquer un champ
magnétique, qui induit un mouvement cyclotron le long d’une orbite fermée dans 1’espace

des k. De cette facon, la phase de Berry peut se manifester dans différents effets magnéto-
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oscillant [64], qui ont été observés dans le composé métallique [65], et plus récemment dans
le graphéne [66-68]. On peut également appliquer un champ électrique pour provoquer
une variation linéaire en k. Dans ce cas, un chemin fermé est réalisé lorsque k balaie la
zone de Brillouin.

Un apergu peut étre obtenu a partir de quelques manipulations simples sur 1’équa-
tion de Schrodinger. Imaginons une fonction d’onde dans un cristal soumis & un champ
électrique

0

i (P + k) 4 V(r) — ed(r, t)] Unx(r) = iﬁgun,k(r,t), (1.73)

ou ®(r,t) est le potentiel scalaire. Maintenant, nous effectuons une transformation de
jauge

- ¢
Upx(T,t) — exp (%/ dt'®(r, t')) Up i (1,1). (1.74)

to

L’équation (1.73) change en conséquence :

[ﬁ (P+hk+e/t:dt’E(r,t’)> +V(r)| unk(rt) = m%un,k(r,t) (1.75)
[% [P+h(k+Ak)]2—l—V(r)] upx(r,t) = iﬁ%umk(r,t) (1.76)

t
hAk = —e /dt’E(r,t’). (1.77)

to

Dans cette équation, on interpréte 'effet du champ électrique comme un changement de
k, c’est & dire, un changement dans les conditions aux limites de la fonction d’onde réelle.
De cette facon, le champ électrique est rien de plus qu’une variable externe qui ne pénétre
pas dans I’équation de Schrodinger directement, mais seulement par 'intermédiaire du
parameétre Ak et donne lieu a la phase de Berry. La courbure de Berry €2, (k) est une
propriété intrinseque de la structure de bande, car elle ne dépend que de la fonction d’onde.
Elle est différente de zéro dans une large gamme des matériaux, en particulier, dans les
cristaux avec brisure de symétrie de renversement de temps. En fait, une fois que nous
avons introduit le concept de la courbure de Berry, une boucle fermée n’est pas nécessaire

parce que la courbure de Berry elle-méme est une quantité localement invariante de jauge.
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1.3.2 Polarisation électrique

La polarisation électrique est I'une des grandeurs fondamentales de la physique de la
matiére condensée, indispensable & toute description des phénomeénes diélectriques de la
matiére. Malgré son importance, la théorie de la polarisation dans les cristaux a été mal
exprimée. La difficulté principale réside dans le fait que dans les cristaux la distribution
de charge est périodique dans I’espace, par conséquent 'opérateur dipodle électrique n’est
pas bien défini. Cette difficulté est plus apparente dans les solides covalents, ot les charges
d’électrons sont distribuées d’une fagon continue entre les atomes. Dans ce cas, une simple
intégration de la densité de charge donne des valeurs arbitraires en fonction du choix de
la cellule de l'unité [69]. Ces problémes sont résolus par la suite par une théorie moderne
de polarisation [4,5]. Une observation essentielle apportée par Resta [4] est que méme
si la valeur de la polarisation P est mal exprimée, sa variation est bien définie. Ensuite,
King-Smith et Vanderbilt [5] ont signalé que la polarisation P a un lien profond avec la
phase de Berry des états électroniques. La description de leur théorie est basée sur les
états & une particule. Cependant, le méme schéma s’applique aux véritables solides avec
des interactions électroniques en remplacant les états & une particule par les orbitales
de Kohn et Sham dans la théorie de la fonctionnelle de la densité. La reformulation de
la théorie de polarisation en termes de la phase de Berry a eu beaucoup de succes ces
derniéres années dans les études des matériaux diélectriques et ferroélectriques.

Pour pallier a ’ambiguité dans le calcul de la polarisation des systémes périodiques,
Vanderbilt et Resta ont développé une théorie moderne de la polarisation. Leur approche
fait appel au fait qu'un changement dans la polarisation est un mouvement de charges
et crée donc un courant. Soit A\ le déplacement d’ions. Il varie de 0 & 1 quand les ions
se déplacent d’une facon adiabatique d’un état initial & un état final. La variation de la

polarisation entre ces deux états est donnée par fol d\dP /d\, ou
q
P = L 3 (@i)r]a,). (L.78)

La sommation s’étend sur tous les états de Bloch occupés ®;(\) et V' est le volume du
cristal. Pour un cristal infini, la valeur moyenne de r est mal définie. Par conséquent, nous

considérons un systéme fini au départ, et lorsque V' — oo 'expression mathématique
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devient bien définie. Les états de Bloch sont des solutions de I’équation de Schridinger,

2

Hy|®;) = (ép—m + VA) |D;) = €| Ps), (1.79)

ou V), est le potentiel du cristal. A partir de I’équation (??), il n’est pas difficile de montrer
que, pour j # i, on a
0P,

00, Vi
O\

(€ — &) (P4 = (D4l 557 Pa)- (1.80)

Par conséquent,

il qZZ[chcb (&[Val® (1.81)

i itj 6 - 6.7)

On peut convertir les éléments de matrice r a ceux de p :

ih (®i|p|®;)
(Pilr|®;) = (1.82)
m (e — €i)
A Taide de cette identité, I'équation (?7?) s’écrit
(il p|®;)(®;[Vx|Ps)
= E g .C. 1.83
sz ey (6 —¢;)° — e (1.83)

Maintenant tous les éléments de la matrice sont bien définis et le volume V' peut étre
infini. Aprés lintégration par rapport a A, la résultante AP est sans ambiguité, méme
pour un solide covalent et infini. Les états de Bloch sont marqués par i = (m,k) et
Jj = (n,k), n et m sont les indices de la bande et k est le moment du Bloch défini dans
la premiére zone de Brillouin. L’équation (??) peut étre transformée en une forme tres
¢légante, révélant sa liaison avec la courbure de Berry [5]. On définit un k-dépendant
hamiltonien, H = e~&rfeikr  (Vest Phamiltonien de la fonction périodique ;. Il est

alors facile de montrer que

8unk
ok~

>3

(€nk — €mi) (1.84)

0 ~
<(Dmk|p|q)nk> = %(umk| [%7H:| |unk> =

A Taide de cette équation et d’une autre trés similaire a 1’équation (?7?) (il suffit de
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remplacer I’état ®; par u;), nous obtenons finalement (« = x,y, z)

dP, zq 8unk 8unk OUnk  OUnk
L Z( ) - (k) (1.85)
q n
= 3 Qp (k) (1.86)
ou
n ou  Ou
o = {5l — e, (187

est la courbure de Berry pour la n‘“" bande dans 1’espace des parameétres k, et \. Fina-
lement, on peut intégrer entre deux valeurs de A et sommer sur la contribution de toutes

les bandes occupées ce qui donne laformule de Vanderbilt et Resta [5]

. np
AP=P(A,)~P(A) avec P(X)= (;:)3 /BZ S (i Vilu).  (188)

n=1
Ceci définit une valeur effective de la contribution des électrons a la polarisation P. A
priori, cette formule permet de connaitre la différence de polarisation entre deux états et
non la polarisation absolue d’un état. Pour avoir acces a la polarisation absolue d’un état,
il faut prendre la différence avec la polarisation effective d’un état possédant une symétrie

d’inversion (polarisation nulle), ou réintroduire la contribution des ions.

Prenons un systéme unidimensionnel comme exemple. En supposant que la constante

de réseau est a, alors la variation de la polarisation est

2m 1
- %Z/O dk:/o A (1.89)

Le domaine de l'intégration est un rectangle avec des longueurs 1 et %’T de chaque coté.
La zone d’intégration peut étre convertie en une intégrale curviligne autour de la limite

du rectangle, ce qui donne la phase de Berry +,, pour une telle boucle. Par conséquent,

Tn
AP = — 1.90
DB (1.90

Dans le cas particulier ou I’état final de la déformation V; est le méme que I’état initial
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Vo, la phase de Berry ne peut étre que des multiples entiers de 27 [5].

Les développements récents dans ce domaine se divisent en deux catégories : Sur le
plan du calcul, la polarisation dans des champs électriques finis a été abordée, et elle a
une forte influence sur la théorie fonctionnelle de la densité dans les systémes étendus [46].
Elle est mise en application comme option standard dans la plupart des codes ab-initio
pour le calcul des structures électroniques, qui a révolutionné la théorie des matériaux
ferroélectriques et piézoélectriques [70,71]. Sur le plan théorique, Resta [72] a proposé un
opérateur de position en mécanique quantique pour les systémes étendus. Il a montré que
la valeur moyenne d’un tel opérateur peut étre utilisée pour caractériser la transition de
phase entre le métal et les états d’isolation [73] et est étroitement liée au phénomene de

localisation d’électrons.

1.3.3 Magnétisation orbitale

Aujourd’hui, il est bien connu que le magnétisme dans les atomes et molécules provient
de deux sources distinctes liées a la mécanique quantique : le moment magnétique de spin
et le moment magnétique orbital des électrons. Des théories rigoureuses pour les deux par-
ties existent & plusieurs niveaux et, par conséquent, le calcul des moments magnétiques
des atomes et des molécules est devenu une procédure standard. La situation est similaire
dans les solides; une quantité étroitement liée au moment magnétique est ’aimantation
orbitale dans un cristal. Elle est non nulle pour une brisure de symétrie de renversement
du temps, ce qui peut se produire spontanément dans les matériaux ferromagnétiques et
ferrimagnétiques, ou peut étre induite dans un matériau non magnétique par un champ
magnétique appliqué. Bien que ce phénomeéne soit connu depuis longtemps, notre com-
préhension de 'aimantation orbitale dans les cristaux est restée dans un stade primitif.
En fait, il n’y avait pas moyen de calculer cette quantité. La difficulté principale est exac-
tement la méme pour le calcul de la polarisation électrique : le dipole magnétique n’est
pas défini dans un systéme périodique. Pour un cristal magnétique, le moment orbital est

donné par :

—e€
Meyrp = % Zn:fn <\I[n|r X V|\Ijn>7 (191)

ol c est la vitesse du la lumiére, e la charge électrique et f,, le nombre d’occupation.

L’aimantation M,,;, peut alors étre définie comme le moment magnétique par unité de
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volume

Moy

—€
Moy = 57 = o Xn:fn (W, |r x v|T,). (1.92)

En écrivant cette expression en termes des fonctions de Bloch
—e A3k
Mg, = — ——— (U, k|r X v|¥,x), 1.93

et comme ces fonctions sont étendues, I’élément de matrice de I'opérateur position r
est mal défini et en conséquence I’équation ci-dessus ne conduit pas a4 une définition
rigoureuse de la magnétisation orbitale. Si on essaye de résoudre le probléme en changeant
simplement la base des états du Bloch par une autre base plus localisée, cela seul ne donne
pas de solution. En outre, les méthodes des réponses linéaires existent pour les systémes
périodiques qui contournent le probléme d’une autre maniére, mais ne permettent que le
calcul des variations d’aimantation et non ’aimantation elle-méme [74]. Une formulation
générale et exacte de la théorie de ’aimantation orbitale a été développée par Thonhauser
[6], basée sur une dérivation de la représentation de Wannier ou la phase du Berry joue
un role important. Ici nous donnons quelques notes essentielles pour cette approche et
nous renvoyons le lecteur aux références [75,76] pour plus du détail.

Pour formuler cette aimantation orbitale, nous nous limitons a des solides isolés, décrits
par un hamiltonien & une particule avec brisure de la symétrie de renversement du temps.
Nous commencons en considérant un échantillon fini, que nous allons ensuite faire tendre
jusqu’a ce qu’il devienne un solide périodique. L’aimantation orbitale de 1’échantillon
fini peut étre calculée en utilisant I’équation (1.92). Comme les fonctions de Wannier
sont localisées d’une fagon exponentielle, I’élément de matrice de 'opérateur position r
est maintenant bien défini. Mais, I’équation (1.92) n’entraine pas l’aimantation orbitale
totale, elle correspond & de la contribution de la circulation locale MG (la circulation

orb

résultant d’une fonction de Wannier qui tourne autour de son centre).

—e
ML = eV (O] x v|0) (1.94)

La partie manquante & l'aimantation provient de la contribution itinérante de surface.
Pour trouver cette contribution manquante, nous devons calculer le courant de la sur-

face causée par la circulation itinérante. Le courant de surface donne évidemment une
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contribution supplémentaire a ’aimantation qui est donnée par
MG = R Zrn (W, |r x v[T,)(0]r x v|0) (1.95)

En utilisant des conditions aux limites adaptées au systéme et la symétrie de translation,

la composante ML¢  du moment magnétique correspondant alors devient enfin

orb,z

M. = o ImZ Ralxy [0) (O] H|R) = Ry (Rlra|0) (O] H| F) (1.96)

ou plus généralement

MIC — ZR X V0.1 (1.97)

exprimant clairement aussi la contribution itinérante comme une propriété du volume.
Les deux contributions M!§ et MZS peuvent étre toutes les deux converties dans 1’espace

de la représentation de Bloch. Avec la définition des fonctions de Wannier en termes de

la partie périodique de la fonction de Bloch

Vo

™= Gy

/d3k exp® =) |y.), (1.98)

le résultat principal devient, aprés un simple calcul d’algebre
My — MEC 4 MIC — g [LF Hy + Ex)|0
orb — orp T M, = e m W( KuK| X |( K+ K)| KuK> (199)

L’équation (1.99) est le résultat principal de cette section. Il donne 'aimantation orbi-
tale d’un solide en termes d’une intégrale de la zone de Brillouin sur des quantités bien
comprises. Méme dans ’expression finale, les deux contributions correspondantes se dis-
tinguent clairement. La contribution de la surface peut étre écrit comme :

—e d*k
Mg% - W /WEKQK (1100)

ou Ny = Vi X Ak est la courbure de Berry et A est la connexion de Berry révélant
la relation sous-jacente avec la théorie de la phase de Berry. Les deux parties de 1’équa-
tion (1.99) sont invariantes du jauge individuellement et elles sont donc, en principe,

observables séparément par une combinaison de mesures magnéto mécaniques.
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1.3.4 L’effet Hall anormal

Dans les matériaux magnétiques, la résistivité de Hall présente une contribution sup-

plémentaire, proportionnelle & I’aimantation M :

ppy = RoB + 47 R M. (1.101)

Le premier terme, proportionnel au champ magnétique B, décrit I'effet Hall normal tan-
dis que le deuxiéme terme, proportionnel a 'aimantation M décrit 'effet Hall anormal, la
composante Ry dépend du matériau considéré. L’origine physique de ces deux contribu-
tions est distincte : Ieffet Hall normal est du a la force de Lorenz tandis que 'effet Hall
anormal résulte de la présence simultanée du couplage spin-orbite et d’une polarisation
de spin. Pour différentes raisons, il y a actuellement un regain d’intérét pour 'effet Hall
anormal. Ce n’est pas seulement lié au développement des études de transport dépendant
du spin mais aussi du fait des comportements intéressants de la résistivité de Hall anor-
male observée dans les films magnétiques [77] et les multicouches [78-80]. Des théories
ont été développées afin d’expliquer 'effet Hall anormal. Deux mécanismes conduisant a
Ieffet Hall anormal ont été identifiés ; les mécanismes extrinséques, basés sur la diffusion
des porteurs de charges par des impuretés ou des défauts et les mécanismes intrinseques
dans lesquels le concept de phase de Berry joue un role important qui est notre objet de
discussion de ce paragraphe.

Le mécanisme de 'effet Hall anormal est un probléme énigmatique depuis sa décou-
verte, et il dure depuis prés d’un siécle. Il implique des notions profondément liés a la
topologie et & la géométrie qui ont été formulées uniquement au cours des derniéres an-
nées aprés que la phase de Berry a été reconnue . En 1954 Karplus et Luttinger [54]
fournissent une premieére étape dans le décryptage de ce probléme. Ils ont montré que les
¢électrons mobiles peuvent avoir une contribution supplémentaire a la vitesse de groupe
lorsqu’un champ électrique externe est appliqué. Ce terme supplémentaire, surnommé "la

vitesse anormale,"

auquels contribuent tous les états occupées dans les conducteurs avec
couplage spin-orbite, peut étre non nul et conduit a l'effet Hall anormal. Par conséquent,
cette contribution ne dépend que de la structure de bande parfaite de 'hamiltonien pé-
riodique et est complétement indépendante de la diffusion des impuretés ou de défauts

(donc appelé AHE intrinseque). Karplus et Luttinger n’ont pas compté que leur théorie
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soit la réponse finale pour décrire correctement l’effet Hall anormal pour la raison que le
courant qu’ils ont trouvé n’était pas une mesure invariante de jauge, et ne pourrait pas
décrire ainsi ’observable réelle. Ils ont précisé, cependant, que I'importance de ’expres-
sion trouvée et sa dépendance & ’égard de la concentration d’impureté avait une bonne
concordance avec des résultats des mesures expérimentales, en proposant que 'interaction
spin-orbite et la magnétisation doivent étre les forces responsables de 'effet. Ce fait a eu
du mal & étre largement accepté avant que le concept de la phase de Berry ne soit bien

établi.

Coordonnées non-commutatives

L’approche semi-classique, basée sur la préparation d’un paquet d’ondes pour les états
de la méme bande, ne peut donner des bonnes resultats quand le champ électrique est
appliqué. Puisque le champ électrique mélange des états de différentes bandes, une partie
de paquet d’ondes libre commence par des oscillations rapides par rapport aux autres
parties. Un tel paquet d’onde ne répond pas aux critéres de base d’étre un objet classique
parce qu’il se compose de plusieurs parties avec des fréquences d’oscillation fortement
différentes. La résolution de ce probléme a été suggérée la premiére fois par Adams et
Blount [81]. La partie non-diagonale de ’hamiltonien dtie au champ électrique peut étre
considérée comme champ périodique qui modifie les fonctions d’ondes de Bloch. Ainsi
on peut choisir une autre base des états de Bloch, dans laquelle le terme dii au champ
électrique n’a aucun élément de matrice qui mélangent les bandes. A 1’ordre linéaire dans

le champ électrique E = E,z, la partie périodique des états de Bloch modifiés s’écrit :

Ouy,
’Unk>/ = |tun) + ieE, E <umk—3kk>’umk> (1.102)
€nk — €mk

Alors & t = 0 on peut préparer un nouveau paquet d’ondes

Uye(r) = / %a(k) exp [i(k - )] | (1.103)

qui ne couple pas tout de suite les différentes composantes d’oscillation en présence de
champ électrique externe. Il est maintenant facile de calculer la vitesse du paquet d’ondes

dans la direction transversale au champ électrique. Soit F, le champ électrique dans la
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direction = et H = Hy + eE,x hamiltonien du systéme en présence de ce champ. Alors

le paquet d’ondes évolue d’une fagon que
U (r,t) = e 00y (1) (1.104)

La vitesse transversale est calculée de la maniére suivante :

d .0
G = GO ) = Gl = i o s (1109

aenk . aunk aunk aunk aunk

— E -
Oky ””<< ok, | ok, ok, | ok, >)
aunk

= — ¢E,F"
ok,

ou F"est la courbure de Berry de la bande de Bloch avec I'index n et

aunk aunk aunk aunk >) (1106)

F::[m(< ok, | ok ok, | ok,
est sa composante suivant la direction z. Le premier terme dans 1’équation (1.105) est juste
la vitesse habituelle qui égale la partie diagonale de I'opérateur vitesse, alors que le reste
de I'expression s’appelle la vitesse anormale. Cette contribution anormale est finalement
responsable de 'effet Hall anormal.

Il y a parfois un malentendu au sujet de la facon dont les coordonnées noncommutive
apparaissent dans la théorie. Parfois on affirme simplement que ceci apparait apres la
transformation unitaire sur les observables quantiques qui décrivent les états de Bloch.
Naturellement, ceci n’est pas vrai parce que la transformation unitaire seule ne peut rendre
ces opérateurs noncommutatifs. La raison est plus profonde : Dans la base standard des
états de Bloch avec la partie périodique |u,k) qui diagonalise 'opérateur Hy, I'operateur

position a la forme suivante :

r:z’(%+A(k)+X (1.107)

ou A(k) est diagonale dans les indices de bande et ses éléments sont les connections de
Berry des bandes de Bloch et X est purement la partie non diagonale. Si nous voulons
travailler avec les états de Bloch modifiée donnés par (1.102), nous devrions trouver un

nouveau hamiltonien en fonction de ces variables non-commutative. Ainsi, dans la base
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modifiée ’hamiltonien a la forme suivante :

H=Hy+¢E- (za% + A(k)) (1.108)
oll maintenant H(/) est un nouvel opérateur, qui a la méme forme de matrice dans la base
modifiée (1.102) que I’ hamiltonien libre H, dans la base originale des états de Bloch
|unk). Dans la base (1.102) le hamiltonien (1.108) est, par construction, diagonal dans
des indices de bande comprenant des termes linéaires en présence du champ électrique.
Ainsi il semble étre utile de regrouper les termes dans I’hamiltonien originale de sorte que
dans la base modifiée nous avons toujours la partie diagonale non perturbée H, mais le
champ électrique se couple seulement a sa projection sur un sous-espace d’une seule bande
donnée.

D’une maniére générale, on peut exprimer 1’operateur position r en utilisant les coor-

données covariantes xV. Ainsi, 'operateur qui diagonalise H s’écrit

z¥ =1h

s X (p) (1.109)

et sa nature implique qu’il s’agit de transitions inter-bandes virtuelles [9]. Bien que le
mouvement du paquet d’ondes se limite & la bande de conduction, sa position a l'intérieur
d’une cellule unité implique 'occupation virtuelle de bandes supérieures dont les effets
apparaissent comme une phase géométrique. Ong et Lee [82] ont montrés que le terme
V, x X" agi comme un champ magnétique effectif qui vit dans I’espace des impulsions.
L’application d’un champ électrique E conduit & une vitesse anormale, ce qui donne un

courant de Hall. Cela se voit en évaluant la relation de commutation entre z* et x*

(2", 2"] = ih [a;;“ - a;;“ } = iheuuxBn(P)a (1.110)

ou le champ B est défini de la maniére suivante B,,(p) = V, x X" . Ceci est analogue
a la relation de commutation entre les composantes de @ = p + (e/¢)A en présence du

potentiel vecteur c’est a dire :

[, 7] = iheyon [V, X A(1)], = thBy(r) (1.111)
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La vitesse anormale provient du champ magnétique effectif B, (p) , et de la non com-
mutativité des coordonnées covariantes de jauge z". Cette perspicacité a anticipé 'idée
moderne de la courbure de la phase de Berry. En calculant le commutateur entre x* et

I’hamiltonien H,,, = E,(p) — F'z", on obtient

Le second terme sur le coté droit est appelé la vitesse anormale.

En résumé, si nous considérons 1’évolution du paquet d’ondes induit par les états de
Bloch modifiés, mathématiquement, au lieu de travailler avec les bandes se mélangeant
les éléments non diagonaux causés par le champ électrique, nous pouvons supposer que
nous traitons toujours 'hamiltonien H|, original sans champ électrique a condition d’in-
troduire des nouveaux opérateurs noncommutatifs. La vitesse anormale apparait alors

comme conséquence de la noncommutativité de ces opérateurs modifiés.

La formule de Kubo

La contribution & la conductivité intrinseque ne dépend que de la structure de bande

du cristal parfait. Elle peut étre calculée directement & partir de la formule de Kubo [83] :

ouy — €2ﬁ/Z A3k Z Z £.(K) x Im [(n, k|v(k)|m, k) x (m,k|v(k)|n, k)], (1.113)

3 2
B (27T> n  m#n (Enk - emk)
L’opérateur de vitesse est défini par

1 1
v(k) = —[r,H(k)] = =V H (k) (1.114)

th h
ce qui rend cette contribution tout a fait unique, c’est que, comme dans le cas de 'effet
Hall quantique dans un cristal, elle est directement liée aux propriétés topologiques des

états de Bloch. Plus précisément, il est proportionnel a l'intégration sur la courbure de

Berry pour chaque bande occupée [43]. En utilisant 1’ expression suivante

(n, k| Vi H(k)|m, k)
en(k) — €m(k)

(n, k|Vi|m, k) = (1.115)
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I'équation (1.113) se réduit a

Z/ d3k3fn k) x QF (k) (1.116)

ou A, (k) est la connexion de la phase de Berry A, (k) = i(n, k|Vi|n, k) et Q, (k) est la
courbure de Berry Q,,(k) = Vi x A, (k) correspondante aux états |n, k). La comparaison
entre les équations (1.113) et (1.116) donne une formule de Kubo équivalente qui est

largement utilisée dans la littérature [84,85]

Qn<k> _ Z-hZ Z (n,k|v(k)|m,k> X (m,k|v(k)|n,k> (1117)

m#n (enk - 6mk)2

En principe, tous les états occupés et inoccupés doivent étre comptabilisés dans la som-
mation. Une caractéristique importante de cette forme, c’est qu’elle s’exprime en termes
des ¢éléments de la matrice non diagonale de 'opérateur de vitesse par rapport aux états
de Bloch. Le premier calcul ab initio de la courbure de Berry a été effectivement réalisée
par Fang [19] en utilisant (1.117). Les auteurs illustrent bien l'existence d’'un monopole
magnétique dans ’espace des moments cristallins. L’origine de cette forte structure est la
quasi-dégénérescence de bandes et agit comme un monopole magnétique qui a été formulé
théoriquement par Bérard [17]. Un effet similaire a été prouvé par Yao [38].

Une des motivations pour identifier la contribution intrinséque est qu’elle peut étre
évaluée avec précision, méme pour des matériaux relativement complexes en utilisant des
techniques de premiers principes. Dans de nombreux matériaux qui ont un fort spin-orbite

pour les bandes couplés, la contribution intrinséque domine ’effet Hall anormal.

1.3.5 Effet Hall quantique

En 1980, Klaus von Klitzing [86], & Grenoble, découvrit dans le cas de semi-conducteurs
a tres basse température plongés dans un champ magnétique intense que la résistance de
Hall variait par paliers en liaison avec un multiple entier de 6%, ou e est la charge élec-
trique élémentaire et h la constante de Planck. Il effectue des mesures de transport sous
champ magnétique sur des échantillons dans lesquels un gaz bidimensionnel d’électrons

est réalisé. Il s’agit de mesures simultanées de résistance longitudinale R;, = R,, et de
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résistance de Hall Ry = Rxy, en fonction de la tension de grille qui permet de faire
varier la densité n. de porteurs, ici des électrons, dans un champ magnétique constant.
En abaissant la température, il constate ’apparition d’oscillations de la résistance longi-
tudinale avec le champ magnétique. Ces oscillations sont connues depuis les années 1930
sous le nom d’oscillations ”Shubnikov-de Haas”, mais ici elles deviennent géantes, jusqu’a
ce que la résistance longitudinale R s’annule pour certaines plages de n.. Et pour ces
mémes plages , la résistance de Hall devient constante . Von Klitzing réalise tres vite que
cette quantification de la résistance de Hall correspond & Ry = ner—l2 et Ry, =0, ce
qui a lui valu le prix Nobel de physique en 1985. Cet effet a généré beaucoup de travaux
en physique théorique avancée. Dans un article fondamental paru en 1982, Thouless et
ses collaborateurs [52] exploitent une équation dérivée de la formule de Kubo [83] utilisée
dans le cadre de la théorie de la réponse linéaire qui aboutit & la loi de quantification de la
conductance de Hall. Ils calculent la contribution des ¢ sous-bandes, fractionnement d’une
bande électronique sous 'effet d’un champ magnétique correspondant au flux par cellule
unité ¢ = {;’, a la valeur de la conductance de Hall totale. Ceci traduit ’apparition de
bandes d’énergies discretes pour les électrons bidimensionnels soumis & un champ magné-
tique. Ces bandes sont séparées par des gaps en énergie. La situation est donc analogue
a celle d’un isolant, avec une séparation nette entre bandes remplies d’électrons et les
bandes vides. Ils ont montré que ces bandes d’énergies remplies ont un ordre topologique
et que la conductivité de Hall est étroitement liée a la courbure de Berry (pas encore
découvert par Berry a I’époque) ce que nous allons brievement formuler.

Considérons un gaz d’électrons bidimensionnel soumis & un champ magnétique perpen-
diculaire & un faible champ électrique dans un plan. Afin de ne pas rompre la périodicité
du potentiel scalaire, nous choisissons une jauge en fonction du temps pour le champ

électrique de la forme E = —0Ag/0t | Ap = —Et. L’hamiltonien s’écrit

(1 — eEt)”
2m

H = + Vi (r) (1.118)

ou ™ = p+eAy inclus le potentiel vecteur du champ magnétique, et V, est le potentiel du
au réseau périodique. Il est plus pratique d’utiliser la dépendance en k de ’hamiltonien
H et la fonction périodique u,; dans notre discussion. Elles sont reliées par H |tung) =

Eyk|unk) - Nous supposerons que le systéme peut étre résolu avec des valeurs propres et des
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états propres connus, f]6|u7(10,3 ) = Efgg) \u;% en l’absence d’un champ électrique externe [51].
Le champ électrique est alors traité comme une perturbation. Dans un premier ordre de

perturbation, on a
|tnie)) = |7) —th M (1.119)

n 7571 — €p,
ou k(t) = ko — eEt/h , |n) et €, sont des abréviations de |“7(1013(t)> et Eé(,)c)(t). La vitesse

d’une particule dans la n*" bande est donnée par

OH

— | Uni) (1.120)

Apres le remplacement des états dans I’équation (1.119), nous trouvons

va(k) = 20 —iy (15 6’” Holgln) (1.121)

ak , n — €n,
n #n

Le premier terme est la vitesse du groupe en ’absence de la perturbation électrique. Avec

I'aide d’une équation similaire a (77?)
OH , on,
(nl o ln) = (en - en,) (A (1.122)
on obtient finalement une expression de la forme

:%_i<<8n on on 8n) (1.123)

okl oK

Par un changement de variable, le second terme devient €2, X k = (—e/h)2, x E , ou

Qo = 1€0s( 8‘91{” QBT”> est la courbure de Berry dans ’espace des impulsions. Pour un gaz
d’électrons bidimensionnel, 2, = €,z. Tous les états au-dessous de I’énergie de Fermi

contribuent a la densité de courant,

J= %Z—evn = Z/ LI Q,(k) x E (1.124)

nk

Notez que le premier terme de I’équation (1.123) ne contribue pas au courant. A partir
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de I'équation (1.124), il est clair que la conductivité de Hall est donnée par,
_< 3 ! /dzk Q, (k) (1.125)
T =, — 27 " '

Thouless et al [52] ont montré que I'intégrale de la courbure de Berry sur toute la zone de
Brillouin divisé par 27 doit étre un entier c,. Cet entier qu’on appelle nombre de Chern
dans la topologie des bandes caractérise la propriété topologique de l'espace des fibrés,
dans lequel la variété de la base est la zone de Brillouin a deux dimensions, et la fibre
est la phase de I’état de Bloch. Par conséquent, la conductivité de Hall pour une bande
remplie est toujours un multiple entier de ¢ /h. Cette propriété topologique est la raison
pour laquelle I'effet Hall quantique est si fort pour les variétés d’échantillons. Méme si la
discussion ici est basée sur ’état de Bloch pour une seule particule, la conclusion reste
valable pour les états & plusieurs corps [87]. On remarque que les derrieres formules pour
la variation de la polarisation électrique AP dans la section précédente et ici ceux de
la conductivité de Hall se ressemblent beaucoup. Les deux sont basées sur la théorie de
la réponse linéaire. En effet, I’analogie peut étre poussée plus loin si AP est considéré
comme une intégration sur le temps d’un courant de polarisation J, = 0P /0t. Ce dernier,

comparé a l’équation (1.124), peut étre liée a la courbure de Berry directement.
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Chapitre 2

La mécanique quantique

non-commutative

2.1 Introduction

Une généralisation naturelle de la mécanique quantique utilisant des coordonnées
d’espace-temps non-commutatives a été dés son origine envisagée par Heisenberg (dans
une lettre écrite a Pierls vers la fin de 1930 [88]) en utilisant la possibilité de présenter
des relations d’incertitude relatives aux coordonnées, espérant ainsi éviter les singularités
induites par la théorie des champs. Pierls s’est servi de ces idées par la suite dans son tra-
vail lié au probléme des niveaux de Landau pour un électron dans un champ magnétique.
Heisenberg a également présenté ses observations sur cette possibilité & Pauli qui en a
alors parlé & Oppenheimer [89]. Enfin c’est Hartland Snyder, un étudiant d’Oppenheimer
qui a formalisé la premiére fois cette idée dans un article (Quantised Space time) [90,91]
entiérement consacré & ce sujet, l'article a été l'acte de naissance de ce qu’on appelle
aujourd’hui la Mécanique Quantique non-commutative. L’idée de Snyder était de trouver
une description logique pour la structure de I’espace-temps qui soit justifiée pour les pe-
tites longueurs d’onde. Il pensait de cette maniére arriver a régulariser les comportements
a tres courtes distances et ainsi éliminer le probléme de la self-énergie infinie qui est in-
hérente a la théorie quantique des champs tout en conservant la covariance de Lorentz.
Presque immédiatement, C.N. Yang [92] a réagi et a écrit un article pour prolonger le

travail de Snyder au cas d’un espace courbe (en particulier ’espace de Sitter). Enfin, en

46



1948, Moyal a abordé le méme probléme mais en utilisant des fonctions de répartition de
Wigner définies dans I'espace de phase et a ainsi présenté ce qui est connu aujourd’hui
comme le < produit étoile de Moyal >, un produit associatif et non commutatif, qui
décrit la structure mathématique de la mécanique quantique [93].

Mais, comme parallelement a cela, la théorie de groupe de renormalisation (Bogo-
lioubov puis Wilson) produisait des résultats remarquables, celle-ci a réussi a prévoir
exactement des valeurs numériques pour des observables physiques en électrodynamique
quantique, alors la théorie de Snyder a été en grande partie ignorée.

Cependant, les idées de la géométrie non-commutative ont été rétablies de nouveau
dans les années 80 par les mathématiciens Connes, Woronowicz et Drinfeld, qui ont gé-
néralisé la notion d’une structure différentielle au cas non commutatif [94-96]. Avec I'in-
troduction d’une intégrale généralisée [97], ceci permet de définir 'action d’un champ de
Yang-Mills sur une grande classe des géométries non-commutatives. Le but de la géométrie
non-commutative est de généraliser la dualité entre espace géométrique et algébre au cas
plus général ou 'algebre n’est plus commutative. Cela conduit & modifier deux concepts
fondamentaux des mathématiques, ceux d’espace et de symétrie et & adapter I’ensemble
des outils mathématiques, dont le calcul infinitésimal et la cohomologie & ces nouveaux
paradigmes. Loin d’étre une simple généralisation, l'intérét initial de la théorie provient
de phénomenes entiérement nouveaux et inattendus qui n’ont pas de contrepartie dans
le cas classique commutatif. Le premier de ces phénoménes est 'apparition naturelle du
temps & partir de la non-commutativité. Il s’agit 1a du résultat clé de la thése d’Alain
Connes, qui lui a permis de donner une classification des algébres d’opérateurs (algebres
de Von Neumann).

La théorie des champs non-commutative suscite un intérét croissant, parce qu’elle est
intermédiaire entre la théorie ordinaire des champs et la théorie des cordes, apparaissant
notamment comme limite effective de la théorie des cordes dans certains régimes. Une
évidence plus concréte pour la noncommutativité de I’espace-temps est venue de la théorie
des cordes, qui est actuellement un des meilleurs candidats pour une théorie de la gravité
quantique. Des cordes ayant une longueur intrinséque finie /5, peuvent étre employées pour
décrire des structures de courte distance. Par conséquent, les distances plus petites que
[ ne sont pas possibles a observer. En fait, basées sur I'analyse a des échelles d’énergie

tres élevées [98-100] des relations d’incertitude de Heisenberg modifiées ont été postulées
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sous la forme Az = % <ALP -+ l?Ap) . Il est facile de voir qu’on retrouve le résultat de la
mécanique quantique habituel dans la limite I, — 0. Seiberg et Witten [101] ont identifié
les limites dans lesquelles la dynamique entieére des cordes peut étre décrite en termes de
théorie super-symétrie sur un espace non commutatif. Leur analyse méne a I’équivalence
entre les champs de jauge ordinaires et les champs de jauge non commutatifs, réalisés par
un changement de variables. Ce changement de variables est généralement connu sous
le nom de 'application Seiberg-Witten. Actuellement de nombreux physiciens travaillent
autour du lien étroit qui semble exister entre la théorie de jauges non-commutatives, la
théorie des cordes et la M théorie.

Beaucoup d’attention a été accordée récemment & la formulation et aux conséquences
expérimentales possibles des prolongements du formalisme standard de la mécanique
quantique pour tenir compte de la noncommutativité des opérateurs de position [102-112].
Ceci a été inspiré par des idées venant de la théorie quantique des champs et de la théo-
rie des cordes [101,113-115]. La maniere standard de construire une théorie des champs

non-commutative est de remplacer le produit habituel (apparaissant dans 'action dans

I'intégrale fonctionnelle) par le produit de Moyal, défini par
(P1 % Dy) () = exp (wwa;fa;) Q1 (2)P2(y) |omy, (2.1)

ou 6,, est une matrice constante antisymétrique. Inspiré par ce formalisme, beaucoup
d’auteurs ont considéré un prolongement de la notion de la noncommutativité a la méca-
nique quantique non relativiste, habituellement désignée dans la littérature sous le nom de
la mécanique quantique non-commutative (MQNC). Cette théorie est formulée dans les
mémes limites par la théorie standard (MQS), c.-a-d., en termes de mémes variables dy-
namiques représentées par des opérateurs dans un espace de Hilbert et un vecteur d’état
qui évolue selon I'équation de Schrodinger ihL|¥) = H,.|¥), ou H,. est I'hamiltonien
pour un systéme donné dans la théorie non-commutative. La différence cruciale avec la

théorie standard est que dans la théorie non-commutative les opérateurs représentant la
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position d’une particule ne commutent pas entre eux :

[l’i, 33]'] = ei]’ (22)
[ZL‘i,pj] = Zﬁéw
[pi,pjl = 0.

Pour spécifier complétement un systéme particulier dans le cadre de la mécanique quan-
tique non-commutative il est nécessaire de définir ’hamiltonien H,,., qu’on note simple-
ment par Hy = H,.. Cet hamiltonien H, doit étre choisi de telle facon qu’il se réduit a
hamiltonien standard H dans la limite & — 0. Deux approches ont été considérées pour
construire la MQNC :

(a) en posant simplement Hy = H , de sorte que la seule différence entre MQS et
MQNC soit la présence d’un 6 différent de zéro dans le commutateur entre les opérateurs
de position [102,107,109,112] .

(b) en décrivant naivement le systéme physique a l'aide de I’équation de Schrédinger
standard

h

iﬁ%\ll(:c,t) =H <p = ZV,JJ) « U(x,t) = Hp V(x,1), (2.3)

ou H (p,z) est le méme hamiltonien que celui de la théorie quantique standart de sorte
que la dépendance en  se manifeste seulement par le produit étoile dans I’équation (2.3)
[105,106,108]. Pour un hamiltonien du type H (p,z) = % + V(x) décrivant une particule
non-relativiste se déplacant dans un potentiel extérieur, I’hamiltonien modifi¢ H, peut
étre simplement obtenu par un changement dans le potentiel

Hy = ﬁ + V(x; — %

En mécanique quantique ordinaire, le potentiel V'(z) agit sur la fonction d’onde¥ (z, p)
comme un opérateur de multiplication, a savoir ¥ — V - . En mécanique quantique non-
commutative, le potentiel V' agit sur ¥ au moyen du produit-étoile ¥ — V x . Si 'on
calcule la transformée de Fourier de cette relation, on se rend compte que 'action du

potentiel au moyen du produit-étoile est identique & I’action du potentiel dépendant des
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LA -
coordonnées = et non plus des x ordinaires

(V + W) (z) = V(2)¥(x), (2.5)
avec T; = x; — 0;;p; [108].

En résumé, en mécanique quantique non-commutative, I'hamiltonien décrivant le sys-
téme peut étre exprimé, soit en fonction des opérateurs 7 et p, soit en fonction des opé-
rateurs x et f) satisfaisant des relations de commutation canoniques mais agissant sur la
fonction d’onde au moyen du produit-étoile. L’étude de modéles exactement solubles en
mécanique quantique peut nous permettre d’avoir une meilleure compréhension de cer-
tains phénomenes survenant en théorie quantique des champs non-commutative. Jusqu’ici
beaucoup d’exemples intéressants dans la MQNC ont été étudiés intensivement, tel que le
spectre de ’atome d’hydrogeéne [112,116-118], loscillateur harmonique [102,104,119,120],
effet d’Aharonov-Bohm en présence du champ magnétique [121-123], et le probléme de
Landau [106,124]. Les applications physiques éventuelles peuvent, entre autres, se trouver
dans des problémes de matiére condensée comme 'effet Hall quantique. Dans la lignée des
premiers travaux concernant les variables de l’espace de phase non-commutatif [125-129],
la mécanique quantique non-commutative a été définie de maniére simple et directe en
suivant plusieurs approches [108,109, 112, 130-132] et quelques modeles de base ont été
étudiés [102,106, 108,109, 112, 130-134]. Par la suite, plusieurs aspects ont été dévelop-
pés [117,124,135-146].

Dans ce cadre de la théorie quantique non-commutative, afin de construire un ensemble
de générateurs du groupe SO(3), A. Berard and H. Mohrbach [17] ont considéré qu’un
moment dual de Poincaré exprimé dans ’espace des impulsions doit-étre introduit. Cette
idée a été inspirée de la noncommutativité des vitesses en présence d’un champ électro-
magnétique, un formalisme qui est dit & Feynman [147-155]. En effet, la motivation de
Feynman initiale était d’élaborer un procédé de quantification sans utiliser un lagrangien
ou un hamiltonien. En commencant par les relations de commutation entre la position et
la vitesse d’une simple particule non relativiste, qui est décrite par la loi de Newton, il a
déduit 'existence d’'un champ électromagnétique satisfaisant aux équations de Maxwell.
La noncommutativité des vitesses en présence d’un champ électromagnétique implique

que l'algeébre SO(3) qui décrit la symétrie de rotation est brisée. Si nous reconstituons
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une telle symétrie, il est nécessaire d’ajouter un moment de Poincare au moment angu-
laire [153,155-157]. Une conséquence directe de cette restauration est la génération d’un
monopodle magnétique de Dirac. Le prolongement de ces idées & ’espace des impulsions
(espace dual), en considérant la mécanique quantique non-commutative, méne a l'intro-
duction d’un monopole dual de Dirac dans ’espace des impulsions [17,18]. Ce dernier a été
mis en évidence expérimentalement trés récemment lors de I’étude de 'effet Hall anormal
dans l’espace des impulsions d’un cristal ferromagnétique [19]. Nous avons alors suggéré
un lien entre ce champ non commutatif et la courbure de Berry exprimée dans ’espace
des impulsions qui est & 'origine de 'effet Hall anormal. Ainsi, il a été notamment trouvé
que pour certains systémes semi-conducteurs, une phase de Berry en impulsion joue un
role essentiel en affectant les propriétés de transport. Ce terme de Berry génére un cou-
rant de spin transversal qui est a l'origine de l'effet Hall de spin [44]. Enfin, I’étude de
I’équation de Dirac dans I’approximation adiabatique, en se basant sur la transformation
de Fouldy-Wouthuysen [158] nous méne a ajouter a l'opérateur position une contribution
anormale diie & la connexion de la jauge de Berry non abélienne qui rend ’algebre de la

mécanique quantique non-commutative.

2.2 L’électromagnétisme selon Feynman

En 1990, Dyson [147] a édité une preuve due & Feynman des équations de Maxwell, en
utilisant seulement la loi du mouvement de Newton et les relations de commutation entre
la position et la vitesse. Avec cette préscription minimale, Feynman n’a jamais supposé

I’existence du formalisme hamiltonien ou lagrangien.

2.2.1 Les propositions de Feynman

En considérant une particule non-relativiste de masse m soumise & une force extérieure
Fi(x,x,t) qui se déplace dans un espace euclidien tridimensionnel avec une position z;(t)

et obéisant a I’équation du mouvement

m &; = Fy(x,%,t), (2.6)
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et dont la position z;(t) et la vitesse z;(t) satisfont aux relations de commutation sui-

vantes :

[JIZ"ZL’]‘] =0

[LULJ.?J'] = ’lh(sw,

Ou [,] sont les crochets de Feynman qui ont les propriétés suivantes :

(i) bilinéariteé,

[(Aa + pb, c] = Xa, c] + pb, ]

[a, \b+ pc] = Aa, b + pla,c].

(ii) antisymétrie,

[a,b] = — b, d]

(iii) identité de Jacobi,
la+ [b,c]] + [b+ [c,a]] + [c+ [a,b]] =0
(iv) régle I de Leibniz,
[a,bc] = [a,b] ¢+ bla, ]

(v) régle II. de Leibniz,

d da db
L ey @\
g 1@ {dt’ } - {a’ dt}

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)

Les crochets de Poisson {, } possédent également les propriétés (i) a (iv) comme consé-

quence automatique de sa définition. Cependant, la propriété (v) n’est pas en général

vérifiée pour les crochets de Poisson.
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2.2.2 Les résultats de Feynman

De ces propositions, Feynman, en 1948, a déduit les résultats suivants :

(i) La force Fy(z,,t) peut étre écrite comme
Fi(z,,t) = Ei(x,t) + ein <50]Bk(m, t)> , (2.15)

ou le symbole (...) se rapporte a la prescription de Weyl.

(ii) Les champs E(z,t) et le B(z,t) satisfont aux équations homogenes de Maxwell
divB =0 (2.16)

B
aa_t +rotE = 0, (2.17)

qui implique 'existence d’un potentiel scalaire ®(x,t) et d’un potentiel vecteur A(z,t)

tels que

B =rot A (2.18)
E = —grad ® —rot A. (2.19)

Ces deux résultats correspondent réellement a la force de Lorentz et au premier groupe
d’équations de Maxwell otl on peut identifier E et B comme champs électrique et ma-
gnétique, respectivement. Dyson en a déduit que les seuls champs possibles qui peuvent

uniformément agir sur une particule quantique sont les champs de jauge.

2.2.3 Démonstration des résultats

A partir de la dérivation de I’équation (2.8) par rapport au temps et en utilisant (2.13)
on obtient

m i) + [, F5] = 0. (2.20)

Ceci permet d’écrire

m [z 4;] = — [w , Fj} = —¢yji By (2.21)
m
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On peut considérer cette équation comme définition du champ magnétique B. L’équation

(2.20) peut étre écrite comme

2

m .
Bk = ﬁgklm [%l,l‘m} . (222)

Le champ B dépendrait de z,7 et de t. Mais Iidentité de Jacobi et 'équation (2.8)

implique que

Bl = o [o [ (229
= %Zﬁkzm H%@z] ,im} + [iz, [%‘,imﬂ = 0.

Cela signifie que le champ B est une fonction qui dépend seulement de la variable position
x et du temps ¢. Une propriété remarquable pour une fonction f(x,t) est que
ih Of

[we  fla,t)] = T Oy (2.24)

qui est une conséquence directe des équations (2.7) et(2.8). On peut employer I’équation
(2.24) pour obtenir
. h OB
[:ck ,Bk} — o7k (2.25)

m Oz,

D’autre part, I’équation (2.22) et 'identité de Jacobi nous permet d’écrire

2

[i’k ,Bk] = ;Z—.ﬁé‘kzm [i’k, [il;i‘m}] (2.26)
= diwB =0,

qui est la preuve de ’équation (2.16).
Afin de démontrer la deuxiéme équation de Maxwell (2.17), il est nécessaire de définir
I'ordre de Weyl qui consiste & symétriser le produit entre les opérateurs de la maniere

suivante :

(ris) -
(wiajoe) =

(miij + :i:jxi> , (2.27)

N =N =

<xixja:k + rxpx; + 0T + X0 + Tpx T+ :z:ka:ja:i) .
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Le champ E dépend généralement de x et de ¢, mais en employant les équations (2.15),

(2.21), (2.8) et (2.23) dans cet ordre, on obtient

o, By = [xl,ﬂ]—gijkqx,,gcj] By + 1, [xl,Bk]> (2.28)

vh th
= _Elszk Eijk— 5z]Bk = 0.
m

Ce qui indique que le champ E est une fonction qui ne dépend que de de z et de t,
E = E(z,t). La dérivation par rapport au temps de I’équation (2.22) nous permet d’écrire
e O L [ , ] , 2.29

ot <x] 0z; i km [T5 Tm (2.29)

A partir des équations (2.20), (2.15), (2.21), ( 2.24) et (2.16) le terme a droite de I’équation
(2.29) devient

m2

7 Ehim [fl, E,, + emij <ftiBj>} (2.30)
i

m2

= <5klm [il, Em] + (061 — 0210 1) < [il@] Bj + x; [@Bj] >>

1 83
= €klm =+ (001 — dadn) < —€4inBnB; — 8:1:1 >
1 .. 0B, 9B,
S e BoB; — in 2 4 g,
€klm (9 ) ‘I’ <m Elin (9xj +x; 8;@ >
0B4,
= gklm :Ez oL

Enfin les deux équations (2.29) et (2.30) nous permetent d’écrire

0B
— E = 2.31
5 + rot 0. (2.31)

Ceci est la preuve de 1’équation (2.17). Finalement on a :

divB = 0 (2.32)

0B
et W—i—rotE = 0,

qui correspondent réellement au premier groupe d’équations de Maxwell. En fait, seule-

ment le premier groupe d’équations de Maxwell est donné; le deuxiéme groupe, selon
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Dyson, est une simple définition de la matiére. Ce n’est pas une nouvelle idée , Le Bel-
lac et Levy-Leblond [159] avaient déja étudié 'invariance galiléenne de ces équations.
Bien qu’avec cette approche, une structure lagrangienne ou hamiltonienne est inutile,
Hojman et Shepley [148] ont prouvé qu’en employant un probléme variationnel inverse
de Helmholtz sous certaines conditions, une action peut étre associée a ces relations de
commutation de Feynman.

L’interprétation du formalisme du Feynman pour les équations de Maxwell a suscité un
grand intérét parmi les physiciens. En particulier, Tanimura [149] a généralisé les résultats
de Feynman pour le cas relativiste. Une prolongation de ’approche de Tanimura a été
réalisée [155] en utilisant la dualité de Hodge pour montrer les deux groupes des équations
de Maxwell avec un monopole magnétique.

Dans la référence [150], les descriptions des particules relativistes et non-relativistes
dans un champ électromagnétique ont été étudiées, tandis que dans [151], une équation
dynamique pour les particules de spin a été proposée. Une interprétation mathématique
rigoureuse de la preuve de Feynman liée au probléme inverse pour la dynamique de Poisson
a été formulée dans [152]. Récemment , certains auteurs ont inclus les résultats de Feynman

dans le cadre de la géométrie non-commutative [160].

2.3 L’algébre du groupe SO(3) et le moment de Poin-

caré

2.3.1 Le monopdle magnétique de Dirac

L’idée des monopoles magnétiques, particules hypothétiques portant la charge magné-
tique g , est une des plus influentes dans la physique théorique moderne. La premiére
proposition théorique que la charge magnétique devrait exister a été faite par Dirac [161].
L’idée de départ est de symétriser les équations de Maxwell en supposant ’existence d’une
charge magnétique localisée en un point de I'espace. Les équations d’évolution des champs
sont modifiées afin de tenir compte de cette charge. En prenant un monopole magnétique
de charge g a l'origine, la divergence du champ magnétique n’est plus nulle mais vaut
désormais divB = 47gé*(r). On a donc affaire 4 un champ magnétique radial qui satisfait

une loi de Coulomb (par analogie directe avec le champ électrique). Cependant, il est
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impossible de trouver une expression du potentiel vecteur A qui soit valable dans tout
I’espace. En effet, si le potentiel était non singulier, en appliquant le théoréme de Stokes

a une surface fermée autour du monopodle, on arriverait a
/dg-ﬁz/cfzﬁzﬁ (2.33)

Ceci est en contradiction avec la non-nullité de la divergence étant donné la relation

/dé> B-= /d3x divB = drg # 0. (2.34)

Cette régle de quantification de Dirac est une propriété topologique, qui nous indique que
Iexistence d’'un mondpole magnétique impliquerait que la charge électrique soit quan-
tifiee. La condition de quantification de la charge électrique vérifie la loi e = nhc/2g.
Avant Dirac, 'asymétrie étonnante des équations de Maxwell avait poussé Poincare et
Thompson & présenter la charge magnétique dans la théorie comme un objet faconné
pour simplifier le calcul, alors que Pierre Curie suggérait déja ’existence réelle de la
charge magnétique [162]. L’idée des monopdles magnétiques a été prolongée plus tard par
la découverte des solutions monopdles des théories non-Abéliennes classiques [163-166]
et de I'introduction du concept de particules appelées "dyons" portant a la fois la charge
électrique et magnétique [167—-170] et menant par la suite au concept de la dualité [171]
dans la théorie des cordes. Mais & ce jour, on n’a encore observé aucune trace de I'exis-
tence d’'un monopodle magnétique. L’approche de Dirac est difficile & justifier car il n’existe
aucune raison a priori de supposer ’existence d’'un monopole, si ce n’est qu’elle rend la
théorie plus symétrique. Depuis son introduction par Dirac, les physiciens manifestent un
grand intérét pour le monopole magnétique malgré les insuffisances de preuves expérimen-
tales. C’est plutot son intérét théorique qui attire I'intention : il fournit en effet I’exemple
physique le plus simple de 'importance des aspects topologique en mécanique quantique.
Le cadre le plus adapté pour comprendre cet aspect est celui de la géométrie différentielle
et en particulier la théorie des fibrés et des connexions. Un autre aspect du champ du
monopole que les physiciens ont longuement apprécié est que, malgré la symétrie parfaite

du champ, le potentiel vecteur A n’est pas invariant par rotation.

o7



2.3.2 L’algébre du groupe SO(3)

Une des symétries les plus importantes de la physique est la symétrie sphérique cor-
respondant & l'isotropie de ’espace physique et qui vérifié les lois d’algebre du groupe
SO(3). On montre alors que 'application d’un champ électromagnétique brise cette sy-
métrie. En effet 'isotropie de ’espace engendre une loi de conservation de moment orbital
total donné par

dL
— =0 2.35
dt Y ( )

ou Lt = m €;;,x;pr. En absence d'un champ électromagnétique, qui implique que

nous avons l‘algeébre du groupe SO(3) qui vérifie les crochets de Poisson suivants :

(v, Lj] = {@i, Lj} = iy (2.36)
[j?z‘, LJ} = {Il, LJ} = Efijkik (237)

L’application d’'un champ électromagnétique qui engendre une modification dans la

relation de commutation entre les vitesses

o o «
[%’7%} = ﬁﬂj = W&'jkBk )

fait briser cette symétrie de groupe de rotation. On a alors les relations de commutation

suivantes pour 'algebre du SO(3) :

[z, Lj] = A{xi, L;} = eijran (2.39)
. . Q . o

[[L’i, LJ] = {J}i, LJ} —+ Eé‘jkll’kFil(I) = &ijkTk + Eéjkﬂ?kﬂl(l’) (240)

[Li, Lj] = {Li, Lj} + Oégikﬁjmsll?kﬂ?mﬂs(ﬂﬂ) = gijkLk + Oégiklgjmsxkxmﬂs(x>' (2-41)

Afin de restaurer cette loi d’algébre nous définissons un nouveau moment angulaire
— — —
L qui est fonction a priori de la position et de la vitesse [ = L (x,p). Nous considérons

alors la loi de transformation suivante L; — L;=L;+ M;, et imposant & ce nouveau moment
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angulaire [; de vérifier algebre du groupe SO(3) suivant :

[in, Lg] = {xia L]} = &ijkTk (242)
[fia Lj} = {fi, Lj} = €ijrTh (2.43)
[Lm Lj] = {Lm Lg} = eyrly - (2-44)

Ces équations donnent alors trois contraintes sur ’expression du moment angulaire L; :
De la premiére relation (2.42) nous déduisons facilement que [z;, M;] = 0, alors M; est
une fonction qui dépend seulement de la position M; =M;(x). Pour la deuxiéme relation
nous obtenons
_ —10M;(x) a

[%‘;Mj} = o _Egjklxkﬂl(x)u (2.45)

et finalement la troisiéme relation donne
Mi = %gjklxixkFﬂ(x) =—a(x-B)x; . (2.46)

Les équations (2.45) et (2.46) sont compatibles seulement si le champ magnétique B est

le monopole magnétique de Dirac, qui est donné par

Ll 3l

»_ 9

B=——. 2.47
dmr ( )
Le vecteur M qui nous permet de reconstituer la symétrie du groupe SO(3) est alors
le moment de Poincare qui a été introduit par Bérard et Mohrbach [154, 156]. Cette
expression a été déja trouvée par Poincaré dans un contexte différent [172]. En outre nous

constatons que pour le monodpole de Dirac, la source du champ est localisée a 1’origine

divB = [:bi, [xj,:bk]} + [ij, [SL’k,S'CiiH - [:i‘k, [xi,j:j}] (2.48)
Ll

Nous voyons que dans la construction de 1’algébre des crochets du Feynman, le fait que
nous n’avons pas imposé l'identité de Jacobi entre les vitesses est une condition nécessaire
pour obtenir une solution mondpole. Ainsi, le monopdle magnétique du Dirac est une

conséquence directe de la conservation de la symétrie du groupe de Lie SO(3).
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2.4 Meécanique quantique non-commutative (MQNC)

2.4.1 Mise en évidence expérimentale du monopole magnétique
en impulsion

En 1931 Paul Dirac a prouvé que si la charge magnétique existe, elle doit étre quantifiée
dans les unités de h/e, ou h est la constante de Planck et e est la charge de 1’électron. Assez
récemment une expérience au Japon a prouvé I’existence d’une charge magnétique effective
de Dirac dans ’espace des impusions, qui est d’habitude employé par les physiciens de la
matiére condensée pour analyser les propriétés des cristaux. Ces résultats, qui se basent
sur le travail théorique mené par une équipe de physiciens, suggerent que l'existence
des monopodles puissent avoir des conséquences physiques directes dans les matériaux
magnétiques comme SrRuO3 [19]. Les caractéristiques de ces monopoles en impulsion sont
mathématiquement semblables & celles des monopoles magnétiques de 1’espace réel qui ont
été longtemps cherchés par des physiciens des particules. Comme la phase d’Aharonov-
Bohm tient compte des monopoles dans I'espace réel, la phase géométrique de Berry tient
compte des monopoles dans l’espace des parametres plus généraux. Dans un solide, en
présence d'un champ électrique externe, il s’avere que la vitesse de groupe du paquet
d’ondes qui est employé pour décrire un électron contient un terme supplémentaire qui
est proportionnelle & la courbure de Berry. C’est étroitement lié & la maniére avec laquelle
un champ magnétique dans 'espace réel contribue au changement de 'impulsion causé
par la force de Lorentz. Il semble donc raisonnable de rechercher des monopodles dans
I’espace des impulsions car le champ associé (la courbure de Berry) peut exercer un vrai
effet sur la dynamique des particules dans les cristaux. Un tel effet dynamique est connu
sous le nom de 'effet Hall anormal.

Récemment la signification géométrique de l’effet Hall anormal d’origine intrinseque
a été identifiée comme conséquence de la présence d'une phase de Berry. En effet, on
considérant la phase de Berry a, (k) = i(u,(k)|dk|u,(k)) ou la fonction d’onde u,(k) est

la partie périodique des ondes de Bloch. Alors 'opérateur de position covariant de jauge

2]

T, = iz — a, (k) pour un paquet d’ondes associé¢ & un électron dans une bande d’énergie
v
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donnée n, vérifie la relation de commutation suivante :

_ Oay(k)  Oap(k)
[z, 2, = k. — Ok = —iF,,(k), (2.49)

ou F,, (k) est la courbure de Berry dans I’espace des impulsions. La conductivité transver-
sale 0., peut étre écrite comme une intégrale de la courbure de la phase de Berry associée

a tous les états électroniques occupés dans ’espace des impulsions :

0oy = > _ 1y (Eu(k)) b (k). (2.50)

A partir de resultats expérimentaux, Fang et ses collaborateurs ont déduit numérique-
ment que ces courbures de Berry F,, (k) dans un certain nombre de semi-conducteurs
magnétiques et des métaux de transition s’identifient & un monopdle en impulsion qui est
présenté par un pic aux points o le champ de courbure devient singulier ou infini (Voir

fig.2-1 ).

b (k.=0)

Champ de jauge dans ’espace des impulsions obtenu par des calculs de premier-principe
pour un cristal STRuO3. La créte pointue au point k, = 0 correspond au monopdle

magnétique de Dirac a]%.
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2.4.2 L’algébre SO(3) et la MQNC

Nous généralisons la mécanique quantique dans le cadre de la géométrie non-commutative
en introduisant le parameétre 6 qui est une fonction des variables r et p. Ceci est motivé
par le fait que :

(i) Pour un champ 6 constant, nous prouvons qu’une particule dans un potentiel harmo-
nique a un comportement semblable & une particule dans un champ magnétique constant
0 de la mécanique quantique standard, avec un terme paramagnétique qui apparait dans
I’hamiltonien. D’ailleurs la particule en présence du champ 6 acquiert une masse effective
duale de la méme maniére que celle d'un électron se déplacant dans un potentiel pério-
dique pour un solide. Ainsi il est légitime d’interpréter ce champ comme un champ ayant
les propriétés du vide. Dans ce contexte il est normal de prolonger la théorie avec un
champ non-constant. Cette proposition est fortement imposée par la brisure de symétrie
induite par les générateurs de groupe des rotations dans ’espace non commutatif. Afin
de restaurer cette algébre, nous prouvons alors que ce champ doit étre identifié & un mo-
nopodle magnétique de Dirac dans I’espace des impulsions. Ces effets physiques montrent
une dualité entre les quantités définies dans 'espace des impulsions comparées a celles
définies dans ’espace des positions.

(ii) La deuxiéme motivation vient des travaux théoriques récents [173] relatif a l'effet
Hall anormal dans les composés ferromagnétique bidimensionnels prévoyant la singularité
topologique dans la zone de Brillouin qui est due a la phase de Berry. En effet une
des expériences trés récentes effectuées dans le méme contexte [19] prévoit un monopole
magnétique en impulsion. Ce dernier qui apparait naturellement dans ’expression de
la conductivité de Hall [52] présente des singularités a l'origine des coordonnés. Nous
considérerons alors ce cadre comme une réalisation physique d’une théorie plus générale,

ol la courbure de Berry correspond a ce champ 6.

Propriétées du champ 6(p)

Considérant une particule quantique de masse m dont les coordonnées satisfont &

I’algeébre de Heisenberg déformée :
(4, 25] = ihge0;;(z, p) (2.51)
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[pi, pj] = 0, (2.53)

ou # est un champ qui est une fonction a priori de la position r et de I'impulsion p et
qs est une charge caractérisant l'intensité de l'interaction de la particule avec le champ
0. La relation de commutation entre les impulsions implique qu’il n’y a aucun champ
magnétique extérieur bien que sa présence ne pose pas de probleme. Il est bien connu
que ces relations de commutation puissent étre obtenues a partir de la déformation de
I’algébre de Poisson pour des observables classiques en introduisant le produit de Weyl-

Wigner-Moyal [93] développé au premier ordre en 6. L’identité de Jacobi suivante :
i [g, wr]] + [, [ow, pil] + [, [pi 25]] = 0, (2.54)

implique une propriété importante qui est que le champ 6 est indépendant de la position
6 = 0;x(p). Alors on peut considérer ce champ comme un dual d’un champ magnétique
et g9 comme un dual d’'une charge électrique. Le fait que le champ soit homogéne dans
I’espace est une propriété essentielle du vide. En outre, on voit facilement qu’une particule
dans ce domaine se déplace librement, c’est a dire, le champ de vide n’agit pas sur le
mouvement de la particule en ’absence d’un potentiel externe. L’effet du champ 6 se
manifeste seulement en présence d’un potentiel qui dépend de la position. Pour aller plus
loin dans les propriétés de ce champ 6, considérons l'autre identité de Jacobi entre les
positions

(i, [, 2a]] + [z, [wn, @] + [2g, [21, 25]] = 0, (2.55)
donnant ’équation du mouvement du champ :

+ 2k
Opr, ~ Op;  Op;

=0, (2.56)

qui est I’équation duale de I’équation de Maxwell div B = 0. Comme nous verrons plus
tard, ’équation (2.56) n’est pas satisfaisante en présence d’un monopole et ceci aura des
conséquences importantes. Si nous considérons maintenant la transformation de la position

X' = 2’ + gpa(z,p) ol a, est a priori une fonction de la position et de 'impulsion, qui
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restaure l'algébre canonique habituelle de Heisenberg

X, X;] = 0 (2.57)
[Xi, pj] = ihdy; (2.58)
[pi, pj] = 0. (2.59)

La deuxiéme relation de commutation (2.58) implique que a, est indépendante de la
position, alors que la relation de commutation entre les positions (2.57) méne a une
expression de # en terme du champ de jauge a, de la maniére suivante :

day(p)  Oaj(p)
' i

. (2.60)

Cette relation est duale de la relation standard d’électromagnétique dans I’espace des po-
sitions. Afin d’examiner plus en détail les propriétés de ce nouveau champ, considérons un
des cas les plus simples que I'on puisse imaginer : celui d’une particule dans un oscillateur
harmonique soumise & un champ constant 6;;. L’hamiltonien d’un oscillateur harmonique

exprimé en termes des coordonnées originales (z,p) s’écrit :

2
b k 2
H, = —+4 = 2.61
0($>p> 2m+ 2']: ) ( 6 )
d’oul nous obtenons :
et I’équation du mouvement

qui correspond formellement & une particule dans un oscillateur harmonique qui est sou-
mise & un champ magnétique extérieur constant. De I’équation (2.60) nous déduisons que
ay(p) = qoblijp; dou X' = ' + 1gy0;;p;. L’hamiltonien dans ce cas peut alors s’écrire
comme

(m*_l) pip; k - =

Hy(X,p) = +5X7 - k;—;e L, (2.64)
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avec

1
Li(x,p) =5Cisk (Xipr + piX;) (2.65)

ot 0;; = §;0°—0;0; qui est le tenseur dual du tenseur de Maxwell. L’interaction avec
le champ 6 est due a la présence du potentiel harmonique dépendant de la position qui
meéne a une interaction paramagnétique duale pouvant étre expérimentalement observable.
Comme dans I’étude en physique solide d’un électron dans le potentiel périodique crée par
des ions, la particule dans un champ 6 acquiert une masse effective qui brise I’homogénéité
de V'espace. Cette trés forte analogie avec le vide d’un solide nous pousse a regarder ce

champ # comme une propriété du vide lui-méme.

Le moment angulaire en MQNC :

Considérant maintenant le probléme du moment angulaire, il est évident quand on
I’exprime en coordonnées canoniques, qu’il vérifie I’algebre du groupe des rotations, ce-

pendant il n’est pas conservé

— kgL x 6 . (2.66)

Dans les coordonnées originales (commutatives) (z,p), le moment angulaire habituel
Li(z,p) = €ijex;pr ne satisfait pas cette algebre. Ainsi il semble qu’il n’y a aucun géné-
rateur de rotation dans l’espace (z,p). Nous montrerons alors qu'un véritable moment
angulaire peut étre défini seulement si # est un champ non constant.

De la définition du moment angulaire nous déduisons les relations de commutation

suivantes [z;, L;] = g,

[z, L;| = theijixy, + ihqoe jupifir (D) (2.67)
[pi7 L]] = iﬁgijkpk (268)
[Li, Lj] = iheiji Ly + 1hqo€iri€ jmnPiPnOrm (P), (2.69)

prouvant en particulier que 'algebre SO(3) est brisée. Pour reconstituer cette algebre
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nous considérons la loi de transformation suivante :
Li — L = L+ Mj(a, p), (2.70)

et exigeant les relations de commutation suivantes :

[l’i, Lj_ = iﬁEijk.I'k (271)
[Pz‘, Lj- = thegjkp (2.72)
[Li, Lj_ = iﬁf‘:z‘jkLk . (273)

On déduit que la deuxiéme équation (2.72) implique que le moment M dépend seulement
de I'impulsion

My(x,p) = Mj(p), (2.74)

tandis que la troisiéme (2.73) meéne a

. 1
My(p) = 5Q9€jkzpip19kj (p). (2.75)

Les deux équations (2.73) et (2.75) nous permettent de définir un monopole dual de Dirac

dans 'espace des impulsions :

S 9P

0(p) = yra (2.76)

ol gy est la charge magnétique duale associée au champ 6. En conséquence nous avons

- P
My(p) = — 2%~ (2.77)

4t p’

qui est le moment dual du céléebre moment de Poincare présenté dans 1’espace de positions

[154,172]. Alors que le moment angulaire généralisé

— — f)
L-n (r X p) - (Z_?E’ (2.78)

est le vrai moment angulaire satisfaisant ’algébre de groupe SO(3), c’est 1'addition du

moment angulaire de la particule et du champ du monopoéle dual. On peut vérifier que
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c’est une quantité conservée pour une particule libre. La dualité entre le monopole dans
I’espace des moments et le monopodle de Dirac est due & la symétrie des relations de
commutation de la mécanique quantique non-commutative ou [z;, z;| = ihgee;10k(P) et
de la mécanique quantique standard dans un champ magnétique ot [v;, v;| = ihge; 1, Bi(%).
Par conséquent les deux champs de jauge 0(p) et B(x) sont dual I'un de lautre. En

présence d’un monopole 'identité de Jacobi (2.55) n’est pas vérifiée

[, [z, )] + [, (28, 23] + [28; (25, 2] (2.79)
ﬁ2 891(]9)

’ Op;

= —4rqeh®6(p).

On peut interpréter tout ceci par analogie avec 'explication donnée par Jackiw [174]
d’une violation comparable de I'identité de Jacobi entre les impulsions par le monopole de
Dirac dans la mécanique quantique standard. La présence de monopdle dans ’espace des
moments est liée a la brisure de symétrie du groupe des translations pour les impulsions.
Par conséquent la loi d’addition des moments est différente de la loi additionnelle de
Galilée habituelle. En effet si nous définissons I’élément du groupe des translations des

moments par :

T(b) = exp (i Z/fz) , (2.80)
nous avons la relation suivante :

ot @ (p; by, by) est le flux de champ 6. Ce terme est responsable de la violation de 'asso-

ciativité qui est seulement restaurée si I’équation de quantification suivante est satisfaite

00; 2mnh
Pp— = , 2.82
/ p Op; o (2.82)

menant & gpgy = %ﬁ, qui est comparable & la quantification de Dirac [174]. Nous avons déja
mentionné dans le paragraphe précédent que la configuration singuliére dans ’espace des
moments, a été découverte dans une expérience dans le cadre de 'effet Hall anormal pour

un cristal ferromagnétique [19]. L’analogie entre ce résultat et le monopdle que nous avons
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déduit de la considération de la symétrie dans la mécanique quantique non-commutative,
nous suggere d’interpréter la courbure de Berry dans 'effet Hall anormal comme un champ
non commutatif

o)~ 2P

6(p) (2.83)

A pd
Le lien avec la mécanique quantique non-commutative est alors clairement évident : 6(p)
est le champ correspand a la courbure de Berry Fj, et ag(p)est associé a la phase de Berry
a,(k). Ceci prouve que des situations physiques avec une phase de Berry dans 'espace
des moments pourraient étre exprimées dans le cadre de la mécanique quantique non-
commutative. Ce lien étroit entre la mécanique quantique non-commutative et la phase de
Berry est justifié par la volonté de préserver des symétries exactes. En effet, la restauration
de l'algebre de Heisenberg implique I'existence d’un champ de jauge dual dans ’espace
des moments. Ensuite les propriétés de ce nouveau champ qui doit satisfaire 1'algebre de
groupe SO(3) impliquent que ce champ est le monopoéle dual de Dirac dans I’espace des
impulsions. Ce monopodle est responsable de la violation de I'identité de Jacobi et implique
la non-associativité de la loi d’addition des moments. Pour reconstituer 1’associativité,
une quantification duale de Dirac est nécessaire. On peut alors interpréter le champ 6(p)
comme une courbure de Berry exprimée dans l’espace des impulsions dans le cadre de

leffet Hall anormal.

2.5 Lien entre la phase de Berry et la MQNC

Nous avons généralisé la mécanique quantique non-commutative en considérant une

particule quantique dont les coordonnées satisfont a ’algébre déformée de Heisenberg :

[z, ;] = ihqelyj(z, p) (2.84)
[z, pj] = ihdy; (2.85)
[pi, p;] = 0. (2.86)

Une conséquence importante de la non-commutativité entre les coordonnées est que 'al-

gebre SO(3) est déformée. Pour remédier & cette absence de la symétrie des générateurs
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du groupe des rotations on a introduit un monopéle de Dirac dans ’espace des moments

pour ’algebre des positions de la maniere suivante

. Pk
[%i, SL']'] = Zﬁ)\é’z‘jkﬁ. (287)

Une autre maniére possible de représenter des relations de commutation qui satisfont a

I’algébre de groupe des rotations est d’introduire un nouvel operateur de position

p xS
R=r- e (2.88)
Le moment angulaire s’écrit alors :
J=Rxp+S. (2.89)

L’énergie potentielle dans ce cas contient maintenant un terme supplémentaire da a l'in-
teraction spin-orbite V(R+p x S/p?). En fait, le procédé inverse est généralement plus effi-
cace. En considérant un hamiltonien ayant une interaction spin-orbite particuliére, on peut
essayer d’obtenir un hamiltonien ayant une dynamique dtie a ’algébre non-commutative
des coordonnées. Ce procédé a été appliqué avec succes a 1’étude du transport adiabatique
dans les semi-conducteurs en présence de U'interaction spin-orbite [44] oul la dynamique est
régie par la relation de commutation (2.87). L’aspect important est de déterminer lequel
des opérateurs de positions r ou R décrira la vraie trajectoire moyenne de la particule. En
fait il est bien connu que R ne posséde pas la vraie propriété d’un opérateur de position
d’une particule relativiste. Nous verrons que cette remarque cruciale implique une nouvelle
prévision au sujet de la limite non-relativiste d’une particule de Dirac. Dans la physique
des particules il est & ce jour bien connu que le non-commutativité des coordonnées des
particules sans masse est une propriété fondamentale parce que I'opérateur de position ne
se transforme pas comme un vecteur a moins qu'il satisfasse I’équation (2.87) et que 6,;(p)
soit la courbure de Berry pour une particule sans masse avec une hélicité donnée A [175].
Dans ce paragraphe nous présentons un autre point de vue pour introduire le monopole
dual de Dirac dans la physique des hautes énergies et la physique de la matiere condensée
en considérant 1’évolution adiabatique des particules relativistes. En particulier le calcul de

la courbure de Berry des particules de Dirac provoque un opérateur de position non com-
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mutatif qui a été déja postulé par Bacry [176]. Une généralisation a n’importe quel spin est
possible par l'intermédiaire des équations du mouvement de Bargmann-Wigner [177]. Ce
formalisme nous meéne a généraliser ’algébre non-commutative en considérant un champ
0 qui dépend aussi bien de 'impulsion que du spin. La connexion associée est alors non
abélienne mais devient abélienne dans la limite ou la masse devient nulle ce qui méne a

une configuration d’un monopoéle pour la courbure de Berry.

2.5.1 Représentation de Foldy-Wouthuysen

La transformation de Foldy-Wouthuysen [158] consiste a effectuer, un développement
de I’équation de Dirac & n’importe quel ordre en v/c par une transformation unitaire. Dans
la nouvelle représentation, I’hamiltonien a 1’ordre considéré que nous noterons H gy, est un
opérateur pair de sorte que grandes et petites composantes sont complétement découplées
a cet ordre. En ignorant les petites composantes, on obtient une théorie approchée a deux
composantes. Les opérateurs agissant sur ces snipeurs a deux composantes sont obtenus
en projetant les opérateurs de la représentation de Foldy-Wouthuysen sur ’espace associé
aux grandes composantes. Cela nécessite généralement une nouvelle interprétation des
opérateurs. Notamment, on verra que 1’on obtient, dans cette représentation, un opérateur
position beaucoup plus satisfaisant que dans la représentation & quatre composantes de

Dirac. L’hamiltonien de Dirac pour une particule relativiste d’une masse M a la forme
H=a«a -p+8M+V(R), (2.90)

ou V est un opérateur qui agit seulement sur les degrés de liberté orbitaux. Dans ce
cas, il est possible de découpler grandes et petites composantes. Les grandes composantes
deviennent alors dans cette représentation les états d’énergie positive alors que les petites
composantes décrivent les états d’énergie négative. Définissons les projecteurs A sur les

états d’énergie positive et négative respectivement

> (2.91)

1 Hp 1 o-p+ M
Ar=-1+=2=2| =21+ — "~
S 1a Ea|

p
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ou B, = /p* + M? est la valeur propre d’une onde plane d’impulsion p. De méme, on dé-

finit les projecteurs B, sur l’espace, respectivement, des grandes et petites composantes :

By — % 144, (2.92)

La transformation que I’on cherche doit permettre de transformer un état propre d’énergie
positive (bi-spineur), en un spineur a deux composantes. L’opérateur U de la transforma-
tion de Foldy-Wouthuysen doit donc transformer le projecteur A, en B, et A_ en B_.

Par définition, U doit satisfaire :
UUT=U"U=1 et By =UA.U". (2.93)

U étant unitaire, on doit avoir : U = ¢* . Comme U doit permettre de supprimer les

termes impairs dans ’hamiltonien (« - p), on cherche un opérateur S de la forme :

S = (- p) %0, (2.94)

i
“anr”
ou 6 est une fonction de p/M que I'on détermine en imposant la suppression des termes
impairs dans ’hamiltonien. On trouve

1 2F

H
- - /=P 1 i 2.
v =73 M—i—Ep[ +BE} (2.95)

p
E,+ Mc* + cBa-p
V2E, (B, + M)

)

avec B, = /p?c® + Mc?,

2.5.2 Hamiltonien pour une particule massive

La transformation (2.95) permet de déterminer ’hamiltonien Hpy dans la représen-

tation de Foldy-Wouthuysen :

Hpw = U(p)HU(p)" = E, + U(p)V (ihdp) U(p) ™. (2.96)
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L’énergie cinétique est maintenant diagonale tandis que le terme d’énergie potentielle
devient V(D) avec une dérivé covariante définie par D = ihd, + A, et avec un potentiel

de jauge A = ihU (p)0pU(p)*, qui s’écrit

he (ic*p (e - B) +if (E, + Mc?) E,a — cE,X X p)

A - )
2E2 (E, + Mc?)

(2.97)

ou X =1® o, qui est une matrice 4 x 4. Considérons 'approximation adiabatique en
considérant que le degré de liberté de I'impulsion en tant que lent et le degré de liberté de
spin en tant que rapide, comme dans la configuration nucléaire dans le traitement adia-
batique des problémes moléculaires, ce qui nous permet de négliger la transition entre les
niveaux. Nous ne gardons que le bloc matriciel diagonal dans le potentiel de jauge et nous
projetons sur le sous-espace d’énergie positive. Cette projection élimine le zitterbewegung
qui correspond & un mouvement oscillatoire autour de la position moyenne de la particule

qui mélange les énergies positives et négatives.

2.5.3 Opérateur de position

En utilisant la transformation (2.95) nous obtenons une connexion de jauge non triviale

qui nous permet de définir un nouvel opérateur du position r pour cette particule :

ch(p x o)
2F, (E, + M)’

r = ihdy + (2.98)

qui est une matrice de 2 x 2. Cet opérateur du position (2.98) n’est pas nouveau, il avait
déja été postulé par Bacry [176] . En effet, dans un contexte complétement différent, en
considérant la représentation irréductible du groupe de Poincaré, cet auteur a proposé
d’adopter un opérateur de position général pour les particules massives ou sans masse
ayant un spin quelconque. Dans cette approche qui est facilement généralisable & n’importe
quel spin, la partie anormale de 'opérateur de position résulte d’un processus adiabatique
d’un systéme en interaction qui est liée & la connexion de Berry. On peut montrer alors que
la partie anormale de 'opérateur de position peut étre interprétée comme la connexion

de Berry dans ’espace des moments, qui est par définition une matrice 4 x 4 :

Aqs(p) = ifi{ap + [0p|Bp+), (2.99)

72



ol |ap+) est un vecteur propre de ’équation libre de Dirac pour des énergies positives.

La connexion de Berry peut également étre écrite comme
Aus(p) = il(Qa|UOPU | D), (2.100)

en termes de vecteurs de base canoniques |®,) = (1000) et |®5) = (0100). Avec I’élément
non nul appartenant seulement au sous-espace positif, nous pouvons définir la connexion

de Berry en considérant la matrice 2 x 2 suivante :
A(p) = ihp (UOpU™), (2.101)

ol P est un projecteur sur le sous-espace d’énergie positive. Dans ce contexte le champ
0 qui a été postulé dans [17,154, 157] émerge naturellement par suite du mouvement
adiabatique d’une particule de Dirac et correspond & une courbure de jauge non-abélienne

qui satisfait la relation
07 (p,o) = 0p Al — 0, A" + [A', AT] (2.102)

Les relations de commutation entre les coordonnées sont alors données par :

[2,27] = i (p,o) (2.103)
ct P (p-o)
= —illejp=— (Mo"+ ——2% .
{ €Z]k2EI§ ( o+ Ep—f—Mc?)

Cette relation a des conséquences trés importantes puisque elle implique la non localisation
des particules a spin. Ce fait est intrinseéque et il n’est pas lié a la création de paires durant

le processus de mesure (pour un exposé détaillé de cet aspect important voir [176]).

2.5.4 Courbure de Berry non abélienne

Il est possible de généraliser la construction de 'opérateur de position pour une par-

ticule avec un spin n/2 quelconque par les équations de Bargmann-Wigner
(7‘8)8# + M + V) v (al...an) = 07 <2104)
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ol VU (4,..4,) est une amplitude de Bargmann-Wigner et %(f) sont des matrices opérantes

sur a;.

Pour chaque équation nous avons un hamiltonien
HO =" . p+BM+V, (2.105)
et donc
(TTv @) 1O ([Tv? (0)7) = B89 + v (D), (2.106)
avec

D = ihd, + 3 AD et (2.107)
AY = ih U9 (p) U (p)”

En faisant comme précédemment (approximation adiabatique et projection sur les énergies

positives) on obtient l'opérateur du position r pour les particules de spin quelconque

¢ (p x 8)

— i
T R, MA)

(2.108)

avec S =h (oW +...+0() /2. La généralisation de I'équation (2.103) est alors :

[2,27] = 8" (p,S) (2.109)
4 k
a2 C r, P"(P-S)
= —ih 5”’“_2/23 (MS + —EP+MC2> .

2.5.5 Particule non massive

Pour une particule sans masse, nous déduisons la relation

xS
r=ihdy + 222, (2.110)
p
avec la relation de commutation donnant un monopole
i 0] — iEpid s Dk
[:U T } = it (p,S) = —iheipA—, (2.111)
p
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ou I’hélicité est définie par

A= p-5 = goqs- (2.112)

p

Nous retrouvons le monopole introduit dans le paragraphe précédent afin de restaurer
la symétrie SO(3). Ici il a une interprétation physique trés simple, il correspond a la
courbure de Berry résultant d’un processus adiabatique pour une particule sans masse
d’hélicité A. D’autre part, il n’est pas surprenant qu’une particule sans masse posséde une
configuration de monopole car il est bien connu en physique de solide que lorsqu’on est en
présence d’une dégénérescence de bandes on a également un monopdle qui apparait dans
I'espace des moments [1]. C’est précisément ce qui se passe dans ce cas pour une particule
sans masse ou les bandes d’énergie positive et négative sont dégénérées en p = 0. Ce
monopdle est le cas limite d’une courbure de jauge non abélienne provenant d’une particule
massive soumise a un processus adiabatique. Si A = £1 nous sommes en présence d’'un
photon dont I'opérateur position a la propriété non-commutative en accord avec sa faible
localisation ce qui est certainement un fait expérimental. Le couplage spin-orbite qui
apparait dans 1’expression de I'opérateur du position (2.108) est une trés petite correction
dans le contexte de la physique des particules, mais elle pourrait étre beaucoup plus
importante dans celui de la physique du solide parce que l'effet spin-orbite est beaucoup
plus important que dans le vide. Par exemple, dans les semi-conducteurs le monopole dans
I’espace des impulsions a été prédit et observé dans le cas de la limite Eg — 0 entre les
bandes de valence et les bandes de conduction [178,179]. Il est également intéressant de
regarder les propriétés de symétrie de 'opérateur du position en ce qui concerne le groupe
des rotations spatiales. En termes de coordonnées commutatives R, le moment angulaire
est par définition J = R X p + S, tandis qu’en termes de coordonnées non-commutatives,
le moment angulaire s’écrit

J=rxp+M, (2.113)

ou

M=S—Axp. (2.114)

On peut explicitement vérifier qu’en termes de coordonnées non-commutatives, la relation
[2%, J7] = iheypay est satisfaite; donc, comme R, r se transforme en un vecteur sous

les rotations de lespace, mais la relation dR/dt = ca est physiquement inacceptable.
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Pour une particule sans masse, 1’équation (2.114) meéne & un moment de Poincaré lié au

monopdle dans I'espace des impulsions qui est introduit par Bérard et Mohrbach [17].

2.5.6 Applications physiques

Nous nous intéressons maintenant a regarder quelques propriétés physiques de 1’opé-
rateur de position non-commutatif sur des exemples concrets. Considérons I’équation du
mouvement d’une particule dans un potentiel arbitraire. En raison de la présence de la
phase de Berry dans la définition de la position, I’équation du mouvement change. Afin
de calculer le commutateur [z, V' (x)], on peut considérer I’approximation semi-classique

(21, V(x)] = ihd,V (2)0" + O(h?), qui donne les équations du mouvement suivantes :

ro= E%—'xe (2.115)
p = —VV(I'),

avec 0; = €;;50;5. Ces équations sont la généralisation relativiste des équations trouvées
dans [19] qui meénent & V'effet Hall de spin dans les semi-conducteurs. Les équations (2.115)
ont également la méme forme que celles qui sont trouvées dans [180,181] dans le cadre de
la physique de la matiére condensée pour une particule sans spin se propageant dans un
potentiel périodique. La seule différence est que la phase de Berry qui est seulement dte
au potentiel périodique a une origine physique complétement différente de celle introduite
dans [180,181]. Une application physique importante de ce formalisme concerne la limite
non-relativiste d’une particule de spin de Dirac qui posséde une charge dans un potentiel

V(r). Dans cette limite, nous obtenons

2
- 9 P eh
H(R,p)= Mc + ar T V(R) + s’ (VV(r) x p), (2.116)

qui est I’hamiltonien de Pauli avec un terme d’interaction spin-orbite. Comme indiqué
dans [182], ’approximation de Born-Oppenheimer pour I’équation de Dirac méne au méme

hamiltonien non-relativiste par suite de la phase de Berry

EijkOk
Hl-j = —2M02. (2.117)
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Comme conséquence de I’équation (2.116), nous déduisons la vitesse liée & 'opérateur

position R
o~ o T iapacinoidV(r), (2.118)

tandis que la limite non-relativiste de I’équation (2.115) meéne a Popérateur de vitesse

suivant :
dri _ pi

SijkO'jakV(I'). (2.119)

eh
&~ M ore
Ce résultat prévoit une augmentation de I'interaction spin-orbite quand le nouvel opéra-
teur de position est considéré. On peut apprécier la similitude entre notre résultat et la
précession de Thomas. En effet, ce résultat offre une autre manifestation a la précession de
Thomas qui présente une différence entre la limite galiléenne menant a I’équation (2.118)
et la limite non-relativiste menant a 1’équation (2.119). La limite ultra-relativiste nous
donne un autre exemple de transport topologique de spin. Expérimentalement, on a déja
observé un transport topologique de spin dans le cas de la propagation des photons dans
un milieu non homogeéne [183,184], ou la polarisation des photons polarisés circulairement
gauche et droits ont des trajectoires différentes dans un guide d’onde, un phénoméne qui
est interprété en mécanique quantique comme résultant de l'interaction entre le moment
orbital et le spin du photon [183,184]. Cette approche fournit une nouvelle interprétation
pour cet effet, également connu sous le nom d’< effet Magnus optique >, qui est main-
tenant expliquée en termes de la non-commutativité de I'opérateur position qui contient
un terme d’interaction spin-orbite. Pour illustrer notre formalisme, considérant un simple
hamiltonien qui décrit un photon dans un milieu non homogene H = pc/n(r). Les équa-
tions du mouvement x = [x, H| /il et p = [p, H] /il dans approximation semi-classique

meéne & la relation suivante

2.120
dt n ( )

dv; ¢ (1& ik alnn)
p p* Oz )’
qui contient une contribution qui est due a la phase de Berry. Par conséquent, la vitesse
n’est plus égale a ¢/n. Les équations (2.120) sont identiques & celles présentées phénoméno-
logiquement dans [183,184], mais ici, elles sont rigoureusement déduites des considérations
physiques différentes. Des équations semblables sont également données dans [185] ou I'ef-

fet Magnus optique est également interprété en termes de courbure de Berry, mais dans
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le cadre de 'optique géométrique.

En résumé, la généralisation des crochets de Feynman appliquée aux operateurs posi-
tions conduit & la mécanique quantique non-commutative. Nous avons alors montré que le
parametre de la non commutativité 6 entre les operateurs positions doit étre une fonction
de I'impulsion si on veut définir un moment angulaire. Ceci s’oppose aux nombreux théo-
ries qui considérent # comme une constante. Nous avons alors proposé que ce monopole
pouvait correspondre a une courbure de Berry associée a un électron de Bloch ou de Dirac.
D’autre part, nous avons examiné 1’évolution adiabatique de ’équation de Dirac afin de
clarifier la relation qui existe entre ce monopole et la courbure de Berry dans l’espace
des impulsions. Nous avons constaté que 'opérateur de position acquiert naturellement
une contribution anormale due a une connexion de Berry abélienne qui rend 'algébre de
la mécanique quantique non-commutative. Enfin, en utilisant 1’équation de Bargmann-
Wigner, nous avons généralisé notre formalisme & toutes les particules de spin connus.
La non-commutativité des coordonnées est responsable du transport topologique de spin

similaire a l'effet Hall de spin dans la spintronique ou de I'effet Magnus en optique.
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Chapitre 3

La phase de Berry et les électrons de

Bloch

3.1 Introduction

Les propriétés des électrons dans un solide sont habituellement décrites dans le cadre
de la théorie d’électrons de Bloch dans un potentiel périodique. En particulier, ’étude de la
dynamique semi-cassique et les propriétés de transport des électrons de Bloch en présence
des champs externes (magnétiques ou électiques) meénent a des résultats importants pour
la compréhension des propriétés des métaux, des semi-conducteurs et d’isolants [186]. Pour
des champs extérieurs faibles, le modéle semi-cassique interdit les transitions interbandes,
et requiert donc que ’énergie d’un électron reste confinée & 'intérieur des limites de la
bande dans laquelle I’électron se trouvait lui-méme a 1’origine. Dans cette approximation
la dynamique d’un électron de Bloch dans une n*™¢ bande donnée est habituellement

donnée par les équations du mouvement semi-classiques suivantes :

hk = —eE — er x B(r) (3.1)
_ Oen(k)
T = (3.2)

ou E et B sont les champs électriques et magnétiques respectivement . Le moment cristal-
lin K pour un électron a été remplacé par un moment covariant de jauge k = K+ eA(R)

qui a été introduit pour la premiere fois par Peierls (substitution de Peierls) [187]. Cette
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substitution qui a été d’abord justifiée par Peierls dans le cadre du modeéle des liaisons
fortes a été a 'origine de développements ultérieurs dans le cadre d’introduire d’hamil-
toniens effectifs décrivant correctement le mouvement des électrons de Bloch en présence
d’un champ magnétique extérieur [14,53,54,81,188-193]. Ces équations sont exactes & un
certain ordre de champ extérieur appliqué. Ce n’est que récemment, dans une série d’ar-
ticles, que les équations du mouvement semi-classiques des électrons de Bloch en présence
d’un champ magnétique extérieur ont été introduites correctement [42,180,181,194,195].
Ces auteurs ont développés un outil puissant pour décrire la dynamique d’un paquet
d’ondes représentant le mouvement des électrons dans des cristaux perturbés. Ils ont
construit un paquet d’ondes en se basant sur les états de Bloch appartenant a une bande
simple décrits par un hamiltonien local, obtenue en remplacant les perturbations par leur
valeur au centre du paquet d’ondes, et en dérivant sa dynamique sous une forme géné-
rale, basée sur un principe de variation dépendant du temps. Ils ont trouvé les nouvelles

équations du mouvement suivantes en présence des champs électromagnétiques :

_ogk)
fe= e kX (k) (3.3)
hk = —¢E — er x B(r) (3.4)

Le deuxiéme terme de I’équation (3.3) est la correction a la vitesse anormale qui est
due a la présence d’une courbure de Berry €2, d’état électronique de Bloch dans la
n*"¢ bande indiquée, associée au mouvement de I’électron dans la n**”¢ bande d’éner-
gie. (k) = go(k) — m(k) - B est 'énergie de bande comprenant une correction due au
moment magnétique orbital m (k). Ces auteurs ont dérivé 1’énergie du paquet d’ondes jus-
qu’au premier ordre dans le gradient des perturbations, incluant les corrections de la phase
de Berry pour décrire la dynamique semi-classique et les régles de quantification. Pour les
champs électromagnétiques, la magnétisation orbitale et la vitesse anormale sont obtenues
simplement pour une bande simple, ces deux dernieres sont les ingrédients de base, en
plus de I’énergie de bande, qui doit étre incluse dans la formulation de la dynamique semi-
classique des électrons dans les cristaux, afin d’expliquer les propriétés électroniques et
les phénomeénes de transport en présence de champ électromagnétique [54]. Ces quantités

sont des mesures invariantes de jauge et ont des significations physiques directes sur les
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phénomeénes de transport comme ’effet hall anormal et I'effet hall de spin démontrés par
des nombreuses applications ces derniéres années. Cette méthode développée par Niu et
ses collaborateurs est importante pour décrire le mouvement des électrons de Bloch mais
elle a été construite a partir d'un modéle semi-classique en se basant sur le mouvement de
paquet d’ondes, en particulier elle ne peut pas étre appliquée pour la description d’autres
phénomeénes tels que 'interaction électromagnétique des électrons de Bloch qui exige une
théorie qui dépasse I'approximation semi-classique. En plus, la dérivation d’un hamilto-
nien semi-classique présente des difficultés en présence des termes de phase de Berry [10].
En fait, le caractére non-canonique qui apparait dans les équations du mouvement avec
des corrections dues a la phase de Berry a mené ces auteurs a conclure que le volume naif
de 'espace de phase n’est pas conservé en présence d’une phase de Berry et d’un champ
magnétique, ce qui viole le théoréeme de Liouville. Pour remédier a cette situation, ces

auteurs ont présenté une densité d’état modifiée dans ’espace de phase de la forme
D(r,k) = (27) "% (1 +eB - Q/h) (3.5)

tels que D(r, k)drdk demeure constant dans le temps.

Ce point de vue a été immédiatement critiqué par plusieurs auteurs. En particulier,
en rapportant la dynamique semi-classique de l’électron de Bloch & la dynamique ga-
liltenne exotique présentée indépendamment dans le cadre de la mécanique quantique
non-commutative [11], C. Duval et autres [196,197] ont constaté la validité du théoréme
de Liouville quand la forme symplectique de volume des phases est correctement employée.
Ce n’est que dans un travail récent [12,13,198-201] que la nature d’un hamiltonien non
canonique pour la description semi-classique des électrons de Bloch et de Dirac dans le
champ électromagnétique avec des corrections dues a la phase de Berry a été rétablie.
Ces auteurs ont développé une méthode mathématique puissante afin de diagonaliser
des hamiltoniens quantiques a valeur matricielle trés généraux. Cette méthode est basée
sur un développement en puissance de la constante de Plank A. dans cette formulation
la constante A doit étre vue comme une variable notée «, ce qui permet de généraliser
cette méthode a d’autres systemes relativistes et non relativistes et de dépasser le cadre
semi-classique. Cette méthode fait aussi apparaitre d’une maniére naturelle des variables

canoniques non-commutative qui sont fonction d’un champ de jauge induit par la phase
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de Berry. Les équations du mouvement génériques qui résultent de cette méthode sont
également corrigées par des termes de phase de Berry. D’ailleurs, ce formalisme qui est
plus pratique et puissant reflete I'origine des phénoménes physiques étudiés et pourrait
toujours étre appliqué & plusieurs autres systémes en physique de la matiére condensée

ou en physique des particules.

3.2 Modéle semi-classique des électrons de Bloch

Il est intéressant d’examiner des situations ot les cristaux sont perturbés par un champ
magnétique extérieur de diverses maniéres. Jusqu’ici, la description la plus utile a été la
théorie de la dynamique semi-classique des électrons dans une bande d’énergie, complé-
tée par la régle de quantification semi-classique ou les équations de transport de Boltz-
mann. La connaissance de cette dynamique semi-classique est également suffisante pour
la construction d’une théorie quantique efficace, valide au méme ordre du champ. Dans
cette approche, l'effet d’un potentiel périodique est traité par des méthodes de la mé-
canique quantique et donne naissance a des structures de bande d’énergie, alors qu'un
champ électromagnétique supplémentaire est traité comme perturbation classique.

Le modéle semi-classique prédit comment, en absence de collisions, la position r et le
vecteur d’onde k de chaque électron évolue en présence de champs électrique et magnétique
appliqué. Cette prédiction est basée entierement sur la connaissance de la structure de
bande du cristal, c’est & dire sur les formes des fonctions ¢, (k). le modele considére les
en (k) comme les fonctions données, et ne dit rien sur la maniere de les calculer. Le but
du modeéle est de relier la structure de bandes aux propriétés de transport et donne la
réponse des électrons aux champs appliqués. Les fonctions €, (k) étant données, le modele
semi-classique associe & chaque électron une position r, un vecteur d’onde k et un indice
de bande n qui évoluent, au cours du temps et en présence de champs extérieures, selon
les régles suivantes :

1-L’indice de bande n est une constante du mouvement (Le modeéle ignore les transi-
tions inter-bandes), il peut étre omis dans la suite.

2- La dynamique de ’électron de Bloch dans une bande donnée est décrite par les
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équations semi-classiques suivantes [186] :

hk = —¢E — ei x B(r) (3.6)
. 0z4(k)
P = (3.7)

ou €,(k) est I’énergie de la nieme bande et E et B sont les champs électriques et
magnétiques.

3- Le vecteur d’onde d’un électron n’est défini qu’a un vecteur du réseau réciproque ad-
ditif K prés. Les indices n ,r .k et n, r, £+ K sont des maniéres complétement équivalentes
de décrire le méme électron.

L’équation (3.6) indique que le taux de variation de moment cristallin est égal a la
force de Lorentz qui est du au champ externe. La seconde (3.7) donne la vitesse de groupe
en termes de gradient de ’énergie de bande dans 1’éspace réciproque k. Ces équations
constituent la base de la théorie de la dynamique et de transport d’électrons de Bloch
dans en présences des perturbations externes faibles. Elles ont mené a un certain nombre
de résultats tres utiles dans la physique de solide et les semi-conducteurs [186].

La dérivation d’Eq. (3.6) et (3.7) remonte a Bloch, Peierls, Jones et Zener au début
des années 30 [202]. En supposant que les probabilités de transition a d’autres bandes sont
négligeables, ils ont prouvé que ces équations décrivent le mouvement d’un paquet d’ondes
étroit obtenu par superposition des états de Bloch d’une bande. De divers prolongements
de la théorie ont été faits pour traiter des perturbations d’une nature plus générale et
pour obtenir des corrections a (3.6) et (3.7) pour des champs élevés : Peierls [187] a fait
I’effort de construire un hamiltonien effective pour décrire la dynamique d’un électron de
Bloch. II a introduit une substitution (substitution de Pieerls) en remplagant le moment
cristallin ik par l'opérateur invariant de jauge —hV + eA(x) dans la bande d’énergie
non-perturbée :

Hepp = con |—hV + %A(m) (3.8)

20 ans plus tard, Slater [203] et le Luttinger [204] ont donné une dérivation plus rigoureuse

d’un hamiltonien effective pour des perturbations électromagnétiques, en développant la

fonction d’onde dans la base des fonctions de Wannier W (x,t) =Y fi(t)W(x — Ry). Ils
I

ont prouvé que la fonction f(z,t) définit par f(R,,t) = f(t) , satisfait & d’équation de
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Schrodinger,

e = {eon [-hV + £A@)] - a0} /

Une justification compléte a été ensuite donnée par Kohn [188]. Une version simplifiée
de la preuve a été plus tard formulée par Blount, Roth et Wannier et Fredkin qui dérivent
un opérateur approximatif d’énergie de bande comme une extension d’une série asymp-
totique dans des champs de forces extérieurs, ainsi que des expressions générales pour
les premiers termes de cette série [14,189-191]. Leurs méthodes, bien qu’elles sont diffé-
rentes, sont toutes basés sur une transformation unitaire approximatif de I’hamiltonien
initial d’électrons de Bloch dans un champ électromagnétique qui élimine les éléments de
matrice inter-bandes et conduit & un opérateur efficace diagonale dans la bande d’éner-
gie. Le principal avantage de la méthode de Blount est qu’elle est une application d'un
régime de diagonalisation générale applicable & toute sorte de matrice tandis que les deux
autres sont spécifiques a I’état solide. En particulier, Blount a également examiné le cas
d’une particule de Dirac dans un champ électromagnétique dont le hamiltonien a été
diagonalisée au second ordre. Plus tard, Weigert et Littlejohn ont développé une mé-
thode systématique pour diagonaliser des hamiltonien quantique en général en série de
la, constante A [192]. Un avantage de ce type d’expansion est évidemment qu’il peut étre
valable pour fort champ externe, mais également que la limite semi-classique est facile-
ment obtenue. Malheureusement, cette méthode implique I’expansion des séries formelles
en termes de symboles des opérateurs ce qui rend la méthode trés compliquée pour des
applications pratiques. Récemment, une variante de la transformation Foldy Wouthuysen
valables pour les champs forts et aussi basée sur un développement en h de I'hamilto-
nien de Dirac a été présentée [193]. Ce n’est pas la fin de ’histoire en ce qui concerne
les équations de Bloch (3.6) et (3.7). Adams [205] a prolongé les travaux du Slater et
Luttinger au formalisme d’opérateur des bandes multiples. Karplus, Luttinger, et Kohn
ont dérivé une correction a la vitesse (3.7), connue sous le nom de vitesse anormale, et
prévoit Ueffet Hall spontané dans les matériaux ferromagnétiques [53,54,206]. Plus tard,
Adams et Blount [81,189], ont prouvés que cette limite résulte de la non-commutativité
entre les composants cartésiennes de ’opérateur position.

Bien que les deux équations (3.6) et (3.7) expliquent la plupart des phénomeénes phy-

siques liés au transport des électrons, elles ne reproduisent pas exactement la dynamique
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des électrons qui acquiérent des termes supplémentaires due & la phase de Berry. Ces
termes devraient en principe étre présents pour décrire la dynamique des électrons. Dans
la pratique, ils sont presque toujours négligés, pour deux raisons. D’abord, ils disparaissent
par symétrie dans toute la zone de Brillouin. Deuxiemement, méme lorsqu’ils ne sont pas
identiquement nul, en présence de petits champs électriques et magnétiques externes, ces
termes supplémentaires sont proportionnels aux champs appliqués. Leur contribution a
des quantités telles que les courants électriques et thermiques est proportionnelle au carré

des champs électriques et magnétiques, et peut étre négligée.

3.3 Formulation lagrangienne :

C’est tout récemment que les équations du mouvement correctes des électrons de Bloch
en présence d’un champ électrique et magnétiques qui inclurent la vitesse anormale qui
est proportionnelle a la courbure de Berry ont été dérivées par Sundaram et Niu [7].

Sundaram et Niu [7,180,181] arrivent & introduire un terme important supplémentaire
dans I’équation (3.7) qui est proportionnelle a la courbure de Berry pour un état de Bloch.
Ils ont congu un cadre trés puissant pour étudier le mouvement d’un paquet d’onde qui est
basée sur la dérivation d’un lagrangien effective pour un paquet d’onde donné se déplacant
dans un champ extérieur faible.

En effet, considérant un électron dans un potentiel piriodique décrit par 'hamiltonien
H = Hy+V H , ou Hy est ’hamiltonien local et VH traduit I’ensembles des termes induit
par la perturbation des champs extérieurs. On peut construire un paquet d’onde centré
en r. par la superposition linéaire des états de Bloch |Wp) = / d*q w(k, t)|V,(r., k,t)),
ot w(K,t) est une fonction de distribution centrée en r. dans ligpace dans l’espace réci-
proque. On suppose que la distribution w(K,t) est étroite comparé a la taille de la zone
de Brillouin et au vecteur d’onde moyenne (k). Alors, ’hamiltonien locale Hy qui décrit

le mouvement du centre de paquet d’onde satisfait a I’équation de Srondinger :

Ho(re, £)[Wn(re, kb)) = Eon(re, K 1) Wn(re, kit)) (3.9)

| U, (r., k,t)) est la fonctin d’onde de Bloch qui peut étre écrite comme : |¥,, (1., k,t)) = e

|un(re, ki,t)) , n et Uindice de bande et k est le moment cristallin. La position de centre
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de packet d’onde est donnée par : r. = (¥|r|U). Cette condition peut étre exprimée en
termes d’autres parameétres d’un paquet d’onde, en écrivant ’amplitude dans la fonction
w(q,t) sous la forme : w(k,t) = |w(k,t)|e®? et en utilisant les éléments de matrice de

I’opérateur de position r entre les états de Bloch, nous constatons que

0 0

(0lr1) = [ @kl | 5+ Gl ) (3.10)
7B ok

avec |u,) = |un(re, k,t)) = e ¥ |V, (r., k,t)) qui est la partie périodique de I’onde de

Bloch. Selon notre hypothése qu’un paquet d’ondes soit étroit dans l'espace de k, 'Eq.

(3.10) devient :
0y (|2 0
ok, ok,

re= |un>

En effet, les équations du mouvement de centre de paquet d’onde r et le moment cristallin

k peuvent étre déduite on utilisant le principe de variation dépendant du temps dans la
formulation du lagrangienne suivant :

L:<\Il ii—H‘\IJ>
dt

Le premier terme <\If !2 ! ‘I’> peut se mettre sous la forme :

d 0y, : ou Ou d
<\II 1— \If> = —k.-r. +k. < k. >+rC <u]zarc>+<u

dt ot Vdt
La valeur du hamiltonien, qui donne I’énergie de paquet d’ondes e = (U |H| V) ~ (U |Hy| ¥)

u> (3.11)

dt

+ (¥ |VH| ¥) peut étre évaluée jusqu’'au premier ordre dans les gradients de perturba-

tion.La partie du ’hamiltonien local est :
(U | Ho| U) = eu(re, ke, )

alors que la correction de gradient exige quelques calculs, mais le résultat est :

, ou ou
Ve =—ilm [<8rc | (e — H.)| @H - (3.12)
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Enfin, le lagrangien prend la forme final suivante :

: : Cou : Ou Ou
L=—ce¢+k.-r. +k.- <u]zakc> +r,. <u|7,8rc> + <u|z§> (3.13)

Les deux premiéres termes dans le lagrangien (3.13) sont les mémes que celle d’un lagran-

gien typique d’une particule classique avec le hamiltonien classique. Les autres limites
sont géométriques, dans le sens que leur contribution a I’action dépend de la trajectoire
dans ’espace de phase mais pas du mouvement le long de cette trajectoire. C’est la ma-
nifestation de la phase de Berry en mécanique quantique. La formulation lagrangienne
fournit entiérement une approche invariante de jauge & 1’étude de la dynamique d’un
paquet d’ondes.

Il est maintenant facile de trouver les équations du mouvement dans un potentiel
arbitraire avec un gradient faible dans un champ electromagnétique en variant 1’action le
long de la trajectoire. En effet, le Lagrangien en présence d’'un champ electromagnétique

prend la forme :

L=—¢cy(k.) —m.B+ed(r.,t) + k.- 1. —er.- A(r.,t) + kc- <u|z§;j > (3.14)

ou m est le moment magnétique orbital donnée par :

m = elm Kg—i I (20 — Ho(k) %H . (3.15)

A(r.,t) et ®(r.,t) sont les potentiel vecteur et le potentiel scalaire du champ électro-
magnétique réspectivement.A partir des équations d’Euler-Lagrange on peut decrir le

mouvement semi-classique par les deux équations suivantes :

c OE (k)
“ Ok,

— k. x (k) (3.16)

k.= —¢E—er,x B (3.17)

Par rapport aux équations semi-classique dans les ouvrages standards [186] , il ya
deux nouvelles quantités dans I’équation (3.16) , qui peuvent avoir des conséquences im-

portantes. Le premier est la courbure de Berry Q(k) qui décrit la vitesse anormale de
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I'électron de Bloch. Le second est I'energie de bande £(k) = (k) — m(k).B corrigée par
un terme qui est due au moment magnétique orbital.

L’équation (3.16) prouve que la courbure de Berry ,, définit comme :

(k) = @1 x| 5’5{{> (3.18)

peut étre considérée comme champ magnétique non-habituel agissant dans I’espace de vec-
teur d’onde k. Cependant, a la différence du champ magnétique dans I’électrodynamique,
qui est une courbure pure, la courbure de Berry provient d'une source : Dans 1’électro-
dynamique, un champ magnétique avec de telles propriétés proviendrait des monopoles
magnétiques. Leurs analogues dans des bandes de Bloch sont les points des croisements
exacts des courbes de dispersion [207]. Comme la formule classique (équation (3.7) a eu
beaucoup de succes dans la description de diverses propriétés électroniques dans le passé.
Il est donc important de savoir dans quelles conditions le terme de la courbure de Berry
ne peut étre négligé. La forme générale de la courbure de Berry €2, peut étre obtenue
par l'analyse de symétrie. La formule de la vitesse (3.16) devrait étre invariante pour des
opérations de symétries. Pour la symétrie de renversement du temps r et k changent du
signe quand E est fixé, ce qui exige que Q,(—k) = —Q, (k). Si le systéme posséde une
symétrie spatiale alors €2,,(—k) = €, (k). Par conséquent, pour des cristaux ayant les deux
symétries simultanément, la courbure de Berry s’annule identiquement dans toute la zone
de Brillouin, c’est le cas dans la plupart des applications en physique du solide. Dans ce cas
I’équation (3.16) se réduit a ’expression simple (3.7). Cependant, il existe de nombreux
systémes physiques importants ot les deux symétries ne sont pas présentes simultanément
comme dans GaAs ou la symétrie d’inversion spatiale est brisée ou en présence d’ordre
ferromagnétique ou antiferromagnétique qui brise la symétrie de renversement du temps.
Dans tous ces cas, les propriétés dynamiques et de transport doivent étre décrites par
I'équations du mouvement compléte (3.16). Notez que méme pour les cristaux ayant les
deux symétries simultanément, la dégénérescence des bandes d’énergie peut conduire a
une courbure non nulle et une aimantation; un exemple typique est donné par le gra-
phéne [194].Ce cas est due a la présence d’une phase de Berry topologique associé aux
bandes de dégénérescence [208]. Le terme k. x Q,(k.) est apparue tout a fait tot dans

’histoire pour expliquer la dynamique effective d’un électron de Bloch [81,189]. Elle pro-
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duit d’une vitesse anormale qui est transversale au champ électrique appliqué. Une fois
appliquée a l'effet Hall quantique, la théorie semi-classique peut expliquer le courant de
Hall et la quantification de la conductivité de Hall [52,180,181,209]. Ces derniéres années,
elle a aidé en résolvant le mystére de l'effet Hall anormal dans les matériaux ferromagné-
tiques [8,19,54,210,211]. C’est également une notion primaire motivant la proposition
de Peffet Hall de spin intrinseque [44,212] et de 'effet Hall optique [55-57,60-62].

La courbure de Berry non seulement modifie la dynamique des électrons mais a éga-
lement un effet profond sur la densité d’états électronique dans I’espace des phases. Dans
la physique du solide, la valeur moyenne d’une observable représentée par des fonctions

de Bloch, est donnée par [2]
Z fnk <\Ilnk
nk

ol f,x est la fonction de distribution. Dans la limite semi-classique, la somme est convertie

(3‘ \I/nk> (3.19)

en une intégrale dans I’espace des impultions k
1 dk
- = 3.20
=i oy (3.20)
Kk

ot V est le volume et (27)? est la densité d’états. D'un point de vue classique, la densité
constante des Etats est garantie par le théoreme de Liouville, qui stipule que 1’élément
de volume est une quantité conservée au cours de 1’évolution temporelle du systéme. Le
théoréeme de Liouville a été initialement créé pour la dynamique des hamiltonien classiques
standards, et son importance ne peut pas étre sous-estimée, car il est une base de la
physique statistique classique. Toutefois, ce n’est plus le cas pour la dynamique semi-
classique modifiée par la phase de Berry. Cette derniére rend, en général, les équations
du mouvement non-canoniques [7,181,213-215], ce qui induit la violation du théoréme de
Liouville. L’évolution temporelle d’un élément de volume AV = ArAk est donnée par
Aivag_tvzvr. PV k (3.21)

En insérant les équations du mouvement (3.16) et (3.17) dans I’équation (3.21) et apres
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un calcul algebrique simple, nous montrons que :

Vo
1+ (e/h)B-Q

AV = (3.22)

Le fait que la courbure de Berry €2 est généralement dépendante de k et le champ ma-
gnétique qui lui aussi dépend de r impliquent que I'espace des phases change au cours de
I’évolution temporelle les variables d’état (r, k). Bien que le volume de I’espace des phases
n’est plus conservé, il est une fonction locale des variables d’état et n’a rien & voir avec
I’histoire de I’évolution dans le temps. Nous pouvons donc introduire une densité d’états

modifiée
e

D(r,k):L(H(h

o )B - Q) (3.23)
tel que le nombre d’états dans ’élément de volume D, (r,k)AV reste constant dans le
temps. Le pré-facteur (27)~¢ est obtenu en exigeant que la densité d’états D, (r,k) se
réduise a la forme conventionnelle lorsque la courbure de Berry disparait. La modification
vient du fait que les variables dynamique r et k ne sont plus des variables canoniques,
et la densité d’états peut étre considérée comme une mesure de I'espace des phases [196,
197,216,217]. L’espace des phases drdk est vrai que lorsque r et k forment un ensemble
canonique. Cependant, les variables d’espace des phases obtenues & partir du paquet
d’ondes ne sont pas canoniques en générale.

Il faut noter que, en plus de l'inconvénient du formalisme Lagrangien qui viole le
théoreme de Liouville, application des équations (3.16) et (3.17) pour la quantification
de Bohr Sommerfeld n’explique pas la valeur de l'indice de Maslov [218]. En fait, une
valeur non entiére peut donner une prévision plus précise des niveaux d’énergie [219].

Deuxiémement, cette méthode échoue si la trajectoire dans ’espace de phase n’est pas

fermée, ou si le systéme dynamique est chaotique.

3.4 La méthode de diagonalisation

Pour remédier a ces insuffisances du formalisme Lagrangien et confirmer 'importance
de la phase de Berry sur la dynamique semi-classiques des électrons de Bloch, il apparait
essentiel de développer un formalisme hamiltonien & partir duquel on peut dériver la

dynamique semi-classique. L’analogie entre les électrons de Bloch et les électrons de Dirac
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et la formulation hamiltonienne dans une représentation diagonale émergent au moyen de
nouvelles quantités qui dépendent d’un champ de jauge qui refletent I'influence de la phase
de Berry. Pour I’électron libre de Dirac il existe une méthode qui est bien connue et qui
sert & diagonaliser ’hamiltonien (la transformation de Fouldy-Wouthuysen) [158]. Il existe
aussi des transformations de Fouldy-Wouthuysen pour beaucoup de classes d’hamiltoniens
dans un champ extérieur [220-222], mais le probléme demeure non résolut dans la plupart
des cas. Afin de dépasser cette limitation Gosselin, Bérard et Mohrbach [12,13,198-200)]
ont formulé une nouvelle méthode de diagonalisation pour des hamiltoniens quantiques
a valeur matricielle qui est basée sur un développement en puissance de la constante
de Plank A qui est définie comme un parameétre. Cette méthode n’est pas limitée a des
Hamiltoniens de Dirac mais est applicable également & une grande classe des systémes
quantiques. Dans cette approche on s’appercoit que 'opérateur d’énergie diagonal et les
opérateurs dynamiques qui dépendent des termes de la phase de Berry forment une algébre
non-commutative. Une application pour ’électron de Dirac et une autre pour 1’électron

de Bloch sont considérées afin d’éclairer 'avantage de la méthode.

3.4.1 La formulation

Nous considérons un systeme quantique dont I’espace des états est un produit tenso-
rielle L?(R*)®V, ou V est I'espace interne. En d’autres termes, I’hamiltonien de ce systéme
peut étre écrit comme une matrice Ho(P,R) dont les éléments sont des opérateurs dé-
pendant des variables canoniques P et R , I’exemple le plus concret etant I’hamiltonien
de Dirac.

Le but de ce paragraphe est de décrire un processus de diagonalisation pour cet hamil-
tonien quantique Hj & valeur matricielle comme développement en série de puissances de
la constante de Plank h. Ce développement fournit des corrections quantiques & ’hamil-
tonien diagonalisé et donne la situation classique quand h = 0. Par diagonalisation, nous
voulons toujours dire trouver une transformation unitaire qui rend ’hamiltonien diagonal,
c’est-a-dire, que nous ne visons pas a trouver les valeurs propres, mais plutdt a dériver
la représentation diagonale de I’hamiltonien, qui est habituellement appropriées pour la
dynamique semi-classique. La constante de Planck 7 est remplacée par un parameétre o

afin d’établir une équation différentielle reliant ’hamiltonien diagonalisé & deux valeurs
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dictinctes de paramétre o : a et a + da. L’intégration de cette équation permet alors
de déterminer les différents termes dans le dévelopement du ’hamiltonien diagonalisé en
puissances de h.

Avant de décrire la méthode, on considére les trois propositions suivantes :

1- L’hamiltonien du systéme peut étre écrit comme une matrice d’'une certaine taille
Ho(P,R), qui est une matrice dont les coefficients dépendent de P et de R. L’exemple
typique est I’hamiltonien de Dirac libre.

2-On suppose que pour chaque valeur de «, 'hamiltonien H est exactement diagona-

lisable & l'intermédiaire d’une matrice U, (P,R) c.a.d.
UOl(PaR)HO(PvR)U;(PvR) (324)

3- Cette diagonalisation est bien conue pour o = 0, elle correspond au cas ot P et R
commute.

Nous considérerons maintenant o comme un parameétre arbitraire afin de trouver une
relation entre €,(P,R) et €,140(P,R). Mais pour faciliter le calcul de ¢,(P,R), nous
devons d’abord écrire I'hamiltonien Hy(P, R) ainsi que toutes les expressions faisant ap-
paraitre les opérateurs canoniques R et P, sous une forme symétrisée. Naturellement cette
symmeétrisation présentera des termes d’ordre i dus aux relations de commutation.

Nous considérons une diagonalisation pour un ordre « :
U.(P,R)Hy(P,R)U; (P,R) =¢,(P,R) si [P,R] = —i«a (3.25)
De la méme maniére pour un ordre o 4+ do on a :

Uaraa(P,R)Ho(P,R)U "

orda P R) = cqraa(P,R) si [P,R] = —ia + da (3.26)

Si on développe ’équation (3.26) au premier ordre en da, on a alors :

Eatrda(P,R) = Uy HoUT + da (0.UsHoU + Uy HoOuU) (3.27)
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Cette derniére expression nous donne

catda(P,R) = U HoU; +da (0,UsUjea(P,R) +£,(P,R)ULOUS)  (3.28)
= UsHoU; +£0(P,R) (0,UU; + Uy0,U; ) dav
+ [0.UsU7 20 (P, R)] dox

Essayons maintenant de développer le terme : 9,U,U; + U,0,U; . A partir de 'égalité
Usrda P, R)U ,,(P,R) =1 si [P,R] = —ia + da on déduit que

0o (Ua(P,R)U; (P, R) + Uy (P, R)0,U; (P, R)) (3.29)
Comme U,(P,R)U; (P,R) # 1 quand [P,R] = —iar + da. Alors on peut écrire
arda(P,R) = Uy HoUT + £0(P,R) [1 — U U7 [0.UUS e (P, R)da] (3.30)

Pour calculer U, HoU; on introduit des nouvelles variables p et r de tel sorte que [p,r] =
ido

A partir de ’équation (3.25) on a :
UsP+p,R+1)Hy(P+p,R+1)U; (P+p,R+r1r)=c,(P+p,R+r) (3.31)

avec

U P+p,R+1)U;(P+p,R+r)=1 (3.32)

Il faut noter que P + p et R + r forment un couple de variables canoniques pour com-
mutateur . Comme conséquence des relations (3.31) et (3.32), 'équation (3.30) se met

sous la forme

farda(P,R) = (P +p,R+r1)—U,(P,R)Hy(P,R)U: (P,R) (3.33)
~Uy(P+p,R4+r)Ho(P+p,R+1)U; (P+p,R+r)
+eo(P,R) [U,(P+p,R+1)U; (P +p,R+r) - Us(P,R)U; (P,R)]
+ [0.U(P,R)U (P,R), (P, R)] da
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En augmentant le développement au second ordre du terme de droite de 1’équation (3.33),

nous avons alors le résultat suivant :

atraa(P,R) = co(P,R)+ [0.U.(P,R)U; (P,R),2,(P,R)] da (3.34)
1
+5 {AfV g ea(P,R) + Vgeo(P,R)A% + ATV pe,(P,R)+} da
(1
+% {ivplsa(P, R)AM + [e.(P,R), Al Allda — [eo(P,R), ALY] Agl} do
d
- [AsymAgl’Rl ) 5a(P7 R)} + % {Asym {VPllega(Pa R)}}

1 .
+§vplsa(P, R) A% — U, Asym {Vp Vg, Ho(P,R)} U; (3.35)

L’operateur Asym a pour role de symétriser toutes les fonctions qui dependent des va-

riables R et P

1

Asym {EA(R)B(P) + —B(P)A(R)} _Lipe) amy

1
2 2 2

Apreés avoir écrire le terme a droite de I’équation (3.34) en termes des connections de

Berry définies par :

Al = U,(P,R)VRUT (P, R) (3.36)
Al = U (P,R)Vx U (P,R)

Péquation différentielle satisfaite par --¢,(P, R) se met sous la forme suivante :

%EQ(P, R) = [0.U.(P,R)U;(P,R),.(P,R)] + %AglVRlsa(P, R) (3.37)
+{+Vrea(P.R)AY + Al'Vpe (P, R) + Vpe (P, R)Al}
2 {[calP.R), AR AT — [2,(P R), A7) AR}
+% {AsymV pVrea(P,R)} — UsAsym {V 5V, Ho(P,R)U; }

—% [Asym AT e (P, R) — [ea(P,R), [Af, AlM]]] (3.38)

Nous pouvons séparer 1’équation donnant ’énergie (3.37) dans une une partie diagonale
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et une autre partie non diagonale de tels sorte que :

d
aaa(P,R) = P, [patrie droite de I’équation (3.37)] (3.39)

0 = P_ [patrie droite de ’équation (3.37)]

P, et P_ sont des projecteurs sur la partie diagonale et non-diagonale respectivement.

Ces deux équations sont complétées par la condition suivante :

8aUa(P,R)U,j(P,R)+Ua(P,R)@an(P,R)—%AsymA(’jl7Rl+(A§l’R’)+—% (AR AR] =0
(3.40)

Les trois équations (3.37) , (3.39) et (3.40) détermine alors, suivant la puissance de la
constante h, I’énergie du systéme quantique en question. En fait, I’intégration par apport
a h de 'équation (3.39) donne ¢, (P, R) a l'ordre n en connaissant toutes les quantités a
I’ordre n — 1. Par conséquent, le processus de diagonalisation est controlé ordre par ordre

dans le dévelopement en serie de la constante h.

3.4.2 L’approximation semi-classique

Dans cette section nous considérons la diagonalisation d’un hamiltonien au niveau
semi-classique ainsi que les équations du mouvement résultantes. En fait, ’approximation
semi-classique a récemment eu des nouvelles applications importantes en physique de so-
lide, notamment, les équations du mouvement indiquent alors une nouvelle contribution
due a la courbure de Berry. Cette contribution, appelée la vitesse anormale, modifie pro-
fondément la dynamique des particules. Par exemple, dans ’espace des impulsions 1'effet
Hall de spin dans les semi-conducteurs [44], qui peut étre interprété dans ce contexte.
De méme, la découverte expérimentale récente d’un monopole en P dans I’espace des im-
pulsions peut également étre d’une maniére élégante interprétée comme l'influence de la
courbure de Berry sur la dynamique semi-classique des électrons de Bloch [17,19].

L’équation (3.37) est suffisante pour déduire I’hamiltonien semi-classique, il suffit

d’écrire que €, = €9 + ae; , avec €y ’énergie diagonalisée a l'ordre zéro, on peut alors
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résoudre ’équation (3.37) en posant oo = h

c(P,R) = £(P,R)+h {A(?ZVRlso(P,R) +VRZEO(P,R)A§Z} (3.41)
i {Ag)lvpleo(P, R) + Vpeo(P, R)Ag’l} +
i

5P { [z—:o(P,R),Aéﬂ AR [sO(P,R),AOPl] A{fl}

Avec les notations : A} = Py [A]] Al = P, [Af] cette derniére expression peut

étre écrite sous la forme suivante :
ih
ca(p.r) = co(p, 1) + 5 Py { [eo(p 1), A | AT — [co(p.r), AL AT} + 0 (1) (3.42)

Ou on a introduit les opérateurs dynamiques projetés, qui sont les opérateurs de position
et d’impulsion covariants suivants : r = R+ ﬁAORet p= P+ ﬁAOP avec Al =i [UOV pU ] et
Al =i [UsVrUy| .La matrice Uy (P, R) est la matrice de diagonalisation pour Hy quand
les opérateurs sont supposés commuter et ’énergie qui découle est ¢,(P,R). Quand
P et R ne commutent pas, la matrice Uy (P, R) ne diagonalise pas Hy. Afin d’obtenir
les corrections a l’énergie a l'ordre semi-classique dii & la noncommutativité de P et
de R, nous devons calculer ¢;(P,R). A partir de ’hamiltonien diagonal, les équations
du mouvement peuvent étre maintenant facilement dérivées. Les équations d’évolution
doivent étre considérées, non pour la position et I'impultion habituelles, mais plutot pour
les variables projetées r et p. En fait, ces dernieres apparaissent naturellement dans le
processus de diagonalisation & I’ordre 4. Remarquons que leurs composantes ne commutent
pas :
[ri,7)] i) = ih* (Vp,Ar, — Vi, Ag,) + 1* [Ag,, Ag,| (3.43)
pi,p;] = iﬁ2@fjp = —ih? (VRZ.APJ. — VR].APZ.) + h? [Apj,ApJ
[pi,r;] = —ihéy; +ih*OY = —ihd;; — ih® (Vi Ar, + Vi, Api) + 1* [Ap;, Ag,]

En employant le formalisme hamiltonien, les équations générales du mouvement pour les
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variables r, p sont données par :

r = % [r,e(p,1)] +% [r, %i& {[e(p,r), Ar,] Ap, — [e(p,T), Ap] ARl}} (3.44)
p = % [p,e(p,r)] —i—% [p, %iPJr {le(p,1), AR,] Ap, — [e(p,T), Ap] ARZ}}

Le dernier terme dans chaque équation représente une contribution due a la magnétisa-
tion. Il est intéressant de noter que dans le cadre des électrons de Bloch dans un champ
magnétique, 'hamiltonien et les équations du mouvement précédentes ont été déja dérivés
avec un autre formalisme [7,180,181] et elles donnent exactement le méme terme de ma-
gnétisation indiquée dans ces articles. Cette méthode semble alors étre une prolongation
de [7,180, 181], cependant, elle semble étre plus pratique et plus générale, en offrant la

possibilité d’aller au dela du niveau semi-classique.

3.4.3 Application 1 : I’électron de Dirac

Pour appliquer notre formalisme précédant et montrer 'efficacité de la méthode de
diagonalisation, nous considérerons le cas d’un hamiltonien de Dirac dans le champ élec-
tromagnétique. La diagonalisation de cet hamiltonien est un probléme difficile qui a été
résolu seulement approximativement dans la limite non-relativiste. Une autre approche
consiste a diagonaliser 'hamiltonien & ’ordre semi-classique en utilisant la transforma-
tion approximative de Foldy-Wouthuysen [158]. La méthode de diagonalisation développée
dans ce paragraphe est la plus adaptée puisque elle permet de transformer ’hamiltonien
de Dirac en une matrice (2 x 2) diagonalisable par blocs (due au degré de liberté du spin).

Nous considéront alors ’hamiltonien de Dirac suivant :

Hy(P,R) = . (P — AR)) + Bm + V(R) (3.45)

ol « et 3 sont les matrices de Dirac
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avec 0; (i = 1,2,3) est la matrice de Pauli et 5 qui est définit par

10 0 0
01 0 0

B = (3.47)
00 -1 0
00 0 -1

Remplacant R par le parametre r, de sorte que nous puissions diagonaliser Hy (P, r) par

la transformation bien connue de Foldy-Wouthuysen

_ E+4+m+ pa. (P - A(r))
N 2E(E +m)

U (PF) (3.48)

on F = \/ (P — A(r))* + m? . Dans ce contexte, nous définissons la connexion de Berry

(non projetée) au premier ordre en 4 comme une matrice (4 x 4)

dy — iU U — i (P = A(R) PO +iBE(E +m)a; = B (2 x (P = A(R))),

2E%(E +m)
(3.49)
et
Apl - —ihUleU+ = leAk<R)ARk (350)
ou E dénotera maintenant la forme symétrisée de 1’énergie
E =/ (P—AR))® +m? (3.51)

Ici & Pordre zéro dans h, on peut considérer que P et R commutent. Les matrices de

spin X sont données par

)P (3.52)
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La méthode générale développée dans la section précédente nous permet alors d’ayoir un

hamiltonien diagonal

Hp = P[UHU*] =& (p, r)—i—%P [e(pr), A Api — £ (p.1), Api] A ]+ V() (3.53)

o & (p, ) est la matrice A1/ (p — A(r)® +m? et P [[2 (b, ), Ar] Apt — [£ (p,1), Api] Ap]
est la projection sur la partie diagonale. Dans ’équation (3.53) les opérateurs (p, r) sont les
variables dynamiques satisfaisant aux relations de commutations non canoniques (3.43).

En utilisant les expressions de la connexion de Berry, Hp peut étre récrit comme :

Hp=¢(p,r)+ P {—% [e(p,1) . UV U] ¥ UV p; Uﬁ @ + V(r) (3.54)

D’ailleurs, un calcul détaillé nous donne au premier ordre de & :

h3.B ﬁL'B
2K E

J2 |:_% [E (p’r) : UVP1U+] -5iijVPj U+:| Bkh(r) — ﬁ (355)

ou nous avons introduit le moment angulaire intrinseque semi-classique des particules

L =P x Ar avec Ag = P[Ag] = h% qui est la projection de la connexion de

Berry sur la partie diagonale. Par conséquent, I’hamiltonien & considérer est donné par

h¥.B L.B

HD:€(p7r)+ﬁ 2F ﬁE

+V(r) (3.56)

qui est 'hamiltonien déduit dans un autre formalisme [223].

3.4.4 Application 2 : électron de Bloch

Essayons maintenant de voir I'influence des termes de Berry en considérant un élec-
tron dans un réseau cristallin perturbé par la présence d’un champ électromagnétique
externe B. L’hamiltonien dans ce cas, est de la forme H = Hy — e¢(R), avec Hy qui est
la contribution magnétique et ¢(R) est le potentiel électrique. La difficulté principale
pour trouver la représentation diagonale est due au fait qu’en présence d’un champ élec-
tromagnétique, les opérateurs de translation 7' de réseau ne commutent pas [180,181] .

Afin de traiter ce probléme il est commode d’exprimer le champ magnétique total comme
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une somme d’'un champ constant B et d’une autre petite partie B(R) non-uniforme. La

partie magnétique Hy devienne alors :
p 2
Hy = <% +eAR) + eéA(R)) + V,(R), (3.57)

oi A(R) et JA(R) sont les potentiels vecteurs due au champ magnétique homogenes et
non homogenes respectivement, et V,(R) est le potentiel périodique. La grande partie de
champ magnétique B est choisie de tel sorte que le flux magnétique par cellule unité est
une fraction de flux quantique h/e. L’avantage d’une telle décomposition est que pour
JA(R) = 0, les opérateurs magnétiques de translation T(R;) = exp(iK.R;) sont des
quantités qui commutent, permettant alors de diagonaliser exactement ’hamiltonien et
de traiter JA(R) comme petite perturbation. L’espace d’état de I’électron de Bloch est
engendré par un vecteur de base |n,k) = |k) ® |n) , ou n correspont a un index de bande.
L’état |n, k) peut étre considéré comme un vecteur de base canonique tel que UT(K)|n) =
lun(k)) avec |u,(k)) qui est la partie périodique des ondes de Bloch magnétiques. Dans
cette représentation 'opérateur d’impultion K |n, k) = k |n, k) et opérateur de position
R = %, ce qui implique la relation de commutation canonique suivante : [R;, K;| = id;;.

Nous intéressons premiérement a la diagonalisation du I’hamiltonien donné par (3.57)
pour A = 0 par une matrice unitaire U(K) (dont I’expression précise n’est pas nécessaire
pour le moment) tels que UHU ' = E(K) —ep(URU ™), ou &,(K) est la matrice d’énergie
diagonale, avec n 'index de bande. Considérant alors que le quasi-moment est invariant

par action de U, (par exemple, k = UKU" = K ) l'opérateur de position devient dans

la nouvelle représentation da au fait que [R;, K] = i0;; :
r=URU* = R +iUdxU™. (3.58)

Dans ’approximation adiabatique, qui consiste & négliger des transitions d’inter-bande, on
doit projeter la coordonnée de position (I'opérateur de 'impulsion est diagonal et invariant
par construction) sur une certaine bande tels que le niéme opérateur de position d’intra-
bande r,, = P,(r) s’écrit r,, = R + A,.. La quantité A, = iP,(UdxU™") est la connexion
de Berry. On peut aisément montrer que ses éléments de matrice sont donnés par A, (k)

= 1(uy (k)|Ok|u, (k)), oit nous avons employé U™ (k)|n) = |u,(k)) avec |u,(k)) est la partie
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périodique des ondes de Bloch. L’inconvénient quand on considére ’approximation d’une

bande est que 'algebre des coordonnées devient non-commutative
[ri,rj] = 0" (k), (3.59)

avec ©Y(k) = 9" A7 (k) — &’ A'(k). Dans Papproximation d’une bande, ’hamiltonien total

avec un potentiel électrique est donné par :

P, (UHU*) = E(k) — eg(x). (3.60)

Maintenant, nous considérons ’hamiltonien en présence d’un champ magnétique ou la
perturbation dA brise la symétrie de translation. Dans ce cas, nous devons remplacer
K dans toutes les expressions par K = K —i—e%@.(}omme le flux de champ 6B sur
une plaquette n’est pas un multiple rationnel du flux quantique, nous ne pouvons pas

diagonaliser simultanément ses composants K; puisqu’elles ne commutent plus :
[K' K] = —iec”*§ By(R). (3.61)

Par suite de cette non-commutativité, nous visons juste a quasi-diagonaliser I’hamiltonien
a lordre semi-classique. Pour ce faire, nous remplagons U(K) par U <K) de sorte que les
connexions de Berry non projetées s’écrivent Ag, = iUV Ut et Ax, = Vg, 6AL(R)Ap, .

Ceci nous permet de définir 'opérateur de position intra-bande :
r,= R+A4,, (3.62)

et celui de 'impulsion :

k, ~ K —eA,(k,) x 0B(r,)/h+ O(h), (3.63)

avec A, = P,(UVgU") qui est la projection de la connexion de Berry sur la nieme
bande choisie. On peut facilement voir que les éléments de matrice A, peuvent étre ex-
primées comme A, (k) = i (u, (k)| Vi |u, (k)). Ce qui est tout & fait nouveau ici, est la
transformation sur Popérateur impulsion &, qui contient également une correction due

la connexion de Berry. L’hamiltonien peut donc étre diagonalisé par la transformation

101



U (K) + 4% [(Ag,, Ap|U (f{) plus une projection sur la niéme bande de telle sorte que :

p[u (R) o (K)] = e (&) - [0, 090 B 00w e
= &, (kn> — M(K).6B(r,)+O(12)

dB*(r)

UV, U [E(K), UV, U] e -

ot M(K) = P, (% [E(K), A(f{)] x A(K)) est la magnetisation orbitale (le moment ma-
gnétique orbital des électrons de Bloch) qui a été obtenue précédemment dans le cadre de

la dynamique pour un paquets d’ondes d’électrons de Bloch [7,180,181].

3.5 La substitution de Peierls géneralisée

L’approche semi-classique pour étudier le transport électronique, méme qu’il est ap-
proximatif, il peut étre précis & une certaine limite. On peut tirer profit de la simplicité
de la théorie semi-classique et de "appliquer pour étudier divers phénomeénes quantiques.
Parfois, la prévision de la théorie quantique effective simplifiée pourrait étre aussi précise
que la théorie quantique originale. Par exemple la quantification de Bohr-Sommerfeld pour
quantifier ’orbite de cyclotron prévoit avec succes les positions des niveaux de landau dans
les bandes magnétiques de Bloch [224]. Le formalisme semi-classique est aussi important
pour inclure des effets des termes de Berry. La phase de Berry se manifeste également
comme décalage de ’action classique, affectant ainsi les énergies des niveaux quantifiés, par
exemple, les niveaux de Landau. On peut appliquer une substitution généralisée de Peierls
rapportant les variables physiques aux variables canoniques, transformant la dynamique
semi-classique en pleine théorie quantique valide au premier ordre. Cette substitution est
essentielle pour la détermination de vraies équations du mouvement semi-classiques, ainsi
que la quantification de Bohr-Sommerfeld pour les niveaux d’énergie en présence d'un
champ magnétique, dont la généralisation implique de nouvelles structures de jauge liées
aux phases de Berry [214,225]. Ce paragraphe présente une étude détaillée de la quantifi-
cation semi-classique pour une particule quantique simple dans un champ magnétique, en
s’appuyant sur le cas des électrons dans un cristal et des électrons de Dirac [201]. Cette

description unifiée d’une particule dans un champ magnétique est basée sur la méthode
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de diagonalisation développée précédemment. Cette méthode a comme conséquence un
hamiltonien effectif diagonal en termes des jauges covariantes mais non canoniques, avec
des coordonnées non-commutatives. On montrera que la substitution de Peierls généra-
liste dépendant de la phase de Berry est nécessaire pour ’établissement des équations
du mouvement complétes [201] ainsi pour la quantification de Bohr-Sommerfeld pour les
niveaux d’énergie en présence d’'un champ magnétique. Par conséquent, il est clair que les
effets de phase de Berry en physique du solide n’est pas quelque chose facile a expliquer,
mais le concept est essentiel pour une compréhension logique de tous les phénoménes de

base.

3.5.1 La substitution de Peierls classique (1933)

Slater a rétabli I'intérét d’un théoréme da a Wannier qui permet d’étudier le com-
portement des électrons dans un potentiel périodique perturbé. Ce théoreme peut étre
énoncé comme suit : Sachant que ’énergie pour le potentiel périodique non perturbé en
fonction de la I'impulsion p est connue, et elle est donnée par Ey(p). Soit ep(r) le po-
tentiel perturbé, (par exemple, le potentiel d’'un champ électrique appliqué). Alors les
énergies permises F du probleme perturbé sont données approximativement en résolvant
I’équation

[Eo(—ihV) + ep(r)]| ¥(r) = EV(r) (3.65)

La question qui se pose est : quelles modifications qui sont nécessaires a introduire quand
un champ magnétique externe est également imposé. Ce probléme a été étudié et résolu
a un certain degré par Peierls, en liaison avec sa recherche sur le diamagnétisme des
électrons dans les métaux. La modification la plus simple compatible aux conditions de
'invariance de jauge serait obtenue en remplacant —iAV par —ihV—(e/c)A, ou A est le
potentiel vecteur de champ magnétique.

Afin de formuler ceci d’'une maniére détaillée, considérons le mouvement d'un élec-
tron dans un réseau cristallin placé dans un champ magnétique B constant. Si on part
d’un hamiltonien de I’électron dans un champ périodique U(r) dans la représentation des

coordonnées
2

H= 2p—m +U(r) (3.66)
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I'introduction d’un champ magnétique extérieur s’effectue de la facon suivante :
1 e \?2
H=_— <p - EA) +U(r) (3.67)

On peut établir la forme générale de la dépendance de ’hamiltonien par rapport au po-
tentiel du champ en se fondant uniquement sur les conditions de I'invariance des équations
par rapport au transformation de potentiel et des fonctions d’ondes telles que

e

A— A+ V][, \P—>\Pexp<%f> (3.68)

ou f(r) est une fonction arbaitraire des coordonnées.

Dans un champ faible le potentiel A(r) est une fonction lentement variable des co-
ordonnées. En vue de préciser le role que joue cette lenteur de la variation, considérant
d’abord le cas limite d’un potentiel constant A(r) = Ay. Le passage de A =0a A = Ay
est équivalent a la transformation (3.68) avec f = Agr; par conséquent, & la place des
fonctions propres initiales ¥y, = ug exp tkr le nouveau hamiltonien aura pour fonctions
propres gy exp { 1 (p + ﬁAO) r}. Il s’ensuit que pour conférer a la quasi-impulsion ’an-
cienne signification (celle d’une quantité déterminant la variation de la phase de la fonction
d’onde lors des translations) on doit poser K = p + eAy/hc. La quantité k ainsi définie
peut étre appelée quasi-impulsion généralisée. Les nouvelles fonctions propres s’écrivent
maintenant Wy, = us K _cA,/ne €XP tk7 et les valeurs correspondantes de 1'énergie de 1'élec-
tron sont égales a e5(k) = e5(p — eAg/hc). Nous pouvons affirmer maintenant que dans
le cas d’un potentiel A(r) lentement variable dans ’espace, les fonctions d’ondes d’ordre
zéros par rapport a l'intensité de champ seront de la forme U, = g k_cA(r)/ne €XP ik
On doit considérer maintenant les énergies ¢,(K —eA /hc) comme des operateurs formant
I’hamiltonien dans la représentation K. A la méme approximation on doit entendre par
r 'operateur r = é—i. Mais comme 'operateur % est diagonal par rapport aux indices
de bandes, I’hamiltonien est également diagonale. Nous arrivons ainsi a la conclusion que
le mouvement de I’électron dans un reseau soumis a ’action d’'un champ magnétique est

décrit par I’hamiltonien

H, =e4(K —e/hcA(r)),

our = iaiK [187]. A cette approximation il existe donc une analogie compléte avec le
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mode d’introduction du champ magnétique dans I’hamiltonien d’une particule libre dans

la représentation des impulsions.

3.5.2 La substitution de Peierls généralisée et les équations du

mouvement

Considérant un électron dans un champ uniforme B =V x A décrit par un hamiltonien
H(ILR) ou IT = P + ¢A(R) qui est I'impulsion covariante. En présence d'un champ

électrique externe p(R), on peut écrire ’hamiltonien sous la forme :
H(ILR) = Hy, (IT) + ¢(R), (3.69)

avec H,, (IT) est la contribution purement magnétique et p(R) est le potentiel électrique.

L’aspect de la connexion de Berry, dans le paragraphe précédent nous permet alors de
définir un hamiltonien diagonal et de trouver une représentation matricielle avec des élé-
ments diagonaux par block qui correspondent a des sous espaces pour déférentes bandes
d’énergie. Des corrections Quantiques sont alors introduites afin d’exprimer cet hamil-
tonien sous une forme diagonale. Cependant si nous limitons a I'ordre semi-classique (le
rayon de courbure de l'orbite est grand en comparaison & la longueur d’onde), les éléments

diagonaux de cet hamiltonien qui sont marqués par 'indice de bande n s’écrivent :
(Ha),,, = €n (7n) + ¢(r,) — ehM,,-B . (3.70)

Le terme ¢, () est 1’élément de matrice a ordre zéros (non perturbé), dans lequel des
variables classiques sont maintenant remplacées par les opérateurs quantiques 7, = Il +
hAm et r,, = R+hAj , ol nous avons défini la connexion de Berry comme la projection sur
la niéme bande d’énergie Az = P» [AR/H} de la matrice Ap/m = +i [UVH/RU+]. Dans
le cas magnétique, la connexion de Berry dans I’espace des impulsions a pour expression
suivante A = —eAgr x B.

Ceci nous fait penser a remplacer dans 'expression d’énergie (3.70) la substitution de

Peierls traditionnelle II = P + e;i(R) avec une substitution de Peierls généralisée par
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I'intermédiaire d’un moment covariant non canonique’ :
7w, =II — ehAr x B, (3.71)

qui inclue un terme supplémentaire di a la phase de Berry. Cette nouvelle contribution
a 'impulsion a été négligée avant, dans le travail d’Adams et de Blount [81] mais elle est
importante pour la détermination correcte des équations du mouvement semi-classique
d’un électron dans une bande magnétique de Bloch. Le dernier terme M - B de I’équation
(3.70) traduit le couplage entre le champ magnétique B et le moment orbitale M qui est

un vecteur définit par :.
1 h .
M (k) = 5Py (£, A] X A) = 5Py (A X A) (3.72)

I1 faut noter qu’il est plus pratique (particuliérement dans physique de solide [224]) d’écrire

les éléments de matrice des composants de M comme

o ihe* Z (A (Ar) i
2 i En — Em

ot nous avons employé le fait que : A, = L (en — €m) Anm

Le moment magnétique orbital M trouve une explication tres simple dans la descrip-
tion lagrangienne en utilisant le paquet d’ondes [7]. Contrairement & une particule clas-
sique, ce paquet d’ondes a une diffusion limitée dans ’espace réel. En fait, étant donné
qu’il est construit en utilisant une base incompléte des fonctions de Bloch; la taille du
paquet d’ondes a une limite inférieure non nulle [226]. Par conséquent, un paquet d’ondes
peut posséder en plus de mouvement de centre de masse une auto rotation autour de ce

centre, qui a son tour donne lieu & un moment magnétique orbital en plus de son mo-

!Lorsque 1'on étudie un électron dans un potentiel périodique en présence d’un champ magnétique, il
faut étre prudent dans la définition des divers moments. Tout d’abord, il y a le moment canonique qui
est 'impulsion P canoniquement conjugué a la position R. Deuxiémement, il y a le moment cristallin IT
défini par le théoréeme de Bloch en présence d’un potentiel vecteur, il est obtenu a partir de I'impulsion
canonique par un couplage minimal II = P + eA(R) (substitution de Peierls traditionnelle) et il est
directement relié a la quantité du mouvement en I’absence d’un potentiel périodique. Par contre le moment
covariant 7 (impulsion généralisée) qui décrit le mouvement complet de I’électron en présence du potentiel
géométrique de Berry et du potentiel vecteur électromagnétique, est exprimé par la substitution de Peierls
généralisée donnée par la formule (3.71).
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ment de spin 2. Nous soulignons que le moment orbital est une propriété intrinséque de la
bande. Son expression finale (3.15) ne dépend pas de la forme réelle et la taille du paquet
d’ondes et ne dépend que des fonctions de Bloch. Sous des opérations de symétrie, le mo-
ment orbital se transforme exactement comme la courbure de Berry. Par conséquent si le
systéme posseéde simultanément une symétrie de renversement du temps et une symétrie
spatiale, M est nul en général.

La connexion de Berry nous permet aussi d’introduire (en général) des courbures
naturellement non-Abéliennes 0,;(k) = Or;Aj— Or; A; + [Ai, Aj] (pour la simplicité nous
omettons maintenant des indices de bande). Les opérateurs de position satisfont alors a

une algébre non-commutative :

[, r7] = i0Y () (3.73)

Les moments covariants généralisés satisfont une algebre légérement modifiée par apport

au moment habituel par un terme de I'ordre B? qui peut en général étre négligé
[wi, 7rj] = —ieck By + ie2ePFIlQPE B, B, (3.74)

Les relations de Heisenberg entre les coordonnées et les impulsions [r, 7w/] = ihd;; est
également modifiée par :

[, 7] = ihd;; — e’ B,O" (3.75)

L’ensemble des relations de commutations non triviales indiquées par les équations (3.73),
(3.74) et (3.75) sont identiques a ce qui a été déduit dans d’autres travaux [216] dans
le cadre de 1’électron de Dirac en utilisant la transformation approximative de Foldy
Wouthuysen [158]. Ceci prouve qu'une structure commune est a la base de la quasi-
diagonalisation d’hamiltoniens quantiques généraux en présence des champs électroma-
gnétiques [12].

Elle s’avere que les équations (3.70) , (3.73) , (3.74) et (3.75) sont essentiels pour la

détermination des équations du mouvement semi-classiques avec les termes de Berry qui

21’aimantation apparait comme conséquence d’une structure interne, qui n’est pas liées au spin d’élec-
trons, mais plutot au pseudo-spin de deux bandes couplées. Comme le moment magnétique orbital est
un effet de transitions virtuelles a d’autres bandes. Dans le présent travail, nous négligeons le spin de
I’électron et donc ne discutons pas de I'effet Zeeman.
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s’écrivent en présence d’'un potentiel électromagnétique de la maniére suivantes :

. —i o .
r = ? r,H] = e hr x ©(m) (3.76)
k = % [, H] = —¢E —er x B (3.77)

ou £(mw) = € — ehM - B(m) est I’énergie de bande en absence de champ électrique et
O (k) = £*©7% /2 est la courbure de Berry d’un état électronique associée au mouvement
d’électron dans la n’®™¢ bande d’énergie. Comparé aux équations du mouvement semi-
classiques dévloppées dans les manuels standard [186], il ya deux nouvelles quantités
qui peut avoir des conséquences importantes. L'une est la courbure de Berry; il génere
une vitesse anormale 7 x O(7r) qui est analogue a la force magnétique de Lorentz i x B
donnée par I’équation (3.77) mais dans I’espace des impulsions en raison de la courbure de
Berry O(7r). Elle prend en compte l'effet de la vitesse moyenne des transitions virtuelles
a d’autres bandes m # n. En présence d’un champ électrique extérieur, cette vitesse
anormale est perpendiculaire au champ électrique appliqué et donne lieu a 'effet Hall
anormal. [’autre est la correction de 'aimantation a I’énergie de bande M-B, ce qui donne
I’énergie d’un électron de Bloch dans un domaine magnétique tel que £ = ¢ — ehM - B.
La correction a I’énergie de bande est ’énergie magnétique supplémentaire en raison de
couplage du moment magnétique orbital M au champ magnétique externe B. Elle est
étroitement liée a I'aimantation dans un solide. Cette aimantation orbitale modifie le
spin de I’électron et est a 'origine du facteur g anormale dans la physique de la matiére
condensée °.

Notre approche indique d’abord que 'opérateur 7 est en fait un opérateur d’impulsion
généralisé qui est remplacé par la substitution de Peierls généralisée, et en second lieu, que
les équations du mouvement ne sont pas limitées aux électrons de Bloch dans un champ
magnétique mais sont valables pour tout systéme physique décrit par un hamiltonien éva-
lué par une matrice arbitraire de la forme H(R,II) = H,,(II) + ¢(R). En particulier
elles sont également valables pour des particules de Dirac se déplacant dans un champ
électromagnétique. Dans les solides, pour des cristaux avec une symétrie d’inversion spa-

tiale et d’inversion du temps simultanée, la courbure de Berry et le moment magnétique

3Ceci explique pourquoi dans la théorie des électrons relativistes de Dirac, ’électron a un spin [2] .
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disparaissent dans toute la zone de Brillouin [7,180,181]. C’est le cas pour la plupart des
applications dans la physique solide, mais il y a des situations ot ces symétries ne sont pas
simultanément présentes comme dans GaAs, ot la symétrie d’inversion est brisée, ou dans
les matériaux ferromagnétiques, qui brisent la symétrie d’inversion de temps. De la méme
maniére, la présence d'un champ magnétique fort dans les bandes magnétiques de Bloch
brise les symétries d’inversion de temps. Dans tous ces cas les propriétés dynamiques et de
transport doivent étre décrites par les équations du mouvement données par les formule
(3.76) et (3.77).

Ces équations sont d’abord dérivées avec un formalisme lagrangien [7,180,181] décrit
dans le paragraphe précédent. Ensuite, elles sont développées dans un autre contexte
en utilisant la dynamique Galiléenne exotique [227,228]. Une version relativiste pour les
particules de Dirac a été aussi introduite par d’autres auteurs [223,229]. Ce formalisme
a été reproduit pour le transport de la lumiére dans les cristaux photoniques [63], ou
les effets de la phase de Berry associés sont vivement exposées dans des expériences.
Dans différentes situations physiques, la phase de Berry qui modifie les équations du
mouvement entraine de nouveaux effets comme ’effet Hall de spin d’un électron de Dirac
dans un champ électromagnétique [199] ou Deffet Magnus de la lumiére se propageant
dans un milieu non homogene [60,61,230] ; ce qui a récemment donné lieu dans le cas du
photon a une extension de 'optique géométrique dite « geometrical spinoptics>».

Une grande partie de notre intuition sur le transport électronique est dérivée de I'image
semi-classique qui montre que les électrons se comportent presque comme des particules
libres en réponse a des champs extérieurs a condition qu’on utilise I’énergie de la bande a
la place de la dispersion d’une particule libre. Pour cette raison, les premiéres principales
études des propriétés électroniques sont de cette nature. Nous constatons alors que, tout
comme ’énergie de Bloch £(7), la courbure de Berry O(7r) et le moment magnétique
orbital M sont des quantités intrinseéques des bandes d’énergie (non induites par le champ
appliqué). Ces trois quantités complétées par la substitution généralisée de Peierls , sont
les grands piliers de la théorie des bandes. Contrairement & 1’énergie de Bloch qui a été
développée depuis longtemps, les autres quantités sont relativement nouvelles, mais leur

importance devrait augmenter avec le temps.

109



3.5.3 Les variables canoniques

La dérivation des variables canoniques est une maniére alternative de quantifier une
théorie classique est d’introduire des variables de position et d’impulsion qui satisfont au

crochet de Poisson suivants :
{z;,z;} =0 {z;,pj}=90;; e {pi,Dj} =0 (3.78)
Ceci signifie également qu’ils vérifient les relations de commutation :
Zi,z;]=0 , [Z;p;] =1thé;; et [pi,pj] =0 (3.79)

Les paires complémentaires (T,k) sont des variables canoniques si leurs équations du

mouvement sont de la forme canonique :

. O€

o€ e
- 5

= (3.80)

et 1_)
Les quantités r et 7 qui sont données par les équations (3.76) et (3.77) décrivant le
mouvement des électrons ne sont pas des variables canoniques puisque leurs équations du
mouvement ne vérifient pas la forme ci-dessus. Ceci est dii principalement aux potentiels de
jauge de Berry A, et le potentiel electromagnétique ;&(R) , qui produisent une dynamique
compléte pour les électrons. Basé sur ces relations de commutation, ces variables peuvent
étre écrites explicitement en utilisant la représentation des opérateurs différentiels ou la
représentation des matrices. Cependant, afin de quantifier la théorie, on doit trouver des
variables canoniques qui doivent vérifier les crochets de Poisson.

Par exemple, les variables dynamiques 7 et r données par les équations (3.76) et (3.77)

leurs crochets de Poisson ne sont pas de la forme canonique [10,61,196].

{ri,rj} =75y (3.81)
{’I“i, 71']'} = 5ij + €Ble/’7 (382)
{m;,m;} = —e"" By /v (3.83)

avec v =1+ eB - Q(k).
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Afin d’effectuer la quantification canonique, commencons par deux cas spéciaux. Le
premier est un électron de Bloch dans le solide avec la courbure de Berry nulle sous
I'influence d’un champ magnétique (2 = 0, B # 0).

Dans ce cas, les équations (3.81) , (3.82) et (3.83) se réduisent a

{7"7;,7"]'} =0 (384)
{rimj} = 4y
{7T,L',7Tj} = —EijkBk

Evidemment, si on assume que ™ = p + eA(R) et on exige a r et p d’étre des variables

conjuguées canoniquement, alors la version quantifiée de la formule (3.83) peut étre vérifiée
{pi,pi} =0

C’est la substitution familiére de Peierls [187].

Dans le deuxiéme cas, on considére un systéme avec la courbure de Berry mais sans
champ magnétique (€2 # 0, B = 0). Dans ce cas encore, nous avons 7 = 1. Maintenant
le role des variables r et  dans les relations de commutation est renversé, les variables

d’imputions commutent alors que les coordonnées ne commutent pas

{ri,r;} = &7y (3.85)
{rimj} = 4y
{71'@',7'(']'} = 0

On peut appliquer une substitution de Peierls mais cette fois-ci pour les variables de
position et écrire que r = R + A(mr). Alors, il n’est pas difficile de voir que la relation de

commutation (3.81) est satisfaisante.
{RiR;} =0

Apres la quantification canonique, r devient % dans la représentation de quasi-impulsion.

Dans le travail de Blount [189], 'opérateur de position r dans 'approximation d’une-bande
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acquiert une correction, qui est la connexion de Berry A. Par conséquent, la variable r
peut étre identifié avec I'opérateur de position projeté PRP. Quand B et €2 sont diffé-
rents de zéro, 'application de la substitution de Peierls pour les deux variables r et o
simultanément de la méme maniére que précédemment ne donnent pas les relations de
commutation canoniques correctes, ceci est due, principalement, en raison du facteur non
trivial 7. Généralement des variables canoniques exactes ne peuvent pas étre trouvées
facilement. Méme si on peut toujours avoir des paires canoniques dans un formalisme ha-
miltonien, qui est garanti par le théoréme de Darboux [231], dans la pratique, cependant,
les trouver peut ne pas étre une tache triviale. Il est alors constaté que la dérivation d’un
hamiltonien semi-classique présente quelques difficultés en présence de termes de phase
de Berry. En effet, comme il a été indiqué dans [7], ce calcul nécessite la connaissance des
relations de commutation canoniques entre 7. et k. (une procédure de re-quantification),
mais ces relations ne peuvent étre trouvées a partir de formalisme de Lagrange.

C’est la substitution généralisée de Peierls
mw=1II-chAr x B avec 1t =R+ hAg (3.86)

introduites dans le paragraphe précédent avec la connexion de Berry Ag et le potentiel
de jauge électromagnétique K(R), qui meénent aux relations de commutation canoniques
valables & ’ordre linéaire du champ magnétique B et de la courbure de Berry 2 . En effet,
le raccordement entre les variables canoniques et les variables dynamiques se fait de la

maniére suivante :
p=m—cA(r)+echAy x B et R=r—-hAg

ou p et R sont maintenant des variables canoniques. L’hamiltonien (3.69) est exacte
et représente 1’évolution de particules dans ces nouvelles coordonnées. Il est encore non
diagonale, toutefois cette non diagonalité est maintenant entiérement contenu dans le
potentiel de la jauge Ap et K(R)

Une raison plus profonde pour la modification de la densité d’état dans le travail
de Xiao [10] trouve maintenant une explication simple dans la mécanique quantique

non-commutative. L’origine de la densité d’état D(r, k) avec w = hk, est alors évi-
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dente [198]; la forme du volume exact dans I’espace des phases (r, k) doit inclure le jaco-
bien D(r,k) = (14 (£)B- ) de la transformation des variables canoniques (R, p) aux
variables dynamiques (r, ). La densité d’états modifice D(r,k) = (2m)"% (1 + (£)B - Q)
introduite par Xiao [10] afin d’assurer la validité du théoréme de Liouville nous dit que
I'élément de volume D(r,k)ArAk a un nombre d’états quantiques constant et il doit
étre utilisé pour calculer les valeurs moyennes des observables obtenus par intégration sur
I’espace des phases. Nous devons comprendre bien que les coordonnés r et 7w peuvent étre
remplacées par d’autres canonique R et p , mais peut-étre moins apparentes physique-
ment. Pour ces variables canoniques la densité d’états s’écrit (277)~¢ et les mémes valeurs
moyennes peuvent étre obtenues par 1’évaluation directe de l'intégrale de 1’élément de
volume ARAp . En conséquence, et en comparant les équations (3.76) et (3.77), nous
pouvons conclure que les variables r et k correspondent aux variables de centre du paquet
d’ondes r, et le vecteur d’onde moyen k. dans la réference [10]. Une autre maniére de la
description hamiltonienne est I'introduction de la structure symplectique non-canonique
(crochets de Poisson) sur I'espace des phases pour les variables covariantes [11,196,197].
Une telle structure symplectique permet de définir le vrai volume dans I’espace des phases,
qui satisfait au théoreme de Liouville. Evidemment, les différentes approches sont équi-

valents les uns aux autres et ne représentent que des formalismes différents.

3.6 Quantification de Bohr-Sommerfeld :

Au mouvement classique de 1’électron dans un métal en présence d’un champ ma-
gnétique décrivant une trajectoire fermée dans ’espace des impulsions correspond dans
I’espace ordinaire un mouvement cyclotron dans le plan orthogonal & la direction de champ
appliqué B. Géométriquement cette trajectoire est I'intersection de la section de la surface
iso-énergétique (surface d’énergie constante) (k) = const par un plan perpendiculaire au
champ magnétique [224]. Sans quantification, la taille d'une orbite® est déterminée par

I’énergie initiale de ’électron et peut étre modifiée par continuité. En passant a la théorie

*La situation est analogue & la transformation jacobéenne entre les intégrales d'une fonction dans R3
effectuée par exemple entre les coordonnées cartésiennes et les coordonnées sphériques

5L’orbite est un contour d’énergie sur la surface de Fermi. Sa taille peut changer en permanence en
fonction de I’état initial de ’électron.
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quantique %, cela donne lieu & des orbites cyclotron quantifiés et conduit a ’apparition
de plusieurs niveaux d’énergie discréte pour chaque valeur donnée de la quasi-impulsion
longitudinale (niveaux de Landau). Ces niveaux sont déterminés par la condition de la
quantification semi-classique de Bohr-Sommerfeld sous la forme suggérée par Onsager
pour les électrons de Bloch [232]. Onsager a été le premier a donner cette condition pour

une orbite fermée et sans la correction de la phase de Berry qui s’écrit :
$PdR = 27h(n + 1/2) (3.87)

L’intégration de I’équation (3.87) nous permet de définir une section de 'orbite Sy(e, k)
ou l'intégrale est prise sur une trajectoire fermée de ’espace k. Cette intégrale n’est autre
que l'aire embrassée par la trajectoire c’est-a-dire l'aire Sy de la section de la surface

iso-énergétique par le plan k, = const avec z est la direction du champ magnétique :

2meB

Sole, k) = (n+1/2) (3.88)

Physiquement la quantification d’Onsager est Similaire au modeéle de I’atome de Bohr
[2]. Elle précise que la phase totale ¢, de la fonction d’onde semi-classique, accumulée par
un électron autour de son orbite cyclotron est la somme de trois contributions qui doit étre
des multiples entiers de 27. Ces contributions sont : la phase de Broglie spatiale k x 27r, la
phase d’Aharonov-Bohm —eB x 772 /11 et la contribution —7 due & I'indice de Maslov [233].
Les deux premiers termes sont classiques. La phase de Broglie est juste la phase accumulée
d’une onde plane sur une trajectoire de longueur 27r. La phase d’Aharonov-Bohm vient
du fait que I’électron entoure une région ou le flux magnétique ® est non nul. Cette
phase peut étre considérée comme une phase de Berry due a la courbure magnétique dans
I’espace réel. Par contre, le dernier terme est la premiére correction quantique a I'action
classique , il apparait a 'ordre h et représente des effets ondulatoires. La contribution
de Maslov provient de deux caustiques sur 'orbite cyclotron [234], chacun contribuant
d’un facteur —m/2. Ces caustiques 7 représentent des singularités dans la fonction d’onde

semi-classique, ou la densité de probabilité diverge et la phase accumule une somme

6Dans le cas semi-classique la notion de trajectoire de 'électron conserve son sens et la méthode de
quantification est un moyen de sélectionner les états quantiques permis d’un continuum d’états classiques.
"Les caustiques ne sont pas les propriétés d’une seule orbite, mais d’une famille d’orbites classiques.
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supplémentaire d’un facteur —m /2. Avec la collection de ces trois termes, on aboutit a
I'équation (3.88).

Roth [14] a ajouté une correction a la régle de quantification d’Onsager sans ’appeler
une phase de Berry pour la raison évidente que celle-ci a été découvert beaucoup plus
tard. Il a montré alors que la quantification semi-classique pour ’énergie d’un électron de

Block dans un champ magnétique est de la forme :

2meB

S(e, k,) = ﬁ

(n+7) (3.89)

La quantité v est appelé un décalage de phase (0 < 7 < 1) et elle n’est pas donnée par
la reégle de quantification semi-classique d’Onsager. La détermination précise de v exige
d’inclure des effets ondulatoires et donc d’ajouter des termes d’ordre A dans I’expansion
semi-classique. Pour des électrons libres, et pour une seule bande d’électrons de Bloch (non
couplé), v = 1/2 en raison de la présence de deux caustiques sur 'orbite de cyclotron [234].
Une relation entre le décalage de phase v et la nature des fonctions d’ondes de Bloch a été
obtenu par Roth. il a constaté que v pouvez dépendre de l'orbite cyclotron C' et qu’elle
peut étre lie & une quantité I' qui est identifié plus tard par Wilkinson [234] comme une

phase de Berry acquis par 1’électron de Bloch pendant une orbite cyclotron C' :

1 IO
C) = = - — : 3.90
VOV =1 +15=5 (3.90)
ou vy = % est la contribution des indices de Maslov et v, = 1;—? qui est due a la phase

de Berry. De cette fagon, I’équation (3.88) devienne :

27reB( +1_F(C)
R 2m

S(e,k.) = ) (3.91)

Comme les niveaux d’énergie semi-classique des électrons constituent la base de ’ana-
lyse des phénomeénes d’oscillation dans les métaux [235,236] et comme ils sont exprimés
par la constante v induite par la régle de quantification (3.89), la phase du Berry doit
se manifestée dans un certain nombre d’effets physiques bien connus (par exemple, 1'ef-
fet de Haas-van Alphen et l'effet Shubnikov-de Haas) [235] et, par conséquent, peut étre
détectée expérimentalement. Cependant, cette phase est généralement ignorée dans les

expériences. Il est admis [235,236] que v = 1/2 qui est couramment utilisée en décrivant
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les phénomeénes d’oscillation dans les métaux, en ’absence de la rupture magnétique, et
par conséquent la phase ne contient pas d’informations essentielles sur la structure de
bande d’un métal. Alors il semble utile d’examiner la quantité I'(C') afin de lui donner
une forme explicite en termes de la phase du Berry. Pour se faire, nous allons introduire
tout d’abord quelques approximations [224].

1- Nous considérerons que les orbites pour lesquelles les probabilités de transition
d’inter-bandes magnétiques sont négligeables. En effet, le mouvement semi-classique im-
plique une faible probabilité de rupture magnétique c’est-a-dire une variation par saut de
I'impulsion de ’électron qui passe d’un contour sur un autre®. Si on néglige cette proba-
bilité, ’électron se meut sur un seul contour d’une section de la surface iso-énergétique.

2- Nous nous limitons aux grands nombres quantiques : la condition de quantification
semi-classique peut étre corrigée par l'introduction d'une correction se réduisant a l’ad-
jonction aux grands nombres quantiques. Pour déterminer cette correction il faut analyser
le mouvement prés des points d’arrét limitant le domaine d’intégration.

3- On doit encore tenir compte du caractére approché de ’hamiltonien. Si le réseau
possede un centre d’inversion, les corrections a I’hamiltonien sont quadratiques par rapport
a l'intensité du champ et n’affecte pas la condition (3.88). Mais s’il n’y a pas de centre
d’inversion les corrections & ’hamiltonien sont linéaires par rapport au champ magnétique
B. dans ce cas le terme correctif 1/2 dans ’équation (3.88) perd tout son sens.

4- Nous négligeons l'effet du spin. Si on tient compte du spin de I’électron, chaque
niveau doit se séparer en deux composantes ou 'interaction spin-orbite léve la dégénéres-
cence pour un cristal possédant un centre d’inversion. De ces fait les nivaux de Landau
doivent subir un certain étalement.

Apres avoir montré la nécessité de la substitution généralisée de Peierls pour la dé-
termination des équations du mouvement semi-classiques, nous étudions maintenant la
pertinence de ce nouveau concept au niveau de la quantification semi-classique des ni-

veaux d’énergie pour un mouvement d’électrons dans un champ magnétique uniforme,

8La probabilité de transition d’une trajectoire & une autre est naturellement grande si ces trajectoires
sont anormalement proches I'une de 'autre. C’est ce qui se produit si la trajectoire passe prés de lieu
d’intersection de deux nappes de la surface iso-énergétique (prés du point de dégénérescence).
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sans potentiel électrique ¢(r) = 0, de sorte que les équations (3.76) deviennent :

1 o€
r = —— [ — 3.92
' 1 — ehBO (871') (3.92)
: —el o€
= —[—xB|.
T T 1_enBO (871' 8 )
Pour une raison de simplicité, on suppose que le champ magnétique B est dirigé dans la
direction z. L’énergie est alors donnée par €& = go(k) — M, () - B. En conséquence, les

orbites remplissent la condition & = const et m, = const. La quantification semi-classique

des niveaux d’énergie peut étre faite selon la régle de quantification de Bohr-Sommerfeld
fPLdRL =2rh(n+1/2), (3.93)

ou P, est 'impulsion canonique dans le plan perpendiculaire & I’axe défini par 7, = const.
L’intégration étant étendue a la période de mouvement et n étant un nombre entier positif
supposé grand. Il est plus commode de choisir la jauge gy = BX, gx = gz = 0. Dans
cette jauge, on a m, = P, = const et nous choisissons I'impulsion covariante habituelle
II, = P, + eBX. Lorsque le mouvement a lieu dans un champ magnétique homogene,
I'invariant adiabatique est indépendant de choix du potentiel vecteur. Par conséquent la
coordonné X est une variable cyclique et de ce fait la composante de la quasi-impulsion
généralisée se conserve. Comme BX = B(zx — hA,), 'impulsion covariante généralisée
définie de telle sorte que 7, = II,, + ehBA, devient 7, = P, + eBx qui est formellement
la méme relation que celle entre les variables canoniques, sauf maintenant qu’elle est
fonction d’un nouvel opérateur d’impulsion généralisé. Cette relation avec les équations
du mouvement données par (3.92) nous permet d’écrire Py = 7y, — eBx = 0 avec P, qui
est une constante de mouvement de sorte que ¢ P,dY = P, § dY = 0 et 'équation (3.93)

devient simplement :

74 P,dX =2rh(n+1/2). (3.94)

Cette intégrale n’est autre que 'aire embrassée par la trajectoire, c’est-a-dire 'aire S
de la section de la surface isoénergétique. Maintenant en introduisant la définition de

I'impulsion généralisée P, = 7, + ehA,B et la différentielle de I'opérateur canonique de
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position dX = dz — hdA, = ©2 — hdA,,, la condition de Bohr-Sommerfeld (3.93) s’ecrit :

eB

1 1
%ﬂ'xd’ﬂy = 2wheB (n + 3~ 5 7{ AJ_dﬂ'J_) , (3.95)

ou l'intégrale est maintenant pris le long d’une trajectoire fermée I" dans l'espace des
impulsions 7 et % $ A dm | = ¢ est la phase de Berry pour 'orbite I'. Il est intéressant
de voir qu’en termes de I'impulsion covariante habituelle (substitution de Peierls) nous

avons a la place de ’équation (3.95) la condition :
%deﬂy = 2rheB (n+1/2). (3.96)

L’intégration dans I’équation (3.95) nous permet de définir une section de 'orbite Sy(e, 7,)
qui est U'intersection d’une surface d’énergie constante e (7) = const avec le plan 7, =
const. Par conséquent la condition donnée par 1’équation (3.95) détermine implicitement
les niveaux d’énergie ¢, (7).

Calculant maintenant la section So(E,7,) = So(e — eAM,B,7.) =~ Sy(e, 7,) + dS, avec
dS = ¢ drdm, le secteur de Panneau entre la surface d’énergie constante € = const et
la surface extérieur € + de avec de = —ehM.B, ou dk = /dr2 + dr2 est une longueur

élémentaire de I'orbite. Comme dS peut étre écrit ;

dedk M.dk

dS=¢ —— =—ehB ¢ ———— 3.97
0e/om,| ¢ 02 /0m | (3:97)
ou l'intégrale est défini sur toute ’orbite I', on a finalement :
1 1 [ M, (m7)dk
So(E,m,) = 2mheB ——pg—— P ——— | . 3.98
0( 77T) mhe (n+2 QSB o \05/8711\) ( )

Il est plus pratique d’écrire sous la forme So(E,7,) = 2mwheB (n + «y) définissant ainsi le

coefficient :
1 1 M. dk
D= g, — — ¢ 3.99
13T 0 P lojomy) (3.99)
Ce dernier peut étre écrit sous une forme différente
1 1 [[VxA+M], dr
- z 3.100
TT9T Ton 7{ B3N (3-100)
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avec v=0¢/0m. L’équation (3.100) est une généralisation d’un résultat trouvé par Roth
[14] et Falkovskii [15, 16], dans le contexte spécifique des électrons de Bloch dans un
champ magnétique. La relation avec la phase de la Berry a été faite plus tard par Mikitik
et Sharlai [237]. Dans les articles [14] et [237], le terme [v x A+ M], a été écrit comme
%73” [(% + v) X .A] ou v :% + hA est Vopérateur de vitesse apres projection sur une
bande, et II = mR, est une relation valide seulement pour un hamiltonien dont I’énergie
cinétique est de la forme I12/2m. Par conséquent I’équation (3.98) est plus générale et a
un plus large champ d’application, car c¢’est un résultat général qui s’applique pour n’im-
porte quel genre de systéme simple de particules dans un champ magnétique, y compris
des électrons de Bloch et de Dirac. D’une maniére primordiale, la condition de Bohr-
Sommerfeld que nous avons introduit est une conséquence de la substitution généralisée
de Peierls [201].

Pour les électrons de Bloch, la jauge de Berry A (k) est abélienne (un opérateur sca-

laire) qui s’écrit en termes de la partie périodique des ondes de Bloch |u,(k)) comme :
A() =i (un (k)| O Jun (K)) (3.101)

ou k est le moment généralisé (k = m/h) . L’application de Iéquation (3.98) pour la
trajectoire des électrons dans un cristal avec l'inversion de la symétrie spatiale et du
temps, o ® et M sont nulles dans la zone de Brillouin, a été étudiée par Mikitik et
Sharlai [237]. Mais ces auteurs ont également précisé le fait que la phase de Berry est
déférente de zéro quand 'orbite de I’électron entoure la ligne de contact entre les bandes
d’'un métal, réellement &5 = +1/2. En conséquence, dans ce cas v = 0, au lieu de
v = 1/2 qui est utilisé généralement en décrivant l'effet d’oscillation dans les métaux [186].
Comme application simple de I’équation (3.98), considérant un cristal avec une symétrie
d’inversion spatiale, et ou la surface de Fermi est une ellipsoide de révolution caractérisé
par les deux masses effectives, une masse transversale m, et ’autre m; longitudinale. Dans
ce cas, les niveaux d’énergie peuvent facilement étre déduits. Puisque £ = h? (i + K—§>

2m 2my

et la surface Sy(€, K,) est un disque d’un rayon k? = 2m (8 JR% — %) de sorte que les

Bh 1\ #K?
&, =" <n+ —> + =, (3.102)

niveaux d’énergie

m 2 2ml

coincident réellement avec les solutions exactes puisque les niveaux d’énergie d’un oscil-
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lateur harmonique conservent leur forme pour des grand nombres quantiques n.

Nous considérons maintenant ’hamiltonien de Dirac H = « - IT 4+ Sm en présence
d’'un champ magnétique uniforme, avec « et 5 sont les familiéres matrice (4 x 4) de
Dirac. La diagonalisation semi-classique s’effectue par une projection sur un sous-espace
d’énergie positive, menant ainsi a des matrices (2 X 2) qui décrivent 'opérateur d’énergie
& =¢ — ehM.B avec ¢ = V7% + m?. Le moment magnétique est donné par M = Z — %,
ou L = wx A représente le moment angulaire orbital intrinseque [12,223]. 1l s’avére que

pour 'hamiltonien de Dirac, le moment magnétique peut également étre exprimé comme

M = €0, avec une courbure qui est donnée par la matrice [12,223] :

1 (0'.71')71'} | (3.103)

O =35 [m”H—m

ot o sont les matrices de Pauli. La connexion de Berry est définie comme A=i (+, 7| O |+, 7)
ol |+, 7) est un spineur a deux composantes du sous-espace d’énergie positive . Dans le
but de calculer les niveaux de landau comme application de I’équation (3.98), on considére
que le champ magnétique B se dirige dans la direction z de sorte que 7, = P, = const.

2

Puisque la section Sy(e,p,) est un disque de rayon w2 = &2 — m? — P2, I’application de

'équation (3.98) consiste a remplacer ¢ par £ dans 72 de sorte que nous ayons
So(E,P.) =7 (2 —m® — P2, (3.104)
qui donne la quantification semi-classique des niveaux d’énergie de Landau par la relation ;

(3.105)

1 1 M,dk
5 )

£2 —m? — P? = 2heB Sy —
n = N ‘ (n—l— & 2 | |0e/0m |

TXOT

Maintenant, & partir de la connexion A = on peut déduire la phase de Berry qui

2e(e+m)’
s’écrit :
T m P?
__r AT 3.106
05 2+T(25+26(6+m)>’ ( )

ou & = +1/2 sont les valeurs propres de la matrice de Pauli o,. Cette phase est la

P2

—25(Eim)) non-topologique. La

somme d’une partie topologique —% et d’une autre & (% +
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contribution du moment magnétique donne le terme :

1 M.dk m P?

il " - =2 3.107

zwfu%m¢ﬂ T(%+2d€+m0’ (8-107)
qui annule exactement la partie topologique ¢ 5. Ce qui nous permet alors d’écrire finale-

ment :

en=E, = \/m2—|—2hBe (n+%+%) + P2. (3.108)
Elle s’avere dans cet exemple que la quantification d’énergie semi-classique coincide égale-
ment avec le résultat exact. On s’attend d’habitude a ce que la phase de la Berry (excepté
pour les particules de Dirac massives) prenne une valeur topologique &5 = +1/2, par
suite de la dégénérescence de bande pour une impulsion nulle [1,208]. Ce n’est pas le cas
ici parce que le champ magnétique léve cette dégénérescence et que P, n’est pas nul en gé-
nérale. Mais la contribution de moment magnétique compense exactement la contribution
de la phase de Berry non-topologique [201]. Cette récompensassion peut étre facilement

compréhensible a partir de expression (3.100) pour le coefficient . En effet, a partir de

I’égalité :

b= (3.109)

[VXA—}—M]Z:{WXA] r L, 7

€

on montre que :

+-=0ou 1. (3.110)

N| —
|

’y:

Pour un systéme de Dirac bidimensionnel on s’attend & ce que le moment magnétique
pour les particules sans masse disparaisse exactement, et que la phase de Berry prend la va-
leur topologique &5 = £1/2. Le mouvement d’électrons dans le graphéne est une situation
physique intéressante qui illustre cette affirmation. En effet, le graphéne bidimensionnel
est une structure qui se cristallise dans une structure en nid d’abeilles avec la symétrie
d’inversion d’espace et de temps, de sorte que M = 0. La zone de Brillouin hexagonale a
deux points de Dirac distincts dégénérés marqués par 7 = £1 ou les bandes de conduc-
tion et de valence se réunissent et les excitations électroniques se comportent comme les

fermions relativistes sans masse, de sorte que @5 = +1/2 et par conséquent [238] :

£, = i\/QheB (n + % + g) . (3.111)
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Cependant I’état fondamental n’est pas dégénéré et il y a seulement une possibilité pour
le réaliser (n =0 et 7= —1).

Les niveaux de Landau des électrons dans le graphéne ont d’abord été obtenus par
McClure [239], dans un cadre purement quantique, il a montré que 7 = —1 et a prédis
le nouveau comportement du graphéne. Mikitik et Sharlai [237] ont pu montrer aussi
que cette valeur de &5 peut étre attribuée a une phase de Berry, qui annule exactement
la contribution de Maslov. Cette phase de Berry est en fait la phase qui apparait dans
I’espace de Hilbert lors de la rotation d’un bi-spineur d’un angle de 27 dans I’espace réel.
La conclusion est que &5 = —1/2 dans le graphéne et cette valeur qui a été observée
expérimentalement dans l'effet Shubnikov-de Haas et U'effet Hall quantique [68,240,241].

En résumé, la méthode de diagonalisation que nous avons introduite meéne a un hamil-
tonien effectif diagonal en termes de coordonnées non-commutatives. Les variables dyna-
miques habituelles sont alors remplacées par des variables généralisées (covariantes) qui
sont fonction d’un champ de jauge induit par la phase de Berry. Cette non-commutativité
implique automatiquement des équations du mouvement modifiées par une vitesse anor-
male qui est responsable de I'effet Hall anormal. Nous avons ainsi pu prédire de nouveaux
effets, comme la nécessité de remplacer la fameuse substitution de peierls par une substitu-
tion de Peierls généralisée comprenant un terme de Berry. Ceci nous permet de déterminer
les équations semi-classiques completes de mouvement des électrons de Bloch et de Dirac,

ainsi que la condition de quantification de Bohr-Sommerfeld pour les niveaux d’énergie.
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Conclusion générale

Ce travail porte sur ’étude de la phase de Berry dans le cadre de la mécanique quan-
tique non-commutative. Particuliérement, nous avons examiné le role de cette phase dans
la dynamique semi-classique des électrons de Bloch et son lien avec la mécanique quantique
non-commutative.

Nous avons d’abord montré le lien étroit qui existe entre ’approche de Feynman
des équations de Maxwell et la mécanique quantique non-commutative. En particulier,
nous avons prouvé que la restauration des symétries brisées de groupe SO(3) meéne a
I’existence de monopodle de Dirac dans ’espace de configuration ou l’espace des mo-
ments. En fait, la généralisation des idées de Feynman au cas de la mécanique quan-
tique non-commutative est intéressante parce qu’elle méne naturellement a I'introduction
d’un champ 60(p). Comme réalisation physique de la théorie non-commutative, nous avons
prouvé que ce champ 6(p) peut étre interprété dans quelques circonstances comme une
courbure de Berry, exprimée dans 'espace des impulsions dans le cadre de l'effet Hall
anormal. En effet une des expériences assez récente a prévu un monopole magnétique
en impulsion. Ce dernier qui apparait naturellement dans ’expression de la conductivité
de Hall présente des singularités a 'origine des coordonnés. Nous avons aussi considéré
I’évolution adiabatique de I’équation de Dirac afin de calculer la courbure de Berry dans
I’espace des impulsions. Dans la représentation de Foldy-Wouthuysen pour I’équation de
Dirac, on constate que l'opérateur position acquiert une contribution anormale due a
la connexion de Berry non abélienne qui rend 'algebre de la mécanique quantique non-
commutative. Cette géométrie non-commutative est a la base de la structure algébrique
de toutes les particules de spin connues. L’aspect commun de tous ces cas est qu’une
contribution anormale & I'opérateur position provienne de la représentation ol 1’énergie

cinétique devient diagonale (la représentation de Foldy-Wouthuysen). Quand des tran-
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sitions interbandes (mouvement adiabatique) sont négligées, la structure algébrique des
coordonnées devient non-commutative. Ensuite, aprés avoir déterminé un nouvel opéra-
teur de position, nous avons montré qu’une généralisation a toutes les particules de spin
est possible en employant I’équation du mouvement de Bargmann-Wigner et nous avons
exploré ses conséquences au niveau des équations du mouvement semi-classique dans plu-
sieurs situations physiques. La non-commutativité des coordonnées est responsable d'un
transport topologique similaire & I'effet Hall de spin dans la physique spintronic ou a I'effet
Magnus dans des systémes optiques. Comme application de ce formalisme, nous avons pré-
senté la nouvelle dynamique pour les particules non-relativistes en présence d’un champ
électrique.

D’autre part, afin de décrire convenablement les propriétés des électrons de Bloch
influés par la phase de Berry, nous avons introduis un formalisme a partir duquel on
peut dériver la dynamique semi-classique. Cette méthode aboutit & un hamiltonien effec-
tif diagonal en termes de coordonnées non-commutatives. Elle permet aussi d’introduire
d’une maniére naturelle des variables canoniques qui sont fonction d’un champ de jauge
induit par la phase de Berry. Les équations génériques du mouvement qui en résultent
de cette méthode sont également corrigées par des limites de phase de Berry. Dans le
cas d’un électron de Bloch dans le champ électromagnétique, cette approche méne aux
mémes équations de mouvement et a la méme magnétisation qui sont développées par
d’autre auteurs. D’ailleurs, ce formalisme qui est plus pratique et puissant reflete ’origine
des phénomeénes physiques étudiés et pourrait toujours étre appliqué a plusieurs autres
systémes dans la physique de la matiére condensée ou la physique des particules. Nous
avons prouvé qu’'une substitution généralisée de Peierls comprenant un terme da a la
phase de Berry doit étre considérée pour un traitement semi-classique correct des élec-
trons dans un champ magnétique. On obtient un terme supplémentaire par rapport aux
équations habituelles de la physique du solide (non nul pour une brisure de symétrie
d’inversion). Ce terme qui traduit la vitesse anormale est proposé pour la premiére fois
par Karplus et Luttinger. Il serait responsable de la conductivité de Hall spontanée dans
certains corps ferromagnétiques. Cette substitution qui engendre des nouvelles variables
dynamiques, transforme la dynamique semi-classique en pleine théorie quantique valide
au premier ordre. L’ensemble des relations de commutations non triviales qui résultent

sont identiques a ce qui a été déduit dans d’autres travaux dans le cadre de 1’électron
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de Dirac en utilisant la transformation approximative de Foldy-Wouthuysen. Ceci prouve
qu'une structure commune est a la base de la quasi-diagonalisation d’hamiltoniens quan-
tiques généraux en présence des champs électromagnétiques. D’une maniére primordiale,
la condition de Bohr-Sommerfeld que nous avons introduite est une conséquence de la
substitution généralisée de Peierls, par conséquent elle est plus générale et a un champ
d’application plus large, car c’est un résultat général qui s’applique & n’importe quel genre
de systéme simple de particules dans un champ magnétique, y compris des électrons de
Bloch et de Dirac. La généralisation de cette formule aux électrons de Dirac montre la
relation étroite entre le moment magnétique et la partie non-topologique de la phase de
Berry, ce qui donne la quantification des orbites de cyclotron et prévoit avec succés les
positions des niveaux de landau dans les bandes magnétiques de Bloch modifiées par les
termes de Berry. D’aune maniere générale, nous avons tenté de montrer I'importance de
la phase de Berry dans différents domaines de la physique et son lien avec la Mécanique

quantique dite non-commutative.
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Résumé:

La théorie semi-classique de la dynamique des ¢€lectrons de Bloch joue un réle trés important
dans la compréhension des spectres électroniques et des propriétés de transport dans le solide. II a été
constaté que les équations du mouvement de plusieurs systémes semi-classiques doivent tenir compte
d’une vitesse anormale provenant de la contribution de la phase de Berry. Ceci a aidé a résoudre le
mystére de l'effet Hall anormal dans les matériaux ferromagnétiques. Nous présentons une approche
alternative pour la dérivation des équations du mouvement d'un électron dans les bandes magnétiques
de Bloch, basée sur une diagonalisation semi-classique des hamiltonien quantiques. Nous montrons
que les variables dynamiques ne sont pas les opérateurs canoniques habituels, mais de nouveaux
opérateurs covariants qui incluent des potentiels de jauge de Berry. Le caractére commun de ce
formalisme hamiltonien est qu’une géométrie non commutative engendre la structure algébrique des
coordonnées et des impulsions. Une substitution généralisée de Peierls comprenant un terme de Berry
doit étre considérée pour la détermination des équations semi-classiques complétes du mouvement,
ainsi que pour la condition de quantification de Bohr-Sommerfeld pour les niveaux d'énergie. De plus
I’idée de Feynman sur 1’¢lectromagnétisme est étendue a 1'espace des impulsions dans le cadre de la
mécanique quantique non commutative. Nous montrons que la non commutativité des coordonnées est
responsable d'un nouveau effet appelé effet Hall de spin. Nous montrons aussi sa relation avec la
phase de Berry. En générale, nous mentionnons les efforts actuels menés dans le but de mieux
comprendre la relation étroite existant entre la géométrie non-commutative et la phase de Berry.

Mots clés: Phase de Berry, mécanique quantique non commutative, méthode de diagonalisation,
substitution généralisée de Peierls, dynamique semi-classique, quantification de Bohr-Sommerfeld

Abstract:

The semi-classical theory of Bloch electron dynamics plays a very important role in our
understanding of electronic spectra and transport properties in solids. It has been found that the
equations of motion of several semi-classical systems must take into account anomalous velocity
terms rising from Berry’s phase contributions. It helped in solving the mystery of the anomalous Hall
effect in ferromagnetic materials. We present an alternative approach for the derivation of the
equations of motion of an electron in magnetic Bloch bands, based on a direct semiclassical
diagonalization of the full quantum Hamiltonians. We show that the dynamical variables are not the
usual canonical operators, but new covariant operators including Berry’s gauge potentials. The
common feature of these Hamiltonian formulations is that a non commutative geometry underlies the
algebraic structure of both coordinates and moments. We have shown that a generalized Peierls
substitution including a Berry’s phase term must be considered for the determination of the full
semiclassical equations of motion, as well as for the semi-classical Bohr-Sommerfeld quantization
condition for energy levels. Then, we extend the idea of Feynman on electromagnetism in momentum
space taking into account the non-commutative quantum mechanics. In this context, we show that the
non-commutative coordinates is responsible of a new effect called the spin Hall effect. We also show
its relationship to the Berry phase concept. More generally, we mention the current efforts carried out
in order to better understand the close relation existing between the non-commutative geometry and
the Berry’s phase.

Key Words: Berry’s phase, non-commutative quantum mechanics, semi-classical diagonalization,
generalized Peierls substitution, semi-classical dynamics, Bohr-Sommerfeld quantization
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