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Introduction générale

La théorie du controle permet d’amener un systéme d’un état initial
donné & un certain état final en respectant certains critéres : c’est I’étape de
réalisation de la commande. Par exemple, tout le monde sait maintenir en
équilibre un pendule sur son doigt. En revanche il est beaucoup plus difficile
de maintenir en équilibre sur son doigt un double pendule inversé. La théorie
du controle permet pourtant de le faire. Mais pour réaliser effectivement
cet équilibre, mieux vaut disposer d’'un bon modéle mathématique et savoir
résoudre les équations. Une voiture sur laquelle on agit avec les pédales
d’accélérateur et de frein, et que ’on guide avec le volant est un exemple
de systéme de controle, de systéme dynamique sur lequel on peut agir au
moyen d’une commande représenté par le frein & main.

Un systéeme de controle est un systéme dynamique sur lequel on peut
agir au moyen d’une commande. Pour définir précisément le concept de
systéme de controéle, il faut utiliser le langage mathématique. Chaque
systéme a une structure, des propriétés et des finalités spécifiques. Notons
que ce concept peut aussi bien décrire des transformations discrétes que
continues. Cela permet donc de modéliser le fonctionnement de robots, de
systémes adaptatifs & structure variable, etc. En considérant tous ces objets
comme des systémes de controle, on s’intéresse a leur comportement et a
leurs caractéristiques fonctionnelles, sans forcément attacher d’importance
& leurs propriétés internes ou intrinséques. Par conséquent, deux systémes
de controle ayant, en un certain sens, méme comportement et des carac-
téristiques similaires, sont considérés comme identiques. De nos jours, les
systémes automatisés font complétement partie de notre quotidien; le but
est d’améliorer notre qualité de vie et de faciliter certaines taches.

L’objectif peut étre aussi de stabiliser le systéme pour le rendre insensible
& certaines perturbation , ou encore de déterminer des solutions optimales
pour un certain critére d’optimisation (controle optimal). Mathématique-
ment, on modélise les phénomeénes abordés par des systémes d’équations
différentielles ordinaires, aux dérivées partielles, etc.

Historiquement, la théorie du controle est liée d’une part avec le calcul
des variations ([82],[90]) et d’autre part avec la résolution des équations
différentielles ordinaires. Pour la premiére fois, Johann Bernouilli a soumis
le probléme de brachistochrone correspondant au probleme de la trajectoire
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la. plus rapide entre deux points, en 1696, Leibniz, Newton, de I’'Hépital
ainsi que son frére Jacques Bernouilli trouvérent la solution. La méthode
classique pour résoudre le probléme est le calcul des variations. Cepen-
dant, la méthode utilisé par Jean Bernouilli est basée sur une analogie
de l'optique [28]. Ceci est considéré comme un résultat pionnier dans le
domaine du controle optimal. Cette théorie qui est une extension du calcul
des variations, traite de la facon de trouver une loi de commande pour
un systéme, modélisé par un ensemble d’équations différentielles décrivant
les trajectoires d’état et de controle, de telle sorte qu'un certain critére
d’optimalité soit atteint. La résolution de probléme de contrdle optimal a
pu démarré avec le célébre principe du maximum de Pontriaguine (PMP)
[73], qui fournit une condition nécessaire d’optimalité, ainsi que la
programmation dynamique de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) [5], [6] qui
fournit une condition suffisante d’optimalité.

Plusieurs méthodes ont été inspiré du principe du maximum de Pontria-
guine; on les appelle des méthodes indirectes telle que la méthode de tir
[88]. Dans ces méthodes, le calcul des variations est utilisé pour obtenir les
conditions d’optimalité du premier ordre. Une autre approche est celle des
méthodes directes. Ces derniéres ont pris beaucoup d’importance au cours
des trois derniéres décennies. Dans une telle méthode, 1’état et le controle
sont estimés a l’aide d’une approximation d’une fonction appropriée, par
exemple, par une approximation polynomiale, ou par un paramétrage
constant par morceaux. Les coefficients des fonctions approximées sont
traités comme des variables & déterminer et le probléme est transcrit comme
un probléme d’optimisation non linéaire. L’éventail des problémes qui
peuvent étre résolus par des méthodes directes est sensiblement supérieur
& la gamme des problémes qui peuvent étre résolus par des méthodes
indirectes.

Comme la résolution d’un probléme de controle optimal est aujourd hui
souvent mis en oeuvre numériquement, la théorie du contréle contemporaine
concerne principalement les systémes discontinues en temps. La théorie des
approximations uniformes prévoit les conditions dans lesquelles des solutions
d’une série de problemes de controle optimal discrétisée, convergent vers la
solution du probléme original en temps continu. Malheureusement, toutes
les méthodes de discrétisation ne possédent pas cette propriété.

Une des méthodes pour résoudre des problémes de controle, est basée
sur la programmation linéaire; c’est, sans doute, 'un des plus beaux
succes de la recherche opérationnelle, en particulier, et des mathématiques
appliquées, en général. C’est une technique qui s’intéresse aux méthodes
de résolution du probléme et qui consiste & minimiser ou & maximiser une
fonction linéaire, appelée fonction objectif, sur un domaine délimité par
un ensemble d’équations ou d’inéquations linéaires, appelées contraintes.
Son origine remonte au dix-septiéme siécle lorsque Lagrange résolut en
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1762, un probléme d’optimisation avec un ensemble de contraintes linéaires.
La premiére application des techniques de la programmation linéaire a
I’économie fat réalisée par le mathématicien et économiste russe L.V.
Kantorovich en 1939, et concerne un probléme de planification de la
production [44]. En raison de son importance tant sur le plan pratique
que sur le plan théorique, la programmation linéaire a suscité, et suscite
encore, l'intérét d’un grand nombre de chercheurs a travers le monde. Par
conséquent, plusieurs algorithmes intéressants de résolution des problémes
de programmation linéaire ont été introduits. Quelques méthodes ont été
étudiées avant 1947 |24]; elles sont restreintes a la résolution certaines
formes de problémes de programmation linéaire. Elles étaient inspiré par le
travail de Fourier sur les inégalités linéaire, et celui de G.B.Dantzig en 1947,
qui a développé la méthode de simplexe [17]. La méthode de simplexe est
efficace pour résoudre les problémes pratiques de programmation linéaire.
Cependant en 1972, Klee et Minty ont trouvé un exemple o la méthode de
simplexe est de complexité exponentiel [47]. En 1979, Khachian développe
un premier algorithme de point intérieur en temps polynomial pour résoudre
un probléme de programmation linéaire [46]. Par la suite en 1984, Karmarkar
présente, ’algorithme de point intérieur en temps polynomial concurrentiel
& la méthode de simplexe pour résoudre les problémes de grande dimension
[25].

En plus, des méthodes de points extrémes (méthodes de simplexe et ses
variantes) et les méthodes de points intérieurs, il existe d’autres méthodes
pour résoudre les problémes de programmation linéaire. On peut citer en
quelques unes : les méthodes actives, la méthode de Gill et al. en 1973
[38],[39], la méthode de Gondzio en 1996 [40], la méthode de Santo-Palomo
en 2004 [84], les méthodes "criss-cross", la méthode de Zionts en 1969 [84],
la méthode de Terlaky en 1985 [87], les méthodes de support, la méthode de
Gabasov et Kirillova en 1977 [32]. Les méthodes de recherches a 'intérieur
de la méthode de simplexe qui sont la méthode de Mitra et al. en 1988 [61],
la méthode de simplexe généralisée, la méthode de Cardoso et Climaco en
1992 [20], l’algorithme "deficient-basis" de simplexe, la méthode de Pan en
1998 [69]. Les méthodes de points extérieurs introduites par Paparrizos et
al. en 2003 [70], etc.

Dans [32], Les auteurs ont développé la méthode du support qui est une
généralisation de la méthode de simplexe. Cette méthode de points intérieurs
appelée aussi méthode adaptée utilisa certains métriques du simplexe. Elle
a été utilisée pour la résolution de certains types de problémes linéaires de
controle optimal [13], [17], [27], [36], [48], [74], [78]. Une expérimentation
sur les problémes de programmation linéaire a montré son efficacité [48].

Le but de notre travail est la résolution de différents problémes de
controle optimal, principalement le probléme avec une entrée libre. Chercher
la condition initiale optimale, et une commande qui nous permet de ramener
le systéme de I’état initial o € Xg, ot X est un ensemble fermé, vers I’état
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final vérifiant une certaine contrainte Hz(t*) = g. Trouver la meilleure
condition initiale a beaucoup d’importance; nous renvoyons a [41] pour
I’'exposé de I'un des travaux effectués pour montrer son intérét. Dans la
pratique, on trouve quelques applications dans [42], [63], [64], |66], [83], [85]
intervenant dans le domaine de ’aérospatiale, les techniques d’aérocaptures :
les problémes de guidage, transferts d’orbites aéroassistés, développement
de lanceurs de satellites récupérables (I’enjeu financier est trés important).

Par ailleurs, nous avons mis en ceuvre la méthode de relaxation [50], [51],
[52]| couplée a la méthode de tir [88], pour résoudre un probléme de controle
optimal ou I’état initial est libre. Par rapport aux travaux de ([59], [60]) ou
il n’y a pas de contraintes sur I’état final, la situation est plus complexe. En
général, les conditions de la méthode de tir se traduisent par la formulation
d’un probléme aux deux bouts qui posséde une structure particuliére, car
elles découlent de la dérivation du Hamiltonien. Le tir simple consiste a
trouver un zéro de la fonction de tir associée au probléme original. Il n’y a
pas ici de discrétisation explicite, méme si la méthode requiert I'intégration
numérique du systéme et par conséquent la discrétisation temporelle
explicite ou implicite; généralement on utilise des schémas explicite en
temps. Le choix de ces méthodes se justifie par leurs avantages bien connus,
a savoir une grande précision ; cependant la convergence n’est pas garantie
a coup str. Toutefois, 'inconvénient de cette méthode est la nécessité de
disposer d’'une donnée initiale de la commande suffisamment proche de
la valeur exacte et permettant la convergence de ’algorithme bien qu’en
général la convergence ne soit pas forcément assurée. Une des démarches
classiques consiste & appliquer un algorithme de quasi-Newton & la fonction
de tir; suivant la régularité du probléme, le rayon de convergence peut étre
trés faible. Ceci est particuliérement vrai pour des problémes & contrdle
Bang-Bang.

Le plan de notre manuscrit est le suivant :

Le premier chapitre sera consacré aux notions sur la résolution numérique
d’équations différentielles qui sont la base fondamentale du controle optimal.

Au second chapitre, on s’intéresse & donner les fondements théoriques du
controle, ainsi que quelques méthodes de résolution qui sont les méthodes
indirectes découlant du principe du maximum de Pontriaguine et la mé-
thode directe appelée la méthode adaptée, elle méme constituée de trois
procédures : le changement de commande, le changement de support et la
procédure finale.

Le troisieme chapitre est consacré a ’application des méthodes directes
du 2¢™€ chapitre, & un probléme terminal de controle optimal avec une entrée
libre .

Au quatriéme chapitre, on donne une nouvelle approche de résolution
d’un probléme de controle optimal qui consiste & un couplage de deux mé-
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thodes : la méthode de discrétisation qui est constitué de deux procédures :
le changement de commande et le changement de support, la solution du
probléme discret nous permet de trouver le support du probléme de départ,
en utilisant la procédure finale basée sur la méthode de Newton.

Au cinquiéme chapitre, on résout le probléme comportant une entrée libre
par la nouvelle approche décrite au quatriéme chapitre.

Au sixiéme chapitre, on définit la méthode de tir et on étudie la conver-
gence de la méthode de Newton discréte, intervenant dans la méthode de tir.

Au dernier chapitre, on résout numériquement un probléme simple cou-
plant la méthode de relaxation et la méthode de tir.

Le manuscrit se termine par une conclusion générale et quelques pers-
pectives.



Liste des travaux scientifiques

Ce travail a été présenté dans des revues internationales et dans plusieurs
manifestations scientifiques.
Présentation dans une revue Internationale

1. Kahina Louadj, Mohamed Aidene, "Optimization of an optimal
control problem with free initial state",Applied Mathematical Sciences,
Vol. 4, no. 5, 201 - 216, 2010.

2. Kahina Louadj, Mohamed Aidene, " Direct Method for Resolution
of Optimal Control Problem with Free Initial Condition", Internatio-
nal Journal of Differential Equations, Volume 2012 (2012), Article ID
173634, 18 pages.

Présentation dans des manifestations internationale

3. Kahina Louadj, Bachir Sadir, Brahim Oukacha, "Génération de clique
maximale d’un graphe", Colloque International sur ’optimisation et les
systéemes d’information COSI’05, organisé par 'université de Béjaia du
12 au 14 juin 2005.

4. Kahina Louadj, Mohamed Aidene, "A problem of optimal control with
free initial condition", Colloque sur 'optimisation et les systémes d’in-
formation COSI’09 organisé par l'université de Annaba du 25 au 27
mai 2009.

5. kahina Louadj, Mohamed Aidene, "Optimization d’un systéme dyna-
mique avec une entrée libre", The first International Symposium on
Operational Research, ISOR’08, organisé par 'universit¢é USTHB du
02 au 06 Novembre 2008.

6. Kahina Louadj, Mohamed Aidene, "Résolution d’'un probléme de
controéle optimal & variables mixtes", Colloque sur 'optimisation et les
systémes d’information COSI’08 organisé par 1'université Tizi-Ouzou
du 08 au 10 juin 2008.

7. Kahina Louadj, Nathalia Balashevich, "Optimization of hybrid sys-
tems with varying initial state", International conference " Dynamical
systems : Stability, control, optimization", qui s’est tenue & Minsk,
Belarus du 29 septembre au 04 octobre 2008.

8. Kahina Louadj, Mohamed Aidene, Pierre Spiteri, Frédéric Messine,
" Analytical and Numerical solutions of a bi-criteria Optimal Control
Problem", journées scientifiques du Laboratoire de Mathématiques de



Liste des travaux scientifique 10

la décision LAROMAD organisé par I'université de Tizi-Ouzou du 28
au 30 Novembre 2011.

9. Kahina Louadj, Pierre Spiteri, Mohamed Aidene, Frédéric Messine,
"Solution of an optimal control problem by relaxation method", In-
ternational Symposium on Operational Research ISOR’2011, organisé
par 'USTHB du 30 mai au 02 juin 2011.

10. Kahina Louadj, Mohamed Aidene, " A problem of Optimal control
with free initial condition under disturbance", conférence international
en recherche Opérationnelle CIRO’10 s’est tenue & Marrakech du 24
au 27 mai 2010.

11. Kahina Louadj, Mohamed Aidene, "A problem of optimal control
with free initial state", Proceeding du Congrés National de Mathéma-
tiques Appliquées et Industrielles, SMAT'11 qui s’est tenu & Orléans
du 23 mai au 27 mai 2011, pages 184 - 190.

12. Kahina Louadj, Pierre Spiteri, Mohamed Aidene, Frédéric Messine,
"Résolution par la méthode de relaxation d’un probléme de controle
optimal avec une entrée libre", Colloque sur 'optimisation et les sys-
témes d’information COSI’2012 organisé par 'université de Tlemcen
du 12 mai au 15 mai 2012.

Présentation dans des manifestations nationales

13. Kahina Louadj, Mohamed Aidene, "Résolution d’un probléme de
contréle optimal a variables mixtes", Rencontre sur I’Analyse Mathé-
matiques et ses applications (RAMA VI) organisé par I'université de
Tizi-Ouzou du 26 au 28 avril 2008.



Chapitre 1

Méthodes numériques de
résolution des systémes
différentiels ordinaires

1.1 Introduction

Les équations différentielles ordinaires jouent un réle important dans
I’étude des applications dans le domaine de la physique, de la chimie, de
I’économie, ...etc. Elles interviennent également pour la détermination de loi
de commande optimale de systémes gouvernés par des équations différen-
tielles ordinaires.

Cependant, la résolution analytique des équations différentielles ordi-
naires n’est pas toujours possible. Depuis de nombreuses années on assiste a
I’explosion de 'utilisation de méthodes numériques pour la résolution d’équa-
tions et de systémes différentielles ordinaires.

Il est & noter que ces méthodes numériques bien qu’efficaces lorsque les
méthodes analytiques sont défaillantes, permettent toutefois d’obtenir des
solutions approchées. On est donc amener & déterminer une majoration d’er-
reur entre la solution approchée et la solution exacte. De plus, l'utilisation
des méthodes numériques nécessite ’étude :

— De la consistance des schémas numériques, c’est & dire la pertinence

du procédé d’approximation de la solution du probléme d’évolution,

— De la stabilité des schémas numeériques, c’est & dire de I'effet de la pro-

pagation des erreurs systématiques découlant du procédé d’approxima-
tion ainsi que de la propagation des erreurs de chute liées & la mauvaise
représentation des nombres réels en machine,

— De la convergence de la solution numérique, vers la solution exacte,

lorsque le pas de discrétisation en temps tend vers zéro.
Ces trois notions sont liées par un résultat théorique qui spécifie que la consis-
tance et la stabilité d’'un schéma entraine la convergence de ce schéma.
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Les schémas numériques de résolution d’équations différentielles ordi-
naires sont nombreux. Il parait donc peu opportun de les présenter tous
et c’est pourquoi dans ce chapitre nous nous limitons aux schémas a un pas :
la méthode d’Euler, la méthode de Taylor et la méthode de Runge-Kutta.

1.2 Probléme de Cauchy

Soit Iy désigne un intervalle de R non réduit & un point et # un point
fixé dans Ip; on se donne une fonction f définie et continue sur Iy x R™ &
valeurs dans R™, ainsi qu’un élément 35 de R™, et on cherche a trouver une
fonction y continue et dérivable sur l'intervalle Iy, & valeurs dans R™, telle
que

Vtely, y'(t) = f(t,y(t), (1.1)
et
y(to) = vo- (1.2)

Ce probléme s’appelle un probléme de Cauchy pour le systéme différentiel
(1.1); la condition (1.2) s’appelle une condition initiale. Une fonction y qui
vérifie les équations (1.1) est appelée une intégrale du systéme différentiel
(1.1), (1.2). Nous nous intéresserons plus particuliérement au cas ou Iy est
de la forme [fy, t*]; les cas on Iy est de la forme [ty, t*[ ou [y, +00] se
traiteraient de méme.

Dans de nombreux exemples physiques, la variable ¢ représente le temps;
I'instant #y est alors appelé instant initial.

1.3 Théorémes d’existence et d’unicité

1.3.1 Théoréme d’existence

Théoréme 1 (Cauchy-Péano) [23] On suppose que la fonction f est
continue dans un voisinage du point (to, yo) dans Iy x R™ ; alors il existe
un intervalle Jo C Iy, au voisinage de ty et une fonction y € Cl(Jo) tels que

Vit e JOa y/(t) = f(ta y(t))v y(tO) = %o-

Définition 1.1 On appelle solution locale du probléme (1.1),(1.2) la donnée
d’un couple (I,y) ou I est un intervalle de R qui est un voisinage de ty inclus
dans Iy et ot y est une fonction appartenant & C(I) telle que

y(to) =y et Vtel, y'(t)=f(t,y(t))

Définition 1.2 On dit que la solution locale (J, 1) prolonge la solution locale
(I,y) sional C J, etVt € I,y(t) = I(t); si de plus I # J, on dit que
(J,1) prolonge strictement (I,y).
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Définition 1.3 On dit que la solution locale (J, z) prolonge la solution locale
(I,y) sional C J, etVtel; y(t) = z(t); si de plus I # J, on dit que
(J,z) prolonge strictement (I,y).

Définition 1.4 On dit que la solution locale (I, y) est une solution mazimale
du probléme (1.1),(1.2) s’il n’existe pas de solution locale de ce probléme qui
la prolonge strictement.

Définition 1.5 On dit que (I, y) est une solution globale du probléme (1.1),
(1.2) dans Iy, (ou encore que y est solution du probléme (1.1), (1.2)), si (I,y)
est une solution locale de ce probléme, et si I = Ij.

1.3.2 Théoréme d’unicité

Définition 1.6 On dira que le probléeme (1.1), (1.2) admet une solution et
une seule, s’il admet une solution globale et si toute solution locale est la
restriction de cette solution globale.

Théoréme 2 [23] On suppose que Iy est de la forme [ty, t*] ou [ty, t*[ ou
[to, +00[, que f est continue sur Iy x R™ et qu’il existe une fonction | € £(1p)
telle que

Vte lp, Yy, 2 €R™, (f(toy) = f(t.2), y—2) < Uty — 2%, (1.3)
alors le probléme (1.1), (1.2) admet une solution et une seule.

Avec £(1y) est un espace vectoriel normé des fonctions réelles mesurables sur
Iy telle que :

e / | (@)ldu < +oo.
Ip

Corollaire 1.1 [Cauchy-Lipschitz[[23] On suppose que la fonction f est
continue sur Iy x R™ et qu’il existe un réel L tel que

V(t,y> et (tvz) € IO X Rm7 ‘f(tu Z/) _f<t?z)’ < L‘y - Z’;

alors le probléme (1.1), (1.2) admet une solution et une seule.

1.4 Méthode d’Euler

Nous allons maintenant nous consacrer & la résolution du probléme de
Cauchy décrit précédemment en nous restreignant, ce qui n’est pas une perte
de généralité, au cas ou Iy = [y, t*]. Tout d’abord nous allons étudier la
plus simple des méthodes, la méthode d’Euler connue aussi sous le noms
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de méthode d’Euler progressive. Considérons donc le probléme différentiel
suivant :

Vt € [to, t*],y'(t) = £ (¢, y(1)), (1.4)

y(0) =n donné dans R™. (1.5)
Nous nous donnons une subdivision ) < 1 < ... < t, < 41 < ... < Iy =

t* de Vintervalle [ty, t*], et nous posons

b = thy1 — by ethzoglnanghn

Les solutions de (1.4) veérifient, pour 0 < n < N,

tn+1

tw) = y(t) + [ s,y ds
tn
soit yp = mp, une approximation de y(#) = 1; nous construisons par récur-
rence une approximation y, de y(t,) en remplagant la relation précédente

par
Yn+1 :yn+hnf(t717yn)) TLZO,].,...,N—l, (16)

Ce qui revient a approcher, pour s €|t,, tar1], f(s,y(s)) par f(tn, yn). Le
schéma défini par (1.6) s’appelle le schéma d’Euler.
Nous cherchons & obtenir une estimation de ’erreur

€n = y(tn) —Yn

entre la solution exacte de (1.4), (1.5) et la solution approchée donnée par
(1.6) ; pour cela nous supposerons f continue sur [ty, t*] x R™ et nous ferons
I’hypothese de Lipschitz du corrolaire 1.1.

1.4.1 Majoration de ’erreur dans la méthode d’Euler

Posons
En = y(tn-l-l) - y(tn) - hnf(tnv y(tn))v (17)

ou y(.) désigne la solution de (1.4),(1.5); cette quantité mesure avec quelle
précision la solution exacte vérifie le schéma (1.6) ; elle s’appelle I'erreur de
consistance a 'instant ¢, de la méthode d’Euler. Nous avons

tn+1

d’ou
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ot w(y'; h)hy, désigne le module de continuité de la fonction y; c’est-a-dire
la quantité définie par

w(fh) = max _|f(t)—f(t)]

Lt/ el |t—t! |<h

Puisque 3’ € Co[to,t*],}llin%]w(y’;h) = 0. Si on suppose de plus que y €
%
C?[ty, t*], on obtient par utilisation de la formule de Taylor dans (1.7)

tn+1
en = / (tur1 — )y (s)ds,
tn
d’ou
tn+l
enl < h / 1y"(s)]ds. (L.9)
tn

On déduit de (1.6) et (1.7) la relation

ent1 = en + half (tn, y(tn)) = f (tn, Yn)] + n

d’ou en utilisant la condition de Lipchitz
lent1] < (1+ by L) en| + |enl. (1.10)

Pour en déduire une majoration de |e,|, nous allons utiliser le lemme tech-
nique fondamentale appelé lemme de GRONWALL suivant :

Lemme 1.1 [23] Soient 6, et o, deuzx suites de réels positifs ou nuls véri-

fiant
Vn 2 O) 9n+1 S (1 + hfnL)en + Qn,

alors on a

n—1
Vn>0, 6,< eL(tnfto)Go + Z eL(tnft“'l)ai.
=0

Si on suppose de plus que y € C?[tg,t*], on déduit de méme de (1.9) et
(1.10)

tn

y(tn) — yn| < 10| — | + h/ el s/ (5)|ds. (1.11)
to
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1.5 Meéthode numérique a un pas

On appelle méthode a un pas, une méthode permettant de calculer une
valeur approchée yn4+1 de y(tn4+1) & partir de t,, de h, et de la valeur ap-
prochée y, de y(t,) obtenue au pas précédent. Une méthode a r pas est
au contraire une méthode qui utilise les 7 valeurs antérieurs yn, ..., Yn—r+1
(valeurs qui doivent donc étre mémorisées) afin de faire le calcul de yp41.

1.5.1 Définition

Les méthodes & un pas sont les méthodes de résolution numérique qui
peuvent s’écrire sous la forme

Ynt+1l = Yn + hn(b(tn,yn’ hn); n > Oa (112)

yo =1np donné dansR, (1.13)

et nous supposerons que P est une fonction continue de [ty, t*] x RxRx [0, h*],
h* > 0, a valeurs réelles, qui ne dépend que de la fontion f. Notons que la
méthode d’Euler est la méthode & un pas qui correspond &

(I)(t7y7 h) = f(t7y);

dans ce cas @ est indépendant de h.

1.5.2 Meéthode de Taylor d’ordre p

Supposons que f soit de classe CP, alors toute solution exacte y(.)
est de classe CPT1) et on a défini des fonctions f*), construite par ré-
currence a partir de f et de ses dérivées partielles telles que y®)(t) =
f(k_l)(t,y(t));pour k=1,...,p+ 1. La formule de Taylor a l'ordre p + 1
s’écrit alors :

p
Yltn + ha) = ylta) + 3 S REFED (L y(8)) + 19ty ta) 2.

RSy

Lorsque h,, est assez petit, 'approximation est d’autant meilleure que p est
plus grand. On est donc amené & considérer l'algorithme suivant, appelé
méthode de Taylor d’ordre p :

p
Yn+1 = Yn + Z %hﬁf(k_l)(tm yn)a
k=1

tn+1 =1tn+ hna
D’aprés la définition générale des méthodes & un pas, cet algorithme cor-

P
respond au choix ®(t,y,h) = Y LrF 1D (¢ y). Calculons l'erreur de
k=1
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consistance €,. En supposant y,, = y(,), la formule de Taylor d’ordre p + 1
donne

en = Y(tnt1) — Ynt1

hEy®(t,,)

[~
x|

= Z/(tn + hn) - ]

ol

- o

1 ppt1fp

p+D" (tns yn) + O(APFD).

1 . . .,
L’erreur est donc de 'ordre de hﬁJr . On dira d’une maniére générale qu'une
, . . 1 .
méthode est d’ordre p si Verreur de consistance est en hf" chaque fois que
f est de classe CP au moins. La méthode d’Euler est le cas particulier ou

p = 1 pour la méthode de Taylor.

1.6 Méthode du point milieu

Notons M, le point coordonnées (t,,y(t,)) du graphe de y. Le segment
[M,,, M,+1] a une pente plus proche en général de y/(t, + %") pente de la
tangente au "point milieu" que de y'(t,), pente de la tangente de M,,.

On peut considérer qu'une approximation de y(t,4+1) & partir de y(ty)
meilleur que l'expression y(t, + hy) de la méthode d’Euler est :

y(tn + hn) = y(tn) + hy' (t, + %) (1.14)

Si y est de classe C2, avec h,, = h il vient alors

1 1
y(t+h) = y(t) + hy'(8) + 5h°Y" (1) + Sh*y"(8) + O(h%);
h 1 1
y(t+5) =y 6+ 5hy" (1) + k" () + O(h?)

L’erreur comise est donc :

e = y(t+h) — y(t) ~ hy/ (1 + 5) = £h%" (1) + OGP);

Soit une erreur en h3 au lieu de h? dans la méthode d’Euler. On a par ailleurs

Y+ D) =+ e+ D)

Comme la valeur de y(t + %) n’est pas connue, on 'approxime par

h

Y(t+ o) = y(t) + 5t y(0) (1.15)
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d’ou en définitive

u(t by =yt + hF (14 2y + o f ().

L’algorithme du point milieu est associé au choix

(I)(tvy7h’) = f(t+ gay+ gf<t7y))

et donne lieu au schéma numérique

yn+% =Yn + %f(tnvyn))
Pn = f(tn + %ayn+%)a
Yn+l = Yn + hnpnv

7fnJrl =ty + hna

En utilisant les approximations faites en (1.14) et (1.15), on calcule I'er-
reur de consistance, et on en déduit que la méthode du point milieu est
d’ordre 2.

1.6.1 Notions de consistance, de stabilité et de convergence

Définition 1.7 On dit qu’une méthode est consistante si pour toute solu-
tion exacte y(.) la somme des erreurs de consistances relatives a y(.), soit

3> lenl, tend vers 0 quand hya, tend vers 0.
0<n<N

Une autre notion importante est la notion de stabilité. Dans la pratique,
le calcul récurrent des points y, est en effet entaché d’erreurs d’arrondi e,.
Pour que les calculs soient significatifs, il est indispensable que la propagation
de ces erreurs reste controlable. On est amené a la définition suivante :

Définition 1.8 On dit que la méthode est stable s’il existe une constante
S >0, telle que pour toutes suites (yn),(Yn) définies par

Ynt+l = Yn + hnq)(tnayna hn)y 0<n<N
yn~+l :y~n+hnq)(tn7y;17hn)+em 0<n<N

on ait

S < (g .
Orgr}lanN Yn — ynl < S(|%0 — yo| + Z lenl)
0<n<N

Autrement dit, une petite erreur sur la donnée initiale o — yo| et de petites
erreurs d’arrondis dans le calcul de ¥, provoquent une erreur finale max |y, —
yn| controlable. Une derniére notion importante est la suivante :
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Définition 1.9 On dit que la méthode est convergente si pour toute solution
exacte y(.), pour t, = nhy, fizé, la suite y, telle que

Yn+l = Yn + hnq)(tna Yn, hn) vérifie OI§I711a§XN |yn - y(tn)| —0

quand yo — y(to) et quand hpax — 0

Théoréme 3 Sila méthode a un pas est stable et consistante, elle est conver-
gente.

1.7 Runge-Kutta

Principe Général On considére un probléme de Cauchy

{ y/:f(tvy)7 te [to,t*],
y(to) = o,

et on cherche a discrétiser ce probléme par rapport a une subdivision ¢ty <
t1 < ... <ty = t*. L’idée est de calculer par récurrence les points (tn, yn)
en utilisant des points intermeédiaires (¢, i, Yn,i) avec

tni = tn + Cihp, 1<i<gq, ¢ €][0,1].
A chacun de ces points, on associe la pente correspondante
Pni = f(tn,ia yn,i)

Soit ¢ une solution exacte de ’équation. On a

tn,i

U(tns) = yltn)+ / £t y(t))dt

- y(tn) + hp / f(tn + Uhnay(tn + Uhn))du
0

grace au changement de variable t = t,, + uh,. De méme

1
y(tn+1) = y(tn) + hn / f(tn + Uhna y(tn + Uhn)du
0

On se donne alors pour chaque ¢ = 1,2,...,q une méthode d’intégration

approchée
¢

/ gt)dt~ Y aglc), (1.16)

0 1<j<i
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ces méthodes pouvant étre a priori différentes. On se donne également une
méthode d’intégration approchée sur [0, 1] :

1
/g(t)dt: S bigley). (1.17)
0

1<j<q

En appliquant ces méthodes a g(u) = f(tn, + uhy, y(tn + uhy)), il vient

y(tn,i) = y(tn) + hn Z aijf(tn,jyy(tn,j))y

1<j<i

y(thrl) = y(tn) + hn Z bjf(tn,jay(tn,j))
1<j<q

La méthode de Runge-Kutta correspondante est définie par I'algorithme

tns =t + cihn,

Yni = Yn +hn D Gijpny, 1<i<gq
1<j<i - =7

Pni = f(tn,i7 yn,i)

tn—l—l =t + hna

Yn+1 = Yn + hn Z bjpn,ja
1<j<q

On la représente traditionnellement par le tableau

(Ml) C1 0 0 e 0 0
(Mg) C2 asl 0 Ce 0 0

: 0 O
(My) ¢q | ag agp --- ag1 0
(M) b by o by b,

dans lequel les méthodes d’intégration approchées correspondent aux lignes.
On pose par convention a;; = 0 pour j > 1.

Exemples

Exemple 1.1 Pour g =1, le seul choix possible est

0|0
1
On a ici

c1 =0,a11 = 0,01 = 1. L’algorithme est donné par
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Pn1 = f(truyn)a
7fn—i—l = tn + hna
Yn+l = Yn + hnpn,b

1l s’agit de la méthode d’Euler.

Exemple 1.2 Pour g = 2, on considére les tableauz de la forme

0 0 0

a a 0
T T

[ 1-9 o

L’algorithme s’écrit ici

Pn1 = f(tnvyn)y

tno =ty + ahy,

Yn,2 = Yn + ahnpn,h

Pn2 = f(tn,27 yn,2)7

tn-l—l =tn+ hna

Ynt1 = Yn + ha((1 — i)pn,l + ipn,Z)a

ou encore, sous forme condensée :

1 1
Yn+1 = Yn + hn((l - %)f(tmyn) + %f(tn + ahp, yn + ahnf(t7yn)))a

- Pour a = %, on retrouve la méthode du point milieu

b,

hy
Yn+l = Yn + hnf(tn + ?7,%1 + ?f(tmyn)%

qui est basée sur la formule d’intégration du point milieu :

1
(a0 [ gt = g(3).
0

— Pour a =1, on obtient la méthode de Heun :

yn+1 - yn + hn((%f(tvan) + %f(tn + hn,@/n + hnf(t'm yn))))?

qui repose sur la formule d’intégration des trapézes :

1
an) [ gttt = 5600+ g(1).
0
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Exemple 1.3 Méthode de Runge-Kutta "classique" :
1l s’agit de la méthode définie par le tableau

q:47

1|1
113 0 0 o0
1 1
1o 3 o0 o0

[eN]\)
o=

[
I

L’algorithme correspondant s’écrit

Pna = f(tn,yn),

tno =tn + Lhn,

Yn2 = Yn + shnpn1,
P2 = f(tn2,Yn2),
Yn3 = Yn + 3hnbn2,
Pn3 = [(tn2,Yn3),
tht1 = tn + hn,

Ynd = Yn + NnDn 3,

Pna = f(tnt1, Yn,a),

Yn+l = Yn + hn(%pn,l + %pn,Q =+ %pn,ﬁ% =+ %pnA)a

Cette méthode est d’ordre 4. Dans ce cas les méthodes d’intégration (1.16)
et (1.17) utilisées sont respectivement :
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1
3
1
(Ma) /g(t)dt ~ —g(0) formule des rectangles a gauche,
0
1
1 1 )
(M3) /g(t)dt ~ 59(5) formule des rectangles a droite,
0
; 1
(Ms) /g(t)dt ~ g(i) : formule du point milieu,
0

1
1 2 1 2 1 1
M t)dt ~ — —g(= —g(= —g(1): ] .
(1) [ gl = Go0)+ coly) + o)+ go()s  formale de simpson
0

Ordre de la méthode de Runge-Kutta

Théoréme 4 [26] La méthode de Runge-Kutta définie par le tableau des
coefficients c;, a;;,b; est
— d’ordre > 2 ssi Z]- bjc; =
= d’ordre > 3 ssi ), bjc;
— d’ordre > 4 ssi

N[ D[ =

. 2 1. iics = L
po2ibic =g i biaije; = g

1 2 1 3 1
J j ;
1 1 1
Zbiajcj 6 Zbiajc? -1 Zbiciaijcj =3
b irj 07
1

bia;;a;pcr =
JUikCk 12
i7j7k

On voit ainsi que la méthode d’Euler est d’ordre 1, et que les méthodes
de I'exemple 1.2 sont d’ordre 2. De plus, dans une méthode avec ¢ = 2, il y
a a priori un seul coefficient a;; non nul, & savoir a = az;. On a alors
o= az; = « et la méthode est d’ordre 2 au moins si et seulement si
j<2
ijcj = by = %, soit by = i et by = 1—by =1— ﬁ On voit donc

qu’il n’y avait pas d’autres choix possibles pour une méthode d’ordre 2 avec
g = 2. Enfin, la méthode Runge-Kutta "classique" présentée dans I'exemple
1.3 est d’ordre 4. La méthode la plus utilisée car elle a un ordre élevé et une
grande stabilité. Il existe des méthodes d’ordre encore plus élevé, mais leur
plus grande complexité les rend peut-étre un peu moins praticables.
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Controéle du pas

La maniére la plus simple d’utiliser une méthode de résolution numérique
consiste & utiliser un pas constant h,, = h. La principale difficulté est alors
de déterminer A4, de facon que Uerreur globale ne dépasse pas une certaine
tolérance fixée a I’avance ; on ne sait pas en effet quelle sera I’évolution de la
solution étudiée, de sorte qu’il est difficile de prévoir a priori les erreurs de
consistance. L’utilisation d’algorithmes & pas variables présente de ce point
de vue deux avantages majeurs :

— ladaptation du pas & chaque étape permet d’optimiser l’erreur
commise en fonction de la tolérance prescrite, sous réserve qu’on
dispose d’une estimation "instantanée" de ’erreur de consistance &,.

— ’approche d’une discontinuité ou d’une singularité de 1’équation dif-
férentielle ne peut se faire généralement qu’avec une réduction impor-
tante du pas. Dans ce cas, il convient d’arréter 'algorithme avant de
traverser cette discontinuité, faute de quoi les erreurs deviennent im-
prévisibles. Le calcul du pas sert alors de test d’arrét.

1.7.1 Fonctions Matlab ode45

ode4b résout ’équation différentielle ordinaire par une méthode d’ordre
4 similaire & la méthode de Runge-Kutta classique d’ordre 4 ; en plus, ode4b
utilise un pas de temps variable et choisit a chaque instant le pas le plus
convenable de fagon & satisfaire une tolérance fixée.



Chapitre 2

Introduction a la commande
optimale

2.1 Introduction

Les processus physique consomment tous une certaine quantité d’énergie
lors de leur fonctionnement. Il apparait souhaitable, lorsque cela est pos-
sible, de chercher & minimiser cette dépense en s’écartant le moins possible
de l'objectif & atteindre.

Ainsi, lorsque 'on s’intéresse a la fabrication d’un produit, il est naturel
de rechercher une procédure conduisant & un compromis entre, d’une part
une qualité et une quantité de produit fini maximale et d’autre part une
dépense minimale en énergie et en matiére premiére, sans oublier d’atténuer
au maximum les nuisances éventuelles de tous ordres occasionnées par la
fabrication du produit.

Si on posséde un modele mathématique décrivant le processus physique et
si on a fait le choix d’un objectif & atteindre par la donnée d’une fonctionnelle
& minimiser, il est alors possible de poser le probléme mathématiquement et
de rechercher les solutions optimales éventuelles.

Ce chapitre est composé de deux parties : la premiére partie est consa-
crée a la présentation des concepts de bases d'un probléme de controle. On
retrouve dans la seconde partie, en utilisant une méthode directe issue de
la programmation linéaire, qui est la méthode adaptée introduite par R.
Gabasov et F.M.Kirillova au début des années 1980.

2.2 Théorie du contréle optimal et des systémes de
controle

Le probleme général de controle optimal est constitué des données sui-
vantes :
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2.2.1 Objet de la commande

Le systéme peut comporter beaucoup de variables ou paramétres. On
suppose que n variables sont nécessaires pour décrire son comportement.
L’identification de ces variables et la description du systéme dépendant de
celles-ci est une tache trés importante : c’est I’étape de modélisation mathé-
matique.

Les variables, nommées variables d’état seront notées x;, ¢ = 1,...,n. Le
systéme évolue dans le temps, donc les z; sont des fonctions de ¢ : ;(¢). On
ne le notera pas explicitement, mais cela sera sous entendu. Les n variables
d’états vont étre gouvernées par n équations différentielles du premier ordre
sur un intervalle de temps 1" = [to,t*]; ce sont des équations de la forme
générale :

i = fUt, @1, ey Ty ULy ey Upn), T =1, .., 7

Les variables de controle seront notées u;(t), j = 1, ..., m. Elles sont soumises
a ’hypothése d’intégrabilité par rapport a t. Cela simplifie beaucoup les trai-
tements si les u; sont connues; cependant cette hypothése est bien souvent
trop restrictive car ces fonctions peuvent étre continues par morceaux ou de
type Bang-Bang.

2.2.2 Condition initiale du systéme

La condition initiale du systéme, xg = z(tp) est un vecteur donné dans
un plan de phase. En réalité, les composantes de x(t) et de xy peuvent
représenter physiquement : la position, la vitesse, la température et d’autres
parameétres mesurables.

2.2.3 Le but de la commande

Dans un probléme de controle, le but de la commande consiste & ramener
Pobjet de la position initiale zo = x(ty), (xo € My) & une autre position
x* = z(t*), (z* € M) ou My est 'ensemble de départ, et M; ’ensemble
d’arrivé.

2.2.4 Classe des commandes admissibles
U est 'ensemble des controles admissibles qui peut étre non bornés, borné
ou du type Bang-Bang.

Commande bornée

Dans beaucoup de problémes de controle, on peut minorer et majorer les
u;(t) par des constantes. Dans la suite, nous considérons ce type de probléme
avec a; < u; < bj. Notons que l'on peut remplacer u; par v; en posant
uj = 3(aj + b;) + 3(a; — bj)v; et ainsi v; est aussi intégrable et l'on a
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—1 < v; < 1. Donc lorsque U est borné, il est toujours pratique de se
ramener & des commandes entre —1 et 1.

Commande Bang-Bang

On suppose que U est un polyédre (cube) [—1,1]™ dans R™. Un controle
u € U est appelé controle Bang-Bang si pour chaque instant ¢ et chaque
indice j = 1,...,m, on a |uj(t)] = 1. En d’autres termes, une commande
Bang-Bang est une commande qui posséde au moins un switch.

2.2.5 Critére de qualité

L’objectif, lors de la formulation d’un probléme de controle, est de four-
nir la motivation physique pour la sélection d’une mesure de qualité pour
le systéme. Le probléme revient & définir une expression mathématique qui,
lorsqu’elle est optimisée, indique que le systéme atteint un état désirable.
Donc, choisir une mesure de qualité, est une traduction en termes mathéma-
tiques des exigences physiques du systéme.

Le critére de qualité, appelé aussi colt ou fonction objectif, est généralement
décrit par la formule

o
J(x,u) = g(t*, x") —|—/f0(t,x,u)dt.
to

Cette fonctionnelle comporte deux parties :g(t*, z*) est le cont terminal, ¢’est
une sorte de pénalité liée a la fin de I’évolution du systéme au temps final

t*; il a son importance lorsque t* est libre, sinon il est constant. Le second
t*

terme intervenant dans la fonction objectif [ fo(t,z,u)dt dépend de 1'état
to

du systéme tout au long de la trajectoire de la solution, définie par les va-

riables d’état. Cette trajectoire dépend aussi du temps ¢ mais surtout des
variables de controle u. C’est une fonction d’efficacité de chaque commande
sur U'intervalle T

On peut classer les fonctions objectifs en deux critéres physiques de perfor-
mance :

Temps optimal

On parle d’'un probléme en temps optimal lorsque fo(t,z,u) = 1,
t*
g(t*,z*) = 0 et le temps final ¢* est libre dans I'expression de min [ 1dt.

uto
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Cotit optimal

On parle d’un probléme en colt optimal lorsque le temps final t* est fixé
dans ’expression

t*
ming(t*,x*)+/f0(t,a:,u)dt.
u
to

Evidemment, il existe des problémes qui combine les deux critéres physiques
de qualité, et on parlera dans ce cas d’un probléme de contréle en temps et
en coiit optimal.

Si dans ’expression de J, fy est proportionnelle & u
colt quadratique.
Si u est un controle scalaire et fo est proportionnelle & u, on parle de probléme
de controle & colt d’approvisionnement. Lorsque les équations d’état © =
f(x,u) ne dépendent pas explicitement de la variable ¢, on parle dans ce cas
de probléme autonome. Si ¢ est présent dans les équations d’état on parle de
probléme non-autonome.

2 on parle alors d’un

Probléme de Mayer-Lagrange

Le probleme de Mayer-Lagrange est donné sous la forme d’un systéme
z(t) = f(t,z(t),u(t)), x(0) = zg, z(t*) = x*, uw € U, t € [to,t*], Pobjectif
étant de minimiser le cotit

t*
J(t*,u) = g(t*, %) +/f0(t,x,u)dt.
to

Lorsque g = 0 dans l'expression de la fonctionnelle J, on parlera d’un pro-
bléme de Lagrange ; lorsque fo = 0, on parlera d’un probléme de Mayer.

2.3 Controlabilité

Pour déterminer une trajectoire optimal joignant un ensemble initial &
une cible, il faut d’abord savoir si cette cible est atteignable; c’est le pro-
bléme ; de contrélabilité. La contrélabilité est I'un des concepts centraux de
la théorie du controle. C’est la possibilité d’'influencer I’état du systéme (sor-
tie) en manipulant les entrées (commandes). Existe-t-il un contréle u tel que
la trajectoire associée x conduit le systéme de xg € My a =* € M; en un
temps fini ?

La notion de controlabilité a été introduite en 1960 par Kalman [43] pour des
systémes linaires de la forme & = Ax + Bu. L’état = évolue dans un espace
vectoriel réel F, de dimension n. On dit que © = Ax + Bu est controlable, si
I'on peut joindre deux points de 'espace d’état, c’est & dire si, et seulement
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si, étant donnés deux points g, z* € E et deux instants tg, t* avec ty < t*, il
existe une commande u, définie sur [tg,t*], telle que z(tg) = xo, x(t*) = x™.

2.3.1 Controlabilité des systémes linéaires

La formulation mathématique d’un systéme de controle linéaire est la
suivante :

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), =(0) = xo, t € 1,

ou [ est un intervalle de R,A,B, et r sont trois applications localement inté-

grables sur I & valeurs respectivement dans M, (R), M, ,»(R) et R™.

Ou M, (R) est I’ensemble des matrices réelles de dimension n, et M, ,(R)

est 'ensemble des matrices de n lignes et de m colonnes.

I’ensemble des controles u considérés est ’ensemble des applications mesu-

rables localement bornées sur I & valeurs dans un sous ensemble U C R™.
Soit F(.) : I — Mu(R) la résolvante du systéme linéaire homogeéne

#(t) = A(t)x(t) définie par

F = A(t)F(t),
{ F(tO) = Id,

ou Id : désigne la matrice identité.
Pour tout controle u le systéeme @(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) +r(t), (0) = xo
admet une unique solution z(.) : I — R™ absolument continue donnée par

z(t) = F(t)xo + /F(t)F(s)l(B(s)u(s) +7(s))ds,

pour tout t € I.
Sir =0 et xg =0, la solution du systéme s’écrit

() = F(t) / Fs)~ B(s)u(s)ds.

Elle est linéaire en w.
Le théoréme suivant donne une condition générale pour la controlabilité des
systémes linéaires :

Théoréme 5 Le systeme @(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) est controlable
en temps t* si et seulement si la matrice
t*
C(t*) = /F(t)—lB(t)B(t)’F(t)—ldt,
to

dite matrice de controlabilité, est inversible.
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Cette condition ne dépend pas de zg, c’est-a-dire que si un systéme linéaire
est controlable en temps t* depuis xg, alors il est controlable en temps t*
depuis tout point.

2.3.2 Controlabilité des systémes linéaires autonomes

Le systéme &(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) +r(t) est dit autonome lorsque les
matrices A et B ne dépendent pas de t. Dans ce cas, la matrice F'(t) = et
et la solution du systéme associée au contréle u s’écrit, pour tout t € I :

t*

z(t) = e (xo + / e (B(s)u(s) +r(s))ds).

to

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante de contro-
labilité dans le cas sans contrainte sur le controle.

Théoréme 6 On suppose que U = R™. Le systeme &(t) = A(t)z(t) +
B(t)u(t) + r(t) est controlable en temps t* si et seulement si la matrice

C =[B,AB,A’B, ..., A" B]

est de rang n. La matrice C' est appelée matrice de Kalman, et la condition
rang C = n est appelée condition de Kalman.

Dans le cas ou le controle u est contraint, c’est-a-dire s’il appartient & un
sous ensemble U C R™, les propriétés de controlabilité globale sont reliées
aux propriétés de stabilité de la matrice A. En clair, sir =0 et 0 € U, si de
plus la condition de Kalman est vérifiée et si la matrice A est stable (toutes
les valeurs propres de A sont de parties réelles strictement négatives), alors
tout point de R™ peut étre conduit & l'origine en temps fini.

Dans le cas mono-entrée m = 1 (u est un controle scalaire), on a le théoréme
suivant :

Théoréme 7 On considére le systeme ©(t) = Ax(t) +bu(t), b € R™, u(t) €
U ou U est un intervalle de R avec 0 € U. Alors tout point de R™ peut
étre conduit a l'origine en temps fini si et seulement si la matrice C =
[b, Ab, A?D, ..., A" 1b] est de rang n et la partie réelle de chaque valeur propre
de A est inférieur ou égale a 0.

2.3.3 Controlabilité des systémes non-linéaire

La controélabilité est un concept clé pour la compréhension des proprié-
tés structurelles et qualitatives, comme la stabilisation. L’extension de la
controélabilité au cas non-linéaire de dimension finie et de dimension infinie a
suscité depuis prés de cinquante ans une littérature considérable, qui n’a en
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rien épuisé ce sujet riche et varié. Les auteurs, dans leur quasi-totalité, ont
considéré des généralisations naturelles de © = Ax + Bu. Le résultat suivant
donne une condition sur la contrélabilité locale des systémes non-linéaires.

Proposition 2.1 Considérons le systéme z(t) = f(t,xz(t),u(t)) x(0) = xo
avec f(xg,u’) = 0. On note A = (:Eo, 0y et B= 9L (:L‘o, 9. Si

rang(B, AB, A’B, ..., A""'B) = n,

alors le systéme est localement contrélable en xg.

En général, le probléme de controlabilité est difficile. Cependant, il existe des
techniques qui permettent de déduire la contrélabilité locale dans le cas des
systemes linéarisés.

2.4 Probléme de controle optimal

Une fois le probléme de contrélabilité est résolu, alors parmi toutes les
trajectoires qui transférent I’objet de la position initiale z(tg) & la position
finale z(t*) = x1, on cherche alors celle qui le fait en temps final, ou celle
qui le fait en minimisant un certain critére, c’est le probléme de controle
optimal. La résolution du probléme de controle optimal se fait par différentes
méthodes. Parmi ces méthodes, on peut citer :

1. Principe du maximum de Pontriaguine,

2. méthode directe de résolution d’'un probléme terminal d'un systéme
dynamique linéaire.

Dans les sous-paragraphes suivants, nous allons détaillé ces méthodes.

2.4.1 Principe du maximum de Pontriaguine

Ce principe formulé par le mathématicien russe donne une condition né-
cessaire d’optimalité [73]. Dans notre travail, on ne considérera seulement la
condition que pour un probléme terminal :

J(z,u) = /fo(t,x,u)dt — min, (2.1)
&= f(t,z,u), x(to) = o € Mo, (2.2)
u(t) € U, t € [to,t7], (2.3)

x(t*) € My, (2.4)

S’il n’existe pas de contréle u € U satisfaisant le systéme = =
flt,z,u), x(0) = z¢ et x(t*) € My, on dit que le systéme n’est pas contro-
lable de I’état initial aux états terminaux de M;. Dans ce cas, le probléme
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n’admet pas de solution. Si le systéme est contrélable, il existe en général
beaucoup de controéles possibles et pour chacun de ces controles correspond
une valeur pour J. Le probléme est de déterminer un controle optimal u* € U
associé a des trajectoires optimales z* qui optimise la valeur de J.

Dans la suite, on utilise ’'Hamiltonien défini comme suit :

H{(t,x(t), (t),0(t) = D i fult, w(t), ult) = o' (1)-(Az(t) + bu(t)),
1=0

Finalement, On dit qu’'une commande admissible u(t), t € [to,t*] vérifie le
principe du maximum pour le probléme (2.1)-(2.4) si la condition :

H{(t, x(t), (1), u(t)) = max H(t, (1), ¥ (t), v(t)),

vel

est vérifiee. Classiquement, la trajectoire z(t) du systéme vérifie :

OH t
= (xéZ’u’ L ato) = a0, (2.5)
et si de plus, on utilise aussi la co-trajectoire 1(t) du systéme vérifie :
- OH (x,v,u,t)
=P 2.6
V¥ 5 (2.6)

() : co-trajectoire solution du systéme (2.6) est appelé systéme adjoint.

Remarque 2.1 La convention vy < 0 conduit au principe du mazimum,
tandis que Yo > 0 conduit au principe du minimum.

Dans le cas ot il n’y a pas de contrainte sur le controle (U = R™), un controle
optimal u vérifie les conditions suivantes :

- o = —1.

— u est une fonction telle que H(xz(t),v(t),v(t),t) atteint son mazimum
en u, Yv € R™. La condition du mazimum devient %—Ig = 0.

— Les co-équations d’état adjoint ont une solution ¥, et les équations
d’état ont une solution x qui prend les valeurs xy en tg = 0 et x* au
temps t*. Le systéme vérifie les conditions de transversalité : a l'instant
initial, 1(0) est perpendiculaire & l’espace tangent de My en x(0) et a
Uinstant final, x(t*) est perpendiculaire a l’espace tangent de My en
x(t*).

— L’Hamiltonien est constant le long de la trajectoire optimale, et cette
constante vaut 0 si le temps terminal t* est libre.

Si une solution existe, le principe du mazimum de Pontriaguine produit des
conditions nécessaires. On va donc chercher des solutions qui satisfont ces
conditions nécessaires du PMP et l'on prendra celle qui minimise J. Il n’ y
a pas de garantie en toute généralité sur ['unicité de la solution optimale. Si
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l’om ne trouve pas de solutions satisfaisantes toutes les conditions du principe
du mazimum de Pontriaguine, alors il n’existe pas de solution au probléme
de contrédle optimal.

Théoréme 8 Toute commande optimale d’un probléme terminal de controle
optimal vérifie le principe du maximum.

2.4.2 Meéthode directe de résolution d’un probléme terminal
d’un systéme dynamique linéaire :

Considérons le probléme terminal de commande optimale suivant :

J(u) = dx(t*) — max, (2.7)

. dr Aw 4 b B
&= =Av + bu, z(tg) = o, (2.8)
Hx(t*) = g, (2.9)
fe <u(t) < f5, teT = [ty t7], (2.10)

ou J(u) est le critéere de qualité, A(I,J) est une m X n matrice qui
caractérise le systéme, z(t) € R™ est I’état du systeme, b(J) est un n—
vecteur de commande donné, H(I,J) est une m X n matrice de rang
m < n, g est un m— vecteur, u(t) est une commande constante par mor-
ceaux, bornée par fi, f* € R" ¢ = ¢(J) est le n— vecteur des coits,
I={1,..,n}, J={1,...,m} sont des ensembles d’indices.

Notre probléme consiste a trouver la commande admissible u® qui avec
la trajectoire optimale z°, maximise le critére de qualité :

J®) = ¢2°(t*) = max z(t*) = max J(u).
Par la formule de Cauchy, la solution du systéme dynamique
= Ax + bu, :C(to) = X0,

est égale a
t*
£(t) = F(t)[wo + / F=Y(r)bu(r)dr], (2.11)
to
ou F(t), t € T, est la solution (résolvante) du systéme
F = AF,
F(to) =1Id, teT.
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En utilisant la solution (2.11), le probléme (2.7)-(2.10) devient un probléme
de la seule variable u(t), t € T :

J(u) = x(t*) = F(t)zo + /c(t)u(t)dt — max, (2.12)
/¢(t)u(t)dt =g— HF(t")xo, (2.13)
fe <u(t) < [ (2.14)

o c(t) = F(t*)F~L(t)b,
(2.15)
¢(t) = HF(t*)F~L(t)b, t €T

Définition 2.1 Toute commande u(t) vérifiant les contraintes
Hx(t*") =g, f« <u(t) < f*, telto,tY],

est dite commande admissible du probléme (2.7)-(2.10).
Une commande admissible u® = u®(t) est alors dite optimale si et seule-
ment si :

0y _
J(u’) = f*gluagf* J(u), (2.16)
et elle est e— optimale si :
J(W®) — J(uf) < e (e > 0). (2.17)

Définition 2.2 La valeur u(.) au point t € int T, sera la valeur u(t) =
(u(t+0)+u(t —0))/2, ot u(t +0) et u(t — 0) sont les limites a droite et a
gauche de u au point t.

2.5 Support-Controéle

Définition 2.3 L’ensemble Tp = {T; = [r;, 7], T; C T, i = 1,m/[r;, 7] N
[1j, 7] = 0, Vi # j} est appelé support généralisé du probléme (2.7)-(2.10)
si le systéeme :
T = Az + bu, z(tg) = xo
(2.18)
Hzx(t*)=0,teT
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n’admet pour u(t) =0, t € Ty = T /T que la solution triviale u(t) =0, t €
Tp, mais pour tout intervalle T* = [, 7], T* C Ty, T« # 7" et

0, teTy/T*
u(t) =
u*, teT*,

le systeme (2.18) admet une solution non triviale, i.e.,

u(t) #0, te TpuUT™

dans la classe des commandes constantes sur T;, i =1, m.

Lemme 2.1 L’ensemble Tp est un support généralisé si et seulement si la
matrice du support généralisée

Ti+h
$(Tp) = / s(t)dt, i = T, (2.19)

Ti

est non dégénérée

Prenons une autre notion de support du probléme. Choisissons les points
isolés 75, ¢ = 1,m qu’on appelle des moments de support et 1’ensemble
78 = {7, © = 1,m} est dit support si la matrice correspondante ¢p est
non dégénérée
Ti+h
op=0(Tn) = [ ot i=Tm. (220)

i

Remarque 2.2 A chaque moment t;, on fait correspondre un intervalle T;
tel que : t; =1; ou T".
L’ezistence du support est trés li€ a la notion de commandabilité du systéme

(2.7)-(2.10).

Définition 2.4 Le couple {u, 7} formé de la commande admissible u et du
support Tp est appelé support-controle.
1l est dit dégénéré si la valeur de la fonctionnelle n’augmente pas aprés

A=

l'itération, et non dégénéré s’il existe de tels nombres Ao > 0, puo > 0, u;,

1,m tel que, VA, 0 < X < Ao, les relations suivantes sont vérifiées.

m ti+A m ti+A
S su)dt =Y u} [ o(t)dt,
i=1¢;—\ =1 ti—A

(2.21)

fo+ 1o < u} < f* — po, i=1,m
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Par la suite, on supposera que la commande u(t) prend des valeurs constantes
dans les intervalles T;, i =1, m i.e,

u(t) =uy, t €Ty = 1,7, dp <y <d*, i=1,m.

Comme u est admissible, alors
t*
[ ottt =g~ B a0,
to

et en utilisant le support, on obtient

[ oty =g - HE@E )0~ [ otyuttyar
T Ty

Comme u(t) est constante par morceauz et de la définition du support, on
obtient

u(Tp) = 6~ (Tp){g — HF(t")xo — / su()dty,  (2.22)
T

ot Tp ={T;, i =1,m}.

2.6 Formule d’accroissement de la fonctionnelle

Soit {u, 75} un support-controle de départ, x(t) sa trajectoire correspon-
dante. En utilisant le support 75, on construit le vecteur potentiel :

V = o, (2.23)
et la co-commande (vecteur des estimations) :
At) = = (t)b, t €T, (2.24)
ou ¥ (t) est la solution du systéme conjuguée.
V() = —A'p, p(t*) =c— H'v. (2.25)
A(t) peut étre écrite d'une autre maniére :

Aty = —¢'(t)b=—((c— Hv)F{)F(1))'b
= VHF)FL(t)b - F{)F ()b

— V() - elt)
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o(t) = HF(t*)F~1(t)b,
et

c(t) = F(t*)F 1 (t)b.
d’ou

Aty =Vot)—c(t), teT

(2.26)

Soit u(t) = u(t) + Au(t) une autre commande admissible et Z(t) = z(t) +

Az(t), t € T, la trajectoire correspondante associée.
Déterminons 'accroissement de la fonctionnelle

AJ) = J@) - J(u) = / c(tut)dt

— [am+vamaua

t* t*

_ - / A(t)Au(t)dt + / V() Au(t)dt

to
De ’admissibilité de u et @, on a :

t*

/ V' o(t)Au(t)dt = 0.

to

Donc,

AJ(u) = — / A(t)Au(t)dt

2.7 Probléme dual

Définissons le probléme dual du probléme (2.7)-(2.10) :
t*

—_ t*
L(s,v,w) = Vs — [o(t) fadt + [w(t)f*dt — min,
to to

$p(t) — o(t) + w(t) = c(t),

o(t) 20, w(t) >0, teT,

(2.27)
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ou
b=g— HF(t")xo.
Ici les fonctions v(t), w(t), t € T pour v(I) = ¢(I) sont définies de la maniére
suivante :
v(t) = A(t), w(t) =0, siA(t)>0
(2.28)
v(t) =0, w(t) = —A(t), si A(t) <0.

et forment un plan dual du probléme (solution admissible du dual).
Désignons par (¢°,v°(t),w%(t),t € T) la solution optimale.
2.8 Calcul de la valeur de suboptimalité
La nouvelle commande %(¢) est admissible donc :
fe —u(t) < Au(t) < f* —u(t). (2.29)

Le maximum de la fonctionnelle (2.27) sous les contraintes (2.29) est atteint
pour :

Au(t) = fo —u(t), si A(t) >0
Au(t) = fo —u(t), si A(t) <0 (2.30)
fo—u(t) < Au(t) < fu —u(t), siA(t)=0,teT.

et est égal & :

6 = Blu,p) = / A@)(u(t) — fo)dt + / A)(ult) - )it (231)
T+ T—

appelé valeur de suboptimalité du support-controle {u, 75}, ou
TH={teT:At)>0}, T- ={teT:At) <0}
De ce qui précéde, on a toujours :
AJ(u) = J(@) = J(u) < B(u, 7B),

0 on obtient :

pour tout w, et pour tout u = u
J(W®) — J(u) < B(u, ).

De cette derniére inégalité, on déduit les critéres suivants :
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2.9 Critére d’optimalité

Théoréme 9 [3/[Pour ['optimalité du support-contréle {u,7p}, les rela-

tions :
A(t) >0, siu(t)= fs

A(t) <0, siu(t)=f* (2.32)

Alt) =0, sif.<u(t)<f* teTl,

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires.

Preuve. voir 'annexe 2 Condition suffisante :

Si les relations (2.32) sont vérifiées alors de (2.31), on a 5(u, 75) = 0. Comme
J(@)—J(u) < B(u, 78) = 0, pour tout @, alors {u, 7p} est un support-controle
optimale.

Condition nécessaire :

Soit {u,7p} un support controle optimal non dégénéré et supposons que les
relations (2.31) ne sont pas vérifies, c’est-a-dire

il existe tg € T tel que A(tg) > 0 et u(tyg) > fo. De la continuité de A(t), t €
T , il existe un tel nombre petit 79, tel que pour tout 0 < n < np, on a :

1. tg n’est pas un moment du support.

2. toe T, T = [t — 0,7 + 1], k=1,m.

3. A(t) > 0, pour u(t) > fo, t € TV, T = [to — n, to + 7).

4. TINTY =0, kK =1,m.

5. le moment ty peut étre considéré comme un point de continuité de
u(t), t € Ty

Choisissons 19, suffisamment petit pour tout n, 0 < n < ng.
Construisons les variations de la commande

Au(t) = Au(t,n), t €T,

en posant :
Au(t) = —y, t e Ty ou 0 <y =7~(n) =ry <1, k>0, et Au ne dépend
pas de 7,

Au(t) =0, t e T/(U T UT]T).

Au voisinage du moment du support 7, qui permet de changer la valeur u(t)
a la nouvelle valeur u(t).

u(t) = {[u(te — 0) + w(7)]/2 = u(ts), t € TY, k=1, m}.
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[l
3

D’apres de la non dégénérescence de u(t), on a :f, < u(7y) < f*, K
Pour toute fonction continue :

j¢(t)u(t /¢ Bdtu(rs — 0) + T7n¢(t)dtu(m+0)
to Tk—1) Tk

= N¢(1)u(Ts = 0) + O1(n) + nd(7)u(7s + 0) + O2(n)
= 2n¢(1x)u(rs) + O(n).

En changeant u(t), t € T, en u(t), t € T, la contrainte (2.12) prend la
forme :

t*xo+/¢ dt—HFt*xo—/qS

/ o(1) (@(t) — u(t))dt = 3 / (a(t) -

= Qanp Te)u(TK) + O1(n —2772¢Tn + O3(n) = O(n).

D’apres le théoréme des fonctions implicites (voir annexe 2), la commande
u(t), t € T, peut étre transformée de telle sorte que u(t), ¢t € T, vérifie la
contrainte (2.12).

u(t), t €T,

w(te) +O(n), te Tl k=1,m

L’accroissement de la fonctionnelle devient :

J@) — J(u) = / c(t) (@(t) — u(t))dt

-y / (1) (a(t) — u(t))dt = 203" e(re)ulre) + O1 (1)
k=1 k=1

- 27;2 e(Te)u(Te) + Oa(n) = O(n).

La variation de la commande sur les intervalles T}, x = 1,m, sera construite
de la maniére suivante :

Au(t) = Au(rg), t €T, k=1,m.
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De l'inégalité, on a :

F(t*)zo + Z/qﬁ(t)Au(t)dt = 'y/qS(t)dt
H:1Tn ™

HF(t*)zo + 2277% (1) Au(r) + O /¢>

La matrice de coefficients de ce systéme :
Pp = (¢(t), t € Tp).

est confondue avec la matrice du support ¢p.
Introduisons le vecteur :

Au(ty), k= 1,m).

Aup = 2mQ¢(to) + O(n).
Pour 7 suffisamment petit, la norme Aup est aussi suffisamment petite. Par
conséquent, les inégalités suivantes sont vérifiées :

fo <u™(me) + Au(re) < f*, K =1,m.

Par conséquent la commande généralisée u(t) de composantes : u(t) =
u(t), t € T/(UP T UTY), a(t) = a(t) + Au(ry), t € T, k=1,m, a(t) =
u(t) —n, te T77 est admissible.

Calculons 'accroissement de la fonctionnelle pour les deux commandes u et

w

AJ(u) = J(@) — J(u) = —Z / A (u(r) + Au(ry) — u(t))dt

+ W/A(t)dt = m)/A(t)dzH- O(n) >0
) )
Pour 7 suffisamment petit, 0 < n < 19, I'inégalité obtenue contredit 1’opti-

malité de u; ce qui démontre la condition nécessaire.

Remarque 2.3 Le critére d’optimalité peut étre écrit sous la forme tradi-
tionnelle du principe du mazimum de Pontriaguine. Pour cela en utilisant la
fonction Hamiltonienne, on obtient :

H(x,%,u) = ¢'(Az + bu)

La condition du maximum :

H(z(t),1(t),u(t)) = 2 max H(xz(t),y(t),u(t)), teT. (2.33)

u< f*
est suffisante, et dans le cas de la non dégénérescence, elle est nécessaire pour
Doptimalité du support-controle {u,Tp}.
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2.10 Critére d’s—Optimalité

Théoréme 10 Pour tout ¢ > 0, la commande admissible u(t), t € T est
e— optimale si et seulement sl existe un tel support T sur lequel le long
de u(t) et des solutions x(t), (t), t € T des systémes direct et conjugué, la
condition e—mazximum est vérifiée :

H(x(t),¥(t),u(t)) = max, H(z(t), ¥(t),u(t)) —et), teT.  (2.34)

P Su f*

t*
avec [e(t)dt <e.

to
Preuve.
Condition suffisante :
Supposons que la condition (2.34) soit vérifiée ; de la valeur de suboptimalité
(2.31) du support-controle {u, 75}, et de la formule (2.24) on déduit :

8= Blu,rp) = /w .~ ut dt+/w b(f* — u(t))dt

= [0 A2 + ' ObF. — 0O As(0) — o bu(e)i

T+

+ /(w'(t)Ax(t) + Q' (Obf" — () Az(t) — ¢ ()bult))dt

T—

= /[ma$f*§uﬁf*H($(t)aw(t)7u(t)) — H(x(t), ¢(t), u(t))]dt
= /5(t)dt <e.

De l'accroissement de la fonctionnelle, on déduit :
Jw®) — J(u) < B <e,

ce qui implique que la commande u(t), t € T est e—optimale.

Condition nécessaire :

Soit u(t), t € T une commande e— optimale. De le formule (2.31) pour un
certain support 7, on calcule la valeur de suboptimalité 5(u, 7p) écrite sous
la forme :

B =B(u, 1) = / A(t)u(t)dt + / A() fodt — / A@)frdt.  (2.35)
to T+ -
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De la valeur de suboptimalité (2.34) et en vertu des relation (2.27) et (2.35),
on obtient :

t* t* t* t*
B = B(u,7g) = /u’¢(t)u(t)dt—/c(t)u(t)dt—/v(t)f*dt+/w(t)f*dt.
to to to to
Or, de 'admissibilité de u, on déduit :
o
/ Vo(u(t)dt = v,
to
et de la relation de dualité, on obtient :

Jw®) = L(°, %, w°).

ce qui nous donne :

t* t* t*
c(u’(t)dt = V0 + [ 00(t) fudt — | wO(t)f*dt = 0.
/ s

De cette derniére égalité, la valeur de suboptimalité prend la forme :

t* t*
B = [ c@)ul@)dt — [ c(t)u(t)dt
Jrooe]
t* t*
+ Vv — [vt)fedt + [ w(t)f*dt + b0
Jrome]
t* t*
+ [ ) fudt — [ WO (t) f*dt.
s

B:ﬁ(uvTB) :BM+BB7

ou

t* t*
= c UO — c(l)u = UO — u
Bu—/ (t)u”(t)dt / Ou(t)dt = J(u”(t)) — J(u(t)),

est la mesure de la non optimalité de la commande u(t), t € T, et

t* t* t* t*
B = Vv— [v@t)fidt+ [ wit)fdt 4+’ + [ ) fudt — [ wO(t)f*dt
e s

= L(s,v,w) — L(s°,2°, w"),
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est la mesure de la non optimalité du support 7.
Si a la commande u(t), t € T, on associe un support T% optimal, c’est-a-dire

B(1%) = B = 0, alors :
Blu,79) = By <&, (2.36)

0, siA(t)=0, teT.
En utilisant la co-commande (2.24), on obtient :

e(t) = —(O)b(ult) - £,

e(t) = ¢'()Ax(t) + ¢ (0)bf — ¢ (1) Ax(t) — ¢/ (£)bu(t),

e(t) = ¢'()(Ax(t) +0f) — ' () (Ax(t) + bu(t))  '(t)b <0,
e(t) = Y(O)(Ax(t) +bf) — ¢/ (t)(Az(t) + bu(t)) ¥’ ()b >0,

e(t) = 0 ' ()b = 0.
En utilisant la fonction Hamiltonienne, £(t) sera égale a :

e(t) = max H(x(t),¥(t),u(t)) — H(xz(t),y(t),u(t)), t€T (2.37)

JeSu<fr

Des conditions (2.36) et (2.37) découle alors la condition e— maximum.
Conclusion

Si AJ(u) = J(u®) — J(u) = B = B(u,78) < ¢, alors u est e— optimale.
Pour ¢ = 0, le principe e— maximum devient le principe traditionnel du
maximum.

2.11 Détermination d’un support-contréle de dé-
part

Pour déterminer un support controle de départ admissible, on prend une
commande u(t), t € T vérifiant la contrainte

fisu(t) < f* tel.
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Par la suite, on détermine sa trajectoire correspondante x(t), t € T, solution
de
& = Az + bu, x(0) = xo.

Si la condition Hx(t*) = g est vérifiée, alors u(t), t € T est une commande
admissible. Sinon, on ajoute une variable artificielle pour avoir un support de
départ en utilisant la méthode de deux phases (phase 1) ou M — méthode [17]
permet de déterminer la condition initiale du probléme. Quant au support
7B, on le choisit de maniére a avoir |¢p| # 0, et si on ne peut pas déterminer
un tel support, on démarre I'algorithme a partir de 75 = () avec detdp(t) # 0.

2.12 Meéthode de résolution

Soit {u,7p} un support controle de départ, pour lequel la condition e—
maximum n’est pas vérifiée.

Une itération de l'algorithme {u, 75} — {@, TR} se fait en trois étapes :

1. Changement de commande : © — u.

2. Changement de support : 73 — T 5.

3. Procédure finale.

2.12.1 Changement de commande

Soit u(t) = u(t) + 0Au(t), t € T une autre commande admissible, ou
Au(t), t € T est la direction, et € le pas maximal le long de cette direction,
qui seront cherchés comme solution du probléme :

( t*
AJ(u) = —Gt{A(t)Au(t)dt — Q?Algﬁ),
[ ¢(t)0Au(t)dt =0, (2.38)
T*
fe—u(t) < OAu(t) < f*—u(t), teT.

Choisissons les nombres : @ > 0, h > 0 (paramétres de la méthode), et
construisons les ensembles suivants :

To={teT: |A@)| <a}, Th ={teT:|A(t)| > a},
T, = T/Ty. Comme :
A(t) =0, t € Tg alors Tp C Tp.

Subdivisons ’ensemble Ty en sous ensembles :

N

Ty = | JIr. [, s =1N,
j=1
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tel que :

[, T[N, 7 [=0, Vi#jet 77 — 75 = h.

Posons :

u(t) = uj = constante, t € [Tj,Tj [ j=T1,N.

fr=u(t), siAt) < —a,
Au(t) = (2.39)
fe—u(t), st A(t)>a, teT.

Faisons un changement de variables :

GA’U,(t), te [Tj’Tj[v J=LN,
l; = (2.40)
0, pour j =N + 1,

ol 7 = N + 1 est un indice supplémentaire correspondant a 1’ensemble T}.
Calculons les quantités suivantes :

— } A(t)dt, j=1,N
g=3 " (2.41)
— [A(t)Au(t)dt, j=N-+1
Ty
— qu(t)dt, j=1,N
G=9 (2.42)
— [ o(t)Au(t)dt, j=N+1.
T

et prenons :
avec :

0<6<1
Soit alors :

fing1=0cet fy =1

De ce qui précede, le probléme (2.38) devient le probléme suivant appelé
probléme du support :
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N+1
g;l; — max,
=1 lj

J

N+1 2.4
> 4ily =0, (2.43)
j=1

Ji<L<f,  j=LN+L

Ce probléme est un probléme de programmation linéaire qu’on va résoudre
par "la méthode adaptée" avec comme plan de départ (I =0, Jp) ou :

¢ =¢(JB) = (¢;, j€JB), Je={j{l,... N+1}/T; C T}

ou
Tj+h

q; = / o(t)dt, =1, N + 1.
7j
En utilisant {/, Jp} la solution optimale du probléme (2.43) trouvée par la
méthode adaptée, la nouvelle commande sera :
u(t) + lN+1Au(t), tel)
a(t) = (2.44)
u(t) + 1, telr, ™[, j=1,N.

La commande u ainsi construite vérifie I'inégalité :

J(@) > J(u).

— Si l'indice (N + 1) ¢ Jg, alors on pose J = J

— Sinon on l'exclut du support Jp en utilisant la méthode duale. Pour
cela, on cherche la nouvelle co-commande :

A(t) = A(t) + od(t),

ou d(t) est la direction de changement de support et o le pas le long
de cette direction.
Déterminons j. tel que :

oj« = mino;, j € J/Jp.
—Zj/éj, si (szj' < 0, 5j 7’5 O,
o = 0, SiA]’ZO, u(t);éf*, 5j>00uAj:0, u(t);éf*, 5j<0,j€JH,

00, sinon.
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la direction sera calculée de la maniére suivante :

0, sur TB/tNJrl
§(t)y=< 1, sia(t)="f.
-1, siu(t) = f*.

8 = (95,5 € )¢~ (JB)aj — 95-
et le pas :
Le nouveau support du probléme (2.43) sera alors :

jB e (jB/N-‘r- Hu{s*}
En utilisant ce dernier support, on calcule le support du probléme initial
(2.38) en posant : 3
7~_B - {Tja .] € JB}
et construisons la matrice
op = (¢(t;), j € Jp) = ¢(7B),
on vérifie facilement que :
detopp # 0,
par suite, on a la nouvelle valeur de suboptimalité correspondant a 7pg,

,B(ﬂ, %B) :

— Si B(u,7p) = 0 alors u(t), t € T est une commande optimale.
- Si B(u,7p) < ¢ alors u(t), t € T est une commande e—optimale.

— Sinon on passe soit a une nouvelle itération en démarrant
avec :{u,7p}, @ < o, h < h, ou a la procédure de changement de
support.

2.12.2 Changement de support

Soit {u, Tp} le support controle trouvé précédemment et 5(u, 7p) > €.
En utilisant le support 75 ; on construit la solution t(t), t € T du systéme
conjugué (2.26). Posons

At) = —'(t)b, t e T.
et calculons la quasi-commande suivante :

f* si A(t) <0,

Bty =14 f. si A(t) > 0, (2.45)
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et la trajectoire correspondante x = (x(t), t € T') solution de :
x = Ax + bw, x(0) = xo, (2.46)

Si Hx(t*) = g, alors w(t), t € T est optimale pour le probléme (2.7)-(2.10).
Si Hx(t*) # g, construisons alors le vecteur :

NTp) = ¢~ (TB)(g — Hx(t")). (2.47)

- Si )\(TB) = 0, alors la quasi-commande w construite par le support 7p
est optimale pour le probléme (2.7)-(2.10).

— Sinon calculons || A(Tg) ||; pour x> 0, paramétre de la méthode, deux
cas peuvent se présenter :

1. Si || A(7B) ||> u, alors on change 75 en Tp par la méthode duale.

2. Si || AM(7B) ||< p, on passe a la procédure finale.

Meéthode duale.
Soit t1 € TR, ~
IA(t1)] = max |[A(t)], t € Tp

On a:

= Vo(t) —c(t) + a%(t)

= AVp(t) = o2 (t).
Ici, §(t) est la direction, et o° le pas dual. Par suite :
AV = J%'(TB)(,@EI.
Posons :
0, sur Tp/t1,
0(t) =4 +1, siu(t)= f«pourt=ty;

—1, siu(t)= f* pour t =ty;

+00, sinon, t € T
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Construisons ’ensemble :
To)={teT: o(t) <o}

et désignons par :

a(0) = —|\(t1)] + 2 / 15(8)dt.
T (o)

la vitesse de décroissance de la fonctionnelle duale. Par construction :
a(0) <0, et a(o) < a(a), pour o <.

Si a(o) < 0 pour o > 0, alors le probléme (2.7)-(2.10) ne posséde pas de
commande admissible, dans le cas contraire cherchons un tel 6% > 0 tel que :

ale® —y) <0, alc® +0) >0, Vy/0<y <o’
Soit t, € T/Tp un tel moment vérifiant :
A(ty) + 00d(te) = 0, §(t) # 0. (2.49)
On obtient alors le nouveau support

Tp = (Tp/{t:}) U {t.}.

— Si MTp) = 0, alors la quasi-commande w est optimale pour le
probléme (2.7)-(2.10).

— Sinon dans le cas ot || MTB) ||> p, on refait Pitération jusqu’a ce que
| A\(TB) ||< p, puis on applique la procédure finale.

Remarque 2.4 en faisant une itération, Tp — Ts la fonctionnelle duale

diminue de la quantité :
oo

/ a(0)do.

0

2.12.3 Procédure finale

Supposons que pour la quasi commande w et la quasi-trajectoire corres-
pondante x construite par le support T on ait la condition :

I X(T) |I< 4
Désignons par :

TOZ{tETZA(t):O}, Toz{tjv sz}
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I’ensemble des points isolés t;, j = 1,m et supposons que :

A(t;) #0, j=T,m.

La procédure finale consiste & déterminer 75 = {TJQ, j = 1,m} a partir des
équations :

("= £ Y sign(t)) [ o0yt = g - Hx(©) (2.50)
=1 ke

obtenues & partir de la contrainte :

g Hx(t) = g— HF(t")zo— / o (t)u(t)dt
T

— g— HF(@)a ~ [ eOutdt— [ eoutiat
To

Ty

en identifiant la partie hors base a zéro et la partie basique & pu.

La résolution de (2.50) se fera par la méthode de Newton (c’est pourquoi
on cherche a avoir || M(Tg) ||< p, p petit) pour assurer la convergence de
cette méthode. Pour la résolution des équations (2.50), on prend comme
approximation initiale de

TS =g = {T;k), j=1,m},

On a alors la relation de récurrence suivante :

(k+1) (k)

7O — W) {signA(t))\; (75, j =T, m} (2.51)

1
[ = Js
ou /\(T](gk)) est un vecteur calculé par la relation (2.47). La fonction w®(t) =
w(t), t € T calculée par le support T% solution de (2.50), est une commande
optimale du probléme (2.7)-(2.10).
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Optimisation d’un probléme de
controle optimale avec une
entrée libre

3.1 Introduction

La théorie du controle analyse les propriétés des systémes commandés
c’est & dire des systéemes dynamiques sur lequel on peut agir. Les problémes
de contrdle optimale occupent une large place dans la littérature depuis
plus de 40 ans. Durant cette période, des résulats fondamentaux ont été
retrouvés comme le principe du maximum de Pontriaguine, ou le principe de
programmation dynamique de Bellman. A cet effet, beaucoup de problémes
de controle optimal ont été résolus, et appliqués dans différents domaines
de la science, mécanique, électricité, électronique, économie,...etc. Dans ce
chapitre, on s’intéresse a un probléme de controle optimal avec une entrée
libre c’est-a-dire que la condition initiale n’est pas fixé. On cherche la meilleur
condition initiale zg € Xj, et une commande qui nous permet de ramener le
systeme de I’état initial vers I’état final soumis a la contrainte Hz(t*) = g.
Pour sa résolution, on applique la méthode directe vue au chapitre 2.

3.2 Position du probléme
Considérons le probléme de controle optimal suivant :

J(z,u) = dz(t*) — max (3.1)

&= Az + bu,z(0) = z € X,
Xo={z€R", Gz=r, d. <z <d"}, (3.2)
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Hx(t") =g, (3.3)

fo <ult) < f*, teT=][0,t] (3.4)

ouz = x(t) € R™ est le vecteur d’état du systéme dynamique (3.2) a 'instant
t; u(.) = (u(t),t € T = [0,t*]), est une fonction continue par morceaux ;
AeR™™: b ceR"; He R™ "™ rang H=m <n; g € R™, f,., f* sont des
scalaires; d = (dyj,j € J),d* = d*(J) = (d},j € J) sont des n—vecteurs;
G e RX" rang G =1 < n,y € RUT = {1,...m},J = {1,..n},L =
{1,....,1} sont des ensembles d’indices.

En utilisant la formule de Cauchy, on trouve la solution du systéme (3.2) :

t
2(t) = F(t)(= + / F(0)bu(9)do), ¢ € T, (3.5)
0
ott F(t) = et € T = [0,t*] est la solution (résolvante) du systéme suivant :
(1) = AF(1) |

F(0) = Id

En remplagant (3.5) dans (3.1)-(3.4), on obtient le probléme des seules va-
riables z et de la commande u(t), t € T :

J(z,u) = &z + /Ot* c(t)u(t)dt — max, (3.6)
D(I,J)z + /0 ; e(t)u(t)dt = g, (3.7)
G(L,J)z =7, d < z < d", (3.8)

fo <u(t) < fAtef, (3.9)

ot & = JF(t*), c(t) = JFt)F~Y(t)b, D(I,J) = HF(t*), ¢(t)
HF(t*)F~Y(t)b, ¢ est le transposé de c.

3.3 Définitions Essentielles

Définition 3.1 La paire v = (z,u(.)) formé d’un n—vecteur z et de la fonc-
tion continue par morceauz u(.) est appelée commande généralisée.

Définition 3.2 La commande généralisée v = (z,u(.)) est dite admissible si
elle vérifie les contraintes (3.2)-(3.4).
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Définition 3.3 La commande admissible v° = (2°,u°(.)) est dite optimale
si elle réalise le mazimum du critére de qualité c’est-a-dire :
J(©°) = max J(v).
v
Définition 3.4 Soit ¢ > 0 donné. La commande v¢ = (25,u°(.)) est dite

e—optimale si
J@°) — J(vF) <e..

3.4 Support controle

De I’ensemble T', choisissons un sous-ensemble T'g constitué de k éléments
et un sous-ensemble Jp C J de m+ 1 — k éléments, avec k < m. En utilisant
ces deux ensembles, formons la matrice :

D(I7JB) SO(t),tGTB
Py = (3.10)
G(L, Jp) 0

L’ensemble Sp = {Tp, Jp} est appelé support du probléme (3.1)-(3.4) si
det PB 75 0.

La paire {v,Sp} formé d’une commande admissible v = (z,u(.)) et du
support Sp est appelé support controle. Le support controle {v, Sp} est dit
non dégénéré si dij < 2 < dj,j € Jp, f« <u(t) < f*,t € Ts.

Considérons une commande admissible 7 = (Z,u(.)) = v + Awv, ou
Z = z+ Az, u(t) = u(t) + Au(t),t € T, et calculons l'accroissement de la
fonctionnelle :

AJ(v) = J(@) — J(v) = TNz + / c(t) Au(t)dt.
teT

De 'admissibilité de v et v, on a :

D(I,J)Az + / o(t)Au(t)dt =0,

teT

et
G(L,J)Az = 0.

En remplacant ¢ et ¢(t) par leurs valeurs, ’accroissement de la fonctionnelle
prend la forme :

AJ(w) = (@ — v/ < g(g j)) >)Az+ / (0(t) — ' () Au(t)dt,

teT
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ol v = < Yu > € Rt v, € R™, v, € R est la fonction du multiplicateurs

Vy
de Lagrange appelée vecteur des potentiels, calculé comme suit : v/ = ¢5Q,
ou Q = Pgl,qB = (¢j,j € Jp,c(t),t € Tp). Introduisons le n-vecteur des
D(I,J)
G(L,J)
A() = (A(t) = v,p(t) — c(t),t € T). En utilisant ces notions, la valeur de
I'accroissement de la fonctionnelle prend la forme suivante :

estimations A" = v/ < > — ¢, et la fonction de la co-commande

AJ(v)=A'Az— A(t)Au(t). (3.11)
teT

Le support controle {v,Sp} est non dégénérée pour le probléme dual si
A(t) #0,t € Tu,A; #0,j € Jyg,ou Ty = T/Tg, Jgy =J/JB.

3.5 Probléme dual

Définissons le probléme dual du probléme (3.6)-(3.9) :
( t*

t*
L(s,v,w) = gs — [v(t) fedt + [w(t) f*dt — min,
to to

s(@(t) + HE(t7)) — v(t) + w(t) = c(t),

v(t) >0, w(t) >0, teT,

Ici les fonctions v(t), w(t), t € T pour v(I) = ¢(I) sont définies de la maniére
suivante :
v(t) = A(t), w(t) =0, siA(t)>0
(3.12)
v(t) =0, w(t) = —A(t), si A(t) <0.

et forment un plan dual du probléme (solution admissible du dual).
Désignons par (¢°,v°(t), w(t),t € T) sa solution optimale.
3.6 Calcul de la valeur de suboptimalité

De I"admissibilité de T(t), on a les relations suivantes : 7(¢) est admissible,
si elle satisfait les contraintes :

di — 2 <Az <d" —z; fu—u(t) < Au(t) < f*—u(t),t €T. (3.13)
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Le maximum de I’accroissement de la fonctionnelle (3.11) sous les contraintes
(3.13) est atteint pour :

AZj:d*j—Zj si Aj>0
Azj=di -z 51 4; <0
d*j_szAszd;—Zj, SiAjIOajeja

Au(t) = fo —u(t) si A(t) >0

et égal a :

B = Blv,SB)= > Ajlzj—du)+ > Aj(z —dj)

jeJ i€y
+ / A(t)(u(t) — fo)dt + / A(t)(u(t) — f*)dt, (3.14)
teT+ teT—

ou

TY = {teTy,Alt) >0}, T~ ={t €Ty, At) <0},

Jh = {j€Ju,A;j >0}, Jy=1{j€Ju,Aj <O}
La valeur B(v, Sp) est appelée valeur de suboptimalité du support controle

{'U, SB}
On en déduit que

J(@©) = J(v) < B(v, SB),

pour tout v; et pour v = vo, on aura :

J (%) = J(v) < B(v, Sp).

De cette derniére inégalité, on déduit un critére d’Optimalité et
d’e—optimalité :
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3.7 Critére d’Optimalité et d'e-Optimalité

Théoréme 11 [34] Pour loptimalité du support-contréle {v,Sp}, les rela-
tions suivantes :

u(t) = fs, st A(t) >0,
u(t) = f*, si A(t) <0,
fo<u(t) < f*, siA{)=0,teT,
zj = duj, si Aj >0, (3.15)

Zj :d;f, St Aj < 0,

d*jSZde;, SiAjZO,jGJ,

sont suffisantes, et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont néces-
saires.

Preuve.
Condition suffisante Si les relations (3.15) sont satisfaites, alors
B(v,Sp) =0et de la, on a :

J(°%) — J(v) = AJ(v) < B(v, Sg) =0,

donc {v, Sp} est un support controle optimale.

Condition Nécessaire Procédons par I’absurde :

Soit {v, Sp} un support contréle optimal non dégénéré et supposons que les
relations (3.15) ne sont pas satisfaites, c’est-a-dire :

It € T tel que :
A)>0 et u(t)> fi ou A(t)<0etu(t) < f*
ou Jjg € J tel que :
Ajo>0 et zjop>de ou Aj<O0etzj<d.

Il est facile de construire les variations admissibles de Awv, telles que la
valeur de ’accroissement de la fonctionnelle soit :

AJ(v)=A'Az - - A(t)Au(t) > 0,
S

J(@) — J(v) > 0,

et ceci contredit 'optimalité de {v, Sp}.
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Théoréme 12 Pour € > 0, la commande admissible v est e—optimale si et
seulement s’il existe un tel support Sp tel que 5(v,Sp) < €.

La preuve se fait de maniére analogue que celle du critére 4 du deuxiéme
chapitre.

3.8 Algorithme de résolution

Pour € > 0 donné, supposons que le support controle {v, Sp} ne vérifie
pas le critére d’e— optimalité. De 1a on passe & l'itération de ’algorithme
{v,Sp} — {v,SB} tel que B(v,Sp) > B(v,SpE) constitué de trois procé-
dures :

1. Changement de commande admissible v — v,
2. Changement de support S — Spg,

3. Procédure finale.

3.8.1 Changement de commande

Soient a1 > 0,9 > 0,h > 0,u > 0 les paramétres de la méthode, et
construisons les ensembles suivants :

J():{j e J: |A]‘| < ag}, Jy = {j e J: ’Aj‘ >042}, Je = J/J(),

et

Ty = {t eT: |A(t)‘ < O[l}, T, = {t eT: |A(t)| > al}, T, = T/To
Subdivisons Ty en sous intervalles [r;,7'[, i = 1L,N; 7 < 7%, Ty =
N

U[TZ‘,Ti], ' —71; < h, T C Ty, u(t) = u; = constante, t € [r;,7'[, i = 1, N.
i=1
La nouvelle commande admissible v = (Z,%(t),t € T') est telle que :
Ej:Zj+I€AZj, jed
(3.16)
u(t) = u(t) + 0Au(t), teT.

Posons :
d; — Zj, Sl Aj < —aa,
AZ]‘ = d*j — Zj, si Aj > a9, J € Jy,

0, SiAjZO, 7 € Jo,
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Au(t)

fr=u(t), st At) < —a,

fe—u(t), st A(t) > aq, t €T,

u; = constante, sit € [r;, 7], i = 1, N,t € Ty.

On introduit les vecteurs suivants :
li = Ou;,i = 1, N, hj = kAzj,5 € Jo,hg4+1 = K, et on calcule les quantités

suivantes :

f*i:f**uiafi*:f*iuivi:1’Naf*N+1:va;{f—l-lz]-v

d*j :d*—zj,dj =d* —Zj,j: 1,K,d*K+1 :O,dﬁ(_i_l =1.

i

5= [ B =T g1 = - [ Awsu(v,
Ti T*

(3

,Tl

— [ et = TR0 = - [ ot)suto,

Ti T*

G =—05,j € Joarir =Y —DjAz,j € T,

JEJx

Dj=D(I,§),j € Jo,Dr+1= Y D(I,§)Az,

jEJ*

Pour trouver la nouvelle commande, on cherche la solution (hj,l;),j7 =

1,K+1,i=1,N+1 du probléme (3.6)-(3.9) qui devient un probléme de
programmation linéaire suivant obtenu en utilisant ’accroissement de la fonc-

tionnelle :
( N+1
AJ(v) = > gihj + > gili — max,
jeJoU{K+1} i=1 by li

, N+1
JoU{K+1} i=1
jE]oU{K+1}
fei < Ui < ff, i=1,N+1

dej > hj > d, =1,K+1.
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le probléeme (3.17) est appelé probléeme du support qu’on résoud par la
méthode adaptée dont la solution de départ admissible avec le support
plan (h; = 0,; = 0,Jp,Tp). On obtient un e—support plan optimal

he, 15, JB,Tg). La nouvelle commande ¥ = (Z,u(t),t € T) sera alors :
J 7

Zj + hK+1AZj, j e J.

Zj = (317)
zj + hj, j € Jo.
u(t) + lN_HA’U,(t), teT,
ut) = | (3.18)
u(t) + U, temn,m,i=1,N.

il est clair que : J(v) > J(v).
— Cas K+1¢ Jp et tyy1 ¢ Tp, alors on pose :

S'B = {jB ZjB,TB :TB}.

— Dans le cas contraire, On aura les cas suivants :

1. Cas K+1¢ Jgettyyr €Ty, alors on exclut I'indice N + 1 du
support de la maniére suivante : soit :

A(t) = A(t) + ad(t),

ou o est le pas dual maximal le long de la direction §(t). Déter-
minons i, tel que :

U(ti*) = mina(ti),ti €Ty,

—A(ti)/(;(ti),si A(tl) X 5(751) < 0, (5(1‘51) 75 0

ofti) = 400, sinon.

(0,  sur Tp/{tni1};
5(t) = 1, sia(t) = fo;

—1, siu(t) = f*.

5(t) = 6 Pzto(t),t € T.

alors le nouveau support sera :

Jp=Jp:Tp = (Tp/{tn+1}) U{ti}.
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2. Cas K+1 € Jg et tn+1 ¢ Tpg, On exclut I'indice K + 1 du
support de la maniére suivante :

Aj = Aj +O'j5j,

ol 0; est le pas dual maximal le long de la direction d;.
Déterminons j. tel que :

0jx =minoj,j € Jy,

avec

—Aj/5j,si Aj X 5]' < 0, (Sj 750

g5 = .
+00, sinon.

(0, sur Jp/{K +1};

S
-1, siz;=d".

\
;= 0pPgt ( g((i‘g ) jeJd
Alors le nouveau support sera :
Jp=Up/{K+1})U{j};Ts =Tg.
3. Cas K+1¢€ jB,tN+1 € T, le nouveau support sera :
Jp = (Ip/{K +1}) U {ji}; Tp = (Tp/{tn+1}) U {tu}.

A ce stade, dénotons le nouveau support par Sp et construisons la matrice du
support P(Sp) avec laquelle on calcule la nouvelle valeur de suboptimalité

/8(67 SB)
1. Si (9, Sp) = 0, alors T est une commande optimale.
2. Si B(#,Sp) <€, alors T est une commande e—optimale.

3. Sinon, on passe soit a la nouvelle itération avec {v, 5’3},@1 < o, 09 <
a9, h < h, soit a la procédure du changement de support.
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3.8.2 Changement de support

Supposons que pour la nouvelle commande v, on a @1 S B) > €, alors on
passe au changement du support. En utilisant le support Sg, on construit la
quasi-commande 0 = (Z,u(t),t € T) :

djx siAj >0
520 % si Aj <0
€ [dj,dj] siA; =0, j€
([, st A(t) <0
() = f* si A(t) > 0,

€ fuf], siAl)=0,teT,

\
ou: A(t) = = (t)b,t € T,A' = (Aj,j € J) =1/ ( g((é g ) .

Ici, z/;(t),t € T, est la solution du systéme adjoint correspondant & Sp, et
la quasi-trajectoire correspondante x = (x(t),t € T),x(0) = z € Xj est
solution du systéme x = Ax + bu, x(0) = z € Xp.

Si

D(I,J)z + /go(t)a(t)dt =g,
0
G(L,J)z =,

alors U est une commande optimale, sinon on construit le vecteur A\(Jp,Tg)
comme suit :

. o D(I,J)2+tf*&(t)dt—g
P(Sp) - A(Jp, T) = 0 :
G(L,J)z—~

c’est-a-dire
t*
o ) D(I,))z+ [a(t)dt — g
A(JB,Ts) = P5'(Sp) 0
G(L,J)z —~

Maintenant, on va étudier les cas suivants :
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— Si || A(Jg,TB) ||= 0, alors la quasi-commande ¥ est optimale pour le
probléme (3.1) — (3.4).
— Si || A(JB,TB) ||> u, alors on change le support de S en Sp par la
méthode duale.
— Si || A(JB,TB) ||< p, alors on passe & la procédure finale.
Méthode duale.
Ici notre but est de diminuer la valeur de )\(j B, T B) pour pouvoir aller
en procédure finale et utiliser la méthode de Newton pour cela soit :

o = ), Ail.
7 el MO

On aura a considérer deux cas :
1. Si Ag = ‘)\j()’,jo € Jp, 3

on exclut I'indice jp de Jg. Pour cela on calcul le pas dual de la maniére
suivante :

( —Aj/(Sj,Si Aj6j<07 (5]#0
0,siA; =0, 8, >0,Z#d, ou A; =0, §; <0, Z#d",

400, sinon, j € J.

Construisons ’ensemble :
Jo)={jeJ:0j <0},
et la vitesse de décroissance de la fonctionnelle duale est égale & :

alo) = —|Xjol +2 ) 16-

J(o)
Par construction :
a(0) = —|Njo| <0 et a(o) < a(?) si 0 <7, si a(o) <0 pour o >0,

alors le probléme (3.1) — (3.4) ne posséde pas de commande admissible.
Dans le cas contraire, cherchons un tel og > 0 tel que :

alopg—y) <0, alocg+0) >0, V0 <y<oyg.
Soit j. € J/Jp un tel moment vérifiant :
A() + 0% =0, §j. #0,
alors le nouveau support Sp change en Sp.

Sp = {Jp = (J/{jo}) U{j}. Ts = Tg}.
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2. Si Ao = |A(to)|,to € T. Calculons les quantités suivantes (directions
de changement du support) :
Le pas dual sera :

—A(t)/6(t),si At) - 5(t) <0, 6(t) #0,
o(t) = 0,51A(t) = 0, 6(t) > 0, u(t) # fu ou A(t) =0, 6(t) <0, a(t) # f*,

400, sinon; t € T.

\

Construisons ’ensemble suivant :
T(o)={teT:0(t) <o}

La vitesse de décroissance de la fonctionnelle duale est égale a :

alo) = —|A(to)| + 2/ |0(¢)|dt.

T (o)
Par construction :
a(0) = —|A(to)| < Oeta(o) < a(d) si o <7, sia(o) < 0pouroc >0,

alors le probléme (3.1) — (3.4) ne posséde pas de commande admissible.
Dans le cas contraire, cherchons un tel ® > 0 tel que :

ale® —y) <0,a(c® +0) >0,y 0<y <o’
Soit t, € T/ T un tel moment vérifiant :
A(t.) + % (t.) = 0,6(t.) # 0,
alors le nouveau support Sp change en Sp.
Sp={Jp = Jp, Tz = (Tp/{to}) U {t.}}.

Calculons la nouvelle valeur de suboptimalité 5(7, S B) et vérifiant les cas
suivants :

1. Si B(v, S B) = 0, alors la commande v est optimale pour le probléme
(3.1)-(3.4) .

2. Si p(v, S'B) < g, alors la commande v est e-optimale pour le probléme
(3.1)-(3.4) .

3. Si B(v,5B) > e, alors on passe a une nouvelle itération avec {7, Sp}.
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3.8.3 Procédure finale

Soit Sp un tel support tel que || A(Jg,T5) ||< p. A partir du support
Sp, on construit la quasi-commande w = (z,u(t)), t € T) :

d; si Aj >0
2 = d; siA; <0
€ [djs, dj], siA;=0,j€J
fes si A(t) <0
uty =4 siA(t) >0, teT

€lfe f7], siA@)=0,teT

si
t*

D(I,J)z+ /go(t)u(t)dt =g,
0
G(L7 J>z =7

alors w est optimale, et si

D(I,J)z+ /go(t)u(t)dt #q,
0

G(L,J)z # 7,

alors désignons par : T = {t;, i = 1, s}, s = |T|. Ici, t;, i = 1, s ’ensemble
des points isolés A(t) = 0,t € T; to =0, ts41 = t*.
Supposons que

A(t) #0, i =1,s.
L’annulation du vecteur X est équivalent & chercher les racines de la fonction :

D(I, J5)2(J5) + DL, Ju)=(Jur) + zo(f;f Ik gignAt) ?1<,0(t)dt _y
fe)= l
G(L, JB)Z(JB) + G(L, JH)Z(JH) -

ou . y
_ dj+dj* B dj —dj*

2 2

2 signAj, j € Jy.
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O = (t;, i:ﬁ;zj,j € Jp).

La procédure finale consiste a trouver la solution

0" = (1),i=1,5;2),j € Jp)
du (m + 1) équations non linéaire :
f(@) =o. (3.19)

On résout ce systéme par la méthode de Newton, en utilisant ’approximation
initiale :

00 — (ti, i = 1,s;%5,j € JB).

La (k + 1) approximation O +1) sera déterminée par la formule :

o+ — o) 1 A@®, oy ap®) — 97 _(O7) ;ﬁ;m) - f(e®).
La Jacobienne de ’équation (3.19) est égale a :
ofe®) [ DUJs)  (f = F)signdd)p), i =15
o0 G(L. Tp) 0
Comme detPp # 0, alors on peut montrer facilement que :
detafa(@@(((s)) £ 0. (3.20)

Pour linstant ¢ € Tg, il existe p > 0 petit, tel que pour chaque #; € [t; —
w,ti+p, i = 1,8, la matrice (p(f;), i = 1, s) est non dégénérée et la matrice
af(0™)

00(k) .
sont au voisinage de . Le vecteur O") est pris comme solution de I'équation
(3.19) si

est aussi non dégénérée, si les éléments tE ), i=1,s, k=1,2,...

| f©F)) <, >0, donneé. (3.21)

Donc posons 80 = 97,
La commande suboptimale du probléme (3.1)-(3.4) est calculée comme, suit

%, Jj€JB
0 _
zj =
zj, Jj€Ju;
wiy = T3 T T ignad), e (9.0 i=Ts

Si la méthode de Newton ne converge pas, on diminue les parameétres oy >
0,2 > 0,h > 0 et on refait l'itération, pour faire diminuer ||A]|.
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3.9 Exemple numérique
Nous illustrons les résultats obtenus par un exemple numérique :

dz(2) — mazx (3.22)

i) =0, d0=u,2€ Xo={2€R*: Gz =7v,-2< 2 <2,i=1,2} (3.23)
Hx(2) =g, (3.24)

lu(t)| < 1,t € 0,2], (3.25)

ou

Soit la commande de départ :

u(t) = { 1_/12/’2’ ttee]l[?é]l_[ 2= (21, 2) = (3/2,3/4) € Xo.

()_1790

~t,é=(0 1),D(U,J)=(1 0).
De la traJect01re x(t),t €

[0, 2] correspondante & (3.23), on obtient :
Hzx(t*) =2,J(v) = 3/4.

Pour la premiére étape de l'algorithme posons h = 0.25, a7 = 0.25,a0 =
0.25, 4 = 0.4, = 0.2. Déterminons le vecteur (h;,!;) solution du probléme
du support (3.17) en utilisant la méthode adaptée.

Soit le support initial Sp tel que Tp =]0.85, 1] correspondant & 75 = 1,J =
{1,2},Jp =10

La solution du probléme (3.17) est :hy = 1,13 = 0.5,15 = 0.06, T = [5/4, 2]
correspond 75 = 5/4, Jg = 0,

Apres trois itérations, Les relations (3.21) sont satisfaites pour 1’ensemble
des paramétres suivants :

XNTpg, Jg) = (—0.35,0), T = [5/4,2[ correspondant & 75 = 5/4, Jg = 0,

() = ( 7.;:?575 >
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Notons par t1 le zéros de la fonction A(t), t € [0,2]. On passe a la procédure
finale.

Les données obtenues a I’étape précédente sont utilisés pour former le vecteur
des paramétres 6 et son approximations initiale 00 = (Z;,t; = 1) avec
Z = (3/2,3/4), le vecteur 81 est trouvé avec une précision de 7 = 0.6 en
résolvant le systéme (3.19), et en utilisant la méthode de Newton. Notons
que la forme du systéme (3.19) est déterminée uniquement par ’ensemble des
paramétres Tg = [5/4,2[ correspondant & 75 = 5/4, Jg = ). A la troisiéme
itération de la méthode de Newton, la condition (3.21) est satisfaite pour le
vecteur parametre

o) = (z;,75 = 1.23),

lequel est pris comme une solution approximative du systéme (3.19). Ce
vecteur est utilisé pour améliorer la commande v, et la trajectoire x(t*)
et vérifier la satisfaction des contraintes et la condition e-optimalité. On
obtient,

« 7.4071 .
X(t) = ( 5 46 > ,Hx(t") = 2.4871.

Par conséquent :
J(@°) = 2.46.

o [ 1, site0,1.23],
wi(t) = { —1, si t € [1.23,2].

Avec la condition initiale :

et la commande

La commande v° = (2°,u%(t)) est admissible, et elle est e-optimale, le prin-

cipe e-optimalité est satisfait pour € = 0.2.



Chapitre 4

Nouvelle approche de
résolution d’un probléme de
controle optimal

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on résout le probléme de controle optimal par une
autre approche qui est un couplage de la méthode de discrétisation et de
la procédure finale. La solution du probléme discret permet de trouver un
support qu’on utilisera dans la résolution du probléme initial.

4.2 Position du probléme

Dans lintervalle de temps T' = [0, t*], considérons un probléme terminal
de contréle optimal :

J(u) = ¢a(t*) — max, (4.1)

& = Az + bu, 2(0) = o, (4.2)
Hzx(t') = g, (4.3)

fo<u(t) < f*, teT=0,t. (4.4)

ouz = z(t) € R", t € T, est 'état du systéme (4.2) a Uinstant ¢; u(.) =
(u(t),t € T), T = [0,t*], la fonction continue par morceaux ; A € R"*"; b, c €
R™; H € R™*" rangH = m < n; g € R™, f,, f* sont des scalaires; I =
{1,.....m}, J ={1,....,n}, sont des ensembles d’indices, ¢’ est le transposé
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de c.
En utilisant la formule de Cauchy, On obtient la solution du systéme (4.2) :

z(t) = F(t)(zo + /Ot FY()bu(0)d), t € T, (4.5)

ot F(t) = eAt,t € T = [0,t*] est la solution (résolvante) du systéme :

{ E(t) = AF(1),
F(0) = Id.

En utilisant la formule (4.5), Le probléme (4.1) — (4.4) devient un probléme
de variable u(t), t € T :

J(u) = &xo + /c(t)u(t)dt — max, (4.6)
0
"
DI, J)zo + / o(Du(t)dt = g, @7)
0
fe<u(t) < frtel, (4.8)

on & = JF(t*), ct) = JF)FLt)b, D(I,J) = HF(t*), ¢(t)
HF(t*)F~L(t)b.

4.3 Définitions Essentielles

Définition 4.1 La commande u(t) est admissible si elle satisfait les
contraintes (4.2)-(4.4).

Définition 4.2 Une commande admissible u°(.) est optimale si elle réalise
le mazimum de la fonctionnelle :
J(u®) = max J(u).
u
Définition 4.3 Pour € > 0, la commande u®(.) est dite e—optimale (solu-

tion approchée) si
J(®) — J(uf) < e.
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4.4 Probléme discret du probléme initial

Dans 'intervalle T', choisissons un sous-ensemble T}, = {0, h, ..., t* — h}
formé de valeurs discrétes au temps, on h = t*/N, N est un entier. Faisons
une discrétisation de la fonction u(t), t € T :

u(t) =wu(r), t €[r,7+h),7 € Th.

En utilisant cette discrétisation, le probléme (4.6)-(4.8) devient :

&0+ Z q(t)u(t) — max, (4.9)
teTy,
D(I,J)zo+ Y _ d(t)u(t) =g, (4.10)
teTy,
fo <u(t) < ffteT. (4.11)

d(t) est définie par ’expression suivante :

et q(t) est égale a

o(t) = / o()di) = / o(9)dV, t € T,

t

Ici (t), t € T, est la solution du systéme adjoint (conjugué) :

=4y, (4.12)
avec la condition initiale

Y(t*) = ¢
et o(t), t € T est une matrice m x n, solution de ’équation suivante :

i=—0A (4.13)
avec la condition initiale

o(t*) = H.

Par suite on résout le probléme linéaire (4.9)-(4.11) par la méthode adap-
tée. Choisissons un sous-ensemble arbitraire T C T}, de m éléments et for-
mons la matrice

Pp = (d(t),t € Tp) (4.14)
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L’ensemble T est dit support du probléme (4.1) — (4.4) si detPp # 0.
La paire {v, Sp} formée d’'une commande admissible u(.) et du support T
est dite support contréole. Le support controle {u, T} est dit non dégénérée
sifs <u(t) < f*,teTp.
Considérons une autre commande admissible u(t) = u(t) + Au(t),t € T, et
calculons l'accroissement de la fonctionnelle :

AJ(u) = J@) — J(u) =Y q(t)Au(t).

teTy,

De "admissibilité de u et w on a :

> d(t)Au(t) =0,

teTy

et par conséquent l'accroissement de la fonctionnelle devient :

AJ(u) = > (qt) — v d(t) Ault),

teTy

ou v € R™ est la fonction des multiplicateurs de Lagrange appelée vecteur
des potentiels, calculé comme solution de 1'équation : v/ = ¢5@Q, ou Q =
Pz g5 = (q(t),t € Tg). Introduisons le n—vecteur des estimations A(t) =
vd(t) —q(t), t €Ty

En utilisant ce vecteur, 'accroissement de la fonctionnelle prend la forme
suivante :

AJ(u) ==Y A(t)Au(t). (4.15)

teTy

Le support controle {u, T} est non dégénérée pour le dual si A(t) # 0,t €
TH, ou TH = Th/TB-

4.5 La valeur de suboptimalité
Comme u et w sont admissibles, on a alors :
fo —u(t) < Au(t) < f*—u(t),t € T. (4.16)
Le maximum de la fonctionnelle (4.15) sous les contraintes (4.16) est atteint
pour :
(Au(t) = fo —u(t) si A(t) >0
Au(t) = f*—u(t) si At) <0

fe <Au(t) < f*, siA()=0,teT,
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et est égal & :
B=BuTp) =Y AWM)(u(t)— fo)+ Y AW)(ult) - [*)
teT;t teT;,

ou

TiF ={t € Ty, A(t) > 0}, T;, = {t € Ty, A(t) < 0}.

Le nombre (v, Sp) est appelé valeur de suboptimalité du support controle
{U, SB}
On en déduit que l'inégalité,

J(@) — J(u) < B(u,Tp)
0

est toujours vérifiée, et pour w = u”, on a :

J(®) — J(u) < B(u, Tp).

4.6 Critére d’optimalité et d'c-optimalité

Théoréme 13 [34] Pour l'optimalité du support-controle {u,Tr}, les rela-
tions sutvantes :

u(t) = fu, si A(t) >0,
u(t) = f*, si A(t) <0,

fe<u) < f*, siA{)=0, teTy,

sont suffisantes, et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont néces-
saires.

Théoréme 14 Poure > 0 donné, la commande admissible u est e—optimale
si et seulement si il existe un tel support Tp tel que B(u,Tp) < €.

4.7 L’algorithme numérique pour la résolution du
probléme discret

Soit £ > 0 donné. Supposons que le support controle {u, Tp} de départ ne
vérifie pas 'optimalité et I’e—optimalité. Pour cela on passe au changement
du support contréle : {u,Tg} — {u, T} pour lequel B(u,Tg) < B(u,Tg).
Cette itération est constitué de deux procédures :

1. Changement de commande u — w.

2. Changement de support T — T'p.
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4.7.1 Changement de commande

Soit {u,Tp} le support controle de départ et soit w la nouvelle com-

mande :
u(t) = u(t) + 0°U(t), t € Ty, (4.17)

oul = (I(t),t € Tp) est une direction admissible de changement de commande
u; 00 est le pas maximum le long de cette direction.
Construction de la direction admissible

Sur les ensembles hors base on pose # = 1 et la direction sera construite
de telle sorte que la nouvelle commande vérifie le critére d’optimalité.

fe—u(t), A(t) > 0;
(t)y=< [f*—u(t), st A(t) <0, te€Tq;

0, si A(t) = 0.
Les valeurs de la direction correspondantes aux ensembles du support seront
calculées a partir de I’admissibilité de u et u :

(I(t), t € Tg) = Pz* - Py - (I(Tw)).

Construction du pas maximal
Le pas sera calculé de telle sorte que u vérifie les contraintes directes sur
les ensembles de base :

fe <u(t) < f*, teTs,

c’est-a-dire

fe <u(t) +0(0)(t) < f*, t € Tp.
ot 0(t°) = mingery, 0(¢) :
D sil(t) > 0

fe—u(t .
H(t) _ l(t)( ), S1 l(t) <0

+o00, sil(t)=0, teTp.

6° = min{1;0(to)}. Calculons la valeur de suboptimalité du nouveau support
controle {u, T}, avec u calculé en utilisant la relation (4.17) :

B(w,Tg) = (1 - 60°)B(u, Tg).
Par conséquent
1. Si 6° =1, alors u est une commande optimale.

2. Si B(u,Tg) < €, alors @ est une commande e-optimale.

3. Si B(u, Tp) > ¢, alors on passe au changement du support.
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4.7.2 Changement de support

De la procédure issue du changement de commande, nous avons 6% =
0(t%), t° € Ty, B(w,Tg) > c. Alors le moment t° doit sortir de la base et
étre remplacé par un autre moment qui va permettre de diminuer la mesure
de la non-optimalité de support Sp; cela se fait par le changement support,
Tg — TB.

Construisons la pseudo-commande (u(t), ¢ € T') comme suit :

f si A(t) <0,
a(t) =q [« si A(t) >0

€ [fo, f¥], SIA(t) =0, t € Ty.

La premiére étape consiste a déterminer les variations du vecteur des poten-
tiels Av, par la résolution d’un systéme d’équations linéaires :

—d(t)Av =4(t), t € Tp,
ot §(t) = sign u(t®) et 6(t) =0, t € Tg/t°.

Notons que 6(t), t € T est la variation de la co-commande engendrée par
les variations Av; elle est définie par :

5(t) = —AVd(t), t € Thy.
Le nouveau vecteur des estimations est donné par :
A(t,0) = A(t) + ad(t), t € Ty,o0 > 0.
Ainsi, le probléme dual du probléme (4.6) — (4.8) est donné comme suit : e

L(s,v,w) =gs— >, v(t)fedt + > w(t)f*dt — min,
teTh tETh v,w

Jd(t) — v(t) + w(t) = ¢(t),
v(t) >0, w(t) >0, teT,

L’ensemble w(o) = (v(0),v(t,0), w(t,o), t € T}) est donné par :

v(o) =v+ oAy,

v(t,o) = A(t, o), w(t,o) = si A(t,o) >0

v(t,o) =0, w(t,o) = A(t, ) si A(t,o) <0, t €Ty,

v(t% o) =A% 0) =0, w(t’ o) =0,, pour o (%) =1, (i.e I(t°) < 0),
v(t%0) =0, wt,0) = —A(t°,0) = —0,, pour o(t°) = —1, (i.e [(t) > 0).
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L(w(o)) = Vu(o) =Y v(t,o)fi+ > w(t,o

teTy, t€Th
= V(o) — o/ Av — u(Ty)A(Ty, o) — ou(Tg)d (T )owu(t?)s(t°)

( )
= L(w)+ o' Av —u(Ty)é(Ty) — u(t®)s(t%))
= L(w)+ o' Av — ' (Ty) Py Av — u(t°)s(t%))
= L(w) +o((t) — o' (Tu) Py)QS(Tw) — u(t”)5(t°))
= L(w)+ oW/ (Tp)d(Tr) — u(t*)5(t"))
() +

ola(t®) —a(t°)| (4.18)
On pose :
—|a(t”) —a(t°)| < 0 (4.19)

Selon (4.18),(4.19), la fonction dual L(w(c)) diminue, jusqu’a ce que l'une
de composantes de 0(t), t € Ty s’annule, et la valeur du pas maximal est
égal a :
o = min(a?),
ou
o) =o(t1) = mino(t), t € Ty,

ou

—A[)/5(t) si A@t)s(t) <0,

+oo si A(t)3(t) >0, teTy.

o(t) =

Construction du nouveau support
Le nouveau support sera construit de la maniére suivante :

0° = 0(t%), o° = o(ty).

Le nouveau support est

B =Tg/{t°} U {t:}.

La valeur de suboptimalité 3(%,Tg) du nouveau support controle est
égale & : -
B(Ha TB) = (1 - 90)6(U7TB) - aaov

ou
= |a(t®) — a(t)|, si6° = O(to).
1. Si B(w,Tg) = 0, alors la commande % est optimale pour le probléme
(4.9)-(4.11) .
2. Si B(u, Tg) < ¢, alors la commande 7 est e-optimale pour le probléme
(4.9)-(4.11) .

3. Si B(u, Tp) > ¢, alors on passe & une nouvelle itération avec le support
controle {u,Tp} ou a la procédure finale.
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4.8 Procédure finale

En utilisant le support T g, on construit la quasi-commande %(t),t € T,

en utilisant
fer siA(t) <O

=93 p siA@) > 0,te Ty
Si
t*
[ ety
0

alors U est une commande optimale, et si

/ p(B)a(t)dt £ g, (4.20)
0

alors notons par T = {t;, i = 1,8}, s = |Tg|.
Ici, t;, @ = 1, s sont les points isolés optimaux de la co-commande A(t) =
0,t €T; tg =0, ts4+1 = t*. Supposons que

A(t) #0, i =1,s.
De (4.20), on déduit la construction de la fonction suivante :

tit1

S * *
+ * — Jx . A
10 =S - Lo L g [ oo,
=0 ti

ou

O = (t;, i =1,s).
La procédure finale consiste a trouver la solution

00 = (1),i =1,5)
du systéme de m équations non linéaire

f(©)=0. (4.21)

On résout ce systéme par le méthode de Newton en utilisant ’approximation
initiale :

0 = (&, i =T5).
la (k4 1)®"¢ approximation ©*+1) 3 I'étape k4 1 > 1, est égale :

_oriew)

(k+1) _ o) (k) (k) _
e o L ae®,  AB s

fem),
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ol
of(ek) o |
J(;<@(k)) = (f. = [)signA@)p(t), i = T5.
Comme detPp # 0, on peut montrer facilement que
af (e
deta(e)(o)) £ 0. (4.92)

Pour chaque instant t; € T, il existe un pu > 0 petit tel que t; € [t; — p, t; +

. — . ~\ . — (k)
ul],i =1, s, les matrices (¢(t;),i =1, s) et 62(@6(@ )
éléments tz(»k),z’ =1,s, k=1,2,... sont au voisinage de u, i = 1, s, le vecteur
O") est solution de équation (4.21) et assure que :

I FOF)) <,

pour 1 > 0 donné. Donc, posons 6° = §*7) La commande suboptimale du
probléme (4.1)-(4.4) est calculé comme suit :

AP A
2 2

sont non dégénérées. Si les

signA(t]), t € [, 8], i = T)s,

u’(t)

Si la méthode de Newton ne converge pas, on fait décroitre le paramétre
h > 0 et on passe & une autre itération.



Chapitre 5

Probléme de contréle optimal
avec une entrée libre

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on résout le probléme du chapitre 3 par une autre ap-
proche qui est un couplage de la méthode de discrétisation et de la procédure
finale. La solution du probléme discret nous permet de trouver un support
qu’on utilisera dans la résolution du probléme initial.

5.2 Position du probléme

Dans l'intervalle de temps T = [0, t*], considérons un probléme terminal
de contréle optimal avec une condition initiale libre :

J(z,u(t)) = dx(t*) — max, (5.1)

t=Az+bu,z(0) =2z€ Xo={2€R", Gz=r, d.<z<d}, (52)
Ha(t") = g, (5.3)

fe <u(t) < f*, teT=10,t"]. (5.4)

onx = x(t) € R", t € T, est I'état du systeme (5.2) a Uinstant ¢; u(.) =
(u(t),t € T), T = [0,t*], la fonction continue par morceaux; A € R"*™: b, c €
R"™; g € R™" rang H = m < n; fs, f* sont des scalaires; d. = (dsj,j €
J),d* = d*(J) = (dj,j € J) sont des n—vecteurs; G € R rang G =1 <
n, yeRL T={1,..m}, J={1,....,n}, L={1,....,1} sont des ensembles
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d’indices, ¢ est le transposé de c.
En utilisant la formule de Cauchy, on obtient la solution du systéme (5.2) :

z(t) = F(t)(z + /F_l(ﬂ)bu(ﬁ)dﬁ),t €T, (5.5)
0

ot F(t) = et € T = [0,t*] est la solution (résolvante) du systéme :

B(t) = AF (),
F(0) = Id.

En utilisant la formule (5.5), Le probléme (5.1) — (5.4) devient un probléme

des seules variables z et u(t), t € T :

t*

Tz u(t)) = @ + / clt)u(t)dt — max. (5.6)
0
D(I,J)z+ /go(t)u(t)dt =g, (5.7)
0
G(L,J)z =", d <z <d", (5.8)
fo<ult) < fteT, (5.9)

ot @ = JF(t*), c(t) = JFt)F~Y(t)b, D(I,J) = HF(t*), ¢(t)
HE(t*)F~L(t)b.

5.3 Définitions Essentielles :

Définition 5.1 La paire v = (z,u(.)) formée d’un n—vecteur z et de la
fonction continue par morceaux u(.) est appelé commande généralisée .

Définition 5.2 La commande généralisée v = (z,u(.)) est admissible si elle
satisfait les contraintes (5.2)-(5.4).

Définition 5.3 Une commande admissible v° = (2°,u°(.)) est optimale si

elle réalise le mazximum de la fonctionnelle :

J(@°) = max J(v).

Définition 5.4 Pour ¢ > 0, la commande v = (z5,u°(.)) est dite
e—optimale (solution approchée) si

J%) — J(v°) < e.
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5.4 Probléme discret du probléme initial

Dans lintervalle T', choisissons un sous-ensemble T}, = {0, h, ..., t* —
h} formé d’instants discrets, ou h = t*/N, N est un entier. Faisons une
discrétisation de la fonction u(t), t € T :

u(t) =u(r), t € [r,7+ h),7 € T},

En utilisant cette discrétisation, le probléme (5.6)-(5.9) devient :

dz+ Y q(t)u(t) — max, (5.10)
teTy, o
D(I,7)z+ Y d(t)u(t) =g, (5.11)
teTy
G(L,J)z =7,d, < z<d", (5.12)
fo<u(t) < f5tel. (5.13)

d(t) est définie par I’expression suivante :

t+h

t+h
a(t) = / (9)d) = / & (9)(9)d,
t

t
et q(t) est égale &

t+h t+h

ﬁo:/dww:/mmWJen.
t

t

Ici ¢(t), t € T, est la solution du systéme adjoint (conjugué) :

)= —A 1, (5.14)
avec la condition initiale

Y(t*) = ¢
et o(t), t € T est une matrice m x n, solution de ’équation suivante :

0=—0A, (5.15)
avec la condition initiale

o(t") = H.

Par suite on résout le probléme linéaire (5.10)-(5.13) par la méthode
adaptée. Choisissons un sous-ensemble arbitraire T's C T}, de k < m éléments
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et un sous-ensemble arbitraire Jg C J de m + [ — k éléments et formons la
matrice

D(I,Jg) d(t),t € Tg

Pp = (5.16)
G(L, Jp) 0

L’ensemble Sp = {Ip, Jp} est dit support du probléme (5.1) — (5.4) si
det Pg # 0.
La paire {v,Sp} formée d’'une commande admissible v = (z,u(.)) et du
support Sp est dite support controle. Le support controle {v, Sp} est dit
non dégénére si dy; < z; < dj,j € Jp, fi < u(t) < f*,teTp.
Considérons une autre commande admissible 7 = (z,%(.)) = v + Av, ou
zZ = z+ Az,u(t) = u(t) + Au(t),t € T, et calculons l'accroissement de la
fonctionnelle :

AJ(v) = J(@) = J() =dAz+ Y q(t)Au(t).
teTy
De 'admissibilité de v et v on a :
D(I,.J)Az + > d(t)Au(t) =0,
teTy

et
G(L,J)Az =0,

et par conséquent I'accroissement de la fonctionnelle devient :

N +( D(I,J) /
AJUZC’—Z/( ’ )Az—{— q(t) — v d(t))Au(t),
=@ () Jae+ Do -
ol v = Z” e R™ p, € R™, v, € R! sont les multiplicateurs de

Lagrange et le vecteur v est le vecteur des potentiels, calculé comme solution
de léquation : v/ = ¢5Q, on Q = P§17QB = (¢, j € Jp, q(t), t € Tp).
Introduisons le n—vecteur des estimations A" = v/ ( g((i’, i; > -7, et la
fonction co-commande A(.) = (A(t) = v, d(t) — q(t),t € Tp,).
En utilisant ce vecteur, 'accroissement de la fonctionnelle prend la forme
suivante :

AJ(v) = A Az =" A(t)Au(t). (5.17)

teTy

Le support controle {v, Sp} est non dégénérée pour le duale si A(t) # 0,t €
TH,A]' #0,5€Jg,on Ty =Ty/Tp, Jy =J/JB.
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5.5 La valeur de suboptimalité
Comme v et ¥ sont admissibles, alors on a :
di — 2 <Az <d" —2z; fo —u(t) <Au(t) < f*—u(t),teT. (5.18)
Le maximum de la fonctionnelle (5.17) sous les contraintes (5.18) est atteint
pour :
'Azj:d*j—Zj SiAj>O

Azj:d;—zj siAj; <0

dij —2j < Azj < dj —zj, siA;=0,j€.

(Au(t) = fo —u(t) si A(t) >0
Au(t) = f*—u(t) si A(t) <0

fo <Au(t) < f*, siA(t)=0,teT,

et est égal & :

B=Bv,Sp) =Y Ajlzj—duj) + > Ajlz — )

jegk j€iy
+ D AW ut) — f) + ) Ab)(ult) ~ )
teT, teTy,
ou
T,) = {teTu,Alt) >0}, T, ={t €Ty, At) <0},
J;_I = {j S JH,A]' > 0}, JI; = {j S JH,Aj < 0}.

Le nombre 5(v,Sp) est appelé valeur de suboptimalité du support controle

{v,Sp}.

On en déduit que l'inégalité,
J(@) = J(v) < B(v, Sp)
0

est toujours vérifiée, et pour v = v°, on a :

J(°%) — J(v) < B(v, SB).
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5.6 Critére d’optimalité et s-optimalité

Théoréme 15 [34] Pour loptimalité du support-contréle {v, Sp}, les rela-
tions suivantes :

u(t) = fu, si A(t) >0,

u(t) = f*, si A(t) <0,
fesu(t) < fr, siA@)=0,t €Ty,
zj = dy, si Aj >0,

zj =dj, si Aj <0,

d*jSZde;, SiAjZO,jGJH,

sont suffisantes, et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont néces-
saires.

Théoréme 16 Poure > 0 donné, la commande admissible v est e—optimale
si et seulement si il existe un tel support Sp tel que B(v,Sp) < €.

5.7 L’algorithme numérique pour la résolution du
probléme discret

Soit € > 0 donné. Supposons que le support controle {v, Sp} de départ ne
vérifie pas 'optimalité et I'e—optimalité. Pour cela on passe au changement
du support controle : {v,Sp} — {v,SB} pour lequel 5(v,SB) < S(v,SB).
Cette itération est constituée de deux procédures :

1. Changement de commande v — v.

2. Changement de support Sp — Sp.

5.7.1 Changement de commande

Soit {v, Sp} le support controle de départ et soit 7 = (Z,%) la nouvelle
commande :
zj:szr&Olj, j € J,
(5.19)
u(t) = u(t) + 0°l(t), te Ty,

oul=(lj,j€Jl(t),teTy) est une direction admissible de changement de
commande v ; 6° est le pas maximum le long de cette direction.
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Construction de la direction admissible
Sur les ensembles hors base on pose # = 1 et la direction sera construite
de telle sorte que la nouvelle commande vérifie le critére d’optimalité.

d*j—Zj, Aj>0;
li=4 dj—z, silA;<0,j€Ju;

0, si A = 0.

(t)y=4¢ f*—u(t), siA(t) <0, te€Ty;

0, si A(t) = 0.

Les valeurs de la direction correspondantes aux ensembles du support seront
calculées a partir de I’admissibilité de v et v :

(lj, 5 € JB, U(t), t € Tg) = Pyt Py - (1(Ju), 1(Tw)) .

Construction du pas maximal
Le pas sera calculé de telle sorte que v vérifie les contraintes directes sur
les ensembles de base :

djn <z <dj, jeJp; fo<ut) < [f* teTs,

c’est-a-dire
de < zj + 0ol < d*, je Jp;

fe <ult)+0(to)l(t) < f*, t € Tp.

ou
0, = minb; : .
* 2 )
Jli_J, silj >0
J
d*jfzj‘ .
_ =L 2 sl <0
0] = lj ’ J

+o00, si lj:O, j € Jp.
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A(tg) = min 0(t) :
(to) gggg()

E, sii(t) >0
fe—u(t .

+o0, sil(t)=0, teTs.

0° = min{1;6(t°);0;,}. Calculons la valeur de suboptimalité du nouveau
support contrdle {v, Sp}, avec U calculé en utilisant la relation (5.19) :

ﬁ(§7 SB) = (1 - Oo)ﬁ(va‘S’B)'

Par conséquent
1. Si #° =1, alors ¥ est une commande optimale.
2. Si B(v,SB) < e, alors U est une commande e-optimale.

3. Si B(v, Sp) > ¢, alors on passe au changement du support.

5.7.2 Changement de support

Le changement de support Sp — Sp se fera de sorte que 3(v,Sp) <
B(v, Sg). Introduisons la pseudo-commande © = (Z,a(t),t € T).

dj*, Si A]’ Z 0
5={ d, siA; <0,
S [d]*’d;]v ] € JH;

f* si A(t) <0,

€f, [*], t€Tn.
Ici, on a 0% = min(0(t°),t° € Tp; 0;,,70 € JB).
Par suite, on distingue deux cas possibles :
(a) 6°=0;,,50 € Jp.
(b) 6° =0(t°),t° € Tp.
Le changement du support entraine le changement des vecteurs des po-
tentiels et le vecteur des estimations :

vV =40 Av; Aj = Aj+0°;, j € J; At) = At)+0°6(t), t € Ty, (5.20)
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ou (0,7 € J,6(t),t € T}) est une direction admissible du changement du
support, 0¥ est la pas maximal le long de cette direction et Av est la variation
du vecteur des potentiels.

Ceci permet de diminuer la fonctionnelle du dual. Définissons le probléme
dual du probléme (5.6) — (5.9) est le suivant :

[ L(s,7,0,0,0,w) =<' g+ 47— ddy +/d* — 3 v(t) fudt + 3 w(t)f*dt — min,
t€Th t€Th

¢D(I,J)+7G(L,J)— o+t =¢,

<o(t) —v(t) + w(t) = c(t),

[ 720, 0>0,:>0, v(t) >0, w(t) >0, teT,

Ici les fonctions 7 > 0, 0 > 0, ¢ > 0 et v(t), w(t), t € T pour v(I) = ¢(I)
sont définies de la maniére suivante :

(

Qj:Aj,LZO, SiAJ‘ZO

0j =0, 1 =—=Aj, Aj<0,jed
(5.21)
v(t) = A(t), w(t) =0, siA(t)>0

[ v(t) =0, w(t) = —A(t), siAF) <0, teT

forment un plan dual du probléme (solution admissible du dual).
Désignons par (¢2,7°, %, 12, v9(t),w"(t)) sa solution optimale.
Construction de la direction admissible (0;,j € J,d(t),t € Tj)

On construit premiérement les composantes de la direction correspondant
au support Sp, suivant les deux cas :
Cas a) 0 = 6. Posons :

(5(t)=0 siteTp

0, =0 sij#joj€Jp

(5]'0 =1 si Zjy = d*j()
0jo = —1 sl zj, =dj.
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Cas b) 0 = 0(ty). Posons :

5(t) =0 siteTg/t)
St =1 sia(t®) = f.

%) = -1 sia(t?) = f*.

En utilisant les valeurs de dp, on calcule les valeurs composantes de la di-
rection correspondants aux indices hors base

(65, j € Ju) = AV ( D<I’j.) > ,

(5(t), t € Tyy) = AVL(d(t), t € Ty).

Construction du pas maximal ¢°

Le pas maximal est égal & : 00 = min(a?, o), oul

]7

0’? = 0j, =mingy, j € Jy; o) = o(t;) = mino(t), t € Ty,

ou
—Aj/(Sj si A]‘(Sj <0,
05 =
“+00 si Ajéij, 7 € Jg,
et
CAW)/6() st AW)S(E) < 0,
o(t) =

+o0 si A(t)o(t) >0, teTy.
Construction du nouveau support

Le nouveau support sera construit suivant les différents cas possibles :
1. 0°=0(t°), 0° = o(t1). o

La nouveau support est Sp = {T', Jp}, ou :

TB = TB/{tO} U {tl},jB = Jpg.

2. 00 =0(t), 0¥ =0;,. o

Le nouveau support est Sp = {T'p,Jp}, o :

TB = TB/{tO},jB =JgU {]1}

3. 0°=0,, o =0,
Le nouveau support est Sp = {T'p,Jp}, ou :

Tp=1Tg,Jp=Jp/{jo}U{ji}
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4. 90 = 9]‘0, O‘O = O‘(tl).

Le nouveau support est Sg = {T'g, Jp} ot :
TB =T U {tl},jB = JB/{jQ}.

La valeur de suboptimalité 5(v,Sp) du nouveau support controle est égale
a:

ﬂ(ﬁa SB) = (1 - eo)ﬁ(vaSB) - ao_()’
ou

Zjo — Zijol si 0 = 6,

a(t%) — a(t%)], si6° = 6(t%).

1. Si B(v,SpB) = 0, alors la commande ¥ est optimale pour le probléme
(5.10)-(5.13) .

2. Si B(v,SB) < ¢, alors la commande v est e-optimale pour le probléme
(5.10)-(5.13) .

3. Si B(v, SpB) > ¢, alors on passe a une nouvelle itération avec le support
controle {U, Sp} ou a la procédure finale.

5.8 Procédure finale

En utilisant le support Sp, on construit la quasi-commande ¥ =
(z,u(t),t € T), en utilisant

dj* si Aj >0
T & siny<0,5€ Jn,
( fe, siA(t) <0
u(t) = f*, si A(t) > 0,t € Ty.

Si
t*
DI, )%+ / p(t)a(t)dt = g,
0

G(L,J)z =7,

alors ¥ est une commande optimale, et si

D(I, )5 + /O oWat)ydt £ g, G(L,J)Z 4, (5.22)
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alors notons par T° = {t;, i = 1,5}, s = |Tg|.
Ici, t;, @ = 1, s sont les points isolés de la co-commande A(t) = 0,t €
T; to =0, tsy1 = t*. Supposons que

At;) #0, i=1,s.

De (7.33), on déduit la construction de la fonction suivante :

s . tit1
0 = | PUIB)2(JB) + DU Jn)2(Jw) + ;O(% — L5 EsignA(t:)) i[ p(t)dt — g
G(L, J5)2(J5) + G(L, Ji)=(Ji) — 1

_ d}k—l—dj* _d;—dj*
2 2

Zj signA;, j € Jy.

0= (ti, i:ﬁ;zj,j S JB).

La procédure finale consiste a trouver la solution

0% =), i=1s2),j € Jp)
du systéme de m + I équations non linéaire
f(©)=0. (5.23)

On résout ce systéme par le méthode de Newton en utilisant ’approximation
initiale :

@(0) = (fl, 1= 1,8;§j,j S JB).
la (k + 1) approximation ©*+1) 3 Détape k+ 1 > 1, est égale :

_or'(e)

(k+1) — (k) (k) (k) _ _ (k)
© =0 + A0 AW = 560 f(ew),
ou
ope®) [ PUTs) (e fsignAE o), i=T5
S =
o0 G(L, Jp) 0

Comme det Pg # 0, on peut montrer facilement que

af(e)
det=> 57 #0- (5.24)

Pour chaque instant t; € T, il existe un pu > 0 petit tel que t; € [t; — p, t; +
af(0)
00 (k)

w],i =1, s, les matrices ((t;),i = 1, 5) et sont non dégénérées. Si les
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éléments tl(-k),z' =1,s, k=1,2,... sont au voisinage de u, i = 1, s, le vecteur
O") est solution de I'équation (5.23) et assure que :

[FICR NS

pour 1 > 0 donné.
Donc, posons 6° = 0*"), La commande suboptimale du probleme (5.1)-(5.4)
est calculé comme suit :

J /Z\j’ jGJHa

* + *
2 2
Si la méthode de Newton ne converge pas, on décroit le paramétre h > 0 et
on passe a une autre itération.

signA(tY), t € 19,40, i =T,s.

5.9 Exemple numérique

Illustrons les résultats obtenus par I’exemple suivant :

u(t)dt — min,

[| o=

T x3,
Ty = a4,
T3 = —x1+ 29+ u,
i = 0.1z, — 1.0z,
x1(25) = x2(25) = x3(25) = x4(25) =0,
0 < w(t) <1, telo,2s]. (5.25)

On définit les matrices et les vecteurs suivants :

0 0 10 1000 1000
0 0 01 0100 0100

A=10 1 ool "=loo10]'%=|0o010
01 —1.01 0 0 000 1 000 1
0 0.1 0 0 9
0 0.25 0 0 . o2

g9="1ol7=| 2 =1%o | T2
0 1 0 0 2

Le probleéme (5.25) est déduit a la forme canonique de (5.1) — (5.4) en
introduisant une nouvelle variable &5 = u, 25(0) = 0. La fonctionnelle prend
alors la forme

—x5(t") — max.



Chapitre 5.Probléme de contrdle optimale avec une entrée libre92

Dans la classe des commandes discrétes avec une période h = 25/1000 =
0.025, le probleme (5.25) est équivalent a un probléme de programmation
linéaire de dimension 4 x 1000.
Soit Ts = {5,10, 15,20} le support initial. Le probléme est résolu en 18 ité-
rations, il consiste & construire la commande optimale, la matrice du support
4 x 4 qui change 18 fois. La valeur optimale du critere de qualité est égale a
6.602499 et le temps d’exécution est de 2.30 secondes.
Le mouvement de la co-commande A(t) au cours des itérations est donné
dans la figure (5.1).

A notre avis, le temps d’exécution pour construire une commande op-

At

t

FIGURE 5.1 —

timale n’a pas beaucoup d’importance, il est seulement important que la
méthode soit capable de construire la solution réalisable en un temps raison-
nable.

Il est important de définir 'efficacité de la méthode en utilisant le nombre
d’intégration du probléme primal ou le systéme adjoint. A ce stade, la com-
plexité du temps d’intégration du probléme primal ou du systéme adjoint
est pris le long de l'intervalle T'. L’algorithme est implémenté par le logiciel
Matlab.

Le tableau suivant contient la valeur du critére de qualité du probléme
(5.25) dans différentes périodes.

h Le nombre d’itérations | la valeur du critére | le temps d’exécution
0.25 11 6.6243433 2.27
0.0025 26 6.602054 2.30
0.001 32 6.602050 2.69

En faites, le probléme (5.25) peut étre résolut par la méthode de pro-
grammation linéaire en transformant le probléme (5.10)-(5.13). Donc, une
seule intégration du systéme suffit pour former la matrice du probléme de
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programmation linéaire (5.1)-(5.4).

Dans la figure (5.2), on représente la commande u*(7),7 € T}, . Dans
la figure (5.3), on représente la trajectoire x; en fonction de z3 du systéme
(5.25). Dans la figure (5.4), on représente la trajectoire z2 en fonction de x4
du systéme (5.25).

La condition initiale optimale est donnée par

0.8F

0.6

041

02F

02

FIGURE 5.2 —

FIGURE 5.3 —

21(0) = 0.1009729, 25(0) = 0.2502507, 23(0) = 0.9933905, 24(0) = 1.0010008.
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Chapitre 6

Méthode de tir et méthode de
Newton discréte

6.1 Introduction

La résolution numérique de problémes de commande optimale, nécessite
dans certains cas, l'utilisation de la méthode de tir |88]. Cet algorithme,
utilise la méthode de Newton et, on sait, par expérience que la méthode de
tir nécessite, 1'utilisation de la méthode de différenciation numérique; les
résultats sont convenables & condition toutefois que le pas de discrétisation
lors de la différenciation approchée soit petit.

Dans le paragraphe suivant, nous exposons une étude bibliographique
concernant la convergence de la méthode de Newton liée & la seule condition
que le pas de discrétisation lors de différenciation numérique soit petit.

6.2 La méthode de tir

Le principe de la méthode de tir est le suivant. Considérons le probléme
de controle optimal sous forme de Bolza, et supposons que le temps final ¢t*
fixé. Le principe du maximum donne une condition nécessaire d’optimalité
et affirme que toute trajectoire optimale est la projection d’une extrémale.
Si l'on est capable, & partir de la condition de maximum, d’exprimer le
controle extrémal en fonction de (z(t),v(t)), alors le systéme extrémal est
un systeme différentiel de la forme 9(¢) = V (t,9(t)), ou 9(t) = (z(t), ¥ (t)), et
les conditions initiales, finales, et les conditions de transversalité, se mettent
sous la forme R(¥(0),9(t*)) = 0. Finalement, on obtient le probléeme aux
valeurs limites

{ I(t) = V(t,9(t)), (6.1)
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Notons par ¥(t,¥) la solution du probléme de Cauchy :
I(t) = V(£,9(t), 9(0) = o,
Le probléme (6.1) aux valeurs limites est alors équivalent a
R(99,9(t*,90)) =0

il s’agit de déterminer un zéro de cette équation . Ceci peut se résoudre par
la méthode de Newton.

Remarque 6.1 Si le temps final t* est libre, on peut se ramener & la for-
mulation précédente, en considérant t* comme une inconnue auziliaire. On
augmente alors la dimension de [’état en considérant l’équation supplémen-
taire % = 0. On peut utiliser le méme si le controle est bang-bang, pour
déterminer les temps de commutation. Il peut cependant s’avérer préférable,
lorsque le temps final est libre, d’utiliser la condition de transversalité sur I’

Hamultonien.

6.3 Discrétisation totale : méthode directe

C’est la méthode la plus simple lorsqu’on aborde un probléme de controle
optimal. En discrétisant I’état et le controle, on se raméne & un probléme
d’optimisation non linéaire en dimension finie de la forme

glelg V(Z), (6.2)

ol Z = (1,22, cc, TN, UL, U2,y ..y Uy ), €F
C={2/3:(2Z)=0,i€1,...,1§;(Z) <0, j€r+1,..,m}. (6.3)

Plus précisément, la méthode consiste a choisir les contrdles dans un
espace de dimension finie, et & utiliser une méthode d’intégration numeérique
des équations différentielles. Considérons donc une subdivision 0 = tg < t1 <
to < ... < ty = t* de Vintervalle [0,t*]. Réduisons 'espace des controles
en considérant (par exemple) les contrdles constants par morceaux selon
cette subdivision. Par ailleurs, choisissons une discrétisation de I’équation
différentielle, par exemple choisissons ici (pour simplifier) la méthode d’Euler.
On obtient alors, en posant

hi =tip1 —

Tip1 = x; + hi f(ti, x4, ;).
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Remarque 6.2 I ezxiste une infinité de méthodes d’intégration numérique.
D’une part, on peut discrétiser l’ensemble des contréles admissibles par des
controles constants par morceauz, ou affines par morceauz, ou par des fonc-
tions splines, etc. D’autre part, il existe de nombreuses méthodes pour dis-
crétiser une équation différentielle ordinaire : méthode d’Euler (explicite ou
implicite), méthode du point milieu, méthode de Heun, méthode Runge-Kutta,
méthode d’Adams Moulton, etc [23]. De plus lintroduction d’éventuelles
contraintes sur l’état ne pose aucun probléme.

La discrétisation précédente conduit donc au probléme de programmation
linéaire
Ti+1 = Tj + h’lf(tlyxzaul)a 1= Oa ceey Na
min C(20, T1, ..., TN, U, UL, ...y UN ),

u; €Q, 1=0,...., N —1,

un probléme du type (6.2).

D’un point de vue général, cela revient a choisir une discrétisation des
controles, ainsi que de I’état, dans des espaces de dimension finie :

N
u € Vect(Uy,...,Un), ie. u(t) = ZuiUi(t), u; € R,
i=1

N
x € Vect(X1,..,Xn), Le. z(t) =Y 2 X(t), X; €R,

i=1
ou les U;(t) et X;(t) représentent une base. Typiquement, on peut choisir des
approximations polynomiales par morceaux. L’équation différentielle, ainsi
que les éventuelles contraintes sur ’état ou le controle, ne sont vérifiées que
sur les points de discrétisation. On se rameéne bien a un probléme d’optimi-
sation non linéaire en dimension finie de la forme (6.2).

La résolution numérique d’un probléme de programmation non linéaire

du type (6.2) est standard. Elle peut étre effectuée, par exemple, par une
méthode de pénalisation, ou par une méthode SQP (séquentiel quadratic
programming).
Dans ces méthodes, le but est de se ramener & des sous-problémes plus
simples, sans contraintes, en utilisant des fonctions de pénalisation pour les
contraintes, ou bien d’appliquer les conditions nécessaires de Kuhn-Tucker
pour des problémes d’optimisation avec contraintes. Pour le probléme (6.2),
(6.3), les conditions de Kuhn-Tucker s’écrivent

VV(Z2)+ ) A\iVi(2) =0,
=1
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ot les multiplicateurs de Lagrange A; vérifient
Algz(Z) =0, 1€ {1, ...,’l“}, eth; >0, i € {T‘ +1, ,m}

Les méthodes SQP consistent a calculer de maniére itérative ces multiplica-
teurs de Lagrange, en utilisant des méthodes de Newton ou quasi-Newton.

A chaque itération, on utilise une méthode de quasi-Newton pour estimer le
hessien du Lagrangien associé au probléme de programmation non linéaire, et
on résout un sous-probléme de programmation quadratique du Lagrangien.

6.4 Méthode de Newton discréte

Dans tout ce qui suit, Dy est un compact, D est un ouvert et Dy, = {h €

R2/hy # 1}.

6.4.1 Différenciation approchée

Soit F': D C R™ — R"™ une application. On se propose de résoudre le
systéme algébrique
F(#) =0 (6.4)

La méthode de Newton pour résoudre le systéme (6.4) se formule comme
suit :
Soit 2° donné, a chaque pas on doit résoudre le systéme linéaire suivant

et =gt —[(F'(2") T F (M), (6.5)

a condition toutefois que F’ soit une matrice inversible dans un voisinage
So de x*; dans la suite on considére une approximation de F’(a?k) est une
application linéaire J : R™ x R™ — L(R™) tel qu’on ait a résoudre a la place
de (6.5) le systéme suivant :

M=ok — gk W) TR @), k=0,1, .. (6.6)

Définition 6.1 Soit ' : D C R" — R" une application G— différentiable
sur Do C D et J: Dy x D CR" x R™ — L(R™). Alors J est une approzi-
mation consistante de F' sur Do C Dy, si 0 € R™ est un point limite de Dy,
et
lim J(z,h) = F'(z), ] 3 t x € Dy. 6.7
- (x,h) (), uniformément pour 0 (6.7)
St de plus, il existe c et 7 > 0 tel que

|F'(x) — J(x,h)|| < c||h]|, ¥ € Do, h € DN S(0,7), (6.8)

Alors J est une approzimation fortement consistante de F' sur Dy.
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Lemme 6.1 Soit G : D x D C R" x R™ — R™; supposons qu’il existe un
ensemble S = S(x*,0) C D et D}, C Dy, tel que & < 1 vérifie

|G(x,h) —3*|| < @||lz — 2|, Vx € S, Vh € D),. (6.9)
Alors, pour tout z° € S et toute suite {h*} C D}, les itérations générés par :
" = G(F RR), k=0,1,.... (6.10)

sont contenues dans S et convergent vers T*. De plus,
Ri{z*} < Qi {+"} < a. (6.11)

Ou Q1{z*} et R1{x*} sont données dans la définition 7.7 de I’annexe 1 avec
p=1
Preuve. voir l’annexe 1.

Lemme 6.2 Supposons que F': D C R"™ — R" soit G— différentiable sur un
voisinage ouvert Sy C D contenant T* € D pour lequel F(z*) = 0. Si de plus
F' est continue au point T* et F'(Z*) non singuliere, alors J : Dy X Dy, C
R"™ x R™ — L(R™) est une approzimation consistante de F' sur Sy. Il existe
alors 6 > 0 et r > 0 tel que application

G(x,h) =z — J Yz, h)F(z). (6.12)

soit bien définie pour tout x € S = S(z*,0), h € D; = Dy N S(0,7), et
satisfasse

|Z* — G(z, h)|| < w(z,h)||z —z*||, Vz € S, h e Dj, (6.13)
ot

w(z,h) = 0 quand = — 3" et h—0, h € Dj,. (6.14)

De plus, si J est une approzimation fortement consistante de F' sur Sy et
)
| F'(z) — F'(z%)|| < Allx — ¥, Vz € Sp. (6.15)

il existe vy, Qo tel que :

2% — Gz, h)|| < @1z — 2| + aol|hl||z — 2*||, Yz € S, h € D,. (6.16)
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Preuve. _ _
On pose 8 = ||[F'(z*)7!|| et soit € € (0,337!). J étant une approximation
consistante sur Sy , il existe 7 > 0 tel que D}, soit non vide et

1
|F/(2) = (@, )| < Se, Y € So, h € D,

De plus, d’aprés la continuité de F' au point &*, il existe 6 > 0 tel que

S = S(z*,8) C Sp et
1
|F'(z) — F' (2] < 35 Vr e S.

D’ou
|F'(x) — J(z,h)|| <e, Vx €S, he Dy,

En effet

1F" (27) = F' () +-F' () = J (2, )| < |F"(2)=F" (2" |+ ' ()= T (, B || < %&%6 =

D’aprés le lemme de Perturbation 7.7 de I'annexe 1, alors J(z,h) ™! existe
et vérifie : _
- B
1 (2, )7 < ——=,
1— e
dans notre cas : A = F'(z*), C = J(x,h), & = B, B=c.
et G est bien définie sur D x Dj et

IG(@,h) =2 = ||J(z, )" [ (2, h)(z — 2*) — F(2)]]
= (@ h) (@, h)(@ —2") = F'(2)(x — 2%) + F'(2)(x — 27)
(") (@ — 2%) + F'(2")(x — 27) = F(z") = F(a)]|
(17 (z, h) = (@)l + [ F'(2) = F'(@) ]|z — |
[1F(2) = F(z") = F'()(x — 27)|].

|
|

|
S| S

et la relation (6.13) est vérifiée avec

w(z, h) =q[llJ(z, h) = F'(@)|| + | F'(z) = F'(27)I + q(=), (6.17)

ou

_ F@) = F(E") — F'(z)(x — 27|

T , pourz # ¥, q(z*) = 0.

q(z)

donc la relation (6.14) est vérifiée .
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A présent, supposons que la relation (6.15) soit vérifiée. Alors, d’aprés le
lemme (7.9) de Pannexe 1, on obtient :

la@)ll < Allz — ] (6.18)
|F'(5 + t(x — 7)) — F'(a)]
X r — X — X
¥ = su —
0<t<1 |z — 2|

Donc la relation (6.15), et la relation (6.16) soit aussi vérifiée immédiatement
grace aux relations (6.13) et (6.17) avec &y = 237 et ag = Tjc ou ¢ est la
constante intervenant dans la relation (6.8).
On déduit que la vitesse de la convergence de la suite (6.6) est super linéaire
quand lim {h¥} = 0.

h—o00

Remarque 6.3 On a besoin de la continuité de F' au point T* pour assurer
que Uapplication q(x) — 0 et que F'(x) — F'(Z*) — 0 quand z — &*.

La convergence uniforme implique J(x,h) — F'(z) — 0 quand h — 0 et
T — T,

Corollaire 6.1 Supposons que F' : D C R" est G—différentiable dans un
voisinage ouvert Sy de * € D tel que F(2*) =0, et que F' soit continue au
point &* ou F'(Z*) est non singuliére. Soit J : Dy x D, C R™ x R™ — L(R™)
une approzimation consistante de F' sur Sy. Alors il existe une boule S1 =
S(z*,01) C Sy et un nombre réel r1 > 0 tel que pour tout 20 € Sy et pour
toute suite {h¥} C Dy N S(0,71), les itérations {x*} donnée par la relation
(6.6) appartiennent toujours a Sy et convergent vers £*. De plus, si

lim A* =0,
h—o0
alors
Rl{xk} = Ql{xk} =0.
Preuve.

Soit § > 0 et ¥ > 0 des constantes obtenues du lemme 6.2; alors, pour
& €]0,1[ donné, la relation (6.14) assure qu’on peut choisir 8; < & et r, < 7
tel que

w(z,h) < &, Ve e S(z*,01), h € DN S(0,71)

D’ou, I'existence et convergence d’une suite {*} d’aprés le lemme 6.1.

De plus, si klim h* = 0 alors grace au lemme 6.1, et les relations (6.13)
—00

et (6.14), on déduit que :

Ri{2*} < Qu{a"} < lim supw(a*, h*) =0
—00

Afin d’appliquer les itérations correctement au lemme 6.2 et au corollaire
6.1, il est nécessaire d’assurer que J est une approximation consistante.
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Corollaire 6.2 Soit F' et * satisfait les conditions du corollaire 6.1, alors
il existe une constante 1 > ¢; > 0,co > 0 et une boule S1 = S(2*,81) C Sp
telles que, pour tout T* € Sy et les suites {wy}, {\x} satisfassent :
l—a<wy<l+ci, —ca <A< k=0,1,...
Les itérations
Pt = aF —wp [F(a%) + NI LR (), k=0,1, ...

sont contenues dans Sy et convergent vers T*. De plus, si

kEI-iI-lOO A =0,
alors
Ri{z*} = Q1{zF} = 0.
Preuve.

On définit J : So x Dy C R® x R? — L(R") par
J(x?h) = (1 - hl)_l[F/(x) + h2[]7

ott Dy, = {h € R?/hy # 1}, comme F’ est continue en Z*, il existe 7 > 0
donnée, § > 0 telle que ||F'(x)|| < ||F'(x)||+n = m pour tout z € S(&*,0) C
Dgy. On a

hy ha

_F = F I
| (x, h) ()]l ||1_h1 (:c)+1_h2 |
|h1]n1 + [ho
- |1—h1’ ’
en effet :
1J(z,h) = F'(z)|| = [(1—h1) "(F'(z) + hol) — F'()]|
1 / h2 /
= |— I-F
I F@) + 75~ Fla)l
hi , ho
= F I
I F @) + 2T
|halm + [hal
- 1—h|

Ce qui montre que J est une approximation consistante de F’ sur S(z*, ). Le
résultat suivant s’obtient grace au corollaire 6.1. Considérons, par exemple,
que les composantes de la matrice J(z,h) € L(R™) définies par :

j=1 . il
rolfile + B 32 hiwe® + hijel) — fi(w + B 32 hiwe® + hijeb)], si hij # 0;
i=1 i=1
[J(z, )i = (6.19)

_J—1
8Jfl(x + B Z hikek + hijek), St hij =0.

=1
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Otlﬁ~ € [0,1] et €', ....,e" les vecteurs de la base canonique.
Si B =1, alors (6.19) correspond a I'approximation de 9 f;(x)

J j—1
03 fil) = ,,;[fi(x > haeh) = fila+ 3 haeb))

=1 =1

Si =0, alors la relation (6.19) correspond &
1 :
0jfi(x) = 1 —filz + +hije’) = filz)].
ij

Si F est G—différentiable au voisinage de x, alors J(x,h) — F'(x) quand
h — 0,

Corollaire 6.3 Supposons que F': D C R™ — R" soit continiment différen-
tiable sur un ensemble ouvert D. Alors, pour tout ensemble compact Dy C D,
il existe un r > 0 tel que application J : Dy x Dp C R™ X R™ L(R™),
donnée par la relation (6.19) soit bien définie pour tout B € lO, 1], soit une ap-
progzimation consistante de F' sur Dy, avec Dy, = {h € R" /|hij| <1, i,j =
1,n}. Si de plus J

1F'(z) = F'(y)ll < Allz = yll. Y, y € D. (6.20)
Alors J est une approzimation fortement consistante de F' sur Dy.

Preuve.
Comme Dy est un compact et D est un ouvert, il existe § > 0 tel que
I’ensemble compact Dy = {z/[|z — y|1 < J,pour un certain y € Do} soit
dans D.
Clairement, F’ est uniformément continue sur D1, et, par conséquence pour
e > 0 donneée, il existe §; € (0,0) tel que

|a]fz(x) _8jfl(y)| < g, iv ] = ]-anv v T, Yy c D17 ||:L' _yHl < 51-

_J—1
On pose 7 = %1 et Ajj(h) =8 hie®, alors, pour tout h € Dy,
k=1

1A (h) + hijel |1 < ni <6, <6, i, j=1,n.

ce qui montre que x + A;;(h) + hije! € Dy, Va € Dy.
Par conséquent, d’aprés le théoréme 17 de I’annexe 1, on obtient :

! hlij[fi(x + Ayj(h) + hige?) — fi(x + Agi(h) — 95 fi(z)]]

+ |0 filx + Aij(R) — 0 fi(2)] < ede =2 (6.21)
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d’ou
|F'(z) — J(z,h)||1 < 2ne, Vo € Dy, h € Dy,

Comme € est arbitraire, ce qui prouve que J est bien une approximation
consistante de F’ sur Dy. Si la relation (6.20) est vérifiée, alors,

10 fi(x) = 05 fi(y)| < Hllz =y, Vo, y € D.

D’aprés le théoréme 17 de annexe 1, on en déduit que la partie droite de
I'inégalité (6.21) peut étre remplacé par :

Yl + AR <> bl
k=1

D’ou

h

|F"(x) = J(2,h)[l1 < Z =1lhll1, ¥ € Dy,
ij=1

Ce qui prouve que J est une approximation fortement consistante sur Dy.
Pour assurer que J soit bien définie, il faut que h soit petit. Si F' est bien
définie sur tout R™, on prend Dj, = R,
D’aprés les corollaires 6.3 et 6.1, on obtient un résultat de convergence résumé
dans le paragraphe suivant :

6.4.2 Convergence de la méthode Newton discréte

Supposons que F' : R®™ — R"™ soit contintiment différentiable, et qu’il
existe une solution #* de F(z) = 0 tel que F'(Z*) est non singuliére. Défi-
nissons J : R” x R" — L(R") par (6.19).

Alors il existe 71 > 0 et §; > 0 tel que , pour tout 20 € S(Z*, §1) et toute suite
{h*} c S(0,m) C R™, les itérations {2*} donné par (6.6) sont bien définies
et convergent vers £*. En plus, si kli)ngo h* =0, alors Ri{z*} = Q1{z*} = 0.

Pour obtenir une convergence rapide, il est généralement nécessaire d’intro-
duire les trois conditions supplémentaires :

1. F est une fonction infiniment différentiable.
2. J est une approximation fortement consistante.
3. Le taux de décroissance de h* est suffisamment rapide.

Si F’ satisfait la condition de Lipschitz :
1F(z) = F'(z")|| < Alle — 27|, ¥ 2 € So,
et J est une approximation fortement consistante, alors d’apres (6.16) on a :

25t — 2| < @alla® — & + Ga|Allz* — 2.
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— Si @ = 0, on a une convergence quadratique de la suite {2*}.

~ Si Gy # 0, alors le comportement de h¥ quand & — oo, joue un
role important pour estimer le taux de convergence; le résultat sui-
vant indique deux conditions sur ¥ pour assurer la convergence rapide.

Proposition 6.1 Supposons que F' : D C R"™ — R"™ est G—différentiable
dans un voisinage ouvert So C D de * € D, ou F(Z*) = 0, si de plus la
condition de Lipschitz (6.15) est vérifice et si F'(Z*) non singuli¢re alors :
soit J : Dy x D C R" x R"™ — L(R"™) une approzimation fortement consis-
tante de F' sur So. Supposons que pour un certain {h*} C Dy, les itérations
{x*} donnée par la relation (6.6) sont bien définies et convergent vers T*. Si,
en plus, la condition

Hhk|| < BlHF(ask)H, YV k > ko, vérifiée, alors,OR{xk} > OQ{xk} > 2, (6.22)

stnon, st

1
WA < Ball = *=1), & > ko, vérifice, alors, Or{a*} > 51+ V5)
(6.23)

Ot Og{z*} est donné dans la définition 7.8 de 'annexe 1, et Ogp{x*} est
donné dans la définition 7.9 de 'annexe 1.

Preuve.

D’apreés le lemme 6.2, il existe 6 >0, 7> 0 tel que, pour tout x € S =
S(&*,8) € Sy et h € D}, = D, N S(0,7), la relation (6.16) est vérifice.

Supposons que la relation (6.22) soit aussi vérifiée, alors klirn zF = & im-
—00
plique que k;lhf F(z*)=0,et 2 € S, h* € Dy, pour tout k > ki > k.
—400

Par conséquent, d’aprés la relation (6.16) on a

|2FHE — 7| < Gulla® — 7|1 + GoBul|F (=) |[|l2* — 7|, ¥ k> ki

Mais
IF@EM < |IF@EY) = F@E) = F'@) (" — &) + | F'(#) (@ — 2"
< fer+ IF' @)= — 7,
en effet :
PGS = |FE¥) - FE) - F/@) @ - &) + FI@) @k -7
< | F@®) = F(@) = F'(3) (" — )| + | F'(@)(& — "))
< epllat — 2|+ I1F @) |l2* - &)

= [ex + IF'@)]ll=* - 77
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avec
er = ||l2* — 2",

on a
1F(z*) = F(&) = F'(@) (2" = &) < [|l2* = ) < eplla® = 37,
ou hm er = 0, et le résultat demandé c’est une conséquence directe de la
deﬁmtlon 7.1 de 'annexe 1 avec p = 2.
[Eas al|lz* — 2% + o fer + 1 () |]l|=" — 2712

callz® — 7%,

— |

IN A

avec
co = &1 + aoBlex + || F'(3)]]].

De la méme maniére, si la relation (6.13) est vérifiée, alors

|2 — 3| < @2t - 37 + @bt — [l — 7|
< (G + a2t — B2 + GaBallet Tt — 2t ok — 3, Y k> ki,
en effet,
2" =3 < @2t — )7 + @bala® — |l - 7|
< et = FP + Gofolle® — 2P — 7 4+ 7|27 —
< |’ = 3 + Gofllt — TP + dofafla” — |20 — 7
< (@14 @) |la* — P + dgfollz™ — a¥||2F — 7.

Il s’en suit que Or{z*} > 7 ott 7 = (1 + V/5) est la racine positive du
polynoéme t2 —t — 1 = 0.



Chapitre 7

Résolution par la méthode de
relaxation d’un probléme de
controle optimal avec une
entrée libre

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode pour déterminer analy-
tiquement et numériquement la solution d’un probléme de contréle optimal
avec un temps terminal fixé ainsi qu’une contrainte sur 1’état final et initial.
Nous considérons ici un probléme de controle optimal avec une entrée libre;
de plus, le critére & minimiser est une somme pondérée entre d’une part, la
distance entre I’état du systéme et un état désiré et d’autre part, la distance
entre la commande nominale et une commande conduisant asymptotique-
ment & un état stationnaire. Nous présentons préalablement les équations
décrivant le modéle mathématique et, en utilisant le principe du minimum
de Pontriaguine, nous donnons une caractérisation de la solution du probléme
a résoudre, permettant ainsi de déterminer la commande optimale en fonc-
tion de la variable d’état adjoint. Nous comparons ensuite, sur un exemple
simple, la solution analytique & la solution numeérique calculée en utilisant
la méthode de relaxation couplée a la méthode de tir; nous terminons en
donnant quelques remarques sur les performances de l'algorithme numeérique
(vitesse de convergence et temps de calculs).
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7.2 Position du probléme

Soit le systéme dynamique suivant :

#(t) = Az(t) + Bu(t),
z(0)=z€ Xo={z € R",Gz=7,d, < z < d*},z(t*) = z*,t € [0,t], (7.1)

u(t) € Uyg.

o z(t) est un n-vecteur représentant ’état du systéme a l'instant ¢, 2(0) = z
est la condition initiale et x(t*) = z* est I’état final. u(t) est un r-vecteur
représentant la commande agissant sur le systéme & Uinstant ¢ € [0, %], Uyq
est I’ensemble de commandes admissibles. A, B sont des n X n- et n X r-
matrices données, G est une matrice de [ lignes et de n colonnes de rang G =
I < n, v est un |— vecteur. De plus on suppose que A est I'opposé d’une
M —matrice (voir la définition 7.2 et la proposition 7.1 de l’annexe 1) .

On cherche une commande admissible % qui transfére le systéme d’un
état initial £(0) vers un état final z* fixé et minimisant la fonction cout J

définie par :
t*
1
J(u) = 5 / (2'Qz + u'Nu) dt,
0

les matrices @ et N sont symétriques, @ est définie non-négative et N est
définie positive.
L’Hamiltonien est donné par :

H (1), (), u(t),t) = % [e'Qz + u'Nu] + ¢ - [Az + Bu].

Cherchons maintenant la commande qui minimise I’Hamiltonien ; cela revient
a chercher (t), tel que

H (2(t), 0(0), a(t) ) < H (2(t), (8), u(t)) ; Vu(t) € Usa, V2 € [0,7].
Les équations d’optimalité s’écrivent :

BBty Buia(0) = .alt) — o

0 B At(r) 4 Qu(t), (72)

91 — 0 = Nu(t) + Bt(2).
Ces équations sont connues sous le nom d’équations d’Hamilton-
Pontriaguine.
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Condition de transversalité sur ¥ (t) :

De maniére générale, lorsque 'on prend en compte un colt terminal, le
critére & minimiser s’écrit :
t*
J = g(t*, 2(t%)) +/f(x(t),u(t),t)dt,
0

ou g est le colit terminal, I’état final étant fixé, on a donc classiquement :

il existe (ko, k1) # 0, tel que
(7.3)
@(07 th*vx(t*)v koa kl) = 9(07$07t*7x(t*)) + (p0(07 Z)‘k‘o) + (pl(t*7$(t*))‘k1)7

o po(0, z) = 0 représente des contraintes sur les conditions initiales,
et p1(t*, z(t*)) = 0 représente des contraintes sur les conditions finales avec
po et pp de classe C! par rapport a x.

¥(0) = §2(0, 2, t*, 2(t*), ko, k1),
i (7.4)
U(t*) = — 5oty (0, 2,87, 2 (1), ko, k),

ki, i = 1,2 étant les multiplicateurs de Lagrange.
Dans notre probléme, g(t*, x(t*)) = 0, alors les conditions de transversalité
(7.3) et (7.4) sur le vecteur adjoint s’écrivent :

il existe (ko, k1) # 0, tel que
(7.5)
@0, z, 1%, 2(t*), ko, k1) = (po(0, 2)[ko) + (p1(t*, 2(t*)|k1),

¢(0) - %(07 Z, t*v .Q?(t*), kOu kl)?
(7.6)

V(t*) = — 5555 (0,2, 8, 2 (t*), ko, k).

Remarque 7.1 On aboutit a la résolution d’un systéme algébro-différentiel.
L’équation d’état, décrivant le systeme physique est munie d’une condition
initiale x(0) = z et d’une condition finale x(t*) = x*. Par contre, la seconde
équation, correspondante o l’équation de [’état adjoint, n’est munie d’aucune
condition initiale ou d’aucune condition terminale exploitable pratiquement.
On va donc utiliser la méthode de tir pour en déduire la valeur de 1(0).

7.2.1 La méthode de tir simple

La méthode de tir permet d’obtenir la valeur de ¥ (0) nécessaire a la
résolution du probléme aux deux bouts obtenus par application du prin-
cipe de Pontriaguine. Si on est capable, & partir de la condition de mini-
misation de ’Hamiltonien d’exprimer le controle en fonction de (z(t),(t))
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alors on obtient un systéme différentiel de la forme ©(t) = V(t,v(t)) on
v(t) = (x(t),7(t)) et, ou les conditions initiales et finales s’écrivent sous le
forme R(v(0),v(t*)) = 0. Finalement, on obtient le probléme aux valeurs
limites suivant :

o(t) = V(t,u(t)), R(v(0),v(t*)) =0. (7.7)
La solution du probléme de Cauchy
o(t) = V(t,v(t)),v(0) = vp.
La fonction de tir est définie par
@(t*, vo) = R(vo, v(t", v0)).
Soit v(t,vg), le probléme (7.7) est équivalent & :
p(t*,vo) = 0. (7.8)

11 s’agit donc de déterminer un zéro de la fonction de tir ¢. Comme (7.8) re-
présente un systéme algébrique non linéaire, si on connait une approximation
de v, il peut se résoudre par la méthode de Newton. Dans notre probleme, ¢
s’écrit ¢ = x(t*) —2z*. Rappelons la formulation de la méthode de Newton ; il
s’agit a présent de résoudre numériquement ¢(v) = 0, ol ¢ est une fonction
de classe C'; le principe de la méthode de Newton est le suivant :

A une étape k donnée, soit v* une approximation d’un zéro v de ¢ ; donc v
s’écrit v = vF + AvF| et on a alors :

g

0 = p(v) = (0" + AvF) = o(0¥) + ZE (W) - (1 = 0F) + 0w = oF),

ce qui entraine

oo, & K k

— (V") - (v =V%) = —p(v"),

2204 (0= 0h) = —p(h)

ou g—f(vk) est la matrice Jacobienne de I'application v — ¢(v) calculée quand
v = v¥; or on ne connait la fonction v +— ¢(z) que numériquement. On va
donc utiliser un procédé de dérivation numérique basé sur la méthode des
différences finies. Pour calculer g—‘f)(vk), nous retiendrons une approximation
de g—f(vk) (voir [67]), incluant pour des choix particuliers des paramétres de
la méthode des différences finies symétriques et définie ci-dessous,

Opi 1 J Eh
S = —leiw+ Y haet) = pilv + Y hueb))
J v k=1 k=1

ol h;; sont des parametres de discrétisation correspondant a la i“™¢ équation
et a la j9¢ variable, et eF est le k™ vecteur de la base canonique. Soit
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A;j(v, h) une approximation de gf; (v); si 'approximation par différences

finies est consistante alors,

Jp;
8Uj

lim A;; (v, h) = i i=1,..n.
lim Ai(v,h) = =24 (v), 7,5 n

On pose,
J(z,h) = (Ayj(v, h)).

De maniére générale, on a & considérer l'itération suivante :
Uk+1 — 'Uk _ J(Uk,hk)il . go("uk)

Le probléme de la convergence de ce processus itératif est résolu grace a un
résultat du livre d’Ortega et Rheinboldt [67]; en effet si les pas de discréti-
sation h;; sont petits et tendent vers zéro, on est assuré de la convergence
de ce processus.

7.3 Résolution numeérique

Pour résoudre le probléme, nous considérons le couplage de la méthode
de relaxation avec la méthode de tir, cette derniére étant destinée & calculer
(0). Les étapes de la méthode sont :

1. Approximation initiale de la commande u®(t),t € [0,t*], et de I'état
adjoint ¥°(0).

2.7r+0

3. Tant que convergence> ¢ faire

e Détermination de I'état 2" (t) et de 'état adjoint ¥"(t) composante
par composante séquentiellement pour ¢ € [0,¢*] par intégration
numérique, pour le temps croissants.

da” — Az + Bu'(t),

. —
(7.9)
z(0) = 2.
_% — Atwr _|_er7 ( )
7.10

¥ (0)
ou 9" (0) est calculé par la méthode de tir.

e Détermination de la commande u" ! (t)

u ()« —N"IBlY"(1). (7.11)
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e Convergence < |[u" () —u"(t)].

e Détermination de la fonction de tir :

e Solution de ’équation de tir par la méthode de Newton et détermi-
nation de la nouvelle valeur de 1(0)

Y"TH0) < 4" (0) + correction.
o r+r+1.

fin de tant que.
Remarque 7.2 Les étapes (7.9) a (7.11) de la boucle correspondent a la

méthode de relazation alors que les étapes suivantes correspondent a la mise
en oeuvre de la méthode de tir.

7.4 Exemple numérique
On considére le probléme suivant :

Déterminer wu € U,q tel que,

J(u) < J(v), Y v € Uy,

ou
t*
J(u) =3 /((w — z4)? + ku?)dt. (7.12)
0
sous les contraintes suivantes :
T1 = —bx1 + axo,
T9 = axy — bxo + u,

2(0)=2€ Xog={2€R?>:Gz =1, 0< 2 <20, —10 < 25 < 10},

\ Iil‘(t*) =9,

(7.13)
on G=(1,2), v=3, k=(1,0), g=2,t* =2, a>0, b>0.
Dans le modéle mathématique précédent, x4 correspond a un état désiré, u
est la commande, k permet de doser deux critéres distincts & minimiser, un
critére de précision et un autre de minimisation d’énergie et U,q est l'en-
semble des commandes admissibles. On prend N = k.Id, avec évidemment
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k > 0 pour vérifier 'hypothése de définie positivité de N et QQ = Id.
On peut reformulé le probléme (7.13) d’une autre maniére :

T1 = —bx + axos,
T9 = ax1 — bxo + u,

21(0) = z1, 22(0) = 29 tel que z1 + 220 =3, 0< 2z <20, —10 < 2z, < 10,

L SUl(t*) = 2.
(7.14)
La forme matricielle du systéme d’état s’écrit :
T -b a T 0
ig - a —-b i) + 1 U
et le critére de cotiit est reformulé comme suit
t* 1 0 1 — T1d
1 t 2
1w = 5 [le—mam—n | o ||, | e
0

L’Hamiltonien du systéme est donné par :

H((t), 60, u(t), 1) = 3 (o1 — 21a)? + (w2 — 224)? + )

+1(t)(=bx1 + axe) + Ya(t)((ax1 — bxe) + 2(t)u.

Les équations d’optimalité sont données par :

dey _ OH _ _

i = iy = bri + axa,
dzy _ OH _ _

dE = dyy — 071 bxo,
21+ 229 = 3,

( —d = O — by + ays + w1 — w1, ¥1(0) = a1, P1(tF) = as,

dxy

—e Oy by g — aag, ¥(0) = a3, Ua(t') = au,

O — () = Jou + 1o (t).
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ou les coefficients «y, i = {1,2,3,4} seront calculés a partir des conditions

de transversalité :
il existe (ko, k1) # 0,tel que
@(0, 2, %, 2(t), ko, k1) = (po(0, z[ko) + (p1(t", z(t")[F1),
ou
po(0,2) = Gz -1,
(", z(t") = k(™) — g,
@(0, 2, 8%, x(t"), ko, k1) = (Gz —7lko) + (kz(t") — glk1).

)
D(0) = 22(0, z,t*, 2 (t*), ko, k1) = Glko,

U(t*) = — oy (0,2, 87, 2(t7), ko, k1) = —+'k,
(’lﬁ1<0),¢2(0)) = (172)k0 = <k072k0)7
(W1 (), ¥2(t7)) = =(1,0)k1 = (=K1, 0).

Les coefficients «;, i = {1,2,3,4}, dépendent des parameétres ko, ki, qui
seront calculés en utilisant la méthode du tir. Cette méthode consiste &

résoudre le systéme suivant en utilisant les conditions aux limites, x(t*) =
2, SCQ(t*) =0, 331(0) + 2332(0) =3:

(i1 = —bxy + axs,
Ty = ax1 — bxro + u,
21 + 229 = 3,
k1 = —1(t"),
ko = ¥1(0),

| u= _wzk(t)

La résolution de ce probléme sera faite de deux maniéres différentes, analy-
tiquement et numériquement.

Solution numérique

En optimisation classique, minimiser une fonction H par rapport a un
paramétre v implique dans un premier temps de chercher les points station-
naires du systéme, c’est-a-dire les valeurs u pour lesquelles %—g(w, u, ) =0,
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. , . . e . . 2

puis d’étudier en ces points la positivité de la matrice Hessienne %25 (z,u,1).
On aura alors : )

0°H

92u (x,u,@b) =k;

el 2 ) .

pour assurer la positivité de %Tg(x,u, 1) on a nécessairement k > 0, c’est
une condition naturelle pour le probléme considéré.

On a & résoudre le systéme suivant :

4 .
U1 = —bvy + ave + u,

Us = av1 — busg,

U3 = bvg — avy — U1 + 214,

Uy = —avs + bug — vy + T94,
— _ Y4
u=—x%

(%1 (0) S R,Ug(O) € R,

’U3(0) S R,’U4<0) eR.

Soit v(t,0,0,11,12) une solution du systéme au temps ¢ avec les conditions
initiales (v1(0), v2(0),v3(0),v4(0)).

On construit une fonction de tir qui est une équation algébrique non linéaire
de la variable v & l'instant t = 0; cette fonction de tir est calculée par
une procédure d’intégration numérique d’équations différentielles ordinaires
(Euler, Runge-Kutta, etc) ; la fonction de tir s’écrit :

o U1(2)O)07¢17¢2) -2
90(¢) N < U2(2,0’07¢17¢2) > ‘

Le probléme a résoudre s’écrit alors : Déterminer 1(0) tel que ¢((0)) soit
nul ce qui revient & déterminer x(t*) désiré.

L’algorithme de résolution numeérique de ce probléme sera alors compléte-
ment défini si 'on se donne :

1. l'algorithme d’intégration d’un systéme différentiel a valeur initiale (par
exemple une procédure d’Euler ou de Runge-Kutta), pour calculer la
fonction de tir .

2. Talgorithme de résolution de ¢(¢) = 0.

Appliquons 'algorithme vu au paragraphe (7.3) a notre exemple :
— Approximation initiale de la I'état adjoint (9 (0) et de la commande
uO(t), t € [0,t*].
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- r<« 0.

— Tant que pas de convergence faire

— Détermination de Pétat (") (¢) et de I'état adjoint (") (¢), successive-
ment composante par composante, ¢t € [0, t*] par intégration numérique
dans le sens direct de ’équation d’état et de ’équation d’état adjoint.

(r)
df%) - —bg:g’”) + awé’"),
dfft = aa:&r) — bxg) + (") (1),
21 + 229 = 3,

(r)
~2 = b+ aul) 4 — g, w0).
~S = aol? =60 0w, w(0),

ol w&r)(O) , wér) (0) sont calculés par la méthode de tir.
— Détermination de la commande u(+1)(¢) :

(r)
t
uTD () —¢2k( ), t € [0,t*.
— Convergence < norme (u("™1) — ("),
— Détermination de la fonction de tir.

— Solution de I’équation de tir par la méthode de Newton.

— Actualiser la valeur de 1+ (0)
PTTY(0) — " (0) + correction.

—r+<r4+1.
fin de tant que.
La convergence de cette méthode itérative est un probléme ouvert. Nous
conjecturons qu’elle peut se montrer par des techniques de contraction ana-
logue & celle utilisées dans [67]; elle découle certainement du fait que A est
l'opposé d’une M — matrice.

Résolution analytique

Pour calculer de maniére analytique la solution optimale 2(t), et la com-
mande optimale correspondante u(t) du probléme (7.12)-(7.14), nous avons
utilisé les équations d’optimalité ainsi que la condition de transversalité sur
w(t)

Pour trouver la solution exacte du probléme de controle optimal, on utilise
la méthode de dérivation au niveau des équations. On a :

U1 = by — ahg — 1 + T14,
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en dérivant par rapport & ¢, on obtient :

1 = by —avhy — 1,

soit,

'&1 = b<b¢1 —ay —x1 + xld) - a(_awl + by — x9 + JZQd) — (—bl’l + axg),

U1 = b2y — abihy — by + bryg + a®P1 — abis + azy — axog + br1 — axs,
D1 = (a® + b )y — 2abihs + bayg — azaq,

d’ou,

72;1 = (a2 + b2)¢1 — 2abyy + br1g — axag.

De la méme maniére, on obtient :

Yo = —ay + by — xo + Tog,
soit
o = —ayy + by — i,

Uy = —a(biby — athy — x1 + 1) + b(—arhy + biby — xg + 94) — (axy — by — %),
&2 = —abyy + CL2’l,Z12 + ax1 — ax1q — abyp1 + b21/)2 — bxo + brog — ax1 + brg + %7

. s o 1

vy = —2abyy + (a® + b+ %)%Z)z — axiq + bxag.
Par conséquent,

. 1
V1 = (a®+ b+ %)1,112 — 2abp1 — ax1q + bxog. (7.15)

Dérivons deux fois I’équation (7.15), on obtient :

oY = (a® + W)y — 2abis,
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. 1
¢§4) = (a® 4+ b*)Y; — 2ab(—2abpy + (a® + b + %)1112 — ax1q + bxag),
. 1
W = (@ )+ 40 — 2ab(a” + B+ L) + 20°bwrg — 20b2q),
d’ou
. 1
@ (a + V)1 + 40”6 — 2abla® + b7 + 1)
+  2a%bx1g — 2ab’zey, (7.16)
(7.15) entraine :
2abyy = (a* + b2)hy — 91 + b1 — awag. (7.17)
En injectant (7.17) dans (7.16), on obtient :
. 1 ;
¢§4) = (a2 + 52)1l}1 + 4a2bg¢1 — (a2 + b? + %)((a? + bg)@fq — 1 + br1g — al'gd)
+2a%bx1g — 2ab*xag,
. 1.
W= (@ ) APV — (@ 80+ (@ 0+ (0
1 1
—b(a® 4+ b* + %)xld + a(a® +b* + E)xgd + 2a%bx1g — 2ab* 2oy,
(4) 2 2 L. 2 22, @+ 2,2
Py (2a° +2b —I—%)%—((a +b%)° + ——— — 4a“b*)n
b
+ (=0 - Tt ab)rig + (a® — ab® + %)l‘gd,
d’ou,

I 2407

oY (202 + 267 + D) — (02 + )2 + T — 4a?)n

b
= (b = L+ a?)rig+ (aF —ab’ + %)xzd, (7.18)

L’équation caractéristique correspondante a 1’équation (7.18) d’écrivent
comme suit :

4 o2, 2, Lo 2, 1212 a2—i—b2_ 279y _
C* —2(a +b+2k)C + ((a® +b%)" + ’ 4a°b”) = 0.
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Le déterminant est donné par
A= 442
T T

Les racines de ’équation caractéristique sont données par :

1 /1
2 _ (,2 2 Y 212
Ci=(a"+b +2k) 4k2+4ab’
C2=(a2+b2+i)+\/i+4a2b2
2 2k 4k2 ‘

D’ou, on obtient

Pi(t) = A4 Bem O 4 et 4 aem % 4y, (7.19)

Détermination de v, on a :

Pr(t) = XC1e91t — BCLe™ O 4 pChet — aChe 2,

D1(t) = ACFe! + BCTe™ 4 nCFe ! + aCFe

D) = ACFe! — BOTe 1 4 pCFeC2! — aCFe 2,

§4) (t) = AC1eCtt + BCLe Ot 4+ uCet? + aCye™ 2t

On remplace dans (7.18), et on obtient :

1
A [Cf = ((a® 4+ ?)% + %(a"’ +b?) — 4a%?) — 2(a® + 0> +

i 271 C1t
21{:)01]6
1

£ OBICH = (% + V22 4 1 (a? + %) — 4a%82) — 2(a® + B + —)CFeOn

k

1
+ ulCd = ((a® + )% + %(a2 + %) — 4a?b?) — 2(a® + b® +

2k
1

21 _Cat
Qk)cﬂe

1 1
+ a[C) — ((a® +b%)? + —(a® + b%) — 4ab?) — 2(a® + b* + %)Cg]e*CZt

k
1
+ ((@*+0*)? + %(az + b?) — 4a*V*)v
b
= (=b® - z +a?b)z1q + (a® — ab® + %)xgd,

Par identification, on obtient la valeur exacte de v donnée par :

vV =

(a2 +b2)2 + CH2 _ 442p2)

(7b3 — % + azb)xld + (a3 —ab?® + %)l’gd

(7.20)
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On en déduit aisément 1o(t) de (7.17), et on obtient :

1 .
wg(t) = %[(CLQ + b2)1/11 — 1/11 + b-%'ld — amngab],
¢2(t) _ a2 + b2 [)\eclt + 66_Clt + M602t + ae—CQt + I/] _ L[)\CQQCIt
2ab 2ab 1
2 _—Cit 2 _Cot 2 —Cat 1 1
+ pBCte + pCse™?" + aCye™ "' | + —x19 — =7 %24,
2a 2b
alors
a?+ b2 - C? a?+bv2-C3?, _ a? + b2 —C3
Palt) = AT e g g T e Cut 2
a2+b2—022 C a’ + b? 1 1
L P L S — — —Tog. 21
ol e T gy v g e T gt (7.21)
De méme compte tenu des équations :
x1 = by — ayhy — 1 + 214, (7.22)
To = —a@bl + bQ/)Q - 1[.)2 + Zog- (723)

En remplacant (7.19), (7.21) et 4y, 12 dans (7.23), on obtient les résultats
suivants :

2 22
z1(t) = b + Be O 4 pe®?t 4 e 1] — a[A(%)eCﬂ
a? +b? — 012 —Oyt a® + b — 022 Cot a’®+ b — 022 Oyt
+ B 2ab Je + 2ab Jer* +af 2ab Je
a2 + b2 1 1 Cit —Cqt Cot
+ 2ab v+ %xld — %1’20}] — [/\Cle — BC1e + uCse
— ane_CQt] + T1g-
D’ou
b2 —a?+C? b —a?+C? _
wi(t) = AT - el 4 TS oy
b2 —a?+C2 b2 —a?+C2 _
+ M[ o 2 02]602t + CY[ 50 2 + CQ]G Caot
b? — a? 1
+ a4 V+ 214+ E.I'Qd. (724)

2b 2 2b
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et
2o(t) = —a e + Bem O 4 e 4 et 4 ) + b[A(WWW
+ 5(a2+2b;_012>60” + u<a2+ib_cg>602t + O‘(W)ew
+ aQQbeQV - %md - i] - P\Q(W)@Clt - 502(&2+26zb_012)
R Gt SRR U atete: S
d’ou
ma(t) = A[b?—fa—cf - Cl(lw}]ecﬁ + 6[1)2—21_012
T R T i ey e,
%$1d + %md- (7.25)

Les constantes étant déterminées par les conditions aux limites sui-
vantes :
21+ 22 = 3, 21(t") = 2, ¥1(0) = ko, ¥2(0) = 2ko, ¥1(t*) = —k1, Pa(t*) =
0.

On résoud le systéme linéaire numériquement :
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270,2 2 —a a a
3= A(EZUEC o) 4+ BB 4 0y) 4 (B o) 4 a(BSEYE 4 )

. b2_ 2_02 b2 2_02 _ _C
WLbQQb(lQV+ 3214 + g5r2a + 2N [F—g,—+ — Ci( +§ab L)) +B[ 3

b2+ 2_02 b2_ 2_02 b2+ 2_02 b _ b2+ 2_02
+O1 (P ] 4 T — O] + o T + o)

2_ 32
+(a 2ab )V + %xld + %wgd],

2_ 2 2 » _ . 22 2 N
9 — A(% — 1)t + 5(% + O e Ot 4 M(% — Cy)eCet
+a(BE2 G 4 Oy)eCat” By Lo By,

k0:/\+5+u+a+u,

+b 702 +b2 02 2+b2702 2+b2702 2 2
2ko = Mg+ 2ab L)+ B( g 2ab L)+ p(® 2ab )+ a(® sap ) T (% 2?51?)

1 1
+55%1d — 35T2d>
—k1 = X201 4 Be2C1 4 1e®2 4 ae™2C2 4y,

a2+b2_02 20 a +b —C 720 (L2+b2—02 2C a2+b2—C’2 720
0= AT B et ()0 o o2

a’+b> 1 1
+( Sab IS 2a01d — 3pT2d>
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Et le systéme linéaire précédent est équivalent a :

( )\(bZ—a2+C% —C]_ +2[b2—a2—Cf _Cl(b2+;2b—cl2):|) +/8( —a +Cl —I—C +

2b 2a
_ 702 b2+ 2702 b27 2+C b _ b2+ 2702
A5+ () + (5 - Oy 4 2P — ()
b2 — C2 b2+a?—C2 2_
+a($+02+2[#+02(%)]) = -2 2ba v—= led b$2d

a?—b? b 1
—2(%5. )V — 5= T1d — 5T2d,

o o . 3 ) 224 2 *
A — )t 4 B 1 Cp)e Ot 4 (PR 0p)eCt

—a?+C3 —Cot* b2—a? 1
+a(72+0) =25 — 5T — S5,

)\+5+M‘|‘Oé—k‘0:—l/,

2+b2_c2 2+b2_c2 2+b2—C2 +b _02 2432
Mg 1)+ (1) + (g 2) + a(*—552) — 2ko = —(“57" v

1 1
—9¢21d T 3pT2ds
A€2cl + 567201 + ,U/€QC2 4 C¥€7202 + kl = —v,

2+b2_02 2+b2 C _ 2+b2—C’2 2+b2—02 3
Mgy 2)E + B(gp 1 )e 7 + (g2 + a(Fgg 2 )e 2

_ a?4b> 1 1
- _( 2ab )V - %:Uld + %:L'Qda

Soit encore sous la forme matricielle :

al as as ay 0 O A fi
b1 be b3 by 0 0 B f2
1 1 1 1 -1 0 " —v
vy v U3 vy -2 0 a | fs 1’
o201 o201 G205 =202 ko —y
w;  we  wz  wy 0 k1 I3
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avec
b2 — a2+ C? b2 —a?2 — (% b2+ a2 —C?
a = (g L—Cp+2[ o L —Cy( 505 S
b2 —a? 4+ C? b2 — a2 — C? b2 +a% — C?
@ = (g O AT G,
b2 —a?+ C? b2 —a? — (2 b2 + a2 — (2
w = g G G,
b2 — a2 + C2 b — a2 — O2 b + a2 — O2
= (=" "2 9 2 2
ay ( 5 +Ca + 2 5 + Ca( 507 )2
b2 — a2 4 C2 . b2 — a2 + C2 :
o= (T ettt by = (L e,
b2 — a2 + (2 ¥ b2 — a2 + (2 g
by = (TQ — C9)e?" | by = ( T 2 1 Cp)e 2,
a’+ b2 —C? " a? 4+ —C?. .
wl = ( 2ab 1 )e€1t 9 w2 = ( 2ab 1 )e Clt )
a2+b2—022 Cot* a2+b2—c22 —Oyt*
v = (g T we = g e
b2 — a2 1 a a? —b? b 1
fi = 3-] % V—§$1d—2*bl‘2d+2(( %a )V—?a$1d—§$2d)]7
b2 — a2 1 a a® + b? 1 1
g 2— —_ = JE— —_ — - - .
fe op VT g T gpted 3 Sab )V T g% T g

Dans cette section, nous déterminons explicitement la trajectoire optimale
x(t) du probléme (7.12)-(7.13) en résolvant le systéme linéaire numérique-
ment.

Comparaison des deux approches

L’algorithme numérique est implémenté par le logiciel Matlab. En
particulier, on a utilisé les fonctions odedb et fsolve.

Dans cet exemple, la méthode converge indépendamment du point de
départ 1(0) = (—1.8706, 342.0562).

L’expérimentation numérique est déterminée pour les valeurs de a =1
b= 3 et k = 2. On déduit que la solution analytique et la solution numérique
correspondent parfaitement (voir figure 1 et figure 2). La performance de la
procédure numérique est résumé dans le tableau suivant, pour différentes
valeurs de k.
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x1 exacte X2 exacte x1 exacte X2 exacte
10 10 10 10
5\\/ o/ 5\\/ o/
0 -10 0 -10
o 05 1 15 2 o o5 1 15 2 o 05 1 15 2 o 05 1 15 2
, exacte W, exacte W, exacte W, exacte
0 0 0 0
-200 20 -200 20
-40 -40
-400 -400
o o5 1 15 2 o o5 1 15 2 o o5 1 15 2 0 05 1 15 2
u exacte u exacte
40 40
20 20
0 0
o o5 1 15 2 o o5 1 15 2
FIGURE 7.1 — solution exacte FIGURE 7.2 — solution approchée
k | temps d’exécution C.P.U | Nombre d’itération
0.5 0.2028 3
1 0.2340 4
1.5 0.2496 4
2 0.2808 9
2.5 0.3276 5

Notons que ’algorithme converge rapidement, pour un nombre d’itérations
trés petit nécessaire pour atteindre la convergence. De plus, le temps de
calcul utilisé est trés faible.



Conclusion générale

Cette étude a été consacrée essentiellement & la résolution d’un probléme
de controle optimal & entrée libre. Notre but était de trouver une meilleure
condition initiale et une commande optimale qui pouvait nous ramener de
Pétat initial g € X vers I'état final décrit par ’équation Hz(t*) = g. Pour
sa résolution, on a utilisé trois approches :

— La méthode adaptée.

— La méthode de discrétisation couplée a la procédure finale.

— La méthode de relaxation couplée a la méthode de tir.

La méthode adaptée est constituée de trois procédures : le changement de
commande, le changement de support et la procédure finale.

En exploitant cette méthode, on a proposé une méthode originale qui est
un couplage entre la méthode de discrétisation et la procédure finale. Le but
de la méthode de discrétisation est d’approcher le support optimal. Par la
suite en utilisant ce support et le critére d’optimalité découlant du principe
du maximum, on a effectué une résolution appelée procédure finale basé sur
la méthode de Newton.

En dernier lieu, on a effectué une approche appelée méthode de relaxa-
tion, basée sur le principe du maximum et couplée a la méthode de tir.

On a appliqué ces trois méthodes a différents types de problémes de
controle optimal.

Ce domaine de recherche offre de nombreuses perspectives qu’elles soient
théoriques ou pratiques :

* En théorie, il est intéressant d’appliquer ces algorithmes & des pro-
blémes de controle optimal non linéaire, stochastique, feedback, mul-
ticritére, etc..

* En pratique, différents probléemes que ce soit en économie, en agricul-
ture, en automatique, en aéronautique, etc.., peuvent étre modélisés
par des problémes de contrdle optimal et résolus par les méthodes pro-
posées.
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Rappels mathématiques sur 1’Algébre linéaire

On définit L(R™) I'espace linéaire des opérateurs linéaires définies de R"
vers R™. Et C" est ’espace des nombres complexes de dimension n.

Définition 7.1 Soit A € L(R™) une matrice inversible. Alors AT A est sy-
métrique définie positive, o AT est la matrice transposée.

Définition 7.2 Une matrice A € L(R™) soit une M —matrice si A est in-
versible, A™* >0, et a;; <0 pour touti, j=1,...,n, i # j.

On donne une des caractéristiques des M —matrices la plus utilisé :
Proposition 7.1 Soit A € L(R"), avec a;; < 0, i # j. Alors A est une
M —matrice si et seulement si :

1. Les éléments diagonales de A sont positives,

2. La matrice B=1—D7'A, ot D = diag(ai1, ..., ann), satisfait p(B) <
1, ou B est la matrice de Jacobi associée o A.

Définition 7.3 Une application F : D C R™ — R™ est hémicontinue au
point x € D, si pour tout h € R™ et € > 0, il existe § = 6(e,h) tel que
|t| < oo et x +th € D, alors

|F(x +th) — F(z)|| < e.

Définition 7.4 Si F': D C R" — R™ est G— différentiable en chaque point
d’un ensemble convexre Dy C D, et F' est hémicontinue sur Dy, alors, pour
tout x, y € Dy, la relation suivante est vérifiée

1
F(y) — F(x) = /F'(x + (t(y — x))(y — x)dt. (7.26)
0

Définition 7.5 Si F: D C R" — R est G— différentiable au point x € D,
alors F' est hémicontinue au point x.
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Définition 7.6 Si F': D C R" — R™ est G— dérivable a chaque point d’un
ensemble conveze Dy C D et F' est hémicontinue sur Dy, alors, pour tout
T, Yyc< DOa

1
F(o) - Pla) = [ F'(a+ty - 2))(y - o),
0

est vérifice.

Définition 7.7 Soit {z*} C R™ une suite qui convergent vers x*. Pour p €
[1,00[, on définit les quantités suivantes :

k

0, sizt =z k<oo;

: [l bt —a| ;K * .
k lim supm, ST X %JT k<OO,
Qp{m } = k——+o00

400, sinon ;

\

est appelée Q—facteurs (the quotient convergence factors).
Et
lim sup ||zF —z*|P, sip=1;
k——+o0

Rp{xk} =

lim sup ||z¥ — 2*||P, sip>1;
k—+o0

est appelée R—facteurs (the root-convergence factors).

Définition 7.8 Soit Q,(F, {z*}) un Q— facteurs du processus itératif § avec
un point limite x* dans R™, alors la quantité

+00, st Qp(F,2*) =0, Vp € [1,00],
Og(S.{z"}) = inf{p € [1, oo], Qp(F,2*) = +oo}, sinon,

est appelée l'ordre de @ (Q—order) du processus § au point z*.

Définition 7.9 Soit un processus itératif § avec un point limite x*, alors la
quantité :

+00, si Ry(F,z*) =0, Vp e [l,00],
Or(S:{27}) = inf{p € [1, oo], Rp(§,2*) =1}, sinon,

est appelée l'ordre de R (R—order) du processus § au point x*.
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Lemme 7.1 [67]Soit § un processus itératif de point limite x*, supposons
qu’il existe p € [1,00[ et une constante cy tel que, pour tout suite {x*} on
a:

2Pt — 2*|| < eolla® — 2*|P, ¥ k> ko

alors
Or{a*} > Og{a*} > p.

Lemme 7.2 Soit {x*} C R™ une suite convergente vers z*, alors
Ri{a"} < Qu{a"},

pour chaque norme. Par suite, si § est un processus itératif avec un point
limite x*, alors

Ri(§,2") < Q:1(F,z"),

pour chaque norme.

Preuve.
Supposons que Ql{xk} < 00, et on pose € = ka — x*||, alors, pour tout
e>0et v=Q1{z"} +¢, il existe ko > 0 tel que

ek < vep—1 < o < lego, YV k> ko

Par conséquent,

. €k0
Ri{z"} <~ lim sup[—2] =+,
1{z"} <y im p[’VkO] gl

et comme € est arbitraire, donc

Si C(F,x*) est Pensemble de toute les suites générées par § qui convergent
vers £*, on obtient

Ri(3, ") = sup{ R {2"}/{a"} € C(§,2")} < sup{Qi{a"}/{z"} € C(F,2")}
= Ql(ga l‘*)

Preuve du lemme 6.1 du chapitre 6
La preuve est immédiate. Une simple induction montre que

Izt — 2™ = |G (a*, h¥) = &7|| < @la® — 27| < ... <2 —2";

d’on, pour toute suite ¥ contenue dans S et convergeant vers z. La premiére
inégalité de la relation (6.11) est donnée par le lemme 7.2, la seconde découle
de la relation (6.9) et de la définition de Q.
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Lemme 7.3 Soit A € L(R",R™) ou R"™ et R™ ont munis de la norme
li—norme, i = 1,2,00. Alors

|4l = max Z s, (7.27)
|4lloc = max > ai;]. (7.28)
<i<m
et
1A]l2 = VA, (7.29)

0w \ est le mazimum des valeurs propres de AT A.

Preuve.
Considérons la norme l;. Pour chaque x € R",

m n
1Azl =1 aya;l < ZZ\%H%! =< Z\-’L‘J\Z |asj|

i=1 j=1 i=1 j=1

max Z lai; )z (7.30)

IA

il est suffisant de montrer pour qu'un certain z € R™ I’égalité (7.30) soit
vraie. Soit k£ un indice pour lequel le maximum de (7.27) soit atteint, alors

lAe® ] = Zlazkl = max |a].

=1

|A]l = sup ||Az|/" (7.31)
llz]l=1
qui est le supremum de la relation (7.31), atteint pour la k¢
du vecteur unitaire.

composante

La preuve pour l,,— norme est similaire. On note seulement, dans
ce cas, le supremum pour x € R™ définie par :

Akq . .
[aki]’ 97 ;é 07
Ty =
17 a; = Oal = 11 y 1y

ou k est un indice pour lequel le maximum de (7.30) est atteint.

Finalement, pour la ls—norme, on a ||Az||s = (ZL‘TATA:E)%, et le résultat
découle de la définition (7.1).
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Lemme 7.4 Soit ||.| une norme arbitraire sur R™ (ou C™) et P une matrice
réelle n x n (ou compleze) non singuliére. Alors 'application est définie par

|z||" = || Pz, pour tout z € R",
est une norme sur R™(ouC™). De plus, si A € L(R™), alors
IA]" = |[PAP~]. (7.32)

Preuve.
Il est facile de montrer que ||.||" est une norme. Alors la relation (7.32) est
déduite de

1A'= sup [[Ax|'= sup [|[PAz|"= sup |[PAP~'y||=|PAP~.
el =1 | Paf=1 lyll=1

Corollaire 7.1 Soit A € L(C™), alors, pour tout € > 0, il existe une norme

dans C™ tel que
JAl| < p(4) + ¢ (7.33)

Lemme 7.5 Soit A € L(C"). Alors lim A* = 0 si et seulement si p(A) < 1.

k—oo

Preuve.

Si p(A) < 1, alors, d’apres le corollaire 7.1, il existe une norme telle que
|A|| < 1. Par conséquent, on a ||A*|| < ||A]|®, il s’en suit que A* — 0 quand
k — oo. Par contre, supposons que A admet des valeurs propres A tel que
|A| > 1 et des vecteurs propres correspondants  # 0. Alors A¥z = \¥z pour
tout k, donc A*z ne tend pas vers zéro.

Lemme 7.6 (Lemme de Neumann)
Soit B € L(R™) et supposons que p(B) < 1 alors (I — B)™! existe et

k
—-B)l=1 ¢ :
(I — B) Jim. ;B (7.34)

Preuve.
Comme p(B) < 1, clairement I — B n’admet pas des valeurs propres nulles
d’ou elle est inversible. Vérifions maintenant le relation (7.34), Notons que

(I -B)I+ ...+ B% =1- B

de plus
I+B+..+B1=(1-B)™'—(1-B'B"

D’aprés le corollaire 7.6, la partie droite tend vers (I — B)~!. Comme (I — B)
est inversible quand ||B|| < 1, d’apreés (7.34) on a

I-B)!< B|' = ———. .
- 8)7 < 181 = 1 (7.35)
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Lemme 7.7 (Lemme de Perturbation)
Soit A, C € L(R™) et supposons que A soit inversible avec |A7Y|| < & si
|A—C| < B; si de plus fa < 1, alors C est aussi inversible et

«a

CY < ——.
071 < o
Preuve.

Onall -A7C| =AY (A-0O)| <ap<let A 'C=1-(-A10),
d’aprés le lemme de (7.6) on déduit que A~'C est inversible. D’ot, C est
inversible. De plus, d’aprés la relation (7.35) on déduit que

o0
Cll =l —(I—-Ato) A <aS (ap)i= —2 .
o) =7 - ( At sa e = g,
Lemme 7.8 Supposons que F' : D C R" — R™ soit G— différentiable sur
un ensemble convere Do C D. Alors, pour tout, x, y € Dy,

1F(y) = F(2)| < sup [[F'(z +t(y — )|l -yl (7.36)
0<t<1
Preuve.
Supposons que M = sup [|[F'(z + t(y — z)))|| < oo et, pour € > 0, soit I’
0<t<1

est ensemble de ¢ € [0, ] pour lequel
I (2 + t(y — x))) = F(2)| < Mt|ly — =[] + etlly — =], (7.37)

est vérifiée. Clairement, 0 € I', et v = sup;cpt est bien définie; comme la
définition 7.5 implique que F(x + t(y — x)) est continue par rapport a ¢, on
a

[1F(z+~(y —2)) = F@)|| < My|y — 2| +evlly — . (7.38)

Comme ¢ est arbitraire, clairement le résultat est prouvé si v = 1.
Supposons que v < 1. Alors, comme F’ existe au point x4+ y(y — ), il existe

B € (v,1) tel que
|[F(z+ By — ) = Fla+y(y —2) = Fl(z + vy —2))(B =)y —2)|
3

—x
<e(B =y — |,
d’ou
1F(x + 5y —2)) = Flz+(y — )| < M(B =)y —zll + (8 = 7)lly — ]
Mais, d’aprés la relation (7.38), on a
[F(z+ By —z)—Fo)] < (My+ey)ly -l + M+ /e)(B =)y — =|
= (M+e)lly—=|;

qui est en contradiction avec la définition de . Donc la relation (7.37) est
vérifiée pour 1 > 3 > ~.
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Lemme 7.9 Si F': D C R" — R™ est G— différentiable sur un ensemble
convexe Dy C D, alors, pour tout x, y, z € Dy.

IF(y) = F(2) - F'(x)(y—2)]| < Sup 1" (z+t(y—2)) = F' (@)l ly—=[. (7.39)

Preuve .
Pour = € Dy, on définit 'application
G(w) = F(w) — F'(w)w, w e D.
Les conditions de la définition 7.5 sont satisfaites pour G et comme
G'(w) = F'(w) — F'(w),
la relation (7.39) est précisément la relation

IGw) = G < swp G+t = 2y = =1,

Corollaire 7.2 Si G : [a,b] C R! — R™ est continue sur [a,b], alors

b b
I [ cwar < [1cw]a

Preuve.
Comme la norme est une fonction continue, |G(.)|| est intégrable au sens de
Riemann, et, pour € > 0 arbitraire, il existe une partition a < tp < ... < t, <
b tel que

b p
I [ G- 3" Gee - )l <
a =1
et
b p
| [lG@lde = > 16k sl <=
2 i=1

D’ou,

b p P b
|| / G0yt < | S NIG) [(t—tialel] < S NG (hi—ti 1)+ < / 1G(8)dt+2e,
p i=1 =1 a

Théoréme 17 Soit F' : D C R™ — R™ contindiment différentiable sur un

ensemble convexe Dy C D et supposons que, pour des constantes & > 0 et
p >0, I/ satisfait

1F(w) — F'(v)|| < &flu—v]”, u, v € Dy.
Alors, pour tout x, y € Dy
a
(p+1)

IF(y) = F2) = Fl(a)(y — 2)l| < | Iy — P
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Preuve.
D’apreés la définition 7.4 et le corollaire 7.2 on a

1

1F(y) = F(z) = Fl(x)(y —2)|| = H/Wﬂw+ﬂy—$D—FW@Ky—@ﬁH
10
< /HW®+¢@—xD—FW@WW—th
0
<

1
My—ﬂ%*/ﬁﬁ.
0
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Théoréme des fonctions implicites

En mathématiques, le théoréme des fonctions implicites est un résultat
de géométrie différentielle. Certaines courbes sont définies par une équation
cartésienne, c’est-a-dire la forme f(z,y) = 0, on = et y décrivent les nombres
réels. Le théoréme indique que si la fonction f est suffisamment réguliére au
voisinage d’un point de la courbe, il existe une fonction ¢ de R dans R et au
moins aussi réguliére que f telle que localement, la courbe et le graphe de la
fonction ¢ sont confondus.

Plus précisément, si (xg, yo) vérifie 'équation, si f est continiiment diffé-
rentiable et que sa dérivée partielle en (g, yo) n’est pas nulle, alors il existe
un voisinage de (x¢, yo) sur lequel la zone s’identifie au graphe de .

On peut le traduire comme suit :

Soit f(x,y) une fonction de classe CP définie sur un ouvert U de R? et &
valeurs dans R. Soit (zg, yo) un point de U tel que f(zo,y0) = 0 et tel que la
dérivée partielle de f, par rapport a la deuxiéme variable, ne soit pas nulle
en (xo,yo)- Il existe un ouvert V' contenu dans U et contenant (zq,yo) et une
fonction ¢ de classe CP et de R dans R, tels que ’équivalence suivante soit
vraie :

V(z,y) eV f(z,y) =0 < p(z) =y.
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