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Introduction générale

La théorie du contrôle permet d'amener un système d'un état initial
donné à un certain état �nal en respectant certains critères : c'est l'étape de
réalisation de la commande. Par exemple, tout le monde sait maintenir en
équilibre un pendule sur son doigt. En revanche il est beaucoup plus di�cile
de maintenir en équilibre sur son doigt un double pendule inversé. La théorie
du contrôle permet pourtant de le faire. Mais pour réaliser e�ectivement
cet équilibre, mieux vaut disposer d'un bon modèle mathématique et savoir
résoudre les équations. Une voiture sur laquelle on agit avec les pédales
d'accélérateur et de frein, et que l'on guide avec le volant est un exemple
de système de contrôle, de système dynamique sur lequel on peut agir au
moyen d'une commande représenté par le frein à main.

Un système de contrôle est un système dynamique sur lequel on peut
agir au moyen d'une commande. Pour dé�nir précisément le concept de
système de contrôle, il faut utiliser le langage mathématique. Chaque
système a une structure, des propriétés et des �nalités spéci�ques. Notons
que ce concept peut aussi bien décrire des transformations discrètes que
continues. Cela permet donc de modéliser le fonctionnement de robots, de
systèmes adaptatifs à structure variable, etc. En considérant tous ces objets
comme des systèmes de contrôle, on s'intéresse à leur comportement et à
leurs caractéristiques fonctionnelles, sans forcément attacher d'importance
à leurs propriétés internes ou intrinsèques. Par conséquent, deux systèmes
de contrôle ayant, en un certain sens, même comportement et des carac-
téristiques similaires, sont considérés comme identiques. De nos jours, les
systèmes automatisés font complètement partie de notre quotidien ; le but
est d'améliorer notre qualité de vie et de faciliter certaines tâches.

L'objectif peut être aussi de stabiliser le système pour le rendre insensible
à certaines perturbation , ou encore de déterminer des solutions optimales
pour un certain critère d'optimisation (contrôle optimal). Mathématique-
ment, on modélise les phénomènes abordés par des systèmes d'équations
di�érentielles ordinaires, aux dérivées partielles, etc.

Historiquement, la théorie du contrôle est liée d'une part avec le calcul
des variations ([82],[90]) et d'autre part avec la résolution des équations
di�érentielles ordinaires. Pour la première fois, Johann Bernouilli a soumis
le problème de brachistochrone correspondant au problème de la trajectoire
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la plus rapide entre deux points, en 1696, Leibniz, Newton, de l'Hôpital
ainsi que son frère Jacques Bernouilli trouvèrent la solution. La méthode
classique pour résoudre le problème est le calcul des variations. Cepen-
dant, la méthode utilisé par Jean Bernouilli est basée sur une analogie
de l'optique [28]. Ceci est considéré comme un résultat pionnier dans le
domaine du contrôle optimal. Cette théorie qui est une extension du calcul
des variations, traite de la façon de trouver une loi de commande pour
un système, modélisé par un ensemble d'équations di�érentielles décrivant
les trajectoires d'état et de contrôle, de telle sorte qu'un certain critère
d'optimalité soit atteint. La résolution de problème de contrôle optimal a
pu démarré avec le célébre principe du maximum de Pontriaguine (PMP)
[73], qui fournit une condition nécessaire d'optimalité, ainsi que la
programmation dynamique de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) [5], [6] qui
fournit une condition su�sante d'optimalité.

Plusieurs méthodes ont été inspiré du principe du maximum de Pontria-
guine ; on les appelle des méthodes indirectes telle que la méthode de tir
[88]. Dans ces méthodes, le calcul des variations est utilisé pour obtenir les
conditions d'optimalité du premier ordre. Une autre approche est celle des
méthodes directes. Ces dernières ont pris beaucoup d'importance au cours
des trois dernières décennies. Dans une telle méthode, l'état et le contrôle
sont estimés à l'aide d'une approximation d'une fonction appropriée, par
exemple, par une approximation polynomiale, ou par un paramétrage
constant par morceaux. Les coe�cients des fonctions approximées sont
traités comme des variables à déterminer et le problème est transcrit comme
un problème d'optimisation non linéaire. L'éventail des problèmes qui
peuvent être résolus par des méthodes directes est sensiblement supérieur
à la gamme des problèmes qui peuvent être résolus par des méthodes
indirectes.

Comme la résolution d'un problème de contrôle optimal est aujourd'hui
souvent mis en oeuvre numériquement, la théorie du contrôle contemporaine
concerne principalement les systèmes discontinues en temps. La théorie des
approximations uniformes prévoit les conditions dans lesquelles des solutions
d'une série de problèmes de contrôle optimal discrétisée, convergent vers la
solution du problème original en temps continu. Malheureusement, toutes
les méthodes de discrétisation ne possèdent pas cette propriété.

Une des méthodes pour résoudre des problèmes de contrôle, est basée
sur la programmation linéaire ; c'est, sans doute, l'un des plus beaux
succès de la recherche opérationnelle, en particulier, et des mathématiques
appliquées, en général. C'est une technique qui s'intéresse aux méthodes
de résolution du problème et qui consiste à minimiser ou à maximiser une
fonction linéaire, appelée fonction objectif, sur un domaine délimité par
un ensemble d'équations ou d'inéquations linéaires, appelées contraintes.
Son origine remonte au dix-septième siècle lorsque Lagrange résolut en
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1762, un problème d'optimisation avec un ensemble de contraintes linéaires.
La première application des techniques de la programmation linéaire à
l'économie fût réalisée par le mathématicien et économiste russe L.V.
Kantorovich en 1939, et concerne un problème de plani�cation de la
production [44]. En raison de son importance tant sur le plan pratique
que sur le plan théorique, la programmation linéaire a suscité, et suscite
encore, l'intérêt d'un grand nombre de chercheurs à travers le monde. Par
conséquent, plusieurs algorithmes intéressants de résolution des problèmes
de programmation linéaire ont été introduits. Quelques méthodes ont été
étudiées avant 1947 [24] ; elles sont restreintes à la résolution certaines
formes de problèmes de programmation linéaire. Elles étaient inspiré par le
travail de Fourier sur les inégalités linéaire, et celui de G.B.Dantzig en 1947,
qui a développé la méthode de simplexe [17]. La méthode de simplexe est
e�cace pour résoudre les problèmes pratiques de programmation linéaire.
Cependant en 1972, Klee et Minty ont trouvé un exemple où la méthode de
simplexe est de complexité exponentiel [47]. En 1979, Khachian développe
un premier algorithme de point intérieur en temps polynomial pour résoudre
un problème de programmation linéaire [46]. Par la suite en 1984, Karmarkar
présente, l'algorithme de point intérieur en temps polynomial concurrentiel
à la méthode de simplexe pour résoudre les problèmes de grande dimension
[25].

En plus, des méthodes de points extrêmes (méthodes de simplexe et ses
variantes) et les méthodes de points intérieurs, il existe d'autres méthodes
pour résoudre les problèmes de programmation linéaire. On peut citer en
quelques unes : les méthodes actives, la méthode de Gill et al. en 1973
[38],[39], la méthode de Gondzio en 1996 [40], la méthode de Santo-Palomo
en 2004 [84], les méthodes "criss-cross", la méthode de Zionts en 1969 [84],
la méthode de Terlaky en 1985 [87], les méthodes de support, la méthode de
Gabasov et Kirillova en 1977 [32]. Les méthodes de recherches à l'intérieur
de la méthode de simplexe qui sont la méthode de Mitra et al. en 1988 [61],
la méthode de simplexe généralisée, la méthode de Cardoso et Climaco en
1992 [20], l'algorithme "de�cient-basis" de simplexe, la méthode de Pan en
1998 [69]. Les méthodes de points extérieurs introduites par Paparrizos et
al. en 2003 [70], etc.

Dans [32], Les auteurs ont développé la méthode du support qui est une
généralisation de la méthode de simplexe. Cette méthode de points intérieurs
appelée aussi méthode adaptée utilisa certains métriques du simplexe. Elle
a été utilisée pour la résolution de certains types de problèmes linéaires de
contrôle optimal [13], [17], [27], [36], [48], [74], [78]. Une expérimentation
sur les problèmes de programmation linéaire a montré son e�cacité [48].

Le but de notre travail est la résolution de di�érents problèmes de
contrôle optimal, principalement le problème avec une entrée libre. Chercher
la condition initiale optimale, et une commande qui nous permet de ramener
le système de l'état initial x0 ∈ X0, où X0 est un ensemble fermé, vers l'état
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�nal véri�ant une certaine contrainte Hx(t∗) = g. Trouver la meilleure
condition initiale a beaucoup d'importance ; nous renvoyons à [41] pour
l'exposé de l'un des travaux e�ectués pour montrer son intérêt. Dans la
pratique, on trouve quelques applications dans [42], [63], [64], [66], [83], [85]
intervenant dans le domaine de l'aérospatiale, les techniques d'aérocaptures :
les problèmes de guidage, transferts d'orbites aéroassistés, développement
de lanceurs de satellites récupérables (l'enjeu �nancier est très important).

Par ailleurs, nous avons mis en ÷uvre la méthode de relaxation [50], [51],
[52] couplée à la méthode de tir [88], pour résoudre un problème de contrôle
optimal où l'état initial est libre. Par rapport aux travaux de ([59], [60]) où
il n'y a pas de contraintes sur l'état �nal, la situation est plus complexe. En
général, les conditions de la méthode de tir se traduisent par la formulation
d'un problème aux deux bouts qui possède une structure particulière, car
elles découlent de la dérivation du Hamiltonien. Le tir simple consiste à
trouver un zéro de la fonction de tir associée au problème original. Il n'y a
pas ici de discrétisation explicite, même si la méthode requiert l'intégration
numérique du système et par conséquent la discrètisation temporelle
explicite ou implicite ; généralement on utilise des schémas explicite en
temps. Le choix de ces méthodes se justi�e par leurs avantages bien connus,
à savoir une grande précision ; cependant la convergence n'est pas garantie
à coup sûr. Toutefois, l'inconvénient de cette méthode est la nécessité de
disposer d'une donnée initiale de la commande su�samment proche de
la valeur exacte et permettant la convergence de l'algorithme bien qu'en
général la convergence ne soit pas forcément assurée. Une des démarches
classiques consiste à appliquer un algorithme de quasi-Newton à la fonction
de tir ; suivant la régularité du problème, le rayon de convergence peut être
très faible. Ceci est particulièrement vrai pour des problèmes à contrôle
Bang-Bang.

Le plan de notre manuscrit est le suivant :
Le premier chapitre sera consacré aux notions sur la résolution numérique

d'équations di�érentielles qui sont la base fondamentale du contrôle optimal.
Au second chapitre, on s'intéresse à donner les fondements théoriques du

contrôle, ainsi que quelques méthodes de résolution qui sont les méthodes
indirectes découlant du principe du maximum de Pontriaguine et la mé-
thode directe appelée la méthode adaptée, elle même constituée de trois
procédures : le changement de commande, le changement de support et la
procédure �nale.

Le troisième chapitre est consacré à l'application des méthodes directes
du 2ème chapitre, à un problème terminal de contrôle optimal avec une entrée
libre .

Au quatrième chapitre, on donne une nouvelle approche de résolution
d'un problème de contrôle optimal qui consiste à un couplage de deux mé-
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thodes : la méthode de discrétisation qui est constitué de deux procédures :
le changement de commande et le changement de support, la solution du
problème discret nous permet de trouver le support du problème de départ,
en utilisant la procédure �nale basée sur la méthode de Newton.

Au cinquième chapitre, on résout le problème comportant une entrée libre
par la nouvelle approche décrite au quatrième chapitre.

Au sixième chapitre, on dé�nit la méthode de tir et on étudie la conver-
gence de la méthode de Newton discrète, intervenant dans la méthode de tir.

Au dernier chapitre, on résout numériquement un problème simple cou-
plant la méthode de relaxation et la méthode de tir.

Le manuscrit se termine par une conclusion générale et quelques pers-
pectives.
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Chapitre 1

Méthodes numériques de

résolution des systèmes

di�érentiels ordinaires

1.1 Introduction

Les équations di�érentielles ordinaires jouent un rôle important dans
l'étude des applications dans le domaine de la physique, de la chimie, de
l'économie, ...etc. Elles interviennent également pour la détermination de loi
de commande optimale de systèmes gouvernés par des équations di�éren-
tielles ordinaires.

Cependant, la résolution analytique des équations di�érentielles ordi-
naires n'est pas toujours possible. Depuis de nombreuses années on assiste à
l'explosion de l'utilisation de méthodes numériques pour la résolution d'équa-
tions et de systèmes di�érentielles ordinaires.

Il est à noter que ces méthodes numériques bien qu'e�caces lorsque les
méthodes analytiques sont défaillantes, permettent toutefois d'obtenir des
solutions approchées. On est donc amener à déterminer une majoration d'er-
reur entre la solution approchée et la solution exacte. De plus, l'utilisation
des méthodes numériques nécessite l'étude :

� De la consistance des schémas numériques, c'est à dire la pertinence
du procédé d'approximation de la solution du problème d'évolution,

� De la stabilité des schémas numériques, c'est à dire de l'e�et de la pro-
pagation des erreurs systématiques découlant du procédé d'approxima-
tion ainsi que de la propagation des erreurs de chute liées à la mauvaise
représentation des nombres réels en machine,

� De la convergence de la solution numérique, vers la solution exacte,
lorsque le pas de discrétisation en temps tend vers zéro.

Ces trois notions sont liées par un résultat théorique qui spéci�e que la consis-
tance et la stabilité d'un schéma entraîne la convergence de ce schéma.
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Les schémas numériques de résolution d'équations di�érentielles ordi-
naires sont nombreux. Il paraît donc peu opportun de les présenter tous
et c'est pourquoi dans ce chapitre nous nous limitons aux schémas à un pas :
la méthode d'Euler, la méthode de Taylor et la méthode de Runge-Kutta.

1.2 Problème de Cauchy

Soit I0 désigne un intervalle de R non réduit à un point et t0 un point
�xé dans I0 ; on se donne une fonction f dé�nie et continue sur I0 × Rm à
valeurs dans Rm, ainsi qu'un élément y0 de Rm, et on cherche à trouver une
fonction y continue et dérivable sur l'intervalle I0, à valeurs dans Rm, telle
que

∀t ∈ I0, y
′(t) = f (t , y(t)), (1.1)

et
y(t0) = y0. (1.2)

Ce problème s'appelle un problème de Cauchy pour le système di�érentiel
(1.1) ; la condition (1.2) s'appelle une condition initiale. Une fonction y qui
véri�e les équations (1.1) est appelée une intégrale du système di�érentiel
(1.1), (1.2). Nous nous intéresserons plus particulièrement au cas où I0 est
de la forme [t0, t∗] ; les cas où I0 est de la forme [t0, t∗[ ou [t0, +∞] se
traiteraient de même.

Dans de nombreux exemples physiques, la variable t représente le temps ;
l'instant t0 est alors appelé instant initial.

1.3 Théorèmes d'existence et d'unicité

1.3.1 Théorème d'existence

Théorème 1 (Cauchy-Péano) [23] On suppose que la fonction f est
continue dans un voisinage du point (t0, y0) dans I0 × Rm ; alors il existe
un intervalle J0 ⊂ I0, au voisinage de t0 et une fonction y ∈ C 1(J0) tels que

∀t ∈ J0, y ′(t) = f (t , y(t)), y(t0) = y0.

Dé�nition 1.1 On appelle solution locale du problème (1.1),(1.2) la donnée
d'un couple (I , y) où I est un intervalle de R qui est un voisinage de t0 inclus
dans I0 et où y est une fonction appartenant à C 1(I ) telle que

y(t0) = y0 et ∀t ∈ I , y ′(t) = f (t , y(t))

Dé�nition 1.2 On dit que la solution locale (J , l) prolonge la solution locale
(I , y) si on a I ⊂ J , et ∀t ∈ I , y(t) = l(t) ; si de plus I ̸= J , on dit que
(J , l) prolonge strictement (I , y).
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Dé�nition 1.3 On dit que la solution locale (J , z ) prolonge la solution locale
(I , y) si on a I ⊂ J , et ∀t ∈ I ; y(t) = z (t); si de plus I ̸= J , on dit que
(J , z ) prolonge strictement (I , y).

Dé�nition 1.4 On dit que la solution locale (I , y) est une solution maximale
du problème (1.1),(1.2) s'il n'existe pas de solution locale de ce problème qui
la prolonge strictement.

Dé�nition 1.5 On dit que (I , y) est une solution globale du problème (1.1),
(1.2) dans I0, (ou encore que y est solution du problème (1.1), (1.2)), si (I , y)
est une solution locale de ce problème, et si I = I0.

1.3.2 Théorème d'unicité

Dé�nition 1.6 On dira que le problème (1.1), (1.2) admet une solution et
une seule, s'il admet une solution globale et si toute solution locale est la
restriction de cette solution globale.

Théorème 2 [23] On suppose que I0 est de la forme [t0, t∗] ou [t0, t∗[ ou
[t0, +∞[, que f est continue sur I0×Rm et qu'il existe une fonction l ∈ L(I0)
telle que

∀t ∈ I0, ∀y, z ∈ Rm, (f (t , y)− f (t , z ), y − z ) ≤ l(t)|y − z |2, (1.3)

alors le problème (1.1), (1.2) admet une solution et une seule.

Avec L(I0) est un espace vectoriel normé des fonctions réelles mesurables sur
I0 telle que :

∥f∥ =
∫
I0

|f(x)|dµ < +∞.

Corollaire 1.1 [Cauchy-Lipschitz][23] On suppose que la fonction f est
continue sur I0 × Rm et qu'il existe un réel L tel que

∀(t , y) et (t , z ) ∈ I0 × Rm, |f (t , y)− f (t , z )| ≤ L|y − z |;

alors le problème (1.1), (1.2) admet une solution et une seule.

1.4 Méthode d'Euler

Nous allons maintenant nous consacrer à la résolution du problème de
Cauchy décrit précédemment en nous restreignant, ce qui n'est pas une perte
de généralité, au cas où I0 = [t0, t∗]. Tout d'abord nous allons étudier la
plus simple des méthodes, la méthode d'Euler connue aussi sous le noms
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de méthode d'Euler progressive. Considérons donc le problème di�érentiel
suivant :

∀t ∈ [t0, t
∗], y ′(t) = f (t , y(t)), (1.4)

y(0) = η donné dans Rm. (1.5)

Nous nous donnons une subdivision t0 < t1 < . . . < tn < tn+1 < . . . < tN =
t∗ de l'intervalle [t0, t

∗], et nous posons

hn = tn+1 − tn et h = max
0≤n≤N

hn.

Les solutions de (1.4) véri�ent, pour 0 ≤ n < N ,

y(tn+1) = y(tn) +

tn+1∫
tn

f (s, y(s))ds;

soit y0 = ηh une approximation de y(t0) = η ; nous construisons par récur-
rence une approximation yn de y(tn) en remplaçant la relation précédente
par

yn+1 = yn + hnf (tn, yn), n = 0, 1, . . . ,N − 1, (1.6)

Ce qui revient à approcher, pour s ∈]tn, tn+1[, f (s, y(s)) par f (tn, yn). Le
schéma dé�ni par (1.6) s'appelle le schéma d'Euler.
Nous cherchons à obtenir une estimation de l'erreur

en = y(tn)− yn

entre la solution exacte de (1.4), (1.5) et la solution approchée donnée par
(1.6) ; pour cela nous supposerons f continue sur [t0, t∗]×Rm et nous ferons
l'hypothèse de Lipschitz du corrolaire 1.1.

1.4.1 Majoration de l'erreur dans la méthode d'Euler

Posons
εn = y(tn+1)− y(tn)− hnf (tn, y(tn)), (1.7)

où y(.) désigne la solution de (1.4),(1.5) ; cette quantité mesure avec quelle
précision la solution exacte véri�e le schéma (1.6) ; elle s'appelle l'erreur de
consistance à l'instant tn de la méthode d'Euler. Nous avons

εn =

tn+1∫
tn

(y ′(t)− y ′(tn))dt ,

d'où
|εn| ≤ ω(y ′; h)hn (1.8)
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où ω(y ′; h)hn désigne le module de continuité de la fonction y ′ ; c'est-à-dire
la quantité dé�nie par

ω(f, h) = max
t,t′∈I ,|t−t′|≤h

|f (t)− f (t ′)|.

Puisque y ′ ∈ C 0[t0, t
∗], lim

h→0
ω(y ′; h) = 0. Si on suppose de plus que y ∈

C 2[t0, t
∗], on obtient par utilisation de la formule de Taylor dans (1.7)

εn =

tn+1∫
tn

(tn+1 − s)y ′′(s)ds,

d'où

|εn| ≤ h

tn+1∫
tn

|y ′′(s)|ds. (1.9)

On déduit de (1.6) et (1.7) la relation

en+1 = en + hn[f (tn, y(tn))− f (tn, yn)] + εn

d'où en utilisant la condition de Lipchitz

|en+1| ≤ (1 + hnL)|en|+ |εn|. (1.10)

Pour en déduire une majoration de |en|, nous allons utiliser le lemme tech-
nique fondamentale appelé lemme de GRONWALL suivant :

Lemme 1.1 [23] Soient θn et αn deux suites de réels positifs ou nuls véri-
�ant

∀n ≥ 0, θn+1 ≤ (1 + hnL)θn + αn,

alors on a

∀n ≥ 0, θn ≤ eL(tn−t0)θ0 +

n−1∑
i=0

eL(tn−ti+1)αi.

Si on suppose de plus que y ∈ C 2[t0, t
∗], on déduit de même de (1.9) et

(1.10)

|y(tn)− yn| ≤ eL(tn−t0)|η − ηh|+ h

tn∫
t0

eL(tn−s|y′′(s)|ds. (1.11)
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1.5 Méthode numérique à un pas

On appelle méthode à un pas, une méthode permettant de calculer une
valeur approchée yn+1 de y(tn+1) à partir de tn, de hn et de la valeur ap-
prochée yn de y(tn) obtenue au pas précédent. Une méthode à r pas est
au contraire une méthode qui utilise les r valeurs antérieurs yn, ..., yn−r+1

(valeurs qui doivent donc être mémorisées) a�n de faire le calcul de yn+1.

1.5.1 Dé�nition

Les méthodes à un pas sont les méthodes de résolution numérique qui
peuvent s'écrire sous la forme

yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn), n ≥ 0, (1.12)

y0 = ηh donné dansR, (1.13)

et nous supposerons que Φ est une fonction continue de [t0, t∗]×R×R×[0, h∗],
h∗ > 0, à valeurs réelles, qui ne dépend que de la fontion f . Notons que la
méthode d'Euler est la méthode à un pas qui correspond à

Φ(t, y, h) = f(t, y);

dans ce cas Φ est indépendant de h.

1.5.2 Méthode de Taylor d'ordre p

Supposons que f soit de classe Cp, alors toute solution exacte y(.)
est de classe Cp+1, et on a dé�ni des fonctions f (k), construite par ré-
currence à partir de f et de ses dérivées partielles telles que y(k)(t) =
f (k−1)(t, y(t)); pour k = 1, ...., p + 1. La formule de Taylor à l'ordre p + 1
s'écrit alors :

y(tn + hn) = y(tn) +

p∑
k=1

1

k!
hknf

(k−1)(t, y(tn)) +
1

(p+ 1)!
f (p)(tn, y(tn))h

p+1
n .

Lorsque hn est assez petit, l'approximation est d'autant meilleure que p est
plus grand. On est donc amené à considérer l'algorithme suivant, appelé
méthode de Taylor d'ordre p : yn+1 = yn +

p∑
k=1

1
k!h

k
nf

(k−1)(tn, yn),

tn+1 = tn + hn,

D'après la dé�nition générale des méthodes à un pas, cet algorithme cor-

respond au choix Φ(t, y, h) =
p∑

k=1

1
k!h

k−1f (k−1)(t, y). Calculons l'erreur de
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consistance εn. En supposant yn = y(tn), la formule de Taylor d'ordre p+ 1
donne

εn = y(tn+1)− yn+1

= y(tn + hn)−
p∑

k=0

1

k!
hkny

(k)(tn)

=
1

(p+ 1)!
hp+1
n f (p)(tn, yn) +O(hp+1

n ).

L'erreur est donc de l'ordre de hp+1
n . On dira d'une manière générale qu'une

méthode est d'ordre p si l'erreur de consistance est en hp+1
n chaque fois que

f est de classe Cp au moins. La méthode d'Euler est le cas particulier où
p = 1 pour la méthode de Taylor.

1.6 Méthode du point milieu

Notons Mn le point coordonnées (tn, y(tn)) du graphe de y. Le segment
[Mn,Mn+1] a une pente plus proche en général de y′(tn + hn

2 ) pente de la
tangente au "point milieu" que de y′(tn), pente de la tangente de Mn.
On peut considérer qu'une approximation de y(tn+1) à partir de y(tn)
meilleur que l'expression y(tn + hn) de la méthode d'Euler est :

y(tn + hn) ≃ y(tn) + hy′(tn +
hn
2
) (1.14)

Si y est de classe C3, avec hn = h il vient alors

y(t+ h) = y(t) + hy′(t) +
1

2
h2y′′(t) +

1

6
h3y′′′(t) +O(h3);

y′(t+
h

2
) = y′(t) +

1

2
hy′′(t) +

1

6
h2y′′′(t) +O(h2)

L'erreur comise est donc :

e = y(t+ h)− y(t)− hy′(t+ h

2
) =

1

6
h3y′′′(t) +O(h3);

Soit une erreur en h3 au lieu de h2 dans la méthode d'Euler. On a par ailleurs

y′(t+
h

2
) = f(t+

h

2
, y(t+

h

2
))

Comme la valeur de y(t+ h
2 ) n'est pas connue, on l'approxime par

y(t+
h

2
) ≃ y(t) + h

2
f(t, y(t)), (1.15)
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d'où en dé�nitive

y(t+ h) ≃ y(t) + hf
(
t+

h

2
, y(t) +

h

2
f(t, y(t))

)
.

L'algorithme du point milieu est associé au choix

Φ(t, y, h) = f(t+
h

2
, y +

h

2
f(t, y))

et donne lieu au schéma numérique
yn+ 1

2
= yn +

hn
2 f(tn, yn),

pn = f(tn +
hn
2 , yn+ 1

2
),

yn+1 = yn + hnpn,
tn+1 = tn + hn,

En utilisant les approximations faites en (1.14) et (1.15), on calcule l'er-
reur de consistance, et on en déduit que la méthode du point milieu est
d'ordre 2.

1.6.1 Notions de consistance, de stabilité et de convergence

Dé�nition 1.7 On dit qu'une méthode est consistante si pour toute solu-
tion exacte y(.) la somme des erreurs de consistances relatives à y(.), soit∑
0≤n≤N

|εn|, tend vers 0 quand hmax tend vers 0.

Une autre notion importante est la notion de stabilité. Dans la pratique,
le calcul récurrent des points yn est en e�et entaché d'erreurs d'arrondi en.
Pour que les calculs soient signi�catifs, il est indispensable que la propagation
de ces erreurs reste contrôlable. On est amené à la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.8 On dit que la méthode est stable s'il existe une constante
S ≥ 0, telle que pour toutes suites (yn),(ỹn) dé�nies par

yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn), 0 ≤ n ≤ N
˜yn+1 = ỹn + hnΦ(tn, ỹn, hn) + en, 0 ≤ n ≤ N

on ait
max

0≤n≤N
|ỹn − yn| ≤ S(|ỹ0 − y0|+

∑
0≤n≤N

|en|).

Autrement dit, une petite erreur sur la donnée initiale |ỹ0− y0| et de petites
erreurs d'arrondis dans le calcul de ỹn provoquent une erreur �nale max |ỹn−
yn| contrôlable. Une dernière notion importante est la suivante :
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Dé�nition 1.9 On dit que la méthode est convergente si pour toute solution
exacte y(.), pour tn = nhn �xé, la suite yn telle que

yn+1 = yn + hnΦ(tn, yn, hn) véri�e max
0≤n≤N

|yn − y(tn)| → 0

quand y0 → y(t0) et quand hmax → 0

Théorème 3 Si la méthode à un pas est stable et consistante, elle est conver-
gente.

1.7 Runge-Kutta

Principe Général On considère un problème de Cauchy{
y′ = f(t, y), t ∈ [t0, t

∗],
y(t0) = y0,

et on cherche à discrétiser ce problème par rapport à une subdivision t0 <
t1 < . . . < tN = t∗. L'idée est de calculer par récurrence les points (tn, yn)
en utilisant des points intermédiaires (tn,i, yn,i) avec

tn,i = tn + cihn, 1 ≤ i ≤ q, ci ∈ [0, 1].

A chacun de ces points, on associe la pente correspondante

pn,i = f(tn,i, yn,i)

Soit y une solution exacte de l'équation. On a

y(tn,i) = y(tn) +

tn,i∫
tn

f(t, y(t))dt

= y(tn) + hn

ci∫
0

f(tn + uhn, y(tn + uhn))du

grâce au changement de variable t = tn + uhn. De même

y(tn+1) = y(tn) + hn

1∫
0

f(tn + uhn, y(tn + uhn)du

On se donne alors pour chaque i = 1, 2, . . . , q une méthode d'intégration
approchée

ci∫
0

g(t)dt ≃
∑

1≤j≤i
aijg(cj), (1.16)
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ces méthodes pouvant être a priori di�érentes. On se donne également une
méthode d'intégration approchée sur [0, 1] :

1∫
0

g(t)dt ≃
∑

1≤j<q
bjg(cj). (1.17)

En appliquant ces méthodes à g(u) = f(tn + uhn, y(tn + uhn)), il vient

y(tn,i) ≃ y(tn) + hn
∑

1≤j≤i
aijf(tn,j , y(tn,j)),

y(tn+1) ≃ y(tn) + hn
∑

1≤j<q
bjf(tn,j , y(tn,j))

La méthode de Runge-Kutta correspondante est dé�nie par l'algorithme


tn,i = tn + cihn,
yn,i = yn + hn

∑
1≤j<i

aijpn,j ,

pn,i = f(tn,i, yn,i)

1 ≤ i ≤ q,

tn+1 = tn + hn,
yn+1 = yn + hn

∑
1≤j≤q

bjpn,j ,

On la représente traditionnellement par le tableau

(M1) c1 0 0 . . . 0 0
(M2) c2 a21 0 . . . 0 0

...
...

...
. . .

...
...

...
...

... 0 0
(Mq) cq aq1 aq2 · · · aqq−1 0

(M) b1 b2 · · · bq−1 bq

dans lequel les méthodes d'intégration approchées correspondent aux lignes.
On pose par convention aij = 0 pour j ≥ i.

Exemples

Exemple 1.1 Pour q = 1, le seul choix possible est

0 0

1

On a ici
c1 = 0, a11 = 0, b1 = 1. L'algorithme est donné par
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pn,1 = f(tn, yn),
tn+1 = tn + hn,
yn+1 = yn + hnpn,1,

Il s'agit de la méthode d'Euler.

Exemple 1.2 Pour q = 2, on considère les tableaux de la forme

0 0 0
a a 0

1− 1
2a

1
2a

L'algorithme s'écrit ici



pn,1 = f(tn, yn),
tn,2 = tn + αhn,
yn,2 = yn + αhnpn,1,
pn,2 = f(tn,2, yn,2),
tn+1 = tn + hn,
yn+1 = yn + hn((1− 1

2α)pn,1 +
1
2αpn,2),

ou encore, sous forme condensée :

yn+1 = yn + hn
(
(1− 1

2α
)f(tn, yn) +

1

2α
f(tn + αhn, yn + αhnf(t, yn))

)
,

� Pour α = 1
2 , on retrouve la méthode du point milieu

yn+1 = yn + hnf(tn +
hn
2
, yn +

hn
2
f(tn, yn)),

qui est basée sur la formule d'intégration du point milieu :

(M)

1∫
0

g(t)dt ≃ g(1
2
).

� Pour α = 1, on obtient la méthode de Heun :

yn+1 = yn + hn
(
(
1

2
f(tn, yn) +

1

2
f(tn + hn, yn + hnf(tn, yn)))

)
,

qui repose sur la formule d'intégration des trapèzes :

(M)

1∫
0

g(t)dt ≃ 1

2
(g(0) + g(1)).
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Exemple 1.3 Méthode de Runge-Kutta "classique" :
Il s'agit de la méthode dé�nie par le tableau

q = 4,

0 0 0 0 0

1
2

1
2 0 0 0

1
2 0 1

2 0 0

1 0 0 1 0

1
6

2
6

2
6

1
6

L'algorithme correspondant s'écrit



pn,1 = f(tn, yn),

tn,2 = tn +
1
2hn,

yn,2 = yn +
1
2hnpn,1,

pn,2 = f(tn,2, yn,2),

yn,3 = yn +
1
2hnpn,2,

pn,3 = f(tn,2, yn,3),

tn+1 = tn + hn,

yn,4 = yn + hnpn,3,

pn,4 = f(tn+1, yn,4),

yn+1 = yn + hn(
1
6pn,1 +

2
6pn,2 +

2
6pn,3 +

1
6pn,4),

Cette méthode est d'ordre 4. Dans ce cas les méthodes d'intégration (1.16)
et (1.17) utilisées sont respectivement :
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(M2)

1
2∫

0

g(t)dt ≃ 1

2
g(0) : formule des rectangles à gauche,

(M3)

1
2∫

0

g(t)dt ≃ 1

2
g(

1

2
) : formule des rectangles à droite,

(M3)

1∫
0

g(t)dt ≃ g(1
2
) : formule du point milieu,

(M)

1∫
0

g(t)dt ≃ 1

6
g(0) +

2

6
g(

1

2
) +

2

6
g(

1

2
) +

1

6
g(1) : formule de simpson.

Ordre de la méthode de Runge-Kutta

Théorème 4 [26] La méthode de Runge-Kutta dé�nie par le tableau des
coe�cients ci, aij , bj est

� d'ordre ≥ 2 ssi
∑

j bjcj =
1
2 .

� d'ordre ≥ 3 ssi
∑

j bjcj =
1
2 ;

∑
j bjc

2
j =

1
3 ;

∑
i,j biaijcj =

1
6 .

� d'ordre ≥ 4 ssi ∑
j

bjcj =
1

2
;

∑
j

bjc
2
j =

1

3
;

∑
j

bjc
3
j =

1

4∑
i,j

biajcj =
1

6
;

∑
i,j

biajc
2
j =

1

12
;

∑
i,j

biciaijcj =
1

8
;

∑
i,j,k

biaijajkck =
1

12
.

On voit ainsi que la méthode d'Euler est d'ordre 1, et que les méthodes
de l'exemple 1.2 sont d'ordre 2. De plus, dans une méthode avec q = 2, il y
a a priori un seul coe�cient aij non nul, à savoir α = a21. On a alors
c2 =

∑
j<2

a2j = α et la méthode est d'ordre 2 au moins si et seulement si∑
j
bjcj = b2α = 1

2 , soit b2 = 1
2α et b1 = 1 − b2 = 1 − 1

2α . On voit donc

qu'il n'y avait pas d'autres choix possibles pour une méthode d'ordre 2 avec
q = 2. En�n, la méthode Runge-Kutta "classique" présentée dans l'exemple
1.3 est d'ordre 4. La méthode la plus utilisée car elle a un ordre élevé et une
grande stabilité. Il existe des méthodes d'ordre encore plus élevé, mais leur
plus grande complexité les rend peut-être un peu moins praticables.



Chapitre 1.Méthodes numériques de résolution 24

Contrôle du pas

La manière la plus simple d'utiliser une méthode de résolution numérique
consiste à utiliser un pas constant hn = h. La principale di�culté est alors
de déterminer hmax de façon que l'erreur globale ne dépasse pas une certaine
tolérance �xée à l'avance ; on ne sait pas en e�et quelle sera l'évolution de la
solution étudiée, de sorte qu'il est di�cile de prévoir a priori les erreurs de
consistance. L'utilisation d'algorithmes à pas variables présente de ce point
de vue deux avantages majeurs :

� l'adaptation du pas à chaque étape permet d'optimiser l'erreur
commise en fonction de la tolérance prescrite, sous réserve qu'on
dispose d'une estimation "instantanée" de l'erreur de consistance εn.

� l'approche d'une discontinuité ou d'une singularité de l'équation dif-
férentielle ne peut se faire généralement qu'avec une réduction impor-
tante du pas. Dans ce cas, il convient d'arrêter l'algorithme avant de
traverser cette discontinuité, faute de quoi les erreurs deviennent im-
prévisibles. Le calcul du pas sert alors de test d'arrêt.

1.7.1 Fonctions Matlab ode45

ode45 résout l'équation di�érentielle ordinaire par une méthode d'ordre
4 similaire à la méthode de Runge-Kutta classique d'ordre 4 ; en plus, ode45
utilise un pas de temps variable et choisit à chaque instant le pas le plus
convenable de façon à satisfaire une tolérance �xée.



Chapitre 2

Introduction à la commande

optimale

2.1 Introduction

Les processus physique consomment tous une certaine quantité d'énergie
lors de leur fonctionnement. Il apparaît souhaitable, lorsque cela est pos-
sible, de chercher à minimiser cette dépense en s'écartant le moins possible
de l'objectif à atteindre.

Ainsi, lorsque l'on s'intéresse à la fabrication d'un produit, il est naturel
de rechercher une procédure conduisant à un compromis entre, d'une part
une qualité et une quantité de produit �ni maximale et d'autre part une
dépense minimale en énergie et en matière première, sans oublier d'atténuer
au maximum les nuisances éventuelles de tous ordres occasionnées par la
fabrication du produit.

Si on possède un modèle mathématique décrivant le processus physique et
si on a fait le choix d'un objectif à atteindre par la donnée d'une fonctionnelle
à minimiser, il est alors possible de poser le problème mathématiquement et
de rechercher les solutions optimales éventuelles.

Ce chapitre est composé de deux parties : la première partie est consa-
crée à la présentation des concepts de bases d'un problème de contrôle. On
retrouve dans la seconde partie, en utilisant une méthode directe issue de
la programmation linéaire, qui est la méthode adaptée introduite par R.
Gabasov et F.M.Kirillova au début des années 1980.

2.2 Théorie du contrôle optimal et des systèmes de

contrôle

Le problème général de contrôle optimal est constitué des données sui-
vantes :
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2.2.1 Objet de la commande

Le système peut comporter beaucoup de variables ou paramètres. On
suppose que n variables sont nécessaires pour décrire son comportement.
L'identi�cation de ces variables et la description du système dépendant de
celles-ci est une tâche très importante : c'est l'étape de modélisation mathé-
matique.
Les variables, nommées variables d'état seront notées xi, i = 1, ..., n. Le
système évolue dans le temps, donc les xi sont des fonctions de t : xi(t). On
ne le notera pas explicitement, mais cela sera sous entendu. Les n variables
d'états vont être gouvernées par n équations di�érentielles du premier ordre
sur un intervalle de temps T = [t0, t

∗] ; ce sont des équations de la forme
générale :

ẋi = f i(t, x1, ..., xn, u1, ..., um), i = 1, ..., n.

Les variables de contrôle seront notées uj(t), j = 1, ...,m. Elles sont soumises
à l'hypothèse d'intégrabilité par rapport à t. Cela simpli�e beaucoup les trai-
tements si les uj sont connues ; cependant cette hypothèse est bien souvent
trop restrictive car ces fonctions peuvent être continues par morceaux ou de
type Bang-Bang.

2.2.2 Condition initiale du système

La condition initiale du système, x0 = x(t0) est un vecteur donné dans
un plan de phase. En réalité, les composantes de x(t) et de x0 peuvent
représenter physiquement : la position, la vitesse, la température et d'autres
paramètres mesurables.

2.2.3 Le but de la commande

Dans un problème de contrôle, le but de la commande consiste à ramener
l'objet de la position initiale x0 = x(t0), (x0 ∈ M0) à une autre position
x∗ = x(t∗), (x∗ ∈ M1) où M0 est l'ensemble de départ, et M1 l'ensemble
d'arrivé.

2.2.4 Classe des commandes admissibles

U est l'ensemble des contrôles admissibles qui peut être non bornés, borné
ou du type Bang-Bang.

Commande bornée

Dans beaucoup de problèmes de contrôle, on peut minorer et majorer les
uj(t) par des constantes. Dans la suite, nous considérons ce type de problème
avec aj ≤ uj ≤ bj . Notons que l'on peut remplacer uj par vj en posant
uj = 1

2(aj + bj) +
1
2(aj − bj)vj et ainsi vj est aussi intégrable et l'on a
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−1 ≤ vj ≤ 1. Donc lorsque U est borné, il est toujours pratique de se
ramener à des commandes entre −1 et 1.

Commande Bang-Bang

On suppose que U est un polyèdre (cube) [−1, 1]m dans Rm. Un contrôle
u ∈ U est appelé contrôle Bang-Bang si pour chaque instant t et chaque
indice j = 1, ...,m, on a |uj(t)| = 1. En d'autres termes, une commande
Bang-Bang est une commande qui possède au moins un switch.

2.2.5 Critère de qualité

L'objectif, lors de la formulation d'un problème de contrôle, est de four-
nir la motivation physique pour la sélection d'une mesure de qualité pour
le système. Le problème revient à dé�nir une expression mathématique qui,
lorsqu'elle est optimisée, indique que le système atteint un état désirable.
Donc, choisir une mesure de qualité, est une traduction en termes mathéma-
tiques des exigences physiques du système.
Le critère de qualité, appelé aussi coût ou fonction objectif, est généralement
décrit par la formule

J(x, u) = g(t∗, x∗) +

t∗∫
t0

f0(t, x, u)dt.

Cette fonctionnelle comporte deux parties :g(t∗, x∗) est le coût terminal, c'est
une sorte de pénalité liée à la �n de l'évolution du système au temps �nal
t∗; il a son importance lorsque t∗ est libre, sinon il est constant. Le second

terme intervenant dans la fonction objectif
t∗∫
t0

f0(t, x, u)dt dépend de l'état

du système tout au long de la trajectoire de la solution, dé�nie par les va-
riables d'état. Cette trajectoire dépend aussi du temps t mais surtout des
variables de contrôle u. C'est une fonction d'e�cacité de chaque commande
sur l'intervalle T.
On peut classer les fonctions objectifs en deux critères physiques de perfor-
mance :

Temps optimal

On parle d'un problème en temps optimal lorsque f0(t, x, u) = 1,

g(t∗, x∗) = 0 et le temps �nal t∗ est libre dans l'expression de min
u

t∗∫
t0

1dt.



Chapitre 2.Introduction à la commande optimale 28

Coût optimal

On parle d'un problème en coût optimal lorsque le temps �nal t∗ est �xé
dans l'expression

min
u
g(t∗, x∗) +

t∗∫
t0

f0(t, x, u)dt.

Évidemment, il existe des problèmes qui combine les deux critères physiques
de qualité, et on parlera dans ce cas d'un problème de contrôle en temps et
en coût optimal.

Si dans l'expression de J, f0 est proportionnelle à u2, on parle alors d'un
coût quadratique.
Si u est un contrôle scalaire et f0 est proportionnelle à u, on parle de problème
de contrôle à coût d'approvisionnement. Lorsque les équations d'état ẋ =
f(x, u) ne dépendent pas explicitement de la variable t, on parle dans ce cas
de problème autonome. Si t est présent dans les équations d'état on parle de
problème non-autonome.

Problème de Mayer-Lagrange

Le problème de Mayer-Lagrange est donné sous la forme d'un système
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0, x(t

∗) = x∗, u ∈ U, t ∈ [t0, t
∗], l'objectif

étant de minimiser le coût

J(t∗, u) = g(t∗, x∗) +

t∗∫
t0

f0(t, x, u)dt.

Lorsque g = 0 dans l'expression de la fonctionnelle J, on parlera d'un pro-
blème de Lagrange ; lorsque f0 = 0, on parlera d'un problème de Mayer.

2.3 Contrôlabilité

Pour déterminer une trajectoire optimal joignant un ensemble initial à
une cible, il faut d'abord savoir si cette cible est atteignable ; c'est le pro-
blème ; de contrôlabilité. La contrôlabilité est l'un des concepts centraux de
la théorie du contrôle. C'est la possibilité d'in�uencer l'état du système (sor-
tie) en manipulant les entrées (commandes). Existe-t-il un contrôle u tel que
la trajectoire associée x conduit le système de x0 ∈ M0 à x∗ ∈ M1 en un
temps �ni ?
La notion de contrôlabilité a été introduite en 1960 par Kalman [43] pour des
systèmes linaires de la forme ẋ = Ax+ Bu. L'état x évolue dans un espace
vectoriel réel E, de dimension n. On dit que ẋ = Ax+Bu est contrôlable, si
l'on peut joindre deux points de l'espace d'état, c'est à dire si, et seulement
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si, étant donnés deux points x0, x∗ ∈ E et deux instants t0, t∗ avec t0 < t∗, il
existe une commande u, dé�nie sur [t0, t∗], telle que x(t0) = x0, x(t

∗) = x∗.

2.3.1 Contrôlabilité des systèmes linéaires

La formulation mathématique d'un système de contrôle linéaire est la
suivante :

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), x(0) = x0, t ∈ I ,

où I est un intervalle de R,A,B, et r sont trois applications localement inté-
grables sur I à valeurs respectivement dans Mn(R), Mn,m(R) et Rm.
Où Mn(R) est l'ensemble des matrices réelles de dimension n, et Mn,m(R)
est l'ensemble des matrices de n lignes et de m colonnes.
L'ensemble des contrôles u considérés est l'ensemble des applications mesu-
rables localement bornées sur I à valeurs dans un sous ensemble U ⊂ Rm.

Soit F (.) : I → Mn(R) la résolvante du système linéaire homogène
ẋ(t) = A(t)x(t) dé�nie par{

Ḟ = A(t)F (t),
F (t0) = Id ,

où Id : désigne la matrice identité.
Pour tout contrôle u le système ẋ(t) = A(t)x(t)+B(t)u(t)+ r(t), x(0) = x0
admet une unique solution x(.) : I → Rn absolument continue donnée par

x(t) = F (t)x0 +

t∗∫
t0

F (t)F (s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds,

pour tout t ∈ I .
Si r = 0 et x0 = 0, la solution du système s'écrit

x(t) = F (t)

t∗∫
t0

F (s)−1B(s)u(s)ds.

Elle est linéaire en u.
Le théorème suivant donne une condition générale pour la contrôlabilité des
systèmes linéaires :

Théorème 5 Le système ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) est contrôlable
en temps t∗ si et seulement si la matrice

C(t∗) =

t∗∫
t0

F (t)−1B(t)B(t)′F (t)−1dt,

dite matrice de contrôlabilité, est inversible.
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Cette condition ne dépend pas de x0, c'est-à-dire que si un système linéaire
est contrôlable en temps t∗ depuis x0, alors il est contrôlable en temps t∗

depuis tout point.

2.3.2 Contrôlabilité des systèmes linéaires autonomes

Le système ẋ(t) = A(t)x(t)+B(t)u(t)+r(t) est dit autonome lorsque les
matrices A et B ne dépendent pas de t. Dans ce cas, la matrice F (t) = eAt,
et la solution du système associée au contrôle u s'écrit, pour tout t ∈ I :

x(t) = eAt(x0 +

t∗∫
t0

e−As(B(s)u(s) + r(s))ds).

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et su�sante de contrô-
labilité dans le cas sans contrainte sur le contrôle.

Théorème 6 On suppose que U = Rn. Le système ẋ(t) = A(t)x(t) +
B(t)u(t) + r(t) est contrôlable en temps t∗ si et seulement si la matrice

C = [B,AB,A2B, ..., An−1B]

est de rang n. La matrice C est appelée matrice de Kalman, et la condition
rang C = n est appelée condition de Kalman.

Dans le cas où le contrôle u est contraint, c'est-à-dire s'il appartient à un
sous ensemble U ⊂ Rm, les propriétés de contrôlabilité globale sont reliées
aux propriétés de stabilité de la matrice A. En clair, si r = 0 et 0 ∈ U, si de
plus la condition de Kalman est véri�ée et si la matrice A est stable (toutes
les valeurs propres de A sont de parties réelles strictement négatives), alors
tout point de Rn peut être conduit à l'origine en temps �ni.
Dans le cas mono-entrée m = 1 (u est un contrôle scalaire), on a le théorème
suivant :

Théorème 7 On considère le système ẋ(t) = Ax(t)+ bu(t), b ∈ Rn, u(t) ∈
U où U est un intervalle de R avec 0 ∈ U. Alors tout point de Rn peut
être conduit à l'origine en temps �ni si et seulement si la matrice C =
[b, Ab,A2b, ..., An−1b] est de rang n et la partie réelle de chaque valeur propre
de A est inférieur ou égale à 0.

2.3.3 Contrôlabilité des systèmes non-linéaire

La contrôlabilité est un concept clé pour la compréhension des proprié-
tés structurelles et qualitatives, comme la stabilisation. L'extension de la
contrôlabilité au cas non-linéaire de dimension �nie et de dimension in�nie a
suscité depuis près de cinquante ans une littérature considérable, qui n'a en
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rien épuisé ce sujet riche et varié. Les auteurs, dans leur quasi-totalité, ont
considéré des généralisations naturelles de ẋ = Ax+Bu. Le résultat suivant
donne une condition sur la contrôlabilité locale des systèmes non-linéaires.

Proposition 2.1 Considérons le système ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)) x(0) = x0
avec f(x0, u

0) = 0. On note A = ∂f
∂x (x0, u

0) et B = ∂f
∂u(x0, u

0). Si

rang(B,AB,A2B, ..., An−1B) = n,

alors le système est localement contrôlable en x0.
En général, le problème de contrôlabilité est di�cile. Cependant, il existe des
techniques qui permettent de déduire la contrôlabilité locale dans le cas des
systèmes linéarisés.

2.4 Problème de contrôle optimal

Une fois le problème de contrôlabilité est résolu, alors parmi toutes les
trajectoires qui transfèrent l'objet de la position initiale x(t0) à la position
�nale x(t∗) = x1, on cherche alors celle qui le fait en temps �nal, ou celle
qui le fait en minimisant un certain critère, c'est le problème de contrôle
optimal. La résolution du problème de contrôle optimal se fait par di�érentes
méthodes. Parmi ces méthodes, on peut citer :

1. Principe du maximum de Pontriaguine,

2. méthode directe de résolution d'un problème terminal d'un système
dynamique linéaire.

Dans les sous-paragraphes suivants, nous allons détaillé ces méthodes.

2.4.1 Principe du maximum de Pontriaguine

Ce principe formulé par le mathématicien russe donne une condition né-
cessaire d'optimalité [73]. Dans notre travail, on ne considérera seulement la
condition que pour un problème terminal :

J(x, u) =

t∗∫
t0

f0(t, x, u)dt→ min, (2.1)

ẋ = f(t, x, u), x(t0) = x0 ∈M0, (2.2)

u(t) ∈ U, t ∈ [t0, t
∗], (2.3)

x(t∗) ∈M1, (2.4)

S'il n'existe pas de contrôle u ∈ U satisfaisant le système ẋ =
f(t, x, u), x(0) = x0 et x(t∗) ∈ M1, on dit que le système n'est pas contrô-
lable de l'état initial aux états terminaux de M1. Dans ce cas, le problème
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n'admet pas de solution. Si le système est contrôlable, il existe en général
beaucoup de contrôles possibles et pour chacun de ces contrôles correspond
une valeur pour J. Le problème est de déterminer un contrôle optimal u∗ ∈ U
associé à des trajectoires optimales x∗ qui optimise la valeur de J.
Dans la suite, on utilise l'Hamiltonien dé�ni comme suit :

H(t, x(t), ψ(t), v(t)) =

n∑
i=0

ψi.fi(t, x(t), u(t)) = ψ′(t).(Ax(t) + bu(t)),

Finalement, On dit qu'une commande admissible u(t), t ∈ [t0, t
∗] véri�e le

principe du maximum pour le problème (2.1)-(2.4) si la condition :

H(t, x(t), ψ(t), u(t)) = max
v∈U

H(t, x(t), ψ(t), v(t)),

est véri�ée. Classiquement, la trajectoire x(t) du système véri�e :

ẋ =
∂H(x, ψ, u, t)

∂ψ
, x(t0) = x0, (2.5)

et si de plus, on utilise aussi la co-trajectoire ψ(t) du système véri�e :

ψ̇ = −∂H(x, ψ, u, t)

∂x
, (2.6)

ψ(t) : co-trajectoire solution du système (2.6) est appelé système adjoint.

Remarque 2.1 La convention ψ0 ≤ 0 conduit au principe du maximum,
tandis que ψ0 ≥ 0 conduit au principe du minimum.
Dans le cas où il n'y a pas de contrainte sur le contrôle (U = Rm), un contrôle
optimal u véri�e les conditions suivantes :

� ψ0 = −1.
� u est une fonction telle que H(x(t), ψ(t), v(t), t) atteint son maximum
en u, ∀v ∈ Rm. La condition du maximum devient ∂H

∂v = 0.
� Les co-équations d'état adjoint ont une solution ψ, et les équations
d'état ont une solution x qui prend les valeurs x0 en t0 = 0 et x∗ au
temps t∗. Le système véri�e les conditions de transversalité : à l'instant
initial, ψ(0) est perpendiculaire à l'espace tangent de M0 en x(0) et à
l'instant �nal, x(t∗) est perpendiculaire à l'espace tangent de M1 en
x(t∗).

� L'Hamiltonien est constant le long de la trajectoire optimale, et cette
constante vaut 0 si le temps terminal t∗ est libre.

Si une solution existe, le principe du maximum de Pontriaguine produit des
conditions nécessaires. On va donc chercher des solutions qui satisfont ces
conditions nécessaires du PMP et l'on prendra celle qui minimise J . Il n' y
a pas de garantie en toute généralité sur l'unicité de la solution optimale. Si
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l'on ne trouve pas de solutions satisfaisantes toutes les conditions du principe
du maximum de Pontriaguine, alors il n'existe pas de solution au problème
de contrôle optimal.

Théorème 8 Toute commande optimale d'un problème terminal de contrôle
optimal véri�e le principe du maximum.

2.4.2 Méthode directe de résolution d'un problème terminal

d'un système dynamique linéaire :

Considérons le problème terminal de commande optimale suivant :

J(u) = c′x(t∗)→ max
u
, (2.7)

ẋ =
dx

dt
= Ax+ bu, x(t0) = x0, (2.8)

Hx(t∗) = g, (2.9)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T = [t0, t
∗], (2.10)

où J(u) est le critère de qualité, A(I, J) est une n × n matrice qui
caractérise le système, x(t) ∈ Rn est l'état du système, b(J) est un n−
vecteur de commande donné, H(I, J) est une m × n matrice de rang
m ≤ n, g est un m− vecteur, u(t) est une commande constante par mor-
ceaux, bornée par f∗, f∗ ∈ Rn, c = c(J) est le n− vecteur des coûts,
I = {1, ..., n}, J = {1, ...,m} sont des ensembles d'indices.

Notre problème consiste à trouver la commande admissible u0 qui avec
la trajectoire optimale x0, maximise le critère de qualité :

J(u0) = c′x0(t∗) = max c′x(t∗) = max J(u).

Par la formule de Cauchy, la solution du système dynamique

ẋ = Ax+ bu, x(t0) = x0,

est égale à

x(t) = F (t)[x0 +

t∗∫
t0

F−1(τ)bu(τ)dτ ], (2.11)

où F (t), t ∈ T, est la solution (résolvante) du système{
Ḟ = AF,
F (t0) = Id , t ∈ T.
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En utilisant la solution (2.11), le problème (2.7)-(2.10) devient un problème
de la seule variable u(t), t ∈ T :

J(u) = c′x(t∗) = c′F (t∗)x0 +

t∗∫
t0

c(t)u(t)dt→ max
u
, (2.12)

t∗∫
t0

ϕ(t)u(t)dt = g −HF (t∗)x0, (2.13)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, (2.14)

où 
c(t) = c′F (t∗)F−1(t)b,

ϕ(t) = HF (t∗)F−1(t)b, t ∈ T .
(2.15)

Dé�nition 2.1 Toute commande u(t) véri�ant les contraintes

Hx(t∗) = g, f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ [t0, t
∗],

est dite commande admissible du problème (2.7)-(2.10).
Une commande admissible u0 = u0(t) est alors dite optimale si et seule-

ment si :
J(u0) = max

f∗≤u≤f∗
J(u), (2.16)

et elle est ε− optimale si :

J(u0)− J(uε) ≤ ε (ε > 0). (2.17)

Dé�nition 2.2 La valeur u(.) au point t ∈ int T, sera la valeur u(t) =
(u(t+ 0) + u(t− 0))/2, où u(t+ 0) et u(t− 0) sont les limites à droite et à
gauche de u au point t.

2.5 Support-Contrôle

Dé�nition 2.3 L'ensemble TB = {Ti = [τi, τ
i], Ti ⊂ T, i = 1,m/[τi, τ

i] ∩
[τj , τ

j ] = ∅, ∀i ̸= j} est appelé support généralisé du problème (2.7)-(2.10)
si le système : 

ẋ = Ax+ bu, x(t0) = x0

Hx(t∗) = 0, t ∈ T
(2.18)
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n'admet pour u(t) ≡ 0, t ∈ TH = T/TB que la solution triviale u(t) ≡ 0, t ∈
TB, mais pour tout intervalle T ∗ = [τ∗, τ

∗], T ∗ ⊂ TH , τ∗ ̸= τ∗ et

u(t) =


0, t ∈ TH/T ∗

u∗, t ∈ T ∗.

le système (2.18) admet une solution non triviale, i.e.,

u(t) ̸= 0, t ∈ TB ∪ T ∗

dans la classe des commandes constantes sur Ti, i = 1,m.

Lemme 2.1 L'ensemble TB est un support généralisé si et seulement si la
matrice du support généralisée

ϕ(TB) =

τi+h∫
τi

ϕ(t)dt, i = 1,m. (2.19)

est non dégénérée

Prenons une autre notion de support du problème. Choisissons les points
isolés τi, i = 1,m qu'on appelle des moments de support et l'ensemble
τB = {τi, i = 1,m} est dit support si la matrice correspondante ϕB est
non dégénérée

ϕB = ϕ(TB) =

τi+h∫
τi

ϕ(t)dt, i = 1,m. (2.20)

Remarque 2.2 A chaque moment ti, on fait correspondre un intervalle Ti
tel que : ti = τi ou τ

i.
L'existence du support est très lié à la notion de commandabilité du système
(2.7)-(2.10).

Dé�nition 2.4 Le couple {u, τB} formé de la commande admissible u et du
support τB est appelé support-contrôle.

Il est dit dégénéré si la valeur de la fonctionnelle n'augmente pas après
l'itération, et non dégénéré s'il existe de tels nombres λ0 > 0, µ0 > 0, uλi , i =
1,m tel que, ∀λ, 0 < λ < λ0, les relations suivantes sont véri�ées.

m∑
i=1

ti+λ∫
ti−λ

ϕ(t)u(t)dt =
m∑
i=1

uλi

ti+λ∫
ti−λ

ϕ(t)dt,

f∗ + µ0 ≤ uλi ≤ f∗ − µ0, i = 1,m

(2.21)
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Par la suite, on supposera que la commande u(t) prend des valeurs constantes
dans les intervalles Ti, i = 1,m i.e,

u(t) = ui, t ∈ Ti = [τi, τ
i], d∗ ≤ ui ≤ d∗, i = 1,m.

Comme u est admissible, alors

t∗∫
t0

ϕ(t)u(t)dt = g −HF (t∗)x0,

et en utilisant le support, on obtient∫
TB

ϕ(t)u(t)dt = g −HF (t∗)x0 −
∫
TH

ϕ(t)u(t)dt.

Comme u(t) est constante par morceaux et de la dé�nition du support, on
obtient

u(TB) = ϕ−1(TB){g −HF (t∗)x0 −
∫
TH

ϕ(t)u(t)dt}, (2.22)

où TB = {Ti, i = 1,m}.

2.6 Formule d'accroissement de la fonctionnelle

Soit {u, τB} un support-contrôle de départ, x(t) sa trajectoire correspon-
dante. En utilisant le support τB, on construit le vecteur potentiel :

ν ′ = c′Bϕ
−1
B , (2.23)

et la co-commande (vecteur des estimations) :

∆(t) = −ψ′(t)b, t ∈ T, (2.24)

où ψ(t) est la solution du système conjuguée.

ψ̇(t) = −A′ψ, ψ(t∗) = c−H ′ν. (2.25)

∆(t) peut être écrite d'une autre manière :

∆(t) = −ψ′(t)b = −((c−H ′ν)F (t∗)F−1(t))′b

= ν ′HF (t∗)F−1(t)b− c′F (t∗)F−1(t)b

= ν ′ϕ(t)− c(t)
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où
ϕ(t) = HF (t∗)F−1(t)b,

et
c(t) = c′F (t∗)F−1(t)b.

d'où
∆(t) = ν ′ϕ(t)− c(t), t ∈ T (2.26)

Soit u(t) = u(t)+∆u(t) une autre commande admissible et x(t) = x(t)+
∆x(t), t ∈ T , la trajectoire correspondante associée.

Déterminons l'accroissement de la fonctionnelle

∆J(u) = J(u)− J(u) =
t∗∫
t0

c(t)u(t)dt

=

t∗∫
t0

(−∆(t) + ν ′ϕ(t))∆u(t)dt

= −
t∗∫
t0

∆(t)∆u(t)dt+

t∗∫
t0

νϕ(t)∆u(t)dt

De l'admissibilité de u et u, on a :

t∗∫
t0

ν ′ϕ(t)∆u(t)dt = 0.

Donc,

∆J(u) = −
t∗∫
t0

∆(t)∆u(t)dt (2.27)

2.7 Problème dual

Dé�nissons le problème dual du problème (2.7)-(2.10) :

L(ς, v, w) = b′ς −
t∗∫
t0

v(t)f∗dt+
t∗∫
t0

w(t)f∗dt→ min,

ςϕ(t)− v(t) + w(t) = c(t),

v(t) ≥ 0, w(t) ≥ 0, t ∈ T,
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où
b = g −HF (t∗)x0.

Ici les fonctions v(t), w(t), t ∈ T pour ν(I) = ς(I) sont dé�nies de la manière
suivante : 

v(t) = ∆(t), w(t) = 0, si ∆(t) ≥ 0

v(t) = 0, w(t) = −∆(t), si ∆(t) ≤ 0.
(2.28)

et forment un plan dual du problème (solution admissible du dual).
Désignons par (ς0, v0(t), w0(t), t ∈ T ) la solution optimale.

2.8 Calcul de la valeur de suboptimalité

La nouvelle commande u(t) est admissible donc :

f∗ − u(t) ≤ ∆u(t) ≤ f∗ − u(t). (2.29)

Le maximum de la fonctionnelle (2.27) sous les contraintes (2.29) est atteint
pour : 

∆u(t) = f∗ − u(t), si ∆(t) > 0

∆u(t) = f∗ − u(t), si ∆(t) < 0

f∗ − u(t) ≤ ∆u(t) ≤ f∗ − u(t), si ∆(t) = 0, t ∈ T .

(2.30)

et est égal à :

β = β(u, τB) =

∫
T+

∆(t)(u(t)− f∗)dt+
∫
T−

∆(t)(u(t)− f∗)dt, (2.31)

appelé valeur de suboptimalité du support-contrôle {u, τB}, où

T+ = {t ∈ T : ∆(t) > 0}, T− = {t ∈ T : ∆(t) < 0}.

De ce qui précède, on a toujours :

∆J(u) = J(u)− J(u) ≤ β(u, τB),

pour tout u, et pour tout u = u0, on obtient :

J(u0)− J(u) ≤ β(u, τB).

De cette dernière inégalité, on déduit les critères suivants :
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2.9 Critère d'optimalité

Théorème 9 [34]Pour l'optimalité du support-contrôle {u, τB}, les rela-
tions : 

∆(t) > 0, si u(t) = f∗

∆(t) < 0, si u(t) = f∗

∆(t) = 0, si f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T ,

(2.32)

sont su�santes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires.

Preuve. voir l'annexe 2 Condition su�sante :

Si les relations (2.32) sont véri�ées alors de (2.31), on a β(u, τB) = 0. Comme
J(u)−J(u) ≤ β(u, τB) = 0, pour tout u, alors {u, τB} est un support-contrôle
optimale.
Condition nécessaire :

Soit {u, τB} un support contrôle optimal non dégénéré et supposons que les
relations (2.31) ne sont pas véri�ées, c'est-à-dire
il existe t0 ∈ T tel que ∆(t0) > 0 et u(t0) > f0. De la continuité de ∆(t), t ∈
T , il existe un tel nombre petit η0, tel que pour tout 0 < η < η0, on a :

1. t0 n'est pas un moment du support.

2. t0 ∈ T ηκ , T ηκ = [τκ − η, τκ + η], κ = 1,m.

3. ∆(t) > 0, pour u(t) > f0, t ∈ T η∗ , T η∗ = [t0 − η, t0 + η].

4. T η∗ ∩ T ηκ = ∅, κ = 1,m.

5. le moment t0 peut être considéré comme un point de continuité de
u(t), t ∈ T η∗ .

Choisissons η0, su�samment petit pour tout η, 0 < η < η0.
Construisons les variations de la commande

∆u(t) = ∆u(t, η), t ∈ T,

en posant :
∆u(t) = −γ, t ∈ T η∗ où 0 < γ = γ(η) = κη ≤ 1, κ > 0, et ∆u ne dépend
pas de η,

∆u(t) = 0, t ∈ T/(∪mκ=1T
η
κ ∪ T η∗ ).

Au voisinage du moment du support τj , qui permet de changer la valeur u(t)
à la nouvelle valeur u(t).

u(t) = {[u(τκ − 0) + u(τκ)]/2 = u(τκ), t ∈ T ηκ , κ = 1,m}.
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D'après de la non dégénérescence de u(t), on a :f∗ < u(τκ) < f∗, κ = 1,m.
Pour toute fonction continue :

t∗∫
t0

ϕ(t)u(t)dt =

τκ∫
τκ−η

ϕ(t)dtu(τκ − 0) +

τκ+η∫
τκ

ϕ(t)dtu(τκ + 0)

= ηϕ(τκ)u(τκ − 0) +O1(η) + ηϕ(τκ)u(τκ + 0) +O2(η)

= 2ηϕ(τκ)u(τκ) +O(η).

En changeant u(t), t ∈ T, en u(t), t ∈ T, la contrainte (2.12) prend la
forme :

H F (t∗)x0 +

t∗∫
t0

ϕ(t)u(t)dt−HF (t∗)x0 −
t∗∫
t0

ϕ(t)u(t)dt

=

t∗∫
t0

ϕ(t)(u(t)− u(t))dt =
m∑
κ=1

∫
T η
κ

(u(t)− u(t))dt

= 2η

m∑
κ=1

φ(τκ)u(τk) +O1(η)− 2η

m∑
κ=1

ϕ(τκ) +O2(η) = O(η).

D'après le théorème des fonctions implicites (voir annexe 2), la commande
u(t), t ∈ T, peut être transformée de telle sorte que u(t), t ∈ T, véri�e la
contrainte (2.12).

u(t) =


u(t), t ∈ T ηκ

u(τκ) +O(η), t ∈ T ηκ , κ = 1,m

L'accroissement de la fonctionnelle devient :

J(u)− J(u) =

t∗∫
t0

c(t)(u(t)− u(t))dt

=
m∑
κ=1

∫
T η
κ

c(t)(ũ(t)− u(t))dt = 2η
m∑
κ=1

c(τκ)u(τκ) +O1(η)

− 2η
m∑
κ=1

c(τκ)u(τκ) +O2(η) = O(η).

La variation de la commande sur les intervalles T ηκ , κ = 1,m, sera construite
de la manière suivante :

∆u(t) = ∆u(τκ), t ∈ T ηκ , κ = 1,m.
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De l'inégalité, on a :

HF (t∗)x0 +

m∑
κ=1

∫
T η
κ

ϕ(t)∆u(t)dt = γ

∫
T η
κ

ϕ(t)dt.

HF (t∗)x0 +
m∑
κ=1

2ηκϕ(τκ)∆u(τκ) +O(η) = γ

∫
T η
κ

ϕ(t)dt.

La matrice de coe�cients de ce système :

PB = (ϕ(t), t ∈ TB).

est confondue avec la matrice du support ϕB.
Introduisons le vecteur :

∆u(τκ), κ = 1,m).

∆uB = 2mQϕ(t0) +O(η).
Pour η su�samment petit, la norme ∆uB est aussi su�samment petite. Par
conséquent, les inégalités suivantes sont véri�ées :

f∗ ≤ u∗(τκ) + ∆u(τκ) ≤ f∗, κ = 1,m.

Par conséquent, la commande généralisée u(t) de composantes : ũ(t) =
u(t), t ∈ T/(∪mκ=1T

η
κ ∪ T η∗ ), ũ(t) = ũ(t) +∆u(τκ), t ∈ T ηκ , κ = 1,m, ũ(t) =

u(t)− γ, t ∈ T η∗ est admissible.
Calculons l'accroissement de la fonctionnelle pour les deux commandes u et
u :

∆J(u) = J(ũ)− J(u) = −
m∑
κ=1

∫
T η
κ

∆(t)(u(τκ) + ∆u(τκ)− u(t))dt

+ γ

∫
T η
∗

∆(t)dt = κη

∫
T η
∗

∆(t)dt+O(η) > 0.

Pour η su�samment petit, 0 < η < η0, l'inégalité obtenue contredit l'opti-
malité de u ; ce qui démontre la condition nécessaire.

Remarque 2.3 Le critère d'optimalité peut être écrit sous la forme tradi-
tionnelle du principe du maximum de Pontriaguine. Pour cela en utilisant la
fonction Hamiltonienne, on obtient :

H(x, ψ, u) = ψ′(Ax+ bu)

La condition du maximum :

H(x(t), ψ(t), u(t)) = max
f∗≤u≤f∗

H(x(t), ψ(t), u(t)), t ∈ T. (2.33)

est su�sante, et dans le cas de la non dégénérescence, elle est nécessaire pour
l'optimalité du support-contrôle {u, τB}.
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2.10 Critère d'ε−Optimalité

Théorème 10 Pour tout ε ≥ 0, la commande admissible u(t), t ∈ T est
ε− optimale si et seulement s'il existe un tel support τB sur lequel le long
de u(t) et des solutions x(t), ψ(t), t ∈ T des systèmes direct et conjugué, la
condition ε−maximum est véri�ée :

H(x(t), ψ(t), u(t)) = max
f∗≤u≤f∗

H(x(t), ψ(t), u(t))− ε(t), t ∈ T. (2.34)

avec
t∗∫
t0

ε(t)dt ≤ ε.

Preuve.

Condition su�sante :

Supposons que la condition (2.34) soit véri�ée ; de la valeur de suboptimalité
(2.31) du support-contrôle {u, τB}, et de la formule (2.24) on déduit :

β = β(u, τB) =

∫
T+

ψ′(t)b(f∗ − u(t))dt+
∫
T−

ψ′(t)b(f∗ − u(t))dt

=

∫
T+

(ψ′(t)Ax(t) + ψ′(t)bf∗ − ψ′(t)Ax(t)− ψ′(t)bu(t))dt

+

∫
T−

(ψ′(t)Ax(t) + ψ′(t)bf∗ − ψ′(t)Ax(t)− ψ′(t)bu(t))dt

=

t∗∫
t0

[maxf∗≤u≤f∗H(x(t), ψ(t), u(t))−H(x(t), ψ(t), u(t))]dt

=

t∗∫
t0

ε(t)dt ≤ ε.

De l'accroissement de la fonctionnelle, on déduit :

J(u0)− J(u) ≤ β < ε,

ce qui implique que la commande u(t), t ∈ T est ε−optimale.
Condition nécessaire :
Soit u(t), t ∈ T une commande ε− optimale. De le formule (2.31) pour un
certain support τB, on calcule la valeur de suboptimalité β(u, τB) écrite sous
la forme :

β = β(u, τB) =

t∗∫
t0

∆(t)u(t)dt+

∫
T+

∆(t)f∗dt−
∫
T−

∆(t)f∗dt. (2.35)
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De la valeur de suboptimalité (2.34) et en vertu des relation (2.27) et (2.35),
on obtient :

β = β(u, τB) =

t∗∫
t0

ν ′ϕ(t)u(t)dt−
t∗∫
t0

c(t)u(t)dt−
t∗∫
t0

v(t)f∗dt+

t∗∫
t0

w(t)f∗dt.

Or, de l'admissibilité de u, on déduit :

t∗∫
t0

ν ′ϕ(t)u(t)dt = b′ν,

et de la relation de dualité, on obtient :

J(u0) = L(ν0, v0, w0).

ce qui nous donne :

t∗∫
t0

c(t)u0(t)dt = b′ν0 +

t∗∫
t0

v0(t)f∗dt−
t∗∫
t0

w0(t)f∗dt = 0.

De cette dernière égalité, la valeur de suboptimalité prend la forme :

β =

t∗∫
t0

c(t)u0(t)dt−
t∗∫
t0

c(t)u(t)dt

+ b′ν −
t∗∫
t0

v(t)f∗dt+

t∗∫
t0

w(t)f∗dt+ b′ν0

+

t∗∫
t0

v0(t)f∗dt−
t∗∫
t0

w0(t)f∗dt.

β = β(u, τB) = βu + βB,

où

βu =

t∗∫
t0

c(t)u0(t)dt−
t∗∫
t0

c(t)u(t)dt = J(u0(t))− J(u(t)),

est la mesure de la non optimalité de la commande u(t), t ∈ T, et

βB = b′ν −
t∗∫
t0

v(t)f∗dt+

t∗∫
t0

w(t)f∗dt+ b′ν0 +

t∗∫
t0

v0(t)f∗dt−
t∗∫
t0

w0(t)f∗dt

= L(ς, v, w)− L(ς0, v0, w0),
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est la mesure de la non optimalité du support τB.
Si à la commande u(t), t ∈ T, on associe un support τ0B optimal, c'est-à-dire
β(τ0B) = βB = 0, alors :

β(u, τ0B) = βu ≤ ε, (2.36)

car u est ε−optimale. Posons :

ε(t) =


∆(t)(u(t)− f∗), si t ∈ T+

∆(t)(u(t)− f∗), si t ∈ T−

0, si ∆(t) = 0, t ∈ T .

En utilisant la co-commande (2.24), on obtient :

ε(t) = −ψ′(t)b(u(t)− f∗),

ε(t) = ψ′(t)Ax(t) + ψ′(t)bf∗ − ψ′(t)Ax(t)− ψ′(t)bu(t),

ε(t) = ψ′(t)(Ax(t) + bf∗)− ψ′(t)(Ax(t) + bu(t)) ψ′(t)b < 0,

ε(t) = ψ′(t)(Ax(t) + bf∗)− ψ′(t)(Ax(t) + bu(t)) ψ′(t)b > 0,

ε(t) = 0 ψ′(t)b = 0.

En utilisant la fonction Hamiltonienne, ε(t) sera égale à :

ε(t) = max
f∗≤u≤f∗

H(x(t), ψ(t), u(t))−H(x(t), ψ(t), u(t)), t ∈ T (2.37)

Des conditions (2.36) et (2.37) découle alors la condition ε− maximum.
Conclusion

Si ∆J(u) = J(u0)− J(u) = β = β(u, τB) ≤ ε, alors u est ε− optimale.
Pour ε = 0, le principe ε− maximum devient le principe traditionnel du
maximum.

2.11 Détermination d'un support-contrôle de dé-

part

Pour déterminer un support contrôle de départ admissible, on prend une
commande u(t), t ∈ T véri�ant la contrainte

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T.
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Par la suite, on détermine sa trajectoire correspondante x(t), t ∈ T, solution
de

ẋ = Ax+ bu, x(0) = x0.

Si la condition Hx(t∗) = g est véri�ée, alors u(t), t ∈ T est une commande
admissible. Sinon, on ajoute une variable arti�cielle pour avoir un support de
départ en utilisant la méthode de deux phases (phase 1) ouM−méthode [17]
permet de déterminer la condition initiale du problème. Quant au support
τB, on le choisit de manière à avoir |ϕB| ̸= 0, et si on ne peut pas déterminer
un tel support, on démarre l'algorithme à partir de τB = ∅ avec detϕB(t) ̸= 0.

2.12 Méthode de résolution

Soit {u, τB} un support contrôle de départ, pour lequel la condition ε−
maximum n'est pas véri�ée.

Une itération de l'algorithme {u, τB} → {u, τB} se fait en trois étapes :

1. Changement de commande : u→ u.

2. Changement de support : τB → τB.

3. Procédure �nale.

2.12.1 Changement de commande

Soit u(t) = u(t) + θ∆u(t), t ∈ T une autre commande admissible, où
∆u(t), t ∈ T est la direction, et θ le pas maximal le long de cette direction,
qui seront cherchés comme solution du problème :

∆J(u) = −θ
t∗∫
t0

∆(t)∆u(t)dt→ max
θ,∆u(t)

,

∫
T ∗
ϕ(t)θ∆u(t)dt = 0,

f∗ − u(t) ≤ θ∆u(t) ≤ f∗ − u(t), t ∈ T.

(2.38)

Choisissons les nombres : α > 0, h > 0 (paramètres de la méthode), et
construisons les ensembles suivants :

T0 = {t ∈ T : |∆(t)| < α}, T1 = {t ∈ T : |∆(t)| ≥ α},

T1 = T/T0. Comme :

∆(t) = 0, t ∈ TB alors TB ⊂ T0.

Subdivisons l'ensemble T0 en sous ensembles :

T0 =

N∪
j=1

[τj , τ
j [, j = 1, N,
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tel que :

[τj , τ
j [∩[τi, τ i[= ∅, ∀i ̸= j et τ j − τj = h.

Posons :
u(t) ≡ uj = constante, t ∈ [τj , τ

j [, j = 1, N.

∆u(t) =


f∗ − u(t), si ∆(t) ≤ −α,

f∗ − u(t), si ∆(t) ≥ α, t ∈ T1.
(2.39)

Faisons un changement de variables :

lj =


θ∆u(t), t ∈ [τj , τ

j [, j = 1, N,

θ, pour j = N + 1,
(2.40)

où j = N + 1 est un indice supplémentaire correspondant à l'ensemble T1.
Calculons les quantités suivantes :

gj =


−

τ i∫
τi

∆(t)dt, j = 1, N

−
∫
T1

∆(t)∆u(t)dt, j = N + 1.

(2.41)

qj =


−

τ i∫
τi

ϕ(t)dt, j = 1, N

−
∫
T1

ϕ(t)∆u(t)dt, j = N + 1.

(2.42)

et prenons :

f∗j = f∗ − uj , d∗j = d∗ − uj , j = 1, N

avec :
0 ≤ θ ≤ 1.

Soit alors :
f∗N+1 = 0 et f∗N+1 = 1.

De ce qui précède, le problème (2.38) devient le problème suivant appelé
problème du support :
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N+1∑
j=1

gjlj → max
lj
,

N+1∑
j=1

qjlj = 0,

f∗j ≤ lj ≤ f∗j , j = 1, N + 1.

(2.43)

Ce problème est un problème de programmation linéaire qu'on va résoudre
par "la méthode adaptée" avec comme plan de départ (l = 0, JB) où :

ϕB = ϕ(JB) = (qj , j ∈ JB), JB = {j ∈ {1, ..., N + 1}/Tj ⊂ TB}

où

qj =

τj+h∫
τj

ϕ(t)dt, j = 1, N + 1.

En utilisant {l, JB} la solution optimale du problème (2.43) trouvée par la
méthode adaptée, la nouvelle commande sera :

u(t) =


u(t) + lN+1∆u(t), t ∈ T1

u(t) + l, t ∈ [τj , τ
j [, j = 1, N.

(2.44)

La commande u ainsi construite véri�e l'inégalité :

J(u) ≥ J(u).

� Si l'indice (N + 1) /∈ JB, alors on pose J̃ = J.

� Sinon on l'exclut du support JB en utilisant la méthode duale. Pour
cela, on cherche la nouvelle co-commande :

∆(t) = ∆(t) + σδ(t),

où δ(t) est la direction de changement de support et σ le pas le long
de cette direction.
Déterminons j∗ tel que :

σj∗ = minσj , j ∈ J/JB.

σj =


−∆j/δj , si δj∆j ≤ 0, δj ̸= 0,

0, si ∆j = 0, u(t) ̸= f∗, δj > 0 ou ∆j = 0, u(t) ̸= f∗, δj < 0 , j ∈ JH ,

∞, sinon.
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la direction sera calculée de la manière suivante :

δ(t) =


0, sur TB/tN+1

1, si u(t) = f∗

−1, si u(t) = f∗.

δj = (gj , j ∈ JB)′ϕ−1(JB)qj − gj .
et le pas :

Le nouveau support du problème (2.43) sera alors :

J̃B = (JB/N + 1) ∪ {j∗}

En utilisant ce dernier support, on calcule le support du problème initial
(2.38) en posant :

τ̃B = {τj , j ∈ J̃B}
et construisons la matrice

ϕB = (ϕ(tj), j ∈ J̃B) = ϕ(τ̃B),

on véri�e facilement que :
detϕB ̸= 0,

par suite, on a la nouvelle valeur de suboptimalité correspondant à τ̃B,
β(u, τ̃B) :

� Si β(u, τ̃B) = 0 alors u(t), t ∈ T est une commande optimale.

� Si β(u, τ̃B) ≤ ε alors u(t), t ∈ T est une commande ε−optimale.

� Sinon on passe soit à une nouvelle itération en démarrant
avec :{u, τ̃B}, α < α, h < h, ou à la procédure de changement de
support.

2.12.2 Changement de support

Soit {u, τ̃B} le support contrôle trouvé précédemment et β(u, τ̃B) > ε.
En utilisant le support τ̃B ; on construit la solution ψ̃(t), t ∈ T du système
conjugué (2.26). Posons

∆̃(t) = −ψ̃′(t)b, t ∈ T.

et calculons la quasi-commande suivante :

w̃(t) =


f∗, si ∆̃(t) < 0,

f∗, si ∆̃(t) > 0,

∈ [f∗, f
∗], si ∆̃(t) = 0, t ∈ T

(2.45)
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et la trajectoire correspondante χ = (χ(t), t ∈ T ) solution de :

χ̇ = Aχ+ bw̃, χ(0) = x0, (2.46)

Si Hχ(t∗) = g, alors w̃(t), t ∈ T est optimale pour le problème (2.7)-(2.10).
Si Hχ(t∗) ̸= g, construisons alors le vecteur :

λ(T̃B) = ϕ−1(T̃B)(g −Hχ(t∗)). (2.47)

� Si λ(T̃B) = 0, alors la quasi-commande w̃ construite par le support τ̃B
est optimale pour le problème (2.7)-(2.10).

� Sinon calculons ∥ λ(T̃B) ∥; pour µ > 0, paramètre de la méthode, deux
cas peuvent se présenter :

1. Si ∥ λ(τ̃B) ∥> µ, alors on change τ̃B en τB par la méthode duale.

2. Si ∥ λ(τ̃B) ∥< µ, on passe à la procédure �nale.

Méthode duale.

Soit t1 ∈ τB,
|λ(t1)| = max |λ(t)|, t ∈ T̃B

On a :

∆(t) = ν ′φ(t)− c(t), ∆(t) = ν ′φ(t)− c(t),

∆(t) = ∆(t) + σ0δ(t) = ν ′φ(t)− c(t)

= ν ′φ(t)− c(t) + σ0δ(t)

⇒ ∆ν ′φ(t) = σ0δ′(t).

Ici, δ(t) est la direction, et σ0 le pas dual. Par suite :

∆ν ′ = σ0δ′(TB)φ
−1
B .

Posons :

δ(t) =


0, sur TB/t1,

+1, si u(t) = f∗ pour t = t1;

−1, si u(t) = f∗ pour t = t1;

Déterminons le pas dual :

σ(t) =


− ∆̃(t)

δ(t) , si ∆̃(t)δ(t) < 0

0, si ∆̃(t) = 0, δ(t) > 0, w̃(t) ̸= f∗ ou ∆̃(t) = 0, δ(t) < 0, w̃(t) ̸= f∗

+∞, sinon, t ∈ T .
(2.48)
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Construisons l'ensemble :

T (σ) = {t ∈ T : σ(t) < σ}.

et désignons par :

α(σ) = −|λ(t1)|+ 2

∫
T (σ)

|δ(t)|dt.

la vitesse de décroissance de la fonctionnelle duale. Par construction :

α(0) < 0, et α(σ) ≤ α(σ), pour σ < σ.

Si α(σ) < 0 pour σ > 0, alors le problème (2.7)-(2.10) ne possède pas de
commande admissible, dans le cas contraire cherchons un tel σ0 ≥ 0 tel que :

α(σ0 − y) < 0, α(σ0 + 0) ≥ 0, ∀ y/0 < y ≤ σ0.

Soit t∗ ∈ T/T̃B un tel moment véri�ant :

∆̃(t∗) + σ0δ(t∗) = 0, δ(t∗) ̸= 0. (2.49)

On obtient alors le nouveau support

TB = (T̃B/{t1}) ∪ {t∗}.

� Si λ(TB) = 0, alors la quasi-commande w̃ est optimale pour le
problème (2.7)-(2.10).

� Sinon dans le cas où ∥ λ(T̃B) ∥> µ, on refait l'itération jusqu'à ce que
∥ λ(T̃B) ∥< µ, puis on applique la procédure �nale.

Remarque 2.4 en faisant une itération, TB → T̃B la fonctionnelle duale
diminue de la quantité :

σ0∫
0

α(σ)dσ.

2.12.3 Procédure �nale

Supposons que pour la quasi commande w̃ et la quasi-trajectoire corres-
pondante χ construite par le support T̃B on ait la condition :

∥ λ(T̃B) ∥≤ µ.

Désignons par :

T 0 = {t ∈ T : ∆̃(t) = 0}, T 0 = {tj , j = 1,m}
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l'ensemble des points isolés tj , j = 1,m et supposons que :

∆̇(tj) ̸= 0, j = 1,m.

La procédure �nale consiste à déterminer τ0B = {τ0j , j = 1,m} à partir des
équations :

(f∗ − f∗)
m∑
j=1

sign ˙̃∆(tj)

τ j∫
τj

φ(t)dt = g −Hχ(t∗), (2.50)

obtenues à partir de la contrainte :

g −Hχ(t∗) = g −HF (t∗)x0 −
∫
T

φ(t)u(t)dt

= g −HF (t∗)x0 −
∫
TH

φ(t)u(t)dt−
∫
T0

φ(t)u(t)dt;

en identi�ant la partie hors base à zéro et la partie basique à µ.
La résolution de (2.50) se fera par la méthode de Newton (c'est pourquoi
on cherche à avoir ∥ λ(T̃B) ∥≤ µ, µ petit) pour assurer la convergence de
cette méthode. Pour la résolution des équations (2.50), on prend comme
approximation initiale de

τ0B = τ̃B = {τ (k)j , j = 1,m},

On a alors la relation de récurrence suivante :

τ
(k+1)
B = τ

(k)
B +

1

f∗ − f∗
{sign∆̃(tj)λj(τ

(k)
B ), j = 1,m} (2.51)

où λ(τ (k)B ) est un vecteur calculé par la relation (2.47). La fonction w0(t) =
w̃(t), t ∈ T calculée par le support τ0B solution de (2.50), est une commande
optimale du problème (2.7)-(2.10).



Chapitre 3

Optimisation d'un problème de

contrôle optimale avec une

entrée libre

3.1 Introduction

La théorie du contrôle analyse les propriétés des systèmes commandés
c'est à dire des systèmes dynamiques sur lequel on peut agir. Les problèmes
de contrôle optimale occupent une large place dans la littérature depuis
plus de 40 ans. Durant cette période, des résulats fondamentaux ont été
retrouvés comme le principe du maximum de Pontriaguine, ou le principe de
programmation dynamique de Bellman. A cet e�et, beaucoup de problèmes
de contrôle optimal ont été résolus, et appliqués dans di�érents domaines
de la science, mécanique, électricité, électronique, économie,...etc. Dans ce
chapitre, on s'intéresse à un problème de contrôle optimal avec une entrée
libre c'est-à-dire que la condition initiale n'est pas �xé. On cherche la meilleur
condition initiale x0 ∈ X0, et une commande qui nous permet de ramener le
système de l'état initial vers l'état �nal soumis à la contrainte Hx(t∗) = g.
Pour sa résolution, on applique la méthode directe vue au chapitre 2.

3.2 Position du problème

Considérons le problème de contrôle optimal suivant :

J(z, u) = c′x(t∗)→ max (3.1)

ẋ = Ax+ bu, x(0) = z ∈ X0,

X0 = {z ∈ Rn, Gz = γ, d∗ ≤ z ≤ d∗}, (3.2)
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Hx(t∗) = g, (3.3)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T = [0, t∗]. (3.4)

où x = x(t) ∈ Rn est le vecteur d'état du système dynamique (3.2) à l'instant
t ; u(.) = (u(t), t ∈ T = [0, t∗]), est une fonction continue par morceaux ;
A ∈ Rn×n ; b, c ∈ Rn ; H ∈ Rm×n, rang H = m ≤ n; g ∈ Rm, f∗, f∗ sont des
scalaires ; d∗ = (d∗j , j ∈ J), d∗ = d∗(J) = (d∗j , j ∈ J) sont des n−vecteurs ;
G ∈ Rl×n, rang G = l ≤ n, γ ∈ Rl, I = {1, ....,m}, J = {1, ...., n}, L =
{1, ...., l} sont des ensembles d'indices.
En utilisant la formule de Cauchy, on trouve la solution du système (3.2) :

x(t) = F (t)(z +

∫ t

0
F−1(ϑ)bu(ϑ)dϑ), t ∈ T, (3.5)

où F (t) = eAt, t ∈ T = [0, t∗] est la solution (résolvante) du système suivant :
Ḟ (t) = AF (t) ,

F (0) = Id .

En remplaçant (3.5) dans (3.1)-(3.4), on obtient le problème des seules va-
riables z et de la commande u(t), t ∈ T :

J(z, u) = c̃′z +

∫ t∗

0
c(t)u(t)dt −→ max

z,u
, (3.6)

D(I, J)z +

∫ t∗

0
φ(t)u(t)dt = g, (3.7)

G(L, J)z = γ, d∗ ≤ z ≤ d∗, (3.8)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T, (3.9)

où c̃′ = c′F (t∗), c(t) = c′F (t∗)F−1(t)b, D(I, J) = HF (t∗), φ(t) =
HF (t∗)F−1(t)b, c′ est le transposé de c.

3.3 Dé�nitions Essentielles

Dé�nition 3.1 La paire v = (z, u(.)) formé d'un n−vecteur z et de la fonc-
tion continue par morceaux u(.) est appelée commande généralisée.

Dé�nition 3.2 La commande généralisée v = (z, u(.)) est dite admissible si
elle véri�e les contraintes (3.2)-(3.4).
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Dé�nition 3.3 La commande admissible v0 = (z0, u0(.)) est dite optimale
si elle réalise le maximum du critère de qualité c'est-à-dire :

J(v0) = max
v
J(v).

Dé�nition 3.4 Soit ε ≥ 0 donné. La commande vε = (zε, uε(.)) est dite
ε−optimale si

J(v0)− J(vε) ≤ ε..

3.4 Support contrôle

De l'ensemble T , choisissons un sous-ensemble TB constitué de k éléments
et un sous-ensemble JB ⊂ J de m+ l− k éléments, avec k ≤ m. En utilisant
ces deux ensembles, formons la matrice :

PB =

 D(I, JB) φ(t), t ∈ TB

G(L, JB) 0

 (3.10)

L'ensemble SB = {TB, JB} est appelé support du problème (3.1)-(3.4) si
detPB ̸= 0.

La paire {v, SB} formé d'une commande admissible v = (z, u(.)) et du
support SB est appelé support contrôle. Le support contrôle {v, SB} est dit
non dégénéré si d∗j < zj < d∗j , j ∈ JB, f∗ < u(t) < f∗, t ∈ TB.
Considérons une commande admissible v = (z, u(.)) = v +∆v, où
z = z + ∆z, u(t) = u(t) + ∆u(t), t ∈ T, et calculons l'accroissement de la
fonctionnelle :

∆J(v) = J(v)− J(v) = c̃′∆z +

∫
t∈T

c(t)∆u(t)dt.

De l'admissibilité de v et v, on a :

D(I, J)∆z +

∫
t∈T

φ(t)∆u(t)dt = 0,

et
G(L, J)∆z = 0.

En remplaçant c et c(t) par leurs valeurs, l'accroissement de la fonctionnelle
prend la forme :

∆J(v) = (c̃′ − ν ′
(
D(I, J)
G(L, J)

)
)∆z +

∫
t∈T

(φ(t)− ν ′
c(t))∆u(t)dt,
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où ν =

(
νu
νz

)
∈ Rm+l, νu ∈ Rm, νz ∈ Rl est la fonction du multiplicateurs

de Lagrange appelée vecteur des potentiels, calculé comme suit : ν ′ = q′BQ,
où Q = P−1

B , qB = (c̃j , j ∈ JB, c(t), t ∈ TB). Introduisons le n-vecteur des

estimations ∆
′
= ν

′
(
D(I, J)
G(L, J)

)
− c̃′, et la fonction de la co-commande

∆(.) = (∆(t) = ν
′
uφ(t) − c(t), t ∈ T ). En utilisant ces notions, la valeur de

l'accroissement de la fonctionnelle prend la forme suivante :

∆J(v) = ∆
′
∆z −

∫
t∈T

∆(t)∆u(t). (3.11)

Le support contrôle {v, SB} est non dégénérée pour le problème dual si
∆(t) ̸= 0, t ∈ TH ,∆j ̸= 0, j ∈ JH , où TH = T/TB, JH = J/JB.

3.5 Problème dual

Dé�nissons le problème dual du problème (3.6)-(3.9) :

L(ς, v, w) = gς −
t∗∫
t0

v(t)f∗dt+
t∗∫
t0

w(t)f∗dt→ min,

ς(ϕ(t) +HF (t∗))− v(t) + w(t) = c(t),

v(t) ≥ 0, w(t) ≥ 0, t ∈ T,

Ici les fonctions v(t), w(t), t ∈ T pour ν(I) = ς(I) sont dé�nies de la manière
suivante : 

v(t) = ∆(t), w(t) = 0, si ∆(t) ≥ 0

v(t) = 0, w(t) = −∆(t), si ∆(t) ≤ 0.
(3.12)

et forment un plan dual du problème (solution admissible du dual).
Désignons par (ς0, v0(t), w0(t), t ∈ T ) sa solution optimale.

3.6 Calcul de la valeur de suboptimalité

De l'admissibilité de v(t), on a les relations suivantes : v(t) est admissible,
si elle satisfait les contraintes :

d∗ − z ≤ ∆z ≤ d∗ − z; f∗ − u(t) ≤ ∆u(t) ≤ f∗ − u(t), t ∈ T. (3.13)
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Le maximum de l'accroissement de la fonctionnelle (3.11) sous les contraintes
(3.13) est atteint pour :

∆zj = d∗j − zj si ∆j > 0

∆zj = d∗j − zj si ∆j < 0

d∗j − zj ≤ ∆zj ≤ d∗j − zj , si ∆j = 0, j ∈ J ,

∆u(t) = f∗ − u(t) si ∆(t) > 0

∆u(t) = f∗ − u(t) si ∆(t) < 0

f∗ ≤ ∆u(t) ≤ f∗, si ∆(t) = 0, t ∈ T .

et égal à :

β = β(v, SB) =
∑
j∈J+

H

∆j(zj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

∆j(zj − d∗j )

+

∫
t∈T+

∆(t)(u(t)− f∗)dt+
∫

t∈T−

∆(t)(u(t)− f∗)dt, (3.14)

où

T+ = {t ∈ TH ,∆(t) > 0}, T− = {t ∈ TH ,∆(t) < 0},
J+
H = {j ∈ JH ,∆j > 0}, J−

H = {j ∈ JH ,∆j < 0}.

La valeur β(v, SB) est appelée valeur de suboptimalité du support contrôle
{v, SB}.
On en déduit que

J(v)− J(v) ≤ β(v, SB),

pour tout v; et pour v = v0, on aura :

J(v0)− J(v) ≤ β(v, SB).

De cette dernière inégalité, on déduit un critère d'Optimalité et
d'ε−optimalité :
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3.7 Critére d'Optimalité et d′ε-Optimalité

Théorème 11 [34] Pour l'optimalité du support-contrôle {v, SB}, les rela-
tions suivantes : 

u(t) = f∗, si ∆(t) > 0,

u(t) = f∗, si ∆(t) < 0,

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, si ∆(t) = 0, t ∈ T,

zj = d∗j , si ∆j > 0,

zj = d∗j , si ∆j < 0,

d∗j ≤ zj ≤ d∗j , si ∆j = 0, j ∈ J ,

(3.15)

sont su�santes, et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont néces-
saires.

Preuve.

Condition su�sante Si les relations (3.15) sont satisfaites, alors
β(v, SB) = 0 et de là, on a :

J(v0)− J(v) = ∆J(v) ≤ β(v, SB) = 0,

donc {v, SB} est un support contrôle optimale.
Condition Nécessaire Procédons par l'absurde :
Soit {v, SB} un support contrôle optimal non dégénéré et supposons que les
relations (3.15) ne sont pas satisfaites, c'est-à-dire :

∃t ∈ T tel que :

∆(t) > 0 et u(t) > f∗ ou ∆(t) < 0 et u(t) < f∗;

où ∃j0 ∈ J tel que :

∆j0 > 0 et zj0 > d∗ ou ∆j0 < 0 et zj0 < d∗.

Il est facile de construire les variations admissibles de ∆v, telles que la
valeur de l'accroissement de la fonctionnelle soit :

∆J(v) = ∆
′
∆z −

∫
t∈T

∆(t)∆u(t) > 0,

J(v)− J(v) > 0,

et ceci contredit l'optimalité de {v, SB}.
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Théorème 12 Pour ε ≥ 0, la commande admissible v est ε−optimale si et
seulement s'il existe un tel support SB tel que β(v, SB) ≤ ε.

La preuve se fait de manière analogue que celle du critère 4 du deuxième
chapitre.

3.8 Algorithme de résolution

Pour ε > 0 donné, supposons que le support contrôle {v, SB} ne véri�e
pas le critère d'ε− optimalité. De là on passe à l'itération de l'algorithme
{v, SB} → {v, SB} tel que β(v, SB) ≥ β(v, SB) constitué de trois procé-
dures :

1. Changement de commande admissible v → v,

2. Changement de support SB → SB,

3. Procédure �nale.

3.8.1 Changement de commande

Soient α1 > 0, α2 > 0, h > 0, µ > 0 les paramètres de la méthode, et
construisons les ensembles suivants :

J0 = {j ∈ J : |∆j | ≤ α2}, J∗ = {j ∈ J : |∆j | > α2}, J∗ = J/J0,

et

T0 = {t ∈ T : |∆(t)| ≤ α1}, T∗ = {t ∈ T : |∆(t)| > α1}, T∗ = T/T0.

Subdivisons T0 en sous intervalles [τi, τ
i[, i = 1, N ; τi < τ i, T0 =

N∪
i=1

[τi, τ
i], τ i−τi ≤ h, TB ⊂ T0, u(t) = ui = constante, t ∈ [τi, τ

i[, i = 1, N.

La nouvelle commande admissible v = (z, u(t), t ∈ T ) est telle que :
zj = zj + κ∆zj , j ∈ J

u(t) = u(t) + θ∆u(t), t ∈ T.
(3.16)

Posons :

∆zj =


d∗j − zj , si ∆j < −α2,

d∗j − zj , si ∆j > α2, j ∈ J∗,

0, si ∆j = 0, j ∈ J0,
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∆u(t) =


f∗ − u(t), si ∆(t) < −α1,

f∗ − u(t), si ∆(t) > α1, t ∈ T∗,

ui = constante, si t ∈ [τi, τ
i[, i = 1, N, t ∈ T0.

On introduit les vecteurs suivants :
li = θui, i = 1, N, hj = κ∆zj , j ∈ J0, hK+1 = κ, et on calcule les quantités
suivantes :

gi = −
τ i∫
τi

∆(t)dt, i = 1, N, gN+1 = −
∫
T∗

∆(t)∆u(t)dt,

ϕi = −
τ i∫
τi

φ(t)dt, i = 1, N, ϕN+1 = −
∫
T∗

φ(t)∆u(t),

qj = −∆j , j ∈ J0, qK+1 =
∑
j∈J∗

−∆j∆zj , j ∈ J∗,

Dj = D(I, j), j ∈ J0, DK+1 =
∑
j∈J∗

D(I, j)∆zj ,

f∗i = f∗ − ui, f∗i = f∗ − ui, i = 1, N, f∗N+1 = 0, f∗N+1 = 1,

d∗j = d∗ − zj , d∗j = d∗ − zj , j = 1,K, d∗K+1 = 0, d∗K+1 = 1.

Pour trouver la nouvelle commande, on cherche la solution (hj , li), j =
1,K + 1, i = 1, N + 1 du problème (3.6)-(3.9) qui devient un problème de
programmation linéaire suivant obtenu en utilisant l'accroissement de la fonc-
tionnelle :

∆J(v) =
∑

j∈J0∪{K+1}
qjhj +

N+1∑
i=1

gili → max
hj ,li

,

∑
J0∪{K+1}

D(I, j)hj +
N+1∑
i=1

ϕili = 0,

∑
j∈J0∪{K+1}

G(l, j)hj = 0,

f∗i ≤ li ≤ f∗i , i = 1, N + 1

d∗j ≥ hj ≥ d∗j , j = 1,K + 1.
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le problème (3.17) est appelé problème du support qu'on résoud par la
méthode adaptée dont la solution de départ admissible avec le support
plan (hj = 0, li = 0, JB, TB). On obtient un ε−support plan optimal
(hεj , l

ε
i , JB, TB). La nouvelle commande v = (z, u(t), t ∈ T ) sera alors :

zj =


zj + hK+1∆zj , j ∈ J∗

zj + hj , j ∈ J0.
(3.17)

u(t) =


u(t) + lN+1∆u(t), t ∈ T∗

u(t) + li, t ∈ [τi, τ
i[, i = 1, N.

(3.18)

il est clair que : J(v) ≥ J(v).
� Cas K + 1 /∈ JB et tN+1 /∈ TB, alors on pose :

S̃B = {J̃B = JB, T̃B = TB}.

� Dans le cas contraire, On aura les cas suivants :

1. Cas K +1 /∈ JB et tN+1 ∈ TB , alors on exclut l'indice N +1 du
support de la manière suivante : soit :

∆(t) = ∆(t) + σδ(t),

où σ est le pas dual maximal le long de la direction δ(t). Déter-
minons i∗ tel que :

σ(ti∗) = minσ(ti), ti ∈ TH ,

avec

σ(ti) =


−∆(ti)/δ(ti), si ∆(ti)× δ(ti) ≤ 0, δ(ti) ̸= 0

+∞, sinon.

δ(t) =



0, sur TB/{tN+1} ;

1, si u(t) = f∗ ;

−1, si u(t) = f∗.

δ(t) = δ′BP
−1
B ϕ(t), t ∈ T.

alors le nouveau support sera :

J̃B = JB; T̃B = (TB/{tN+1}) ∪ {ti∗}.
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2. Cas K + 1 ∈ JB et tN+1 /∈ TB, On exclut l'indice K + 1 du
support de la manière suivante :

∆j = ∆j + σjδj ,

où σj est le pas dual maximal le long de la direction δj .
Déterminons j∗ tel que :

σj∗ = minσj , j ∈ JH ,

avec

σj =


−∆j/δj , si ∆j × δj ≤ 0, δj ̸= 0

+∞, sinon.

δj =



0, sur JB/{K + 1} ;

1, si zj = d∗ ;

−1, si zj = d∗.

δj = δ′BP
−1
B

(
D(I, J)
G(L, J)

)
, j ∈ J.

Alors le nouveau support sera :

J̃B = (JB/{K + 1}) ∪ {j∗}; T̃B = TB.

3. Cas K + 1 ∈ JB, tN+1 ∈ TB, le nouveau support sera :

J̃B = (JB/{K + 1}) ∪ {j∗}; T̃B = (TB/{tN+1}) ∪ {ti∗}.

A ce stade, dénotons le nouveau support par S̃B et construisons la matrice du
support P (S̃B) avec laquelle on calcule la nouvelle valeur de suboptimalité
β(ṽ, S̃B).

1. Si β(ṽ, S̃B) = 0, alors v est une commande optimale.

2. Si β(ṽ, S̃B) ≤ ε, alors v est une commande ε−optimale.

3. Sinon, on passe soit à la nouvelle itération avec {v, S̃B}, α1 < α1, α2 <
α2, h < h, soit à la procédure du changement de support.
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3.8.2 Changement de support

Supposons que pour la nouvelle commande v, on a β(v, S̃B) > ε, alors on
passe au changement du support. En utilisant le support S̃B, on construit la
quasi-commande ṽ = (z̃, ũ(t), t ∈ T ) :

z̃j =



dj∗ si ∆̃j > 0

d∗j si ∆̃j < 0

∈ [dj∗, d
∗
j ] si ∆̃j = 0, j ∈ J,

ũ(t) =



f∗, si ∆̃(t) < 0

f∗, si ∆̃(t) > 0,

∈ [f∗f
∗], si ∆̃(t) = 0, t ∈ T ,

où : ∆̃(t) = −ψ̃′(t)b, t ∈ T, ∆̃′ = (∆̃j , j ∈ J)′ = ν ′
(
D(I, J)
G(L, J)

)
− c̃′.

Ici, ψ̃(t), t ∈ T , est la solution du système adjoint correspondant à S̃B, et
la quasi-trajectoire correspondante χ = (χ(t), t ∈ T ), χ(0) = z ∈ X0 est
solution du système χ̇ = Aχ+ bũ, χ(0) = z ∈ X0.
Si

D(I, J)z̃ +

t∗∫
0

φ(t)ũ(t)dt = g,

G(L, J)z̃ = γ,

alors v est une commande optimale, sinon on construit le vecteur λ(J̃B, T̃B)
comme suit :

P (S̃B) · λ(J̃B, T̃B) =

 D(I, J)z̃ +
t∗∫
0

ũ(t)dt− g

G(L, J)z̃ − γ

 ,

c'est-à-dire

λ(J̃B, T̃B) = P−1
B (S̃B)

 D(I, J)z̃ +
t∗∫
0

ũ(t)dt− g

G(L, J)z̃ − γ

 .

Maintenant, on va étudier les cas suivants :
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� Si ∥ λ(J̃B, T̃B) ∥= 0, alors la quasi-commande ṽ est optimale pour le
problème (3.1)− (3.4).

� Si ∥ λ(J̃B, T̃B) ∥> µ, alors on change le support de S̃B en SB par la
méthode duale.

� Si ∥ λ(J̃B, T̃B) ∥< µ, alors on passe à la procédure �nale.
Méthode duale.

Ici notre but est de diminuer la valeur de λ(J̃B, T̃B) pour pouvoir aller
en procédure �nale et utiliser la méthode de Newton pour cela soit :

λ0 = max
{j∈JB ,t∈TB}

|λ(t), λj |.

On aura à considérer deux cas :

1. Si λ0 = |λj0|, j0 ∈ J̃B,
on exclut l'indice j0 de J̃B. Pour cela on calcul le pas dual de la manière
suivante :

σj =



−∆̃j/δj , si ∆̃jδj < 0, δj ̸= 0

0, si ∆̃j = 0, δj > 0, z ̸= d∗ ou ∆̃j = 0, δj < 0, z ̸= d∗,

+∞, sinon, j ∈ J.

Construisons l'ensemble :

J(σ) = {j ∈ J : σj < σ},

et la vitesse de décroissance de la fonctionnelle duale est égale à :

α(σ) = −|λj0|+ 2
∑
J(σ)

|δj |.

Par construction :

α(0) = −|λj0| < 0 et α(σ) < α(σ) si σ < σ, si α(σ) < 0 pour σ > 0,

alors le problème (3.1)−(3.4) ne possède pas de commande admissible.
Dans le cas contraire, cherchons un tel σ0 ≥ 0 tel que :

α(σ0 − y) < 0, α(σ0 + 0) ≥ 0, ∀ 0 ≤ y ≤ σ0.

Soit j∗ ∈ J/J̃B un tel moment véri�ant :

∆̃(j∗) + σ0δj∗ = 0, δj∗ ̸= 0,

alors le nouveau support S̃B change en ŜB.

ŜB = {ĴB = (J̃B/{j0}) ∪ {j∗}, T̂B = T̃B}.
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2. Si λ0 = |λ(t0)|, t0 ∈ T̃B. Calculons les quantités suivantes (directions
de changement du support) :
Le pas dual sera :

σ(t) =



−∆̃(t)/δ(t), si ∆̃(t) · δ(t) < 0, δ(t) ̸= 0,

0, si∆̃(t) = 0, δ(t) > 0, u(t) ̸= f∗ ou ∆̃(t) = 0, δ(t) < 0, u(t) ̸= f∗,

+∞, sinon; t ∈ T.

Construisons l'ensemble suivant :

T (σ) = {t ∈ T : σ(t) < σ}.

La vitesse de décroissance de la fonctionnelle duale est égale à :

α(σ) = −|λ(t0)|+ 2

∫
T (σ)
|δ(t)|dt.

Par construction :

α(0) = −|λ(t0)| < 0 et α(σ) < α(σ) si σ < σ, si α(σ) < 0 pour σ > 0,

alors le problème (3.1)−(3.4) ne possède pas de commande admissible.
Dans le cas contraire, cherchons un tel σ0 ≥ 0 tel que :

α(σ0 − y) < 0, α(σ0 + 0) ≥ 0, ∀ 0 ≤ y ≤ σ0.

Soit t∗ ∈ T/T̃B un tel moment véri�ant :

∆̃(t∗) + σ0δ(t∗) = 0, δ(t∗) ̸= 0,

alors le nouveau support S̃B change en ŜB.

ŜB = {ĴB = J̃B, T̂B = (T̃B/{t0}) ∪ {t∗}}.

Calculons la nouvelle valeur de suboptimalité β(v, ŜB) et véri�ant les cas
suivants :

1. Si β(v, ŜB) = 0, alors la commande v est optimale pour le problème
(3.1)-(3.4) .

2. Si β(v, ŜB) < ε, alors la commande v est ε-optimale pour le problème
(3.1)-(3.4) .

3. Si β(v, ŜB) > ε, alors on passe à une nouvelle itération avec {v, ŜB}.
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3.8.3 Procédure �nale

Soit SB un tel support tel que ∥ λ(J̃B, T̃B) ∥< µ. A partir du support
SB, on construit la quasi-commande w = (z, u(t)), t ∈ T ) :

zj =



dj∗ si ∆j > 0

d∗j si ∆j < 0

∈ [dj∗, d
∗
j ], si ∆j = 0, j ∈ J

u(t) =



f∗, si ∆(t) < 0

f∗, si ∆(t) > 0, t ∈ T

∈ [f∗, f
∗], si ∆(t) = 0, t ∈ T

si

D(I, J)z +

t∗∫
0

φ(t)u(t)dt = g,

G(L, J)z = γ,

alors w est optimale, et si

D(I, J)z +

t∗∫
0

φ(t)u(t)dt ̸= g,

G(L, J)z ̸= γ,

alors désignons par : T 0 = {ti, i = 1, s}, s = |TB|. Ici, ti, i = 1, s l'ensemble
des points isolés ∆(t) = 0, t ∈ T ; t0 = 0, ts+1 = t∗.
Supposons que

∆̇(ti) ̸= 0, i = 1, s.

L'annulation du vecteur λ est équivalent à chercher les racines de la fonction :

f(Θ) =


D(I, JB)z(JB) +D(I, JH)z(JH) +

s∑
i=0

(f
∗+f∗
2 − f∗−f∗

2 sign∆̇(ti))
ti+1∫
ti

φ(t)dt− g

G(L, JB)z(JB) +G(L, JH)z(JH)− γ


où

zj =
d∗j + dj∗

2
−
d∗j − dj∗

2
sign∆j , j ∈ JH .
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Θ = (ti, i = 1, s; zj , j ∈ JB).

La procédure �nale consiste à trouver la solution

Θ0 = (t0i , i = 1, s; z0j , j ∈ JB)

du (m+ l) équations non linéaire :

f(Θ) = 0. (3.19)

On résout ce système par la méthode de Newton, en utilisant l'approximation
initiale :

Θ(0) = (ti, i = 1, s; zj , j ∈ JB).

La (k + 1)th approximation Θ(k+1), sera déterminée par la formule :

Θ(k+1) = Θ(k) +∆Θ(k), où ∆Θ(k) = −∂f
−1(Θ(k))

∂Θ(k)
· f(Θ(k)).

La Jacobienne de l'équation (3.19) est égale à :

∂f(Θ(k))

∂Θ(k)
=

 D(I, JB) (f∗ − f∗)sign∆̇(t
(k)
i )φ(t

(k)
i ), i = 1, s

G(L, JB) 0

 .

Comme detPB ̸= 0, alors on peut montrer facilement que :

det
∂f(Θ(0))

∂Θ(0)
̸= 0. (3.20)

Pour l'instant t ∈ TB, il existe µ > 0 petit, tel que pour chaque t̃i ∈ [ti −
µ, ti+µ], i = 1, s, la matrice (φ(t̃i), i = 1, s) est non dégénérée et la matrice
∂f(Θ(k))

∂Θ(k) est aussi non dégénérée, si les éléments t(k)i , i = 1, s, k = 1, 2, ...

sont au voisinage de µ. Le vecteur Θ(k∗) est pris comme solution de l'équation
(3.19) si

∥ f(Θ(k∗)) ∥≤ η, η > 0, donné. (3.21)

Donc posons θ0 = θ(k
∗).

La commande suboptimale du problème (3.1)-(3.4) est calculée comme, suit

z0j =


z0j , j ∈ JB

ẑj , j ∈ JH ;

u0(t) =
f∗ + f∗

2
− f∗ − f∗

2
sign∆̇(t0i ), t ∈ [t0i , t

0
i+1[, i = 1, s.

Si la méthode de Newton ne converge pas, on diminue les paramètres α1 >
0, α2 > 0, h > 0 et on refait l'itération, pour faire diminuer ∥λ∥.
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3.9 Exemple numérique

Nous illustrons les résultats obtenus par un exemple numérique :

c′x(2)→ max (3.22)

ẋ1 = x2, ẋ2 = u, z ∈ X0 = {z ∈ R2 : Gz = γ,−2 ≤ zi ≤ 2, i = 1, 2} (3.23)

Hx(2) = g, (3.24)

|u(t)| ≤ 1, t ∈ [0, 2], (3.25)

où

A =

(
0 1
0 0

)
, b =

(
0
1

)
, H =

(
1 −2

)
, c′ =

(
0 1

)
,

g = 2, G =
(
1 2

)
, γ = 3, f∗ = −1, f∗ = 1, d∗ = (−2,−2), d∗ = (2, 2),

n = 2, m = 1, l = 1, t∗ = 2.

Soit la commande de départ :

u(t) =

{
1/2, t ∈ [0, 1[
−1/2, t ∈]1, 2]. , z = (z1, z2) = (3/2, 3/4) ∈ X0.

c(t) = 1, φ(t) = −t, c̃ =
(
0 1

)
, D(I, J) =

(
1 0

)
.

De la trajectoire x(t), t ∈ [0, 2] correspondante à (3.23), on obtient :

Hx(t∗) = 2, J(v) = 3/4.

Pour la première étape de l'algorithme posons h = 0.25, α1 = 0.25, α2 =
0.25, µ = 0.4, ε = 0.2. Déterminons le vecteur (hj , li) solution du problème
du support (3.17) en utilisant la méthode adaptée.
Soit le support initial SB tel que TB =]0.85, 1] correspondant à τB = 1, J =
{1, 2}, JB = ∅.
La solution du problème (3.17) est :h1 = 1, l1 = 0.5, l2 = 0.06, TB = [5/4, 2[
correspond τB = 5/4, JB = ∅,
Après trois itérations, Les relations (3.21) sont satisfaites pour l'ensemble
des paramètres suivants :
λ(TB, JB) = (−0.35, 0), TB = [5/4, 2[ correspondant à τB = 5/4, JB = ∅,

χ(t∗) =

(
7.4375
2.5

)
.
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Notons par t1 le zéros de la fonction ∆(t), t ∈ [0, 2]. On passe à la procédure
�nale.
Les données obtenues à l'étape précédente sont utilisés pour former le vecteur
des paramètres θ et son approximations initiale θ(0) = (zj , t1 = 1) avec
z = (3/2, 3/4), le vecteur θ(1) est trouvé avec une précision de η = 0.6 en
résolvant le système (3.19), et en utilisant la méthode de Newton. Notons
que la forme du système (3.19) est déterminée uniquement par l'ensemble des
paramètres TB = [5/4, 2[ correspondant à τB = 5/4, JB = ∅. A la troisième
itération de la méthode de Newton, la condition (3.21) est satisfaite pour le
vecteur paramètre

θ(∗) = (zj , τ̃B = 1.23),

lequel est pris comme une solution approximative du système (3.19). Ce
vecteur est utilisé pour améliorer la commande v̂, et la trajectoire χ(t∗)
et véri�er la satisfaction des contraintes et la condition ε-optimalité. On
obtient,

χ(t∗) =

(
7.4071
2.46

)
,Hχ(t∗) = 2.4871.

Par conséquent :
J(v0) = 2.46.

Avec la condition initiale :

x0 =

(
2
2

)
,

et la commande

u0(t) =

{
1, si t ∈ [0, 1.23[,
−1, si t ∈ [1.23, 2[.

La commande v0 = (z0, u0(t)) est admissible, et elle est ε-optimale, le prin-
cipe ε-optimalité est satisfait pour ε = 0.2.



Chapitre 4

Nouvelle approche de

résolution d'un problème de

contrôle optimal

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on résout le problème de contrôle optimal par une
autre approche qui est un couplage de la méthode de discrétisation et de
la procédure �nale. La solution du problème discret permet de trouver un
support qu'on utilisera dans la résolution du problème initial.

4.2 Position du problème

Dans l'intervalle de temps T = [0, t∗], considérons un problème terminal
de contrôle optimal :

J(u) = c′x(t∗)→ max
u
, (4.1)

ẋ = Ax+ bu, x(0) = x0, (4.2)

Hx(t∗) = g, (4.3)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T = [0, t∗]. (4.4)

où x = x(t) ∈ Rn, t ∈ T, est l'état du système (4.2) à l'instant t ; u(.) =
(u(t), t ∈ T ), T = [0, t∗], la fonction continue par morceaux ; A ∈ Rn×n ; b, c ∈
Rn ; H ∈ Rm×n, rangH = m ≤ n; g ∈ Rm, f∗, f∗ sont des scalaires ; I =
{1, ....,m}, J = {1, ...., n}, sont des ensembles d'indices, c′ est le transposé
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de c.
En utilisant la formule de Cauchy, On obtient la solution du système (4.2) :

x(t) = F (t)(x0 +

∫ t

0
F−1(ϑ)bu(ϑ)dϑ), t ∈ T, (4.5)

où F (t) = eAt, t ∈ T = [0, t∗] est la solution (résolvante) du système :{
Ḟ (t) = AF (t),
F (0) = Id .

En utilisant la formule (4.5), Le problème (4.1)− (4.4) devient un problème
de variable u(t), t ∈ T :

J(u) = c̃′x0 +

t∗∫
0

c(t)u(t)dt −→ max
u
, (4.6)

D(I, J)x0 +

t∗∫
0

φ(t)u(t)dt = g, (4.7)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T, (4.8)

où c̃′ = c′F (t∗), c(t) = c′F (t∗)F−1(t)b, D(I, J) = HF (t∗), φ(t) =
HF (t∗)F−1(t)b.

4.3 Dé�nitions Essentielles

Dé�nition 4.1 La commande u(t) est admissible si elle satisfait les
contraintes (4.2)-(4.4).

Dé�nition 4.2 Une commande admissible u0(.) est optimale si elle réalise
le maximum de la fonctionnelle :

J(u0) = max
u

J(u).

Dé�nition 4.3 Pour ε ≥ 0, la commande uε(.) est dite ε−optimale (solu-
tion approchée) si

J(u0)− J(uε) ≤ ε.
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4.4 Problème discret du problème initial

Dans l'intervalle T , choisissons un sous-ensemble Th = {0, h, . . . , t∗ − h}
formé de valeurs discrètes au temps, où h = t∗/N , N est un entier. Faisons
une discrétisation de la fonction u(t), t ∈ T :

u(t) ≡ u(τ), t ∈ [τ, τ + h), τ ∈ Th.

En utilisant cette discrétisation, le problème (4.6)-(4.8) devient :

c̃′x0 +
∑
t∈Th

q(t)u(t)→ max
u
, (4.9)

D(I, J)x0 +
∑
t∈Th

d(t)u(t) = g, (4.10)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T. (4.11)

d(t) est dé�nie par l'expression suivante :

d(t) =

t+h∫
t

φ(ϑ)dϑ =

t+h∫
t

ψ′(ϑ)b(ϑ)dϑ,

et q(t) est égale à

q(t) =

t+h∫
t

c(ϑ)dϑ =

t+h∫
t

ϱ(ϑ)dϑ, t ∈ Th.

Ici ψ(t), t ∈ T, est la solution du système adjoint (conjugué) :

ψ̇ = −A′ ψ, (4.12)

avec la condition initiale
ψ(t∗) = c;

et ϱ(t), t ∈ T est une matrice m× n, solution de l'équation suivante :

ϱ̇ = −ϱ A, (4.13)

avec la condition initiale
ϱ(t∗) = H.

Par suite on résout le problème linéaire (4.9)-(4.11) par la méthode adap-
tée. Choisissons un sous-ensemble arbitraire TB ⊂ Th de m éléments et for-
mons la matrice

PB = (d(t), t ∈ TB) (4.14)
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L'ensemble TB est dit support du problème (4.1)− (4.4) si detPB ̸= 0.
La paire {v, SB} formée d'une commande admissible u(.) et du support TB
est dite support contrôle. Le support contrôle {u, TB} est dit non dégénérée
sif∗ < u(t) < f∗, t ∈ TB.
Considérons une autre commande admissible u(t) = u(t) + ∆u(t), t ∈ T, et
calculons l'accroissement de la fonctionnelle :

∆J(u) = J(u)− J(u) =
∑
t∈Th

q(t)∆u(t).

De l'admissibilité de u et u on a :∑
t∈Th

d(t)∆u(t) = 0,

et par conséquent l'accroissement de la fonctionnelle devient :

∆J(u) =
∑
t∈Th

(q(t)− ν ′
d(t))∆u(t),

où ν ∈ Rm est la fonction des multiplicateurs de Lagrange appelée vecteur
des potentiels, calculé comme solution de l'équation : ν ′ = q′BQ, où Q =
P−1
B , qB = (q(t), t ∈ TB). Introduisons le n−vecteur des estimations ∆(t) =
ν

′
d(t)− q(t), t ∈ Th.

En utilisant ce vecteur, l'accroissement de la fonctionnelle prend la forme
suivante :

∆J(u) = −
∑
t∈Th

∆(t)∆u(t). (4.15)

Le support contrôle {u, TB} est non dégénérée pour le dual si ∆(t) ̸= 0, t ∈
TH , où TH = Th/TB.

4.5 La valeur de suboptimalité

Comme u et u sont admissibles, on a alors :

f∗ − u(t) ≤ ∆u(t) ≤ f∗ − u(t), t ∈ T. (4.16)

Le maximum de la fonctionnelle (4.15) sous les contraintes (4.16) est atteint
pour : 

∆u(t) = f∗ − u(t) si ∆(t) > 0

∆u(t) = f∗ − u(t) si ∆(t) < 0

f∗ ≤ ∆u(t) ≤ f∗, si ∆(t) = 0, t ∈ T ,
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et est égal à :

β = β(u, TB) =
∑
t∈T+

h

∆(t)(u(t)− f∗) +
∑
t∈T−

h

∆(t)(u(t)− f∗)

où
T+
h = {t ∈ TH ,∆(t) > 0}, T−

h = {t ∈ TH ,∆(t) < 0}.

Le nombre β(v, SB) est appelé valeur de suboptimalité du support contrôle
{u, SB}.
On en déduit que l'inégalité,

J(u)− J(u) ≤ β(u, TB)

est toujours véri�ée, et pour u = u0, on a :

J(u0)− J(u) ≤ β(u, TB).

4.6 Critère d'optimalité et d′ε-optimalité

Théorème 13 [34] Pour l'optimalité du support-contrôle {u, TB}, les rela-
tions suivantes :

u(t) = f∗, si ∆(t) > 0,

u(t) = f∗, si ∆(t) < 0,

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, si ∆(t) = 0, t ∈ TH ,

sont su�santes, et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont néces-
saires.

Théorème 14 Pour ε ≥ 0 donné, la commande admissible u est ε−optimale
si et seulement si il existe un tel support TB tel que β(u, TB) ≤ ε.

4.7 L'algorithme numérique pour la résolution du

problème discret

Soit ε > 0 donné. Supposons que le support contrôle {u, TB} de départ ne
véri�e pas l'optimalité et l'ε−optimalité. Pour cela on passe au changement
du support contrôle : {u, TB} → {u, TB} pour lequel β(u, TB) ≤ β(u, TB).
Cette itération est constitué de deux procédures :

1. Changement de commande u→ u.

2. Changement de support TB → TB.
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4.7.1 Changement de commande

Soit {u, TB} le support contrôle de départ et soit u la nouvelle com-
mande :

u(t) = u(t) + θ0l(t), t ∈ Th, (4.17)

où l = (l(t), t ∈ Th) est une direction admissible de changement de commande
u ; θ0 est le pas maximum le long de cette direction.
Construction de la direction admissible

Sur les ensembles hors base on pose θ = 1 et la direction sera construite
de telle sorte que la nouvelle commande véri�e le critère d'optimalité.

l(t) =


f∗ − u(t), ∆(t) ≥ 0 ;

f∗ − u(t), si ∆(t) ≤ 0, t ∈ TH ;

0, si ∆(t) = 0.

Les valeurs de la direction correspondantes aux ensembles du support seront
calculées à partir de l'admissibilité de u et u :

(l(t), t ∈ TB) = P−1
B · PH · (l(TH)).

Construction du pas maximal

Le pas sera calculé de telle sorte que u véri�e les contraintes directes sur
les ensembles de base :

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ TB,

c'est-à-dire
f∗ ≤ u(t) + θ(t0)l(t) ≤ f∗, t ∈ TB.

où θ(t0) = mint∈TB θ(t) :

θ(t) =



f∗−u(t)
l(t) , si l(t) > 0

f∗−u(t)
l(t) , si l(t) < 0

+∞, si l(t) = 0, t ∈ TB.

θ0 = min{1; θ(t0)}. Calculons la valeur de suboptimalité du nouveau support
contrôle {u, TB}, avec u calculé en utilisant la relation (4.17) :

β(u, TB) = (1− θ0)β(u, TB).

Par conséquent

1. Si θ0 = 1, alors u est une commande optimale.

2. Si β(u, TB) ≤ ε, alors u est une commande ε-optimale.

3. Si β(u, TB) > ε, alors on passe au changement du support.
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4.7.2 Changement de support

De la procédure issue du changement de commande, nous avons θ0 =
θ(t0), t0 ∈ TB, β(u, TB) > ε. Alors le moment t0 doit sortir de la base et
être remplacé par un autre moment qui va permettre de diminuer la mesure
de la non-optimalité de support βB ; cela se fait par le changement support,
TB → TB.
Construisons la pseudo-commande (ũ(t), t ∈ T ) comme suit :

ũ(t) =


f∗ si ∆(t) ≤ 0,

f∗ si ∆(t) ≥ 0

∈ [f∗, f
∗], si∆(t) = 0, t ∈ TH .

La première étape consiste à déterminer les variations du vecteur des poten-
tiels ∆ν, par la résolution d'un système d'équations linéaires :

−d(t)∆ν = δ(t), t ∈ TB,

où δ(t) = sign u(t0) et δ(t) = 0, t ∈ TB/t0.
Notons que δ(t), t ∈ Th est la variation de la co-commande engendrée par
les variations ∆ν; elle est dé�nie par :

δ(t) = −∆ν ′d(t), t ∈ TH .

Le nouveau vecteur des estimations est donné par :

∆(t, σ) = ∆(t) + σδ(t), t ∈ Th, σ ≥ 0.

Ainsi, le problème dual du problème (4.6)− (4.8) est donné comme suit : e

L(ς, v, w) = gς −
∑
t∈Th

v(t)f∗dt+
∑
t∈Th

w(t)f∗dt→ min
v,w

,

ς ′d(t)− v(t) + w(t) = c(t),

v(t) ≥ 0, w(t) ≥ 0, t ∈ T,

L'ensemble ϖ(σ) = (ν(σ), v(t, σ), w(t, σ), t ∈ Th) est donné par :
ν(σ) = ν + σ∆ν,
v(t, σ) = ∆(t, σ), w(t, σ) = 0, si ∆(t, σ) ≥ 0
v(t, σ) = 0, w(t, σ) = −∆(t, σ), si ∆(t, σ) ≤ 0, t ∈ Th,
v(t0, σ) = ∆(t0, σ) = σ, w(t0, σ) = 0, , pour σ(t0) = 1, (i.e l(t0) < 0),
v(t0, σ) = 0, w(t0, σ) = −∆(t0, σ) = −σ, , pour σ(t0) = −1, (i.e l(t0) > 0).
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L(ϖ(σ)) = b′ν(σ)−
∑
t∈Th

v(t, σ)f∗ +
∑
t∈Th

w(t, σ)f∗

= b′ν(σ)− σb′∆ν − u(TH)∆(TH , σ)− σu(TH)δ(TH)σu(t0)δ(t0)
= L(ϖ) + σ(b′∆ν − u(TH)δ(TH)− u(t0)δ(t0))
= L(ϖ) + σ(b′∆ν − u′(TH)P ′

H∆ν − u(t0)δ(t0))
= L(ϖ) + σ((b′ − u′(TH)P ′

H)Qδ(TH)− u(t0)δ(t0))
= L(ϖ) + σ(u′(TB)δ(TH)− u(t0)δ(t0))
= L(ϖ) + σ|ũ(t0)− u(t0)| (4.18)

On pose :
α = −|ũ(t0)− u(t0)| < 0 (4.19)

Selon (4.18),(4.19), la fonction dual L(ϖ(σ)) diminue, jusqu'à ce que l'une
de composantes de δ(t), t ∈ TH s'annule, et la valeur du pas maximal est
égal à :

σ0 = min(σ0t ),

où
σ0t = σ(t1) = minσ(t), t ∈ TH ,

où

σ(t) =


−∆(t)/δ(t) si ∆(t)δ(t) < 0,

+∞ si ∆(t)δ(t) ≥ 0, t ∈ TH .
Construction du nouveau support

Le nouveau support sera construit de la manière suivante :

θ0 = θ(t0), σ0 = σ(t1).

Le nouveau support est

TB = TB/{t0} ∪ {t1}.

La valeur de suboptimalité β(u, TB) du nouveau support contrôle est
égale à :

β(u, TB) = (1− θ0)β(u, TB)− ασ0,

où
α = |ũ(t0)− ū(t0)|, siθ0 = θ(t0).

1. Si β(u, TB) = 0, alors la commande u est optimale pour le problème
(4.9)-(4.11) .

2. Si β(u, TB) < ε, alors la commande u est ε-optimale pour le problème
(4.9)-(4.11) .

3. Si β(u, TB) > ε, alors on passe à une nouvelle itération avec le support
contrôle {u, TB} ou à la procédure �nale.
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4.8 Procédure �nale

En utilisant le support TB, on construit la quasi-commande û(t), t ∈ T,
en utilisant

û(t) =


f∗, si ∆(t) < 0

f∗, si ∆(t) > 0, t ∈ TH

Si
t∗∫
0

φ(t)û(t)dt = g,

alors û est une commande optimale, et si

t∗∫
0

φ(t)û(t)dt ̸= g, (4.20)

alors notons par T 0 = {ti, i = 1, s}, s = |TB|.
Ici, ti, i = 1, s sont les points isolés optimaux de la co-commande ∆(t) =

0, t ∈ T ; t0 = 0, ts+1 = t∗. Supposons que

∆̇(ti) ̸= 0, i = 1, s.

De (4.20), on déduit la construction de la fonction suivante :

f(Θ) =
s∑
i=0

(
f∗ + f∗

2
− f∗ − f∗

2
sign∆̇(ti))

ti+1∫
ti

φ(t)dt− g,

où
Θ = (ti, i = 1, s).

La procédure �nale consiste à trouver la solution

Θ0 = (t0i , i = 1, s)

du système de m équations non linéaire

f(Θ) = 0. (4.21)

On résout ce système par le méthode de Newton en utilisant l'approximation
initiale :

Θ(0) = (ti, i = 1, s).

la (k + 1)ème approximation Θ(k+1), à l'étape k + 1 ≥ 1, est égale :

Θ(k+1) = Θ(k) +∆Θ(k), ∆Θ(k) = −∂f
−1(Θ(k))

∂Θ(k)
· f(Θ(k)),
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où
∂f(Θ(k))

∂Θ(k)
= (f∗ − f∗)sign∆̇(t

(k)
i )φ(t

(k)
i ), i = 1, s.

Comme detPB ̸= 0, on peut montrer facilement que

det
∂f(Θ(0))

∂Θ(0)
̸= 0. (4.22)

Pour chaque instant ti ∈ TB, il existe un µ > 0 petit tel que t̃i ∈ [ti− µ, ti+
µ], i = 1, s, les matrices (φ(t̃i), i = 1, s) et ∂f(Θ

(k))

∂Θ(k) sont non dégénérées. Si les

éléments t(k)i , i = 1, s, k = 1, 2, ... sont au voisinage de µ, i = 1, s, le vecteur
Θ(k∗) est solution de l'équation (4.21) et assure que :

∥ f(Θ(k∗)) ∥≤ η,

pour η > 0 donné. Donc, posons θ0 = θ(k
∗). La commande suboptimale du

problème (4.1)-(4.4) est calculé comme suit :

u0(t) =
f∗ + f∗

2
− f∗ − f∗

2
sign∆̇(t0i ), t ∈ [t0i , t

0
i+1[, i = 1, s.

Si la méthode de Newton ne converge pas, on fait décroître le paramètre
h > 0 et on passe à une autre itération.



Chapitre 5

Problème de contrôle optimal

avec une entrée libre

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on résout le problème du chapitre 3 par une autre ap-
proche qui est un couplage de la méthode de discrétisation et de la procédure
�nale. La solution du problème discret nous permet de trouver un support
qu'on utilisera dans la résolution du problème initial.

5.2 Position du problème

Dans l'intervalle de temps T = [0, t∗], considérons un problème terminal
de contrôle optimal avec une condition initiale libre :

J(z, u(t)) = c′x(t∗)→ max
z,u

, (5.1)

ẋ = Ax+ bu, x(0) = z ∈ X0 = {z ∈ ℜn, Gz = γ, d∗ ≤ z ≤ d∗}, (5.2)

Hx(t∗) = g, (5.3)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T = [0, t∗]. (5.4)

où x = x(t) ∈ Rn, t ∈ T, est l'état du système (5.2) à l'instant t ; u(.) =
(u(t), t ∈ T ), T = [0, t∗], la fonction continue par morceaux ; A ∈ Rn×n ; b, c ∈
Rn ; g ∈ Rm×n, rang H = m ≤ n; f∗, f

∗ sont des scalaires ; d∗ = (d∗j , j ∈
J), d∗ = d∗(J) = (d∗j , j ∈ J) sont des n−vecteurs ; G ∈ Rl×n, rang G = l ≤
n, γ ∈ Rl, I = {1, ....,m}, J = {1, ...., n}, L = {1, ...., l} sont des ensembles
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d'indices, c′ est le transposé de c.
En utilisant la formule de Cauchy, on obtient la solution du système (5.2) :

x(t) = F (t)(z +

t∫
0

F−1(ϑ)bu(ϑ)dϑ), t ∈ T, (5.5)

où F (t) = eAt, t ∈ T = [0, t∗] est la solution (résolvante) du système :{
Ḟ (t) = AF (t),
F (0) = Id .

En utilisant la formule (5.5), Le problème (5.1)− (5.4) devient un problème
des seules variables z et u(t), t ∈ T :

J(z, u(t)) = c̃′z +

t∗∫
0

c(t)u(t)dt −→ max
z,u

, (5.6)

D(I, J)z +

t∗∫
0

φ(t)u(t)dt = g, (5.7)

G(L, J)z = γ, d∗ ≤ z ≤ d∗, (5.8)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T, (5.9)

où c̃′ = c′F (t∗), c(t) = c′F (t∗)F−1(t)b, D(I, J) = HF (t∗), φ(t) =
HF (t∗)F−1(t)b.

5.3 Dé�nitions Essentielles :

Dé�nition 5.1 La paire v = (z, u(.)) formée d'un n−vecteur z et de la
fonction continue par morceaux u(.) est appelé commande généralisée .

Dé�nition 5.2 La commande généralisée v = (z, u(.)) est admissible si elle
satisfait les contraintes (5.2)-(5.4).

Dé�nition 5.3 Une commande admissible v0 = (z0, u0(.)) est optimale si
elle réalise le maximum de la fonctionnelle :

J(v0) = max
v
J(v).

Dé�nition 5.4 Pour ε ≥ 0, la commande vε = (zε, uε(.)) est dite
ε−optimale (solution approchée) si

J(v0)− J(vε) ≤ ε.
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5.4 Problème discret du problème initial

Dans l'intervalle T , choisissons un sous-ensemble Th = {0, h, . . . , t∗ −
h} formé d'instants discrets, où h = t∗/N , N est un entier. Faisons une
discrétisation de la fonction u(t), t ∈ T :

u(t) ≡ u(τ), t ∈ [τ, τ + h), τ ∈ Th.

En utilisant cette discrétisation, le problème (5.6)-(5.9) devient :

c̃′z +
∑
t∈Th

q(t)u(t)→ max
z,u

, (5.10)

D(I, J)z +
∑
t∈Th

d(t)u(t) = g, (5.11)

G(L, J)z = γ, d∗ ≤ z ≤ d∗, (5.12)

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ T. (5.13)

d(t) est dé�nie par l'expression suivante :

d(t) =

t+h∫
t

φ(ϑ)dϑ =

t+h∫
t

ψ′(ϑ)b(ϑ)dϑ,

et q(t) est égale à

q(t) =

t+h∫
t

c(ϑ)dϑ =

t+h∫
t

ϱ(ϑ)dϑ, t ∈ Th.

Ici ψ(t), t ∈ T, est la solution du système adjoint (conjugué) :

ψ̇ = −A′ ψ, (5.14)

avec la condition initiale
ψ(t∗) = c;

et ϱ(t), t ∈ T est une matrice m× n, solution de l'équation suivante :

ϱ̇ = −ϱ A, (5.15)

avec la condition initiale
ϱ(t∗) = H.

Par suite on résout le problème linéaire (5.10)-(5.13) par la méthode
adaptée. Choisissons un sous-ensemble arbitraire TB ⊂ Th de k ≤ m éléments
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et un sous-ensemble arbitraire JB ⊂ J de m + l − k éléments et formons la
matrice

PB =


D(I, JB) d(t), t ∈ TB

G(L, JB) 0

 (5.16)

L'ensemble SB = {TB, JB} est dit support du problème (5.1) − (5.4) si
detPB ̸= 0.
La paire {v, SB} formée d'une commande admissible v = (z, u(.)) et du
support SB est dite support contrôle. Le support contrôle {v, SB} est dit
non dégénéré si d∗j < zj < d∗j , j ∈ JB, f∗ < u(t) < f∗, t ∈ TB.
Considérons une autre commande admissible v = (z, u(.)) = v +∆v, où
z = z + ∆z, u(t) = u(t) + ∆u(t), t ∈ T, et calculons l'accroissement de la
fonctionnelle :

∆J(v) = J(v)− J(v) = c̃′∆z +
∑
t∈Th

q(t)∆u(t).

De l'admissibilité de v et v on a :

D(I, J)∆z +
∑
t∈Th

d(t)∆u(t) = 0,

et
G(L, J)∆z = 0,

et par conséquent l'accroissement de la fonctionnelle devient :

∆J(v) = (c̃′ − ν ′
(
D(I, J)
G(L, J)

)
)∆z +

∑
t∈Th

(q(t)− ν ′
d(t))∆u(t),

où ν =

(
νu
νz

)
∈ Rm+l, νu ∈ Rm, νz ∈ Rl sont les multiplicateurs de

Lagrange et le vecteur ν est le vecteur des potentiels, calculé comme solution
de l'équation : ν ′ = q′BQ, où Q = P−1

B , qB = (c̃j , j ∈ JB, q(t), t ∈ TB).

Introduisons le n−vecteur des estimations ∆
′
= ν

′
(
D(I, J)
G(L, J)

)
− c̃′, et la

fonction co-commande ∆(.) = (∆(t) = ν
′
ud(t)− q(t), t ∈ Th).

En utilisant ce vecteur, l'accroissement de la fonctionnelle prend la forme
suivante :

∆J(v) = ∆
′
∆z −

∑
t∈Th

∆(t)∆u(t). (5.17)

Le support contrôle {v, SB} est non dégénérée pour le duale si ∆(t) ̸= 0, t ∈
TH ,∆j ̸= 0, j ∈ JH , où TH = Th/TB, JH = J/JB.
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5.5 La valeur de suboptimalité

Comme v et v sont admissibles, alors on a :

d∗ − z ≤ ∆z ≤ d∗ − z; f∗ − u(t) ≤ ∆u(t) ≤ f∗ − u(t), t ∈ T. (5.18)

Le maximum de la fonctionnelle (5.17) sous les contraintes (5.18) est atteint
pour : 

∆zj = d∗j − zj si ∆j > 0

∆zj = d∗j − zj si ∆j < 0

d∗j − zj ≤ ∆zj ≤ d∗j − zj , si ∆j = 0, j ∈ J .



∆u(t) = f∗ − u(t) si ∆(t) > 0

∆u(t) = f∗ − u(t) si ∆(t) < 0

f∗ ≤ ∆u(t) ≤ f∗, si ∆(t) = 0, t ∈ T ,

et est égal à :

β = β(v, SB) =
∑
j∈J+

H

∆j(zj − d∗j) +
∑
j∈J−

H

∆j(zj − d∗j )

+
∑
t∈T+

h

∆(t)(u(t)− f∗) +
∑
t∈T−

h

∆(t)(u(t)− f∗)

où

T+
h = {t ∈ TH ,∆(t) > 0}, T−

h = {t ∈ TH ,∆(t) < 0},
J+
H = {j ∈ JH ,∆j > 0}, J−

H = {j ∈ JH ,∆j < 0}.

Le nombre β(v, SB) est appelé valeur de suboptimalité du support contrôle
{v, SB}.
On en déduit que l'inégalité,

J(v)− J(v) ≤ β(v, SB)

est toujours véri�ée, et pour v = v0, on a :

J(v0)− J(v) ≤ β(v, SB).
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5.6 Critère d'optimalité et ε-optimalité

Théorème 15 [34] Pour l'optimalité du support-contrôle {v, SB}, les rela-
tions suivantes :

u(t) = f∗, si ∆(t) > 0,

u(t) = f∗, si ∆(t) < 0,

f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, si ∆(t) = 0, t ∈ TH ,

zj = d∗j , si ∆j > 0,

zj = d∗j , si ∆j < 0,

d∗j ≤ zj ≤ d∗j , si ∆j = 0, j ∈ JH ,

sont su�santes, et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont néces-
saires.

Théorème 16 Pour ε ≥ 0 donné, la commande admissible v est ε−optimale
si et seulement si il existe un tel support SB tel que β(v, SB) ≤ ε.

5.7 L'algorithme numérique pour la résolution du

problème discret

Soit ε > 0 donné. Supposons que le support contrôle {v, SB} de départ ne
véri�e pas l'optimalité et l'ε−optimalité. Pour cela on passe au changement
du support contrôle : {v, SB} → {v, SB} pour lequel β(v, SB) ≤ β(v, SB).
Cette itération est constituée de deux procédures :

1. Changement de commande v → v.

2. Changement de support SB → SB.

5.7.1 Changement de commande

Soit {v, SB} le support contrôle de départ et soit v = (z, u) la nouvelle
commande : 

zj = zj + θ0lj , j ∈ J,

u(t) = u(t) + θ0l(t), t ∈ Th,
(5.19)

où l = (lj , j ∈ J, l(t), t ∈ Th) est une direction admissible de changement de
commande v ; θ0 est le pas maximum le long de cette direction.
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Construction de la direction admissible

Sur les ensembles hors base on pose θ = 1 et la direction sera construite
de telle sorte que la nouvelle commande véri�e le critère d'optimalité.

lj =


d∗j − zj , ∆j > 0 ;

d∗j − zj , si ∆j < 0, j ∈ JH ;

0, si ∆j = 0.

l(t) =


f∗ − u(t), ∆(t) > 0 ;

f∗ − u(t), si ∆(t) < 0, t ∈ TH ;

0, si ∆(t) = 0.

Les valeurs de la direction correspondantes aux ensembles du support seront
calculées à partir de l'admissibilité de v et v :

(lj , j ∈ JB, l(t), t ∈ TB) = P−1
B · PH · (l(JH), l(TH))′.

Construction du pas maximal

Le pas sera calculé de telle sorte que v véri�e les contraintes directes sur
les ensembles de base :

dj∗ ≤ z ≤ d∗j , j ∈ JB; f∗ ≤ u(t) ≤ f∗, t ∈ TB,

c'est-à-dire
d∗ ≤ zj + θj0lj ≤ d∗, j ∈ JB;

f∗ ≤ u(t) + θ(t0)l(t) ≤ f∗, t ∈ TB.

où
θj0 = minθj :

θj =



d∗j−zj
lj

, si lj > 0

d∗j−zj
lj

, si lj < 0

+∞, si lj = 0, j ∈ JB.
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θ(t0) = min
t∈TB

θ(t) :

θ(t) =



f∗−u(t)
l(t) , si l(t) > 0

f∗−u(t)
l(t) , si l(t) < 0

+∞, si l(t) = 0, t ∈ TB.

θ0 = min{1; θ(t0); θj0}. Calculons la valeur de suboptimalité du nouveau
support contrôle {v, SB}, avec v calculé en utilisant la relation (5.19) :

β(v, SB) = (1− θ0)β(v, SB).

Par conséquent

1. Si θ0 = 1, alors v est une commande optimale.

2. Si β(v, SB) ≤ ε, alors v est une commande ε-optimale.

3. Si β(v, SB) > ε, alors on passe au changement du support.

5.7.2 Changement de support

Le changement de support SB → SB se fera de sorte que β(v, SB) <
β(v, SB). Introduisons la pseudo-commande ṽ = (z̃, ũ(t), t ∈ T ).

z̃j =


dj∗, si ∆j ≥ 0

d∗j , si ∆j ≤ 0,

∈ [dj∗, d
∗
j ], j ∈ JH ;

ũ(t) =


f∗, si ∆(t) ≤ 0,

f∗, si ∆(t) ≥ 0,

∈ [f∗, f
∗], t ∈ TH .

Ici, on a θ0 = min(θ(t0), t0 ∈ TB; θj0 , j0 ∈ JB).
Par suite, on distingue deux cas possibles :

(a) θ0 = θj0 , j0 ∈ JB.
(b) θ0 = θ(t0), t0 ∈ TB.
Le changement du support entraîne le changement des vecteurs des po-

tentiels et le vecteur des estimations :

ν
′
= ν+σ0∆ν; ∆j = ∆j+σ

0δj , j ∈ J ; ∆(t) = ∆(t)+σ0δ(t), t ∈ Th, (5.20)



Chapitre 5.Problème de contrôle optimale avec une entrée libre87

où (δj , j ∈ J, δ(t), t ∈ Th) est une direction admissible du changement du
support, σ0 est la pas maximal le long de cette direction et∆ν est la variation
du vecteur des potentiels.
Ceci permet de diminuer la fonctionnelle du dual. Dé�nissons le problème
dual du problème (5.6)− (5.9) est le suivant :

L(ς, η̃, ϱ̃, ι, v, w) = ς ′g + γ′η̃ − ϱ̃′d∗ + ι′d∗ −
∑
t∈Th

v(t)f∗dt+
∑
t∈Th

w(t)f∗dt→ min,

ς ′D(I, J) + η̃′G(L, J)− ϱ̃+ ι = c̃,

ς ′φ(t)− v(t) + w(t) = c(t),

η̃ ≥ 0, ϱ̃ ≥ 0, ι ≥ 0, v(t) ≥ 0, w(t) ≥ 0, t ∈ T,

Ici les fonctions η̃ ≥ 0, ϱ̃ ≥ 0, ι ≥ 0 et v(t), w(t), t ∈ T pour ν(I) = ς(I)
sont dé�nies de la manière suivante :

ϱj = ∆j , ι = 0, si ∆j ≥ 0

ϱj = 0, ι = −∆j , ∆j ≤ 0, j ∈ J

v(t) = ∆(t), w(t) = 0, si ∆(t) ≥ 0

v(t) = 0, w(t) = −∆(t), si ∆(t) ≤ 0, t ∈ T

(5.21)

forment un plan dual du problème (solution admissible du dual).
Désignons par (ς0, η̃0, ϱ̃0, ι0, v0(t), w0(t)) sa solution optimale.
Construction de la direction admissible (δj , j ∈ J, δ(t), t ∈ Th)

On construit premièrement les composantes de la direction correspondant
au support SB, suivant les deux cas :
Cas a) θ0 = θj0. Posons :

δ(t) = 0 si t ∈ TB

δj = 0 si j ̸= j0, j ∈ JB

δj0 = 1 si zj0 = d∗j0

δj0 = −1 si zj0 = d∗j0 .
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Cas b) θ0 = θ(t0). Posons :

δj = 0 si j ∈ JB

δ(t) = 0 si t ∈ TB/t0

δ(t0) = 1 si u(t0) = f∗

δ(t0) = −1 si u(t0) = f∗.

En utilisant les valeurs de δB, on calcule les valeurs composantes de la di-
rection correspondants aux indices hors base

(δj , j ∈ JH) = ∆ν ′
(
D(I, j)
G(L, j)

)
,

(δ(t), t ∈ TH) = ∆ν ′u(d(t), t ∈ TH).
Construction du pas maximal σ0

Le pas maximal est égal à : σ0 = min(σ0j , σ
0
t ), où

σ0j = σj1 = minσj , j ∈ JH ; σ0t = σ(t1) = minσ(t), t ∈ TH ,

où

σj =


−∆j/δj si ∆jδj < 0,

+∞ si ∆jδj ≥ 0, j ∈ JH ,
et

σ(t) =


−∆(t)/δ(t) si ∆(t)δ(t) < 0,

+∞ si ∆(t)δ(t) ≥ 0, t ∈ TH .
Construction du nouveau support

Le nouveau support sera construit suivant les di�érents cas possibles :

1. θ0 = θ(t0), σ0 = σ(t1).
La nouveau support est SB = {TB, JB}, où :

TB = TB/{t0} ∪ {t1}, JB = JB.

2. θ0 = θ(t0), σ0 = σj1 .
Le nouveau support est SB = {TB, JB}, où :

TB = TB/{t0}, JB = JB ∪ {j1}.

3. θ0 = θj0 , σ
0 = σj1 .

Le nouveau support est SB = {TB, JB}, où :

TB = TB, JB = JB/{j0} ∪ {j1}.
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4. θ0 = θj0 , σ
0 = σ(t1).

Le nouveau support est SB = {TB, JB} où :

TB = TB ∪ {t1}, JB = JB/{j0}.

La valeur de suboptimalité β(v, SB) du nouveau support contrôle est égale
à :

β(v, SB) = (1− θ0)β(v, SB)− ασ0,

où

α =


|z̃j0 − z̄j0 |, si θ0 = θj0 ,

|ũ(t0)− ū(t0)|, si θ0 = θ(t0).

1. Si β(v, SB) = 0, alors la commande v est optimale pour le problème
(5.10)-(5.13) .

2. Si β(v, SB) < ε, alors la commande v est ε-optimale pour le problème
(5.10)-(5.13) .

3. Si β(v, SB) > ε, alors on passe à une nouvelle itération avec le support
contrôle {v, SB} ou à la procédure �nale.

5.8 Procédure �nale

En utilisant le support SB, on construit la quasi-commande v̂ =
(ẑ, û(t), t ∈ T ), en utilisant

ẑj =


dj∗ si ∆j > 0

d∗j si ∆j < 0, j ∈ JH ,

û(t) =


f∗, si ∆(t) < 0

f∗, si ∆(t) > 0, t ∈ TH .

Si

D(I, J)ẑ +

∫ t∗

0
φ(t)û(t)dt = g,

G(L, J)ẑ = γ,

alors v̂ est une commande optimale, et si

D(I, J)ẑ +

∫ t∗

0
φ(t)û(t)dt ̸= g, G(L, J)ẑ ̸= γ, (5.22)
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alors notons par T 0 = {ti, i = 1, s}, s = |TB|.
Ici, ti, i = 1, s sont les points isolés de la co-commande ∆(t) = 0, t ∈

T ; t0 = 0, ts+1 = t∗. Supposons que

∆̇(ti) ̸= 0, i = 1, s.

De (7.33), on déduit la construction de la fonction suivante :

f(Θ) =

 D(I, JB)z(JB) +D(I, JH)z(JH) +
s∑
i=0

(f
∗+f∗
2 − f∗−f∗

2 sign∆̇(ti))
ti+1∫
ti

φ(t)dt− g

G(L, JB)z(JB) +G(L, JH)z(JH)− γ


où

zj =
d∗j + dj∗

2
−
d∗j − dj∗

2
sign∆j , j ∈ JH .

Θ = (ti, i = 1, s; zj , j ∈ JB).

La procédure �nale consiste à trouver la solution

Θ0 = (t0i , i = 1, s; z0j , j ∈ JB)

du système de m+ l équations non linéaire

f(Θ) = 0. (5.23)

On résout ce système par le méthode de Newton en utilisant l'approximation
initiale :

Θ(0) = (ti, i = 1, s; zj , j ∈ JB).

la (k + 1)éme approximation Θ(k+1), à l'étape k + 1 ≥ 1, est égale :

Θ(k+1) = Θ(k) +∆Θ(k) ∆Θ(k) = −∂f
−1(Θ(k))

∂Θ(k)
· f(Θ(k)),

où

∂f(Θ(k))

∂Θ(k)
=

 D(I, JB) (f∗ − f∗)sign∆̇(t
(k)
i )φ(t

(k)
i ), i = 1, s

G(L, JB) 0

 .

Comme detPB ̸= 0, on peut montrer facilement que

det
∂f(Θ(0))

∂Θ(0)
̸= 0. (5.24)

Pour chaque instant ti ∈ TB, il existe un µ > 0 petit tel que t̃i ∈ [ti− µ, ti+
µ], i = 1, s, les matrices (φ(t̃i), i = 1, s) et ∂f(Θ

(k))

∂Θ(k) sont non dégénérées. Si les
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éléments t(k)i , i = 1, s, k = 1, 2, ... sont au voisinage de µ, i = 1, s, le vecteur
Θ(k∗) est solution de l'équation (5.23) et assure que :

∥ f(Θ(k∗)) ∥≤ η,

pour η > 0 donné.
Donc, posons θ0 = θ(k

∗). La commande suboptimale du problème (5.1)-(5.4)
est calculé comme suit :

z0j =

{
z0j , j ∈ JB
ẑj , j ∈ JH ;

u0(t) =
f∗ + f∗

2
− f∗ − f∗

2
sign∆̇(t0i ), t ∈ [t0i , t

0
i+1[, i = 1, s.

Si la méthode de Newton ne converge pas, on décroît le paramètre h > 0 et
on passe à une autre itération.

5.9 Exemple numérique

Illustrons les résultats obtenus par l'exemple suivant :

25∫
0

u(t)dt→ min,

ẋ1 = x3,

ẋ2 = x4,

ẋ3 = −x1 + x2 + u,

ẋ4 = 0.1x1 − 1.01x2,

x1(25) = x2(25) = x3(25) = x4(25) = 0,

0 ≤ u(t) ≤ 1, t ∈ [0, 25]. (5.25)

On dé�nit les matrices et les vecteurs suivants :

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
−1 1 0 0
0.1 −1.01 0 0

 , H =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , G =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

g =


0
0
0
0

 , γ =


0.1
0.25
2
1

 , b =


0
0
1
0

 , d∗ =


0
0
0
0

 , d∗ =


2
2
2
2

 .

Le problème (5.25) est déduit à la forme canonique de (5.1) − (5.4) en
introduisant une nouvelle variable ẋ5 = u, x5(0) = 0. La fonctionnelle prend
alors la forme

−x5(t∗)→ max.
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Dans la classe des commandes discrètes avec une période h = 25/1000 =
0.025, le problème (5.25) est équivalent à un problème de programmation
linéaire de dimension 4× 1000.
Soit TB = {5, 10, 15, 20} le support initial. Le problème est résolu en 18 ité-
rations, il consiste à construire la commande optimale, la matrice du support
4× 4 qui change 18 fois. La valeur optimale du critère de qualité est égale à
6.602499 et le temps d'exécution est de 2.30 secondes.
Le mouvement de la co-commande ∆(t) au cours des itérations est donné
dans la �gure (5.1).

A notre avis, le temps d'exécution pour construire une commande op-
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∆(
t)

Figure 5.1 �

timale n'a pas beaucoup d'importance, il est seulement important que la
méthode soit capable de construire la solution réalisable en un temps raison-
nable.

Il est important de dé�nir l'e�cacité de la méthode en utilisant le nombre
d'intégration du problème primal ou le système adjoint. A ce stade, la com-
plexité du temps d'intégration du problème primal ou du système adjoint
est pris le long de l'intervalle T . L'algorithme est implémenté par le logiciel
Matlab.

Le tableau suivant contient la valeur du critère de qualité du problème
(5.25) dans di�érentes périodes.

h Le nombre d'itérations la valeur du critère le temps d'exécution
0.25 11 6.6243433 2.27
0.0025 26 6.602054 2.30
0.001 32 6.602050 2.69

En faites, le problème (5.25) peut être résolut par la méthode de pro-
grammation linéaire en transformant le problème (5.10)-(5.13). Donc, une
seule intégration du système su�t pour former la matrice du problème de
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programmation linéaire (5.1)-(5.4).
Dans la �gure (5.2), on représente la commande u∗(τ), τ ∈ Th . Dans

la �gure (5.3), on représente la trajectoire x1 en fonction de x3 du système
(5.25). Dans la �gure (5.4), on représente la trajectoire x2 en fonction de x4
du système (5.25).

La condition initiale optimale est donnée par

0 5 10 15 20 25
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

τ

u*
(τ

)

Figure 5.2 �

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

x
1

x 3

Figure 5.3 �

x1(0) = 0.1009729, x2(0) = 0.2502507, x3(0) = 0.9933905, x4(0) = 1.0010008.
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Chapitre 6

Méthode de tir et méthode de

Newton discrète

6.1 Introduction

La résolution numérique de problèmes de commande optimale, nécessite
dans certains cas, l'utilisation de la méthode de tir [88]. Cet algorithme,
utilise la méthode de Newton et, on sait, par expérience que la méthode de
tir nécessite, l'utilisation de la méthode de di�érenciation numérique ; les
résultats sont convenables à condition toutefois que le pas de discrétisation
lors de la di�érenciation approchée soit petit.

Dans le paragraphe suivant, nous exposons une étude bibliographique
concernant la convergence de la méthode de Newton liée à la seule condition
que le pas de discrétisation lors de di�érenciation numérique soit petit.

6.2 La méthode de tir

Le principe de la méthode de tir est le suivant. Considérons le problème
de contrôle optimal sous forme de Bolza, et supposons que le temps �nal t∗

�xé. Le principe du maximum donne une condition nécessaire d'optimalité
et a�rme que toute trajectoire optimale est la projection d'une extrémale.
Si l'on est capable, à partir de la condition de maximum, d'exprimer le
contrôle extrémal en fonction de (x(t), ψ(t)), alors le système extrémal est
un système di�érentiel de la forme ϑ̇(t) = V (t, ϑ(t)), où ϑ(t) = (x(t), ψ(t)), et
les conditions initiales, �nales, et les conditions de transversalité, se mettent
sous la forme R(ϑ(0), ϑ(t∗)) = 0. Finalement, on obtient le problème aux
valeurs limites {

ϑ̇(t) = V (t, ϑ(t)),
R(ϑ(0), ϑ(t∗)) = 0,

(6.1)
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Notons par ϑ(t, ϑ0) la solution du problème de Cauchy :

ϑ̇(t) = V (t, ϑ(t)), ϑ(0) = ϑ0,

Le problème (6.1) aux valeurs limites est alors équivalent à

R(ϑ0, ϑ(t
∗, ϑ0)) = 0

il s'agit de déterminer un zéro de cette équation . Ceci peut se résoudre par
la méthode de Newton.

Remarque 6.1 Si le temps �nal t∗ est libre, on peut se ramener à la for-
mulation précédente, en considérant t∗ comme une inconnue auxiliaire. On
augmente alors la dimension de l'état en considérant l'équation supplémen-
taire dt∗

dt = 0. On peut utiliser le même si le contrôle est bang-bang, pour
déterminer les temps de commutation. Il peut cependant s'avérer préférable,
lorsque le temps �nal est libre, d'utiliser la condition de transversalité sur l'
Hamiltonien.

6.3 Discrétisation totale : méthode directe

C'est la méthode la plus simple lorsqu'on aborde un problème de contrôle
optimal. En discrétisant l'état et le contrôle, on se ramène à un problème
d'optimisation non linéaire en dimension �nie de la forme

min
Z∈C

V (Z), (6.2)

où Z = (x1, x2, ..., xN , u1, u2, ..., un), et

C̃ = {Z/g̃i(Z) = 0, i ∈ 1, ..., r, g̃j(Z) ≤ 0, j ∈ r + 1, ...,m}. (6.3)

Plus précisément, la méthode consiste à choisir les contrôles dans un
espace de dimension �nie, et à utiliser une méthode d'intégration numérique
des équations di�érentielles. Considérons donc une subdivision 0 = t0 < t1 <
t2 < .... < tN = t∗ de l'intervalle [0, t∗]. Réduisons l'espace des contrôles
en considérant (par exemple) les contrôles constants par morceaux selon
cette subdivision. Par ailleurs, choisissons une discrétisation de l'équation
di�érentielle, par exemple choisissons ici (pour simpli�er) la méthode d'Euler.
On obtient alors, en posant

hi = ti+1 − ti

,
xi+1 = xi + hif(ti, xi, ui).
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Remarque 6.2 Il existe une in�nité de méthodes d'intégration numérique.
D'une part, on peut discrétiser l'ensemble des contrôles admissibles par des
contrôles constants par morceaux, ou a�nes par morceaux, ou par des fonc-
tions splines, etc. D'autre part, il existe de nombreuses méthodes pour dis-
crètiser une équation di�érentielle ordinaire : méthode d'Euler (explicite ou
implicite), méthode du point milieu, méthode de Heun, méthode Runge-Kutta,
méthode d'Adams Moulton, etc [23]. De plus l'introduction d'éventuelles
contraintes sur l'état ne pose aucun problème.

La discrétisation précédente conduit donc au problème de programmation
linéaire

xi+1 = xi + hif(ti, xi, ui), i = 0, ..., N,

min C̃(x0, x1, ..., xN , u0, u1, ..., uN ),

ui ∈ Ω, i = 0, ..., N − 1,

un problème du type (6.2).

D'un point de vue général, cela revient à choisir une discrètisation des
contrôles, ainsi que de l'état, dans des espaces de dimension �nie :

u ∈ V ect(U1, ..., UN ), i.e. u(t) =
N∑
i=1

uiUi(t), ui ∈ R,

x ∈ V ect(X1, ..., XN ), i.e. x(t) =
N∑
i=1

xiXi(t), Xi ∈ R,

où les Ui(t) et Xi(t) représentent une base. Typiquement, on peut choisir des
approximations polynomiales par morceaux. L'équation di�érentielle, ainsi
que les éventuelles contraintes sur l'état ou le contrôle, ne sont véri�ées que
sur les points de discrétisation. On se ramène bien à un problème d'optimi-
sation non linéaire en dimension �nie de la forme (6.2).

La résolution numérique d'un problème de programmation non linéaire
du type (6.2) est standard. Elle peut être e�ectuée, par exemple, par une
méthode de pénalisation, ou par une méthode SQP (séquentiel quadratic
programming).
Dans ces méthodes, le but est de se ramener à des sous-problèmes plus
simples, sans contraintes, en utilisant des fonctions de pénalisation pour les
contraintes, ou bien d'appliquer les conditions nécessaires de Kuhn-Tucker
pour des problèmes d'optimisation avec contraintes. Pour le problème (6.2),
(6.3), les conditions de Kuhn-Tucker s'écrivent

∇V (Z) +

m∑
i=1

λi∇g̃i(Z) = 0,
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où les multiplicateurs de Lagrange λi véri�ent

λig̃i(Z) = 0, i ∈ {1, ..., r}, etλi ≥ 0, i ∈ {r + 1, ...,m}.

Les méthodes SQP consistent à calculer de manière itérative ces multiplica-
teurs de Lagrange, en utilisant des méthodes de Newton ou quasi-Newton.
A chaque itération, on utilise une méthode de quasi-Newton pour estimer le
hessien du Lagrangien associé au problème de programmation non linéaire, et
on résout un sous-problème de programmation quadratique du Lagrangien.

6.4 Méthode de Newton discrète

Dans tout ce qui suit, D0 est un compact, D est un ouvert et Dh = {h ∈
R2/h1 ̸= 1}.

6.4.1 Di�érenciation approchée

Soit F : D ⊂ Rn → Rn une application. On se propose de résoudre le
système algébrique

F (x̃∗) = 0 (6.4)

La méthode de Newton pour résoudre le système (6.4) se formule comme
suit :

Soit x0 donné, à chaque pas on doit résoudre le système linéaire suivant

xk+1 = xk − [(F ′(xk))−1F (xk)], (6.5)

à condition toutefois que F ′ soit une matrice inversible dans un voisinage
S0 de x∗ ; dans la suite on considère une approximation de F ′(x̃k) est une
application linéaire J : Rn×Rm → L(Rn) tel qu'on ait à résoudre à la place
de (6.5) le système suivant :

xk+1 = xk − J(xk, hk)−1F (xk), k = 0, 1, ... (6.6)

Dé�nition 6.1 Soit F : D ⊂ Rn → Rn une application G− di�érentiable
sur D0 ⊂ D et J : D0 ×Dh ⊂ Rn × Rm → L(Rn). Alors J est une approxi-
mation consistante de F ′ sur D0 ⊂ DJ , si 0 ∈ Rm est un point limite de Dh

et
lim

h→0, h∈Dh

J(x, h) = F ′(x), uniformément pour x ∈ D0. (6.7)

Si de plus, il existe c et r̃ > 0 tel que

∥F ′(x)− J(x, h)∥ ≤ c∥h∥, ∀ ∈ D0, h ∈ Dh ∩ S(0, r̃), (6.8)

Alors J est une approximation fortement consistante de F ′ sur D0.
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Lemme 6.1 Soit G : D ×Dh ⊂ Rn × Rm → Rn; supposons qu'il existe un
ensemble S = S(x∗, δ̃) ⊂ D et D′

h ⊂ Dh, tel que α̃ < 1 véri�e

∥G(x, h)− x̃∗∥ ≤ α̃∥x− x̃∗∥, ∀x ∈ S, ∀h ∈ D′
h. (6.9)

Alors, pour tout x0 ∈ S et toute suite {hk} ⊂ D′
h, les itérations générés par :

xk+1 = G(xk, hk), k = 0, 1, .... (6.10)

sont contenues dans S et convergent vers x̃∗. De plus,

R1{xk} ≤ Q1{xk} ≤ α̃. (6.11)

Où Q1{xk} et R1{xk} sont données dans la dé�nition 7.7 de l'annexe 1 avec
p = 1.
Preuve. voir l'annexe 1.

Lemme 6.2 Supposons que F : D ⊂ Rn → Rn soit G− di�érentiable sur un
voisinage ouvert S0 ⊂ D contenant x̃∗ ∈ D pour lequel F (x̃∗) = 0. Si de plus
F ′ est continue au point x̃∗ et F ′(x̃∗) non singulière, alors J : D0 × Dh ⊂
Rn×Rm → L(Rn) est une approximation consistante de F ′ sur S0. Il existe
alors δ̃ > 0 et r > 0 tel que l'application

G(x, h) = x− J−1(x, h)F (x). (6.12)

soit bien dé�nie pour tout x ∈ S = S(x∗, δ̃), h ∈ D′
h = Dh ∩ S(0, r̃), et

satisfasse

∥x̃∗ −G(x, h)∥ ≤ w(x, h)∥x− x̃∗∥, ∀x ∈ S, h ∈ D′
h, (6.13)

où
w(x, h)→ 0 quand x→ x̃∗ et h→ 0, h ∈ D′

h. (6.14)

De plus, si J est une approximation fortement consistante de F ′ sur S0 et
si

∥F ′(x)− F ′(x̃∗)∥ ≤ γ̃∥x− x̃∗∥, ∀x ∈ S0. (6.15)

il existe α̃1, α̃2 tel que :

∥x∗ −G(x, h)∥ ≤ α̃1∥x− x∗∥2 + α̃2∥h∥∥x− x∗∥, ∀x ∈ S, h ∈ D′
h. (6.16)
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Preuve.

On pose β̃ = ∥F ′(x∗)−1∥ et soit ε ∈ (0, 12 β̃
−1). J étant une approximation

consistante sur S0 , il existe r̃ > 0 tel que D′
h soit non vide et

∥F ′(x)− J(x, h)∥ ≤ 1

2
ε, ∀x ∈ S0, h ∈ D′

h.

De plus, d'après la continuité de F ′ au point x̃∗, il existe δ̃ > 0 tel que
S = S(x∗, δ̃) ⊂ S0 et

∥F ′(x)− F ′(x∗∥ ≤ 1

2
ε, ∀x ∈ S.

D'où
∥F ′(x)− J(x, h)∥ ≤ ε, ∀x ∈ S, h ∈ D′

h.

En e�et

∥F ′(x∗)−F ′(x)+F ′(x)−J(x, h)∥ ≤ ∥F ′(x)−F ′(x∗)∥+∥F ′(x)−J(x, h)∥ ≤ 1

2
ε+

1

2
ε = ε

D'après le lemme de Perturbation 7.7 de l'annexe 1, alors J(x, h)−1 existe
et véri�e :

∥J(x, h)−1∥ ≤ β̃

1− β̃ε
,

dans notre cas : A = F ′(x∗), C = J(x, h), α̃ = β̃, β̃ = ε.
et G est bien dé�nie sur D ×D′

h et

∥G(x, h)− x∗∥ = ∥J(x, h)−1[J(x, h)(x− x∗)− F (x)]∥
= ∥J(x, h)−1[J(x, h)(x− x∗)− F ′(x)(x− x∗) + F ′(x)(x− x∗)
− F ′(x∗)(x− x∗) + F ′(x∗)(x− x∗)− F (x∗)− F (x)]∥
≤ η[∥J(x, h)− F ′(x)∥+ ∥F ′(x)− F ′(x∗)∥]∥x− x∗∥
+ η[∥F (x)− F (x∗)− F ′(x)(x− x∗)∥].

et la relation (6.13) est véri�ée avec

w(x, h) = η[∥J(x, h)− F ′(x)∥+ ∥F ′(x)− F ′(x∗)∥+ q(x), (6.17)

où

q(x) =
∥F (x)− F (x̃∗)− F ′(x)(x− x̃∗)∥

∥x− x̃∗∥
, pourx ̸= x̃∗, q(x̃∗) = 0.

donc la relation (6.14) est véri�ée .
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A présent, supposons que la relation (6.15) soit véri�ée. Alors, d'après le
lemme (7.9) de l'annexe 1, on obtient :

∥q(x)∥ ≤ γ̃∥x− x̃∗∥ (6.18)

avec

γ̃ = sup
0≤t≤1

∥F ′(x̃∗ + t(x− x̃∗))− F ′(x)∥
∥x− x̃∗∥

Donc la relation (6.15), et la relation (6.16) soit aussi véri�ée immédiatement
grâce aux relations (6.13) et (6.17) avec α̃1 = 2γ̃η et α̃2 = ηc où c est la
constante intervenant dans la relation (6.8).
On déduit que la vitesse de la convergence de la suite (6.6) est super linéaire
quand lim

h→∞
{hk} = 0.

Remarque 6.3 On a besoin de la continuité de F ′ au point x̃∗ pour assurer
que l'application q(x)→ 0 et que F ′(x)− F ′(x̃∗)→ 0 quand x→ x̃∗.
La convergence uniforme implique J(x, h) − F ′(x) → 0 quand h → 0 et
x→ x̃∗.

Corollaire 6.1 Supposons que F : D ⊂ Rn est G−di�érentiable dans un
voisinage ouvert S0 de x̃∗ ∈ D tel que F (x̃∗) = 0, et que F ′ soit continue au
point x̃∗ où F ′(x̃∗) est non singulière. Soit J : DJ×Dh ⊂ Rn×Rm → L(Rn)
une approximation consistante de F ′ sur S0. Alors il existe une boule S1 =
S(x̃∗, δ1) ⊂ S0 et un nombre réel r1 > 0 tel que pour tout x0 ∈ S1 et pour
toute suite {hk} ⊂ Dh ∩ S(0, r1), les itérations {xk} donnée par la relation
(6.6) appartiennent toujours à S1 et convergent vers x̃∗. De plus, si

lim
h→∞

hk = 0,

alors
R1{xk} = Q1{xk} = 0.

Preuve.

Soit δ̃ > 0 et r̃ > 0 des constantes obtenues du lemme 6.2 ; alors, pour
α̃ ∈]0, 1[ donné, la relation (6.14) assure qu'on peut choisir δ1 ≤ δ̃ et r1 ≤ r̃
tel que

w(x, h) ≤ α̃, ∀x ∈ S(x̃∗, δ1), h ∈ Dh ∩ S(0, r1)

D'où, l'existence et convergence d'une suite {xk} d'après le lemme 6.1.
De plus, si lim

k→∞
hk = 0 alors grâce au lemme 6.1, et les relations (6.13)

et (6.14), on déduit que :

R1{xk} ≤ Q1{xk} ≤ lim
k→∞

supw(xk, hk) = 0

A�n d'appliquer les itérations correctement au lemme 6.2 et au corollaire
6.1, il est nécessaire d'assurer que J est une approximation consistante.
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Corollaire 6.2 Soit F et x̃∗ satisfait les conditions du corollaire 6.1, alors
il existe une constante 1 > c1 > 0, c2 > 0 et une boule S1 = S(x̃∗, δ1) ⊂ S0
telles que, pour tout x̃∗ ∈ S1 et les suites {wk}, {λk} satisfassent :

1− c1 ≤ wk ≤ 1 + c1, −c2 ≤ λk ≤ c2, k = 0, 1, ...

Les itérations

xk+1 = xk − wk[F ′(xk) + λkI]
−1F (xk), k = 0, 1, ...

sont contenues dans S1 et convergent vers x̃∗. De plus, si

lim
k→+∞

λk = 0,

alors
R1{xk} = Q1{xk} = 0.

Preuve.

On dé�nit J : S0 ×Dh ⊂ Rn × R2 → L(Rn) par

J(x, h) = (1− h1)−1[F ′(x) + h2I],

où Dh = {h ∈ R2/h1 ̸= 1}, comme F ′ est continue en x̃∗, il existe η > 0
donnée, δ > 0 telle que ∥F ′(x)∥ ≤ ∥F ′(x)∥+η = η1 pour tout x ∈ S(x̃∗, δ) ⊂
D0. On a

∥J(x, h)− F ′(x)∥ = ∥ h1
1− h1

F ′(x) +
h2

1− h2
I∥

≤ |h1|η1 + |h2|
|1− h1|

,

en e�et :

∥J(x, h)− F ′(x)∥ = ∥(1− h1)−1(F ′(x) + h2I)− F ′(x)∥

= ∥ 1

1− h1
F ′(x) +

h2
1− h1

I − F ′(x)∥

= ∥ h1
1− h1

F ′(x) +
h2

1− h1
I∥

≤ |h1|η1 + |h2|
|1− h1|

.

Ce qui montre que J est une approximation consistante de F ′ sur S(x̃∗, δ). Le
résultat suivant s'obtient grâce au corollaire 6.1. Considérons, par exemple,
que les composantes de la matrice J(x, h) ∈ L(Rn) dé�nies par :

[J(x, h)]i,j =


1
hij

[fi(x+ β
j−1∑
i=1

hike
k + hije

j)− fi(x+ β̃
j−1∑
i=1

hike
k + hije

k)], si hij ̸= 0;

∂jfi(x+ β̃
j−1∑
i=1

hike
k + hije

k), si hij = 0.

(6.19)
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Où β̃ ∈ [0, 1] et e1, ...., en les vecteurs de la base canonique.
Si β̃ = 1, alors (6.19) correspond à l'approximation de ∂jfi(x)

∂jfi(x) =
1

hij
[fi(x+

j∑
i=1

hike
k)− fi(x+

j−1∑
i=1

hike
k)],

Si β = 0, alors la relation (6.19) correspond à

∂jfi(x) =
1

hij
[fi(x++hije

j)− fi(x)].

Si F est G−di�érentiable au voisinage de x, alors J(x, h) → F ′(x) quand
h→ 0,

Corollaire 6.3 Supposons que F : D ⊂ Rn → Rn soit continûment di�éren-
tiable sur un ensemble ouvert D. Alors, pour tout ensemble compact D0 ⊂ D,
il existe un r > 0 tel que l'application J : D0 × Dh ⊂ Rn × Rn2 → L(Rn),
donnée par la relation (6.19) soit bien dé�nie pour tout β ∈ [0, 1], soit une ap-
proximation consistante de F ′ sur D0, avec Dh = {h ∈ Rn2

/|hij | ≤ r, i, j =
1, n}. Si de plus J

∥F ′(x)− F ′(y)∥ ≤ γ̃∥x− y∥. ∀x, y ∈ D. (6.20)

Alors J est une approximation fortement consistante de F ′ sur D0.

Preuve.

Comme D0 est un compact et D est un ouvert, il existe δ > 0 tel que
l'ensemble compact D1 = {x/∥x − y∥1 ≤ δ̃, pour un certain y ∈ D0} soit
dans D.
Clairement, F ′ est uniformément continue sur D1, et, par conséquence pour
ε > 0 donnée, il existe δ1 ∈ (0, δ) tel que

|∂jfi(x)− ∂jfi(y)| ≤ ε, i, j = 1, n, ∀ x, y ∈ D1, ∥x− y∥1 ≤ δ1.

On pose r̃ = δ1
n et ∆ij(h) = β̃

j−1∑
k=1

hike
k, alors, pour tout h ∈ Dh,

∥∆ij(h) + hije
j∥1 ≤ nr̃ ≤ δ1 < δ̃, i, j = 1, n.

ce qui montre que x+∆ij(h) + hije
j ∈ D1, ∀x ∈ D0.

Par conséquent, d'après le théorème 17 de l'annexe 1, on obtient :

| 1

hij
[fi(x+∆ij(h) + hije

j)− fi(x+∆ij(h))− ∂jfi(x)]|

≤ | 1
hij

[fi(x+∆ij(h) + hije
j)− fi(x+∆ij(h))]− ∂jfi(x+∆ij(h))|

+ |∂jfi(x+∆ij(h))− ∂jfi(x)| ≤ ε+ ε = 2ε (6.21)
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d'où
∥F ′(x)− J(x, h)∥1 ≤ 2nε, ∀x ∈ D0, h ∈ Dh.

Comme ε est arbitraire, ce qui prouve que J est bien une approximation
consistante de F ′ sur D0. Si la relation (6.20) est véri�ée, alors,

|∂jfi(x)− ∂jfi(y)| ≤ γ̃1∥x− y∥1, ∀ x, y ∈ D.

D'après le théorème 17 de l'annexe 1, on en déduit que la partie droite de
l'inégalité (6.21) peut être remplacé par :

γ1[|hij |+ |∆ij(h)|] ≤ γ1
n∑
k=1

|hik|

D'où

∥F ′(x)− J(x, h)∥1 ≤ γ1
h∑

i,j=1

= γ1∥h∥1, ∀ x ∈ D0,

Ce qui prouve que J est une approximation fortement consistante sur D0.
Pour assurer que J soit bien dé�nie, il faut que h soit petit. Si F est bien
dé�nie sur tout Rn, on prend Dh = Rn2

.
D'après les corollaires 6.3 et 6.1, on obtient un résultat de convergence résumé
dans le paragraphe suivant :

6.4.2 Convergence de la méthode Newton discrète

Supposons que F : Rn → Rn soit continûment di�érentiable, et qu'il
existe une solution x̃∗ de F (x) = 0 tel que F ′(x̃∗) est non singulière. Dé�-
nissons J : Rn × Rn2 → L(Rn) par (6.19).
Alors il existe r1 > 0 et δ1 > 0 tel que , pour tout x0 ∈ S(x̃∗, δ1) et toute suite
{hk} ⊂ S(0, r1) ⊂ Rn2

, les itérations {xk} donné par (6.6) sont bien dé�nies
et convergent vers x̃∗. En plus, si lim

k→∞
hk = 0, alors R1{xk} = Q1{xk} = 0.

Pour obtenir une convergence rapide, il est généralement nécessaire d'intro-
duire les trois conditions supplémentaires :

1. F est une fonction in�niment di�érentiable.

2. J est une approximation fortement consistante.

3. Le taux de décroissance de hk est su�samment rapide.

Si F ′ satisfait la condition de Lipschitz :

∥F ′(x)− F ′(x̃∗)∥ ≤ γ̃∥x− x̃∗∥, ∀ x ∈ S0,

et J est une approximation fortement consistante, alors d'après (6.16) on a :

∥xk+1 − x̃∗∥ ≤ α̃1∥xk − x̃∗∥2 + α̃2∥h∥∥xk − x̃∗∥.
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� Si α̃2 = 0, on a une convergence quadratique de la suite {xk}.

� Si α̃2 ̸= 0, alors le comportement de hk quand k → ∞, joue un
rôle important pour estimer le taux de convergence ; le résultat sui-
vant indique deux conditions sur hk pour assurer la convergence rapide.

Proposition 6.1 Supposons que F : D ⊂ Rn → Rn est G−di�érentiable
dans un voisinage ouvert S0 ⊂ D de x̃∗ ∈ D, où F (x̃∗) = 0, si de plus la
condition de Lipschitz (6.15) est véri�ée et si F ′(x̃∗) non singulière alors :
soit J : DJ ×Dh ⊂ Rn ×Rm → L(Rn) une approximation fortement consis-
tante de F ′ sur S0. Supposons que pour un certain {hk} ⊂ Dh les itérations
{xk} donnée par la relation (6.6) sont bien dé�nies et convergent vers x̃∗. Si,
en plus, la condition

∥hk∥ ≤ β1∥F (xk)∥, ∀ k ≥ k0, véri�ée, alors,OR{xk} ≥ OQ{xk} ≥ 2, (6.22)

sinon, si

∥hk∥ ≤ β2∥xk − xk−1)∥, ∀ k ≥ k0, véri�ée, alors,OR{xk} ≥
1

2
(1 +

√
5).

(6.23)

Où OQ{xk} est donné dans la dé�nition 7.8 de l'annexe 1, et OR{xk} est
donné dans la dé�nition 7.9 de l'annexe 1.
Preuve.

D'après le lemme 6.2, il existe δ̃ > 0, r̃ > 0 tel que, pour tout x ∈ S =
S(x̃∗, δ̃) ⊂ S0 et h ∈ D′

h = Dh ∩ S(0, r̃), la relation (6.16) est véri�ée.
Supposons que la relation (6.22) soit aussi véri�ée, alors lim

k→∞
xk = x̃∗ im-

plique que lim
k→+∞

F (xk) = 0, et xk ∈ S, hk ∈ D′
h, pour tout k ≥ k1 ≥ k0.

Par conséquent, d'après la relation (6.16) on a

∥xk+1 − x̃∗∥ ≤ α̃1∥xk − x̃∗∥2 + α̃2β1∥F (xk)∥∥xk − x̃∗∥, ∀ k ≥ k1.

Mais

∥F (xk)∥ ≤ ∥F (xk)− F (x̃∗)− F ′(x̃∗)(xk − x̃∗)∥+ ∥F ′(x̃∗)(x̃∗ − xk)∥
≤ [εk + ∥F ′(x̃∗)∥]∥xk − x̃∗∥,

en e�et :

∥F (xk)∥ = ∥F (xk)− F (x̃∗)− F ′(x̃∗)(xk − x̃∗) + F ′(x̃∗)(xk − x̃∗)
≤ ∥F (xk)− F (x̃∗)− F ′(x̃∗)(xk − x̃∗)∥+ ∥F ′(x̃∗)(x̃∗ − xk)∥
≤ εk∥xk − x̃∗∥+ ∥F ′(x̃∗)∥∥xk − x̃∗∥
= [εk + ∥F ′(x̃∗)∥]∥xk − x̃∗∥.
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avec
εk = ∥xk − x̃∗∥,

on a

∥F (xk)− F (x̃∗)− F ′(x̃∗)(xk − x̃∗)∥ ≤ ∥xk − x̃∗∥2 ≤ εk∥xk − x̃∗∥,

où lim
k→∞

εk = 0, et le résultat demandé c'est une conséquence directe de la

dé�nition 7.1 de l'annexe 1 avec p = 2.

∥xk+1 − x∗∥ ≤ α̃1∥xk − x̃∗∥2 + α̃2β1[εk + ∥F ′(x̃∗)∥]∥xk − x̃∗∥2

≤ c2∥xk − x̃∗∥2,

avec
c2 = α̃1 + α̃2β1[εk + ∥F ′(x̃∗)∥].

De la même manière, si la relation (6.13) est véri�ée, alors

∥xk+1 − x̃∗∥ ≤ α̃1∥xk − x̃∗∥2 + α̃2β2∥xk − xk−1∥∥xk − x̃∗∥
≤ (α̃1 + α̃2β2)∥xk − x̃∗∥2 + α̃2β2∥xk−1 − x∗∥∥xk − x̃∗∥, ∀ k ≥ k1,

en e�et,

∥xk+1 − x̃∗∥ ≤ α̃1∥xk − x̃∗∥2 + α̃2β2∥xk − xk−1∥∥xk − x̃∗∥
≤ α̃1∥xk − x̃∗∥2 + α̃2β2∥xk − xk−1 − x̃∗ + x̃∗∥∥xk − x̃∗∥
≤ α̃1∥xk − x̃∗∥2 + α̃2β2∥xk − x̃∗∥2 + α̃2β2∥xk − xk−1∥∥xk − x̃∗∥
≤ (α̃1 + α̃2β2)∥xk − x̃∗∥2 + α̃2β2∥xk−1 − x∗∥∥xk − x̃∗∥.

Il s'en suit que OR{xk} ≥ τ où τ = 1
2(1 +

√
5) est la racine positive du

polynôme t2 − t− 1 = 0.



Chapitre 7

Résolution par la méthode de

relaxation d'un problème de

contrôle optimal avec une

entrée libre

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode pour déterminer analy-
tiquement et numériquement la solution d'un problème de contrôle optimal
avec un temps terminal �xé ainsi qu'une contrainte sur l'état �nal et initial.
Nous considérons ici un problème de contrôle optimal avec une entrée libre ;
de plus, le critère à minimiser est une somme pondérée entre d'une part, la
distance entre l'état du système et un état désiré et d'autre part, la distance
entre la commande nominale et une commande conduisant asymptotique-
ment à un état stationnaire. Nous présentons préalablement les équations
décrivant le modèle mathématique et, en utilisant le principe du minimum
de Pontriaguine, nous donnons une caractérisation de la solution du problème
à résoudre, permettant ainsi de déterminer la commande optimale en fonc-
tion de la variable d'état adjoint. Nous comparons ensuite, sur un exemple
simple, la solution analytique à la solution numérique calculée en utilisant
la méthode de relaxation couplée à la méthode de tir ; nous terminons en
donnant quelques remarques sur les performances de l'algorithme numérique
(vitesse de convergence et temps de calculs).
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7.2 Position du problème

Soit le système dynamique suivant :
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

x(0) = z ∈ X0 = {z ∈ Rn, Gz = γ, d∗ ≤ z ≤ d∗}, x(t∗) = x∗, t ∈ [0, t∗],

u(t) ∈ Uad.

(7.1)

où x(t) est un n-vecteur représentant l'état du système à l'instant t, x(0) = z
est la condition initiale et x(t∗) = x∗ est l'état �nal. u(t) est un r-vecteur
représentant la commande agissant sur le système à l'instant t ∈ [0, t∗], Uad
est l'ensemble de commandes admissibles. A, B sont des n × n- et n × r-
matrices données, G est une matrice de l lignes et de n colonnes de rang G =
l ≤ n, γ est un l− vecteur. De plus on suppose que A est l'opposé d'une
M−matrice (voir la dé�nition 7.2 et la proposition 7.1 de l'annexe 1) .

On cherche une commande admissible û qui transfère le système d'un
état initial x(0) vers un état �nal x∗ �xé et minimisant la fonction coût J
dé�nie par :

J(u) =
1

2

t∗∫
0

(
xtQx+ utNu

)
dt,

les matrices Q et N sont symétriques, Q est dé�nie non-négative et N est
dé�nie positive.
L'Hamiltonien est donné par :

H (x(t), ψ(t), u(t), t) =
1

2

[
xtQx+ utNu

]
+ ψt · [Ax+Bu] .

Cherchons maintenant la commande qui minimise l'Hamiltonien ; cela revient
à chercher û(t), tel que

H
(
x̂(t), ψ̂(t), û(t)

)
≤ H (x(t), ψ(t), u(t)) ; ∀u(t) ∈ Uad, ∀t ∈ [0, t∗].

Les équations d'optimalité s'écrivent :

dx
dt =

∂H
∂ψ = Ax+Bu;x(0) = z, x(t∗) = x∗,

−dψ
dt = ∂H

∂x = Atψ(t) +Qx(t),

∂H
∂u = 0 = Nu(t) +Btψ(t).

(7.2)

Ces équations sont connues sous le nom d'équations d'Hamilton-
Pontriaguine.
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Condition de transversalité sur ψ(t) :

De manière générale, lorsque l'on prend en compte un coût terminal, le
critère à minimiser s'écrit :

J = g(t∗, x(t∗)) +

t∗∫
0

f(x(t), u(t), t)dt,

où g est le coût terminal, l'état �nal étant �xé, on a donc classiquement :
il existe (k0, k1) ̸= 0, tel que

φ̃(0, z, t∗, x(t∗), k0, k1) = g(0, x0, t
∗, x(t∗)) + (p0(0, z)|k0) + (p1(t

∗, x(t∗))|k1),
(7.3)

où p0(0, z) = 0 représente des contraintes sur les conditions initiales,
et p1(t∗, x(t∗)) = 0 représente des contraintes sur les conditions �nales avec
p0 et p1 de classe C1 par rapport à x.

ψ(0) = ∂φ̃
∂z (0, z, t

∗, x(t∗), k0, k1),

ψ(t∗) = − ∂φ̃
∂x(t∗)(0, z, t

∗, x(t∗), k0, k1),
(7.4)

ki, i = 1, 2 étant les multiplicateurs de Lagrange.
Dans notre problème, g(t∗, x(t∗)) = 0, alors les conditions de transversalité
(7.3) et (7.4) sur le vecteur adjoint s'écrivent :

il existe (k0, k1) ̸= 0, tel que

φ̃(0, z, t∗, x(t∗), k0, k1) = (p0(0, z)|k0) + (p1(t
∗, x(t∗)|k1),

(7.5)


ψ(0) = ∂φ̃

∂z (0, z, t
∗, x(t∗), k0, k1),

ψ(t∗) = − ∂φ̃
∂x(t∗)(0, z, t

∗, x(t∗), k0, k1).
(7.6)

Remarque 7.1 On aboutit à la résolution d'un système algébro-di�érentiel.
L'équation d'état, décrivant le système physique est munie d'une condition
initiale x(0) = z et d'une condition �nale x(t∗) = x∗. Par contre, la seconde
équation, correspondante à l'équation de l'état adjoint, n'est munie d'aucune
condition initiale ou d'aucune condition terminale exploitable pratiquement.
On va donc utiliser la méthode de tir pour en déduire la valeur de ψ(0).

7.2.1 La méthode de tir simple

La méthode de tir permet d'obtenir la valeur de ψ(0) nécessaire à la
résolution du problème aux deux bouts obtenus par application du prin-
cipe de Pontriaguine. Si on est capable, à partir de la condition de mini-
misation de l'Hamiltonien d'exprimer le contrôle en fonction de (x(t), ψ(t))
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alors on obtient un système di�érentiel de la forme υ̇(t) = V (t, υ(t)) où
υ(t) = (x(t), ψ(t)) et, où les conditions initiales et �nales s'écrivent sous le
forme R(υ(0), υ(t∗)) = 0. Finalement, on obtient le problème aux valeurs
limites suivant :

υ̇(t) = V (t, υ(t)), R(υ(0), υ(t∗)) = 0. (7.7)

La solution du problème de Cauchy

υ̇(t) = V (t, υ(t)), υ(0) = υ0.

La fonction de tir est dé�nie par

φ(t∗, υ0) = R(υ0, υ(t
∗, υ0)).

Soit υ(t, υ0), le problème (7.7) est équivalent à :

φ(t∗, υ0) = 0. (7.8)

Il s'agit donc de déterminer un zéro de la fonction de tir φ. Comme (7.8) re-
présente un système algébrique non linéaire, si on connaît une approximation
de υ, il peut se résoudre par la méthode de Newton. Dans notre problème, φ
s'écrit φ = x(t∗)−x∗. Rappelons la formulation de la méthode de Newton ; il
s'agit à présent de résoudre numériquement φ(υ) = 0, où φ est une fonction
de classe C1 ; le principe de la méthode de Newton est le suivant :
A une étape k donnée, soit υk une approximation d'un zéro υ de φ ; donc υ
s'écrit υ = υk +∆υk, et on a alors :

0 = φ(υ) = φ(υk +∆υk) = φ(υk) +
∂φ

∂υ
(υk) · (υ − υk) + o(υ − υk),

ce qui entraîne
∂φ

∂υ
(υk) · (υ − υk) = −φ(υk),

où ∂φ
∂υ (υ

k) est la matrice Jacobienne de l'application υ 7→ φ(υ) calculée quand
υ = υk ; or on ne connaît la fonction υ 7→ φ(z) que numériquement. On va
donc utiliser un procédé de dérivation numérique basé sur la méthode des
di�érences �nies. Pour calculer ∂φ

∂υ (υ
k), nous retiendrons une approximation

de ∂φ
∂υ (υ

k) (voir [67]), incluant pour des choix particuliers des paramètres de
la méthode des di�érences �nies symétriques et dé�nie ci-dessous,

∂φi
∂υj

(υk) ≃ 1

hij
[φi(υ +

j∑
k=1

hike
k)− φi(υ +

j−1∑
k=1

hike
k)],

où hij sont des paramètres de discrétisation correspondant à la iéme équation
et à la j éme variable, et ek est le kéme vecteur de la base canonique. Soit
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∆ij(υ, h) une approximation de ∂φi

∂υj
(υ) ; si l'approximation par di�érences

�nies est consistante alors,

lim
h→0

∆ij(υ, h) =
∂φi
∂υj

(υ), i, j = 1, ..., n.

On pose,
J(x, h) = (∆ij(υ, h)).

De manière générale, on a à considérer l'itération suivante :

υk+1 = υk − J(υk, hk)−1 · φ(υk).

Le problème de la convergence de ce processus itératif est résolu grâce à un
résultat du livre d'Ortega et Rheinboldt [67] ; en e�et si les pas de discréti-
sation hij sont petits et tendent vers zéro, on est assuré de la convergence
de ce processus.

7.3 Résolution numérique

Pour résoudre le problème, nous considérons le couplage de la méthode
de relaxation avec la méthode de tir, cette dernière étant destinée à calculer
ψ(0). Les étapes de la méthode sont :

1. Approximation initiale de la commande u0(t), t ∈ [0, t∗], et de l'état
adjoint ψ0(0).

2. r ← 0

3. Tant que convergence> ε faire

• Détermination de l'état xr(t) et de l'état adjoint ψr(t) composante
par composante séquentiellement pour t ∈ [0, t∗] par intégration
numérique, pour le temps croissants.

dxr

dt = Axr +Bur(t),

x(0) = z.

(7.9)

 −
dψr

dt = Atψr +Qxr,

ψr(0)

(7.10)

où ψr(0) est calculé par la méthode de tir.

• Détermination de la commande ur+1(t)

ur+1(t)← −N−1Btψr(t). (7.11)
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• Convergence ← |ur+1(t)− ur(t)|.
• Détermination de la fonction de tir :

φ(ψ) = xr(t∗)− x∗.

• Solution de l'équation de tir par la méthode de Newton et détermi-
nation de la nouvelle valeur de ψ(0)

ψr+1(0)← ψr(0) + correction.

• r ← r + 1.

�n de tant que.

Remarque 7.2 Les étapes (7.9) à (7.11) de la boucle correspondent à la
méthode de relaxation alors que les étapes suivantes correspondent à la mise
en oeuvre de la méthode de tir.

7.4 Exemple numérique

On considère le problème suivant :
Déterminer u ∈ Uad tel que,

J(u) ≤ J(v), ∀ v ∈ Uad,

où

J(u) =
1

2

t∗∫
0

((x− xd)2 + ku2)dt. (7.12)

sous les contraintes suivantes :

ẋ1 = −bx1 + ax2,

ẋ2 = ax1 − bx2 + u,

x(0) = z ∈ X0 = {z ∈ R2 : Gz = γ, 0 ≤ z1 ≤ 20, −10 ≤ z2 ≤ 10},

κx(t∗) = g,
(7.13)

où G = (1, 2), γ = 3, κ = (1, 0), g = 2, t∗ = 2, a > 0, b > 0.
Dans le modèle mathématique précédent, xd correspond à un état désiré, u
est la commande, k permet de doser deux critères distincts à minimiser, un
critère de précision et un autre de minimisation d'énergie et Uad est l'en-
semble des commandes admissibles. On prend N = k.Id, avec évidemment
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k > 0 pour véri�er l'hypothèse de dé�nie positivité de N et Q = Id.
On peut reformulé le problème (7.13) d'une autre manière :

ẋ1 = −bx1 + ax2,

ẋ2 = ax1 − bx2 + u,

x1(0) = z1, x2(0) = z2 tel que z1 + 2z2 = 3, 0 ≤ z1 ≤ 20, −10 ≤ z2 ≤ 10,

x1(t
∗) = 2.

(7.14)
La forme matricielle du système d'état s'écrit :

ẋ1

ẋ2

 =


−b a

a −b




x1

x2

+


0

1

u,

et le critère de coût est reformulé comme suit

J(u) =
1

2

t∗∫
0

[(x1 − x1d, x2 − x2d)t


1 0

0 1




x1 − x1d

x2 − x2d

+ ku2]dt.

L'Hamiltonien du système est donné par :

H(x(t), ψ(t), u(t), t) =
1

2
((x1 − x1d)2 + (x2 − x2d)2 + ku2)

+ψ1(t)(−bx1 + ax2) + ψ2(t)((ax1 − bx2) + ψ2(t)u.

Les équations d'optimalité sont données par :



dx1
dt = ∂H

dψ1
= −bx1 + ax2,

dx2
dt = ∂H

dψ2
= ax1 − bx2,

z1 + 2z2 = 3,
−dψ1

dt = ∂H
dx1

= −bψ1 + aψ2 + x1 − x1d, ψ1(0) = α1, ψ1(t
∗) = α2,

−dψ2

dt = ∂H
dx2

= aψ1 − bψ2 + x2 − x2d, ψ2(0) = α3, ψ2(t
∗) = α4,

∂H
∂u = 0 = ku+ ψ2(t).
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où les coe�cients αi, i = {1, 2, 3, 4} seront calculés à partir des conditions
de transversalité :

il existe (k0, k1) ̸= 0, tel que

φ̃(0, z, t∗, x(t∗), k0, k1) = (p0(0, z|k0) + (p1(t
∗, x(t∗)|k1),

où
p0(0, z) = Gz − γ,

p1(t
∗, x(t∗)) = κx(t∗)− g,

φ̃(0, z, t∗, x(t∗), k0, k1) = (Gz − γ|k0) + (κx(t∗)− g|k1).
ψ(0) = ∂φ̃

∂z (0, z, t
∗, x(t∗), k0, k1) = Gtk0,

ψ(t∗) = − ∂φ̃
∂x(t∗)(0, z, t

∗, x(t∗), k0, k1) = −κtk1,
(ψ1(0), ψ2(0)) = (1, 2)k0 = (k0, 2k0),

(ψ1(t
∗), ψ2(t

∗)) = −(1, 0)k1 = (−k1, 0).

Les coe�cients αi, i = {1, 2, 3, 4}, dépendent des paramètres k0, k1, qui
seront calculés en utilisant la méthode du tir. Cette méthode consiste à
résoudre le système suivant en utilisant les conditions aux limites, x1(t∗) =
2, x2(t

∗) = 0, x1(0) + 2x2(0) = 3 :

ẋ1 = −bx1 + ax2,

ẋ2 = ax1 − bx2 + u,

z1 + 2z2 = 3,

k1 = −ψ1(t
∗),

k0 = ψ1(0),

u = −ψ2(t)
k .

La résolution de ce problème sera faite de deux manières di�érentes, analy-
tiquement et numériquement.

Solution numérique

En optimisation classique, minimiser une fonction H par rapport à un
paramètre u implique dans un premier temps de chercher les points station-
naires du système, c'est-à-dire les valeurs u pour lesquelles ∂H

∂u (x, u, ψ) = 0,
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puis d'étudier en ces points la positivité de la matrice Hessienne ∂2H
∂2u

(x, u, ψ).
On aura alors :

∂2H

∂2u
(x, u, ψ) = k;

pour assurer la positivité de ∂2H
∂2u

(x, u, ψ) on a nécessairement k > 0, c'est
une condition naturelle pour le problème considéré.
On a à résoudre le système suivant :

υ̇1 = −bυ1 + aυ2 + u,

υ̇2 = aυ1 − bυ2,

υ̇3 = bυ3 − aυ4 − υ1 + x1d,

υ̇4 = −aυ2 + bυ4 − υ2 + x2d,

u = −υ4
k

υ1(0) ∈ R, υ2(0) ∈ R,

υ3(0) ∈ R, υ4(0) ∈ R.

Soit υ(t, 0, 0, ψ1, ψ2) une solution du système au temps t avec les conditions
initiales (υ1(0), υ2(0), υ3(0), υ4(0)).
On construit une fonction de tir qui est une équation algébrique non linéaire
de la variable ψ à l'instant t = 0 ; cette fonction de tir est calculée par
une procédure d'intégration numérique d'équations di�érentielles ordinaires
(Euler, Runge-Kutta, etc) ; la fonction de tir s'écrit :

φ(ψ) =

(
υ1(2, 0, 0, ψ1, ψ2)− 2
υ2(2, 0, 0, ψ1, ψ2)

)
.

Le problème à résoudre s'écrit alors : Déterminer ψ(0) tel que φ(ψ(0)) soit
nul ce qui revient à déterminer x(t∗) désiré.
L'algorithme de résolution numérique de ce problème sera alors complète-
ment dé�ni si l'on se donne :

1. l'algorithme d'intégration d'un système di�érentiel à valeur initiale (par
exemple une procédure d'Euler ou de Runge-Kutta), pour calculer la
fonction de tir φ.

2. l'algorithme de résolution de φ(ψ) = 0.

Appliquons l'algorithme vu au paragraphe (7.3) à notre exemple :
� Approximation initiale de la l'état adjoint ψ(0)(0) et de la commande
u(0)(t), t ∈ [0, t∗].
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� r ← 0.

� Tant que pas de convergence faire
� Détermination de l'état x(r)(t) et de l'état adjoint ψ(r)(t), successive-
ment composante par composante, t ∈ [0, t∗] par intégration numérique
dans le sens direct de l'équation d'état et de l'équation d'état adjoint.

dx
(r)
1
dt = −bx(r)1 + ax

(r)
2 ,

dx
(r)
2
dt = ax

(r)
1 − bx

(r)
2 + u(r)(t),

z1 + 2z2 = 3, −dψ
(r)
1
dt = −bψ(r)

1 + aψ
(r)
2 + x

(r)
1 − x1d, ψ

(r)
1 (0) ,

−dψ
(r)
2
dt = aψ

(r)
1 − bψ

(r)
2 + x

(r)
2 − x2d, ψ

(r)
2 (0),

où ψ(r)
1 (0) , ψ(r)

2 (0) sont calculés par la méthode de tir.
� Détermination de la commande u(r+1)(t) :

u(r+1)(t)← −ψ
(r)
2 (t)

k
, t ∈ [0, t∗].

� Convergence ← norme (u(r+1) − u(r)).
� Détermination de la fonction de tir.

� Solution de l'équation de tir par la méthode de Newton.

� Actualiser la valeur de ψ(r+1)(0)

ψ(r+1)(0)← ψ(r)(0) + correction.

� r ← r + 1.
�n de tant que.

La convergence de cette méthode itérative est un problème ouvert. Nous
conjecturons qu'elle peut se montrer par des techniques de contraction ana-
logue à celle utilisées dans [67] ; elle découle certainement du fait que A est
l'opposé d'une M− matrice.

Résolution analytique

Pour calculer de manière analytique la solution optimale x(t), et la com-
mande optimale correspondante u(t) du problème (7.12)-(7.14), nous avons
utilisé les équations d'optimalité ainsi que la condition de transversalité sur
ψ(t)
Pour trouver la solution exacte du problème de contrôle optimal, on utilise
la méthode de dérivation au niveau des équations. On a :

ψ̇1 = bψ1 − aψ2 − x1 + x1d,
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en dérivant par rapport à t, on obtient :

ψ̈1 = bψ̇1 − aψ̇2 − ẋ1,

soit,

ψ̈1 = b(bψ1 − aψ2 − x1 + x1d)− a(−aψ1 + bψ2 − x2 + x2d)− (−bx1 + ax2),

ψ̈1 = b2ψ1 − abψ2 − bx1 + bx1d + a2ψ1 − abψ2 + ax2 − ax2d + bx1 − ax2,

ψ̈1 = (a2 + b2)ψ1 − 2abψ2 + bx1d − ax2d,

d'où,

ψ̈1 = (a2 + b2)ψ1 − 2abψ2 + bx1d − ax2d.

De la même manière, on obtient :

ψ̇2 = −aψ1 + bψ2 − x2 + x2d,

soit

ψ̈2 = −aψ̇1 + bψ̇2 − ẋ2,

ψ̈2 = −a(bψ1 − aψ2 − x1 + x1d) + b(−aψ1 + bψ2 − x2 + x2d)− (ax1 − bx2 −
ψ2

k
),

ψ̈2 = −abψ1 + a2ψ2 + ax1 − ax1d − abψ1 + b2ψ2 − bx2 + bx2d − ax1 + bx2 +
ψ2

k
,

ψ̈2 = −2abψ1 + (a2 + b2 +
1

k
)ψ2 − ax1d + bx2d.

Par conséquent,

ψ̈1 = (a2 + b2 +
1

k
)ψ2 − 2abψ1 − ax1d + bx2d. (7.15)

Dérivons deux fois l'équation (7.15), on obtient :

ψ
(4)
1 = (a2 + b2)ψ̈1 − 2abψ̈2,
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ψ
(4)
1 = (a2 + b2)ψ̈1 − 2ab(−2abψ1 + (a2 + b2 +

1

k
)ψ2 − ax1d + bx2d),

ψ
(4)
1 = (a2 + b2)ψ̈1 + 4a2b2ψ1 − 2ab(a2 + b2 +

1

k
)ψ2 + 2a2bx1d − 2ab2x2d),

d'où

ψ
(4)
1 = (a2 + b2)ψ̈1 + 4a2b2ψ1 − 2ab(a2 + b2 +

1

k
)

+ 2a2bx1d − 2ab2x2d, (7.16)

(7.15) entraîne :

2abψ2 = (a2 + b2)ψ1 − ψ̈1 + bx1d − ax2d. (7.17)

En injectant (7.17) dans (7.16), on obtient :

ψ
(4)
1 = (a2 + b2)ψ̈1 + 4a2b2ψ1 − (a2 + b2 +

1

k
)((a2 + b2)ψ1 − ψ̈1 + bx1d − ax2d)

+2a2bx1d − 2ab2x2d,

ψ
(4)
1 = (a2 + b2)ψ̈1 + 4a2b2ψ1 − ((a2 + b2)2 +

1

k
(a2 + b2))ψ1 + (a2 + b2 +

1

k
ψ̈1

−b(a2 + b2 +
1

k
)x1d + a(a2 + b2 +

1

k
)x2d + 2a2bx1d − 2ab2x2d,

ψ
(4)
1 = (2a2 + 2b2 +

1

k
)ψ̈1 − ((a2 + b2)2 +

a2 + b2

k
− 4a2b2)ψ1

+ (−b3 − b

k
+ a2b)x1d + (a3 − ab2 + a

k
)x2d,

d'où,

ψ
(4)
1 −(2a2 + 2b2 +

1

k
)ψ̈1 − ((a2 + b2)2 +

a2 + b2

k
− 4a2b2)ψ1

= (−b3 − b

k
+ a2b)x1d + (a3 − ab2 + a

k
)x2d, (7.18)

L'équation caractéristique correspondante à l'équation (7.18) d'écrivent
comme suit :

C4 − 2(a2 + b2 +
1

2k
)C2 + ((a2 + b2)2 +

a2 + b2

k
− 4a2b2) = 0.
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Le déterminant est donné par

∆ =
1

4k2
+ 4a2b2,

Les racines de l'équation caractéristique sont données par :

C2
1 = (a2 + b2 +

1

2k
)−

√
1

4k2
+ 4a2b2,

C2
2 = (a2 + b2 +

1

2k
) +

√
1

4k2
+ 4a2b2.

D'où, on obtient

ψ1(t) = λeC1t + βe−C1t + µeC2t + αe−C2t + ν. (7.19)

Détermination de ν, on a :

ψ̇1(t) = λC1e
C1t − βC1e

−C1t + µC2e
C2t − αC2e

−C2t,

ψ̈1(t) = λC2
1e
C1t + βC2

1e
−C1t + µC2

2e
C2t + αC2

2e
−C2t,

ψ
(3)
1 (t) = λC3

1e
C1t − βC3

1e
−C1t + µC3

2e
C2t − αC3

2e
−C2t,

ψ
(4)
1 (t) = λC4

1e
C1t + βC4

1e
−C1t + µC4

2e
C2t + αC4

2e
−C2t.

On remplace dans (7.18), et on obtient :

λ [C4
1 − ((a2 + b2)2 +

1

k
(a2 + b2)− 4a2b2)− 2(a2 + b2 +

1

2k
)C2

1 ]e
C1t

+ β[C4
1 − ((a2 + b2)2 +

1

k
(a2 + b2)− 4a2b2)− 2(a2 + b2 +

1

2k
)C2

1 ]e
−C1t

+ µ[C4
2 − ((a2 + b2)2 +

1

k
(a2 + b2)− 4a2b2)− 2(a2 + b2 +

1

2k
)C2

2 ]e
C2t

+ α[C4
2 − ((a2 + b2)2 +

1

k
(a2 + b2)− 4a2b2)− 2(a2 + b2 +

1

2k
)C2

2 ]e
−C2t

+ ((a2 + b2)2 +
1

k
(a2 + b2)− 4a2b2)ν

= (−b3 − b

k
+ a2b)x1d + (a3 − ab2 + a

k
)x2d,

Par identi�cation, on obtient la valeur exacte de ν donnée par :

ν =
(−b3 − b

k + a2b)x1d + (a3 − ab2 + a
k )x2d

((a2 + b2)2 + a2+b2

k − 4a2b2)
. (7.20)
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On en déduit aisément ψ2(t) de (7.17), et on obtient :

ψ2(t) =
1

2ab
[(a2 + b2)ψ1 − ψ̈1 + bx1d − ax2d2ab],

ψ2(t) =
a2 + b2

2ab
[λeC1t + βe−C1t + µeC2t + αe−C2t + ν]− 1

2ab
[λC2

1e
C1t

+ βC2
1e

−C1t + µC2
2e
C2t + αC2

2e
−C2t] +

1

2a
x1d −

1

2b
x2d,

alors

ψ2(t) = λ[
a2 + b2 − C2

1

2ab
]eC1t + β[

a2 + b2 − C2
1

2ab
]e−C1t + µ[

a2 + b2 − C2
2

2ab
]eC2t

+ α[
a2 + b2 − C2

2

2ab
]e−C2t +

a2 + b2

2ab
ν +

1

2a
x1d −

1

2b
x2d. (7.21)

De même compte tenu des équations :

x1 = bψ1 − aψ2 − ψ̇1 + x1d, (7.22)

x2 = −aψ1 + bψ2 − ψ̇2 + x2d. (7.23)

En remplaçant (7.19), (7.21) et ψ̇1, ψ̇2 dans (7.23), on obtient les résultats
suivants :

x1(t) = b[λeC1t + βe−C1t + µeC2t + αe−C2t + ν]− a[λ(a
2 + b2 − C2

1

2ab
)eC1t

+ β(
a2 + b2 − C2

1

2ab
)e−C1t + µ(

a2 + b2 − C2
2

2ab
)eC2t + α(

a2 + b2 − C2
2

2ab
)e−C2t

+
a2 + b2

2ab
ν +

1

2a
x1d −

1

2b
x2d]− [λC1e

C1t − βC1e
−C1t + µC2e

C2t

− αC2e
−C2t] + x1d.

D'où

x1(t) = λ[
b2 − a2 + C2

1

2b
− C1]e

C1t + β[
b2 − a2 + C2

1

2b
+ C1]e

−C1t

+ µ[
b2 − a2 + C2

2

2b
− C2]e

C2t + α[
b2 − a2 + C2

2

2b
+ C2]e

−C2t

+
b2 − a2

2b
ν +

1

2
x1d +

a

2b
x2d. (7.24)
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et

x2(t) = −a[λeC1t + βe−C1t + µeC2t + αe−C2t + ν] + b[λ(
a2 + b2 − C2

1

2ab
)eC1t

+ β(
a2 + b2 − C2

1

2ab
)e−C1t + µ(

a2 + b2 − C2
2

2ab
)eC2t + α(

a2 + b2 − C2
2

2ab
)e−C2t

+
a2 + b2

2ab
ν +

1

2a
x1d −

1

2d
]− [λC1(

a2 + b2 − C2
1

2ab
)eC1t − βC2(

a2 + b2 − C2
1

2ab
)

e−C1t + µC2(
a2 + b2 − C2

1

2ab
)eC2t − αC2(

a2 + b2 − C2
1

2ab
)e−C2t] + x2d,

d'où

x2(t) = λ[
b2 − a2 − C2

1

2a
− C1(

b2 + a2 − C2
1

2ab
)]eC1t + β[

b2 − a2 − C2
1

2a

+ C1(
b2 + a2 − C2

1

2ab
)]e−C1t + µ[

b2 − a2 − C2
2

2a
− C2(

b2 + a2 − C2
2

2ab
)]eC2t

+ α[
b2 − a2 − C2

2

2a
+ C2(

b2 + a2 − C2
2

2ab
)]e−C2t +

a2 − b2

2a
ν

+
b

2a
x1d +

1

2
x2d. (7.25)

Les constantes étant déterminées par les conditions aux limites sui-
vantes :
z1 + 2z2 = 3, x1(t

∗) = 2, ψ1(0) = k0, ψ2(0) = 2k0, ψ1(t
∗) = −k1, ψ2(t

∗) =
0.
On résoud le système linéaire numériquement :
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3 = λ(
b2−a2+C2

1
2b − C1) + β(

b2−a2+C2
1

2b + C1) + µ(
b2−a2+C2

2
2b − C2) + α(

b2−a2+C2
2

2b + C2)

+ b2−a2
2b ν + 1

2x1d +
a
2bx2d + 2[λ[

b2−a2−C2
1

2a − C1(
b2+a2−C2

1
2ab )] + β[

b2−a2−C2
1

2a

+C1(
b2+a2−C2

1
2ab )] + µ[

b2−a2−C2
2

2a − C2(
b2+a2−C2

2
2ab )] + α[

b2−a2−C2
2

2a + C2(
b2+a2−C2

2
2ab )]

+(a
2−b2
2a )ν + b

2ax1d +
1
2x2d],

2 = λ(
b2−a2+C2

1
2b − C1)e

C1t∗ + β(
b2−a2+C2

1
2b + C1)e

−C1t∗ + µ(
b2−a2+C2

2
2b − C2)e

C2t∗

+α(
b2−a2+C2

2
2b + C2)e

−C2t∗ + b2−a2
2b ν + 1

2x1d +
a
2bx2d,

k0 = λ+ β + µ+ α+ ν,

2k0 = λ(
a2+b2−C2

1
2ab ) + β(

a2+b2−C2
1

2ab ) + µ(
a2+b2−C2

2
2ab ) + α(

a2+b2−C2
2

2ab ) + (a
2+b2

2ab )ν

+ 1
2ax1d −

1
2bx2d,

−k1 = λe2C1 + βe−2C1 + µe2C2 + αe−2C2 + ν,

0 = λ(
a2+b2−C2

1
2ab )e2C1 + β(

a2+b2−C2
1

2ab )e−2C1 + µ(
a2+b2−C2

2
2ab )e2C2 + α(

a2+b2−C2
2

2ab )e−2C2

+(a
2+b2

2ab )ν + 1
2ax1d −

1
2bx2d,



Chapitre 7.Résolution par la méthode de relaxation 123

Et le système linéaire précédent est équivalent à :

λ(
b2−a2+C2

1
2b − C1 + 2[

b2−a2−C2
1

2a − C1(
b2+a2−C2

1
2ab )]) + β(

b2−a2+C2
1

2b + C1+

2[
b2−a2−C2

1
2a + C1(

b2+a2−C2
1

2ab )]) + µ(
b2−a2+C2

2
2b − C2 + 2[

b2−a2−C2
2

2a − C2(
b2+a2−C2

2
2ab )])

+α(
b2−a2+C2

2
2b + C2 + 2[

b2−a2−C2
2

2a + C2(
b2+a2−C2

2
2ab )]) = − b2−a2

2b ν − 1
2x1d −

a
2bx2d

−2(a2−b22a )ν − b
2ax1d −

1
2x2d,

λ(
b2−a2+C2

1
2b − C1)e

C1t∗ + β(
b2−a2+C2

1
2b + C1)e

−C1t∗ + µ(
b2−a2+C2

2
2b − C2)e

C2t∗

+α(
b2−a2+C2

2
2b + C2)e

−C2t∗ = 2− b2−a2
2b ν − 1

2x1d −
a
2bx2d,

λ+ β + µ+ α− k0 = −ν,

λ(
a2+b2−C2

1
2ab ) + β(

a2+b2−C2
1

2ab ) + µ(
a2+b2−C2

2
2ab ) + α(

a2+b2−C2
2

2ab )− 2k0 = −(a
2+b2

2ab )ν

− 1
2ax1d +

1
2bx2d,

λe2C1 + βe−2C1 + µe2C2 + αe−2C2 + k1 = −ν,

λ(
a2+b2−C2

1
2ab )e2C1 + β(

a2+b2−C2
1

2ab )e−2C1 + µ(
a2+b2−C2

2
2ab )e2C2 + α(

a2+b2−C2
2

2ab )e−2C2

= −(a2+b22ab )ν − 1
2ax1d +

1
2bx2d,

Soit encore sous la forme matricielle :



a1 a2 a3 a4 0 0

b1 b2 b3 b4 0 0

1 1 1 1 −1 0

v1 v2 v3 v4 −2 0

e2C1 e−2C1 e2C2 e−2C2 0 1

w1 w2 w3 w4 0





λ

β

µ

α

k0

k1



=



f1

f2

−ν

f3

−ν

f3



,
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avec

a1 = (
b2 − a2 + C2

1

2b
− C1 + 2[

b2 − a2 − C2
1

2a
− C1(

b2 + a2 − C2
1

2ab
)]),

a2 = (
b2 − a2 + C2

1

2b
+ C1 + 2[

b2 − a2 − C2
1

2a
+ C1(

b2 + a2 − C2
1

2ab
)]),

a3 = (
b2 − a2 + C2

2

2b
− C2 + 2[

b2 − a2 − C2
2

2a
− C2(

b2 + a2 − C2
2

2ab
)]),

a4 = (
b2 − a2 + C2

2

2b
+ C2 + 2[

b2 − a2 − C2
2

2a
+ C2(

b2 + a2 − C2
2

2ab
)]),

b1 = (
b2 − a2 + C2

1

2b
− C1)e

C1t∗ , b2 = (
b2 − a2 + C2

1

2b
+ C1)e

−C1t∗ ,

b3 = (
b2 − a2 + C2

2

2b
− C2)e

C2t∗ , b4 = (
b2 − a2 + C2

2

2b
+ C2)e

−C2t∗ ,

w1 = (
a2 + b2 − C2

1

2ab
)eC1t∗ , w2 = (

a2 + b2 − C2
1

2ab
)e−C1t∗ ,

w3 = (
a2 + b2 − C2

2

2ab
)eC2t∗ , w4 = (

a2 + b2 − C2
2

2ab
)e−C2t∗ ,

f1 = 3− [
b2 − a2

2b
ν − 1

2
x1d −

a

2b
x2d + 2((

a2 − b2

2a
)ν − b

2a
x1d −

1

2
x2d)],

f2 = 2− b2 − a2

2b
ν − 1

2
x1d −

a

2b
x2d, f3 = −

a2 + b2

2ab
)ν − 1

2a
x1d +

1

2b
x2d.

Dans cette section, nous déterminons explicitement la trajectoire optimale
x(t) du problème (7.12)-(7.13) en résolvant le système linéaire numérique-
ment.

Comparaison des deux approches

L'algorithme numérique est implémenté par le logiciel Matlab. En
particulier, on a utilisé les fonctions ode45 et fsolve.

Dans cet exemple, la méthode converge indépendamment du point de
départ ψ(0) = (−1.8706, 342.0562).

L'expérimentation numérique est déterminée pour les valeurs de a = 1 ,
b = 3 et k = 2. On déduit que la solution analytique et la solution numérique
correspondent parfaitement (voir �gure 1 et �gure 2). La performance de la
procédure numérique est résumé dans le tableau suivant, pour di�érentes
valeurs de k.
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Figure 7.1 � solution exacte
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Figure 7.2 � solution approchée

k temps d'exécution C.P.U Nombre d'itération
0.5 0.2028 3
1 0.2340 4
1.5 0.2496 4
2 0.2808 5
2.5 0.3276 5

Notons que l'algorithme converge rapidement, pour un nombre d'itérations
très petit nécessaire pour atteindre la convergence. De plus, le temps de
calcul utilisé est très faible.



Conclusion générale

Cette étude a été consacrée essentiellement à la résolution d'un problème
de contrôle optimal à entrée libre. Notre but était de trouver une meilleure
condition initiale et une commande optimale qui pouvait nous ramener de
l'état initial x0 ∈ X0 vers l'état �nal décrit par l'équation Hx(t∗) = g. Pour
sa résolution, on a utilisé trois approches :

� La méthode adaptée.
� La méthode de discrétisation couplée à la procédure �nale.
� La méthode de relaxation couplée à la méthode de tir.

La méthode adaptée est constituée de trois procédures : le changement de
commande, le changement de support et la procédure �nale.

En exploitant cette méthode, on a proposé une méthode originale qui est
un couplage entre la méthode de discrétisation et la procédure �nale. Le but
de la méthode de discrétisation est d'approcher le support optimal. Par la
suite en utilisant ce support et le critère d'optimalité découlant du principe
du maximum, on a e�ectué une résolution appelée procédure �nale basé sur
la méthode de Newton.

En dernier lieu, on a e�ectué une approche appelée méthode de relaxa-
tion, basée sur le principe du maximum et couplée à la méthode de tir.

On a appliqué ces trois méthodes à di�érents types de problèmes de
contrôle optimal.

Ce domaine de recherche o�re de nombreuses perspectives qu'elles soient
théoriques ou pratiques :

* En théorie, il est intéressant d'appliquer ces algorithmes à des pro-
blèmes de contrôle optimal non linéaire, stochastique, feedback, mul-
ticritére, etc..

* En pratique, di�érents problèmes que ce soit en économie, en agricul-
ture, en automatique, en aéronautique, etc.., peuvent être modélisés
par des problèmes de contrôle optimal et résolus par les méthodes pro-
posées.



Annexe 1

Rappels mathématiques sur l'Algèbre linéaire

On dé�nit L(Rn) l'espace linéaire des opérateurs linéaires dé�nies de Rn
vers Rn. Et Cn est l'espace des nombres complexes de dimension n.

Dé�nition 7.1 Soit A ∈ L(Rn) une matrice inversible. Alors ATA est sy-
métrique dé�nie positive, où AT est la matrice transposée.

Dé�nition 7.2 Une matrice A ∈ L(Rn) soit une M−matrice si A est in-
versible, A−1 ≥ 0, et aij ≤ 0 pour tout i, j = 1, ..., n, i ̸= j.

On donne une des caractèristiques des M−matrices la plus utilisé :

Proposition 7.1 Soit A ∈ L(Rn), avec aij ≤ 0, i ̸= j. Alors A est une
M−matrice si et seulement si :

1. Les éléments diagonales de A sont positives,

2. La matrice B = I−D−1A, où D = diag(a11, ...., ann), satisfait ρ(B) <
1, où B est la matrice de Jacobi associée à A.

Dé�nition 7.3 Une application F : D ⊂ Rn → Rm est hémicontinue au
point x ∈ D, si pour tout h ∈ Rn et ε > 0, il existe δ = δ(ε, h) tel que
|t| <∞ et x+ th ∈ D, alors

∥F (x+ th)− F (x)∥ < ε.

Dé�nition 7.4 Si F : D ⊂ Rn → Rm est G− di�érentiable en chaque point
d'un ensemble convexe D0 ⊂ D, et F ′ est hémicontinue sur D0, alors, pour
tout x, y ∈ D0, la relation suivante est véri�ée

F (y)− F (x) =
1∫

0

F ′(x+ (t(y − x))(y − x)dt. (7.26)

Dé�nition 7.5 Si F : D ⊂ Rn → Rm est G− di�érentiable au point x ∈ D,
alors F est hémicontinue au point x.
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Dé�nition 7.6 Si F : D ⊂ Rn → Rm est G− dérivable à chaque point d'un
ensemble convexe D0 ⊂ D et F ′ est hémicontinue sur D0, alors, pour tout
x, y ∈ D0,

F (y)− F (x) =
1∫

0

F ′(x+ t(y − x))(y − x)dt,

est véri�ée.

Dé�nition 7.7 Soit {xk} ⊂ Rn une suite qui convergent vers x∗. Pour p ∈
[1,∞[, on dé�nit les quantités suivantes :

Qp{xk} =



0, si xk = x∗ k <∞ ;

lim
k→+∞

sup ∥xk+1−x∗∥
∥xk−x∗∥p , si xk ̸= x∗ k <∞ ;

+∞, sinon ;

est appelée Q−facteurs (the quotient convergence factors).
Et

Rp{xk} =


lim

k→+∞
sup ∥xk − x∗∥p, si p = 1 ;

lim
k→+∞

sup ∥xk − x∗∥p, si p > 1 ;

est appelée R−facteurs (the root-convergence factors).

Dé�nition 7.8 Soit Qp(F, {x∗}) un Q− facteurs du processus itératif F avec
un point limite x∗ dans Rn, alors la quantité

OQ(F, {x∗}) =


+∞, si Qp(F, x∗) = 0, ∀p ∈ [1,∞[,

inf{p ∈ [1, ∞[, Qp(F, x
∗) = +∞}, sinon,

est appelée l'ordre de Q (Q−order) du processus F au point x∗.

Dé�nition 7.9 Soit un processus itératif F avec un point limite x∗, alors la
quantité :

OR(F, {x∗}) =


+∞, si Rp(F, x∗) = 0, ∀p ∈ [1,∞[,

inf{p ∈ [1, ∞[, Rp(F, x
∗) = 1}, sinon,

est appelée l'ordre de R (R−order) du processus F au point x∗.
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Lemme 7.1 [67]Soit F un processus itératif de point limite x∗, supposons
qu'il existe p ∈ [1,∞[ et une constante c2 tel que, pour tout suite {xk} on
a :

∥xk+1 − x∗∥ ≤ c2∥xk − x∗∥p, ∀ k ≥ k0
alors

OR{xk} ≥ OQ{xk} ≥ p.

Lemme 7.2 Soit {xk} ⊂ Rn une suite convergente vers x∗, alors

R1{xk} ≤ Q1{xk},

pour chaque norme. Par suite, si F est un processus itératif avec un point
limite x∗, alors

R1(F, x
∗) ≤ Q1(F, x

∗),

pour chaque norme.

Preuve.

Supposons que Q1{xk} < ∞, et on pose εk = ∥xk − x∗∥, alors, pour tout
ε > 0 et γ = Q1{xk}+ ε, il existe k0 ≥ 0 tel que

εk ≤ γεk−1 ≤ ... ≤ γk−1εk0, ∀ k ≥ k0.

Par conséquent,

R1{xk} ≤ γ lim
k→∞

sup[
εk0
γk0

] = γ,

et comme ε est arbitraire, donc

R1{xk} ≤ Q1{xk}.

Si C(F, x∗) est l'ensemble de toute les suites générées par F qui convergent
vers x∗, on obtient

R1(F, x
∗) = sup{R1{xk}/{xk} ∈ C(F, x∗)} ≤ sup{Q1{xk}/{xk} ∈ C(F, x∗)}

= Q1(F, x
∗).

Preuve du lemme 6.1 du chapitre 6

La preuve est immédiate. Une simple induction montre que

∥xk+1 − x∗∥ = ∥G(xk, hk)− x∗∥ ≤ α̃∥xk − x∗∥ ≤ .... ≤ α̃k+1∥x0 − x∗∥;

d'où, pour toute suite xk contenue dans S et convergeant vers x. La première
inégalité de la relation (6.11) est donnée par le lemme 7.2, la seconde découle
de la relation (6.9) et de la dé�nition de Q1.
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Lemme 7.3 Soit A ∈ L(Rn,Rm) où Rn et Rm ont munis de la norme
li−norme, i = 1, 2,∞. Alors

∥A∥1 = max
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij |, (7.27)

∥A∥∞ = max
1≤i≤m

n∑
j=1

|aij |, (7.28)

et
∥A∥2 =

√
λ, (7.29)

où λ est le maximum des valeurs propres de ATA.

Preuve.

Considérons la norme l1. Pour chaque x ∈ Rn,

∥Ax∥1 =
m∑
i=1

|
n∑
j=1

aijxj | ≤
m∑
i=1

n∑
j=1

|aij ||xj | ≤
n∑
j=1

|xj |
m∑
i=1

|aij |

≤ max
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij |)∥x∥1. (7.30)

il est su�sant de montrer pour qu'un certain x ∈ Rn l'égalité (7.30) soit
vraie. Soit k un indice pour lequel le maximum de (7.27) soit atteint, alors

∥Aek∥1 =
m∑
i=1

|aik| = max
1≤i≤m

|aij |.

∥A∥ = sup
∥x∥=1

∥Ax∥′. (7.31)

qui est le supremum de la relation (7.31), atteint pour la kème composante
du vecteur unitaire.

La preuve pour l∞− norme est similaire. On note seulement, dans
ce cas, le supremum pour x ∈ Rn dé�nie par :

xi =


aki
|aki| , aki ̸= 0 ;

1, aki
.
= 0,i = 1, ...., n,

où k est un indice pour lequel le maximum de (7.30) est atteint.
Finalement, pour la l2−norme, on a ∥Ax∥2 = (xTATAx)

1
2 , et le résultat

découle de la dé�nition (7.1).
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Lemme 7.4 Soit ∥.∥ une norme arbitraire sur Rn (ou Cn) et P une matrice
réelle n× n (ou complexe) non singulière. Alors l'application est dé�nie par

∥x∥′ = ∥Px∥, pour tout x ∈ Rn,

est une norme sur Rn(ouCn). De plus, si A ∈ L(Rn), alors

∥A∥′ = ∥PAP−1∥. (7.32)

Preuve.

Il est facile de montrer que ∥.∥′ est une norme. Alors la relation (7.32) est
déduite de

∥A∥′ = sup
∥x∥′=1

∥Ax∥′ = sup
∥Px∥=1

∥PAx∥′ = sup
∥y∥=1

∥PAP−1y∥ = ∥PAP−1∥.

Corollaire 7.1 Soit A ∈ L(Cn), alors, pour tout ϵ > 0, il existe une norme
dans Cn tel que

∥A∥ ≤ ρ(A) + ϵ (7.33)

Lemme 7.5 Soit A ∈ L(Cn). Alors lim
k→∞

Ak = 0 si et seulement si ρ(A) < 1.

Preuve.

Si ρ(A) < 1, alors, d'après le corollaire 7.1, il existe une norme telle que
∥A∥ < 1. Par conséquent, on a ∥Ak∥ ≤ ∥A∥k, il s'en suit que Ak → 0 quand
k → ∞. Par contre, supposons que A admet des valeurs propres λ tel que
|λ| ≥ 1 et des vecteurs propres correspondants x ̸= 0. Alors Akx = λkx pour
tout k, donc Akx ne tend pas vers zéro.

Lemme 7.6 (Lemme de Neumann)

Soit B ∈ L(Rn) et supposons que ρ(B) < 1 alors (I −B)−1 existe et

(I −B)−1 = lim
k→∞

k∑
i=1

Bi (7.34)

Preuve.

Comme ρ(B) < 1, clairement I − B n'admet pas des valeurs propres nulles
d'où elle est inversible. Véri�ons maintenant le relation (7.34), Notons que

(I −B)(I + ...+Bk) = I −Bk,

de plus
I +B + ...+Bk−1 = (I −B)−1 − (I −B)−1Bk.

D'après le corollaire 7.6, la partie droite tend vers (I−B)−1. Comme (I−B)
est inversible quand ∥B∥ ≤ 1, d'après (7.34) on a

∥(I −B)−1∥ ≤
∞∑
i=0

∥B∥i = 1

1− ∥B∥
. (7.35)
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Lemme 7.7 (Lemme de Perturbation)

Soit A, C ∈ L(Rn) et supposons que A soit inversible avec ∥A−1∥ ≤ α̃ si
∥A− C∥ < β ; si de plus βα̃ < 1, alors C est aussi inversible et

∥C−1∥ ≤ α̃

(1− α̃β)
.

Preuve.

On a ∥I − A−1C∥ = ∥A−1(A − C)∥ ≤ α̃β < 1 et A−1C = I − (I − A−1C),
d'après le lemme de (7.6) on déduit que A−1C est inversible. D'où, C est
inversible. De plus, d'après la relation (7.35) on déduit que

∥C∥ = ∥[I − (I −A−1C)]−1A−1∥ ≤ α̃
∞∑
i=0

(α̃β)i =
α̃

(1− α̃β)
.

Lemme 7.8 Supposons que F : D ⊂ Rn → Rm soit G− di�érentiable sur
un ensemble convexe D0 ⊂ D. Alors, pour tout, x, y ∈ D0,

∥F (y)− F (x)∥ ≤ sup
0≤t≤1

∥F ′(x+ t(y − x)))∥∥x− y∥. (7.36)

Preuve.

Supposons que M = sup
0≤t≤1

∥F ′(x + t(y − x)))∥ < ∞ et, pour ε > 0, soit Γ

est l'ensemble de t ∈ [0, t] pour lequel

∥F ′(x+ t(y − x)))− F (x)∥ ≤Mt∥y − x∥+ εt∥y − x∥, (7.37)

est véri�ée. Clairement, 0 ∈ Γ, et γ = supt∈Γ t est bien dé�nie ; comme la
dé�nition 7.5 implique que F (x+ t(y − x)) est continue par rapport à t, on
a

∥F (x+ γ(y − x))− F (x)∥ ≤Mγ∥y − x∥+ εγ∥y − x∥. (7.38)

Comme ε est arbitraire, clairement le résultat est prouvé si γ = 1.
Supposons que γ < 1. Alors, comme F ′ existe au point x+γ(y−x), il existe
β ∈ (γ, 1) tel que

|F (x+ β(y − x))− F (x+ γ(y − x))− F ′(x+ γ(y − x))(β − γ)(y − x)∥
≤ ε(β − γ)∥y − x∥,

d'où

∥F (x+ β(y− x))−F (x+ γ(y− x))∥ ≤M(β − γ)∥y− x∥+ ε(β− γ)∥y− x∥.

Mais, d'après la relation (7.38), on a

∥F (x+ β(y − x)− F (x)∥ ≤ (Mγ + εγ)∥y − x∥+ (M + /ε)(β − γ)∥y − x∥
= (M + ε)∥y − x∥;

qui est en contradiction avec la dé�nition de γ. Donc la relation (7.37) est
véri�ée pour 1 > β > γ.
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Lemme 7.9 Si F : D ⊂ Rn → Rm est G− di�érentiable sur un ensemble
convexe D0 ⊂ D, alors, pour tout x, y, z ∈ D0.

∥F (y)−F (z)−F ′(x)(y−z)∥ ≤ sup
0≤t≤1

∥F ′(z+t(y−z))−F ′(x)∥∥y−z∥. (7.39)

Preuve .

Pour x ∈ D0, on dé�nit l'application

G(ω) = F (ω)− F ′(ω)ω, ω ∈ D.

Les conditions de la dé�nition 7.5 sont satisfaites pour G et comme

G′(ω) = F ′(ω)− F ′(ω),

la relation (7.39) est précisément la relation

∥G(y)−G(z)∥ ≤ sup
0≤t≤1

∥G′(z + t(y − z))∥∥y − z∥.

Corollaire 7.2 Si G : [a, b] ⊂ R1 → Rm est continue sur [a, b], alors

∥
b∫
a

G(t)dt∥ ≤
b∫
a

∥G(t)∥dt.

Preuve.

Comme la norme est une fonction continue, ∥G(.)∥ est intégrable au sens de
Riemann, et, pour ε > 0 arbitraire, il existe une partition a < t0 < ... < tp <
b tel que

∥
b∫
a

G(t)dt−
p∑
i=1

G(ti)(ti − ti−1)∥ ≤ ε,

et

|
b∫
a

∥G(t)∥dt−
p∑
i=1

∥G(ti)∥(ti − ti−1| ≤ ε.

D'où,

∥
b∫
a

G(t)dt∥ ≤ ∥
p∑
i=1

∥G(ti)∥(ti−ti−1|ε∥ ≤
p∑
i=1

∥G(ti)∥(ti−ti−1)+ε ≤
b∫
a

∥G(t)∥dt+2ε,

Théorème 17 Soit F : D ⊂ Rn → Rm continûment di�érentiable sur un
ensemble convexe D0 ⊂ D et supposons que, pour des constantes α̃ ≥ 0 et
p ≥ 0, F ′ satisfait

∥F ′(u)− F ′(v)∥ ≤ α̃∥u− v∥p, u, v ∈ D0.

Alors, pour tout x, y ∈ D0

∥F (y)− F (x)− F ′(x)(y − x)∥ ≤ [
α̃

(p+ 1)
]∥y − x∥p+1.
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Preuve.

D'après la dé�nition 7.4 et le corollaire 7.2 on a

∥F (y)− F (x)− F ′(x)(y − x)∥ = ∥
1∫

0

[F ′(x+ t(y − x))− F ′(x)](y − x)dt∥

≤
1∫

0

∥F ′(x+ t(y − x))− F ′(x)∥∥y − x∥dt

≤ α̃∥y − x∥p+1

1∫
0

tpdt.
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Théorème des fonctions implicites

En mathématiques, le théorème des fonctions implicites est un résultat
de géométrie di�érentielle. Certaines courbes sont dé�nies par une équation
cartésienne, c'est-à-dire la forme f(x, y) = 0, où x et y décrivent les nombres
réels. Le théorème indique que si la fonction f est su�samment régulière au
voisinage d'un point de la courbe, il existe une fonction φ de R dans R et au
moins aussi régulière que f telle que localement, la courbe et le graphe de la
fonction φ sont confondus.

Plus précisément, si (x0, y0) véri�e l'équation, si f est continûment di�é-
rentiable et que sa dérivée partielle en (x0, y0) n'est pas nulle, alors il existe
un voisinage de (x0, y0) sur lequel la zone s'identi�e au graphe de φ.

On peut le traduire comme suit :
Soit f(x, y) une fonction de classe Cp dé�nie sur un ouvert U de R2 et à
valeurs dans R. Soit (x0, y0) un point de U tel que f(x0, y0) = 0 et tel que la
dérivée partielle de f , par rapport à la deuxième variable, ne soit pas nulle
en (x0, y0). Il existe un ouvert V contenu dans U et contenant (x0, y0) et une
fonction φ de classe Cp et de R dans R, tels que l'équivalence suivante soit
vraie :

∀(x, y) ∈ V f(x, y) = 0 ⇔ φ(x) = y.
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