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Notations

|| : La partie entiere de n.

n! : Le factoriel de n.

(Z) . Le ccefficient binomial, avec 0 < k < n.

AR(p) : Modele autorégressif d’ordre p.

M A(q) : Modele moyenne mobile d’ordre q.

7; : Le ceefficient de I'inverse du polynome caractéristique.
v(.) : La fonction d’autocovariance.

p(.) : La fonction d’autocorrélation.

E(.) : La fonction moyenne.

Var(.) : La variance.

Cov(.) : La covariance.

Corr(.) : La corrélation.

N (p,0?) : La loi normale de moyenne p et de variance o2

[ : Opérateur retard.

V : Opérateur de différence.



Introduction

Les séries chronologiques sont un sujet d’actualité a connu un développement
tres important aussi bien du point de vue théorique que pratique. Les processus
autorégressifs occupent une place centrale dans ’analyse des séries temporelles, en
particulier lorsqu’il s’agit de modéliser la dépendance d’une variable avec ses propres
valeurs passées. Un processus autorégressif d’ordre deux, abrégé AR(2), constitue
I'un des cas les plus simples permettant d’introduire des dynamiques complexes,
comme des effets de mémoire ou des comportements oscillatoires.

Ce type de processus est entierement défini par deux parametres, qui controlent
I'influence des deux périodes précédentes sur la valeur actuelle. Pour étudier les pro-
priétés fondamentales d’un tel processus, en particulier la stationnarité, on s’appuie
sur ce que I'on appelle le polynome caractéristique associé au modele. Ce polynome
permet de relier les parametres du modele a des conditions mathématiques qui ga-
rantissent que le processus ne dérive pas dans le temps, c’est-a-dire qu’il reste centré
autour d’'une moyenne constante et présente une variance stable.

L’analyse des racines de ce polynome fournit des informations précieuses sur la
stabilité du processus et sur la forme que peuvent prendre ses fluctuations. Selon
la position de ces racines par rapport au cercle unité dans le plan complexe, le
processus peut étre stationnaire, présenter des oscillations amorties, ou au contraire
devenir non stationnaire.

Ainsi, I’étude des parametres d'un processus AR(2) a travers son polynome ca-
ractéristique est une étape essentielle pour comprendre et maitriser son comporte-
ment temporel, en particulier dans le cadre de la modélisation, de la prévision, ou en-
core de I'analyse structurelle des séries temporelles économiques ou financieres. Les
modeles autorégressifs d’ordre deux nécessitent 1'utilisation des suites de nombres
satisfaisant des récurrences linéaires d’ordre deux et leurs produits. Ces nombres
sont l'objet de plusieurs travaux récents. Boughaba et al [2], ont construit des
fonctions génératrices du produit. Ils sont proposés pour donner une autre ap-
proche pour calculer les coefficients d’'un modele moyenne mobile d’ordre infini
MA(o0) [1]. L’étude de ces suites permet de mettre en évidence des techniques
puissantes d’analyse, telles que la résolution des équations de récurrence. Les
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résultats obtenus sont utiles dans le traitement de nombreux probléemes de prédiction
5, 6, 8, 10, 25, 26, 30, 31, 32].

Le mémoire est organisé en trois chapitres dont le contenu est le suivant : Dans
le premier chapitre des rappels, nous citons les suites récurrentes linéaires et cer-
taines propriétés de base. Dans le deuxieme chapitre, on donne un bref apercu sur
les séries chronologiques, le bruit blanc, la fonction d’autocovariance, la fonction
d’autocorrélation, la décomposition de Wold, le modele autorégressif d’ordre 2 et
les différentes expressions des parametres associés en fonction des racines du po-
lynome caractéristique. Le dernier chapitre est consacré a déterminer les formules
des parametres associés a un AR(2) en fonction seulement des coefficients du po-
lynome caractéristique au lieu des racines et on termine par quelques applications

numériques.



Chapitre 1

Les suites de nombres satisfaisant
la récurrence a trois termes

1.1 Introduction

Les suites définies par une relation de récurrence jouent un role central dans
de nombreux domaines des mathématiques, notamment en algebre [12, 27], en
analyse[24] et en théorie des nombres[16, 18]. Parmi elles, les suites satisfaisant
une récurrence linéaire a trois termes qui occupent une place particuliere, par leur
structure simple et leur richesse mathématique.

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions des suites récurrentes linéaires

et certaines propriétés de base.

1.2 Les suites et séries numérique

Soit (uy)nen une suite de nombres réels ou complexes, la série numérique associée

est donnée par I'expression suivante :

Zun:u0+u1+u2+... (1.1)

n>0

Cette expression représente une somme finie en générale s’écrit sous la forme

Sp = Z uy, suite des sommes partielles. (1.2)
k>n

1.2.1 La convergence d’une série numérique

1. La série numérique E u, est dite convergente si la somme S, a une limite
n>0

finie quand (n — o0) c’est a dire Z u, = lim S,.
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2. La série E u, diverge si la limite n’existe pas ou est infinie.
n>0

3. La série est absolument convergente si E |u,| est convergente.

n>0

1.2.2 Série entiere
On appelle série entiere toute série de la forme Z a,z" ou (a,) est une suite de

n>0
nombres complexes et z € C,

1.2.3 Produit de Cauchy
Définition 1.1. [9] Soient f(t) = Zant" et g(t) = ant" deux séries entieres.

n>0 n>0
Le produit de Cauchy de ces deux séries est :

F0g(t) = (Zantn) <ant”>

n>0 n>0
= Z (Z akbn_k> .
n>0 \ k=0

1.3 Suites de nombre spéciales
1.3.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre 1

Définition 1.2. [23] Une suite (a,)nen est dite récurrente linéaire d’ordre 1 si elle
est définie par :
ap = Qp_1, n € N*. (1.3)

Avec ap une valeur initiale et @ € K* (K =R ou C).

1.3.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 1.3. [23] Une suite (a,)nen récurrente linéaires d’ordre deux est définie
par :
(p = Qlp_1 + Bap_o, n > 2. (1.4)

Avec les premiers termes ag = a et a; = b et a, 3 € K*.



Chapitre 1.Les suites de nombres satisfaisant la récurrence a trois termes 9

1.4 Fonction génératrice

Définition 1.4. [9] Soient (a,)nen une suite de nombres réels et G(t) la fonction

génératrice de la suite récurrente linéaires (a,)nen définie par

G(t) =) ant". (1.5)

Exemple 1.1. Pour la suite constante a,, = 1, la fonction génératrice est

1 oo
— = ", |t] < 1. 1.6
ot b (16)

En effet on a

n

G(t,n) = Z apt”

k=0

= l4+t4+t74- 41"
1_tn+1

1—t

G(t,n) représente la somme partielle de la suite géométrique t/ du premier terme 1

et de raison t qui converge pour |t| < 1. On a alors G(t) = ﬁ

Théoréme 1.1. [13] La fonction génératrice de la suite récurrente linéaire d’ordre

deuz (ay)nen est donnée par :

_a+(b—aa)t

G =T e (1.7)

Démonstration. On a
U = Qlp_1 + fay_2,Vn > 2

nous multiplions les deux membres de la récurrence par t”
a,t" = aa,_1t" + Ba,_ot",

alors, la somme a partir de 2 s’écrit comme

Z at" = « Z Gp1t" + 0 Z Ap_ot™

n>2 n>2 n>2

_ azanthrl + ﬁzanth

n>1 n>0

= atY apt"+ B2y agt”,

n>1 n>0
et nous changeons l'indice de sommation

—ag — a1t + Z a,t" = at Z ant" — agat + ft? Z ant",

n>0 n>0 n>0
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qui permet d’écrire
(1 —at — ﬁtQ) Z a,t" = ag + a1t — agat.
n>0
Finalement, la fonction génératrice G(t) est:
ag + (a1 — agar) t
G(t) = 0+ (a1 0cx)
1—at — pt?
Le remplacement de ag et a; par leurs valeurs permet d’écrire
a+ (b—aa)t
G(t) = #,
1 —at — Gt?
O]

Pour se mettre dans le language des séries chronologiques, on considere la suite

de nombres A,,, donnée par la relation de récurrence suivante :

Ay = =24, =24, 5 ag£0,¥n>2,
Qo Qo

avec Ag = a—lo et A; = —4.

ag

Théoreme 1.2. [15] La fonction génératrice de (Ay,)nen est :

At
Qo + alt + CLQtQ Z

Preuve. Soit G(t) la fonction génératrice de A, définie par
= A",
n>0

On a

a a
Ay =—"A, 1 — 2A, 5,Vn>2
ao ao

nous multiplions les deux membres de la récurrence par t"
a 5]

Attt = ——A, t" — — A, _ot",
ap ag

alors, la somme a partir de 2 s’écrit comme
n n n
n>2 0 n>2 0 n>2

et nous changeons l'indice de sommation

—AO—A1t+ZAnt”— tZAt”Jr Aot——t2ZAt”

n>0 n>0

(1.8)

(1.9)
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qui permet d’écrire

(1 + g %tz)
Qo Qo

Finalement, la fonction génératrice G(t) est:

3 Aut" = Ag + Art + LAt
Qo

n>0

A0+(g—3A0+A1)t
G(t) = S
[TV

Y

soit, apres simplification ;

(I()AO + (ale + aoAl)t
Qo + alt + a2t2 '

G(t) =
Le remplacement de Ay et Ay par leurs valeurs permet d’écrire

1
G(t) = .
() ao+a1t+a2t2

Le chemin inverse de la fonction génératrice a la réccurence précédente est assuré

par le calcul suivant.

1 = (ao+art+ast®)y Ayt

n>0

2
= Z ant" Z A, t".
n=0

n>0

2
En utilisant le produit de Cauchy pour le polynéme P(t) = Zant” et la série
n=0

Z A,t", on obtient :

n>0
min{2,n}
(Y
n>0 k=0
On pose
min{2,n}
Cnp — Z akAn_k.
k=0

et on écrit

= Z Cnt”,

n>0
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avec cg = 1 et ¢, =0 pour n > 1.

On obtient alors :

min{2,n}
E et = g E apAn_r | t".
n>0 n>0 k=0
Par identification on aura :
L si n=0
ag
A, =< —% si n=1

—a n—1— a—2 ) Vn > 2.
Tout au long de ce travail on considere ay = 1 et la récurrence devient
An = —alAn_l — CLQAn_Q. (110)

Dons le cas ag = 1, a; = a et ay = (3. La fontion génératrice de A, est

Gt) = 1—at—5t2 ZA r

n>0

1.5 Calcul du terme général d’une suite

La formule de Binet est une expression mathématique explicite qui permet de
calculer directement le ni®™¢ terme d’une suite récurrente linéaire & savoir & calculer
tous les termes précédents.

1.5.1 La formule de Binet d’une suite A,

Théoreme 1.3. [9] La formule de Binet d’une suite récurrente linéaire d’ordre

deuz A,, est donné dans le théoréme suivant.

ﬁn—&-l _ an—i—l
60—«

Démonstration. Soit P(t) = 1 — ait — ast?

A, = (1.11)

Calculons les racines du polynéme P(t)

A = a%—|—4a2

—a, +VA

2@2
—Qa1 — \/Z

2&2

t1:

t2:
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On peut réécrire le polynome P(t) en fonction de t; et o

P(t) = —as(t—t1)(t —to)
o (A1) ()
(1 1) (1 1),

Et on a aussi

o (25) (255

2@2 2&2
-1
= -
Alors
1 1
Plt) — (1 - —t) (1 - —t)
131 lo
= (1—at)(1-p5t).
Avecoz:letﬁzl
t1 to
Et l'inverse de P(t) est :
1
— = A,t"
P(t) ;
B 1
= (—an-p
1 1

(1 —at) (1-pt)

() (ze)

pour notre cas a,, = a™ et b, = " en utilisant le produit de Cauchy on aura :

1
P(t)

Z Zn: &kﬁn—ktn

n>0 k=0

sx() @) e

n>0 k=0

(1.12)

(1.13)
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et

Ay

n (1)k<1>n—k’
o \11 ta

Finalement —_—

Z A, t" avec

n>0

g

On obtient la formule de Binet définie précédement.

Proposition. La formule de la suite a, en fonction de A, est donnée par

S0 () ()
S ONGNON
— tq to to
)
— \h 123
M OPIGK
to —\hu
n+1
¢
- (=)
ty 1— i—j
= L 2 (1.14)
tita t1 — to
1\l g
t1ts t1 — to
ﬁn—i—l _ an+1
0 — «
O]
ap = A, + (b—aa)A,_1, n>1 (1.15)

Démonstration. On a

1
At = —————
Z 1 — at — [t?

n>0
et
n a0+ (b—aa)t
Z ant 1 2
n>0 — ot — ft
Za " = ! (a+ (b —aa)t)
" 1 —at — pt2
n>0
= (a+ (b—aa)t) Z Apt"
n>0
= Z Apt" + (b —aa) Z Attt

n>0

n>0
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Comme
DRI Sy
n>0 n>1
Alors
Z at" = a Z Apt" + (b — aq) Z A, t"
n>0 n>0 n>1
= a+ > (Au+ (b+aa)A, 1)t".
n>0
D’ou le résultat. O

Théoreme 1.4. La formule de la suite a,, en fonction de o et B est donnée par

ap = 6_;@[(b—aa+ﬂ)ﬁ"+(aa—b—o¢)a"]. (1.16)

Démonstration. D’apres les formules (1.11) et (1.15) on obtient
ﬁn —am
f—a f—a
1
= L[ -0t p—aa)(5 - ")

-«
= — [b3" — ba™ — aaf" 4+ ada+ [ G — a"af
1
= ——[(b—aa+B)F" + (acc — b — o).

—

n+1l _ . n+1
a, = ﬁ—a—i-(b—aoz)

K
—

| @

1.5.2 La formule de Binet de la suite a,

Théoréme 1.5. [9] La formule de Binet de la suite a,, est donnée par la relation

suivante
tit,™ — ot ,
n = ———— avec t1, ty racines de P(t). (1.17)
t1 — iy
Démonstration.
n k n—k n
1 1
> &) -

k=0
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1.6 La suite des nombres de Fibonacci

Définition 1.5. La suite de nombres de Fibonacci [7, 17, 22] est définie par la

relation de réccurence suivante
Fn+2 - Fn+1 ‘l— Fn, (118)

avec les premiers termes Fy = 0, F; = 1. Un simple calcul permet de trouver sa

fonction génératrice définie comme suit :
t
Y bt = — . (1.19)

C’est un cas particulier de la suite récurrente d’ordre deux (1.4), avec a« = =1,
a=Fyetb=F, =1. En effet on a:

Aty = > Fut

n>0

= R+ FRt+ Y Ft"
n>2

= Fy+Fit+ Y (Faoy+ Fuo)t”
n>2

= Fy+ Ft+ Y Ft"™ 4+ Fnt?
n>0 n>0

= R+ Ft+ty R+ Ft",

n>0 n>0

ce qui donne
t = (1—t—1)A(@),

et le résultat découle.

1.7 La fonction génératrice du produit

Le produit a,a}, de deux suites de nombres satisfaisant la réccurence d’ordre deux
est étudié dans [14], les premiers termes de a, et a} sont ay = a, a; = b, af = a’ et
ay =, et la relation de récurrence sous forme vectorielle est :

(an+2, a;+2) =p (an+1, afbﬂ) +q(an,ay), avec p,q € N.

Ainsi les fonctions génératrices de a,, et a;; sont respectivement

— (ap—b)z
azlap=bz_ =3 a2, (1.20)

_ 52
1—pz—qz =
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et

a—(adp-V)z "
———— > ap (1.21)
n>0

La fonction génératrice de a,a}; est :

/ by — /02
Z apayz" = ad’ + ad’y’) 2 (1.22)
~ 1—p®z — (2qp° + 2¢°) 2° — (pq)*2* + ¢*2*

| (@abp + agh'p — ad’ (2qp* + ¢*)) 2* = ¢* (V' — a'p) (b — ap) 2°
1—p*2 = (2qp° + 2¢°) 2° — (pq)*z® + ¢*2* '
Pour la preuve voir [14, Theorem 3.1] en posant z =y = 1, a’ = b, V' = aq + bp
p = p et ¢ = q. Par la suite, la fonction génératrice de a,a,,1 est :

Z N ab + (pb?® + qab — abp?) 2
ppir2" =
! 1—p2z — (2qp2 + 2¢2) 2% — (pg)223 + ¢z

(1.23)

n>0
(qpb® + pg*a® — abgp® — abg®) 2° — ag® (b — ap) 2°
1 —p?z — (2qp° + 2¢°) 2° — (pq)*2° + ¢*2*

+

Finalement pour a = a’ et b =¥/, la fonction génératrice de a? est :

S a? + (1 — a*p?) z + (2agbp — a® 2qp* + ¢*)) 2* — ¢* (b — ap)* 2°

1 —p*z — (2qp* + 2¢°) 2° — (pq)*2* + ¢*2*

n>0

(1.24)
Ces produits sont importants pour étudier les modeles autorégressifs d’ordre deux,
comme on le verra dans le dernier chapitre. Ces fonctions génératrices permettent
de calculer explicitement les fonctions d’autocovariances et les fonctions d’auto-

corrélations.

1.8 Formule de Binome

Soient a; et as deux nombres quelconques et (Z) est le coefficient binomial
Lemme 1.1. La formule de binome Newton est donnée par :

(a1 4+ a2)" = Z (Z) at*ak neN. (1.25)

k=0

On sait que

1
Z(at)” T 1-at

n>0

Une autre maniere de trouver I'inverse de polynome P(t) en utilisant la formule de
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binome et la somme d’une suite géométrique :

1

1

P)

1-— Cth — a2t2
1
1— (alt + a2t2)
= Z(alt + a2t2)”

n>0

> i (Z) (art)" ™ (ast?)"

n>0 k=0

)3 (Z) R alt

n>0 k=0




Chapitre 2

Les processus autorégressifs

2.1 Introduction

La structure probabiliste d’un tel processus est déterminée par sa distribution de
probabilité conjointe, dont I’analyse est tres compliquée. Heureusement, une grande
partie de I'information contenue dans ces distributions peut étre décrite en termes

de moments centraux et non centraux (moyenne, variance, covariance,- - - ).

2.2 Définition et propriétés

Soit (€2,.4,P) un espace de probabilité et T' 'ensemble des indices de temps la
distance entre deux valeurs successive la méme partout. Un processus stochastique
Y; est I'ensemble {Y;, t € T'}, ou Y, sont des variables de (2, A, P).

Définition 2.1. (Brockwell 1991 [3]) Une série chronologique (ou temporelle) est
un ensemble de données Y;, chacune étant enregistrée a un moment précis t.

Autrement dit, une série chronologique c’est une suite finie d’observations (Y;)i=1.. 7.
La fonction moyenne, la variance, la covariance sont donnée par :

1. La fonction moyenne du processus stochastique {Y;, ¢t € T} est la fonction
définie par :

2. La variance du processus stochastique {Y;, t € T'} est définie comme suit :
Var(¥;) = E[(Y; - p)’]
— E(Y))? - EX(Y))
= Jf, tel.

3. La fonction d’autocovariance du processus stochastique {Y;, t € T'}, notée 7,4,
est définie par :

Vi, = E [(Y;h - #t1)(ytz - Mtz)]v <2'1)

19
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autrement
Vtrta = COV(}/;ﬁ?}/;«Q)‘ (22)

4. La fonction d’autocorrélation est définie comme le rapport entre les fonctions

d’autocovariance et la variance de la série :

Dtr ity = ]E[(}/tl — /Ltl)<Y22 B :U't2>] (23)

O'th'tz

Par définition, on a donc p(0) = 1.

Remarques 2.1. - La fonction d’autocovariance et la fonction d’autocorréction
ne dépend que du décalage h =ty — t;

7(h> = COV(Y;N Yl;/1+h>

— La fonction d’autocorrélation normalise la fonction d’autocovariance par la

variance, ce qui permet de comparer les corrélations a différents décalages.

2.2.1 La stationnarité

Avant de modéliser une série temporelle, plusieurs étapes préliminaires sont
nécessaires. Pour appliquer les méthodes classiques des séries temporelles, il faut
vérifier que les séries étudiées évoluent dans un état ”d’équilibre statistique” dans
le sens ou les propriétés probabilistes et statistiques ne changent pas dans le temps.
De tels processus sont dits stationnaires. Il existe deux type de stationnarité : (la
stationnarité forte et la stationnarité faible).

a)-La stationnarité forte ou stationnarité stricte :

Définition 2.2. [20] Le processus {Y;, t € T} est strictement stationnaire ou
fortement stationnaire si la distribution conjointe de Y, ---Y; est la méme que
cellede Vst -+ Yy, g t; €T,i=1,---  net pour tout k € T".

b)-La stationnarité faible ou stationnarité d’ordre deux :

Définition 2.3. [19] Le processus {Y;, t € T} est dit faiblement stationnaire ou

stationnaire au second ordre si les conditions suivantes sont vérifiées
LLEY,) =p, VteT
2. Var(V;) = 0? < o0, Vt € T
3. Cov(Yy,,Yy,) = v, Vi1t € T,Vh € T.

Si le processus {Y;, t € T} est un processus faiblement stationnaire, alors la
moyenne et la variance sont indépendantes du temps, et la fonction d’autocovariance
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ne dépend que du décalage h entre t; et to [11]. La fonction d’autocovariance (2.2)

peut étre réécrire sous la forme suivante :
v(h) = Cov(Ys, Yign), t € T. (2.4)
Et de méme pour la fonction d’autocorrélation (2.3).
p(h) = Corr(Yy, Yiin), t € T. (2.5)
Remarques 2.2. 1. p, représente 'expression de lien linéaire entre le présent et
le passé d’ordre h.
2. p(h) € [—1,1] et les fonctions y(h) et p(h) sont symétriques.

3. La stationnarité stricte implique la stationnarité faible lorsque les deux pre-

miers moments existent.

2.2.2 Processus Bruit blanc

Parmi les processus stationnaires, il existe des processus particuliers, qui sont les

processus bruits blancs.
Définition 2.4. [4] Soit le processus {¢;, ¢ € T} un bruit blanc s'il satisfait les
trois conditions suivantes :
1. E(¢) =0
2. E(e?) = o?
3. E(ery,€1,) =0, t1 # 1o
Autrement le processus {¢;, ¢t € T} un bruit blanc qui suit une loi normale définit

par

e ~ N(0,0%)

2.2.3 Décomposition de Wold

L’énoncé de théoreme de Wold (1938) qui établit une décomposition de processus
du second ordre, ce théoreme donne une justification théorique de 'utilité de la
classe des modeles linéaires a coefficients constants. En effet, le théoreme de Wold
(1938) est un théoreme fondamental de I’analyse des séries temporelles stationnaires.
I’énoncé de ce théoreme est le suivant :

Théoréme 2.1. [}/(Décomposition de Wold (1938)) Tout processus, du second
ordre, faiblement stationnaire {X;, t € 7Z} posséde une décomposition unique
donnée par :

X = Z%’Gt—j + Vi (2.6)
=0
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o

ot les parametres 1; sont des réels satisfaisant 1y = 1 et Z w? <00, ¢ ~N(0,0%)
j=0

est un bruit blanc et la composante linéaire détermisniste V; vérifié Cov(Vy, es) = 0,

pour tous les s et t dans Z.

Tout processus stationnaire peut s’écrire sous la forme d’une somme pondérée
infinie des chocs passés (Théoreme de Wold 1938). L’implication forte de ce
théoreme est que, si on connait les pondérations v¢;, Vj € N et la variance o* du
bruit blanc, alors on peut proposer une représentation de n’importe quel processus
stationnaire. C’est un outil pour la modélisation des séries temporelles. Il existe des
cas particuliers du théoreme de Wold, qui sont utiles dans la pratique. Parmi ces
cas, processus bruit blanc et d’autre repésentations possibles, le cas de processus
autorégressif d’ordre p, processus moyenne mobile d’ordre q....

Tout au long de ce travail, nous considérons un processus {X;,t € Z}, du
second ordre et le processus bruit blanc de moyenne nulle (u = 0) et de variance
qui vaut un (6% = 1).

2.2.4 Opérateur retard

Définition 2.5. L’opérateur retard, souvent noté L ou B, est un outil fondamen-
tal dans l'analyse des séries temporelles. Il permet de manipuler les observations
temporelles en décalant leur position dans le temps. L’opérateur retard défini par
LY, =Y, et d'une manicre générale LFY, =Y, ;, t € Z.

Propriété 2.1. On considere un processus stochastique stationnaire {Y;;t € Z}.

1. L’opérateur retard est défini par :
LjY;ﬁ = Y;—j’ Vj €L

En particulier :
LY, =Y.

2. SiY; = c pour tout t € Z avec ¢ € R, alors
LY, =Llc=¢c, VjeZ.
3. L’opérateur est additif en composition :
LN(LY,) =LY, =Y, ,, V(i,j)€Z

En effet :
LLY;) = L'(Yj) = Yiojoi = Yi_(ij)-
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4. L’inverse de 'opérateur est donné par :
LY, =Y, Vi€l
5. La somme de deux opérateurs s’écrit :
(L'+ L)Y, =LY, + DY, =Y, + Y, V(i,j) € Z*

6. Si |a| < 1, alors I'inverse du polynome (1 — aL) appliqué a Y; est donné par la
série géométrique :

Y, o
. —taL :jli_)r(r}o(l+aL+a2L2+---+a3LJ)Yt.

(1—al)™ 'Y, =
Cette propriété est particulierement utile pour inverser les polynomes d’ordre
1 définis en 'opérateur retard.
En effet :
(1 —alL)- lim (1—|—aL+a2L2—i—-~-—|—aij)Yt:Y;.

Jj—oo
Développons le produit :
lim [(1 —al)(1+aL +a*L*+ -+ aij)] Y,
J—00

= lim (1 — aj+1Lj+1) Y,

j—o0
=Y, — lim /T 7Y,
j—>oo

Sous 'hypothese |a| < 1, on a bien :

lim o/t L71Y; = 0,

o0
donc :
(1—al)-(1—al)'Y; =Y,

2.2.5 Opérateur de différence

L’opérateur de différence est couramment utilisé dans ’analyse des séries tem-
porelles pour rendre une série stationnaire. Beaucoup de séries temporelles réelles
ont de tendances ou des variations saisonnieres, ce qui les rend non stationnaires.

L’opérateur de différence permet d’éliminer ces tendances.
Définition 2.6. L’opérateur de différence V est défini par :
VX =Xt — Xiq

Alors :
VXt = Xt - LXt,1 - (1 - L)Xt
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La différence seconde est :
VX, =V(VX,)=(1—-L)?X,=1-2L+ L?
= szt = Xt - 2Xt71 + thg.

2.2.6 Polynome caractéristique

A partir de la définition de 'opérateur retard, on peut construire des polynomes

a coefficients réels. Soit W(L) un polynéme d’ordre ¢ :

(L) = oL’ + L' + - + 1, L.

L’application de ce polynome a un processus aléatoire {Y;; ¢ € Z} donne :
W(L)Y; = oY +nYiy + -+ iy,

2.3 Processus autorégressifs

Dans ce qui suit en rappel la notion d’un processus autorégressifs d’ordre quel-
conque et leur propriétée.

Définition 2.7. Un processus autorégressif d’ordre p, noté AR(p), est un processus
stochastique pour le quel la valeur actuelle Y; est une combinaison linéaire de p
valeurs récentes Y;_4,---,Y,_, plus un bruit blanc . Il s’écrit sous la forme :

Yi=0Yi 1+ Yo+ -+ Y, + e (2.7)

avec o, €ER, i =1,--- ,p—1, ¢, # 0 et par convention ¢y = 1.

2.4 Processus autorégressifs d’ordre deux

Dans notre travail on s’intéresse aux processus autorégressif du second ordre.

Définition 2.8. Le processus stationnaire {Y;, ¢ € T} satisfait une représentation
AR d’ordre 2, notée AR(2), s’il est solution de I’équation aux différences stochas-

tique suivante :
Yi = oVia+oYiote (2.8)
alors

¢ = Yi— ;1Y — 92V (2-9)
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En utilisant 'opérateur retard, 'expression (2.9) devient :

& = Yi— 1LY — ¢2L2Y}
= (1—¢1L — $ L)Y,
Finalement
O(L)Y; = €. (2.10)

avec ®(L) =1 — ¢ L — ¢ =1 — 25:1 ;L7 ou ¢y € R*, ¢g = 1 avec ¢ un
bruit blanc, ® = (¢pg, ¢1,, P2)" les coefficients du modele AR(2).
Stationnarité du processus autorégressifs d’ordre deux :

1. La condition sur les racines du polynome caractéristique :

Le modele AR(2) est stationnaire si et seulement si les racines du polynéme

caractéristique §; sont a I'extérieur du cercle unité c’est-a-dire
& 1>1, =12 (2.11)

2. La condition sur les coefficients du polynome caractéristique :
La condition sur les coefficients du polynome caractéristique ¢, et ¢y dite
(région triangulaire) qu’est définie dans (Sorbye 2022[29],P.587) :

(a) p2 <1

(b) ¢ > —1

(¢) ¢1+¢2<1

(d) ¢1— g2 <1

Ces inégalités forment une région triangulaire dans le plan des coefficients

(¢1, P2) appelée région de stationnarité triangulaire.

Triangle de stationnarité

Cette zone est un triangle délimité par ces 3 droites :

(a) |¢2| = 1 droite horizontale

(b) ¢2 =1 — ¢y (pente négative)

(¢) ¢ = ¢1 — 1 (pente positive)

Graphiquement, cette region a la forme d’un triangle dans le plans des coeffi-

cients.
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Zone de stationnarite pour AR(2)

2 —
—— 0,710,
15 _¢2:¢1-1
—_— 1
1 ¢2:_1 7
05
< OF
0.5
-1
151
_2 1 1 1 1 1 1 ]
-2 -1.5 -1 -0.5 q 0.5 1 1.5 2
¢LL

F1G. 2.1: La région de stationnarité d'un AR(2)

2.5 Inversion d’un processus autorégressif

L’inverse d’un processus autorégressif d’ordre p est une représentation en

moyenne mobile d’ordre infini, notée M A(o0). D’apres la formule (2.10), on a

1

Y, = ——¢,.
t CID(L)Et

(2.12)

alors

1
1= oL — gol2

= Zﬂ'ijEt

Jj=0

= E Tj€t—j-

Jj=0

Ou les ; sont les coefficients de I'inverse du polynéme caractéristique ®(L).
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2.5.1 Calcul des coefficients 7,

Il existe plusieurs méthodes pour calculer les coefficients 7;, on commence par la

méthode classique qu’on va détailler dans le théoreme suivant.
Théoreme 2.2. Les coefficients 7; en fonction de ¢1 et ¢ est :

1]

NS,

™y = (];k>¢{2’“¢’5 (2.13)
k=0
Preuve. On a
r 1
0(z) 161z — 2
1

= , c’est la somme d’une suite géométrique de raison ¢rz + ¢oz>
1 — (¢12 + $22?)

= Z(¢1Z + ¢22),

j=>0
En appliquant la formule de “binéme Newten” (cité dans le premier chapitre)

l’équation —— devient comme suit :

¢(2)

1

o(z) ;;(i)(¢1z)j‘k(¢zz2)k
— ( >¢] Rk itk

- (73 F)etrmote,

Mb

—
[T
— o

<

%
o
=
Il
o

- J
07" E %
7>0
Par zdentzﬁcatzon on aura

LI
AN
T = (‘7 5 )¢]1 2 oh.

k=0

ks,

d’ou le résultat.

Théoreme 2.3. [}/ Les coefficients m; en fonction des racine du polynéme ca-
ractéristique sont donnés par

&&7 — 687
& —&

7Tj:

(2.14)
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Démonstration. Soit le polynome caractéristique d'un AR(2) en fonction de z donné
par :

$(2) =1 — g1z — o2

On a d’apres le premier chapitre, les racines de ce polynome sont

A = ¢F+ 4y

- —¢1 + VA
20

L _ 6 VA
209

On peut réécrire le polynome ¢(z) en fonction de z; et z

P(2) = —da(z — 21)(2 — 22)
i
= —(9212 (1 - lez) (1 - Z%z) .

o —¢1 + VA —¢1 — VA
ameT 26, 26,

1
0

o= (101

= (1—az)(1-p2).

Et on a aussi

Alors

1 1
Avecaa = — et = —
22

21
Et 'inverse de ¢(z) est :

1 J
% = Zﬂ'jz

720

(1 —az)(1 - fz)
1 1

(1—az) (1-p52)

_ (Z W') (z w) ,
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pour notre cas a; = &’ et b; = 37 en utilisant le produit de Cauchy on aura :

et

Pour z = £ on aura

j

(2.15)

(2.16)

_ a8’ - 76
G—&

O

Une autre maniere pour calculer les coefficients m; en fonction de ¢; et ¢, on

utilise la récurrences a trois termes sur les coefficients 7; donné dans le théoreme

suivant :

Théoreme 2.4. Les coefficients m; satisfont la relation de récurrences a trois termes

suivante

Tj = Q151 + Pamj_o.

Avec les premiers termes mg = 1 m = ¢

(2.17)

Preuve. Ce résultat découle de l’application de [14, Theorem 2.1] pour la fonction

génératrice rationnelle
En effet, on a

1
1—¢1z—¢22?

1

1 — g1z — ¢p2?

_E J
= T2,

320
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qui permet d’écrire

1 .
1 = ;2
1—¢1Z—¢222j§ !

avec by =1, by = @1 et by = —¢o. Le produit de Cauchy permet d’écrire

min(2,5)
= Z bk;ﬂ-j—k Zj.
§>0 k=0
Par identification on aura :
1, st j =
T =4 1, st j =

D11 + QaTj_o, S1 j > 2

2.5.2 Fonction d’autocovariance de Y,

Théoreme 2.5. [28] La fonction d’autocovariance en fonction des coefficients 7,

est donnée par

y(h) =Y mymen

J=0

Démonstration.

v(h) = E(YiaY)

= E <Yt+h Z 7Tj€t—j>

j=0
= E (Z 7Tj€t—th+h)
7>0

= Z WjE (Y;‘-i-het—j)

Jj=0

= Z Z TR (€ n—i€i—j).

>0 i>0

Comme

1 sii=j+h
0 sinon

E(€t+h—i€t—j> = {

Alors la fonction d’autocovariance de Y; devient :

y(h) = T

Jj=0

(2.18)
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D’ou le résultat. O

Avant de calculer y(h) on calculons d’abord le produit m;m; .
En effet, on a

&7 - 676

BT T

alors - o
o _ag g
s £ — &

Le produit nous donne

N e TR A N A M T S
TjTij4h = ( 51_62 ) ( 51—52 >

- (51 1§ ) (§1€2h 2 é;jchrlg;jJrl _ £;j+1£2*j7h+1 "‘ggéli%ih)
ol e GERRE GRS CUE U B e B
alors
1 o
V(h) = (fl 52) ;glfgh 2j 552) J+1(£1 f;h) +€g€1 2 h)
_ 1 2+—h —2j B 7h_ n B
- oo g6 Zf (Sus: )@1&);(&&) )
1 .
: e é)
(& — &) \ > ; 1

On sait que :

a1
257 - 1-&°

J=0

oo
2(5152) - 1_(5152)_1

Jj=0
: 1
E : -2 _
T

720

En remplagant .., &%, Y is0(1&a) et D0 &% par leurs valeurs, v(h) de-
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0 = g (96" () - 6" - e e ()

" (& 152) <§22£1h<1—1§1_2)>

£163 [th ffh _§1h+§2h}
(G —&)?2&G-1 g1 E& -1 |

v(h) = 31 & h} (2.19)

(&6 — 1)(&2 — &) {5% -1 &-1

Théoréeme 2.6. [20] La fonction d’autocovariance y(h) est donnée par la récurence

suivante
Y(h) = ¢1ry(h — 1) + doy(h — 2). (2.20)
Démonstration. On a
Tj = Q151 + PaTj_o.
Alors
Tjth = Q1T jph—1 + Q2Tjrn—2

On calculons le produit m;7;p

TiTjn = T (P17 j4h—1 + P2Tjth—2)

= OITjTjph—1 + Q2T Tjph—2

et d’apres le théoreme (2.18), on a
v(h) = Zﬂﬂfﬂh
320
= Z (P17 1 + P27 Ty n—2)
320

= ¢ Z TjTjth—1 + P2 Z T jrh—2

>0 >0

= ¢1y(h— 1) + ¢ay(h —2).

Alors
v(h) = ¢1y(h — 1) + ¢doy(h — 2).
D’ou le résultat. O]
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2.5.3 La fonction d’autocorrélation de Y;

Théoréme 2.7. [28] L’expression de p(h) en fonction des racines est donnée par

_GgME - -6"NE -

p(h 2.21
W= g-n-a@-1 220
Preuve.
7(h)
plh) = —=
(*) 7(0)
S
_ &1 g1
o L &
g-1 &1
_ e -gE -1
L8 —1)—&(E - 1)
D’ot le résultat
Pour la récurence qui satisfait p(h) on a le théoréeme suivant
Théoréeme 2.8. [20]
p(h) = d1p(h — 1) + ¢2p(h — 2) (2.22)
Preuve. - Pour h =0, p(0) = 1.
— Pour h =1, p(1) = &
— Pour h > 2
7(h)
pth) = —=
(*) 7(0)
_ oy(h—1) 4+ dy(h - 2)
7(0)
vh—1)  y(h—2)
= ¢ +o
0 T (0
= ¢1p(h = 1) + ¢2p(h — 2)
Finalement
p(h) = ¢1p(h — 1) + ¢2p(h — 2) (2.23)
Exemple 2.1. On considére le processus autorégressif d’ordre 2:
5 1
Y, = BYt—l — 6}/;5—2 + €.
Son polynome caractéristique est Po(L) =1 — %L + %LQ, ce qui implique

5) 1
(IDQ(Z) =1- 62 + 622
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donc A = % qui admet 2 et 3 comme racines. Les expressions de mj, v, et p, en

fonction des racines de son polynome caractéristique sont :

&7 - 676

T =
’ §1— &
32
= 53
Y = 5%53 { Th _ %7]1 }
(E&—D(&—-&) [&§-1 &-1
3
- = 24—h __92-h
Y 0 ( 3*h),
et
GG D -G - )
&6 —1) —&(E - 1)
1
_ 247h _327h )
L )
Exemple 2.2. On considere le processus autorégressif d’ordre 2 :
3 9
Yt - Z}/t—l - 1_6}/15_2 + €.

Son polynéme caractéristique est Po(L) =1— 3L + L%
Donc A = 2Zi% et /A = %gi qui admet 2(1 —iv/3) et 2(1 + iv/3)comme racines,
avec | & |=| & |= % > 1 vérifies la stationnarité. Les expressions de m;, vy, el p, en

fonction des racines de son polynome caractéristique sont :

;= % ((1 +4V/3)7UtD (1~ iﬁ)‘“*”)

= 73367\ 3
et

3\" 1 e ) e .
ph:(§) e [(1—2\/5) M(—17 + 8iV3) (1 +iV/3) h(—17—81\/§)}

64v/3 <2> o [(1 — V3 (=17 4+ 8iV3) — (1 4+ iV3) (=17 — 81\/3)}
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F1c. 2.2: Fonction d’autocorrélation dans 'intervalle [0, 30].

Le graphe de p(h) sur Uintervalle de nombres entiers [0, 30] est représenté par

le correlogramme sur la figure 2.2. 1l s’agit d’une extension de [4, Figure 3-4, p.82].



Chapitre 3

L’autocovariance et
I’autocorrélation en fonction des
coefficients : méthode algébrique

3.1 Introduction

L’étude des séries temporelles repose sur 'analyse des dépendances internes entre
les observations successives d’un processus aléatoire. Deux concepts fondamentaux
dans cette analyse sont l'autocovariance et l'autocorrélation, qui permettent de
quantifier la force et la structure de ces dépendances.

L’autocovariance mesure la covariance entre les valeurs d’une série a deux ins-
tants différents, tandis que I'autocorrélation standardise cette mesure pour la rendre
indépendante de 1’échelle des données. Ces fonctions sont particulierement utiles
pour identifier les composantes périodiques, les tendances et les structures de
dépendance a long terme dans une série.

Dans le cadre de la méthode algébrique, ces coefficients sont dérivés de maniere
formelle a partir de représentations mathématiques du processus, comme les modeles
autorégressifs (AR), les modeles & moyenne mobile (MA), ou leurs combinaisons
(ARMA/ARIMA). La formulation algébrique permet de relier directement les pa-
rametres du modele aux propriétés statistiques du processus, notamment a sa fonc-
tion d’autocovariance et d’autocorrélation. Cette approche offre un outil rigoureux

pour la modélisation.

Théoréme 3.1. L’expression de y et y(1) en fonction des coefficients ¢y et ¢o sont

données respectivement par

- 1 — ¢,
T G D —d— (@2 — 1) (3.1)
et
(1) = o1 32)

(P2 + 1) (2 — 1 — 1) (2 + 01 — 1)
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Preuve. On a

et d’apés le premier chapitre

— —-D)t

o 42
= 1—pt—qt

Par identification, on aura a = 1, p = b = ¢1 et ¢ = ¢o. Et on a aussi dans le

premier chapitre

S it = Q(t)
S L= pr = (2 + 260 — (pa) 8+ gt

Avec le polynome Q(t) donné par :

Q(t) = ab + (pb® + qab — abp*)t + (qpb* + pga® — abgp® — abg*)t* — aq®(b — ap)t®.

5 R(t)
Z a’t" = .
" 1 — p%t — (2gqp? + 2¢*)t% — (pq)*t® + ¢*t*

n>0
Awvec le polynome R(t) donné par :
R(t) = a® + (b — a*p?)t + (2abpq — a*(2qp” + ¢*))t* — ¢*(b — ap)*t’,

en remplacant a, b, p et q par leurs valeurs on obtient :

Za 0 = 01+ P19t
LT TG 2020 + 2008 — (0100)28 + 0300
_ ¢1(gpat + 1)
(gt + 1) [5t3 — da(@F + P2)t? — (H] + o)t + 1]
o

(0583 — do (D7 + P2)t2 — (07 + o)t + 1]
et
2.n 1 - QS%tQ
Zo T T TG 20207 1 20D~ (61027 + 040
(1 — pat)(1 + pot)
(14 dat)[@383 — (@3 + Po)pat? — (93 + Po)t + 1]
1— ¢ot
O3t3 — (P + Pa)pat? — (P2 + o)t + 17
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Pourt =1 on aura
Z Qplpqt" = 1
= (03 — 2(¢1 + 62) — (97 + ¢2) + 1]
_ P1
(14 ¢3) = (6% + ¢2)(1 + )
_ $1
(14 ¢2)(¢5 — d2 +1) — (¢F + 62)(1 + ¢2)
¢1
(1+ ¢2)[(¢2 — 1) — 7]
_ o1
(2 + 1) (¢ — o1 — 1) (2 + ¢ — 1)’
C’est a dire
(1) = & :
(P2 +1)(d2 — d1 — 1) (g2 + 1 — 1)
D’ou le résultat
On a aussi pour t =1 la formule Y, -, azt" devient :
St = 1 — ¢
— " ¢3 — (¢ + ¢2)2 — (61 + ¢2) + 1
_ 1 — ¢
(G2 D)(g2— 1 — 1)(d2+ ¢1 — 1)
C’est a dire
_ 1 — ¢
Tt D - DGt - 1)
D’ot le résultat.
Lemme 3.1. /28] Les coefficients m;1, sont données par
Tjsh = TRT; + GoTp_1T,_1. (3.3)

Preuve.
ZW' = Th + QaTh12
e L= 612 — §p2?
1 +o 1
=7 Th_1%
h1—¢12—¢222 2 1 — 12 — go2?

= 7ThE 7Tj2’]—|-¢271'h_122 7TjZJ

n>0 n>0

. 1
= 7Th£ szj+¢2ﬂ'h71£ 7'('jZ]Jr

n>0 n>0

= 7Th§ T2 4 Pamp_1 E 12

n>0 n>1

= 7ThE 7TjZJ+¢27Th,1£ 7Tj,12].

n>0 n>0



Chapitre 3.L’autocovariance et 'autocorrélation des coefficients : méthode algébrique

39

Par identificationt on aura

Tjph = ThTj + QaTp_ 1751
D’ou le résultat.

Théoreme 3.2. [28] La fonction d’autocovariance y(h) est

(1 — ¢o)mn + P12mmn 1
(P2 +1)(P2 — 1 — 1) (2 + 1 — 1)

Preuve. La definition de vy(h) et la formule (3.3) mener a :

v(h) = Z 7Tj7Tj+th

Jj=0
= Zﬂ'j(ﬂ'hﬂ'j + ¢27Th_171'j_1)2j

320

= Whg 720+ ot g Timi—1%’

7=0 7=>0
= YTy + Gamh_y Z TiTj41
j=>0
= v + Gamp_17(1).

v(h) =

En remplacant v et (1) par les expréssion (3.1) et (3.2) on obtient :

D102
1 — ¢
=7 (Wh + 1¢i¢;277h—1)
1 — ¢, (W+¢1¢27T >
(2 +1)(g2— 1 — D2t -1\ " T—¢p "
(1 — @o)mh + P1¢2mh1
(P2 +1)(P2 — ¢1 — 1) (2 + 1 — 1)

y(h) = ~m,+ V-1

Alors
(1 = @) + P12mh_1

v(h) = (P2 +1) (2 — d1 — 1)(2 + 01 — 1)

D’ou le résultat.
Théoreme 3.3. [28] La fonction d’autocorrélation p(h) est

0102 _
L—¢p "

p(h) = m, +

(3.5)
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Preuve. D’apreés les difinition du premier chapitre on a :
~(h)
plh) = ——
g
7 102
oy (Wh Ti- ¢27Th_1)
_ P12
= T+ 1= oy h—1
Alors 10
h) = 2
p(h) = + e
Explicitement, pour h pair on aura :
2h — k 103 2h —k =1\ 20—k) &
. 3.6
¢2+Z(2h_% 1_¢2) ( N )¢1 o5 (36)
Et pour A impair on aura :
2h — k+1 2h — k _
p(2h+1) = ¢h +Z( ;% ) ( )fb?(h Ok (37)

oh—2k+1  1— oy k

3.2 Applications numérique pour le calcul des parametres

d’un AR(2) en fonction de (¢, ¢;)

Nous préesentons quelques résultats de simulation sur les parametres du modele

AR(2). On obtient les résultats qui sont présentés dans les tableaux suivants, pour

les diféerentes valeurs des coefficients ¢ et ¢s.
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TaB. 3.1: Quelques valeurs de 7;
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(¢717¢12) v ~(1)
(17*07 E) 2,55682 | 1,98864

(%, 52) | 1,69753 | 1,08025
(£,52) | 18,5008 | 17,8628
—2 9

(2, 4) | 2,66183 | —1,93587
(3, =2) | 1,9008 | 0,912385

TaAB. 3.2: Quelques valeurs de v et (1) obtenues par (3.1) et (3.2)

(61,62) p(50) p(51)

(L. &) 0,0000518722 0,0000426233

(5, 52) | 1,2918958832001824 x 10~1° | 6,459479416000911 x 10~1°
1,3 0,00599793 0,00539814

(2, 3) 0,00451792 —0,00406613

(3,72) | —2,038757963136975310 7 | —4,2474124232022032 x 107

TaB. 3.3: Quelques valeurs de p(50) et p(51) obtenues par (3.1) et (3.2)

Soient les deux exemple suivant en applicant les formules (2,13), (3.1), (3.2),
(3.6), (3.5) et (3.7)

Exemple 3.1. On considere le processus autorégressif d’ordre 2:

) 1
Y==Y. ,1—=Y_ .
6= gl T gt 2 T €
Son polynome caractéristique est o(L) = 1 — %L + %LQ, avec ¢ = % et ¢y =

—é. Les expressions de 7j, v, et p, en fonction des coefficients de son polynome
caractéristique (¢1, ¢2) sont :

o
o= Z(J . )¢{2’“¢’5

k=0
SSIONO]
—\ k )\6 6)
B 1— 6,
7T Gt )6 — b — Dt by — 1)
_ 1+3
[ [ e i Y g
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et
Y1) = o
(2 +1)(p2 — 1 — 1) (P2 + 91 — 1)
5
_ 6
(—g+D(=s—§-Dl=g+g-1
5
_ 6
(3)(=2)(—3)
_ 3
-
Pn = 7Th+1¢i¢;2 h—1
15 h—2k k L252] h—2k k
h—k\ (5 1 5 h—k—1\ /5 1
-6 o) ez ()6 ()
o (2h—k by \ [2h—k—1\ s0p
. h B - - 2(h— k
p(2h) = ¢2+k:0 <2h—2k+1—¢2>< L )le 0
N & 125k 2=k =1\ (5" 1\
= (5) ) UG ()
Ainsi

2h —k+1 b 2h — k _
p2h+1) = ¢§+Z<2h_2k+1+1_2¢2)( § )sbi(h Vg

L (CR) oy (2 Eh a6 20—k (5 N
B 6 = \14h — 14k +7 k 6 6) °

Exemple 3.2. On considére le processus autorégressif d’ordre 2:

3 9
Y,=-Y,_,——=Y,_ .
0= gt T gt + &
Son polynéme caractéristique est Po(L) =1 — %L + 1%.17, avec ¢ = % et g = —1%

comme racines. Les expressions de m;, v, et p, en fonction des coefficients de son

polynome caractéristique (¢1, p2) sont :

2 ()6 ()
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25
16

(6) (= 16)(—15)

25
3367
et
3
(1) = .
(2 +D)(—4—-3-D(-5+3-1)

(@B

ON" I 12— TE4+6 )\ /2h—K\ /3\2RHL g \F
ph+1) = (=) +3 (2 ° =)
16 10h — 10k + 5 k A 16
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F1c. 3.1: Fonction d’autocorrélation dans 'intervalle [0, 30].

Remarque 3.1. D’apreés exemple (2.2) du deuxieme chapitre et 'exemple (3.2)
en remarque que le graphe de la fonction pj, est le méme dans les deux méthodes.



Conclusion

Ce travail de mémoire est porté sur les processus autorégressif d’ordre 2. Dans
un premier temps nous avons rappelé quelques notions de base sur les fonc-
tions génératrices, les suites de nombre spéciales (notamment les suites récurrentes
linéaires d’ordre 1 et les suites récurrentes linéaires d’ordre 2), le produit de Cau-
chy et la formule de Binet. Au lieu de calculer les dérivées successives et les re-
lations de récurrence; ces outils nous ont servi a revisiter les processus AR(2).
Dans la littérature la plupart des travaux existants expriment les M A(o0), les fonc-
tions d’autocovariance et d’autocorrélation en fonction des racines du polynome
caractéristique. Pour ce qui nous concerne on a remplacé la condition sur les ra-
cines pour qu’ils soient a l’éxterieur du cercle unité par la condition triangulaire
sur les coefficients. Ainsi on a trouvé ’analogue des formules existantes en fonction
des coefficients du polynome caractéristique. On a aussi calculé explicitement la
fonction d’autocovariance et la fonction d’autocorrélation. Pour s’assurer des calcul
on a repris 'exemple du Brockwell et Davis [4] ou ¢; = 3/4 et ¢o = —9/16. Le
diagramme obtenu est identique a celui établit dans [4, p.82]. Il reste a signaler que
le cas général d'un processus autoregressif d’ordre p > 3 est difficile a étudier en
fonction des racines ou des coefficients du polynome caractérisitique. Dans le travail
déja publier récemment avec Aumorassi et Goubi [1], on a réussit a trouver des
formules et des relations de recurrences pour le modele moyenne mobile M A(co) et
les fonctions d’autocovariance et d’autocorrélation. Comme perspective a ce travail,
nous comptons étudier les processus autoregressifs de n’importe quel ordre et voir
leur impact sur les problemes pratiques de la statistique.
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