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INTRODUCTION GENERALE

BEaucoup de données sont issues des phénomenes susceptibles qui varier
avec le temps. C’est par exemple le cas des données financieres, hy-
drologiques, climatiques, économiques, agronomiques.....Chronologiquement
ordonnées, les données sont collectées dans un intervalle de temps dont
on suspecte quun changement s’est produit dans le processus qui génere ces
données. Typiquement, ce probleme est connu comme un probleme de rupture.

Les changements discrets dans un phénomene temporel peuvent se mani-
fester par la présence de faibles ruptures dans les données recueillies. Afin de
comprendre ce phénomene, le controler ou le prévoir, il peut s’avérer tres im-
portant de détecter au préalable ces ruptures avant toute inférence statistique.
La majeure partie de temps , la moyenne des données avant et aprés la rupture
ne seront pas les méme.

Les premiers résultats sur la détection de rupture datent de Page
(1954,1955), lorsqu’il utilisait les sommes partielles pour tester les change-
ments dans la moyenne des observations indépendantes. Depuis lors, les
recherches sur ce sujet ont considérablement avancé et ont été étendues aux
séries chronologiques. Une liste non-exhaustive d’articles sur ce sujet com-
prend Hérdle et Tsybakov (1997), Hardle et al. (1998), Bardet et al. (2009),
Doring (2010, 2011), Ciuperca (2011), Bardet et Kengne (2014), Amano (2012),
Yang et Song (2014), Kengne (2012), Chen et al. (2011), Dehling et al. (2013),
Dehling et al. (2017), Wang et al. (2012), Francq et Zakoian (2012), Bardet et
al. (2012), Zhou et al. (2014), Fotopoulos et al. (2009), Huh (2010), Enikeeva et
al. (2018), Gombay et Serban (2009). On trouve aussi des méthodes basées sur
I'optimisation comme Lavielle (1998), Hawkins (2001) et Menne et Williams Jr

(2005).

Chernoff et Zacks (1964) et Kander et Zacks (1966) ont étudié une suite de
variables aléatoires gaussiennes et indépendantes et ont proposé un test (pa-
ramétrique) Bayesien pour mettre évidence un changement dans la moyenne.
Broemeling (1985) et Broemeling et Tsurumi (1986) se sont intéressés a une
analyse Bayésienne de quelques modeles linéaires.

Ce document comporte trois chapitre :

Le premier Chapitre comprend quelques généralités sur les modeles de
rupture, nous faisons le point sur les différents types de rupture et nous
abordons dans une partie deux exemples de rupture dans différents domaines
d’application.



Introduction générale

Dans le deuxieme Chapitre nous nous intéressons ou différents méthodes
de détection de rupture (tests d’hypothese, estimation, approche bayésienne )
nous rappelons aussi quelques résultats existantes dans ce domaine .

Dans le troisieme Chapitre nous nous intéressons a l'estimation d'un point
de rupture dans le parametre d'une distribution exponentielle.Nous détermi-
nons 1’estimateur de ce point par I'approche bayésienne sur différentes fonc-
tions cofit .

En fin nous présentons des résultats numériques obtenus a partir de don-
née simulés.

Nous terminons par une conclusion générale et quelques perspectives.



1.1

1.2

Définition 1.1

Définition 1.2

LES MODELES DE RUPTURE

INTRODUCTION

La fréquence des changements de situation dans plusieurs domaines scien-
tifiques explique l'intérét porté a l’analyse statistique des points de rupture
et de l’estimation. En effet, dans la pratique, lorsque les structures de controle
révelent qu’il y’a des ruptures quelque part? dans I’évolution du phénoméne
étudié, il est naturel que 1’on veuille localiser la position de ces ruptures qui est
a l'origine du changement de régime, Du point de vue statistique, une rupture
est un lieu ou un temps de sorte que les observations suivent une distribution
jusqu’a ce point et suivent une autre distribution apres celui-ci.

Une rupture d'un modele paramétrique est définie par un changement de
l'une ou plusieurs de ces caractéristiques. Il peut s’agir par exemple de la
moyenne, de la variance, du moment d’ordre r, de la famille de la distribu-
tion... Plusieurs problemes peuvent étre définis similairement.

DEFINITION : POINT DE RUPTURE

Nous dirons qu’il y'a rupture dans une suite de variables aléatoires X1, Xp, X3, ..., Xn
s'il existe un entier m(1 < m < n —1); tel que les wvariables aléatoires
X1, X2, X3, ..., X suivent une loi de probabilité de fonction de répartition Fy(x|6;)
et les variables aléatoires Xy 41, ..., X suivent une autre loi de probabilité de fonction
de répartition F,(x|02), oit 61 et 0, sont des parametres inconnus réels ou vectoriels
(61 # 02) .

Le point m est appelé point de rupture ou point de changement . Dans la littérature
anglo-saxonne il est connu sous le nom de shift point ou change point.

un point de rupture est un istant donné dans une séquence d’observations oit la dis-
trubution de probabilité des observations change .

La notion de detection de rupture est la question liée a I’estimation de I'emplacement
de ce point de rupture dans une série d’observations .

Nous considérons un phénomene aléatoire que nous observons a chaque instant a
un moment donné, nous remarquonsqu’il change de comportement.
Mathématiquement , nous avant une serie d’observations ( séquence de données ) :

(bt o= {7, - ),
issus d'un échantillon de variable aléatoire X1, ..., X,,. n est le nombre d’observations et
i est 'instant d’arrivée de I'observation x¢. On admet qu’au début, dans I'état "normal”
(avant la rupture ), I'échantillon Xy, ..., X,, est identiquement distribué (pas nécessere-
ment indepandant ) selon la fonction de densité fo (.). A un instant donné1 < v <mn,
supposé inconnu, une rupture se produit et la distrubution des X; change pour satisfaire
la distribution de post-changement f1 (.)# fo (.).
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Dans ce cas, I'échantillon X1, X2, ..., X,—1 est identiquement distribué selon la den-
sité de préchangement f (.), et I'échantillon X,, Xy41, ..., Xy est identiquement distru-
bué selon une densité de post-changement f1 (.) .

Les changements qui se produisent dans une séquence d’oservations peuvent étre

divers et différents comme l'illustre la Figure 1.1 .
Néanmois, en géneral, ils sont principalement liés a deux caractéristiques statistiques,
qui sont la moyenne et\ou la variance de la séquence. C’est-a-dire, une rupture existe
si la moyenne et\ou la variance des deux segments { Xi,.., Xy—1 }et { Xo, .., Xy }
sont différentes.

Dans le cas d’existance de multiples ruptures, nous supposons qu’il existe un cer-
tain nombre m de points de rupture, aux instants { vy,..., vy }

Chaque instant est un entier compris entre 2 et n. Les points de ruptures sont ordon-
nés de telle sorte que v; < vj si i < j. Dans ce cas, la densité de distribution change a
chaque instant de rupture {v;},_; .

Il 'y a alors (m+1) "régimes” de distrubution correspondant aux intervalles
(1,01, [01,02], ..., [0m, n[ et aux parametres p;_1 ou 0%j_ qui sont respectevement les
moyennes et les variances des obeservations du j*"¢ segment J0j-1,9,
avecj=1,..,(m+1).

La ﬁ'gure 1.1 montre dans (a) un exemple de rupture dans la moyenne a l'instant
v = 100, dans (b) un exemple de rupture dans la variance et dans (c) il montre un
exemple de rupture sur la moyenne et sur la variance . les exemples (a) ,(b) et (c) re-
présentent le cas oi il existe deux états (régimes) :
état normal (régime préchangement) et état anormal (régime postchangement). Et la
rupture est l'instant de passage de I'état normal a I'état anormal . Le cas (d) est parti-
culier car il montre un exemple de régression qui ne rentre pas dans le cadre précedent il
montre un exemple de rupture de pente our le régime post-changement n’est pas stable
et ne represente pas un seul état mais plusieurs, avec un passage progressif entre les
états.

”IH‘/N* ' M' |

h !
}“ I|I\|I I\[V i” ' N\|||||||
b p: 17 ¥

. 3
1

HW"“’ H"\fﬂf’l\h‘/"f"“"[“{‘ ‘

(a) Rupture de moyenne (b) Rupture de variance

; f. I : J l
S | . ' oM
f i N'w' i i i
'WM‘MWW "l “U "Ll M‘M’“ﬁﬂ“““r" "
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FIGURE 1.1 — Exemples de rupture
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Définition 1.3 Dans un processus aléatoire (X;)teZ, de paramétre d, deR, une rupture kelN se
présente par :

avec 1<k<n et dy#d

Ceci veut dire que le processus (Xi; ......; Xi) dépend d’un paramétre dipar contre
le deuxiéme processus (Xjy1; ......; Xn) dépend d'un autre paramétre dy, a l'instant k
il se produit un changement dans la valeur de paramétre d, cet instant k représente
une rupture. Ainsi, un processus aléatoire ayant plusieurs ruptures { k, ¢, ... } se
présente par l'écriture,

avec 1<k</l<mn et dp#..#d,

les figures suivantes montrent un nombre différent de rupture (T;);~1 dans des proces-
sus aléatoires (les lignes rouges).
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FIGURE 1.3 - ARFIMAT, 72) = (150,275)
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WA W

(] 200 400 Ss00 BOo0 1000

FIGURE 1.4 - ARFIMA(T, 72, 13, Ta, T5) = (150,400, 550, 700, 850)

ARFIMA :AutoRegressive Fractionally Integrated Moving Average
(Moyenne mobile autorégressive a intégration fractionné)

1.3 DIFFERENTS TYPES DE RUPTURE

1.3.1 Rupture unique

Nous dirons qu’il y a rupture dans une suite de variables aléatoires
X1, ..., X, de fonction de répartition F;(x|6;),i = 1, n, s'il existe un entier
m(l1 <m<n-—1) telque :

X, — Fl(x|91), i=1,..m
T B(xl6y), i=m+1,.n

Avec 61 et 0, sont des parametres inconnus réels ou vectoriels (61 # 07).

Exemple :

La figure suivante représente le cas d'une loi normale avec rupture unique
dans la moyenne.

:.-........||l||‘ ‘Illln.....-.. n._*__.___.m.nlljl‘llhlhm“-__-._

N WM & 0 & W XN WO 00 W 1D 1M W O 1X 10 1M 1@ x 0 o4 x & T @ %0 100 10 1B 13 0 i@ % W

FIGURE 1.5 — La figure représente une rupture dans une loi normale.

1.3.2 Rupture multiple

Nous dirons qu'une suite de variables aléatoires admet des ruptures mul-
tiples s'il existe des entiers m.....q, avec (1 <m < ... <g<n-—1) telque:

01 = .= O # Opyy1 = 0 = 0, # 6,01 = .. = B,
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Exmple :

La figure suivante représente une séries ayant subi plusieurs ruptures par
rapport au seuil adaptatif.

oy
Fhaer FrTy = o =T o T Fr FEr

FIGURE 1.6 — La figure représente une séries ayant subi plusieurs ruptures par rapport au
seuil adaptatif.
1.3.3 Rupture épidémique

Soit Xj, ..., X, des variables aléatoires réelles de répartition continues res-
pective Fi, ..., Fy.

Considérons le modele épidémique suivant :

Il existe des entiers m et g(1 < m < g < n) tels que

FF=Fh=.=F,=F4=..=F=F

Fup1=..=F,=GetF £ G

Nous notons | = q — m la longueur de 1'épidémie.

Et m, q les bornes de localisation.

Parmi les chercheurs qui se sont intéressés au problémes de rupture épidé-
mique, citons Rackauskas et Suquet .

Exemple :

la figure suivante indique une rupture épidémique.

o 4
& o
@0 - 5 . . g =] o
2 o ) o
© - % @ % o o® coo @o o0 |, a 00% @d}o o
(] o ] o
dﬂwo o - od%o dj'-‘ ©C 0 O0DOC 00 mb Geooog%oa - " ooﬂlc
== o ﬁ O%o @nam @000 0@ o ®[0o0g 90 g 8° o0 oo
L) & %"cﬁ"‘ @ CONGD GDOD AEND % %o o
o0 95 og’ o oo R D
o :y 008 O, & @ 00 000 OGN CONDEED O @oqO ﬁ ] ] %8
O% ) oo Og ad@ o ? o ®
o o oq%oco h @O0OE O aD 0000 [+} & CPOOQ -4 &
- oYy o@@ )
o o @ o & &L o 0000 OO
o Q
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FIGURE 1.7 — La figure indique une rupture épidémique.
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EXEMPLES DE RUPTURE DANS DIFFERENTS DOMAINES D’ APPLI-
CATION

Dans cette section, nous présentons deux exemples de rupture de données
réelles.

Le premier jeu de données est relatif aux anomalies climatiques. ces don-
nées sont issues de la base de données de la NOAA. Les autres jeux de don-
nées sont relatifs a la premiere vague du COVID-19 en France. Ces données
concernent le taux journalier de déces, le nombre journalier de déces et le
nombre journalier de cas. Elles proviennent des bases de données de la Worl-
dometers.

A fin d’appliquer les méthodes de détection de rupture utilisées par
(Ngatchou-Wandjia et Marwa Ltaifa). Les deux séries sont modéliser comme
suit :

Modélisation

Le chronogramme de chacune des séries brutes (Y;) considérées dans cette
étude semble présenter une tendance et aucune saisonnalité (voir Figures 1.8
(a), 1.9 (a), 1.10 (a) et 1.11 (a)). Les résultats établis dans Ngatchou-Wandji et
Ltaifa (2021) ne peuvent s’appliquer directement a ces séries. Nous les décom-
posons alors en la somme de deux composantes comme suit :

Yy =Zi + X;

ou X; est une série stationnaire par morceaux de moyenne 1 et de variance ¢
sur chaque "morceau” et Z; représente la composante tendancielle supposée
continue. Il s’agit pour nous de considérer la série corrigée de la tendance,
c’est-a-dire la série résiduelle qui exhibera les mémes points de ruptures que
la série brute. Il y a plusieurs méthodes d’estimation de la tendance d'une
série chronologique. Nous utilisons ici la méthode des moyennes mobiles, en
particulier les moyennes mobiles arithmétiques d’ordre 5. Car ce sont elles qui
nous ont semblé produire les meilleures estimations. Nous estimons donc Z;

par:

- 1 &2
=g Z Yiyj
j=-2
Cette estimation est obtenue en utilisant la commande "ma" du logiciel R.
Ensuite, si on suppose qu’on a potentiels points de rupture qu’on note ¢y,
ty, .., by, tels que t1 < tp < ... < ty, sur chaque intervalle [t;_1,t;), out la sé-
rie résiduelle semble stationnaire, nous ajustons a cette série un modele de la
forme X; = pu+ (Bi /v/n) +0ier, i € {1,...,K+ 1}, k le nombre des ruptures,
n le nombre des données, i + (B; /y/n) eto; sont respectivement la moyenne
et la variance de X;sur l'intervalle[t;_1,t;), B1 = 0 et pour touti =2,..,.k+1,
Bi € R, et €; est un bruit blanc gaussien centré réduit.
Cela correspond a notre probléme de test pour T(x) = u, V(x) = 0; sur
chaque intervalle [t; 1,t;), Yo = (4, tt, . ) T,
Y= (wp+ (B2 V1), u+ (Bs V1) st + (Bria /1)) et
B =(0,B2, B3, s Bri1) -

Nous commengons dans le paragraphe ci-dessous par 1’étude des ruptures
dans les données sur les anomalies climatiques annuelles.
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1.4.1 Anomalie climatique annuelle

nous prenons les données sur les anomalies climatiques annuelles ,de la
période de 1880 a 2015. la figure 1.8 (a) présente le chronogramme des don-
nées brutes et semble exhiber 3 ruptures correspondants au années 1910, 1944
et 1975 . Nous désignons par points de ruptures ici les années qui semblent in-
diquer un changement (une brusque augmentation ou une diminution ) dans
la moyenne des données par rapport aux années précédentes . Nous voulons
savoir si les années potentielles ruptures présentent des point de ruptures ou
si ces points sont dans leur voisinage. Nous commengons par estimer la ten-
dance par la méthode de moyenne mobile . Cette estimation est représentée en
rouge dans la figure 1.8 (a) . Puis, nous prenons la série résiduelle représentée
dansla figure 1.8 (b). En utilisant le test de normalité Shapiro-Wilk sur la série
résiduelle et sur chaque morceau par l'utilisation de la commande Shapiro .
test sous R , nous retenons I’hypothese de normalité . Nous appliquant les tests
de Box-Pierce et Box-Ljung en utilisant la commande de Box.test sous R sur ces
données .

Nous trouvons p-valeur =0,03858 . Donc pour un seuil critique & = 0.05
nous rejetons I’hypothese iid des résidus . D’oti 'hypothése d’hétéroscédasti-
citéIci nous prenons k = 3.t; = 1910,t, = 1944,t3 = 1975, u + (B; //n)et
o; sont respectivement la moyenne et la variance des données résiduelles sur
I'intervalle [t;_q,t;),pouri =1,2,3,4 ou typ = 1880 et t4 = 2015, 1 = 0 et pour
touti =2,..,k+1,B8; € R et (¢&); est un bruit blanc gaussien centré réduit.

Ensuit , nous calculons la puissance de test autour de chaque points ¢;

Et nous prenons les années donnant la puissance maximale . Nous obtenons
les points suivants :t; = 1915,f, = 1944 ,f; = 1975 représentés dans la figure
1.8 (c). Ces points sont ceux considérés hormis le point #; qui est proche de
t; considéré. Ces points semblent coller a la réalité . En effet ,dans le premier
intervalle la tendance globale est a la baisse . Elle est a la hausse dans l'inter-
valle suivant, puis constante dans le suivant et a la hausse dans le dernier.
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FIGURE 1.8 — Anomalies climatique mondiales de 1880 a 2015.

1.4.2 COVID-19 en France

Dans ce paragraphe nous étudions trois séries de données journalieres rela-
tives a la premiere vague du Covid-19 en France en 2020. Nous désignons par
les numéros 1,2, ..., 1 les jours des données dans 1'ordre . C’est-a-dire que :

1 correspond au premier jour, 2 au deuxiéme jour,...n au dernier jour. Dans la
premiere, la deuxiéme et la troisieme applications, 1 correspond respectivement
aux 15/02/2020, 27/02/2020 et 25/02/2020 et n correspond au 10/07/2020.
Nous commencons d’abord par donner quelques éléments de la chronologie
de cette premiére vague qui peuvent aider a l'interprétation des ruptures dans

les séries étudiées.

- Le 14/02/2020 : Enregistrement du premier déces en France, celui d'un
touriste chinois de 8o ans.

- Le 25/02/2020:

cinq nouveaux cas.

- Le 15/03/2020:
- Le 17/03/2020:
-Le 11/05/2020:
- Le 02/06/2020:
- Le 22/06/2020 :

Enregistrement du premier déces frangais et

Fermeture des lieux publics.

Mise en place du confinement.

Début de la phase 1 du dé-confinement.
Début de la phase 2 du dé-confinement.
Début de la phase 3 du dé-confinement.

11



Chapitre 1. Les modeéles de rupture

¢ Taux de mortalité

La premiere série étudiée est celle du taux de mortalité dans la période
du 15/02/2020 au 10/07/2020.la figure 1.9 (a) correspond au chronogramme
des données brutes. Ce graphique, semble présenter 5 potentiels points de rup-
tures correspondants aux jourst; = 11, to = 31, t3 = 47, t4 = 58 et t5 = 110,
a compter a partir du 15/02. C’est-a-dire que les potentielles ruptures corres-
pondent respectivement aux 25/02/2020, 16/03 /2020, 01/04/2020, 12/04 /2020
et 03/06/2020. Ici ty, tp,t3 etty nous semblent indiquer des instants de chan-
gement dans la moyenne de la série. En utilisant le test de normalité Shapiro-
Wilk sur la série résiduelle et sur chaque morceau par l'utilisation de la com-
mande shapiro. test sous R, nous retenons I’hypothése de normalité sur chaque
morceau. L'utilisation des tests de Box et Pierce nous conduit a rejeter ’hypo-
thése iid. Cela nous permet de justifier la présence des points de ruptures dans
les données. En t3 le changement de la moyenne est significatif mais ce point
peut-étre une fausse alarme. Nous pouvons remarquer trés facilement que la
série résiduelle représentée dans la figure 1.9(b) exhibe les mémes points de
rupture que la série des données brutes. Donc apres l'estimation de la ten-
dance, nous ajustons a la série corrigée de la tendance au modele décrit dans
(le paragraphe précédant) pour k = 5, t; = 11, t, = 31, t3 = 47, t; = 58et
ts = 110, u + (51 /\/ﬁ) et 0; sont respectivement la moyenne et la variance
des données résiduelle sur l'intervalle [t;_1,t;), pour i = 1,..,n avec tp = 1 et
te = n, p1 = 0 et pour touti = 2,...,k+1,5; € R est un bruit blanc gaussien
centré réduit. Cet ajustement est da au fait que p — valeur = 0.002681 lorsque
nous avons appliqué les tests de Box sur la série résiduelle.

Nous calculons la puissance du test autour des points ¢; ci-dessus et nous
prenons les années donnant la puissance maximale. Nous obtenons les points
=11,/ = 32,13 = 46,1, = 60, {5 = 110 a compter a partir du 15/02/2020.
IIs sont représentés dans la figure 1.9 (c). Nous remarquons que notre mé-
thode fournie comme estimateurs des dates des ruptures, les ruptures poten-
tielles. Pour interpréter ces estimations, nous dirons qu’autour du 25/02/2020,
le taux de mortalité qui est a la baisse, va brusquement augmenter pour at-
teindre son pic le 15/03/2020 et chuter drastiquement le lendemain puis rester
presque constant jusqu’au 30/03/2020, avant de remonter lentement jusqu’au
11/04/2020, puis redescendre lentement jusqu’au 03/06/2020 avant de se sta-
biliser jusqu’a la phase 3 du dé-confinement et méme longtemps apres.

12
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FIGURE 1.9 — Taux de mortalité du COVID-19 en France du 15/02/2020 au 10/07/2020.

* Nombre de déces quotidiens

Nous cherchons dans cette partie les points de rupture dans la série des
données correspondant aux nombres de déces quotidiens du COVID-19 en
France dans la période du 27/02/2020 au 10/07/2020.1a figure 1.10(a) cor-
respond au chronogramme des données brutes. Nous voulons savoir si les
potentiels points de rupture dans cette série, tracés en vert dans la figure,
représentent réellement des points de rupture. Ces points sont t; = 31,
tp = 38, t3 = 55, ty = 86et t5 = 116 correspondants respectivement aux dates
suivantes : 28/03/2020, 04/04/2020, 21/04/2020, 22/05/2020 et 21/06/2020.
Comme dans les cas précédents, nous estimons la tendance, puis nous ajustons
a la série corrigée de la tendance le modele décrit dans la section précédente,
ol 1 et n sont respectivement 27/02/2020 et 10/07/2020. Cette série est re-
présentée dans la figure 1.10 (b). Nous calculons la puissance du test autour
des t; et nous prenons les dates donnant la plus grande puissance. Nous obte-
nons ainsi les dates : f; = 35,/ = 40,f3 = 56, f4 = 88 et {5 = 117 a compter
a partir du 27/02/2020. Ces dates représentées dans la figure 1.10 (c) corres-
pondent respectivement aux 02/03/2020, 06/04 /2020, 22/04/2020, 21/05/2020
et 25/06/2020. Les dates estimées sont différentes des potentielles dates de rup-
ture, mais elles leur sont trés proches, et les résultats obtenus sont plus proches
de la réalité. En effet, autour du f; = 02/03/2020, le nombre de déces aug-
mente drastiquement, atteint son pic et redescend autour du E = 06/04/2020,
puis oscille significativement jusqu’aux environs duf; = 22/04/2020, et un
peu moins significativement entre les premiere et deuxieme phases du dé-
confinement, jusqu’au fa = 21/05/2020, date a partir de laquelle il se stabilise
avant de se réduire considérablement a partir du f5 = 25/06/2020, peu aprés
la troisiéme phase du dé-confinement.
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FIGURE 1.10 — Nombre de déces quotidiens du COVID-19 en France du 27/02/2020 au
10/07/2020

* Nouveaux cas quotidiens

Nous prenons les données des nouveaux cas quotidiens du COVID-19 en
France dans la période du 25/02/2020 au 10/07/2020 présentées dans la figure
1.11 (a). On dénombre 6 potentiels points de ruptures, représentés en vert.
Ces points sont,t; = 27, t, = 33, t3 = 37, t4 = 75, t5 = 93 et t, = 100 qui
correspondent respectivement aux dates suivantes : 23/03/2020, 28/03/2020,
01/04/2020, 09/05/2020, 27/05/2020 et 03/06/2020.

Comme précédemment, nous estimons la tendance par la méthode de
moyenne mobile d’ordre 5 et nous ajustons aux données résiduelles le modele
décrit dans (le paragraphe précédant) pourk = 7, + (B; /\/n) et o; sont res-
pectivement la moyenne et la variance des observations sur l'intervalle [t;_1, t;),
pouri=1,..,k+1,avec tp = lett; = n, 1 = 0 et pour touti = 2,..,k+1,
Bi € R et &; est un bruit blanc gaussien centré réduit.

Ensuite, nous calculons la puissance comme dans les cas précédents. Nous
obtenons les dates suivantes : f; = 26,1, = 34 ,t3 = 40, f4 = 40,t5 = 93
et tg = 110 a compter a partir du 25/02/2020. Ces dates sont représentées
dans la figure 1.11 (c) . Elles correspondent respectivement aux 22/03/2020,
29/03/2020, 04/04/2020, 4/05/2020, 27/05/2020 et 13/06/2020. Les dates
données par notre méthode sont différentes de celles que nous avons soup-
¢onnées mais elles sont tres proches
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2.1

2.2

2.2.1

INFERENCE DANS LES MODELES DE
RUPTURE

INTRODUCTION

L'étude de rupture de modéles est un passage incontournable pour les éco-
nometres et les statisticiens. En effet la stabilité d"un modele si elle venait a faire
défaut, doit étre décelée sinon elle risque de conduire a des résultats erronés et
entrainer des interprétations fausses.

Il est donc impératif de s’assurer de la stabilité ou non du modele étudié.
Pour cela le statisticien est appelé a faire des tests pour détecté un éventuel
changement des parametres de son modele , estimer s’il ya lieu le ou les points
de rupture, identifier les parametres sujets a un changement et en fin estimer
leur amplitude .

Ainsi I'approche est double : soit se contenter de vérifier sil ya rupture (sou-
vent considéré comme un probleme de test d’hypothése) ou bien de localiser le
point de rupture s’il ya lieu ( vu par fois comme un probleme d’estimation )

L’approche bayésienne a été largement sollicitée dans ce domaine.

APPROCHE CLASSIQUE DE DETECTION DE RUPTURE

La détection de rupture dans les signaux et systeme est un probléme par-

ticuliérement important dans la mesure oti, souvent c’est précisément dans le
changement brusque que se concentre une part prépondérante de 1'informa-
tion.
Le plus souvent, les procédures considérées suppose que le point de rupture
correspond a 1'un des instants d’observations et tentent de répondre a la ques-
tion suivante : y a t-il rupture dans le modéle considéré ou non ? Ces procédures
sont en général basées sur les tests d’hypotheses.

Tests de rupture non paramétriques

Dans cette section, quelques tests de rupture déja présents dans la littérature
seront décrits. Ces tests servent, comme leur nom l'indique, a détecter si un jeu
de données posséde ou non une rupture.
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Chapitre 2. Inférence dans les modéles de rupture

Test de pettit (1979) :

Soit (X};),c, un processus aléatoire et T € [1, N| I'instant de rupture.
Nous allons présenter un test qui fait la détection de rupture au niveau de la
fonction de répartition F (x), le test de pettitt (1979).

Ce test est considéré comme un test non paramétrique,il est basé sur le test
de Mann-Whitney, qui est considéré comme un test de rang. La statistique de
test est donnée par,

K, = max | U |
1<t<n
U; n est la statistique de test Mann-Whitney, le test a comme hypothese nulle.
Hy :1l n’existe pas de rupture.
C’est a dire que le processus admet une seule distribution F (x)et T = N.

Contre I'hypothése alternative,

H; :1l existe une seule rupture a l'instant 7, et le processus admet deux
fonction de distribution tel que :

13} (x)(xl,...,xf) ) (x)(XT+1,...,XN)

Pettitt(1979) a donné la probabilité de dépassement approximative d’'une
valeur k par :

—6k2
p (K, > k) ~2exp (N3—|—N2>
cette probabilté doit étre comparée avec un risque a de premiere espeéce,
c’est a dire :
On rejette Hy si la valeur de la statistique de test est inférieure a &, sinon on
I'accepte.

La figure suivante explique la méthode pour obtenir les U;.
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=1.2...1

'

< =
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Non

FIGURE 2.1 — Algorithme explicatif de test de pettitt.

Test de Lambard (1987)

Supposons que l'on a des variables aléatoires vy, ..., yr indépendantes qui
suivent chacune une distribution continue F(y, 61), ..., F(y, 01).
On essais d’étudier s’il y a un changement tel que les parametres
0; (i € 1,7) soient de la forme 6; = ... = 0y # 041 = ... = O .
Mais on a besoin d’un modéle plus général si les parametres 6 changent gra-
duellement dans un intervalle.
Alors, Lombard (1987) a introduit ce modele :

p

Y Sii= 1,...,T1;
0i=1{ p++i06  sii=m+1.,1m (21)
[ p+d sii=mn+1,...,T.
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Chapitre 2. Inférence dans les modéles de rupture

pour 71 < T,
p et 0 inconnus .
Lombard (1987) utilise 'hypothese suivante :

Hy:6=0
versus
H1 ) #0

Pour commencer, voici quelques notations :
i) r; est le rang de la variable aléatoire y;,

ii) ¢ représente une fonction de score avec :

O</Olcp(w)dw<oo,

2 1

Alors, le score de classement de y; , noté s (r;)est :

1 i — .
s(ri) = 2 [([) (T:—l) —qb] pouri=1,..,T.

Donc Lombard (1987) a introduit le test statistique suivant :

) ]—1 T T2—1
O, = Z Z S (1’1') = (’L'z — Tl) ES (Ti) + Z (Tz — l) S (1’1’)
j=nu+1i=1 i=1 i=7+1

qui est le test de rang localement le plus puissant pour tester ’hypothese
nulle versus une hypothese alternative unilatérale si t1 et t2 sont connus. La
statistique dépend indirectement des yi en utilisant le rang de y;,i = 1,..., T.
S’ils sont inconnus, Lombard propose le test suivant :

T-1

T
2
nr=3. Y
h=1ty=t;+1
Si on observe une grande valeur, on rejette 1’hypothese nulle. Lorsque T
tend vers l'infini, il est a noter que :

q1,1 -1
T—’S — g1 = Z 74Zn sous H.
n=1 (177)
ou Z = (Z1,75,...)" est un vecteur de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi normale standard. Les points critiques pour
différentes valeurs de a et pour toute valeur de T sont présentés dans le tableau
2.1.

] o \ 0,1 \0,075 \ 0,05 \0,025 \ 0,01 \

q1 0,0287 | 0,0334 | 0,0403 | 0,0525 | 0,0690
g1 /T° | 0,0289 | 0,0334 | 0,0402 | 0,0515 | 0,0662

TABLE 2.1 — Valeurs critiques de qy et g 1/ T°

22



Chapitre 2. Inférence dans les modéles de rupture

Si on est intéressé a tester 1'hypothese nulle versus une hypothese alterna-
tive unilatérale(6 > 0 oué < 0), Lombard propose trois différents scores :

i) Le score de Wilcoxon : ¢ (u) = 2u — 1, pour tester des changements dans
la position (une tendance centrale),

ii) Le score de Mood : ¢»(u) = (2u — 1)2, pour tester les changements
d’échelle,
iii) Le score logarithmique : ¢3(u) = log(1 — u)(les auteurs utilisent —

log(1 —u)), pour tester des changements d’échelle dans une distribution ayant
pour domaine [0, c0).

Pour le score de Wilcoxon, la fonction de score s(r;) est équivalente a :

Lorsqu’on veut tester s’il y a 1’'apparition d’une tendance, c’est-a-dire que
T = T et que 1 = 7, la statistique du test de Lombard est modifiée tel que
tz =T:

1
fir = Z U1
t=1
et, lorsque T tend vers l'infini, sous '’hypothése nulle :

a7 I
¢ = Y. mZs,
n=1

ol y1 > 72 > ... > 0 sont les solutions positives réelles de
tan (7%> + tanh (fﬁ) =0.
Les points critiques pour différentes valeurs de « et pour toute valeur de T sont
présentés dans le tableau 2.2.

] o \ 0,1 \ 0,075 \ 0,05 \0,025\ 0,01 \

*
91
=
7i | 0,0882 | 0,1026 | 0,1242 | 0,158 | 0,2035

0,0879 | 0,1027 | 0,1242 | 0,162 | 0,21 » 5

X
qn,r

TABLE 2.2 — Valeurs critique de q7 et =z

Lorsqu’on veut tester s’il y a un changement abrupte, c’est-a-dire que 74 = T
et o = T+ 1, toujours en utilisant la fonction de score de Wilcoxon, la statis-
tique de test de Lombard devient :

. T-1[ ¢ 2
fr= ) V=) |2 s(r)
=1 t=1 [t=1

0
et, sous I'hypothése nulle, la distribution limite de q%—'f converge vers la

distribution limite du test d’adéquation de Cramer von Mises (47). Une fois de
plus, pour toute valeur de T, les points critiques sont présentés dans la tableau

2.3
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|« | o1 | o075 | 005 | 0025 | o001 |

B r | 03473 | 03939 | 04614 | 0,5608 | 0,7435
01 /T* | 03431 | 03870 | 04521 | 0,5596 | 0,7022

TABLE 2.3 — Valeurs critiques de qY 1 et ¢° /T,

2.2.2 Tests de rupture paramétriques
Modele Gaussien :
a) Test de Jaruskova (1997) :

Le test de Jaruskova (1997) est un test paramétrique de type «maximump».
Tout comme le test de Lombard (1987), supposons que l'on observe des va-
riables aléatoires y1, ..., yr.L'hypothese nulle stipule que Hy : p1 = .
L’hypothese alternative stipule qu’il existe un point dans le temps
T € {1,.., T — 1} qui fait en sorte que le modele est :

N (pq, 0> ii=1,..71;
i { (,%) sl 22
N (pp,0?) sii=r1,..T;

ou p1 # pa.

En supposant o2 inconnu, le test de Jarugkova , noté | (T) est le suivant :

B B 1 [(T-v)T,_ _,
I(T)—lrgranglr!—lrgngsj g =l
ou: .
— =Y
T T ’

T
o Zj:T+1 Yj
T T—1 '’

. \/ it (=7 + e (- 72)
T-2

L'hypothese nulle est rejetée lorsque la statistique J(T) est plus grande qu'une

certaine valeur critique (voir le tableau 2.4).

Si I'hypothese nulle est vraie, alors . ety devraient étre d’environ la méme

valeur. Jaruskovd (1997) obtient celles-ci par simulations. Une statistique tron-

quée peut aussi étre utilisée :

J1 (T) = maxy r<c<i—ty)r | J2 |,

ou:
to € (0;0,5) (Jaruskova utilise £y = 0, 05).
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Jaruskové (1997) obtient aussi les valeurs critiques par simulations et sont
aussi présentées dans le tableau 2.4.

=005 | oa=0,01 |
LT IO R [T [ 1 (T) |
50 | 315 | 3,08 | 3,76 | 3,69
100 | 3,16 | 3,06 | 3,71 | 3,62
200 | 3,19 | 3,07 | 3,72 | 3,61
300 | 3,21 | 3,08 | 3,73 | 3,62
500 | 3,24 | 3,09 | 373 | 362
TABLE 2.4 — Valeurs critiques de J(T) et J1(T)

b) Test du rapport de vraisemblance :

Posons :S; = x1 + xp + ...+ x; . pour tout i = 1,2, ..., n.
La racine carrée du log de la statistique du rapport de vraisemblance pour ce
test est donnée par :

max [| KS,/n—S AK(1— K/n)}l/z}
1<K<n

L'expression [| KS,/n—S | AK(1—K/n)}" 2} représente la différence
entre les moyennes des K premieres observations et les n — K derniéres, c’est
a dire un test d’égalité de deux moyennes de deux échantillons gaussiens.
Le maximum est recherché pour retrouver le point qui sépare 1’échantillon
en deux sous-échantillons de moyennes différentes. Ce test est invariant si
on change 'emplacement des observations, on peut aussi réduire le nombre
d’observations et dans ce cas le test ne dépend pas directement des x; mais
des différencesy; = x; — x1, i = 2,3, ...,n Pour des valeurs données de m et de
6 = p; — u1, le rapport de vraisemblance de y sous H; et Hy est :

exp {6(mSy/n —S) —1/2m(1 —m/n)é*}

En s’intéressant au test unilatéral, on suppose que le signe de d est connu,
voir § > 0, dans ce cas la statistique du rapport de vraisemblance peut s’écrire
sans valeur absolue et donc

la généralisation suivante peut étre considérée comme une statistique de ce
test :

max [KS,/n—S){K(1— K/”)}l/z]

ng<K<mny

avec: 1 <ng<m <n

¢) Test de pettit(1980) :

Reprenons la statistique précédente :

exp{d(mS,/n —Sy) —1/2m(1 — m/n)é*}

En dérivant le log de cette derniere expression, avec § = 0 on obtient la
statistique suggérée par Pettitt en 1980 qui est :

max (KS, /n — Sk)

1<K<n
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d) Test de Brow et al (1975) :

Une autre statistique intéressante pour ce test est celle proposée par Brown
et Al en 1975 qui est défini comme suit :

~ 12
1r<nl?;<n(5n_1 —Sp-x)/(k—1)
avec :

Si=z14+ 20+ ..z

ou:z =i/(i+1)"*(xip1 — %),

on remarque que sous Hy, les z,, sont des variables aléatoires indépendantes
de loi normale centrée et réduite.

e) Test de chernoff et Zacks,1964 :

En supposant que m possédé une loi a priori qui est la loi uniforme sur
1,2,..,n et que 6 tend vers zéro, Chernoff et Zacks en 1964 ont proposé une
statistique pour ce test

dite ”statistique quasi-bayesienne” qui est :

n—1

Y {ii+1)}'2 oz

i=1

Modéle de regression :
Test de Reeves et al (2007) :

Les tests de Reeves et al. (2007) utilisent les sommes au carré des résidus

et comparent leur statistique de test a une loi de Fisher dont les degrés de
liberté changent dépendamment du test utilisé. Tout comme les autres tests,
supposons que l'on a des variables aléatoires y;, ...,y et que celles-ci, sous
I'hypothése nulle, soient indépendantes et identiquement distribuées tandis
que, sous '’hypothese alternative, il existe un point T tel que la moyenne des
variable vy, ..., y; soit différente des variables y1, ..., yT.
Reeves et al. (2007) proposent les tests (méthodes) LR (Modified Lund and
Reeves TPR method) et XLW (Modified Wang’s TPR method) ot la méthode
TPR (two-phase regression) avec un point de rupture au pointt est simple-
ment :

; ; i=1,..,T
yi = p1 + Bix; + € .Sil i (23)
o+ Poxi+e€ sii=t+1,.,T

ainsi que x1 < ... < x7, € «~ N(0,02) pour i = 1,..., T et By, B2, P41, pi2, T sont
inconnus.

Il y a cependant une contrainte de continuité de la régression au point t
se traduisant par py = p1 + (B1 — B2)xc. Les deux tests suivants proposent
quelques modifications au test TPR, tel que 1'égalité de B et B,.
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eTest LR :

Lund et Reeves (2007) ont modifié le modéle TPR en cessant d'imposer la
contrainte de continuité. Le modele LR suppose que les y; sont des entiers. Le
modele LR est donc :

t+e; i=1,..,
yi = kPt st T (24
o+ pPot+e sii=7v+1,.,T

ott on peut alors détecter une rupture dans la moyenne (y; # p2) et dans la

tendance (B1 # B2). Les erreurs suivent une loi normale de moyenne nulle et de
variance inconnue. Ce qui revient donc a confronter les hypotheses suivantes :

Ho = 1 = poet B1 = Po,

Hy = (p1 # p2) et (B1 # B2).

Si le point de rupture T est connu et fixé, le test devient simplement :

SSEg—SSEa /2) _ .
SSE, / (T —4) 2T

ou SSEj et SSE 4 sont respectivement les sommes des erreurs au carré sous
I'hypothése nulle et alternative. Sous Ho, la statistique de test devrait suivre
une loi de Fisher a (2, T — 4) degrés de liberté. On rejette I'hypothese nulle pour
de grandes valeurs de F; . Si le point de rupture t est inconnu, la statistique
devient :

E =

Fmax = mﬂxlgrgTFT/
et on rejette Hy pour une grande valeur de F,;x. Comme cette statistique ne
suit pas de loi connue, Lund et Reeves (2007) obtiennent les valeurs critiques
par simulations et sont présentées dans le tableau 2.5.

eTest XLW :

Wang (2007) a apporté une petite modification au test LR car il trouvait que
celui-ci expliquait mal les phénomenes climatiques. Son modéle devient donc :

t+€; i=1,..,
o {hite s
o+ pPot+e sii=7v+1,.,T

otl les termes sont définis précédemment. Les hypothéses deviennent donc :
Ho :pp = pi2
Hy:pn # o

Si le point de rupture t est connu et fixé, le test devient simplement :

£ _ (SSEo—SSEa\ _ .
* \SSEL/(T—3) LT3
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ol les termes sont aussi définis précédemment. Si T est inconnu la statis-
tique Fnax est une fois de plus utilisée. Wang (2007) obtient aussi les valeurs
critiques par simulations et sont présentées dans le tableau 2.5.

| T | LT(Fmax) | XEW(Finax) |

25 | 11,67 7,37
50 11,07 6,92
75 11,06 6,88
100 11,09 6,91
200 11,21 7,01
500 11,54 7,24

TABLE 2.5 — valeurs critique avecx = 0,05 des tests LR et XLW

Cependant, dans Dubé (2011), il est écrit sur le test T P R et ses dérivées que
la convergence vers les valeurs critiques obtenues n’est pas fiable et que ces
tests ne sont pas robustes par rapport au non-respect du postulat de normalité.
Les splines étant plus flexibles qu'une régression linéaire, on s’attend a ce que
I'introduction des splines au modéle LR soit une solution envisageable afin de
réduire les erreurs. Ceci ne réglera peut-étre pas le probleme de non-respect du
postulat de normalité, mais cela pourra peut-étre améliorer les performances
du test T P R.

Estimation d’un point de rupture

Dans cette section, nous nous intéressons a 'estimation de ce point de rup-
ture.
Plusieurs approches sont utilisées dans ces problemes . Soit ’approche clas-
sique de l'inférence fondée sur la fonction de vraisemblance , ou encore les
méthodes non paramétrique basées sur les somme cumulatives.

Méthodes du maximum de vraisemblance dans le cas gaussien
erupture dans la moyenne y :

On considere un processus aléatoire (Xi, Xp, ..., X)), qui suit une lois nor-
male N (yo,03), on suppose que les observations sont indépendantes les unes
des autres .L’objectif est la détection d"un point de rupture k < n au niveau de
la moyenne y apres la k¢ observation Xj. Pour cela nous mettrons I’hypothése
suivante :

pour un processus X : X; = u+¢et,

Hy : (Xl,Xz,...,Xn) — N (]40,0'3)

Contre l'alternative, ,

H1 : (Xl,Xz,...,Xk) — N (‘Ml,Ug) et (Xk+1,...,Xn> — N (“I/lz,O'g) .
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A titre d’information, ce type de test utilisé dans le domaine de la fiabilité .
La densité de la loi normale est définie par,

_ 1 —(x—p)
fuor (X) = <\/27nao2>nexp (9;02”)

Nous définissons la fonction de vraisemblance sous I’hypothese Hy, et sous
I'hypothése H;

(\/172),( exp <_ Z§:1§2 - V1)2> (\/712>n_k oxp B Z?=k+12((71§i B m)z
2707 2707

Les estimateurs des deux parametres sous 1’hypothese Hy sont :

Ly, (X1, X2, ... Xn) =

ﬁb ==§%§:Z:1?Q

=2 1 732

g =y Liz1 (Xi — fo)”
Sous I'hypothese H; ott nous supposons qu'une rupture se produirait, les esti-
mateurs de y et o sont définis par :

i (k) = 1Y X

ﬁZ (k) = ﬁ Z?:k+1 Xi

| & (k) = 3 (25 (= 0 () Dt (X — 72 (K)%)

Notons aussi, que le rapport de la vraisemblance entre les deux modele
(avec et sans rupture ) nous donne :

Ly, (Xq,Xp,...,X for 3
Rapuors (X1, Xa, .., X, k) = L? Exi Xi X; B ( 0 )
0 7 yAXXY?

Et I'estimation de la rupture k se définit par:

~

k = arg max (Rapyrs (X1, X2, ..., Xn, k)) .

1<k<n

eRupture dans la variances ¢ :

Nous utilisons la méme procédure, celle ci consiste a la (minimisation ou
maximisation ) du rapport entre les deux fonctions de vraisemblance sous 'hy-
pothese Hy et sous l'alternative H;. Tout d’abord on rappelle que 1'hypothese

du test est :

Ho : (X1, X2,y Xu) = N (1o, 03)

Contre l'alternative,

H1 : (Xl,Xz,..., Xk) — N (}ll,0'12) et (Xk+1,...,Xn) — N (yz,O'g) .
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La fonction de vraisemblance sous 'hypothéese Hj est :

2 2
exp(zi’{l(iipl) ) exp(z?k“(zxi}ll) >
201 2(72
X

(vzre?)' (vang)""

LH1 (Xl, cesy Xk/ veey Xn) =

Les estimateurs des différents parametres y et o sont les solution de systeme
suivantes :

i (k) = st i (X5 = i (0)° + gl Tk (X — i (k)

oF (k) = } Xy (X — i (k)

03 (k) = 5k Tigeen (X — i (k)?

Le rapport de vraiseblance nous donne :

(n=k)

% ( 3% > 2
a7 (k)

Ly, (X1, X2, .., Xn) o2
R X1, X2, o0y X, k) = — = 0
ﬂpUTS ( 1, 2, 7 nr ) LHO (X],XZ,..., Xn> /0\_% (k)

Lestimateur de la rupture k est donc donné par :

k= arg max (Rapys (X1, Xy, ..., Xu, k))

1<k<n

2.3 APPROCHE BAYESIENNE

La détection de rupture a posteriori dans différents modéles stochastiques a
été étudiée depuis les années 1950, une importante littérature existe sur le sujet,
la monographie (Baseville,M., et Nikiforov) fait 1’état sur plusieurs méthodes
de détection de rupture .

Cependant, la prise en compte de la complexité des algorithmes et du temps
de calcul informatique est récente. On peut la dater du début de 21"siecle si-
multanément a 1’explosion de la taille des jeux de données due aux progres
technologiques et informatiques. Ce phénomene est popularisé sous le nom de
Big Data, 1’état de I'art avant Big Data était d’une complexité en temps de cal-
cul en quantité de mémoire de 1’ordre O (n2) ( Pierre R. Bertrand). Avant de
présenter cette méthode, nous allons donner quelques définitions de la distri-
bution et de la densité a posteriori et a priori.

Soit ( X1, X3, X, ) une suite de variables aléatoires indépendantes de
parametre 0.

La densité a posteriori de modele (X1, Xy, ..., X,,) est définie par :

L (Xl,Xz,..., Xn /9) Tt (9)
k(6)

0\ X) =
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N

ou :

L(Xj, X2, ..., X,) est la fonction de vraisemblance construite & partir des don-
nées,
7 (0)est la densité a priori du modele. et

k(6) = /GL(Xl,XZ,..., X, /8).7(6) df.

La fonction k (0) est appelée pour certains littératures une constante de nor-
malisation , de tel sort que 77 (6 /X) soit une densité de probabilité . Une fois
(0 /X)est obtenue comme densité de probabilité, nous pourrions faire de
I'estimation et de la détection de rupture sur le parametre choisi, plusieurs
méthodes connues peuvent étre utilisées, citons par exemple 1’algorithme MLR
(mixture likelihood ratio), ot on utilise la distribution a priori 77 (8)pour la dé-
tection de la rupture, aussi l'algorithme GLR qui maximise la vraisemblance
construite a partir de la distribution de parametre. En utilisant différentes fonc-
tions cofits, nous retrouvons les differents estimateurs Bayésien de ce point.

2.3.1  Modéle gaussien
cas ot les variables sont indépendantes

Considérons le modeéle suivant :

{ Xi=¢o+e; i=12,.,m 26)

Xi=p1+e€; i=m+1,..,n
Ou:
¢o et ¢ sont des constantes réelles, inconnues et différentes. Elles repré-

sentent la moyenne des variables aléatoires X; avant et apres le changement
respectivement.

Les €; représentent les erreurs aléatoires, elles sont gaussiennes, indépen-
dantes et identiquement distribuées de moyenne nulle et de variance constante
et inconnue ¢2; (ei N (0, 02)).

Le parametre m représente le point de rupture. C’est un entier qui varie
entre 1 et n — 1, n étant la taille de 1’échantillon.

En assignant des lois a priori impropres (ou non informatives) aux pa-
rametres oy et (¢o, 1) et une loi uniforme sur 1, 2,..,n —1 pour le point
de rupture m, le théoréme suivant nous détermine la masse de probabilité
marginale a posteriori du point de rupture m.

Théoréme 2.1 (L.D.Broemeling et D.Holbert, 1977) Holbert et Broemeling [1977]
Etant donné le modele (2.6)

X; = ¢o + €i; 1i=1,2,..m
X; =¢1+e€; i=m+1,..,n

Oil : ¢pg # ¢1 et € ~ N(0,02); (¢ > 0)avec ¢o, ¢1 et o sont des parametres
inconnus.
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Si les densités a priori des paramétres o2,(¢o, ¢1) et du point de rupture m sont

données respectivement par :

<k
i

mo(0?) < 1/02

70 o (¢po, ¢1) constante surR?

mo(m) x1/(n—1) pourm=1,2,..,n—1
et o2 ,(¢o, P1) et m sont indépendants.

Alors la masse de probabilité a posteriori du point de rupture m est donnée par :

m(m) = mn(m/X) o [m(n — m)]%l[sgn sl (cn-2)

~

ou :
k <) ?

et

Xi = = Yy Xi, pourk =1,...,n.

cas ou les variables sont dépendantes

Considérons le modeéle suivant :

(2.7)

X; = ¢o + €;, i=1,2,..m
X; :¢1+€Z‘, i=m+1.n

Ou:

¢o et ¢1 des moyennes réelles et inconnues.

Les €;,i = 1, ...,n suivent un processus auto-régressif d’ordre 1.

€ = pei_1 +e;;¢; -~ N (0,07) ,i =1,..,n, avec p et ¢ sont inconnus.
Considérons le cas ou1 la rupture est dans la moyenne .

Supposons que ¢ et$; du modele sont différentes et inconnues et les er-

reurs €, ~ AR(1),i =1, ..., n, tel que 0; sont constantes et inconnues

m,

En assignant des lois a priori impropres aux parameétres aiz, (o, 1), p et
le théoreme suivant nous détermine la masse de probabilité marginale a

posteriori du point de m

(L.D.Broemeling et D.Holbert ) Holbert et Broemeling [1977]
considérons le modele (2.7) Si on suppose que la densité conjointe a priori des para-
metres 02, (o, ¢1), p et m est :

7o (m, 07, (o, ¢1),0) o<1 /((n—1)7)
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alors
la masse de probabilité a posteriori du point de rupture m est donnée par :

7'[(111):/l a—%—<(aa—|—55)/ zxaz—ﬁza> (an)d
1 R\/m- 3 2 2 1P2 1 1 p

ol :
a=m(l-p)*+0?

v =(n—m—-1)(1-p)?+1,
ay = (1—p0) T in (Xi = pXi1) + (X1 — 0Xm),
0y =Y, (X)),

Br=p B2=(1-p) s (Xi —pXi-1) + (Xint1 — 0Xm)-

2.3.2 Modéele de régression :
1“cas :les erreurs sont indépendantes

Le modele considéré est le suivant :

Y, =Xip1+e€, 1=12,.,m
(2.8)
Yi=Xifo+e€ i=m+1,..,n

ou:
Xj;i=1,..,n est un vecteur a (1 x p) observations constitué de p variables
indépendantes.

Y; est la iéme réalisation de la variable dépendante.

B1 et B deux vecteurs(p x 1), ils représentent les parametres de la
régression, avec (1 # B2).

€;1 = 1,..,n sont les erreurs du modeéle, elles sont supposées d'une part
indépendantes, identiquement distribuées suivant une loi normale N(0,07), et
d’autre part auto-corrélées, plus précisément, elles sont régies par un processus
autoregressif d’ordre p, p > 1, (AR(p)).

m; point de rupture, c’est un parametre aléatoire prenant les valeurs 1,
1,2,...n—1.
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Le changement concerne uniquement les parametres de régression.
Le théoréme suivant nous donne les densités a posteriori des différents
parametres du modele (2.8).

Théoréme 2.3  (Chin.Choy et Broemelling ) LD [1980]

Etant donné le modele (2.8).

m,B, oy sont des parametres inconnus avec B = (B},,,, Bs)-

m est uniformément distribué sur l'ensemble{1,2,...,n — 1}

La loi conjointe a priori de B et de R = 1/0? est :

mo(BIR = 1) = 2p — N(By,r7)

tel que By, € IR?P et T est une matrice (2p x 2p) donnée, symétrique définie posi-
tive.

Une telle loi est appelée une loi normal-Gamma.

R suit une loi Gamma de parametres a,b (a > 0,b > 0).

m est indépendant de 3 et de R.

Alors :

i) La masse de probabilité a postériori du point de rupture m est donnée par :

%

D (m)™ | (m)x(m) + 7| 5, m=1,2,n1;
0, sinon

ﬂ(m/y)cx{

Ou:a*=a+n/2.
D(m) " =b+1/2{y'y+ By — B (m) [x' (m)x(m)+7] g (m) },

=b+1/2{[y—x (m) B (m)] .y + [By — B" (m)] By}
ii) La densité de probabilité a posteriori du parametre de régression

B =Pupyest:
n—1
(B /y) = Zl w(m /y)t(B,p,2a*, B (m),p (m)],
oin:p(m)=a* /D (m) (xl (m)x (m) + T) ,

t[B, p,a*, B*(m), p(m)] est une densité de student p-dimentionnelle du vecteur
aléatoire B a 2a* degré de liberté, de vecteur de position p*(m), et de matrice de préci-

sion p (m).
Si on pose :

B= () # (5 ) rom= (i haim) )

oit Biet By ,i=1,2sontp x 1et p;j, i,j =1,2sont des matrices de p X p.
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Alors :
iii) La densité de probabilité a postériori de By est :

n(Bily) = Zﬂ )E[B, p.a*, Bt (m), pi (m)],

oit p; = p11(m) — paa(m)py, (m) pa (m)

iv) La densité de probabilité a postériori de B, est :

m(Baly) = Z?T B, pa®, By (m), pa(m)],

oit p3 = pao(m) — pa1(m)piy (m) pra(m)

v) La densité de probabilité a postériori de R est :

n—1
= Zl 7t(mly)g(r,a*, D(m)),

ot g(r,a*,D(m)) est la distribution Gamma de parametres a* et D (m).

2" cas : les erreurs sont auto-corrélées

Considérons le méme modele de régression et intéressons nous au cas ot
les erreurs sont régies par un processus autoregressif d’ordre un AR(1). Soit le
théoreme suivant :

(Salazar et Broemeling ,1981) Salazar et al. [1981]

Yi = Xi,Bl + Wi, i = 1,2,...,1’” (2 8)
Yi=Xifo+pu i=m+1,.,n ’

pi=ppi-it+e; i=1..,n
oite; —~iid N (0,7);0 <r =02

m, B1, B2, p, et r = o2 inconnus.

Yi est la iéme observation de la variable dépendante.

Xi est la ieme observation de K variables indépendantes.

p € R, il est muni d’une distribution non informative sur R(p  cste surR).
m : point de rupture, uniformément distribuée sur I,_1 = {1,2,....,n — 2}

B = (B}, By) € R : coefficient de régression. (B1 # Ba).

La distribution conjointe a priori pour B;(i = 1,2) et R est :

o(B/R =r) = N(u,rP) c’est la loi normale 2K-dimensionnelle.
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u=(y, 1y) € R, vecteur moyen.
P une matrice 2K x 2K symétrique, définie positive.

La densité a priori de R est une Gamma de parametres a et b strictement positifs.
o (r) o« r*lexp(—br)

On suppose de plusm, (B, R), p indépendants.

Alors :

i) La masse de probabilité a postériori du point de rupture m est donnée par :

Je |H@) 71 C ) "2 m=1,2,.,n—2
n(ml|Y)=

0, ailleurs

Oil
C(p) =20+ ' Pu+ Y (Ys —pY: —1)*B'H (p) B,

Zy = (X1 — pXo) , (X2 = pX1) ) ooy (X = pXim—1)'),
Zy = ((Xmi2 — 0Xms1) s oovr (X — pX0-1)),
Vi= (1 — PYO)// (Y, — PYl)/r vy (Yo — Pqu)/),

Vo= ((Yims2 — PYm+1)/,-m, (Y, — pYn,1)/).

- _ ( Hn Hi
H(p)=XX+1= ( el )
( pi1 + ZyZ1 + 02X, P12 — 02X Xom )
P — 02X, 1 Xm o+ 2,75 + 02X, 1 X

!

p= (2 )m= ()
3 = Hih (p) (w1 — Haz (o) Hyy' () -2)

B2 = Hy'\ (p) (0‘1 — Hy (p) Hy;' (p) -“1)

r o P11 P12 U1 z —PX;n 0 >
P,+X, = , /
K2y < p21 P22 >( H2 > * < 0 X, 4
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_ ( p11-p1 + pi2-p2 + Z/;V1 —P,X;,n (Y1 —pYm) > _ < a1 >
pa1-u1 + popia + ZyVo + X, (Ying1 — oY) a2

ii) La densité a posteriori marginale de 3 est :

n—1 1
wnfy) o 3 [ TH ) 17 C o) (B dp,p € R

Oir f(B) est une densité de Student a 2K dimensionnelle et a(2a + n) degré de
liberté de vecteur de position B et de matrice de précision(2a +n)H(p)/C(p)-
iii) La densité a posteriori marginale de R est :

n—1
wlmlY) « 1 [ 7 2exp (<rC(0)\2) | H ) | "2 ap r >0,

AUTRES METHODES DE DETECTION DE RUPTURE

La détection de rupture par procédure de contraste pénalisé

C’est la méthode la plus courante pour la détection d'une ou plusieurs
ruptures, le principe de cette méthode est la minimisation ou maximisation
d’un contraste construit a partir des données de processus (X}),., en rajoutant
une fonction bien choisie qui dépend du nombre de parametres de contraste.

Marc Lavielle et al (2000), dans leurs fameux travaux sur la détection de
rupture au niveau de spectre d'un processus stationnaire se basent sur un
contraste pénalisé pour détecter les ruptures, ce contraste construit a partir
de la fonction Log-vraisemblance (contraste de Whittle), qui a fournit O, (n~1)
comme vitesse de convergence. Bardet et al (2002) propose une autre vision sur
le contraste utilisé, ils ont construit un contraste a partir de la régression de
"Log-Log" de la variance des coefficients d’ondelettes, leur vitesse de conver-
gence était acceptable mais pas bonne. La détection de rupture par program-
mation dynamique a été abordée aussi dans Bardet et al , le contraste pénalisé
était construit a partir de la fonction de quasi-vraisemblance, qui a fournit une
vitesse de convergence proche de O, (1).Dans notre travail nous adaptons le
contraste pénalisé qui était utilisé dans Bardet et al avec plusieurs pénalités
mais nous avons stabilisé sur une fonction de type 2 / \/n.

La regle CUSUM

Depuis son introduction par Page (1954), cette méthode a été développée
par de nombreu littératures, grace a son intérét et sa simplicité. Plusieurs ré-
sultats d’optimalité étaient obtenus, citons Moustakides (1986) Lorden (1971),
I'hypothése fondamentale de la regle est I'indépendance entre les observa-
tions. D’autres travaux étaient proposés avec une dépendance entre les va-
riables. Le principe de la regle de CUSUM est la maximisation du rapport entre
la vraisemblance sous 1’hypothese Hy et la vraisemblance sous ’hypothese Hj,
qui sera comparer avec une valeur critique choisie par 1’expérimentateur, le
livre de Basseville, M. et Nikiforov est considéré comme une référence de CU-
SUM.
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Chapitre 2. Inférence dans les modéles de rupture

La regle de Shewhart

C’est le méme principe de détection de rupture par la regle de CUSUM, le
rapport de vraisemblance sur un échantillon de taille n est aussi utilisé ici, mais
cette regle est considérée comme une méthode en ligne que nous abordons par
la suite. Si le rapport de la vraisemblance calculé sous les deux hypotheses Hy et
Hj est significatif par rapport a une valeur bien choisie d"un tableau statistique,
alors une alarme sera déclenchée, dans ce cas on rejette 'hypothése Hpet on
accepte I'hypothese Hj, c’est une sorte d"un temps d’arrét.

Sinon on reconstruit un autre échantillon entre n et t > n et on refait la
méme chose.

Détection hors ligne et en ligne de rupture

Il existe deux grandes axes qu’il faut signaler de la détection de rupture
dans un un processus aléatoire (X;),.,. La détection ” hors ligne”, qui veut
dire qu’on doit prendre toutes les données du processus aléatoire (X;),.,, et
on applique par la suite une des méthodes pour détecter le changement dans
le parametre sélectionné.
cette méthode est basée sur la maximisation ou la minimisation d"une fonction
qui contient une partie ou bien toute l'information sur le parametre sélectionné
et I'instant de rupture correspondant a I'indice de maximum ou bien a I'indice
de minimum. Cette méthode est tres utilisée malgré les difficultés trouvées, soit
au niveau de la description de la fonction qui contient I'information de para-
metre (vraisemblance, quasi-vraisemblance, log-vraisemblances,...), ou bien au
niveau de la sélection du point de rupture.

Une autre fagon de repérer les ruptures est de prendre une partie d'un pro-
cessus aléatoire est faire une sorte de surveillance Monitoring nous parlons ici
de cadre “en ligne”; au lieu de prendre le processus aléatoire complet “hors
ligne”. Le traitement se fait a jour par apport a 'arrivée des données pour
détecter un changement a l'intérieur du processus, les difficultés de cette pro-
cédure se représentent dans le fait de tomber sur un mauvais point de rupture
ou bien un faux point de rupture, car nous traitons les données on fonction
de temps de leurs arrivées, d’un autre coté cette procédure se base sur un test
de rupture qui fait la différence entre les observations déja testées et les obser-
vations qui arrivent, en paralléle nous devons fixer un temps d’arrét pour ce
"test’.

Cette procédure se base sur un critere qui contient une fonction spécifique et
bien choisie, nous signalons que certains littérateurs remplagant cette fonction
par une constante pour simplifier la procédure, un passage vers les mouve-
ments browniens est nécessaire pour traiter la partie théorique.

Cette méthode contient une grande partie expérimentale par rapport a la partie
théorique car son but est de tester a chaque fois les observations arrivées par
rapport celles du passé (estimer,comparer les estimateurs obtenus a chaque
fois, détecter la rupture, vérifier la fausse rupture), aussi elle prend du temps
par rapport a la détection “hors ligne” mais elle est aussi en quelque sort pra-
tique et rentable, de nombreux travaux sur la détection en ligne de rupture on
été réalisés.



3.2

EsTIMATION BAYESIENNE D'UN
POINT DE RUPTURE DANS UNE
DISTRIBUTION EXPONENTIELLE

INTRODUCTION

La distribution exponentielle joue un réle important dans les applications
pratiques, comme le temps de défaillance d"un article spécial.Dans certains sys-
teme de fabrication, les produit sont soumis a des changements brusques dans
la fonction de taux de défaillance, qui sont observés en raison des actions de
maintenance.

Dans tels cas, il est important de déterminer le moment du changement de taux
de défaillance des articles et le point observé est connu sous le nom de point
de rupture.

Dans ce chapitre basé sur l'article de MS.Fallahnezhad, B.Rasti, MH.Abooie
(2013), nous nous intéressons a 1’estimation Bayésienne d’un point de rupture
du paramétre d'une distribution exponentielle. Pour cela nous cherchons la
densité a posteriori des parametres du modéle étudié, puis nous déduisons
'estimateur de Bayes de ce point en utilisant différentes fonctions cofits.

PRESENTATION DU MODELE

soit (X3, ..., X)) une suite de variables aléatoires de loi exponentielle de pa-
rametre A;, A; >0.i=1,2,
avec :

X1, ooy X ~ exp (A1)

X1, eoor X ~ exp (A2)

avec: Ay # Ay
Le parametre m est un point de rupture, c’est un parametre aléatoire pre-
nant les valeurs 1,2, ...,n — 1, n étant la taille de 1’échantillon.
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3.3 ESTIMATION BAYESIENNE

La méthode du maximum de vraisemblance ainsi que d’autres approches
classiques sont basées uniquement sur les informations empiriques fournies
par les données. Cependant, quand il y’a une connaissance technique des pa-
rametres de la distribution; la méthode Bayésienne apparait comme une ap-
proche attrayante devant les difficultés théoriques des approches classiques.

La procédure de Bayes est basée sur la densité a posteriori jointe des dif-
férents parametres 7 (A1, A, m|X) , qui est proportionnelle au produit de la
fonction de vraisemblance et la densité jointe a priori :

L(A1, Az, m|X) g(A1, Ap,m)

n T L (A, A X) g (A, Ao, m) dAg ds

7 (A, Ay, m|X) =

Avec :

L(A1, Ay, m|X) la fonction de vraisemblance des différents parameétres.
et
g (A1, Ap, m) la densité jointe a priori de m, Aq et A,

3.3.1 La fonction de la vraisemblance

comme :

X; ~exp (M), i=1,..,m
Xi~exp(A), i=m+1,..,n

alors

Ae~ M i=1,..m
Ape= MY i=m41,..,n

f(Xi) = {
Donc la fonction de vraisemblance est donnée par :

L(/\l,)tQ,m|X) = )\167)\1](1...)\167)‘1](’” . /\zefAzxm“.../\zefAzx"

Ce qui nous donne :

L(A1, Ag, m|X) = Affem Mt xm) ynmm o= At - )

Alors :

L(A1, Ay, m|X) = Alfe™MEm X \n=me=A Ly %

3.3.2 Les lois a priori

Les distributions a priori des parametres inconnus sont attribuées comme
suit :

Une loi gamma pour les A;avec i = 1,2. de parametres a; et b;,avec a; et b;
sont deux réels strictement positifs.

Une loi uniforme discrete sur l'intervale [1,n — 1] pour m.

De plus nous supposons que les parametres A1, Ay, et m sont indépendants.
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Ce qui nous donne :

a
( - bll

1) = iy AN 5 A by > 0

by -
$2(h2) = iy A7 e ay by >0

1

g3 (m) = ;5

La densité a priori jointe :

Comme les paramétres Aj, A, m sont indépendants alors la densité a poste-
riori jointe de A1, A, et m est donnée par :

g(A1, Ag,m) = g1 (A1) * g2 (A2) * g3 (m)

bm bllz
— 1 Aﬂlflebl/\l . 2 /\aZ_lebZ)\Z J—
T(a;) ! T (a3) 2 n—1
1 b?lbgz

= : AT Tehh A2 Tebata,
n—1T(a)l (a) 0 & 72 ¢

donc :

1 by'b3?
n—1T(a)T (ap)

§(M, Ay, m) = Al Tehidn yi=Tphas,
3.3.3 La densité a posteriori jointe :

En vertu du théoreme de Bayes nous avons :

L(A1, Az, m|X) g(A1, Ay, m)

n T L (A, A X) g (A, Ao, m) dAg ds

7T (A1, Ap, m|X) =

Posons :

h (X) = L()\lz )\21m|X) .g()\l,/\z,m)
et

n—1 +o00  p+too
P(X) = E / /O L (/\1,)\2,‘ ’X) g(/\l,)\z,m) d/\l d)\z

m=1 0

calcul de h(X)

1 by'b3?
n—1T(a)T (a)

h(X)=Afle™ 4 x".Ag_me_M Tiome1 % .Ai’l_lebl/\l./\?*lebz)‘z.

1 b} b3
= . 172 m+a171‘ef/\1(21m:1 xi+b1) X /\n—m-i-uz—l . e_/\Z(Z?:WJrl xi+b2)'
n—1T(a))T (a) ! 2
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calcul de F(X)

400 1 bqlbgz m+a—1 ) M xi+b n—m+ay—1 —Ay (YL Xi+by
F(X) 2 1 0 0 mm/\l e 1(21_1 i 1)'/\2 e ( i=m+1 i )-d)\lszZ

b bz ) _ m 0 _ n .
EX)=Y) 1n1 o f+ At e M(Zixitb) g, f+ A 1 oo (X ¥itb2) Ay

posons :

L = 0+°° /\’1’””1*1 Lo~ MEL xitb) g )

et

12 I e /\;z—m—l-az—l . e_/\Z(Z?:erl xi+b2)d}\2

Calcul de l'intégrale I;

= Llmta) / P L % D)™ St (T ) dAq
(LiZy xi +by)mta Jo I'(m+ay) !
d’ou
I — F(m + 111)
1 (2?1:1 xi+b1)m+ﬂ1
Calcul de l'intgrale I,
IZ = F(n —m+ [,12) /+00 ( n Lt X; + bz)ﬂ m-+ay Anfnﬁ»az*l . e*Az(ZLmJA Xi+b2).dA2
(i1 Xi + by)r—mtaz g ['(n—m+ap)
d’ou
L — ['(n—m+ap)
2 = ( n G X; _|_ bz)ﬂ m-+a;
ce qui nous donne:
1 bi'bs? T'(m+ap) [(n—m+ap)

= T T T e e

donc la densité jointe a posetriori de A; et A, et m est donnée par:

1 by 1b2 m+a; — 1 _)\1(2 xi+by) yn—m-+ax— 1 —)\2 Y Xitb
n—1- F(m)r( 2)/\ i=1%i Ay (T xitb2).
n—-1 1 bqlbgz T'(m+aq) T'(n—m+ay)

m=1 n—1"T(ay)[(az) " (T xi+b1)" " (Ll i XiHb2)" "2

7T (A1,/\2,m\X) =
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1 1,02
1 bl bz m+a;—1 —)\1(2’.”7 x»-i,-bl) n—m+ax—1 —Ay Zn: 1xi+b2 .
n—1T(a))T (1) "1 € FELA, (B )
1 b1b,? anl I'(m+a;) I'(n—m+ap)

n= ‘r(ul)r(ﬂz) m=1 (27’:1 xi+b1)m+al ° (Z;l:er] xi+b2)n—ﬂl+a2

Am+a1—1.e_/\1(zl?":1 xi+b1) ./\nferazfl .e*/\Z(Zf’:mH xi+b2).
(A1, Ay, m|X) = =2 2

Zn_l T'(m+aq) T'(n—m+ay)
m=1 (Z]m:l xi+b1)’”+ﬂ1 . (Z?:nprl xi_,'_bz)nfnﬁruz

d’ott:

AT+al_1_e—A1(Z?L1 xi+b1) /\gim+a271 e M (Z?:erl xi+b2)~

A1, Ag,m|X) =
7T (A1, Ag, m| X) ¥ (ay,az,b1,by,m,n)

avec:

_ vn—1 T'(m+ay) T'(n—m-+ay)
1ff(al/ az, bl/ bZ; m, 7’1) = Zmzl xr, Xi+by)" T (Z’r_::m+1 Xitby) TR

3.3.4 Les densités a posteriori marginales

La distribution a posteriori marginale du point A;

n “+o0
A(M]X) = Y /0 7T (A1, Aa, 1| X) dAs
m=1

(gt (e v L(n=meta)
m=1 <)\1 .e 1 (b2+2;':m+1 Xj)"7m+ﬂ2

¥ (ay,az,b1,by,m,n)

ﬂ()\l‘X):

La distribution a posteriori marginale du point A,
n 400
T(MlX) =Y /O 7T (A, Ag, m|X) dAy
m=1

d’ot

n </\n—m+a2—1 ) e_/\Z(Z?:mH xi+b2) 1"(1;1+111) )
A | X) = A2 (B2 %)™
(A2 | X) =

1P(all az, bl/ b2/ m, l’l)
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La distribution a posteriori marginale du point m

400 —+o0
7t(m|X):/0 /0 7T (A1, Ag, 1| X) dArdAs

+o0 +o00 /\m+u171‘ef/\1 (er”:l X,'+b1) . /\n_m+a2_l . e_/\z(zln:erl xi+b2)'
7'L'(77’l ’ X) = / / 1 2 d)\ld)\Q
0 0 lp(ﬂl,ﬂlz, bl,bz, m,n)
T (m | X) _ 1 /+oo /+oo /\m—i-ul—l‘e—/\l():f”zl xi+b1) ./\nferazfl .ef/\z(z;;m+1 x,+b2).
1fj(al/aZ/ bl/ bZr m, 7’1) 0 0 1 2
donc:
T'(m+aq) T(n—m-+ay)
(S i)™ (T 502)
m(m| X) =
(m [ X) ¥ (aq,a2,b1,by,m, 1)
posons :
T(m) o I"(erul) F(nfm+a2)

—= ( 1”1:1 xi+b1)m+u1 . (Z?:n;+] xi+b2)n—n1+a2

ce qui nous donne :

T(m)

T AT
m=1

3.4 ESTIMATION BAYESIENNE DU POINT DE RUPTURE SOUS LES
FONCTIONS COUTS USUELLES.
3.4.1 La fonction colt quadratique
La fonction cotlit quadratique est définie par :
Li(a,d) = (« — d)?

L'estimateur de Bayes m* associé a la distribution marginale 7t (m | X) sous
la fonction cotit quadratique est la moyenne a posteriori de m.
L’estimateur de Bayes est :

n—1
m* =E(m) =Y mm(m|X)

m=1
o1 I'(m+a;) I'(n—m+ay)
) T ) S 1)
= m
m=1 IP(ﬂl,ﬂz, bl/bZI m,]’l)
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avec
_ -1 T'(m+ay) I'(n—m+ay)
lf/(allﬂ2/ bl/ bZ/ m, Tl) = :1”:1 15 1x1+b]1)m+u1 " T m+1x+b2)ﬁ*’"+“2
donc :
i (m)
— n 1 T(ﬂﬁ
avec :
T(m) _ T'(m+ay) I'(n—m+ay)

(Zz =1 Xi +b1)m+a1 (21 m+1 Xi +b2)nim+a2

La fonction cofit absolu
La fonction cotit absolu est la fonction définie par :
Ly(a,d) = |a —d|
L'estimateur de Bayes de point m sous la fonction cofit absolu est la médiane
de la distribution a posteriori 7t (m|X).
La fonction coft o-1

La fonction cofit o-1 est la fonction définie par :

0 o —d| <e,e>0

1 sinon

L'estimateur de Bayes de m sous cette fonction cofit o-1 est le mode de la
distribution a posteriori 7 (m|X).

ESTIMATION BAYESIENNE SOUS LA FONCTION CcOUT LINEX

Dans cette section, nous nous inttéressons a 'estimateur de Bayes de m sous
la fonction cotit Linex.Cette fonction est définie par :

Lc(a,d) =exp{c(a,d)} —c(a,d) —1

avec:c # 0
L'estimateur Bayésien sous cette fonction cotit est donné par :

d= i {Exux (e

avec :

E(a|x) est I'espérance a posteriori. Dans notre cas on cherche a estimer le
point de rupture m :

soit /i l'estimateur Bayésien de m sous la fonction cotit Linex.

. 1
m=—-
c

In {En(m‘x)(e_cm)}
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ona:
n—1
Ernix)(e™") = ) (e7").7t (m|X)
m=1
n—1
- - T(m)
Exu(e™) = ¥ (). (=
" 2 g
avec
— T(m-i—a ) F(n—m-i—a )
T(m) - (X Xi+b11)m+u1 . (Z?:m+1 xl_+b2)$:—m+n2
donc :

s Ly ey [ TO)
c! {Z( )'(z;:%w)}

3.6 APPLICATION ET SIMULATION
Considérons le modele exponentiel suivant :

Xi~exp(M), i=1,.,10
(3,1)
X; ~exp(A2), i=10,..,20
Nous allons généré 20 observations issues de ce modele avec Ay = 2 et

Ay =3.

Les valeurs des X; retrouvées pour i = 1,20 sont données dans le tableau
suivant :

(Le programme est donné en annexe)

1] X [I] X
1 | 0,9205063 | 11 | 0,20096753
2 | 0,8343803 | 12 | 0,24967753
3 | 0,8950511 | 13 | 0,76086410
4 | 0,2099929 | 14 | 0,37254216
5 | 0,6773078 | 15 | 0,51465687
6 | 0,1428695 | 16 | 0,66184728
7 190,3192391 | 17 | 0,22724731
8 | 0,3546899 | 18 | 0,07151217
9 | 0,8412991 | 19 | 0,06996478
10 | 0,7855346 | 20 | 0,11964631

TABLE 3.1 — Les observations générées a partir du modele (3,1)
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supposons maintenant que les A;,i = 1,2 sont distribués suivant une loi
gamma de parametres respectivement a; = 1,5eta, =1,8,b; =1,5etb, =2,0

/\1 ~ I"(al,bl)

/\2 ~ F(az, bz)

La densité a posteriori de m est donnée par :

T
r(mlX) = —
2m:l T(m)
avec :
_ T'(m+ay) T(n—m+ay)
T(m) o (2?1:1 x,~+b11)’”+“1 ( :‘=m+1 X,‘+b2)317”1+”2

Les valeurs simulées de la distribution a posteriori marginale de m sont
données par le tableau suivant :

| n(mX) |m| n(m[X) |
0,07554930 | 11 | 0,02931353
0,07358928 | 12 | 0,02326958
0,09444903 | 13 | 0,03600483
0,04890792 | 14 | 0,03458956
0,05309451 | 15 | 0,04499595
0,03080065 | 16 | 0,11927080
0,02408565 | 17 | 0,09917026
0,02042946 | 18 | 0,04824509
0,02814173 | 19 | 0,03157229
0,04162351 | 20 | 0,04289706

[uny
Slo|xeN|o|u s (win|R|[B

TABLE 3.2 — Les valeurs simulées de la distribution a posteriori marginale de m.

Estimateur Bayésien sous les fonctions cofits quadratique

m* =Y L mm(m /X) = 10,05736

Le tableau suivant nous donne la valeur de I'estimation m*pour différentes
valeurs de aq,biet ap, by

’ ((Zl,bl) ‘ (612, bz) ‘ m* ‘
(1,5, 1,5) (1,8;2,0) 10,05736
(1,75; 2) (2;2,25) 10,31827

(2; 2,5) (2,20;2,5) 9,206811
(0,001; 0,001) | (0,001; 0,001) | 13,66451
(1,0,59) (1,0,54) 11,56921
(1,0,5) (1,0,33) 10,58278
(1;X1) (1,X2) 10,03177

TABLE 3.3 — La valeur de I’estimateur m*
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3.6.2 Estimateur Bayésien sous la fonction coiit absolu

A fin de calculer la médiane a posteriori, nous allons calculer les distribu-
tions a posteriori cumulées de m. Elles sont donnée dans le tableau suivant :

|

| F(m|X) | m | F(m|X) |

0,755493 | 11 | 0,5199846
0,1491386 | 12 | 0,5432542
0,2435876 | 13 | 0,5792590
0,2924955 | 14 | 0,6138485
0,3455900 | 15 | 0,6588544
0,3763907 | 16 | 0,7781153
0,4004763 | 17 | 0,8772856
0,4209058 | 18 | 0,9255306
0,4490475 | 19 | 0,9571029
0,4906710 | 20 | 1,0000000

uny
5o |wN|o|u s (win|R|B

TABLE 3.4 — La distribution a posteriori cumulée de m

D’apres le tableau des distributions a posteriori cumulées de m :

La médiane a posteriori est égale a 10.

3.7 CONCLUSION

D’apres les résultats de simulation retrouvés, nous remarquons que la mé-
thode Bayésienne estime bien la valeur du point de rupture, nous remarquons
également que peut importe le choix de la fonction cotit (quadratique ou ab-
solu), nous retrouvons des trés bons estimateurs.

Nous avons fait varier les valeurs des parametres 4; et b; pour i = 1,2 nous
remarquons que les résultats sont meilleurs avec :

a=a=1etb; = Xjetbp = X»

~ 1 wn v 1 v
avec : X7 = iom Zi=m+1 xiet Xp = T—m Zi:m+1 Xi



CONCLUSION GENERALE

Pour faire un bref retour sur les chapitres de ce mémoire, nous avons vu
quelques généralités sur les modeles de rupture. Et nous avons donné deux
exemples dans différents domaines d’application.

En suite nous avons aborder quelques méthodes de détection de rupture
parmi ces méthodes, nous retrouvons les tests statistiques et quelques mé-
thodes d’estimation.

La méthodologie bayésienne apporte une grande souplesse dans les mé-
thodologies statistique, elle a été largement sollicitée dans des problemes de
détection de rupture.

Dans la partie application nous avons traité le cas d’une rupture dans une
séquence d’observations d'une loi exponentielle.

On adoptons l'approche Bayésienne nous avons calculer 1'estimateur de
point de rupture sous différentes fonctions cofit.

Comme perspectives il serais intéressant d’étendre ce travail on utilisant
d’autres fonctions cofit et pour quoi pas d’autres lois a priori plus générales a
fin d’améliorer 1’estimation.
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Résumé

La rupture est définie comme un changement des données a partir d'un
certain point . la majeure partie du temps ,la moyenne des données avant et
apres la rupture ne seront pas les mémes .

Dans ce travail, nous nous intéressons a la détection de rupture par l'ap-
proche Bayésienne qui est largement sollicité dans ce domaine.

Abstract

The break is defined as a change in the data from a certain point. point.
Most of the time, the average of the data before and after before and after the
break will not be the same.

In this work, we are interested in the detection of rupture by the Bayesian
approach Bayesian approach which is widely used in this field.
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