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Introduction générale

Au cours des dernieres décennies, 1’automatique des systeémes a évolué vers I’étude et
la maitrise des systemes de plus en plus complexes parmi lesquels on retrouve les systemes a
parametres répartis (SPR) dont le comportement dynamique est régit par des équations aux

dérivées partielles (EDP).

En effet, dans de nombreuses applications industrielles (réacteur chimique,
bio-réacteur, bio-filtre, décanteurs, propagation d’ondes, diffusion de la chaleur, mécanique
des fluides, robotique...), les variables caractéristiques du systeme dépendent fréquemment
de coordonnées spatiales d’ou la nécessité de caractériser leurs évolutions par des modeles
dynamiques a parametres répartis. Ceci fait intervenir des EDP. Comme un systeme
dynamique réel est généralement délimité physiquement dans I’espace, la description
mathématique d’un systtme a parametres répartis (SPR) doit étre complétée par des
conditions aux limites qui représentent des contraintes physiques auxquelles sont soumises les
frontieres du systeme, et permettant la résolution des équations du modele. Par conséquent,
elles doivent étre en nombre suffisant, dépendant de 1’ordre des EDP par rapport a la variable

d’espace.

La simulation numérique des phénomenes de changement de phase liquide/solide, a
été un sujet stratégique de recherche grace a son vaste champ d’application dans les différents
domaines industriels et médicaux, et il a une importance considérable dans de nombreux

domaines techniques.

A cause de la nature complexe des phénomenes de changement de phase

liquide/solide, il y a trois sources des difficultés dans la simulation numérique.

La premiere source est la non-linéarité des systtmes des équations différentielles
gouvernant les phénomenes de changement de phase et qui varient dans le temps et dans

I’espace.

Deuxiemement, la création des fronts mobiles au cours de changement de phase avec
une discontinuité de gradient de température ou leurs positions et leurs mouvements entrent
dans le processus de simulation.

Troisiemement, la nécessité de choisir des techniques de calcul précises, fiables et
inconditionnellement stable pour obtenir la solution numérique des équations différentielles

associées.
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A cause de la non-linéarité des équations différentielles et la présence des fronts
mobiles caractérisés par des discontinuités dans le gradient de température au cours de
changement de phase, I’utilisation des méthodes numériques comme les différences finis, les
volumes finis et les éléments finis basées sur le schéma numérique exige une adaptation du
modele mathématique, soit par 1’introduction des variables additionnelles, soit par 1I’ajout des

équations supplémentaires au probleme étudié.

Ces modeles mathématiques appartiennent a deux grandes familles. La premiere
famille consiste a introduire 1’enthalpie comme variable additionnelle a I’équation d’énergie
pour prendre en compte le dégagement ou 1’absorption de la chaleur latente de changement de
phase, ce qui élimine I’imposition explicite de la condition de température au niveau de

I’interface d’une part, et le suivi de mouvement de front d’un autre part.

Dans notre présent travail, on s’intéresse a la deuxieme famille qui consiste a formuler
le probleme de changement de phase comme un probléme a frontiére mobile ou la position de
I’interface doit étre calculée comme étant un élément de calcul. Ce type de modele est basé
essentiellement sur le modele de Stefan ou 1’équation de chaleur est définie en chaque phase
avec la prise en considération de la température de fusion/solidification et la condition de
Stefan en niveau d’interface. Notre objectif consiste a simuler le probleme de Stefan
(équations aux dérivées partielles avec de frontieres mobiles) en utilisant la méthode des

lignes combinée avec la méthode d’immobilisation de la frontiere.

Ainsi, nous avons organisé notre mémoire comme suit :

- Le chapitre 1, porte sur des généralités sur les Systemes a Parametres Répartis
(SPR), et les différents types de commandes et observations possibles. Ensuite nous
intéressant a la classification des systetmes a parametres répartis établie sur la base des
équations aux dérivées partielles (EDP) de deuxieme ordre qui modélise une grande partie des

systemes physiques.

- Le chapitre 2, présente les concepts généraux de la méthode des lignes, et on
s’intéresse aussi dans ce chapitre a la méthode des différences finies illustrée par un exemple

d’application.
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- Le chapitre 3, est consacré a la modélisation d’un transfert de chaleur par conduction
dans une tige. Nous commencgons par la présentation des différents modes de transfert de
chaleur, puis nous intéressons a la modélisation du probleme du Stefan qui est une

modélisation du phénomene de diffusion de la chaleur.

- Le chapitre 4, est dédié a la simulation du probleme de Stefan en utilisant la méthode

d’immobilisation de la frontiere et la méthode des lignes.

Enfin, nous terminons notre mémoire par une conclusion générale récapitulant nos

principaux résultats et quelques perspectives de continuité.
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CHAPITRE 1 Généralités sur les systémes a parametres repartis

1.1.Introduction :

La dynamique de nombreux systeémes physiques est décrite par des équations aux
dérivées partielles. Ces systemes sont appelés Systemes a Parametres Répartis (SPR)
dénommés aussi systemes a parametre distribués. La complexité de ces systemes a entrainé le
développement d'outils théoriques qui permettent d'analyser leurs propriétés et de synthétiser
des outils de surveillance et de commande adaptés. Les systeémes a parametres répartis
concernent un large spectre d'applications dans le domaine des sciences de l'ingénieur, dont

notamment :

La thermique, ou les phénomenes de diffusion, de conduction et de convection font

souvent de la température une variable distribuée ;

- L’électromagnétisme, ou les équations de Maxwell régissent la propagation des ondes.

- De nombreuses applications industrielles y sont rattachées (les hautes fréquences et
leurs applications en télécommunications, radio, TV, radar ; les circuits électroniques
et leurs composants...) ;

- La mécanique des fluides et ses applications a l'aérodynamique, aux turbo-machines,

aux échangeurs de chaleurs, aux réacteurs thermiques, mais aussi aux procédés

chimiques.

L'étude des systemes a parametres répartis (SPR) a connu un regain d'intérét de la part
de la communauté scientifique lors de ces dernieres années, notamment en ce qui concerne ses
applications en régulation des systemes. 1l y a plusieurs raisons a cela : tout d'abord, de
nombreux procédés ayant des applications industrielles essentielles sont, a la base, des
systémes a parametres répartis et la nécessité de les placer dans les meilleures conditions
opératoires possibles incitent a prendre en compte leur caractere distribué afin d'améliorer leur
efficacité. Ensuite, les aspects numériques liés a I'approximation des équations aux dérivées
partielles (EDP) (qui décrivent typiquement les SPR) et a leur résolution sont mieux compris,
et de plus en plus de logiciels de simulation numérique sont disponibles sur le marché,
facilitant I'usage et I'exploitation des EDP. Enfin, la théorie des systémes a parametres répartis

a été particulierement développée ces dernieres décennies, produisant des résultats applicables

a la régulation des systemes.
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L'objectif de ce chapitre est de présenter les hypotheses et les outils mathématiques

N

ainsi le type de commande et d’observation et la classification des systetmes a parametre

répartis (SPR).
1.2. Définition des systemes a parametres répartis :

Un systéme a parametres repartis est un systéme a variables spatio-temporelles ; car
ses variables ne dépendent pas seulement du temps mais aussi de leurs coordonnées spatiales,

et les variables spatiales peuvent étre mono ou multidimensionnelles.
1.3. Définition mathématique d’un SPR :

Pour I'analyse des systémes a parametres repartis (SPR) : une étude peut étre basée sur
un modele de dimension infinie décrit par des Equations aux Dérivées Partielles (EDP). Les
systemes aux EDP sont représentés dans des espaces fonctionnels de dimension infinie.

En effet, les concentrations en composants et en biomasse, ainsi que la température, n'y sont
généralement pas uniformes, car elles sont affectées par des phénomenes de transport
(diffusion et/ou convection). C'est pourquoi la dynamique des SPR n'est pas décrite par des
EDO (équations aux dérivées ordinaires), mais par des équations aux dérivées partielles

(faisant intervenir a la fois dérivées spatiales et temporelles).
1.4. Représentation mathématique des systemes a parametres répartis:

D’une fagon générale, on peut décrire les systemes a parametres repartis (SPR) par les
données suivantes [1] :
¢ Un domaine géométrique Q borné de R™, de fronti¢re F,. Q (0Q).

e Un intervalle de temps t = ]O, tf[.

On considere la classe des systemes définie par 1’équation d’évolution a I’intérieur du

domaine Q X ]0, tf[ suivante :

0x(z,t)
5y - Mx(z,t) + H(z)u(z,t) (1.1)
Sur un domaine spatial € tel que :
z€NCR
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Et un domaine temporel :

Soit x, = x(z,t,) 1’état initial.

Les conditions aux limites €tablissant les relations entre 1’état et la commande aux

limites doivent aussi étre fixées sur la frontiere de Q :
Llx(z',t)] = u, (z',t)z' € E.(Q) ou bien 0Q (1.2)

M, H et L sont des opérateurs matriciels différentiels agissant sur le vecteur d’état x,

ne comportant que des dérivées par rapport a z.
L’état x du systeme est représenté par la fonction vectorielle :

[%1(2z,t)
xX5(z,t)

x(z,t) =

. (z,0)]

Les variables u(z, t) et u, (z', t) sont les entrées ou commandes du systéme.

1.5. Conditions aux limites :

En mathématiques, une condition aux limites est une contrainte sur les valeurs que
prennent les solutions des équations aux dérivées ordinaires et des équations aux dérivées

partielles sur une frontiere.

Il existe un grand nombre de conditions aux limites possibles, en fonction de la
formulation du probleme, du nombre de variables misent en jeu, et (de maniere plus

importante) de la nature de 1'équation, parmi lesquelles on peut citer les plus rencontrées [2] :

e (Condition aux limites de Dirichlet.
e  (Condition aux limites de Neumann.
e Condition aux limites de Fourier (ou robin).

e (Condition aux limites de mixtes.
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o (Condition aux limites de Danckaerts.

Pour illustrer les conditions aux limites citées ci-dessus, on prend pour exemple une
barre métallique, assimilée a un segment de droite de longueur L, en négligeant la variation

de la température dans les autres dimensions de la barre.
1.5.1 Conditions aux limites de Dirichlet :

N

Considérons les extrémités de la barre métallique fixées a des températures

données Ty(t), T, (t).
On aura :
T(0,¢) =T, (1.3)
T(l,t) =T, (t) (1.4)

Les conditions aux limites de Dirichlet sont les conditions les plus faciles a

comprendre.
1.5.2. Conditions aux limites de Neumann :

Si le flux de chaleur est donné aux bords, alors dans ce cas c’est le gradient de la

température qui sera fixé et on aura les conditions aux limites suivantes :

X oa® 15

CaZ 720 - (pO ( . )
0x

o o =¢,(0) (1.6)

Les conditions aux limites de Dirichletet de Neumann sont utilisées pour

les équations différentielles partielles elliptiques.
1.5.3. Condition aux limites de Robin :

Si on dispose maintenant de la température extérieure T, (t), alors le gradient de la
température (flux de chaleur) sera proportionnel a la différence (T — T,,) les conditions aux

limites seront donc :
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oT
—c5l = k(T = T,,) (1.7)

Enz=0etz=1.

Avec :
k : Constante € R.
¢ : Caractérise la diffusion de la chaleur.

z : La frontiere du domaine de variation de T.
1.6. Commandes d’un systeme a parametres répartis :

Les problemes de controle sont multiples et variés. Ils dépendent a la fois de la nature

du systeme, des contraintes réelles liées a son fonctionnement et a 1’objectif visé.
On distingue alors plusieurs types de commandes [3]:
1.6.1. Commandes réparties :

Représentées par les fonctions définies sur Q X T ; dans de nombreux cas la

commande u(z, t) peut-étre décomposée comme suit :
u(z,t) = q(2). u.(t) (1.8)

q(2) : représente la structure géométrique du systeme d’actionneurs.

u, (t) : représente le signal d’entrée.

Cette formulation permet une simplification de calcul dans la transformation du

modele et la détermination de la commande.
1.6.2. Commande par zone :

Représentées par un ensemble de fonctions définies sur un sous-ensemble de €.

Si la commande est appliquée sur p zones, on a dans ce cas :

4
u( ) = ) G- w0 (19)
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1.6.3. Commande ponctuelle:

Dans le cas particulier ou la zone de commande se réduit a un point situé¢ dans (1, la
fonction q;(z) est remplacée dans I’équation précédente formellement par I’impulsion de

Dirac :

p

u(z,t) = Zuei(t)ﬁ(z—zl-) (1.10)

i=1
1.6.4. Commande par balayage :
Dans ce cas les zones ou/et point d’action sont mobiles dans .
1.6.5. Commande a la frontiére :
Définie sur Q) X t, elle peut étre par zone, ponctuelle, fixes ou a balayage.
1.7. Observations d’un systeme a parametres répartis :

L'observabilité est une notion treés importante dans l'analyse des systemes. De fagcon
générale, elle peut étre vue comme la possibilité que 1'on a de reconstruire 1'état x(t) du

systéme a partir de sa sortie y et de son entrée u.

Le probleme de 1'observabilité se pose lorsque certaines variables de I'état x(t) ne sont
pas mesurées pour des raisons physiques (manque de capteurs adaptés) ou économiques
(capteurs trop colteux ou de durée de vie trop courte). Il peut alors étre utile de les
reconstruire (au moyen d'un estimateur d'état) dans un objectif de surveillance ou de
commande. Cependant, dans un systeme non-observable, les mesures dont on dispose sont

incapables de rendre compte de 1'ensemble de la dynamique interne du systeéme.

Et généralement le vecteur de sortie du systeme coincide avec l’ensemble des
observations. Par concordance aux commandes exposées ci-dessus, on citera les différents

types d’observations [3] :
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1.7.1. Observations réparties :
Sur (1 X t ou sur un sous-ensemble de (1 X t.
y(z,t) =p(2).x(z,t) (111)
p(z) : représente la structure géométrique du systeéme d’observation.
1.7.2. Observations ponctuelles :

Elles nécessitent de prendre quelques points particuliers z; sur I’espace (0 sur

lesquelles on va définir la sortie comme suit :
y(z,t) = fx(z, t)8(z — z;)dz = x(z,t) (1.12)
Q

1.7.3. Observations par balayage :
Les points d’observations sont mobiles dans ().
1.7.4. Observations par moyennage spatial :

Définie par I’équation suivante :
Ym(t) = f c(2) y(z,t)dz (1.13)
Q

c(z) : est la structure géométrique des capteurs.

Dans ce cas, le capteur fournit la moyenne de la grandeur sur la totalité du domaine.

1.8. Classification des systémes a parametres repartis :

Il existe un tres grand nombre d’équations aux dérivées partielles (EDP) rencontrées
en physique comme les équations de chaleur, d’ondes, de Laplace et de poisson. Elles sont
linéaire et du deuxieme ordre, c’est pour cela les EDP les plus largement utilisées sont celles
du second ordre et la fonction inconnu x dépend de deux variables indépendantes z et t, qui

peuvent s'écrire dans le cas linéaire sous la forme générale suivante [4] :

10
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0%x(z,t 0%x(z,t 0%x(z,t
a x(z )+2b x(z )+ x(z )+

=23 St e [..]=0 (1.14)

Ou le terme entre crochets dépend de T(z,t),t,z et des dérivées premieres de T'(z,t),
et les coefficients (a, b,c) # 0, ils sont supposés constants et indépendants de la variable
d’espace z.

Par analogie avec les coniques, 1'équation (1.14) est dite :
-parabolique si b? — ac = 0.

-hyperbolique si b? — ac > 0.

-elliptique si b? — ac < 0.

Le choix d’une technique analytique dépend fortement de la nature des EDP. Si les
équations ne comportent pas des dérivées partielles du deuxieme ordre, le systeme est dit
hyperbolique. Sinon les équations sont classifiées selon la forme caractéristique de I’équation.
Dans le cas des systemes de type convection-diffusion-réaction, les équations sont dites de

type parabolique.

Les problemes stationnaires (indépendant du temps) sont modélisés par des EDP de
nature elliptique, tandis que les problemes dynamiques (d’évolution) sont modélisés par des

EDP de nature parabolique ou hyperbolique.

Enfin notons qu'un systtme dynamique concret est généralement délimité
physiquement dans I'espace. La description d'un SPR n'est donc pas complete sans des
conditions aux limites. Leur rdle n'est pas seulement d'intégrer au modele les contraintes
physiques auxquelles sont soumises les frontieres du systeme, mais aussi de permettre la
résolution des équations : pour cela, elles doivent étre en nombre suffisant dépendant de

l'ordre des EDP.

1.9. Actionneurs et capteurs des systemes a parametres répartis :

Pour un bon fonctionnement d’un systeéme a parametre répartis, il faut savoir a chaque
instant 1’état du systeme et agir par conséquent en fonction de ces informations. Le recueil des
informations se fait par 1’intermédiaire des capteurs, par contre les actionneurs excitent le

systeme. Ils peuvent étre de forme, de nature, et conception différentes [5].

11
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1.9.1. Actionneurs :

Ils permettent d’excité le systeme. Les actionneurs rencontrés dans les systémes

physiques, peuvent entre de type :

e Ponctuel fixe, tel un bruleur dans un systeme de diffusion, tel qu’il est montre dans

la figure 1.1 :

Figure 1.1 Systéeme monodimensionnel excité par deux actionneur

ponctuelle.

¢ Ponctuel mobile : C’est un actionneur dont la position varie avec le temps. On peut
citer comme exemple, un systeme excité par un rayon laser de direction variable.
e Actionneur zone, c’est le cas, par exemple, d’un systeme de diffusion avec une zone

de chauffe importante comme il est représenté dans la figure 1.2 :

Zone de chauffe

Figure 1.2 Syst¢tme monodimensionnel excité par un actionneur zone.

12
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¢ Filament, tel un four chauffé par une résistance électrique comme dans la figure 1.3

Filament chauffant

- 7

L J

Figure 1.3 systeme bidimensionnel excité par un actionneur filament.

Ces divers types d’actionneurs peuvent étre localisés a I’intérieure du domaine €2

représentant le domaine géométrique du systeme ou bien sur sa frontiere.

1.9.2. Capteurs :

Ils sont les intermédiaires physiques qui permettent de recueillir des informations sur
le systeme et son évolution.
Comme les actionneurs, on peut envisager divers types de capteurs pour les systemes a

parametres répartis, on cite :

e Dans des zones D; c (1, ce cas correspond a une lecture directe sur une partie D; .
e (Capteur ponctuel, comme I’exemple d’un thermocouple.

e (Capteur suivant une ligne L; C (), ce cas est celui d’une lecture d’un miroir pivotant.

13
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1.10. Conclusion :

N

Dans ce premier chapitre quelques notions de base sur les systeémes a parametres
répartis ont été présentées. Ces dernieres ont été limitées a la description mathématique, aux
différentes commandes et observations, ainsi qu’aux différents types de conditions aux
limites. Pour étudier le comportement d’un SPR, différentes méthodes de transformations

existent.

Une des méthodes les plus utilisées, particulierement pour la simulation, est la méthode

des lignes. Cette derniere fera 1’objet du chapitre suivant.

14
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CHAPITRE 2 Méthode des lignes

2.1.Introduction :

La plupart des phénomenes naturels sont régis par des lois de la physique. Ces lois
permettent de relier les grandeurs physiques qui décrivent ces phénomenes, et une résolution
de ces équations différentielles devient nécessaire afin de comprendre et d’expliquer ces
phénomenes physiques. Les modeles mathématiques des systeémes physiques sont tres
avantageux car ils permettent de faire 1’analyse du comportement des procédés sans avoir a

manipuler les grandeurs physiques qui les décrivent.

La résolution des EDP fait appel a plusieurs méthodes numériques, a savoir la méthode
des déférences finie (MDF), les méthodes des volumes finis (MVF), la méthode des éléments
finis (MEF). Sur le plan numérique on étudie les méthodes des déférences finies. Dans cette
méthode chaque dérivée est approchée par une expression discrete appelée schéma numérique.

L’étude se porte alors sur la convergence de ces schémas vers la solution exacte et leur stabilité.

On aboutit a des systemes d’équations aux dérivées ordinaires (EDO). Les systemes
d’équations obtenues peuvent étre résolus a 1’aide d’un ordinateur. Cette démarche de
résolution du modele mathématique est appelée simulation numérique du comportement du

procédé.

La méthode des lignes est une procédure semi-analytique, est bien connue par les
experts en matiere de résolution d’équations aux dérivées partielles. Les domaines d’application

ont augmenté considérablement ces dernieres années.

2.2. Calcul des dérivées finies en utilisant les polynémes de Lagrange :
2.2.1 Définition de la méthode des différences finies :

En mathématiques, et plus précisément en analyse, une différence finie est une
expression de la forme f (/1 + b) - f (/1 + a) . Ou f est une fonction numérique ; la méme

expression divisée par b — a s'appelle un taux d'accroissement (ou taux de variation), et il est
possible, plus généralement, de définir de méme des différences divisées. L'approximation des

dérivées par des différences finies joue un rdle central dans les méthodes des différences
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finies utilisées pour la résolution numérique des équations différentielles, tout particulicrement

pour les problemes de conditions aux limites [6].

2.2.2. Pratique de la méthode aux différences finies :

Dans le domaine de I’analyse numérique on peut €étre amené a rechercher la solution
d’une équation aux dérivées partielles. Parmi les méthodes de résolution couramment utilisé, la

méthode aux différences finies est la plus facile, puisqu’elle repose sur deux notions :

-La discrétisation des opérateurs dérivation/différentiation (assez intuitive) par

déférences finies d’une part.
- Et la convergence du schéma numérique ainsi obtenue d’autre part.

La méthode aux différences finies fournit une approximation de la solution en un
nombre fini du domaine (). Pour cela on commence par établir un maillage (pas de
discrétisation) uniforme de I’espace, de méme pas Az sur {1 (il est parfois utile de considéré des

maillages non uniformes).

2.2.3. Schéma numérique:

Un schéma numérique peut €tre défini comme la formulation algébrique d’un probleme
discret concu a I’aide de la méthode des différences finies. La démarche comprend les étapes

suivantes :

e Choisir les opérateurs discrets qui sont des approximations des opérateurs différentiels
de la formulation exacte.

e Générer un maillage du domaine de définition en étant attentif aux nceuds frontieres et
a la maniere de traduire les conditions aux limites.

¢ En se fondant sur les expressions issues des opérateurs discrets, établir les relations liant
les valeurs des fonctions aux nceuds du maillage (les inconnues).

e S’assurer que I’ensemble des inconnues et des relations qui les relient constitue un
probleme numérique qui ne soit pas sur- ou sous-déterminé. Cette vérification est une
condition minimale pour espérer trouver une solution, mais elle ne donne aucune

garantie sur la convergence globale.
16
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Une fois que le schéma numérique est établi et que le probleme discret est formulé, il
s’agit non seulement de le résoudre, mais encore de s’assurer que la solution discrete converge

vers la solution exacte lorsque les pas du maillage tendent vers 0.

Pour certains schémas dits explicites, il est possible d’ordonner les inconnues de telle
sorte que chacune d’elle puisse €tre déterminée récursivement a partir des précédentes qui sont
supposées étre déja calculées (matrice triangulaire). Pour les schémas implicites, il est parfois
possible d’éviter de résoudre 1’ensemble du systeéme de toutes les équations. C’est en particulier
le cas pour un systeme évolutif dont 1’état, caractérisé par des variables spatiales, est défini par
des conditions initiales (t = 0), puis évolue progressivement au cours du temps : le schéma
numérique reste explicite dans la variable temporelle et son caractere implicite ne concerne que

les variables spatiales.

Dans tous les cas, chaque équation du schéma numérique ne concerne qu’un petit
nombre d’inconnus. Dans un environnement linéaire, cette propriété conduit a formuler le
probléme discret a I’aide de matrices creuses et a en tirer profit pour le résoudre en utilisant

des méthodes appropriées.

La résolution des schémas numériques s’ appuie en général sur des méthodes algébriques
classiques. Cependant d’autres formulations équivalentes peuvent faire appel a des méthodes

d'optimisation.

2.2.4. Polynomes de Lagrange :

Le calcul analytique d’une dérivée d’une fonction f(A) peut se faire quelque soit la
complexité de la fonction. Le probleme se pose lorsque la fonction f(A)est connue
numériquement (pas d’expression analytique). Pour cela on utilise les valeurs de f(4) pour

calculer les dérivées f(™ (1) en utilisant certaines formules appelées schémas de dérivations.

Pour déterminer la dérivée numérique, on peut utiliser la méthode d’interpolation de
Lagrange [7].
17
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2.2.4.1. Interpolation de Lagrange :

Les fonctions les plus faciles a évaluer numériquement sont les polyndomes. Il est donc
important de savoir approximer une fonction arbitraire par des polyndmes. Dans ce cas, I’'un

des outils de base est la méthode d’interpolation de Lagrange.

Les polyndomes de Lagrange, permettent d'interpoler une série de points par un
polyndme qui passe exactement par ces points. Les polynomes de Lagrange associés a ces

Points sont les polyndmes définis par :

A=A
Li(A) = 1_[ (2.1)
N S
Jj=0,jTt+0
@ @ @
j'i—l /:II'_ Ar‘.+1

Figure 2.1 Représentation des trois points utilisés pour calculer le polyndme de

Lagrange.

2.2.4.2. Calcule des dérivés utilisant les polynomes de Lagrange :

Pour applique cette méthode, on doit choisir les points a utiliser pour calculer la dérivée.

Puis on détermine le polynome de Lagrange qui passe par les trois points.

A-2)A-2;_4)
Q1= Ai=2Aj41)

(A=2i-1)(A=2i41)
(Ai=2i—1)Ai=2Ai41)

O )0-20)
)G S oam @D

P(A) = f(A-1) + ()

En considérant AA = A; — A;_; est constant, il vient

18
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P(D) = f(y) TSR () S0 (g, ) S0 (23)
Le calcul de la premiere dérivée donne
f'()=P' ()
P'(A)=f(Aiy) Bogitd p () Bete) s () 22D (2.4)
P'(A)= f(Ai-1) ooz f Q) 135 +f i1 o (2.5)
Ainsi, la valeur de la dérivée de fen point 4; est
()= P (a)=LE i), (2.6)

2A7

Cette formule représente un schéma des différences finies centrées. Pour déterminer le
schéma des différences finies arriere (respectivement avant) en utilise un seul point en arriere

(respectivement en avant).

f')=P' (a)=HR L= @.7)
f’(A[):P,(Ai):f(li)giz(li*—l) (28)

2.2.5. Méthode d’approximation aux différences finies :

Il existe plusieurs méthodes d’approximation aux différences finis (méthodes de

discrétisation).
Ces méthodes permettent d’approximer le modele initiale, tout en conservant au mieux

les propriétés essentielles du systeme initial

En distingue généralement deux types de discrétisation :
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o Discrétisation totale :

Dans cette approximation les domaines d’espace de temps sont les deux discrétisés, on

obtient dans ce cas une solution tres précise du systeme initial.
e Semi-discrétisation (méthode des lignes) :

Pour cette approche 1’un des domaines d’espace ou du temps est discrétisé. On obtient
un systeme d’équations différentielles ordinaires d’autant plus élevé que la discrétisation plus

fine.
2.3. Méthode des lignes :

2.3.1. Définition de la méthode des lignes :

La méthode des lignes se réfere le plus souvent a la construction ou l'analyse des
méthodes numériques pour les équations aux dérivées partielles dont le principe consiste a
discrétiser les dérivées spatiales seulement et laissant le temps comme variable continue. Cela
conduit a un systeme d'équations différentielles ordinaires, une méthode numérique pour les

équations ordinaires de valeur initiale peut étre appliquée [8].

De plus elle est bien adaptée pour tous type de systemes hyperboliques ou
paraboliques, et permet de valider le modele approximé obtenu par d’autres techniques

d’approximation des SPR [9].

Le principe de 1a méthode des lignes consiste a discrétiser le domaine spatiale Q
) . L . iy .
en introduisant un pas d’espaceAz = 1 0, ou N est un entier positif représentant

le nombre de point de discrétisation.
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2.3.2. Base de la méthode des lignes :

L’idée de base de la méthode des lignes est de remplacer les dérivées spatiales dans

I’EDP par des approximations algébriques.

Dans ce cas les dérivées spatiales ne sont expressément plus indiquées en termes de
variables spatiales indépendantes mais seulement en termes de variable temporelle. En d’autres
termes, avec seulement une variable indépendante restante, nous avons un systeme d’équation

aux dérivées ordinaires qui approchent ou approximent I’EDP initiale.

L’enjeu est alors de préparer le systeme rapprochant les équations aux dérivées
partielles. Une fois que ceci est fait, nous pouvons appliquer n’importe quel algorithme
d’intégration numérique pour calculer une solution numérique approximative pour ’EDP que

les équations aux dérivées ordinaires munies des conditions initiales.

2.3.3. Propriétés et utilisation de la méthode des lignes :

La méthode des lignes a les propriétés suivantes qui justifient son utilisation [10] :

e Efficacité de calcul :

Le caractere semi-analytique de la formulation meéne a un algorithme simple et
compact, qui fournit des solutions précises avec moins d’effort de calcul que d’autres

techniques.

®  Stabilité numérique :

En séparant la discrétisation du temps et 1’espace, il est facile d’assurer la stabilité et

la convergence pour un large éventail de problemes.

e Effort réduit :

En se servant des solveurs de problemes d’EDO de pointe, 1’effort de programmation

peut étre réduit.
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e  Temps de calcul réduit :
Puisque seulement une petite quantité de lignes de discrétisation est nécessaire
calcul, il n’y a aucune nécessité de résoudre un grand systeme d’équation; par

conséquent la durée de calcule est petite.
2.3.4. Application de la méthode des lignes :
Pour applique la méthode des lignes, on a les cinq regles suivant [11] :

= Division du domaine des solutions en couches.

= Discrétisation de 1’équation dans un sens du méme rang.

= Transformation pour obtenir des équations ordinaires découplées.
= Transformation et introduction des conditions aux limites.

= Résolution des équations.
2.4. Exemple illustratif :

aT(z,t) 9°T(z1)
at  0z?
z € [0,1]

(2.10)

Avec les conditions aux limites :

To(t) =T(o,t) = 25
{Tl(t) =T(,t) = 50

Et la condition initiale :
T0)=0

Un tel probleme est appelé probleme aux limites car la fonction inconnue (2.10)
doit satisfaire les conditions aux limites posées a la frontiere de I’intervalle sur lequel

I’équation différentielle doit étre satisfaite.

Décomposons le domaine d’espace en intervalles égaux correspondant a un pas

. L. . 1
de discrétisation Az = 5
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» Discrétisation de la premiere dérivée :

> Discrétisation de la deuxieme dérivée :

dT(z,t) _ Tiy1 () = Ti—1(0)

D’ou I’équation différentielle :

On aura :

Soit sous la forme matricielle :

0z 2 Az (211)
0°T(2,t) _ Tina () = 2T,(8) + Tiea (1)
0z2 Az? (213)
Ti(0) = 5z [Tia (8) = 2T,(6) + Tiy (O] (2.14)

i=012.N-1

. TZ - 2T1 + TO
Tt) =———F
1( ) AZZ
. T3 - 2T2 + Tl
T,(t)=—7—m—F
2( ) AZZ
. T, — 2Ty + T,
T;(t) =————F—
W)=
. TN - 2TN—1 + TN—Z
T N—l(t) = AZZ
. T, — 2Ty + Ty
TN(t) — N+1 AZI;/ N-1
— 1 -
0 0 0 — 8
1 0 0 :
-2 1 0 s 0 0
.'. ". S T+ 5 TO + 3 Tl (2.14)
0 1 -2 1 0 0
-0 1 =2 gl &
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La matrice dynamique obtenue par ce schéma de discrétisation est tri diagonale

symétrique.

Maintenant en considérant les conditions initiales, on peut résoudre par une méthode

d’intégrations aux dérivées ordinaires.

2.5. Conclusion :

Dans ce chapitre, on a présenté des généralités et des notion de base de la méthode des
lignes, le principe de la méthode de lignes consiste a discrétiser les EDP qui représentent un
systtme de dimension infinie (décomposition du domaine d’espace seulement).Cette semi-

discrétisation conduit a des systemes de dimension qui peut €tre élevée mais reste finie.

La discrétisation des systemes par la méthode des lignes en utilisant les différences

finies permet d’avoir une trés bonne précision si le nombre de points de discrétisation est grand.

Le chapitre suivant sera consacré a la modélisation du probleme de Stefan.
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Chapitre 3 Modélisation du probleme de Stefan

3.1. Introduction :

La désignation du probleme de Stefan ne concernait, dans un premier temps, que les

problémes de conduction de la chaleur avec changement de phase liquide/solide.

Actuellement, cette appellation englobe tous les problemes de diffusion dans un

domaine déformable qui est désigné également par probleémes a frontieres libres ou mobiles.

Dans ce chapitre on s’intéresse a la modélisation du probleme de Stefan, qui est une

modélisation mathématique simplifiée de phénomene de changement de phase.

3.2. Modélisation d’un processus :

La modélisation est un élément fondamental de la démarche scientifique en particulier
en physique et en chimie. Les modeles permettent de représenter sous forme simplifié un

systeéme ou un phénomene afin de le décrire de 1’expliquer ou de prédire certains aspects.

Modéliser un processus, c’est le décrire de maniere scientifique, quantitative, par
exemple en termes d’équations (physique, chimique...etc.). Cela permet d’en étudier

I’évolution, d’en simuler des variantes en modifiant certains parametres.

3.3. Notion de chaleur :

Il s’agit de I’énergie transmise entre deux régions d'un méme milieu ou entre deux
milieux en contact. Cette énergie est transférée sous forme thermique, car en négligeant les
dilatations, il n’y a pas de mouvements macroscopique, donc pas d’énergie propagée sous

forme ordonnée de travail mécanique.

3.4. Présentation des mécanismes de transfert thermique :

Le transfert de la chaleur comprend I’ensemble des moyens de transport de la chaleur.
Le transport d’une énergie telle que la chaleur peut se faire via différents support matériels ou
immatériels. La méthode de transfert de la chaleur est directement liée au support, nous
pourrons ainsi déterminer I’étendue des méthodes de transfert thermique ou de la chaleur qui

peut s'effectuer suivant trois processus : conduction, convection et rayonnement [12].
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3.4.1. Conduction : la chaleur et les solides

Il s’agit d’'un monde de transfert dans lequel il n’y a pas de mouvement de matiere ou
de particules, celle-ci étant maintenues par les fortes liaisons correspondent a I’état (solide) du
milieu. La chaleur se répand a 1’élément voisin (entre deux régions d'un méme milieu, ou
entre deux milieux en contact) en allant de 1’élément le plus chaud au plus froid sous
I’influence d’un gradient de température.

Ce phénomene a également lieu dans les milieux fluides mais il est généralement

négligeable par rapport la convection.

du transport

T, = 100 °C
To = 0 °C

Figure 3.1 Schéma de la conductivité. Figure 3.2 Conductivité d’une piece.

On met ainsi en évidence les conditions d’existence de ce phénomene, il nous faut

donc :

- Un milieu solide ou fluide
- Une différence de température en deux régions de notre milieu
Ou
- Un ensemble de milieux solide ou fluide en contacte

- Une différence de température en deux nos milieu.
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3.4.2. Convection : la chaleur et les fluides

Dans un milieu fluide (liquide ou gaz incompressible), la chaleur se propage par le
biais d’un mécanisme appelé « convection ». Ce mode de transfert impose un déplacement de
matiere dans le milieu considéré, ainsi les particules les plus chaudes s’élevent et entrainent
les plus froides vers le bas (s’éloignent de la source et les plus froides sont dirigées vers la

source entrainées par le mouvement des plus chaudes.)

Figure 3.3 Convection dans une  casserole  Figure 3.4 Convection dans I’air.

d’eau marine.

Exemple de la casserole d’eau :

T

Source

Source

Figure 3.5 Conduction dans la casserole. Figure 3.6 Convection dans la casserole.
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3.4.3. Rayonnement ou radiation :

Le rayonnement est un transfert de chaleur entre deux corps, séparés par du vide ou un
milieu transparent, par I’intermédiaire d’ondes électromagnétiques. Nous considererons que

les corps solides opaques au rayonnement.

Surface 1

, ' Chaleur Q 1
\ \ \ f Chaleur (\J‘z

Surface 2

T2

Figure 3.7 Représentation schématique du transfert thermique par rayonnement.

On distingue différents mécanismes de transferts de chaleur conduction/ convection /
rayonnement. Nous allons plus précisément étudier dans ce chapitre la “conduction”. La
chaleur fournie a un endroit du corps est propagée de proche en proche dans le corps. Dans le
cas du gaz, nous avons vu qu’il s’agissait de chocs entre molécules, dans le cas du solide, de
vibrations des atomes. Lorsque 1’on examine les choses a une échelle bien plus grande que
1"écart entre les molécules et que le milieu paraissent continues, la température varie en
fonction de la position. On n’a plus d’équilibre dans tous le corps comme dans le cas des

systémes minces.

3.5. Champ de température :

Les transferts d’énergie sont déterminés a partir de 1’évolution dans I’espace et dans le
temps de la température : T = f(x,y,zt). La valeur instantanée de la température en tout
point de 1’espace est un scalaire appelé champ de température [13].

Nous distinguons deux cas :
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- Champ de température indépendant du temps : le régime est dit permanent ou
stationnaire.
- Evolution du champ de température avec le temps : le régime est dit variable ou

transitoire.
3.6. Gradient de température:

Si I’on réunit tous les points de I’espace qui ont la méme température, on obtient une
surface dite surface isotherme. La variation de température par unit€¢ de longueur est
maximale le long de la normale a la surface isotherme. Cette variation est caractérisée par le

gradient de température [13] :

Isotherme T

iy
grad (T )

Figure 3.8 Isotherme et gradient thermique.

oT

grad(T) = rm

(3.1)

Avec :

e 1 :vecteur unitaire de la normale.

oT
an

. : dérivée de la température le long de la normale.

3.7. Flux de chaleur

La chaleur s’écoule sous I'influence d’un gradient de température des hautes vers les
basses températures. La quantité de chaleur transmise par unité de temps et par unité d’aire de

la surface isotherme est appelée densité de flux de chaleur :

18Q

¢ = 13 (3.2)
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e Aest'aire de la surface (mm?).

On appelle flux de chaleur la quantité de chaleur transmise sur la surface 4 par unité

de temps :

_ 0

=70 (3.3)

3.8. Diffusion de chaleur par conduction :

Le transfert de chaleur par conduction prend lieu dans les solides et les fluides au

repos.

Sa modélisation a ét€ pour la premiere fois abordée par «J. Fourier» dans son «traité

analytique de la chaleur».

La théorie de la conduction repose sur I’hypotheése de Fourier : la densité de flux est

proportionnelle au gradient de température [13] :
¢ =—k Agrad(T) (3.4)
Ou sous forme algébrique :
SN
p=—-kA e (3.5)
Avec :

¢ ¢ : Flux de chaleur transmis par conduction (W).
e k : Conductivité thermique du milieu (W m~1 K~1).
e z: Variable d’espace dans la direction du flux (m).

e A : Aire de la section de passage du flux de chaleur (m?).

3.9. Probléme de Stefan :

Le modele le plus simple des phénomenes de changements de phase est le probleme
classique de Stefan ou probleme a frontiere mobile. La formulation de Stefan d'un probleme
de changement de phase liquide solide se fonde sur 1'écriture de I'équation de diffusion de

I'énergie par conduction (dite formulation de Stefan a deux phases) dans chacune des phases,

30



Chapitre 3 Modélisation du probleme de Stefan

c'est-a-dire une modélisation mathématique simplifiée de phénomenes de changement de
phase [14].
Dans le cas monodimensionnel, les équations aux dérivées partielles régissant la

conduction thermique dans les deux phases s’écrivent :
» Dans la phase solide :

aT(zt)  T*(t)
ot BT a7z

T<Tz (3.6)

» Dans la phase liquide :

aT(zt)  aT?(21)
ot 0T 922

T>Tp (3.7)

Telle que o représente la diffusivité thermique et s’écrit en fonction de la conductivité

du matériau o = o Les indices set 1 représentent les phases solide et liquide
p

respectivement.
Ou:
e p: Densité du liquide (kg.m™3).
e C,: La chaleur spécifique du matériau (J-kg'-K™).

¢ k: Conduction thermique du matériau .
3.10. Modélisation du probleme de Stefan :
3.10.1. Equation de chaleur :

L’équation de la chaleur caractérise I’évolution de la température dans un corps solide
ou fluide en fonction de deux variables, le temps t et de 1’espace z, décrite par une équation

aux dérivées partielles parabolique [15].

aT(zt)  T?(z1)
ot 922

(3.8)

a=—, 0<z<I(t) <L

31



Chapitre 3 Modélisation du probleme de Stefan

Equation (3.8) se produit dans la théorie du flux de chaleur qui est, la chaleur
transférée par conduction dans une tige. La fonction T (z,t) représente la température a un
point z le long de la tige a I’instant t.

Méme si nous avons a faire de nombreuse hypotheses simplificatrices, il est

intéressant de voir comment 1’équation tel que (3.8) est obtenue.

Alors pour la modélisation de cette dernicre, nous considérons un domaine (1 de

I’espace a N dimensions (noté R™ avec N # 0).

Supposons une tige mince circulaire d'une longueur L a une surface de section

transversale A et coincide avec 1'axe des z sur I’intervalle [0, L] Figure 3.9.

ey N
SR T e A
NS N i -
0 y/ Z+ Az L y/

Figure 3.9 Unidimensionnel le flux de chaleur.
3.10.1.1. Hypotheses :

Plusieurs hypotheses simplificatrices sont utilisées pour modéliser 1’évolution de la

température dans la tige:

- Le flux de chaleur est négligé dans les directions x , .

- La barre est supposé isolée pas de changement de température avec 1’environnement.
- La barre ne produit pas de chaleur.

- La masse volumique p est constante.

- La chaleur spécifique ¢, et la conduction thermique k du matériau sont constantes.

3.10.1.2. Lois physiques :

L’étude de certains phénomenes physiques, biologiques, chimiques, mécaniques, etc.,
se ramene a I’étude des relations qui existent entre les variables caractérisant le phénomene

étudié.

32



Chapitre 3 Modélisation du probleme de Stefan

Pour déterminer I’équation aux dérivées partielles satisfaite par la température T (z, t)

Nous avons besoin de deux lois empiriques de conduction de la chaleur :

v La quantité de chaleur Q dans un élément de masse m est :

Q =C,mT (3.9)
T: Température de 1’élément.

v' Le flux de chaleur % a travers la surface indiqué sur la figure 3.11 est proportionnelle

a la surface A et a la dérivée de la température par rapport a z.

_900_ a9 3.10
Y= T ox (3.10)

Comme le flux de chaleur circule dans le sens de la diminution de la température, le
signe moins dans I’équation précédente est utilisé pour garantir que le flux ¢ est positif pour
T <0 (le flux de chaleur vers la droite), et négatif pour T > 0 (le flux de chaleur vers la

gauche).

0
—Q >0 = — <0 = latempérature diminue.
at 0z

3.10.1.3. La modélisation :

Si la portion de la tige indiquée dans la figure 3.9 entre z et z + Az est trés mince,
alors T (z,t) peut étre considérée comme la température approximative a chaque point dans

l'intervalle. Maintenant, on aura :
v la masse de I’élément est :
m=p.(A).(z+ Az —2z) (3.11)
Apres simplification on aura :

m = p(A Az) (3.12)
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v Le flux de chaleur dans la direction positive de z :
Lorsque les flux de chaleur sont dans le sens des z positifs, nous remarquons a partir de

I’équation de (3.5) que :

o= e;_(g Ny aT;j t)l B I_kA oT (Za-I-ZAZ, t)l A I@Ta(j, t) _aT (Za-I-ZAZ, t) (3.13)
Ona:
Q =C,mT
En remplacant m par sa valeur on obtient :
Q=CpAAzT (3.14)
En calculant la dérivée de la quantité de chaleur (3.14) de I’élément de masse m on
aura :

_99 e an T 3.15
P =% T P A2 G, (3.15)

En remplacent (3.13) dans (3.15) :

2 OT (z,t) OT (z+ Az t) CCooAR aT 316
0z 0z — WP ABZ G (3.16)

D’apreés 1’équation (3.16) et comme la surface (A) est la méme alors elle va se
D e . . T (. . N
simplifier, et on va faire sortir P (la dérivée de la température par rapport a z) on aura donc

I’équation (3.17) :

3T (z£)  OT (z+Azt)
k[, ——5 1 ar 317
Cyp Az 0z '

Enfin, en prenant la limite Az — 0 on aura alors I’équation suivante :
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k 9°T(z,t) oT

—_— = 3.18

Cop Az? 0z ( )
Posons :
o= p% (la diffusivité thermique).

p

Nous obtenons 1’équation finale (3.19) suivante:

0T(z,t dT?(z,t

29 = @9 (3.19)

ot 0z2

L’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles. Elle dépend de deux
variables, z et t sont toutes les deux indépendantes.

Pour la résolution il faut ajouter a cette équation qui est valable dans le domaine Q,
une relation appelée conditions aux limites, qui indique ce qui se passe aux frontiere <2 du
domaine, et une autre relation qui indique quel est 1’état initial de la température. Par
convention, nous choisissons I’instant ¢ = 0 pour étre le temps initial, et nous choisissons une
condition initiale. Maintenons la température constante aux extrémités T1 etT2, la

température vérifie les conditions de Dirichlet.
Les conditions aux limites sont :

T(0,t) =T1
T(l,t)=T2

La condition initiale est :
T(z,0) = To(x)

En rassemblant a la fin I’équation avec ces conditions (les conditions aux limites et la

condition initiale), nous aurons 1’équation de la chaleur suivante :

0Ty _ aT°@Y _
- ]

ot 0z2
7(0,t) = T1 (3.20)
T(,t)=T2

T(z,0) = Ty(x)

Avec :
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T(z,t) est la température dans la tige en un point donné de 1’axe z a un instant
donné t.
Le probleme ( 3.20) est constitué d’une équation aux dérivées partielle munies de

conditions aux limites et d’une condition initiale.
3.10.2. Equation de fusion :

Comme la position de l'interface est inconnue. Nous avons besoin d’une condition
supplémentaire. Cette condition se détermine a partir de la physique de la phase de transition.
La quantité de chaleur latente spécifique libérée pendant la phase de transition du liquide au
solide doit étre considérée lorsque la phase solide se fond [16], comme le montre la

figure 3.10.

Comme I’interface liquide-solide se déplace avec une certaine vitesse, le flux de
chaleur produit se déplace a la méme vitesse, il est ainsi €gale au flux de chaleur, puisque
nous avons supposé que le solide a une température constante. Au niveau de I’interface, on a

I’équation suivante :
AH al _ k or UGH) [(0)=0 (3.21)
PR ar = 0z T B '

AHp : Chaleur latente J. kg™*

Posons f = pAHf I’équation (3.21) devient :

dl oT

—=—k——®),1) (3.22)
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Interface mobile

Flux de chaleur Phase liquide l Phase solide
: | VA 7
®
| | >
z=0 z=1(t)

Figure 3.10 Phase liquide régi par une équation de la chaleur non linéaire avec le

contrOle de frontiere, en contact avec une phase solide infini

3.11. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons modélisé 1I’évolution de la température une tige
métallique, Le probleme de Stefan est constitué de deux équations :
Equation de chaleur et équation au niveau de la frontiere entre la phase liquide et la phase

solide.

L’équation de chaleur linéaire constitue le modele type de la classe des équations aux
dérivées partielles paraboliques qui décrivent, en général, un phénomene de diffusion
(conduction). Son analyse mathématique et la compréhension des propriétés qualitatives de
ses solutions ont conduit a développer des outils dont I’extension permet de mieux aborder les
modeles les plus complexes a appréhender. L’équation de la chaleur est une équation ayant

une grande importance dans les sciences de 1’ingénieur.
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Chapitre 4 Méthode d’immobilisation de la frontiére

4.1. Introduction :

L’un des phénomenes physiques important est le changement phase d’un état a un autre

(solide — liquide- vapeur), avec absorption ou émission de chaleur.

Ces processus de changement de phases sont souvent rencontrés dans 1’industrie. Citons
a titre d’exemple, la solidification de I’eau dans les conduites d’un échangeur de chaleur, la

solidification des métaux fondus et la cristallisation a partir de la phase liquide.

Le changement d’état liquide-solide d’un matériau pur est caractéris€ par la
transformation, a température constante, d’'une phase liquide en une phase solide ou
inversement. Cette réaction réversible s’accompagne d’une consommation (fusion) ou d’une

restitution (solidification) d’énergie.

L’objectif du chapitre est de simuler un systéme dynamique, appelé probleme de Stefan,
caractérisé par un changement de phase. Dans ce probleme, on a une phase solide pour laquelle
on applique un flux de chaleur. Dans ce cas, on enclenche un phénomene de fusion, par
conséquent on aura deux phases, i.e. liquide-solide, et 1’objectif est de suivre I’évolution de la

température de la phase liquide et le déplacement de la frontiere liquide-solide.

Ce probleme est modélisé par un ensemble hybride d’équations différentielles : une
équation aux dérivées partielles (équation de chaleur) régissant 1’évolution de la température
dans la phase liquide, et une équation aux dérivées ordinaires qui caractérise le déplacement de
la frontiere. Ces deux équations sont couplées. Pour simuler le systeme, on propose d’utiliser

la méthode des lignes apres avoir appliquée la méthode d’immobilisation de la frontiere.

4.2. Rappel sur le modele qui est le probleme de Stefan

Le probleme de Stefan décrit I’évolution en temps d’une interface liquide - solide dans
des processus de changement de phase. Le probleme consiste a trouver la température et la

position de I'interface entre deux phases d’un matériau pur.
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4.3. Méthode d’immobilisation de la frontiére :

4.3.1. Principe :

La notion d’immobilisation de la frontiere est un passage de la frontiere mobile a la
frontiere fixe par une transformation des coordonnées. Cette transformation de coordonnées
consiste a définir un nouveau domaine spatial qui représente réellement une normalisation du

domaine original.

4.3.2. Application de la méthode d’immobilisation de la frontiére au probleme de Stefan :

La formulation mathématique du probleme de changement de phase est gouvernée par
I’équation parabolique de la chaleur. La position du front de fusion ou de solidification
(interface solide -liquide), est a priori inconnue, est doit étre déterminée comme partie de la
solution. En effet, les problemes de changement de phase sont non-linéaires, ce qui rend

I’élaboration de solutions analytiques tres délicate.

La mise en équations du probleme de transfert de chaleur par conduction en présence

d’un front de fusion ou de solidification, s’appuie dans le cas d’un corps pur sur :

» D’une part, sur I’équation de la chaleur dans les phases solide et liquide.

» D’autre part, sur la continuité des flux a I’interface solide-liquide, en posant que la
différence entre les flux de part et d’autre de I’interface est égale a la quantité de chaleur
instantanée libérée ou absorbée sous forme d’enthalpie de changement d’état par la

progression du front.

4.3.3. Mise en équations du probleme :

Considérons une portion finie [14] d'un matériau pur de longueur L, qui est
initialement a 1'état solide. L'application d'un flux de chaleur a gauche de la bande z =10
provoque un processus de fusion qui progresse dans la direction z positive. Ce phénomene est

illustré par la figure 3.1
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Frontier mobile (interface solide -liquide)

v

q(t) —» Phase Solide

|

-

Y

|
B
0

I
I(t)

Figure 3.1 Schéma synaptique de la frontiere mobil.

La Modélisation de ce processus sur la base de I'équation de la chaleur donne le résultat

suivant :

aT(zt)  9°T(zt)
_—

Jt 0z2 (4.1)

Aveca=—— 0<z<I(t)<L,t>0
PCp

On dispose par ailleurs des conditions aux limites aux frontieres du domaine spatial
considéré. Ces conditions peuvent étre soit des températures imposées, soit des flux spécifiés.

Dans notre cas,on a
T(0,t) = q(t) (4.2)
T, L) =T (4.3)

Pour la condition initiales, c’est la distribution des températures a t = 0. Dans le cas

général, la température initiale est homogene constante est bien définie dans le matériau.

T(z,0) =Ty(2) (4.4)
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L’application du bilan énergétique a la position de l'interface liquide - solide donne

I’équation suivant :

dl(t oT (z,t
® _ g (z,1) (4.5)
dt 0z z=1(t)

p AHf

Qui décrit le déplacement de la limite de la frontiere mobile z = [(t) ou la position

de l'interface liquide-solide.

Dans ce modele, T(z,t) est la température de la phase liquide, t € [0, +oo[ est la
variable temps, z est la variable d'espace et [(t) est la position de la frontiere mobile, q(t) est
la température appliquée a la frontiere pour enclencher le phénomene de fusion, qui est la
variable manipulée, T,(z) est la température de toute la portion a I'état solide. Le paramétre
P, Cp k, AHf et Tr représentent respectivement la densité, capacité calorifique, conductivité

thermique, chaleur latente et la température de fusion du matériau.

Dans ce probleme la frontiere [(t) se déplace. La méthode d’immobilisation de la

frontiere consiste a fixer la position [(t). Pour cela, on définit les transformations suivant :

2t = — (4.6)
106

T(z,t)=T"(z",t) (4.7)
De I’équation (4.7) on a:

oT (z,t) _9T" (z",t)

ot ot (4.8)
oT* (z,t)9z* 9T* (z,t)
="z ot oz (4.9)
De (4.6) on aura :
0z* _z dl 410
at  12(¢t) dt (4.10)
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La dérivée temporelle de la température devient :

T (z,t) z dlaT*(z',t) 0T (z,¢t)
ot 12D dt oz 07"
z* dlaT*(z5t) aT* (z,t)
:_l(t)a dz* + 0z*

La dérivée spatiale de la température devient :

oT (z,t) dT*(z",t)
az 0z
aT*(z*,t) dz*
- az* 0z
1 dT*(z",t)
Tl oz

Et
oT? (z,t) 0 1 0T*(z",1)
9z2 9z 'l(t) oz
1 aT(z,0)
C12(t) 9z+?

La relation (4.1) devient :

oT*(z", ) a OT%(z,6) z° di(t) aT"(z",¢)

at  12(t) 9z*? I(t) dt dz*
Les conditions aux limites 4.2 et 4.3 deviennent :

T(z=0,t) =T"(z" =0,t) = q(t)
T(z=1(t),t) =T(z" =1(t),t) =T

Et la condition initiale

T(z,0) = T*(z*,0) = Ty(z")
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Le modele final obtenu est maintenu caractérisé par une frontiere 2 z* = 0. On peut le

simuler facilement avec la méthode des lignes.

4.4. application de la méthode des lignes :
Pour appliquer la méthode des lignes, on commence d’abord par la discrétisation des

opérateurs en utilisant les différences finies.

dit)

Calcul de — :
dt

De I’équation (4.5),0on a :

dl(t) _ k 0T (z,t) (4.18)
dt pAHf 0z 2=1(6) '
et de I’équation (4.12),on a:
oT (z,t) 1 dT*(z,t)
= 4.19
0z I(t) oz* ( )
Et de (4.6), il vient :
z=2z"*I[(t)
Donc :
z=1(t) =z"*1(t) = 1(t) =>z"=1 (4.20)
On remplace les équations (4.19) et (4.20) dans (4.13) on aura :
dl(t) B k 1 0T (z,t) 421
dt — pAHfI(t) 9z |._, (4.21)

En utilisant les différences finies, on a :

di(t) k1 3T* —AT* ;1 +T"_,
dt  pAHf I(t) 2Az*
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di(t) k 1 37" —4T", +T* 4
dt  pAHf 1(t) 2Az*

(4.22)

Pour la premiere et la deuxieme dérivée spatiale de 1I’équation (4.14), on a :

oT*(z",t)  «a 6T*2(z*,t)+ z* dl(t) aT*(z",t)
at  12(t) 9z*? I(t) dt dz*

oT"(z5t) @ Thi(®) - 27"+ T4 @) | 27 d®) T7ina (&) — T4 ()
ot 12(1) Az*? I(t) dt 2Az*

oT"i(z5t)  a T s (®) = 2T () + T4 (1)

at  12(t) Az*2
z" k 1 3T —AT", + T \T 141(6) = T*_1 (¢t
n (_ l n n 1) l+1( ) i 1( ) (4'23)
I(t) \ pAHf L(t) 2Az* 2Az*

4.5. Simulation :

Pour la simulation des équations différentielles obtenues, on a utilisé le logiciel

MATLAB. Ces derniéres ont été résolues en utilisant le solver odel5s (méthode de Gear).

Pour valider la solution numérique, on considere un cas ayant une solution analytique.
Dans cette optique, on consideére qu’initialement la portion solide a une température de Ty = 0.

La température appliquée 2 la frontiere z = 0 est q(t) = et~

Le probleme simulé est résumé comme suit

aT(z,t)  02T(z0)
=a

T 372 (4.24)

Avec 0 <z < I(t)

dl(t)_ dT (z,t)
T o1
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T(0,t) = f(t)

T((),t)=0

La solution analytique de ce probleme pour :

a==1
Et
f(t)=et—1 (4.23)
Est :
T(z,t) = et 2t -1 (4.24)
I(t) =t (4.25)

Pour « = 1 I’équation (4.23) devient :

oT"i(z5t) 1 T7a(®) =2T7(0) + T7-4(0)

at  12(t) Az*?
z* 1 3T, —4T* , + T, \NT" ;.1 (t) = T*;_(t
+ (_ l n n 1) l+1( ) i 1( ) (4.26)
[(t) I(t) 2Az* 2Az*
Résumés du modele simulé avec les conditions aux limites :
T o(z"t) 1 T () —2T"1(t) + q(0)
at  12(b) Az*?
z* 1 3T, —4T*, +T*,_ \T",(t) —qg(t
+ (—k l n n 1) 2( ) q( ) (4.27)
I(t) I(t) 2Az* 2Az*
aT*n(z5t) 1 T () = 2T",(t) + T" o1 (8)
at T 12(0) Az*?
z* 1 3T*, —4T*, +T*, _ \NT*,(t) —T",_;(t
+ (—k l n n 1) l( ) n 1( ) (4.28)
I(t) [(t) 2Az* 2Az*
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Le nombre de points considéré dans la simulation est n = 50.

Les résultats de simulation de I’équation (4.26) sont illustrés par les figures ci-apres.

La figure 4.4 donne le déplacement de la fronticre en fonction du temps a la fronticre

comparée a la solution analytique.

1-4 T T T | T T T T T
+  Meéthode dimmobilization de la frontiére

12k Solution analytique |

| | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
temps (min)

.'| 1 1 1

Figure 4.2 Evolution de la frontiere en fonction du temps : solutions numérique et

analytique.

On remarque que I’évolution du front de fusion dans le temps, pour @ = 1, est une

droite, et que le profil de [(t) suit la droite de la solution analytique.

Les figures 4.3, 4.4 et 4.5 donnent les profile temporel de la température pour quelques points

de la phase liquide.
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14 ! 1 1 ! ! 1 I I 1
* Méthode dimmobilization de la frontiére
1.2 Solution analytique
1 -
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3
S 06 1 »
2
£
= 04 i
0.2 4
0 -
_02 | 1 | 1 1 | | | 1
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
temps (min)
Figure 4.3 Evolution de la température en fonction du temps et la solution
analytique au point z = 10.
1 1 1 1 1 1 T T 1 1
*  Méthode dimmobilization de la frontiére
08k Solution analytique i
__06
@)
>
2 04
=
i
2
g 02
L
-
0 b
02} .
_04 | | 1 1 | 1 1 | |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

temps (min)
Figure 4.4 Evolution de la température en fonction du temps et la solution

analytique au point z = 25.
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03 1 1 1 1 1 T T |
%  Meéthode dimmobilization de la frontiére
Solution analytique

0.2

Température (°c)

_06 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
temps (min)

Figure 4.5 Evolution de la température en fonction du temps et la solution

analytique au point z = 40.

On remarque que 1’évolution temporelle de la température, obtenue numériquement,
coincide parfaitement la solution analytique. Le méme constat est fait pour le cas des profils

spatiaux obtenus a des instants différents donnés par les figures 4.5, 4.6 et 4.7
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016 T T T T T T T T T

Méthode dimmobilization de |a frontiére
#*  Solution analytique 7]
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Figure 4.6 : Evolution de la température en fonction du I’espace et la solution

analytique a I’ instant £ = 0.15.
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Figure 4.7 : Evolution de la température en fonction de 1’espace et la solution

analytique a I’ instant £ = 0.55.
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16 T T T 1 1 T 1 1 L)
Méthode dimmobilization de la frontiére
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Figure 4.8 : Evolution de la température en fonction du I’espace et la solution

analytique a I’ instant £ = 0.95.

En résumé, I’évolution de la frontiére mobile suit bien la trajectoire [(t) =t solution
analytique du probleme. De mé&me pour I’évolution de la température dans la phase liquide, on

constate qu’elle suit parfaitement le profil de la solution analytique T(z,t) = et~2*t — 1.

A travers cet exemple, on peut confirmer que la méthode d’immobilisation de la
frontiere permet de simuler correctement les systeémes a parametres distribués avec des

frontieres mobiles.
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4.6. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons simulé le probleme de Stefan en utilisant la méthode des

lignes apres avoir immobilisé par la méthode d’immobilisation de la fronticre.

En mobilisant la frontiere, la méthode des lignes a été appliquée en utilisant les
différences finies. La simulation a été réalisée en utilisant le solver de Matlab ODE15s. A partir
de la solution obtenue, on peut déterminer les évolutions des différentes variables en utilisant

les inverses des transformées de variables de la méthode d’immobilisation de la frontiere.

Pour valider la simulation, on a considéré un exemple d’application ayant une solution
analytique. Les résultats numériques obtenus sont en concordance avec le résultat analytique et

démontrent la justesse de la méthode d’immobilisation de la frontiere.
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Conclusion Générale

Le travail présenté dans ce mémoire s’inscrit dans le cadre de simulation numérique
des systemes a parametre répartis avec frontieres mobiles. L’ objectif est d’appliquer la méthode
d’immobilisation de la frontiere pour simuler le comportement dynamique de ce type de
systemes. Comme exemple d’application, nous avons considéré le probleme de Stefan qui décrit

les phénomenes de changement de phases.

Dans un premier temps, nous avons présenté bricvement les systeémes a parametres
répartis. Puis, nous avons la méthode des lignes, basée sur les différences finies, qui est la plus
utilisée pour la simulation des systémes a parametres répartis. Ensuite, nous avons présenté la
modélisation du probleme de Stefan suivi de sa simulation par la méthode de I’immobilisation

de la frontiere.

Pour démontrer la puissance de la méthode d’immobilisation de la frontiere, nous
avons considéré un exemple ayant une solution analytique. L’objectif est de confronter les
résultats obtenus numériquement. Ainsi, les différents profils obtenus numériquement
coincident parfaitement avec ceux obtenus analytiquement. Le constat est le méme pour

I’évolution de la frontiere, c'est-a-dire I’interface liquide-solide.

En conclusion, on peut confirmer que la combinaison de la méthode des lignes et la
méthode de I’'immobilisation de la frontiere constitue une démarche intéressante pour la

simulation des systemes a parametres répartis caractérisé par un domaine spatial variable.
Comme perspectives pour ce travail, on peut penser a I’extension de 1’application de

la méthode de I’immobilisation de la frontiere des systemes a parametres répartis a deux

dimensions.
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