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Introduction

Nous nous intéréssons a la chaine de Markov (X,,),, définie par
Xn+l = apXp + bn—an—l

ou Xo, X1, (an), (by,) sont des variables aléatoires indépendantes (cf, P.Diaconis

16]).
Nous remarquons immédiatemant que si nous définissons la suite (Y},), en
posant

alors

. Qp, bn—l Xn
o= (1) (1)

L’étude de cette chaine de Markov, nous raméne donc a I'étude d’une
marche aléatoire (Z,,), sur des sous-ensembles de matrices carrées d’ordre 2,

si on pose
_ [ a1 bo o On bn—1
2= (5 0) (7 )

Les marches aléatoires sur des ensembles de matrices, plus généralement sur
des groupes sont intensément étudiées.

Nous nous sommes attachés a faire une synthése de quelques notions de
base et a leurs exploitation dans des cas simples, en guise d’introduction a
I’étude de la chaine de Markov ci-dessus.



Chapitre 1

Marches Aléatoires dans le
Groupe du Cube

Dans un premier temps, nous nous intéréssons au probléme suivant : Un
cube est soumis a des transformations aléatoires qui le laissent globalement
invariant. On veut savoir quel est le temps moyen de retour & sa position
de départ. Dans ce qui suit nous mettons en place le modéle mathématique
pour répondre a cette question.

1.1  Etude du groupe orthogonal- Propriétés
générales

Soit E un espace euclidien, avec dimE = n. On note < z|y > le produit
scalaire de x,y € E et ||.|| la norme associée. Soit End(E) I'ensemble des
endomorphismes de F i.e. End(F) = {¢: E — FE lineaires}.

Définition 1. ¢ € End(E) est une isométrie de E si ¢ conserve le produit
scalaire, ¢’est d dire

Ve,y e B < p(x),o(y) >=<z,y >

Remarque

¢ € End(F) conserve le produit scalaire < ¢ conserve la norme.c’est a
dire



(@) = =]

En effet, si ¢ conserve le produit scalaire, on a
Va,y € E < p(a), oly) >=<wz,y>

En faisant x = y, on a

Ve e E < p(x),p(x) >=<z,2 >

et par définition de la norme Vz € E, ||p(x]]? = ||=|/?

et donc Vo € E, ||o(z|| = ||z

donc ¢ conserve la norme .

Réciproquement si ¢ € End(E) conserve la norme, Vz ||¢(z|| = ||z|| on a

Ve,y e K

<p@+y),plr+y)> = <)) >+2 <o), 0(y) >+ < e(y), p(y >)
= (le@))?+2 < e(z), e(y) > +(leW))? (1.1)

d’autre part

<pl+y)elrt+y) > = <z+yzrt+y>
= <zrr>H2<z,y>+<y,y>
= (e +lyl)* +2 <2,y > (1.2)

Donc
< (x), ply) >=<m,y >,

et par conséquent ¢ préserve le produit scalaire.

Proposition 1. Soit E un espace euclidien, dimE =n < oo
< x,y > le produit scalaire de x, y et ||.|| la norme associée.
Soit O,(FE) Uensemble d’isométrie de E, alors (O,(FE), o) est un groupe.
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Démonstration.

1. 1, p2 € O,(E) alors @1 0 py € O,(F) En effet

< propa(x),propa(y) > = < pi(pa(x)), p1(pa(y)) >

= < (), p2(y)) >
= <z,y> (1.3)

2. Sip € O,(E) alors ¢~ 1 existe et ¢~ 1 € O,(F)
— Existence de ¢ :
Montrons que si ¢ € O, (FE) alors ¢ est bijective .

¢ € End(FE) et E étant de dimension finie, il suffit de montrer que
© est injective

Il revient au méme de montrer que si p € O, (FE) alors ker(p) = {0}..
Nous avons par définition
ker(p) ={z € E tel que p(x)=0} .

Si ¢ € O,(F) et x € ker(p), nous avons

o(x) = 0, donc [|¢(x)|| = 0. Donc ||z|| = 0 car ¢ conserve la norme,
et donc x = 0, d’aprés les propriétés de la norme. Donc ker(yp) = {0}
et ¢ est injective et donc bijective. Par suite ¢! existe

Montrons que si ¢ € O,,(E) alors ¢~1 € O,,(F)

o1 existe, Vo € O,(E).

Done Vz € E |lp o o™ (z)[| = |

et d’autre part [lp o 7| = 7! (z)]| car ¢ € On(E)

done [l ()] = [lz[|, Vz € E

donc o' € O,(E) d’on (O,(FE),0) est un groupe.



Proposition 2. Soit B une base orthonormale de E. Pour ¢ € End(E) soit
A la matrice de ¢ par rapport & B et soit M,(R) l’ensemble des matrices
carrées d’ordre n a coéfficients réels. Si

I = {A € M,(R)) tel que AA" = [n}7

nous avons
p€O,(E)& AeT

Démonstration. Soit B une base orthonormale de E et A la matrice de ¢
par rapport a B.

=] Si ¢ € O,(E), alors Va,y € E < ¢(x),p(y) >=< x,y >. Donc, si
X,Y sont les matrices colonnes représentant x et y dans la base B, nous
avons

VX,Y, (AX)'AY = XY,

c’est a dire VXY, X'A'AY = X'V, et donc A'A =1, ie. AcT.

<] Soient z et y € E et X et Y les matrices colones représentant x et
y dans la base B. Soit A € T' et ¢ I'endomorphisme de E dont la matrice
relativement & la base orthonormale B est A. Par définition de 'image d’un
vecteur par une application linéaire et par définition du produit scalaire de
E. nous avons

< (), 0(y) >= (AX)'AY = X'A'AY.

Comme A € I', donc A'A = I,, et par suite
< (@), ply) >= XY =<z,y>. 0O

1.2 Cas de Oy(F)

1.2.1 Etude des rotations planes

Soit ry une rotation d’angle § autour de l'origine O, on assymile R? eu-
clidien a I'espace des vecteurs d’origine O dans le plan affine euclidien, muni
d’une base orthonormale {eq, eo}. On dit que ry est une rotation plane d’angle



0 autour de O si I'image de tout point M du plan affine est le point M’ du
plan affine tel que :

(OM , OM')=6 et |OM| =]|OM|

Nous remarquons immediatement que ry € End(R?). Par suite une ma-
niére de caractériser ry est de determiner sa matrice par rapport a une base
orthonormale {e1,es} donnée. Soit donc {ej, ez} une base orthonormale de
R2. Si M est un point du plan tel que :

—
OM = zxey + yes.

alors M’ est le point du plan tel que :

Y
OM'" = xry(er) + yro(ea).

Nous avons
ro(e1) = cosf(ey) + sinf(eq).

ro(eg) = —sinf(e;) + cosf(esy).

donc 7y a pour matrice

sinf cosf

Mat(ry, (e)) = ( cos —sin6 )

1.2.2 Etude des symetries orthogonales

Soit D = {w'}, la doite engendrée par ', d’angle polaire g . On dit que
sp est la symetrie orthogonale par rapport a la droite D si pour tout point
du plan affine euclidien M, son image sp(M) = M’ est tel que

— - — —
sp(OM)=0OM'=20H — OM
ou H est la projection orthogonale de M sur la droite D.
—
Si OM = xeq + yes alors

—

SD(OM) = st(el) -+ ysD(e2)

10



On calcule sp(er) et sp(es)

sp(e1) = 2projp(er) — ex

sp(es) = 2projetp(es) — eo

projp(er) = cos $U avec U est le vecteur unitaire sur D

H .
U = COS gel -+ sin geg

donc
0 0 0
sp(er) = 2cos§(cos§el+sin§e2)—el
0
= 2(COS§)261—|—QCOS§SiH§€2—61
0
= 2((cos 5)2 —1)e; + 2 cos 3 sin €2
sp(er) = cosfe; +sinfe,. (1.4)
. N
projp(es) = sin 5 u
) 9( L )
= sin —(cos —e; + sin —e
2 2! 27
0 0 0
= sin§cos§el+(sin§)262 (1.5)
donc
sp(es) = 2sin 5 Co8 51 + (sin 5)262 — e
2sin 2 cos Dey + ((sin 2)? — 1)
= in — cos — —)* —
sin 7 cos ey sin 5 €5
= sinfle; — cosfesy (1.6)

donc sp a pour matrice

Mat(an, (6i)):(c089 sin 0 )

sinf —cosf

11



Remarque Si ¢ € O,(E), det ¢ = *1.
En effet, si M est la matrice de ¢ par rapport a la base B.

MM! =1, = det(M)2 =1
donc detM = #+1.

On note

SO,.(FE)={M € O,(E) / detM = 1} le groupe des déplacements.

1.2.3 Structure de O,(F)

Proposition 3. Si ¢ € Oy(E) alors ¢ est une rotation plane ou une symetrie
orthogonale.

Démonstration. Soit £ un espace euclidien de dimension 2, B = {ej,es}
une base orthonormale de E fixée et ¢ € Oy(E).
Soit

a c
A—./\/lat(go,B)—(b d)
On sait que A € I" donc nous avons AA' = [, Par suite

ad+E=vV+d*=1 (1)
ab+cd=0 (2)

D’aprés I’équation (1) nous avons
36 tel que : a = cosf, c =sinf, et Ja tel que b = sina, d = cosa
D’aprés I’équation (2) nous avons
cosfsina +sinfcosa =0 .
Donc sin(f +a) =0

et par suite 0 + o = km avec k € Z.

12



Nous avons alors :
-ou bien 0 + a = 2n7, et dans ce cas, « = —60 (27)
-ou bien 0 + a = (2n + 1), et dans ce cas, « =7 — 0 (27).

Par conséquent, la matrice de A est de la forme
cosf) —siné
A= ( sinf  cosf )
cosf sinf
A2_(sin9 —COSH)

On remarque que detA; = 1, par conséquent A; € SO, (F); c’est la matrice
d’une rotation d’angle 6 autour de l'origine.

ou

De méme detA; = —1. Par suite Ay € O,(E)/SO,(E).
Ajg est la matrice de la symetrie orthogonale par rapport a la droite D d’angle
polaire g. [

1.3 Structure de O;3(FE)

Soit E un espace euclidien de dimension 3, orienté par le choix d’une base
orthonormale B = (ey, €9, €3).
Commencons par le résultat général suivant

Théoréme 1. Les valeurs propres A, d’une isométrie ¢ € O,(F), vérifient
que |A| = 1. Sin = dim(E) est impair alors ¢ admet au moins une valeur
propre réelle et donc A = +1.

Démonstration.

- Soit ¢ une isométrie de E, A une valeur propre de ¢ et x le vecteur
propre associé a la valeur propre A. Nous avons alors ¢(z) = Az. Donc
(@)l = [Alll]]-

Or [[o(@)|| = [|z]], car ¢ € On(E). Donc |Al[[z]| = [|z[[. Do [A] = 1, car par
hypothése x est un vecteur propre et donc par définition x # 0.

13



- On sait que tout polynome de degré n admet n racines complexes,
conjuguées deux a deux.
Si n impair, alors le polynome de degré n, P, défini par

P,(\) = det(p — A\Id)

a coéfficients réels admet au moins une racine réelle. Cela découle du fait
qu’il y a une racine A conjuguée avec elle-méme ;i.e. A = X\ et A est donc réel.
Comme |[A] =1, 0on a A = =£1.

O

Proposition 4. Si ¢ est une isométrie de R® alors la matrice de ¢ par
rapport a une base orthonormale directe est du type suivant :

A0 0
A= 0 cosf —sind
sinf) cos@

o

ou

A0 0
A= 0 cosf sind
0 sinf —cosf

ot X\ est la valeur propre de ¢ tel que A = £1.

Démonstration. Soit ¢ € O3(R) et e; le vecteur propre associée a la valeur
propre A = &1, et B = {ey, €5, €3} une base orthonormale directe de R3.

Nous avons gp(el) = ey, car ey est par construction le vecteur propre
associé a la valeur propre 1. La droite vectorielle /' = Re; est donc globale-
ment fixe par . Soit ¢’ = Q|fey .5}, ¢’ st une isometrie du plan euclidien sur
{ea,e3}. Soit A la matrice de ¢ par rapport a la base orthonormale directe
B. Nous avons AA! = I5. Donc pour A = &1 et si

A0 0
A=1 0 a c
0 b d
alors
A0 0 A0 O 1 00
AA'=1 0 a ¢ 0 abl|l=1010
0 b d 0 ¢ d 0 01



Par suite
ad+E=vV+d*=1 (1)
ab+cd=0 (2)

D’aprés I’équation (1) nous avons

36 tel que : a = cosf, c =sinf, et da tel que b = sina, d = cos a.
D’aprés I’équation (2) nous avons

cosfsina +sinfcosa =0 .

Donc sin(f +a) =0

et par suite 0 + o = km avec k € Z.

Nous avons alors :
- ou bien § + a = 2nm, et dans ce cas, « = —0 (2m)

- ou bien § + a = (2n + 1)m, et dans ce cas, « =7 — 6 (27).

La matrice
a c
C= ( b d) € 02(R)

Par conséquent, la matrice A de ¢ relativement & la base B est de la
forme

A0 0
A= 0 cosf —sinb
0 sinf cosé
ou
A0 0
A= 0 cosf siné

0 sinf —cosf

On distingue alors quatres cas selon les valeurs A = +1.
CasoundetA=1.

1 0 0
Six=1, A= 0 cosf —siné
0 sinf cosd

15



@ est une rotation d’angle 6 d’axe la droite engendrée par e;.

-1 0 0
SiA=-1 A= 0 cosf —sind
0 sinf cosf

@ est la composée de la symetrie orthogonale par rapport au plan engen-
dré par {es, e3} et d’une rotation dans ce plan d’angle 6.

Cas ot det A = —1.

1 0 0
SiA=1,A=| 0 cosf sinf
0 sinf —cosé
@ est la symetrie orthogonale par rapport au plan engendré par e; et le

vecteur

cos —ey + sin —es.
2 2

-1 0 0
SiA=-1 A= 0 cosf sinf
0 sinf —cosf

@ est la symetrie orthogonale par rapport a la droite engendré par

cos —ey + sin —es.
2 2

O

Proposition 5. Toute rotation de E avec dimFE = n est la composée de deux
symetries orthogonales. Plus précisement, si v est une rotation, il existe deux
symetries orthogonales s et s’ telle que r = so §'.

Démonstration.
Soit une rotation r. Considérons une symetrie orthogonale s. Il existe un
endomorphisme ¢ de E tel que r = ¢os. Eneffet sigp =ros!t =ros

(s est une involution et donc s™' = s), alors ¢ vérifie que r = ¢ o s. ¢ est

orthogonal comme composé d’endomorphismes orthogonaux.

D’autre part det ¢ = det(r)det(s) = —1 et donc ¢ est une symetrie
orthogonale. Cela montre donc que toute rotation est composée de deux
symetries orthogonale.

16
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1.4 Le groupe des isométries du Cube

Définition 2. Dans l'espace euclidien R3, soit C = ABCDA'B'C'D’ un
cube. On apelle isométrie du cube C toute transformation ¢ € O3(R) qui
préserve globalement C. L’ensemble de toutes ces transformations est appelé
le groupe du cube noté G

Proposition 6. Soit ¢ une isométrie du cube ABCDA'B'C'D’. ¢ est entié-
rement determinée, si on connait l'image d’un sommet (p(A) par exemple)
et des trois arétes partant de ce sommet (A), c’est a dire (AB, AA’, AD).
Par suite |G| = 48.

Démonstration. Le cube a 8 sommets et 12 arétes et 'image d’un sommet
est un sommet car @ est une isométrie qui laisse globalement le cube invariant,
et comme cela est vérifié et que ¢ est une isométrie donc elle préserve la
norme, donc si AB est une aréte alors p(ADB) est une aréte.

Donc ¢ est entiérement determinée si p(A) est définie et aussi ¢(AB),
w(AA"), p(AD) qui sont des arétes .
Ce sommet peut étre I'un quelconque des 8 sommets du cube. La premiére
aréte a alors 3 images possibles, la seconde aréte a deux images possibles et
I'image de la derniére aréte est alors determinée.
Donc le cube a : 8.3.2.1 = 48 isométries. [

Toute rotation étant la composée de deux symetries orthogonales, il en
résulte que le groupe GG du cube est engendré par I’ensemble des symétries
du cube. C’est pourquoi nous nous y intéréssons. A défaut d’une methode
générale de dénombrement, nous faisons une étude directe.

1.4.1 Les symetries de cube

Soit ABCDA’B’C’D’ un cube

1. Les symetries par rapport a des plan
Soit 7 le plan qui passe par les droite [I115] et [I3y], ot Iy , s, I3,

I, sont les milieux des arétes respectivement AB , DC ,A'B’, D'C".
On note S; la symetrie par rapport au plan m; qui transforme A en

17



B,DenC,A en B et D en ('

o un plan qui passe par les milieux des arétes AD , BC , A'D’
B'C’, S, est la symetrie par rapport au plan m qui transforme B en
C,Aen D, B enC'et A en D

D

Fi1G. 1.1 — La symetrie par rapport a un plan my

18



— 73 le plan qui passe par les milieux des arétes AA’ , BB, CC’ et
DD', S5 est la symetrie orthogonale par rapport au plan 73 qui trans-

forme Aen A, Ben B, D en D' et C en (.

On peut aussi couper le cube en deux par les plans P, = (CAA'C’) et
P, = (BDB'D’) qui sont définies respctivement par les quatres dia-
gonales (CA , C'"A", BD , B'D') de deux faces paralleles du cube.
La symetrie par rapport a P; noté sp, transforme D en B et D' en
B’ et laisse C', A, C' , D" invariants.

La symetrie par rapport a P, noté sp, transforme A en C' et A’ en
C' et laisse B, D , D', B’ invariants.

P1

Fi1G. 1.2 La symetrie par rapport a un plan 7y

19



— Soit P5 (respect Pg) les plans qui passent respectivement par A'D’
, BC et AD , B'C’, la symetrie par rapport a P5 (respect Fg) noté
sp, et sp, transforme A en C’" et B’ en D (respect B en D" et A’ en C”)

Fi1G. 1.3 — La symetrie par rapport a un plan Fg

20



2. Les symetries par rapport aux droites orthogonales :

Six axe de symetries passant par les milieux de deux arétes opposées
(rotation d’angle 7) qui passent par O telle (BA) , (C'D’)

— Quatres axes de symetries passent par les sommets opposés (AC’ ,
BD', DB', CA"), c’est a dire une rotation d’angle %’T
Pour la symetrie par rapport a AC” transforme D' en B , A’ en C
D en B’ et laisse A et C' invariant.
La symetrie par rapport & BD’ transforme C' en A, C en A’ , B’ en
D et laisse invariant B et D’.

21



1.4.2 Les rotations du cube

-L’identité .
-Les six rotations d’angle +7 autour des trois axes passant par les milieux
de deux faces opposées.
-Les trois rotations d’angle m autour des ces méme axes.
-Les six rotations d’angle 7 autour des six axes joingnant les milieux de deux
arétes opposées .
-Les huit rotations d’angle :t%7r autour des quatres axes joingnant deux som-
mets opposées.

FiG. 1.4 Rotation d’angle 7

22



Pif2

D

F1G. 1.5 Rotation d’angle +7

1.5 Marches aléatoires dans le groupe du cube

Considérons le cube de sommets ABCDA’B’C’D’, sujet aux 48 transfor-
mations du groupe du cube G, de maniére indépendantes et aléatoires. On
suppose que le cube est au départ dans la position ABCDA'B'C'D’, dans
I'espace R? euclidien et orienté. On confond la position du cube avec la trans-
formation Y € G qui la produit a partir de la position initiale. L.’ensemble
des positions du cube E s’identifie avec le groupe G. Soit alors (Y,,),, la suite
de variables aléatoires a valeurs dans G indépendantes et de méme loi. Soit
ep la position initiale du cube, au pas 1, la position du cube est X; = Yj.eq.
Au pas 2, sa position est Xy = Y5..X7, ainsi de suite. Les positions succéssives
du cube sont donc décrites par la Marche aléatoires gauche (X,,),, engen-
drées par la suite (Y,),. La question posée est de savoir quel est le temps
moyen de retour a une position de départ donnée si le cube est soumis aux
transformations ainsi définies.

Pour cela nous avons besoin des éléments de base sur les chaines de Mar-
kov. Nous en faisons une synthése. Pour de plus amples détails Cf [1], [2],
3]...

23



1.5.1 Temps moyen de retour a l'origine d’une chaine
de Markov

Soit (X,), une chaine de Markov, d’espace des états F. Si y est un état,
soit T}, la variable aléatoire a valeurs dans N, définie par

T, = inf{n > 0, X, =y}, si In > 0, tel que {w, X,,(w) =y} #0

donc

T,=inf{n >0, X, =y}, si U{w,Xn(w) =y} #£0

et si

U{n >0, X, (w)=y}=10

on définit 7}, en posant T, = +oo0.
Soit m, = E,[T,]. m, est le temps moyen que met la chaine de Markov
partant de y a revenir a y. Nous avons alors le résultat suivant

Théoréme 2. [7/Vz,y € E, siy est récurrent, on a

11 0
hm Zp — {Ty<co}

y

N *
ID)lim ’;fy)] - %
Y

Rapellons que

=t avec fi) = P[T, =n|X, = x].
Si y est un état, soit £,(y) la variable aléatoire définie par

gv (y> = H{X'L}:y} .

Soit
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N, (y) est le nombre de fois ot la chaine visite y durant les n premiers pas,
on peut aussi I'intérpréter comme le temps d’occupation de 1’états y durant
les n premier instants.

Soit

my =E,[T,] = Z kP[T, = k/Xo =y
k=1
I'espérance par rapport a la probabilité P,[.] = P[./ Xy = y]

donc pour z € E, si
Gn(z,y) = Ey[Na(y)]

alors
Gu(r,y) = Ey[z 1 x,=y))
v=1
= > Ey[lx,—y)
v=1
= Y P[X,=y/Xo = 1]
v=1
alors .
Gulw,y) =D Pl
v=1
Démonstration.

I) Siy est un état récurrent, la chaine partant de y revient a y une infinité
de fois.
Pour r > 1, soit T; 'instant du r-éme retour a y.

T, =inf{k > 1, Ny(y) =1}

On définit la suite de variable aléatoire (W), par

T/Vy1 = Ty1 =T, et pour W, =T, — Tyr_l.
(W), est la suite des temps d’attentes entre deux retours consécutifs de la

chaine & y. Nous avons (W), est une suite de variable indépendantes (rela-
tivement a la probabilité P,). En effet
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donc

P, W, =ml,...W; =m,] = P,[W, =m]..P,[W =m,].

d’autre part les W/ sont de méme loi

LW,)) = L(T,) = L(T,).

Y

Si
E,[Wyl = Ey[T}] < oc.

Dans ce cas on peut appliquer la loi forte des grands nombre, par conséquent

Wy+. Wy L+ T+ + T - T
k k
Ty
Tk
= Ey[Wyl]
= Ey[Wyl] = E,[T,] =m,

presque siirement.

Observons alors que sur I'événement { N, (y) = r}, c’est a dire si au cours des
n premiers pas la chaine revient r fois en y.

donc Ty < n et T;*! > n, donc on a toujour

T;V"(y)“ >n, et T;V”(y) <n

donc
TyNn(y) n - ng\/n(y)—H

Now) S Nuly) © Nu(y)

Mais N, (y) — oo quand n — oo, car y est récurrent, et on a montré que

"
y
—= — My p.S

k
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alors

TyNn(y)
—— — My D.S
Ny (y) !
et aussi
szvn(y)'i‘l
——— — my, p.S
Na(y) Y

car N, (y) ~ N,(y) + 1 quand n — oo.

il en résulte que
n

Na(y)

par conséquent si x — y et y récurrent,

— My p.S

L7, <c0
Noly) | Mty<oo) o
n my

Si la chaine démarre de Xy = z et, si x / vy, alors le nombre de retours a y
est 0, et dans ce cas il n’y a rien a montrer.

IT) montrons que

on a

Nn(y)

Pour montrer II) il suffit de montrer que

_ / lim Nr;l(y)Py(dw).

En appliquant la convergence dominée, on montre 1’égalité ci-dessus.

1)

On a —N”Tfy) <1

Nn(y)

})y, i.e les sont intégrable par rapport a P,

N, )
# est bornée, donc

Nn(y)

alors

EL};y et bornée.
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2) on a

11, <00
No(y) _, ATy<oo} d’aprés (1),
n m,

Nn(y)

NIET o 17, P
c’est a dire converge presque stirement vers % donc le théoréme
Yy

de convergence dominée s’applique, alors on a
b)

N, N, N,
limE, (2 Z gy [ 220 gp [ 2 W)

n n

On a d’apres (I)
Naly) | Lyry<oo)

n my
donc
N, 1 o 1 .
Ey[ TEy>]_>Ey[ {:;< }] _ / {Ty< }dPy
y o My
1
= — [ 1 rdP,
my/Q {Ty<oo}tly
1
= —P,T,
m, y[ y < o]
_ fy
my
car
PJT, <] = PJT,=1ouT,=2..0uT,=n..
= PINHT, =k} =) _PIT, = k/Xo =1]
k k
-
k
O

1.5.2 Loi stationnaire d’une chaine de Markov

Définition 3. Soit (X,), une chaine de Markov irréductible, d’espace des
états E, de probabilité de transition (pyy)syer- La famille de nombres

T = (Wx)era
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est une loi stationnaire pour (X,,), si

Vo€ Em,>0,) m=1, et VyecEm=>Y mpl.

zeE
i.e st est la loi de Xo, c’est aussi la loi de X,,,Yn

Théoréme 3. [7] Soit (X,,), une chaine de Markov irréductible, d’espace des
états B, de probabilité de transition (pyy)syer €t récurrente, alors la famille
de nombres m = (m,), € E, définis pour x € E par

Ty = ——
My

définit une probabilité stationnaire pour (X, )n, qui est par conséquent unique.

Démonstration.
On montre que la famille de nombres m = (7, ),cp, définis pour = € E par

1
Ty = —
My

définit une probabilité stationnaire pour (X,,),.
Nous avons d’aprés le théoréme précédent

lim ————~> = —
n n My

avec m, = E,[T,].
m, est le temps moyen que met la chaine de Markov partant de x a revenir
ax.

pour z,z € E, si m, est une probabilité stationnaire alors on a

Vn, T, = Zﬂngg) = ZT{'Z@
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en effet :

szw = l 7,Gn(z, )

n
z z
m=n
1
_ m
n
z m=1
m=n m
Dzx
= 2 2
m=1 =z
m=n
1
= _7T:L‘
m=1
N,
n
= T,
donc
v _ (n) __ Gn(2,2)
n77T(E - ﬂ-sz;E - 7TZ
n
z z
et comme

alors par convergence bornée , nous avons

= hmZﬁz ZT{'Z hm )
1 1 1
:?%:@E”z:m—x

car si m, est une probabilié stationnaire alors
E T, = 1.
z
Il nous reste & montrer ce passage a la limite par la convergence bornée.

. .G
Soit f,, = %, et on a lim — "2 = —
n n My



et | fn| = —G"S’m) <L

My

les nombres

étant positifs, pour qu’ils définissent une probabilité stationnaire, il reste a
montrer que

z

Nous avons

donc Vm

d’autre part, d’aprés la relation de Chapman-Kolmogorov.

Zpg?)pxy = ngH-l)
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donc

Z @pxy = % Z Gn(za x)pxy

1 m=n
R Z Z pg?)pmy

z m=1

mlm

— _2 m+1

Gn-l—l(zv y) _ ]ﬂ

n n
En effet
Gni1(2,y) me“ = pay + Zp(’”“
donc
Z (m4+1) __ n+1(z>y) _pzy
— p - - "7 —_Z
n n
donc
Gn(z m n1(2,9)  p-
PGS, 1S e Gl s

n n
Deux cas sont alors possibles

1) cas on E est fini.
Dans ce cas d’aprés (1.25), par passage a la limite on a :

hmz th Doyl

ce qui résulte que
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et d’aprés (2), par passage a la limite
, Gn(z, ) . Gu(z,x)
lim ; "Tpmy = ; lim "Tpxy

c’est & dire
1 1
> b=k
My my

T

car on a d’apreés les résultats précédents que

i On(50) _ L

n n My

donc la famille de nombres (mi)x satisfait a ’équation de probabilité station-
naires.

2) cas ou E est infini.
Dans ce cas soit Ey C E finie, alors d’aprés (1.25) on a

Z Gn(2,7) <1
n
r€E;
on a donc pour toute partie E; finie de F

1 1
Zm—x§1:2m—x§1

zeF, zelk

1
car on peut pas avoir Z — > 1.
m

zel
Soit alors

— (m+1) < Gn-l—l(zvy) Dzy
pzy = -
n n

G2,
3 Mmy <
n

zeln m=1

donc par passage a la limite



par conséquent

1 1
D P S o
zeFE Mo My
Supposons que dy € E tel que

1 1
xezEm—xpxy < m_y
alors on a ]
BRI R I LT
y z€FE zel My Y
=) — > —
Z z€FE Ma
car ), psy = 1 donc
1 1

ce qui est une contradiction et par conséquent
1
vy € Euz—pmy -
My y
zeE

Soit alors
c

T = (Ty)zer tel que m, = —
X

alors 7 est une probabilité stationnaire pour (X,,),

en effet :
c c
E —Pay = ——
m My

et

par conséquent ¢ = 1 et
m tel que Vxe E,m, = —
My

est une probabilité stationnaire pour (X,),, et elle est unique.

O

34



1.5.3 Application au temps de retour du cube a la po-
sition de départ

Soit C'le cube ABCDA'B'C'D’ et soit G le groupe des isometries , (Y,,),
une suite de variables aléatoire indépendantes et de méme loi & valeurs dans
G. Nous assymilons une position du cube avec I'isométrie g qui la produit .
Considérons e est l'identité de G et Xg=eet X; =Y. Xy --

X, =Y, --Y1.X,

X, est la position du cube aprés avoir subi des transformations Y; - --Y,,.
(Xn)n est donc une marche aléatoire sur le groupe G .

(Xn)n est une chaine de Markov d’espace des états G, donc finie. Elle est
donc récurrente positive.

Si P = (pyy)g.gec est sa matrice de transition, alors le systéme linéaire

Tg = E :Wg’pgg’

qg'eG
admet une solution non triviale.
Donc si
my = Ey[T]
alors on a
1
Mg W—g

d’aprés le théoréme en rappel.

Donc la donnée d’une matrice de transition P de (X,,), en résolvant le

systeme linéaire
Tg = E :Wg’pgg’ (1)
qg'eG

permet de déterminer la loi stationnaire 7, par suite

mge = —.
g
Tg
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Chapitre 2

Marches aléatoires dans un
groupe

Rapellons qu'une marche aléatoire (X,), dans Z? est la donné d’une
variable aléatoire X et d’une suite de variables aléatoires (Y,,), a valeurs
dans Z¢ indépendantes et de méme loi, tel que Vn, X, =Y, + X,_;. On dit
que Xy et (Y,), engendrent la marche aléatoire (X,,),. Si G est un groupe,
(Y,,) une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi a valeurs
dans GG et X une variable aléatoire a valeur dans G indépendante des Y,,, nous
voulons définir les marches aléatoires dans (G, engendrées par ces variables
suivant le modéles des marches aléatoires dans Z%. Pour cela nous faisons une
synthése |cf. Revuz [2] | des notions de base nécessaires.

2.1 Noyaux de transitions et operateurs associé

La définition suivante introduit la notion de noyau de transition sur un
ensemble quelconque E muni d’une tribu £

Définition 4. Soit (E,E) un espace mesurable. Un noyau de transition sur

E est une application
P:Ex&—0,1]

tel que :

(1) Vx € E, Uapplication A — P(x, A) : de € dans [0, 1] est une mesure
de probabilité sur (E,E)
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(2) VA € &, lapplication x — P(x, A) : de E dans [0,1] est une fonction
mesurable

P(x, A) représente la probabilité de transition de = vers A.

Proposition 7. Si f : E — R est une fonction positive bornée et mesurable,
soit P operateur Pf : E — R défini par la formule :

/ f)P(x,dy) (Vx € E).
Alors Pf est une fonction positive , bornée et mesurable

Démonstration. Montrons d’abord que Vz,Pf(z) positive et bornée.
On a f positive et P(z,dy) est une mesure positive, alors

/f P(z, dy) > 0.

On a aussi f bornée = IM > 0 tel que Vo € E,|f(z)| < M donc

Pf(z)| = |/f P(, dy)|

< /|f P(z, dy)|
< M[EP(I,dy)
< M

car / P(x,dy) = 1.
E

Il reste & montrer que Pf est mesurable.

1/. Cas ou f=1u(zx), A€&

Plla(z) = [E 1a(y)P(z, dy)

= /AIP’(x,dy)
= P(z, A).
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Donc si f = 1a(x), A€,

Pf(z) =P(z, A)
et par définition de P, A — P(z, A) est mesurable Vz € E, et pour A fixée.

2/. Cas ou [ est une fonction simple i.e. f =" «;14,, tel que
Vi, A; € E et les A; disjoints.
Nous avons

n

Pf(z) — / S il (y)B(x, dy)

i=1

Par suite, z +— Pf(x) est une fonction mesurable comme somme finie de
fonctions mesurables.

3/. Cas général : f est une fonction mesurable, positive et bor-
née.
Toute fonction f mesurable est limite simple d’une suite de fonctions simples.
Plus précisement,

3 une suite croissante de fonctions simples (f,,), tel que [ =1lim f,,
n

Par définition de Pf(x), nous avons
Pf(x) =Plim f,(z) = / lim f,, (y)P(z, dy).
n E n
Par convergence monotone nous avons

[E lim f,,(y)P(z, dy) = lim /E fa(y)P(z, dy)

n

Donc

Pf(x) = Plim f,(z) = im P, (z)
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Comme Pf, () est mesurable d’aprés le 2/., il en résulte que x — Pf(x) est
mesurable, comme limite d’une suite de fonctions mesurables.

Il reste a établir la validité du passage a la limite par convergence monotone
ci-dessus affirmé.

Nous avons,

1) Vn, f, < fet AM tel que |f| < M, donc Vn, |f,| < M.

Par suite |/ fu(y)P(z, dy)| < M.
E

2)fn /" [, simplement sur F, par construction.

O

Exemple de noyaux de transition 1)Soit A la mesure positive o-finie
sur (E, ) et g une fonction positive a valeur réelle et mesurable par rapport
a la g-algébre £ ® £ et a valeur réelle definie dans E x E. On peut alors
definir le noyau de transition P sur F par

P(z, A) = / gz, )\ dy).

On l'appelle noyau integral avec la base A.
Quand E =R9, d > 3, X est la mesure de Lebesgue et g(x,y) = |x — y| 742,
on obtient le noyau de la théorie du potential newtonien

De méme nous avons

Proposition 8. Siv est une mesure sur (E, &) et si on définit VP sur (E,E)
par

VAe E, vP(A) = / v(dx)P(x, A) |

E

alors VP est une mesure sur (E,E)

Démonstration.
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1/. A — vP(A) est une fonction d’ensemble sur £.
2/.VP est o-additive. En effet

VIP’(UAZ-) = /E v(dz)P(z, U; A;)
= > /E v(dz)P(xz, A;)

i

= ZI/]P)(ZL’,A,')
V(A;); € € disjoints.
3/. VP # oo car vP(¢) = [, v(dx)P(z, ¢) = 0.

O

2.2 Composition de noyaux de transition

Proposition 9. La composition ou le produit de deux noyaux de transition
positifs P et Q sur E définie par

QP(z, A) = /E Q(z, dy)B(y, A)

est aussi un noyau de transition positif

Démonstration. On montre que la composition de deux noyaux de tran-
sition positifs P et Q est un noyau de transition, ce qui revient & montrer
que :

(1) Vx € E, I'application A — QP(x, A) : de £ dans [0, 1] est une mesure
de probabilité sur (F, &)

(2) VA € &, I'application z +— QP(z, A) : de E dans [0, 1] est une fonction

mesurable.
On a P(x, A) est un noyau de transition i.e

VA € & lapplication z — P(z, A) : de E dans [0, 1]
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est une fonction mesurable.

Si on pose g(z) = P(x, A) pour A fixé, alors d’aprés la proposition précé-
dente

VA € &, lapplication z — QP(z, A) : de E dans [0, 1] est une fonction
mesurable.
Et on a aussi

Vo € E, lapplication A — Q(z, A) : de £ dans [0, 1] est une mesure de
probabilité sur (E,E).

Sion pose v = Q(z, A) pour x fixé, alors d’apreés la proposition précédente,

Vx € E,lapplication A — QP(z,A) : de £ dans [0, 1] est une mesure
de probabilité sur (£, &).

Ce qui résulte que QP(x, A) est un noyau de transition.

O

On notera P™ le noyau de transition obtenu en effectuant (n — 1) produit
de P avec lui méme. On a pour tout n > 1:Vx € £,VA € &,

P"(z, A) = PP"!(z, A).

Et comme P et P"~! sont des noyaux de transitions et d’aprés la proposition
précédente on obtient que P"(x, A) qui est definit par

P"(z, A) :/EIP)(at,dy)IP’”_l(y,A).

et aussi un noyau de transition En prenant pour P°(y, A) la mesure de Dirac
en y

1 cA
Po(y,A) - { 0 ginon
n fois

P(z, A) = P(z, A) x P(z, A) X --- x P(z, A).
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P*(z, A) s'interpréte comme la probabilité de I’événement X,, € A condi-
tionnelle & Xy = z, c’est a dire

P"(z,A) = P|X, € A/ Xy = z].

Une généralisation utile est la relation de Chapman -Kolmogorov : Vn € N,
0<m<n,Vee E,VAe&

P”(x,A):[EPm(x,dy)P”_m(y,A).

Cette équation admet une interprétation intéréssante : pour atteindre A
en n étapes, partant de x, la chaine doit nécessairement passer par une valeur
y en m étapes, puis tout se passe comme si la chaine démarrait en gy, pour
atteindre A en n — m étapes.

Alors d’aprés la définition de l'operateur Pf(x) tel que
Pi(o) = [ f(o)Plz.dy
E
on a
P, ) (@) = [ )P, dy)
E

Donc d’aprés la définition de 'espérance conditionnelle.

WWAW@=LﬂWWwM=&W%ﬂ

Si Z une variable aléatoire positive sur (€2, F), son espérance mathema-
tique relativement & la mesure de probabilité P, est E,[Z]. Si v = ¢, la
mesure de Dirac, alors on ecrit F,[Z] et

B,[Z] = /E v(dz)E,|2).

Pour I'étude des marches aléatoires un peu plus générales, nous aurons
besoin des notions d’action de groupe dans un ensemble
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2.3 Action d’un groupe sur un ensemble

Définition 5. Soient E un ensemble et (G,.) un groupe multiplicatif d’élé-
ment neutre 1. L’action du groupe G sur l’ensemble E est une application :

GxFEF — FE
(9,7) — gxz

qui vérifie les axiomes suivantes :

(1)Vq1,92 € G,V € E, g1 * (g2 xx) = (¢1.92) *
(2)Vr € E, 1 xx =x.

Dans ce cas on dit que le groupe G opere a gauche sur E.

La relation dg € G tel que y = g.z est une relation d’équivalence sur E.
Les classes d’équivalences pour cette relation sont appelées les orbites de E
suivants GG ou G-orbites de E.

L’orbite de I'action de G est O, = {y € F/3g € G g.x = y}.

On dit que G opére transitivement sur F s’il y a une seule orbite, ¢’est-a-dire
que Vz,y € E, dg € G tel que y = g.z, et dans ce cas on dit qu'on a un
espace homogéne.

Exemples d’action de groupe

1) L’action naturelle d'un groupe (G, .) est 'action de G sur lui méme,
définie par

GXG — G
(91792) = g1 % g2 = g1.92

2) Soit E un ensemble a n éléments et soit S, le groupe des permutations
de E. Pour s € 5, et ©x € E, soit * 'operation définie par

(s,2) — s*xx = s(x).
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2.4 Marches aléatoires dans un groupe

Définition 6. Soient E un ensemble et (G,.) un groupe. On suppose que G
opére a gauche sur E par la lot *.

Soit (Yy,)n une suite de variables aléatoires i.i.d dans G, et X, une variable
aléatoire a valeur dans E. On appelle marche aléatoire a gauche sur E la
suite de variable aléatoire (X,,), définie par

Xo
X, =Y, xX,1 sin>1

La proposition suivante donne la condition suffisante pour que la marche
aléatoire soit irréductible

Proposition 10. [77l/

Soit (G, .) un groupe discrét engendré par la famille dénombrable {¢1, gs, ...},
muni d’une loi de probabilité P et E un ensemble. On suppose que G opére
a gauche sur E par Uaction de x définie par :

Vg€ G,x € E,(g,x) — g*x.
Soit (Y,)n une suite de variable aléatoire a valeur dans G, i.i.d telle que

On considére la marche aléatoire a gauche (X,,),, définie par :

Xo
X, =Y, xX,1 sin>1

Si Uaction de G est transitive, alors la marche aléatoire (X,,) est irréduc-
tible .

Démonstration. .Soit z,y € E, on a I'action de GG sur E est transitive, donc
dg € G tel que,

Yy=g*x et g=0i.-Gir---Gi,, © Gi,, € {91, Go-.} Yig = i1,92..., ipm.

PX,, =y/Xo=2]=PY,. V1% Xo=y/Xo=2)=PY,.. Y15z =1y)
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=PY,. . Yi*xx=9Y,.Y1=9) +PY,.Yixzx=yY,..Y] #g)

> P(Y.Yixx=1yY,.Y =g)

— P(Y Vi = g)
> 7% P(y; = gi,) > 0

Donc tous les états communiquent entre eux et donc (X,,), est irréduc-
tible.

O

Remarque Si 'action de G sur E n’est pas transitive, on aura plusieur
orbites.

[’action de G sur chaque orbite est transitive. d’aprés la proposition précé-
dente, il en résulte donc que les classes éssentielles de la chaine de Markov
(Xn)n sont les orbites de E suivant G.

Définition 7. Soient (G,.) un groupe topologique multiplicatif, (Y,)n une
suite de variable aléatoire indépendante et de méme loi a valeur dans G, et
Yy une variable aléatoire a valeur dans G et indépendantes des Y,,. On appelle
marche aléatoire a gauche (respct a droite ) sur G, la suite (X,,), de variable
aléatoire définie par

X, =Y, X,.1 sin>1
(respect X,, = X, 1., sin>1)

{onYo

Remarque
Si le groupe G est commutatif, la marche aléatoire & gauche est la méme que
la marche aléatoire a droite.

Pour caractériser (X,,), on a besoin de préciser le noyau de transition
associé P. On définit P par

P(A,g) = P[X; € A/ X, = g]

pour A € B et g € G.
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Et Soit p la loi des Y, i.e.
w(A)=P|Y, €Al , AecBg

ou B¢ sont les boréliens de G.
On vérifie immediatement que (X,,), est une chaine de Markov d’espace des
états G i.e.

P[Xpi1 € A/Xo, X1, .. Xn] = P[Xpi1 € A/X,].

Nous avons alors

Proposition 11. VA € Bg, Vg € G.
P(A, g) = u(A.g™").
Démonstration.
Si G =R, le groupe additif.

Par définition de la probabilité conditionnelle on a
VA € Bg, VB € Bg, P[X,+1 € A/X,] est I'unique v.a o(X,,)-mesurable qui
vérifie
P[Xn-I—l € A> Xn € B] = / P[Xn-I—l € A/Xn]dp

{XneB}

Soit ¢ la fonction mesurable sur R (¢ existe) tel que

Nous avons

o(z) = P[Xps1 € A/X, = 2] = P[X, € A/X, = a].
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P[X,+1 € A, X, € B] = / P[X,+1 € A/X, € B|ldP
{Xn
= [ EmA(Xa)/Xlap
{XnEB}

{XneB}

= / Lix,eaynix,epydP

o)

= / ]lA(Yn+1 —|—Xn)dP (2.1)
{Xn€B}

Donc

/ P[X,41 € A/X, € B]dP / o(x)P[X, € dr]
{XneB} B

/ La(Yoer + X,)dP
{XnEB}

= [ [ vaw+ 0PLX, € do Vi € dy)
GJB

Par indépendance de Y,, 1 et X,, nous avons

/ / Ly +2)P[X, € do, Yoay € dy] = / / Iy + 2) P[X, € da] P[Yosy € dy].
G JB G JB

Et en appliquant Fubini, nous avons

I
—r—c

/ / Ly + ) P[X, € dz]P[Yosy € dy PIX, € da] / Ly + 2) P[Vysr € dy]
G JB

G
P[Xn c dl’] L ]lA_x(y)P[Yn+1 € dy]
P[X, € dz|u(A — x)
P[X,, € dz] P[Y,11 € A—1z].
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Par unicité de (z)
o(x) = PlY41 € A—1x].
Par conséquent
P(A,x) = P[Y,41 € A—2x].

Si G est un groupe multiplicatif.

On suppose que G est un groupe topologique. Par définition de la proba-
bilité conditionnelle nous avons

VA € Bg, Vo € G, P[X,11 € A/X,] est 'unique v.a o(X,,)-mesurable

qui vérifie

P[Xn—l—l € A7 Xn € B] = / P[Xn—l—l € A/Xn]dp
{Xn€B}
Soit ¢ la fonction mesurable sur R (¢ existe) tel que

p(Xn) = PXnp € A/Xq].

Nous avons

o(z) = P[Xps1 € A/X, = 2] = P[X, € A/X, = a].

P[X,+1 € A, X, € B] = P[X,41 € A/X, € B|ldP

Xn€B}

EA(Xnt1)/Xn]dP

Xn€B}

ﬂA(Xn+1)dP
Xn€B}

Wa(Yyi1. X)) dP. (2.2)
Xn€B}

— T T

Donc

/ P[Xo1 € A/X,, € BldP o(2)P|X, € da]
{Xn€B}

I
o

/ 4 (Yosr. X, )dP

{XnEB}

= / / ﬂA(yZL')P[Xn € dl’,Yn_H S dy]
GJB
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Par indépendance de Y, 1 et X,, nous avons

/G /B I4(y + 2)P[X, € dz, Yo € dy] = /G /B I 4(y.2)P[X, € dz|P[Y,41 € dy).

Et en appliquant Fubini, nous avons

P[Xn € dl’]/ ﬂA(yZL')P[Yn+1 € dy]

/ / ]lA(yZL')P[Xn € d!L’]P[Yn_H c dy] =
G JB G

P(X, € da] /G 1y o1 (8) PV € dy

P[X,, € dz]u(A.z™")

I
S—— o

= / P[X,, € dz] P[Y, 4, € Ax™ .
B
Par unicité de ¢(z)
o(r) = PlY,y € Ax™).

Par conséquent
P(A,z) = P[Ypi € Az,

O
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Chapitre 3

Chaine de Markov Image

Etant donnée une fonction mesurable f d’un espace mesurable (E,&)
dans un espace mesurable (F,F), et (X,,), une chaine de Markov sur FE, il
est naturel de se poser la question de savoir si la suite de variable aléatoire
(f(X,))n, image de la suite (X,,), par f, est une chaine de Markov sur F. La
proposition suivante donne des conditions suffisantes (cf G.Larabi [10]).

Proposition 12. [77)/
Soient (E,E) et (F,F) deux espaces mesurable, et soit (X,), une chaine de
Markov a valeurs dans E de noyau de transition P. Soit f une application :

(E,€) — (F,F)

mesurable tel que

1. f est surjective

2. v — P(x,.) est mesurable par rapport a la tribu engendrée par f,
G=fF)

Si (Yy)n est la suite de v.a a valeurs dans F, telle que Vn,Y, = f(X,), alors
(Y,)n est une chaine de Markov sur F', de noyau de transition K défini par :

K(y,B)=P(f'(y), f'(B)),Vy € F, et VB € F.
Démonstration. On vérifie que K est un noyau de transition sur F

1) VB € F,y — K(y, B) est F-mesurable. En effet,
soient

g(x) =P(z,.) et h(y) = K(y..).
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Nous avons
h=gof™
Soit By € 8[071},
h='(Bi) = fog ' (B1) = f(g~"(B1))-
Gy =g '(B)) € G car g est G-mesurable.Donc 3F; € F tel que

Gl = f_l(Fl) et h_l(Bl) = f(Gl) = Fl

par conséquent h est F-mesurable.
2)
Vy e F, B~ K(y,B) =P(, f7(B))

définie une mesure de probabilité car P est un noyau de transition.

De (1) et (2) il en résulte que K est un noyau de transition sur F.

Il reste a montrer que (Y,), est une chaine de Markov d’espace des états F
et de noyau de transition K.

Soient A,, et B,, les tribus engendrées respectivement par (X, Xo,...X,,)
et (1/17 Y'2a ) Yn)
On a B, C A,,Vn. En effet

Yi=foXy, Vk, 1 <k<n.
Donc Y}, est o(Xj) mesurable et alors 4, mesurable. D’ou I'inclusion
B, C A,
(Y,,)n est une chaine de Markov si et seulement si
El¢p(Yni1)|Bn] = E[p(Vai1)lo(Ya)]  (%).

Pour toute fonction ¢ mesurable et bornée. 11 suffit de vérifier (%) pour les
fonctions indicatrices car toute fonction mesurable bornée est limite d’une
suite de fonction indicatrices croissante.

Soient A € F et ¢ =14. On a

E[HA(Yn-i-l”Bn] = E[H{Yn+1€A}|Bn] = P[Yn-i-l S A|Bn]

ol



et
E[14(Yoi1)|o(Ya)] = PYas1 € Alo(Yn)].

En utilisant les propriétés de I'espérance conditionnelle et des chaines de
Markov, on aura

PlY,i1 € AlB,] = E[E[1a(Yo11)|An]|Bn]
= E[E[14(Yn11)]o(X,)][Bn]

Mais on a

By, mealo(Xn)l = PlYap € Alo(Xa)]
= P[X,1 € fTH(A)]o(Xn)]
= PX,, f(A)]
= P/ (Ya). [ (A)]
= K(Y,,A).

D’autre part
K(Yn, A) = PlY,1 € Alo(Y,)] = E[]l{ynﬂeA}/U(YN)]'

Donc

PlY,41 € AB,] = E[E[lyy,, calo(Ya)]| By
[

[
E[E[y,..cay/0(Ya)]]
= P[Y,11 € AlY,]

D’ou le résultat
O
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Conclusion

A partir des notions de base exposées qui restent tout a fait partielles, le
probléme de décrire le comportement de la chaine de Markov

Xn+l = aan + bn—an—l

reste posé.

Nous pensons pour cela a tester d’abord I’étude de marches aléatoires sur
des sous-ensembles de matrice en commencant par détailler le comportement
de la marche aléatoire sur le groupe du cube, dans des cas d’espéce de la ma-
trice de transition P et en considérant la marche aléatoire sur le sous- groupe
des matrices carrées d’ordre 3 associée. De méme pour la marche aléatoire
(Zp)n, il s’agira d’abord de choisir des cas simples en spécifiant les lois des
variables aléatoires (a,), et (by)n.
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