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Introdu
tion
Nous nous intéréssons à la 
haîne de Markov (Xn)n dé�nie par

Xn+1 = anXn + bn−1Xn−1oùX0, X1 , (an), (bn) sont des variables aléatoires indépendantes (
f, P.Dia
onis[6℄).Nous remarquons immédiatemant que si nous dé�nissons la suite (Yn)n enposant
Y1 =

(
X1

X0

)

, Y2 =

(
X2

X1

)

· · ·alors
Yn+1 =

(
an bn−1

1 0

) (
Xn

Xn−1

)L'étude de 
ette 
haîne de Markov, nous raméne don
 à l'étude d'unemar
he aléatoire (Zn)n sur des sous-ensembles de matri
es 
arrées d'ordre 2,si on pose
Zn =

(
a1 b0

1 0

)

· · ·

(
an bn−1

1 0

)

.Les mar
hes aléatoires sur des ensembles de matri
es, plus généralement surdes groupes sont intensément étudiées.Nous nous sommes atta
hés à faire une synthèse de quelques notions debase et à leurs exploitation dans des 
as simples, en guise d'introdu
tion àl'étude de la 
haîne de Markov 
i-dessus.5



Chapitre 1Mar
hes Aléatoires dans leGroupe du CubeDans un premier temps, nous nous intéréssons au problème suivant : Un
ube est soumis à des transformations aléatoires qui le laissent globalementinvariant. On veut savoir quel est le temps moyen de retour à sa positionde départ. Dans 
e qui suit nous mettons en pla
e le modèle mathématiquepour répondre à 
ette question.1.1 Etude du groupe orthogonal- PropriétésgénéralesSoit E un espa
e eu
lidien, ave
 dimE = n. On note < x|y > le produits
alaire de x, y ∈ E et ‖.‖ la norme asso
iée. Soit End(E) l'ensemble desendomorphismes de E i.e. End(E) = {ϕ : E → E lineaires}.Dé�nition 1. ϕ ∈ End(E) est une isométrie de E si ϕ 
onserve le produits
alaire, 
'est á dire
∀x, y ∈ E < ϕ(x), ϕ(y) >=< x, y >Remarque

ϕ ∈ End(E) 
onserve le produit s
alaire ⇔ ϕ 
onserve la norme.
'est àdire 6



‖ϕ(x)‖ = ‖x‖En e�et, si ϕ 
onserve le produit s
alaire, on a
∀x, y ∈ E < ϕ(x), ϕ(y) >=< x, y >En faisant x = y, on a
∀x ∈ E < ϕ(x), ϕ(x) >=< x, x >et par dé�nition de la norme ,∀x ∈ E, ‖ϕ(x‖2 = ‖x‖2et don
 ∀x ∈ E, ‖ϕ(x‖ = ‖x‖don
 ϕ 
onserve la norme .Ré
iproquement si ϕ ∈ End(E) 
onserve la norme, ∀x ‖ϕ(x‖ = ‖x‖ on a
∀x, y ∈ E

< ϕ(x + y), ϕ(x + y) > = < ϕ(x), ϕ(x) > +2 < ϕ(x), ϕ(y) > + < ϕ(y), ϕ(y >)

= (‖ϕ(x)‖)2 + 2 < ϕ(x), ϕ(y) > +(‖ϕ(y)‖)2 (1.1)d'autre part
< ϕ(x + y), ϕ(x + y) > = < x + y, x + y >

= < x, x > +2 < x, y > + < y, y >

= (‖x‖)2 + (‖y‖)2 + 2 < x, y > . (1.2)Don

< ϕ(x), ϕ(y) >=< x, y >,et par 
onséquent ϕ préserve le produit s
alaire.Proposition 1. Soit E un espa
e eu
lidien, dimE = n < ∞

< x, y > le produit s
alaire de x, y et ‖.‖ la norme asso
iée.Soit On(E) l'ensemble d'isométrie de E, alors (On(E), ◦) est un groupe.7



Démonstration.1. ϕ1 , ϕ2 ∈ On(E) alors ϕ1 ◦ ϕ2 ∈ On(E) En e�et
< ϕ1 ◦ ϕ2(x), ϕ1 ◦ ϕ2(y) > = < ϕ1(ϕ2(x)), ϕ1(ϕ2(y)) >

= < ϕ2(x)), ϕ2(y)) >

= < x, y > (1.3)2. Si ϕ ∈ On(E) alors ϕ−1 existe et ϕ−1 ∈ On(E)� Existen
e de ϕ−1 :Montrons que si ϕ ∈ On(E) alors ϕ est bije
tive .
ϕ ∈ End(E) et E étant de dimension �nie, il su�t de montrer que
ϕ est inje
tiveIl revient au même de montrer que si ϕ ∈ On(E) alors ker(ϕ) = {0}..Nous avons par dé�nition
ker(ϕ) = {x ∈ E tel que ϕ(x) = 0} .Si ϕ ∈ On(E) et x ∈ ker(ϕ), nous avons
ϕ(x) = 0, don
 ‖ϕ(x)‖ = 0. Don
 ‖x‖ = 0 
ar ϕ 
onserve la norme,et don
 x = 0, d'après les propriétés de la norme. Don
 ker(ϕ) = {0}et ϕ est inje
tive et don
 bije
tive. Par suite ϕ−1 existe� Montrons que si ϕ ∈ On(E) alors ϕ−1 ∈ On(E)
ϕ−1 existe, ∀ϕ ∈ On(E).Don
 ∀x ∈ E ‖ϕ ◦ ϕ−1(x)‖ = ‖x‖et d'autre part ‖ϕ ◦ ϕ−1‖ = ‖ϕ−1(x)‖ 
ar ϕ ∈ On(E)don
 ‖ϕ−1(x)‖ = ‖x‖, ∀x ∈ Edon
 ϕ−1 ∈ On(E) d'où (On(E), ◦) est un groupe.

� 8



Proposition 2. Soit B une base orthonormale de E. Pour ϕ ∈ End(E) soit
A la matri
e de ϕ par rapport à B et soit Mn(R) l'ensemble des matri
es
arrées d'ordre n à 
oé�
ients réels. Si

Γ =
{
A ∈ Mn(R)) tel que AAt = In

}
,nous avons

ϕ ∈ On(E) ⇔ A ∈ ΓDémonstration. Soit B une base orthonormale de E et A la matri
e de ϕpar rapport à B.
⇒] Si ϕ ∈ On(E), alors ∀x, y ∈ E < ϕ(x), ϕ(y) >=< x, y >. Don
, si

X, Y sont les matri
es 
olonnes représentant x et y dans la base B, nousavons
∀X, Y, (AX)tAY = X tY,
'est à dire ∀X, Y, X tAtAY = X tY , et don
 AtA = In i.e. A ∈ Γ.

⇐] Soient x et y ∈ E et X et Y les matri
es 
olones représentant x et
y dans la base B. Soit A ∈ Γ et ϕ l'endomorphisme de E dont la matri
erelativement à la base orthonormale B est A. Par dé�nition de l'image d'unve
teur par une appli
ation linéaire et par dé�nition du produit s
alaire de
E, nous avons

< ϕ(x), ϕ(y) >= (AX)tAY = X tAtAY.Comme A ∈ Γ, don
 AtA = In et par suite
< ϕ(x), ϕ(y) >= X tY =< x, y >. �1.2 Cas de O2(E)1.2.1 Etude des rotations planesSoit rθ une rotation d'angle θ autour de l'origine O, on assymile R2 eu-
lidien à l'espa
e des ve
teurs d'origine O dans le plan a�ne eu
lidien, munid'une base orthonormale {e1, e2}. On dit que rθ est une rotation plane d'angle9



θ autour de O si l'image de tout point M du plan a�ne est le point M ′ duplan a�ne tel que :
(
−−→
OM ,

−−→
OM ′) = θ et ‖

−−→
OM‖ = ‖

−−→
OM ′‖. Nous remarquons immediatement que rθ ∈ End(R2). Par suite une ma-nière de 
ara
tériser rθ est de determiner sa matri
e par rapport à une baseorthonormale {e1, e2} donnée. Soit don
 {e1, e2} une base orthonormale de

R2. Si M est un point du plan tel que :
−−→
OM = xe1 + ye2.alors M ′ est le point du plan tel que :

−−→
OM ′ = xrθ(e1) + yrθ(e2).Nous avons

rθ(e1) = cos θ(e1) + sin θ(e2).

rθ(e2) = − sin θ(e1) + cos θ(e2).don
 rθ a pour matri
e
Mat(rθ, (ei)) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)1.2.2 Etude des symetries orthogonalesSoit D = {−→u }, la doite engendrée par −→u , d'angle polaire θ
2
. On dit que

sD est la symetrie orthogonale par rapport à la droite D si pour tout pointdu plan a�ne eu
lidien M , son image sD(M) = M ′ est tel que
sD(

−−→
OM) =

−−→
OM ′ = 2

−−→
OH −

−−→
OMoù H est la proje
tion orthogonale de M sur la droite D.Si −−→OM = xe1 + ye2 alors

sD(
−−→
OM) = xsD(e1) + ysD(e2)10



On 
al
ule sD(e1) et sD(e2)

sD(e1) = 2projD(e1) − e1

sD(e2) = 2projetD(e2) − e2

projD(e1) = cos θ
2
−→u ave
 −→u est le ve
teur unitaire sur D

−→u = cos θ
2
e1 + sin θ

2
e2don


sD(e1) = 2 cos
θ

2
(cos

θ

2
e1 + sin

θ

2
e2) − e1

= 2(cos
θ

2
)2 e1 + 2 cos

θ

2
sin

θ

2
e2 − e1

= 2((cos
θ

2
)2 − 1)e1 + 2 cos

θ

2
sin

θ

2
e2

sD(e1) = cos θ e1 + sin θ e2. (1.4)
projD(e2) = sin

θ

2
−→u

= sin
θ

2
(cos

θ

2
e1 + sin

θ

2
e2)

= sin
θ

2
cos

θ

2
e1 + (sin

θ

2
)2e2 (1.5)don


sD(e2) = 2 sin
θ

2
cos

θ

2
e1 + (sin

θ

2
)2e2 − e2

= 2 sin
θ

2
cos

θ

2
e1 + ((sin

θ

2
)2 − 1)e2

= sin θe1 − cos θe2 (1.6)don
 sD a pour matri
e
Mat(sD, (ei)) =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)11



Remarque Si ϕ ∈ On(E), det ϕ = ±1.En e�et, si M est la matri
e de ϕ par rapport à la base B.
MM t = I2 ⇒ det(M)2 = 1don
 detM = ±1.On note

SOn(E) = {M ∈ On(E) / detM = 1} le groupe des dépla
ements.1.2.3 Stru
ture de O2(E)Proposition 3. Si ϕ ∈ O2(E) alors ϕ est une rotation plane ou une symetrieorthogonale.Démonstration. Soit E un espa
e eu
lidien de dimension 2, B = {e1, e2}une base orthonormale de E �xée et ϕ ∈ O2(E).Soit
A = Mat(ϕ, B) =

(
a c
b d

)On sait que A ∈ Γ don
 nous avons AAt = In Par suite
{

a2 + c2 = b2 + d2 = 1 (1)
ab + cd = 0 (2)D'après l'équation (1) nous avons

∃ θ tel que : a = cos θ, c = sin θ, et ∃α tel que b = sin α, d = cos αD'après l'équation (2) nous avons
cos θ sin α + sin θ cos α = 0 .Don
 sin(θ + α) = 0et par suite θ + α = kπ ave
 k ∈ Z.

12



Nous avons alors :-ou bien θ + α = 2nπ, et dans 
e 
as, α = −θ (2π)-ou bien θ + α = (2n + 1)π, et dans 
e 
as, α = π − θ (2π).Par 
onséquent, la matri
e de A est de la forme
A1 =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)ou
A2 =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)On remarque que detA1 = 1, par 
onséquent A1 ∈ SOn(E) ; 
'est la matri
ed'une rotation d'angle θ autour de l'origine.De même detA2 = −1. Par suite A2 ∈ On(E)/SOn(E).
A2 est la matri
e de la symetrie orthogonale par rapport à la droite D d'anglepolaire θ

2
. �1.3 Stru
ture de O3(E)Soit E un espa
e eu
lidien de dimension 3, orienté par le 
hoix d'une baseorthonormale B = (e1, e2, e3).Commençons par le résultat général suivantThéorème 1. Les valeurs propres λ, d'une isométrie ϕ ∈ On(E), véri�entque |λ| = 1. Si n = dim(E) est impair alors ϕ admet au moins une valeurpropre réelle et don
 λ = ±1.Démonstration.- Soit ϕ une isométrie de E, λ une valeur propre de ϕ et x le ve
teurpropre asso
ié à la valeur propre λ. Nous avons alors ϕ(x) = λx. Don


‖ϕ(x)‖ = |λ|‖x‖.Or ‖ϕ(x)‖ = ‖x‖, 
ar ϕ ∈ On(E). Don
 |λ|‖x‖ = ‖x‖. D'où |λ| = 1, 
ar parhypothèse x est un ve
teur propre et don
 par dé�nition x 6= 0.13



- On sait que tout polynome de degré n admet n ra
ines 
omplexes,
onjuguées deux à deux.Si n impair, alors le polynome de degré n, Pϕ dé�ni par
Pϕ(λ) = det(ϕ − λId)à 
oé�
ients réels admet au moins une ra
ine réelle. Cela dé
oule du faitqu'il y a une ra
ine λ 
onjuguée ave
 elle-même ; i.e. λ = λ̄ et λ est don
 réel.Comme |λ| = 1, on a λ = ±1.

�Proposition 4. Si ϕ est une isométrie de R3 alors la matri
e de ϕ parrapport à une base orthonormale dire
te est du type suivant :
A =





λ 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ



ou
A =





λ 0 0
0 cos θ sin θ
0 sin θ − cos θ



où λ est la valeur propre de ϕ tel que λ = ±1.Démonstration. Soit ϕ ∈ O3(R) et e1 le ve
teur propre asso
iée à la valeurpropre λ = ±1, et B = {e1, e2, e3} une base orthonormale dire
te de R3.Nous avons ϕ(e1) = ±e1, 
ar e1 est par 
onstru
tion le ve
teur propreasso
ié à la valeur propre ±1. La droite ve
torielle F = Re1 est don
 globale-ment �xe par ϕ. Soit ϕ′ = ϕ|{e2,e3}, ϕ′ est une isometrie du plan eu
lidien sur
{e2, e3}. Soit A la matri
e de ϕ par rapport à la base orthonormale dire
te
B. Nous avons AAt = I3. Don
 pour λ = ±1 et si

A =





λ 0 0
0 a c
0 b d



alors
AAt =





λ 0 0
0 a c
0 b d









λ 0 0
0 a b
0 c d



 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 .14



Par suite {
a2 + c2 = b2 + d2 = 1 (1)
ab + cd = 0 (2)D'après l'èquation (1) nous avons

∃ θ tel que : a = cos θ, c = sin θ, et ∃α tel que b = sin α, d = cos α.D'après l'èquation (2) nous avons
cos θ sin α + sin θ cos α = 0 .Don
 sin(θ + α) = 0et par suite θ + α = kπ ave
 k ∈ Z.Nous avons alors :- ou bien θ + α = 2nπ, et dans 
e 
as, α = −θ (2π)- ou bien θ + α = (2n + 1)π, et dans 
e 
as, α = π − θ (2π).La matri
e

C =

(
a c
b d

)

∈ O2(R)Par 
onséquent, la matri
e A de ϕ relativement à la base B est de laforme
A =





λ 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ



ou
A =





λ 0 0
0 cos θ sin θ
0 sin θ − cos θ



On distingue alors quatres 
as selon les valeurs λ = ±1.Cas où det A = 1 .Si λ = 1, A =





1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ



15



ϕ est une rotation d'angle θ d'axe la droite engendrée par e1.Si λ = −1, A =





−1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ





ϕ est la 
omposée de la symetrie orthogonale par rapport au plan engen-dré par {e2, e3} et d'une rotation dans 
e plan d'angle θ.Cas où det A = −1.Si λ = 1, A =





1 0 0
0 cos θ sin θ
0 sin θ − cos θ





ϕ est la symetrie orthogonale par rapport au plan engendré par e1 et leve
teur
cos

θ

2
e2 + sin

θ

2
e3.Si λ = −1, A =





−1 0 0
0 cos θ sin θ
0 sin θ − cos θ





ϕ est la symetrie orthogonale par rapport à la droite engendré par
cos

θ

2
e2 + sin

θ

2
e3.

�Proposition 5. Toute rotation de E ave
 dimE = n est la 
omposée de deuxsymetries orthogonales. Plus pré
isement, si r est une rotation, il existe deuxsymetries orthogonales s et s′ telle que r = s ◦ s′.Démonstration.Soit une rotation r. Considérons une symetrie orthogonale s. Il existe unendomorphisme φ de E tel que r = φ ◦ s. En e�et si φ = r ◦ s−1 = r ◦ s(s est une involution et don
 s−1 = s), alors φ véri�e que r = φ ◦ s. φ estorthogonal 
omme 
omposé d'endomorphismes orthogonaux.D'autre part det φ = det(r) det(s) = −1 et don
 φ est une symetrieorthogonale. Cela montre don
 que toute rotation est 
omposée de deuxsymetries orthogonale. 16



�1.4 Le groupe des isométries du CubeDé�nition 2. Dans l'espa
e eu
lidien R3, soit C = ABCDA′B′C ′D′ un
ube. On apelle isométrie du 
ube C toute transformation ϕ ∈ O3(R) quipréserve globalement C. L'ensemble de toutes 
es transformations est appeléle groupe du 
ube noté GProposition 6. Soit ϕ une isométrie du 
ube ABCDA′B′C ′D′. ϕ est entié-rement determinée, si on 
onnait l'image d'un sommet (ϕ(A) par exemple)et des trois arêtes partant de 
e sommet (A), 
'est à dire (AB, AA′, AD).Par suite |G| = 48.Démonstration. Le 
ube a 8 sommets et 12 arêtes et l'image d'un sommetest un sommet 
ar ϕ est une isométrie qui laisse globalement le 
ube invariant,et 
omme 
ela est véri�é et que ϕ est une isométrie don
 elle préserve lanorme, don
 si AB est une arête alors ϕ(AB) est une arête.Don
 ϕ est entiérement determinée si ϕ(A) est dé�nie et aussi ϕ(AB),
ϕ(AA′), ϕ(AD) qui sont des arêtes .Ce sommet peut être l'un quel
onque des 8 sommets du 
ube. La premiérearête a alors 3 images possibles, la se
onde arête a deux images possibles etl'image de la dernière arête est alors determinée.Don
 le 
ube a : 8.3.2.1 = 48 isométries. �Toute rotation étant la 
omposée de deux symetries orthogonales, il enrésulte que le groupe G du 
ube est engendré par l'ensemble des symétriesdu 
ube. C'est pourquoi nous nous y intéréssons. A défaut d'une methodegénérale de dénombrement, nous faisons une étude dire
te.1.4.1 Les symetries de 
ubeSoit ABCDA'B'C'D' un 
ube1. Les symetries par rapport à des plan� Soit π1 le plan qui passe par les droite [I1I2] et [I3I4], oú I1 , I2 , I3 ,

I4 sont les milieux des arêtes respe
tivement AB , DC ,A′B′, D′C ′.On note S1 la symetrie par rapport au plan π1 qui transforme A en17



B , D en C , A' en B′ et D' en C ′� π2 un plan qui passe par les milieux des arêtes AD , BC , A′D′ ,
B′C ′, S2 est la symetrie par rapport au plan π2 qui transforme B en
C , A en D , B′ en C ′ et A′ en D′.

 

 

 

 Fig. 1.1 � La symetrie par rapport à un plan π2
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� π3 le plan qui passe par les milieux des arêtes AA′ , BB′ , CC ′ et
DD′, S3 est la symetrie orthogonale par rapport au plan π3 qui trans-forme A en A′ , B en B' , D en D′ et C en C ′.� On peut aussi 
ouper le 
ube en deux par les plans P1 = (CAA′C ′) et
P2 = (BDB′D′) qui sont dé�nies resp
tivement par les quatres dia-gonales (CA , C ′A′ , BD , B′D′) de deux fa
es paralleles du 
ube.La symetrie par rapport à P1 noté sP1

transforme D en B et D′ en
B′ et laisse C , A , C ′ , D′ invariants.La symetrie par rapport à P2 noté sP2

transforme A en C et A′ en
C ′ et laisse B , D , D′ , B′ invariants.

 

 

 

 Fig. 1.2 � La symetrie par rapport à un plan π1
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� Soit P5 (respe
t P6) les plans qui passent respe
tivement par A′D′, BC et AD , B′C ′, la symetrie par rapport à P5 (respe
t P6) noté
sP5

et sP6
transforme A en C ′ et B′ en D (respe
t B en D′ et A′ en C ′)

 

 

 

 Fig. 1.3 � La symetrie par rapport à un plan P6

20



2. Les symetries par rapport aux droites orthogonales :� Six axe de symetries passant par les milieux de deux arêtes opposées(rotation d'angle π) qui passent par O telle (BA) , (C ′D′)� Quatres axes de symetries passent par les sommets opposés (AC ′ ,
BD′ , DB′ , CA′ ), 
'est à dire une rotation d'angle 2π

3
.Pour la symetrie par rapport à AC ′ transforme D′ en B , A′ en C ,

D en B′ et laisse A et C ′ invariant.La symetrie par rapport à BD′ transforme C ′ en A , C en A′ , B′ en
D et laisse invariant B et D′.
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1.4.2 Les rotations du 
ube-L'identité .-Les six rotations d'angle ±π
2
autour des trois axes passant par les milieuxde deux fa
es opposées.-Les trois rotations d'angle π autour des 
es même axes.-Les six rotations d'angle π autour des six axes joingnant les milieux de deuxarêtes opposées .-Les huit rotations d'angle ±2π

3
autour des quatres axes joingnant deux som-mets opposées.

 

 

 

 Fig. 1.4 � Rotation d'angle π
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 Fig. 1.5 � Rotation d'angle ±π
21.5 Mar
hes aléatoires dans le groupe du 
ubeConsidérons le 
ube de sommets ABCDA'B'C'D', sujet aux 48 transfor-mations du groupe du 
ube G, de manière indépendantes et aléatoires. Onsuppose que le 
ube est au départ dans la position ABCDA′B′C ′D′, dansl'espa
e R3 eu
lidien et orienté. On 
onfond la position du 
ube ave
 la trans-formation Y ∈ G qui la produit à partir de la position initiale. L'ensembledes positions du 
ube E s'identi�e ave
 le groupe G. Soit alors (Yn)n la suitede variables aléatoires à valeurs dans G indépendantes et de même loi. Soit

e0 la position initiale du 
ube, au pas 1, la position du 
ube est X1 = Y1.e0.Au pas 2, sa position est X2 = Y2.X1, ainsi de suite. Les positions su

éssivesdu 
ube sont don
 dé
rites par la Mar
he aléatoires gau
he (Xn)n, engen-drées par la suite (Yn)n. La question posée est de savoir quel est le tempsmoyen de retour à une position de départ donnée si le 
ube est soumis auxtransformations ainsi dé�nies.Pour 
ela nous avons besoin des éléments de base sur les 
haînes de Mar-kov. Nous en faisons une synthèse. Pour de plus amples détails Cf [1℄, [2℄,[3℄...
23



1.5.1 Temps moyen de retour à l'origine d'une 
haînede MarkovSoit (Xn)n une 
haîne de Markov, d'espa
e des états E. Si y est un état,soit Ty la variable aléatoire à valeurs dans N, dé�nie par
Ty = inf{n > 0, Xn = y}, si ∃n > 0, tel que {ω, Xn(ω) = y} 6= ∅don


Ty = inf{n > 0, Xn = y}, si
⋃

n

{ω, Xn(ω) = y} 6= ∅et si ⋃

n

{n > 0, Xn(ω) = y} = ∅on dé�nit Ty en posant Ty = +∞.Soit my = Ey[Ty]. my est le temps moyen que met la 
haîne de Markovpartant de y à revenir à y. Nous avons alors le résultat suivantThéorème 2. [7℄ ∀x, y ∈ E, si y est ré
urrent, on a
I) lim

n
[
1

n

v=n∑

v=1

p(v)
xy ] =

11{Ty<∞}

my

II) lim
n

Ey[
Nn(y)

n
] =

f ∗
xy

myRapellons que
f ∗

xy =
∑

n

f (n)
xy ave
 f (n)

xy = P [Ty = n|X0 = x].Si y est un état, soit ξv(y) la variable aléatoire dé�nie par
ξv(y) = 11{Xv=y}.Soit

Nn(y) =

v=n∑

v=1

ξv(y).24



Nn(y) est le nombre de fois où la 
haîne visite y durant les n premiers pas,on peut aussi l'intérpréter 
omme le temps d'o

upation de l'états y durantles n premier instants.Soit
my = Ey[Ty] =

∞∑

k=1

kP [Ty = k/X0 = y]l'espéran
e par rapport à la probabilité Py[.] = P [./X0 = y]don
 pour x ∈ E, si
Gn(x, y) = Ey[Nn(y)]alors

Gn(x, y) = Ey[

v=n∑

v=1

11{Xv=y}]

=
v=n∑

v=1

Ey[11{Xv=y}]

=
v=n∑

v=1

P [Xv = y/X0 = x]alors
Gn(x, y) =

v=n∑

v=1

p(v)
xy .Démonstration.I) Si y est un état ré
urrent, la 
haîne partant de y revient à y une in�nitéde fois.Pour r ≥ 1, soit T r

y l'instant du r-éme retour à y.

T r
y = inf{k ≥ 1, Nk(y) = r}.On dé�nit la suite de variable aléatoire (W r

y )r par
W 1

y = T 1
y = Ty, et pour W r

y = T r
y − T r−1

y .

(W r
y )r est la suite des temps d'attentes entre deux retours 
onsé
utifs de la
haîne à y. Nous avons (W r

y )r est une suite de variable indépendantes (rela-tivement à la probabilité Py). En e�et25



P [W r+1
y = mr+1|W

r
y = mr, ..., W

1
y = m1] = P [W r+1

y = mr+1|W
r
y = mr]

= Py[W
1
y = m1] = Py[Ty = m1]don


Py[W
1
y = m1, ..., W r

y = mr] = Py[W
1
y = m1]...Py[W

r
y = mr].d'autre part les W r

y sont de même loi
L(W r

y ) = L(T 1
y ) = L(Ty).Si

Ey[W
r
y ] = Ey[Ty] < ∞.Dans 
e 
as on peut appliquer la loi forte des grands nombre, par 
onséquent

W 1
y + ... + W k

y

k
=

T 1
y + T 2

y − T 1
y + ... + T k

y − T k−1
y

k

=
T k

y

k
= Ey[W

1
y ]

⇒ Ey[W
1
y ] = Ey[Ty] = mypresque sûrement.Observons alors que sur l'événement {Nn(y) = r}, 
'est à dire si au 
ours des

n premiers pas la 
haîne revient r fois en y.don
 T r
y ≤ n et T r+1

y > n, don
 on a toujour
TNn(y)+1

y > n, et T Nn(y)
y ≤ ndon


T
Nn(y)
y

Nn(y)
≤

n

Nn(y)
<

T
Nn(y)+1
y

Nn(y)
.Mais Nn(y) → ∞ quand n → ∞, 
ar y est ré
urrent, et on a montré que

T k
y

k
→ my p.s26



alors
T

Nn(y)
y

Nn(y)
→ my p.set aussi

T
Nn(y)+1
y

Nn(y)
→ my p.s
ar Nn(y) ∼ Nn(y) + 1 quand n → ∞.il en résulte que

n

Nn(y)
→ my p.spar 
onséquent si x → y et y ré
urrent,

Nn(y)

n
→

11{Ty<∞}

my

p.sSi la 
haîne démarre de X0 = x et, si x 6→ y, alors le nombre de retours à yest 0, et dans 
e 
as il n'y a rien à montrer.II) montrons que
Ey[

Nn(y)

n
] →

f ∗
xy

myon a
Ey[

Nn(y)

n
] =

∫

Ω

Nn(y)

n
Py(dω).Pour montrer II) il su�t de montrer que

lim
n

∫

Ω

Nn(y)

n
Py(dω) =

∫

Ω

lim
n

Nn(y)

n
Py(dω).En appliquant la 
onvergen
e dominée, on montre l'égalité 
i-dessus.1) ∀n, Nn(y)

n
∈ L1

Py
, i.e les Nn(y)

n
sont intégrable par rapport à PyOn a Nn(y)

n
≤ 1alors Nn(y)

n
est bornée, don


Nn(y)

n
∈ L1

Py
et bornée.27



2) on a
Nn(y)

n
→

11{Ty<∞}

my

d'après (I ),
'est à dire Nn(y)
n


onverge presque sûrement vers 11{Ty<∞}

my
don
 le théorèmede 
onvergen
e dominée s'applique, alors on a

lim
n

Ey[
Nn(y)

n
] = lim

n

∫

Ω

Nn(y)

n
dPy =

∫

Ω

lim
n

Nn(y)

n
dPy.On a d'après (I)

Nn(y)

n
→

11{Ty<∞}

my

.don

Ey[

Nn(y)

n
] → Ey[

11{Ty<∞}

my

] =

∫

Ω

11{Ty<∞}

my

dPy

=
1

my

∫

Ω

11{Ty<∞}dPy

=
1

my

Py[Ty < ∞]

=
f ∗

xy

my
ar
Py[Ty < ∞] = Py[Ty = 1 ou Ty = 2... ou Ty = n...]

= Py[
⋃

k

{Ty = k}] =
∑

k

P [Ty = k/X0 = x]

=
∑

k

f (n)
xy .

�1.5.2 Loi stationnaire d'une 
haîne de MarkovDé�nition 3. Soit (Xn)n une 
haîne de Markov irrédu
tible, d'espa
e desétats E, de probabilité de transition (pxy)x,y∈E. La famille de nombres
π = (πx)x∈E,28



est une loi stationnaire pour (Xn)n si
∀x ∈ E, πx ≥ 0,

∑

x

πx = 1, et ∀y ∈ E, πy =
∑

x∈E

πxp
(n)
xy .i.e si π est la loi de X0, 
'est aussi la loi de Xn, ∀nThéorème 3. [7℄ Soit (Xn)n une 
haîne de Markov irrédu
tible, d'espa
e desétats E, de probabilité de transition (pxy)x,y∈E et ré
urrente, alors la famillede nombres π = (πx)x ∈ E, dé�nis pour x ∈ E par

πx =
1

mxdé�nit une probabilité stationnaire pour (Xn)n, qui est par 
onséquent unique.Démonstration.On montre que la famille de nombres π = (πx)x∈E, dé�nis pour x ∈ E par
πx =

1

mxdé�nit une probabilité stationnaire pour (Xn)n.Nous avons d'après le théorème pré
édent
lim

n

Gn(z, x)

n
=

1

mxave
 mx = Ex[Tx].
mx est le temps moyen que met la 
haîne de Markov partant de x à revenirà x.pour x, z ∈ E, si πz est une probabilité stationnaire alors on a

∀n, πx =
∑

z

πzp
(n)
zx =

∑

z

πz

Gn(z, x)

n

29



en e�et :
∑

z

πz

Gn(z, x)

n
=

1

n

∑

z

πzGn(z, x)

=
1

n

∑

z

πz

m=n∑

m=1

p(m)
zx

=

m=n∑

m=1

∑

z

πz

p
(m)
zx

n

=

m=n∑

m=1

1

n
πx

=
nπx

n
= πxdon


∀n, πx =
∑

z

πzp
(n)
zx =

∑

z

πz

Gn(z, x)

net 
omme
lim

n

Gn(z, x)

n
=

1

mxalors par 
onvergen
e bornée , nous avons
πx = lim

n

∑

z

πz

Gn(z, x)

n
=

∑

z

πz lim
n

Gn(z, x)

n
.

πx =
∑

z

πz

1

mx

=
1

mx

∑

z

πz =
1

mx
ar si πz est une probabilié stationnaire alors
∑

z

πz = 1.Il nous reste à montrer 
e passage à la limite par la 
onvergen
e bornée.Soit fn = Gn(z,x)
n

, et on a lim
n

Gn(z, x)

n
=

1

mx30



et |fn| = Gn(z,x)
n

< 1
mx

.les nombres
πx =

1

mxétant positifs, pour qu'ils dé�nissent une probabilité stationnaire, il reste àmontrer que
∑

x

1

mx

= 1et véri�e l'équation aux probabilités stationnaires
1

mx

=
∑

z

1

my

πzx.Nous avons
∀m,

∑

x

p(m)
zx = 1don
 ∀m

∑

x

p(m)
zx

m=n∑

m=1

1

n
= 1

⇒
∑

x

m=n∑

m=1

p
(m)
zx

n
= 1

⇒
∑

x

m=n∑

m=1

p
(m)
zx

n
=

∑

x

Gn(z, x)

n
= 1d'autre part, d'après la relation de Chapman-Kolmogorov.

∑

x

p(m)
zx pxy = p(m+1)

zy

31



don

∑

x

Gn(z, x)

n
pxy =

1

n

∑

x

Gn(z, x)pxy

=
1

n

∑

x

m=n∑

m=1

p(m)
zx pxy

=
1

n

m=n∑

m=1

∑

x

p(m)
zx pxy

=
1

n

m=n∑

m=1

p(m+1)
zy

=
Gn+1(z, y)

n
−

pzy

n
.En e�et

Gn+1(z, y) =

m=n∑

m=0

p(m+1)
zy = pzy +

m=n∑

m=1

p(m+1)
zydon


1

n

m=n∑

m=1

p(m+1)
zy =

Gn+1(z, y)

n
−

pzy

ndon

∑

x

Gn(z, x)

n
pxy =

1

n

m=n∑

m=1

p(m+1)
zy =

Gn+1(z, y)

n
−

pzy

n
(2).Deux 
as sont alors possibles1) 
as où E est �ni.Dans 
e 
as d'après (1.25), par passage à la limite on a :

lim
n

∑

x

Gn(z, x)

n
=

∑

x

lim
n

Gn(z, x)

n
=

∑

x

1

mx

= 1
e qui résulte que
∑

x

1

mx

= 1.32



et d'après (2), par passage à la limite
lim

n

∑

x

Gn(z, x)

n
pxy =

∑

x

lim
n

Gn(z, x)

n
pxy
'est à dire

∑

x

1

mx

pxy =
1

my
ar on a d'après les résultats pré
édents que
lim

n

Gn(z, x)

n
=

1

mxdon
 la famille de nombres ( 1
mx

)x satisfait à l'équation de probabilité station-naires.2) 
as où E est in�ni.Dans 
e 
as soit E1 ⊂ E �nie, alors d'après (1.25) on a
∑

x∈E1

Gn(z, x)

n
≤ 1on a don
 pour toute partie E1 �nie de E

∑

x∈E1

1

mx

≤ 1 ⇒
∑

x∈E

1

mx

≤ 1
ar on peut pas avoir ∑

x∈E

1

mx

> 1.Soit alors
c =

∑

x∈E

1

mx

≤ 1.D'autre part, d'après (2), pour toute partie E1 de E

∑

x∈E1

Gn(z, x)

n
pxy ≤

1

n

m=n∑

m=1

p(m+1)
zy ≤

Gn+1(z, y)

n
−

pzy

ndon
 par passage à la limite
∑

x∈E1

1

mx

pxy ≤
1

my33



par 
onséquent
∑

x∈E

1

mx

pxy ≤
1

my

.Supposons que ∃y ∈ E tel que
∑

x∈E

1

mx

pxy <
1

myalors on a
∑

y

1

my

>
∑

y

∑

x∈E

1

mx

pxy =
∑

x∈E

1

mx

∑

y

pxy

⇒
∑

y

1

my

>
∑

x∈E

1

mx
ar ∑

y pxy = 1 don

∑

y

1

my

>
∑

x

1

mx
e qui est une 
ontradi
tion et par 
onséquent
∀y ∈ E,

∑

x∈E

1

mx

pxy =
1

mySoit alors
π = (πx)x∈E tel que πx =

c

mxalors π est une probabilité stationnaire pour (Xn)nen e�et : ∑

x∈E

c

mx

pxy =
c

myet
∑

x

c

mx

= c
∑

x

1

mxpar 
onséquent c = 1 et
π tel que ∀x ∈ E, πx =

1

mxest une probabilité stationnaire pour (Xn)n, et elle est unique.
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1.5.3 Appli
ation au temps de retour du 
ube à la po-sition de départSoit C le 
ube ABCDA′B′C ′D′ et soit G le groupe des isometries , (Yn)nune suite de variables aléatoire indépendantes et de même loi à valeurs dans
G. Nous assymilons une position du 
ube ave
 l'isométrie g qui la produit .Considérons e est l'identité de G et X0 = e et X1 = Y1.X0 · · ·
Xn = Yn · · ·Y1.X0

Xn est la position du 
ube après avoir subi des transformations Y1 · · ·Yn.
(Xn)n est don
 une mar
he aléatoire sur le groupe G .
(Xn)n est une 
haîne de Markov d'espa
e des états G, don
 �nie. Elle estdon
 ré
urrente positive.Si P = (pgg′)g,g′∈G est sa matri
e de transition, alors le système linéaire

πg =
∑

g′∈G

πg′pgg′admet une solution non triviale.Don
 si
mg = Eg[Tg]alors on a

mg =
1

πgd'après le théorème en rappel.Don
 la donnée d'une matri
e de transition P de (Xn)n en résolvant lesysteme linéaire
πg =

∑

g′∈G

πg′pgg′ (1)permet de déterminer la loi stationnaire πg par suite
mg =

1

πg

.
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Chapitre 2Mar
hes aléatoires dans ungroupeRapellons qu'une mar
he aléatoire (Xn)n dans Zd est la donné d'unevariable aléatoire X0 et d'une suite de variables aléatoires (Yn)n à valeursdans Zd indépendantes et de même loi, tel que ∀n, Xn = Yn + Xn−1. On ditque X0 et (Yn)n engendrent la mar
he aléatoire (Xn)n. Si G est un groupe,
(Yn)n une suite de variables aléatoires indépendantes et de même loi à valeursdans G et X0 une variable aléatoire à valeur dans G indépendante des Yn, nousvoulons dé�nir les mar
hes aléatoires dans G, engendrées par 
es variablessuivant le modèles des mar
hes aléatoires dans Zd. Pour 
ela nous faisons unesynthèse [
f. Revuz [2℄ ℄ des notions de base né
essaires.2.1 Noyaux de transitions et operateurs asso
iéLa dé�nition suivante introduit la notion de noyau de transition sur unensemble quel
onque E muni d'une tribu EDé�nition 4. Soit (E, E) un espa
e mesurable. Un noyau de transition sur
E est une appli
ation

P : E × E → [0, 1]tel que :(1) ∀x ∈ E, l'appli
ation A 7→ P(x, A) : de E dans [0, 1] est une mesurede probabilité sur (E, E) 36



(2) ∀A ∈ E , l'appli
ation x 7→ P(x, A) : de E dans [0, 1] est une fon
tionmesurable
P(x, A) représente la probabilité de transition de x vers A.Proposition 7. Si f : E → R est une fon
tion positive bornée et mesurable,soit P l'operateur Pf : E → R dé�ni par la formule :

Pf(x) =

∫

E

f(y)P(x, dy) (∀x ∈ E).Alors Pf est une fon
tion positive , bornée et mesurableDémonstration. Montrons d'abord que ∀x, Pf(x) positive et bornée.On a f positive et P(x, dy) est une mesure positive, alors
∫

E

f(y)P(x, dy) ≥ 0.On a aussi f bornée ⇒ ∃M > 0 tel que ∀x ∈ E, |f(x)| ≤ M don

|Pf(x)| = |

∫

E

f(y)P(x, dy)|

≤

∫

E

|f(y)P(x, dy)|

≤ M

∫

E

P(x, dy)

≤ M.
ar ∫

E

P(x, dy) = 1.Il reste à montrer que Pf est mesurable.1/. Cas où f = 11A(x), A ∈ E

P11A(x) =

∫

E

11A(y)P(x, dy)

=

∫

A

P(x, dy)

= P(x, A).37



Don
 si f = 11A(x), A ∈ E ,

Pf(x) = P(x, A)et par dé�nition de P, A 7→ P(x, A) est mesurable ∀x ∈ E, et pour A �xée.2/. Cas où f est une fon
tion simple i.e. f =
∑n

i=1 αi11Ai
, tel que

∀i, Ai ∈ E et les Ai disjoints.Nous avons
Pf(x) =

∫

E

n∑

i=1

αi11Ai
(y)P(x, dy)

=
n∑

i=1

∫

E

αi11Ai
(y)P(x, dy)

=

n∑

i=1

αiP(x, Ai)Par suite, x 7→ Pf(x) est une fon
tion mesurable 
omme somme �nie defon
tions mesurables.3/. Cas général : f est une fon
tion mesurable, positive et bor-née.Toute fon
tion f mesurable est limite simple d'une suite de fon
tions simples.Plus pré
isement,
∃ une suite croissante de fonctions simples (fn)n tel que f = lim

n
fn,Par dé�nition de Pf(x), nous avons

Pf(x) = P lim
n

fn(x) =

∫

E

lim
n

fn(y)P(x, dy).Par 
onvergen
e monotone nous avons
∫

E

lim
n

fn(y)P(x, dy) = lim
n

∫

E

fn(y)P(x, dy)Don

Pf(x) = P lim

n
fn(x) = lim

n
Pfn(x)38



Comme Pfn(x) est mesurable d'après le 2/., il en résulte que x 7→ Pf(x) estmesurable, 
omme limite d'une suite de fon
tions mesurables.Il reste à établir la validité du passage à la limite par 
onvergen
e monotone
i-dessus a�rmé.Nous avons,1) ∀n, fn ≤ f et ∃M tel que |f | ≤ M , don
 ∀n, |fn| ≤ M.Par suite | ∫
E

fn(y)P(x, dy)| ≤ M.2)fn ր f, simplement sur E, par 
onstru
tion.
�Exemple de noyaux de transition 1)Soit λ la mesure positive σ-�niesur (E, E) et g une fon
tion positive à valeur réelle et mesurable par rapportà la σ-algèbre E ⊗ E et à valeur réelle de�nie dans E × E. On peut alorsde�nir le noyau de transition P sur E par

P(x, A) =

∫

A

g(x, y)λ(dy).On l'appelle noyau integral ave
 la base λ.Quand E = Rd, d ≥ 3, λ est la mesure de Lebesgue et g(x, y) = |x− y|−d+2,on obtient le noyau de la théorie du potential newtonienDe même nous avonsProposition 8. Si ν est une mesure sur (E, E) et si on dé�nit νP sur (E, E)par
∀A ∈ E, νP(A) =

∫

E

ν(dx)P(x, A) ,alors νP est une mesure sur (E, E)Démonstration.
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1/. A → νP(A) est une fon
tion d'ensemble sur E .2/.νP est σ-additive. En e�et
νP(

⋃

i

Ai) =

∫

E

ν(dx)P(x,∪iAi)

=
∑

i

∫

E

ν(dx)P(x, Ai)

=
∑

i

νP(x, Ai)

∀(Ai)i ∈ E disjoints.3/. νP 6= ∞ 
ar νP(φ) =
∫

E
ν(dx)P(x, φ) = 0.

�2.2 Composition de noyaux de transitionProposition 9. La 
omposition ou le produit de deux noyaux de transitionpositifs P et Q sur E dé�nie par
QP(x, A) =

∫

E

Q(x, dy)P(y, A)est aussi un noyau de transition positifDémonstration. On montre que la 
omposition de deux noyaux de tran-sition positifs P et Q est un noyau de transition, 
e qui revient à montrerque :(1) ∀x ∈ E, l'appli
ation A 7→ QP(x, A) : de E dans [0, 1] est une mesurede probabilité sur (E, E)(2) ∀A ∈ E , l'appli
ation x 7→ QP(x, A) : de E dans [0, 1] est une fon
tionmesurable.On a P(x, A) est un noyau de transition i.e
∀A ∈ E , l'appli
ation x 7→ P(x, A) : de E dans [0, 1]40



est une fon
tion mesurable.Si on pose g(x) = P(x, A) pour A �xé, alors d'après la proposition pré
é-dente
∀A ∈ E , l'appli
ation x 7→ QP(x, A) : de E dans [0, 1] est une fon
tionmesurable.Et on a aussi
∀x ∈ E, l'appli
ation A 7→ Q(x, A) : de E dans [0, 1] est une mesure deprobabilité sur (E, E).Si on pose ν = Q(x, A) pour x �xé, alors d'après la proposition pré
édente,
∀x ∈ E, l'appli
ation A 7→ QP(x, A) : de E dans [0, 1] est une mesurede probabilité sur (E, E).Ce qui résulte que QP(x, A) est un noyau de transition.
�On notera Pn le noyau de transition obtenu en e�e
tuant (n− 1) produitde P ave
 lui même. On a pour tout n ≥ 1 : ∀x ∈ E, ∀A ∈ E ,

Pn(x, A) = PPn−1(x, A).Et 
omme P et Pn−1 sont des noyaux de transitions et d'après la propositionpré
édente on obtient que Pn(x, A) qui est de�nit par
Pn(x, A) =

∫

E

P(x, dy)Pn−1(y, A).et aussi un noyau de transition En prenant pour P0(y, A) la mesure de Dira
en y

P0(y, A) =

{
1 y ∈ A
0 sinon

Pn(x, A) =

n fois
︷ ︸︸ ︷

P(x, A) × P(x, A) × · · · × P(x, A) .41



Pn(x, A) s'interprète 
omme la probabilité de l'événement Xn ∈ A 
ondi-tionnelle à X0 = x, 
'est à dire
Pn(x, A) = P [Xn ∈ A/X0 = x].Une généralisation utile est la relation de Chapman -Kolmogorov : ∀n ∈ N,

0 ≤ m ≤ n, ∀x ∈ E, ∀A ∈ E

Pn(x, A) =

∫

E

Pm(x, dy)Pn−m(y, A).Cette équation admet une interprètation intéréssante : pour atteindre Aen n étapes, partant de x, la 
haîne doit né
essairement passer par une valeur
y en m étapes, puis tout se passe 
omme si la 
haîne démarrait en y, pouratteindre A en n − m étapes.Alors d'après la dé�nition de l'operateur Pf(x) tel que

Pf(x) =

∫

E

f(y)P(x, dy)on a
Pn(x, A)f(x) =

∫

E

f(y)Pn(x, dy).Don
 d'après la dé�nition de l'espéran
e 
onditionnelle.
Pn(x, A)f(x) =

∫

E

f(y)Pn(x, dy) = Ex[f(Xn)].Si Z une variable aléatoire positive sur (Ω,F), son espéran
e mathema-tique relativement à la mesure de probabilité Pµ est Eν [Z]. Si ν = ǫx lamesure de Dira
, alors on e
rit Ex[Z] et
Eν [Z] =

∫

E

ν(dx)Ex[Z].Pour l'étude des mar
hes aléatoires un peu plus générales, nous auronsbesoin des notions d'a
tion de groupe dans un ensemble
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2.3 A
tion d'un groupe sur un ensembleDé�nition 5. Soient E un ensemble et (G, .) un groupe multipli
atif d'élé-ment neutre 1. L'a
tion du groupe G sur l'ensemble E est une appli
ation :
G × E → E

(g, x) → g ∗ xqui véri�e les axiomes suivantes :(1) ∀g1, g2 ∈ G, ∀x ∈ E, g1 ∗ (g2 ∗ x) = (g1.g2) ∗ x(2) ∀x ∈ E, 1 ∗ x = x.Dans 
e 
as on dit que le groupe G opère à gau
he sur E.La relation ∃g ∈ G tel que y = g.x est une relation d'équivalen
e sur E.Les 
lasses d'équivalen
es pour 
ette relation sont appelées les orbites de Esuivants G ou G-orbites de E.L'orbite de l'a
tion de G est Ox = {y ∈ E/∃g ∈ G g.x = y}.On dit que G opère transitivement sur E s'il y a une seule orbite, 
'est-à-direque ∀x, y ∈ E, ∃g ∈ G tel que y = g.x, et dans 
e 
as on dit qu'on a unespa
e homogéne.Exemples d'a
tion de groupe .1) L'a
tion naturelle d'un groupe (G, .) est l'a
tion de G sur lui même,dé�nie par
G × G → G

(g1, g2) 7→ g1 ∗ g2 = g1.g22) Soit E un ensemble à n éléments et soit Sn le groupe des permutationsde E. Pour s ∈ Sn et x ∈ E, soit ∗ l'operation dé�nie par
(s, x) → s ∗ x = s(x).43



2.4 Mar
hes aléatoires dans un groupeDé�nition 6. Soient E un ensemble et (G, .) un groupe. On suppose que Gopère à gau
he sur E par la loi ∗.Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires i.i.d dans G, et X0 une variablealéatoire à valeur dans E. On appelle mar
he aléatoire à gau
he sur E lasuite de variable aléatoire (Xn)n dé�nie par
{

X0

Xn = Yn ∗ Xn−1 si n ≥ 1La proposition suivante donne la 
ondition su�sante pour que la mar
healéatoire soit irrédu
tibleProposition 10. [10℄Soit (G, .) un groupe dis
rêt engendré par la famille dénombrable {g1, g2, ...},muni d'une loi de probabilité P et E un ensemble. On suppose que G opèreà gau
he sur E par l'a
tion de ∗ dé�nie par :
∀g ∈ G, x ∈ E, (g, x) → g ∗ x.Soit (Yn)n une suite de variable aléatoire à valeur dans G, i.i.d telle que

P (Y1 = gi) > 0, ∀i ≥ 1.On 
onsidère la mar
he aléatoire à gau
he (Xn)n dé�nie par :
{

X0

Xn = Yn ∗ Xn−1 si n ≥ 1Si l'a
tion de G est transitive, alors la mar
he aléatoire (Xn) est irrédu
-tible .Démonstration. .Soit x, y ∈ E, on a l'a
tion de G sur E est transitive, don

∃g ∈ G tel que,

y = g ∗ x et g = gi1 .gi2...gim ◦ gik ∈ {g1, g2...} ∀ik = i1, i2..., im.

P [Xm = y/X0 = x] = P (Ym...Y1 ∗ X0 = y/X0 = x) = P (Ym...Y1 ∗ x = y)44



= P (Ym...Y1 ∗ x = y, Ym...Y1 = g) + P (Ym...Y1 ∗ x = y, Ym...Y1 6= g)

≥ P (Ym...Y1 ∗ x = y, Ym...Y1 = g)

= P (Ym...Y1 = g)

≥ Πm
j=1P (yj = gik) > 0Don
 tous les états 
ommuniquent entre eux et don
 (Xn)n est irrédu
-tible.

�Remarque Si l'a
tion de G sur E n'est pas transitive, on aura plusieurorbites.L'a
tion de G sur 
haque orbite est transitive. d'après la proposition pré
é-dente, il en résulte don
 que les 
lasses éssentielles de la 
haîne de Markov
(Xn)n sont les orbites de E suivant G.Dé�nition 7. Soient (G, .) un groupe topologique multipli
atif, (Yn)n unesuite de variable aléatoire indépendante et de même loi à valeur dans G, et
Y0 une variable aléatoire à valeur dans G et indépendantes des Yn. On appellemar
he aléatoire à gau
he (resp
t à droite ) sur G, la suite (Xn)n de variablealéatoire dé�nie par

{
X0 = Y0

Xn = Yn.Xn−1 si n ≥ 1(respe
t Xn = Xn−1.Yn si n ≥ 1 )RemarqueSi le groupe G est 
ommutatif, la mar
he aléatoire à gau
he est la même quela mar
he aléatoire à droite.Pour 
ara
tériser (Xn)n on a besoin de pré
iser le noyau de transitionasso
ié P. On dé�nit P par
P(A, g) = P [X1 ∈ A/X0 = g]pour A ∈ BG et g ∈ G. 45



Et Soit µ la loi des Yn i.e.
µ(A) = P [Yn ∈ A] , A ∈ BGoù BG sont les boréliens de G.On véri�e immediatement que (Xn)n est une 
haîne de Markov d'espa
e desétats G i.e.

P [Xn+1 ∈ A/X0, X1, ...Xn] = P [Xn+1 ∈ A/Xn].Nous avons alorsProposition 11. ∀A ∈ BG, ∀g ∈ G.

P(A, g) = µ(A.g−1).Démonstration.Si G = R, le groupe additif.Par dé�nition de la probabilité 
onditionnelle on a
∀A ∈ BR, ∀B ∈ BR, P [Xn+1 ∈ A/Xn] est l'unique v.a σ(Xn)-mesurable quivéri�e

P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫

{Xn∈B}

P [Xn+1 ∈ A/Xn]dPSoit ϕ la fon
tion mesurable sur R (ϕ existe) tel que
ϕ(Xn) = P [Xn+1 ∈ A/Xn].Nous avons

ϕ(x) = P [Xn+1 ∈ A/Xn = x] = P [X1 ∈ A/X0 = x].
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P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫

{Xn∈B}

P [Xn+1 ∈ A/Xn ∈ B]dP

=

∫

{Xn∈B}

E[11A(Xn+1)/Xn]dP

=

∫

{Xn∈B}

11A(Xn+1)dP

=

∫

Ω

11{Xn+1∈A}⊓{Xn∈B}dP

=

∫

{Xn∈B}

11A(Yn+1 + Xn)dP. (2.1)Don

∫

{Xn∈B}

P [Xn+1 ∈ A/Xn ∈ B]dP =

∫

B

ϕ(x)P [Xn ∈ dx]

=

∫

{Xn∈B}

11A(Yn+1 + Xn)dP

=

∫

G

∫

B

11A(y + x)P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy].Par indépendan
e de Yn+1 et Xn nous avons
∫

G

∫

B

11A(y + x)P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy] =

∫

G

∫

B

11A(y + x)P [Xn ∈ dx]P [Yn+1 ∈ dy].Et en appliquant Fubini, nous avons
∫

G

∫

B

11A(y + x)P [Xn ∈ dx]P [Yn+1 ∈ dy] =

∫

B

P [Xn ∈ dx]

∫

G

11A(y + x)P [Yn+1 ∈ dy]

=

∫

B

P [Xn ∈ dx]

∫

G

11A−x(y)P [Yn+1 ∈ dy]

=

∫

B

P [Xn ∈ dx]µ(A − x)

=

∫

B

P [Xn ∈ dx] P [Yn+1 ∈ A − x].47



Par uni
ité de ϕ(x)
ϕ(x) = P [Yn+1 ∈ A − x].Par 
onséquent

P(A, x) = P [Yn+1 ∈ A − x].Si G est un groupe multipli
atif.On suppose que G est un groupe topologique. Par dé�nition de la proba-bilité 
onditionnelle nous avons
∀A ∈ BG, ∀x ∈ G, P [Xn+1 ∈ A/Xn] est l'unique v.a σ(Xn)-mesurablequi véri�e

P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫

{Xn∈B}

P [Xn+1 ∈ A/Xn]dPSoit ϕ la fon
tion mesurable sur R (ϕ existe) tel que
ϕ(Xn) = P [Xn+1 ∈ A/Xn].Nous avons

ϕ(x) = P [Xn+1 ∈ A/Xn = x] = P [X1 ∈ A/X0 = x].

P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫

{Xn∈B}

P [Xn+1 ∈ A/Xn ∈ B]dP

=

∫

{Xn∈B}

E[11A(Xn+1)/Xn]dP

=

∫

{Xn∈B}

11A(Xn+1)dP

=

∫

{Xn∈B}

11A(Yn+1.Xn)dP. (2.2)Don

∫

{Xn∈B}

P [Xn+1 ∈ A/Xn ∈ B]dP =

∫

B

ϕ(x)P [Xn ∈ dx]

=

∫

{Xn∈B}

11A(Yn+1.Xn)dP

=

∫

G

∫

B

11A(y.x)P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy].48



Par indépendan
e de Yn+1 et Xn nous avons
∫

G

∫

B

11A(y + x)P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy] =

∫

G

∫

B

11A(y.x)P [Xn ∈ dx]P [Yn+1 ∈ dy].Et en appliquant Fubini, nous avons
∫

G

∫

B

11A(y.x)P [Xn ∈ dx]P [Yn+1 ∈ dy] =

∫

B

P [Xn ∈ dx]

∫

G

11A(y.x)P [Yn+1 ∈ dy]

=

∫

B

P [Xn ∈ dx]

∫

G

11A.x−1(y)P [Yn+1 ∈ dy]

=

∫

B

P [Xn ∈ dx]µ(A.x−1)

=

∫

B

P [Xn ∈ dx] P [Yn+1 ∈ A.x−1].Par uni
ité de ϕ(x)
ϕ(x) = P [Yn+1 ∈ A.x−1].Par 
onséquent

P(A, x) = P [Yn+1 ∈ A.x−1].

�
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Chapitre 3Chaîne de Markov ImageÉtant donnée une fon
tion mesurable f d'un espa
e mesurable (E, E)dans un espa
e mesurable (F,F), et (Xn)n une 
haîne de Markov sur E, ilest naturel de se poser la question de savoir si la suite de variable aléatoire
(f(Xn))n, image de la suite (Xn)n par f , est une 
haîne de Markov sur F. Laproposition suivante donne des 
onditions su�santes (
f G.Larabi [10℄).Proposition 12. [10℄Soient (E, E) et (F,F) deux espa
es mesurable, et soit (Xn)n une 
haîne deMarkov à valeurs dans E de noyau de transition P. Soit f une appli
ation :

(E, E) → (F,F)mesurable tel que1. f est surje
tive2. x 7→ P(x, .) est mesurable par rapport à la tribu engendrée par f ,
G = f−1(F)Si (Yn)n est la suite de v.a à valeurs dans F , telle que ∀n, Yn = f(Xn), alors
(Yn)n est une 
haîne de Markov sur F , de noyau de transition K dé�ni par :

K(y, B) = P(f−1(y), f−1(B)), ∀y ∈ F, et ∀B ∈ F .Démonstration. On véri�e que K est un noyau de transition sur F1) ∀B ∈ F , y → K(y, B) est F -mesurable. En e�et,soient
g(x) = P(x, .) et h(y) = K(y, .).50



Nous avons
h = g ◦ f−1Soit B1 ∈ B[0,1],

h−1(B1) = f ◦ g−1(B1) = f(g−1(B1)).

G1 = g−1(B1) ∈ G 
ar g est G-mesurable.Don
 ∃F1 ∈ F tel que
G1 = f−1(F1) et h−1(B1) = f(G1) = F1.par 
onséquent h est F -mesurable.2)
∀y ∈ F, B 7→ K(y, B) = P(., f−1(B))dé�nie une mesure de probabilité 
ar P est un noyau de transition.De (1) et (2) il en résulte que K est un noyau de transition sur F.Il reste à montrer que (Yn)n est une 
haîne de Markov d'espa
e des états Fet de noyau de transition K.Soient An et Bn les tribus engendrées respe
tivement par (X1, X2, ...Xn)et (Y1, Y2, ..., Yn).On a Bn ⊂ An, ∀n. En e�et

Yk = f ◦ Xk, ∀k, 1 ≤ k ≤ n.Don
 Yk est σ(Xk) mesurable et alors An mesurable. D'où l'in
lusion
Bn ⊂ An

(Yn)n est une 
haîne de Markov si et seulement si
E[φ(Yn+1)|Bn] = E[φ(Yn+1)|σ(Yn)] (∗).Pour toute fon
tion φ mesurable et bornée. Il su�t de véri�er (∗) pour lesfon
tions indi
atri
es 
ar toute fon
tion mesurable bornée est limite d'unesuite de fon
tion indi
atri
es 
roissante.Soient A ∈ F et φ = 11A. On a

E[11A(Yn+1)|Bn] = E[11{Yn+1∈A}|Bn] = P [Yn+1 ∈ A|Bn]51



et
E[11A(Yn+1)|σ(Yn)] = P [Yn+1 ∈ A|σ(Yn)].En utilisant les propriétés de l'espéran
e 
onditionnelle et des 
haînes deMarkov, on aura

P [Yn+1 ∈ A|Bn] = E[E[11A(Yn+1)|An]|Bn]

= E[E[11A(Yn+1)|σ(Xn)]|Bn]Mais on a
E[11{Yn+1∈A}|σ(Xn)] = P [Yn+1 ∈ A|σ(Xn)]

= P [Xn+1 ∈ f−1(A)|σ(Xn)]

= P[Xn, f
−1(A)]

= P[f−1(Yn), f
−1(A)]

= K(Yn, A).D'autre part
K(Yn, A) = P [Yn+1 ∈ A|σ(Yn)] = E[11{Yn+1∈A}/σ(Yn)].Don


P [Yn+1 ∈ A|Bn] = E[E[11{Yn+1∈A}|σ(Yn)]|Bn]

= E[E[11{Yn+1∈A}/σ(Yn)]]

= P [Yn+1 ∈ A|Yn]D'où le résultat
�
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Con
lusion
A partir des notions de base exposées qui restent tout à fait partielles, leproblème de dé
rire le 
omportement de la 
haîne de Markov

Xn+1 = anXn + bn−1Xn−1reste posé.Nous pensons pour 
ela à tester d'abord l'étude de mar
hes aléatoires surdes sous-ensembles de matri
e en 
ommençant par détailler le 
omportementde la mar
he aléatoire sur le groupe du 
ube, dans des 
as d'espé
e de la ma-tri
e de transition P et en 
onsidérant la mar
he aléatoire sur le sous- groupedes matri
es 
arrées d'ordre 3 asso
iée. De même pour la mar
he aléatoire
(Zn)n, il s'agira d'abord de 
hoisir des 
as simples en spé
i�ant les lois desvariables aléatoires (an)n et (bn)n.

53



Bibliographie[1℄ J.M.Arnaudies, H.Frayesse, Algébre linéaire et géométrie, Dunod, 1990[2℄ Guivar
h's et Roynette, Mar
hes aléatoires dans un groupe, Le
turesNotes, Springer Verlag Berlin-NY, 1975.[3℄ D.Revuz, Markov Chains, North Holland 1984[4℄ B.Doubrovine, S.Novikov et A fomenko, Géométrie 
ontemporaire,Méthodes et Appli
ation, Mir Mos
ou, 1982[5℄ K.L.Chung, First Cours In Probability and Markov Chains Springer -Verlag, 1980[6℄ P.Dia
onis, Groups Représentation, Appli
ations to Statisti
s andProbability Le
ture notes in Mathemati
s - Monograph serie ShantiS.Gupta, 1988[7℄ Boudiba Mohand Arezki, Cours Poly
opie de 3eme Année, Li
en
e deMaths, Cal
ul de Probabilités et Chaînes de Markov Département demathématique UMMTO, 2008[8℄ H.S.M.Coxeter, Regular Poytopes METHUEN, CO-LTD London, 1948[9℄ H.S.M.Coxeter, Introdu
tion to Geometry, John Wiley et Sons, INCNew York.London.Sydney.Toronto, 1969.54



[10℄ Ghenima LARABI, Chaîne de Markov et Appli
ations , Memoire deMagister UMMTO, 2008

55


	Remérciements
	Dédicace
	Introduction
	Marches Aléatoires dans le Groupe du Cube
	 Etude du groupe orthogonal- Propriétés générales
	Cas de O2(E)
	Etude des rotations planes
	Etude des symetries orthogonales
	Structure de O2(E)

	Structure de O3(E)
	Le groupe des isométries du Cube 
	Les symetries de cube
	Les rotations du cube

	Marches aléatoires dans le groupe du cube
	Temps moyen de retour à l'origine d'une chaîne de Markov
	Loi stationnaire d'une chaîne de Markov
	Application au temps de retour du cube à la position de départ


	Marches aléatoires dans un groupe
	Noyaux de transitions et operateurs associé 
	Composition de noyaux de transition
	Action d'un groupe sur un ensemble
	Marches aléatoires dans un groupe

	Chaîne de Markov Image
	Conclusion 
	Bibliographie

