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X(t) : signale numérique monodimensionnelle.
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G(f) : fonction de transfert du filtre en fréguence.
Y () : transformé de Fourier du signal y(k).
g(k) : réponse impulsionnelle.
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o1 . erreur d approximation (bande de fréquence bloqué).

14, : erreur entre les deux bandes passante et bloqué.
z: lavariabledansle plan des z

C, D : des constantes.
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Q(2) : le polyndme caractéristique.
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Ai - lesvaleurs propre.

RIF : filtre aréponse impulsionnelle fini.

RII : filtre aréponse impulsionnelle infini.

M : ordre du filtre RIF.

Re, Im : partie réel et imaginaire respectivement.

0q: réponse impulsionnelle désiré.




0q (): réponse fréquentielle désiré.

fe (t) : signal fenétre.

rect : fenétre rectangulaire.

0r(t) : réponse impulsionnelle obtenu par pondération ou troncature.
FI : fonction intégrale.

Sl, SC: fonction sinus intégrale et sinus cardinale.
Tri : fenétre triangulaire.

a, i3, ety : paramétres fixe.

TFD : transformé de Fourier discréte.

TFR : transformé de Fourier rapide.

g(K) : approximation de g(k).

L : longueur de laréponse du filtre RIF.

v : larelation d’interpolation.

d(k), y(k) : réponse désiré et calculé par lefiltre respectivement.
G4(s) : fonction de transfert du filtre analogique.
arg : argument.

arctan : arc tangent.

X4(t) : signale analogique.

X4(f) : transformé de Fourier du signal analogique.
exp : exponentielle.

€(t) : fonction saut anal ogique.

J: critéreaminimiser.

L,: norme 1.
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L..: normeinfini.

R': matrice défini positif.

0': solution du probléme optimale.

| : matrice identité.

o : paramétre afixer.

H¢(0) : matrice Héssien.

X, : vecteur des positions des particules.

v, : vecteur des vitesse des particules.
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Xpes -l@meilleur solution.
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o : laphase.
h(x,y) : réponse impulsionnelle 2D.
d(x,y) : impulsion 2D.
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x(k,l) : signal numérique 2D.
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PSO : optimisation par m de particules.
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Introduction générale

Les filtres numériques ont constitué la branche la plus éudiée du traitement numérique des signaux.
Ils ont été développés et étudiés dans but de pouvoir simuler ou remplacer les filtres analogiques sur les
systémes numériques. Les applications du filtrage numérique sont innombrables comme par exemple dans le
domaine de I'acoustique (lecteurs MP3 et DVD), I'imagerie et le traitement visuelle (appareilles photos
numérique et applications biomédicales), les téléphones mobiles, le traitement des données sismique et le
diagnostic des machines, etc.. La principale tache du filtrage reste la réduction du bruit, ils existent
cependant d’ autres taches comme |e rehaussement ou la détection des contours des images. Leur conception
revient a chercher la fonction de transfert de maniéere a satisfaire des caractéristiques fréquentielles désirées.

Les filtres numériques peuvent étre regroupés en deux grandes familles. Les filtres a réponse
impulsionnelle finie (RIF) et les filtres a réponse impulsionnelle infinie (RII). Les filtres RIF présentent
plusieurs avantages par rapport aux filtres RIl mais restent trés couteux car ils nécessitent un grand nombre
de coefficients dans lafonction de transfert.

On s'intéressera dans ce mémoire aux filtres RII. La synthése de ces filtres consiste soit transposer les
méthodes de synthese des filtre analogiques au cas numérique soit a faire appel a des procédures
d’ optimisation. Ces méthodes cherchent a rendre minimum |’ erreur d’ approximation des caractéristiques du

filtre désiré par celle d' un filtre réalisable, selon un critére approprié.

Le but de notre travail est de synthétiser un filtre numérique a réponse impulsionnélle infinie a base
d’un algorithme d’ optimisation qui est I’agorithme a essaims de particules (PSO). Pour cela, nous alons

scinder notre mémoire en quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux généralités sur le filtrage numérique. Les différents types de
filtres numériques, leurs relations fondamentales, les différents filtres numériques, leurs classifications ainsi
gue leurs diverses structures de réalisation sont principalement présentés. Nous allons aussi évoquer la
stabilité des ces systemes et |es méthodes permettent de la tester.

Dans le deuxieme chapitre nous rappelons quelques définitions sur les filtres numériques a réponse
impulsionnelle finie (RIF) tout en présentant leurs avantages et |eurs inconvenants. Les principales méthodes

de synthése de ces filtres seront briévement revues.

Le troiseme chapitre est dédié aux filtres a réponse impulsionnelle de durée infinie (RII)
monodimensionnelle. Les principales méthodes de synthése de ces filtres seront présentées. On décrira en
détails ensuite une méthode de conception d’un filtre RIl a base de la méthode d’ optimisation par essaims de

particules (PSO). Les résultats de cette approche seront présentés alafin de ce chapitre.

Le chapitre 4 est une extension du chapitre précédent aux cas bidimensionnelle. Nous aborderons sur

les généralités sur les filtres numériques bidimensionnels a réponse impulsionnelle de durée infinie (RIl 2D).




- ]

L’ approche PSO pour la synthése d un filtre RII présentée dans le chapitre 3 sera a nouveau appliquée a la

conception d'un filtre RIl 2D. Les résultats de cette approche cl6tura ce chapitre.




Chapitre I:
Notions de base du filtrage

numeérique




1.1 Introduction

Les filtres numériques ont constitué la branche la plus éudiée du traitement numérique des signaux.
lIs ont été développés et étudiés dans but de pouvoir simuler ou remplacer les filtres analogiques sur les
systemes numériques.

On présentera dans ce chapitre quelques genéralités sur les filtres numériques, leurs relations
fondamentales sont rappelées, les différentes types de filtres numériques sont présentés ainsi que leurs

différentes structures de réalisation.

1.2 Geénéralités
1.2.1 Définitions
Un filtre est un systeme qui modifie le contenu spectral d’un signal injecté en son entrée en atténuant

ou éliminant certaines composantes spectrales indésirables.

Un filtre numérique est un éément qui effectue un filtrage a I'aide d'une succession d'opérations
mathématiques sur un signal discret. Contrairement aux filtres analogiques, qui sont réalisés a l'aide d'un

agencement de composantes physiques (résistance, condensateur, inductance, transistor, etc.), les filtres

numériques sont réalisés soit par des circuits intégrés dédiés, des processeurs programmables (FPGA,

microprocesseur, DSP, microcontréleur, etc.), soit par logiciel dans le cas d’ un ordinateur.

Les filtres numériques peuvent, en théorie, réaliser la totalité des effets de filtrage pouvant étre définis
par des fonctions mathématiques ou des algorithmes. La seule principale limitation des filtres numériques

est lavitesse. Lavitesse du filtre est limitée par la vitesse du processeur.

1.2.2 Relations fondamentales
Un signal discret x(k 4¢) peut étre obtenu par échantillonnage d’un signal continue x(t) avec une

période d’ échantillonnage At. Cette période doit évidement respecter |e théoreme de Shanon suivant :

F, = 2 2 Fnax (T, = At) (1.1

1
T,
E,.4 €tant lafréquence maximale du signale x(t).

Pour des raisons de simplicité (4¢=1), on note

x(k) = x(kAt) (1.2)

Latransformé de Fourier d'un signal discret x(k) est




+oo

X(f) = Z x(kAt) e~ 128 = X(e=i?) (1.3)
k=—o0
avec Y = 2nfkAt = wkAt (1.4)

ou bien simplement

+00

X(f) = Z x(k) e~i2mks (1.5)

k:—OO

La réponse fréquentielle ou harmonique G(f) d’ un systéme linéaire invariant dans le temps est liée aux
transformées de Fourier Y(f) et X(f) des signaux de sortie et d’ entrée par la relation bien connus suivante :

Y(f) = G(f) X(f) (1.6)

Cette relation indique que les répartitions fréquentielle de I’ amplitude et de la phase du signal d’ entrée x(k)
sont modifiées par le systeme, selon la forme particulier de la fonction complexe G(f), pour satisfaire au
mieux les exigences du traitement particulier envisage. C’ est laforme particuliere de la réponse fréquentielle
G(f) (réponse harmonique) qui détermine les atténuations ou les amplifications des composantes de diverses
fréquences. Si, par exemple, un signal d’entrée est la somme d'un signa utile et d'un signal indésirable
occupant des bandes de frequences différentes dans X(f), on peut en atténuant complétement la bande de
fréguence indésirable, isoler le signal utile. Ceci est un peu al’image de la séparation des grains de sable et

des cailloux par filtrage. Toutefois, le filtrage numérique n’est nullement limité a ce cas particulier de

traitement.
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Dans le domaine temporel, la relation correspondante a (1.6) est le produit de convolution bien

connus :

y() = D g x(k =D (17)

l=—o00
ou g(k) est laréponse impulsionnelle du systeme.
Latransformation en z des deux membres de cette relation conduit a:
Y(z)= G(z) X(z) (1.8)

ou G(2) est latransforme en z de la réponse impulsionnelle g(k), elle correspond ala fonction de transfert du
systeme.

Pour les systémes linéaires et invariants dans le temps, les signaux d entrée et de sortie sont liés par

I’ éguation aux différences linéaires a coefficients constants d’ ordre N suivante :

N

a, y(k—n) = . b,, x(k —m) (1.9)
2 2,

n=0
ou I’ ensembl e des coefficients a,, €t b,, représentent |le comportement du systéme.

L’ application de la transformée de Fourier aux deux membres de I'égquation (1.9) nous permet de
d’ aboutir a G(f) telle que :

Y(f)  Xmeobme 72M
X(f) - N ane—jzm’n

n=0

G(f) = (1.10)

L’ application de la transformée en z aux deux membres de I’ équation (1.4) nous permet d aboutir a
G(2) telle que :

Y(z)  Xm-obmz ™
Xz YN ,a,zm

(1.11)

Lesrelations (1.6) et (1.9) sont fondamentales pour le filtrage numérique.




1.3 Classification desfiltresnumériques

On peut classer lesfiltres selon plusieurs critéres ;

1.3.1 Classification selon la réponse fréquentielle

Il est d’usage de classer les filtres par leurs réponses fréguentielles en quatre catégories, filtres passe-
bas, passe-haut, passe bandes et coupe bandes. En plus ces spécifications sont souvent réalisées en ce sens
tout ce qui doit étre atténué doit I’ ére completement tout ce qui doit étre transféré a la sortie doit I’ étre sans
modification. Les réponses fréquentielles idéalisées correspondent aux classes motionnées ci-dessus sont
présentées sur la figure (1.1). Sur cette figure uniquement la période principae [-1/2 , +1/2] de G(f) est
représentée. Si le filtrage est effectué sur un signa numérique provenant de I’ échantillonnage d’'un signal
analogique, pour une correspondance correcte des fréguences, il faut faire intervenir la période
d’ échantillonnage At. Dans ce cas la période principale devient [-1/2 At , +1/2 At]. 1l ne faut pas oublier en
plus que la réponse impulsionnelle g(k) est un signa numérique et que sa transformée de fourrier, c'est-&-

dire saréponse fréquentielle G(f) est un signal périodique.

Passe b |G| HP) Passe iy 160 HF)|
|

| q — S |/
72 L f2 2 A if2
Passe han 16O #L7)) Coupe ba 1G(®)| [H(S)|

|

e e et L —

72 Tada e da T2 2 oty Lty AP

Fig. 1.1 : Réponses fréquentielle idéalisees des différents filtres idéaux




A cause de la nature idéalisée de ces réponses fréguentielles, les filtres pratiquement réalisables ne
peuvent satisfaire ce type de spécifications que d’une maniere approximative. C'est pour quoi, dans des
problémes pratiques, les spécifications sont données par tolérances. Ceci constitue un gabarit que doit
satisfaire la réponse fréquentielle G(f). Par exemple dans les cas d'un filtre passe-haut, |e gabarit que I’on
peut avoir est présenté dans lafigure (1.2). Une réponse fréquentielle qui satisfait ces spécifications dans les
limites des tolérances y est également indiquée. Dans la partie ou une atténuation totale idéale est souhaitée,
on peut tolérer une erreur d approximation 3;. C'est la bande des fréquences bloguées. Dans la bande
passante ou |I’on souhaite idéalement une amplitude unité, on peut tolérer une erreur de +45, Entre deux
bandes, il y a une zone de transition de largeur finie non nulle (f1,f2), dans la quelle la réponse fréquentielle

passe de bande coupée a la bande passante.

Laplus part des filtres pratiques sont spécifiés d’ une maniére similaire alafigure (1.2), sans intervenir
la phase. Celle-ci est généralement spécifiée par des contraintes de causalité et stabilité. Ces contraintes
découlent des restrictions posées par la fonction de transfert G(z) correspondante, qui doit avoir des poles a

I’intérieure du cercle de !’ unité.
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Fig. 1.2 : Gabarit d'un filtre passe haut
1.3.2 Classification selon la réponseimpulsionnelle
Pour gu’'un systeme soit réalisable, il faut qu'il soit simultanément causal et stable [Coequerez et
Philipp, 1995],[Najim, 2006] .1l faut également que le filtrage soit effectué avec un nombre fini d’ opérations

arithmétiques de précision nécessairement fini (limitée). Par exemple on ne peut pas utiliser le produit de

convolution pour un systeme causal et stable, si laréponse impulsionnelle est de durée infinie.

Pour un tel systemeon a:

y(k) = > g x(k = D) (1.12)
=0

La mise en ceuvre de la relation (1.12) nécessite une infinité de coefficients de g(l) caractérisant le

systéme. On recourt alors une relation récursive du type (1.9) pour obtenir les mémes résultats. Ceci montre




I’importance de la durée de la réponse impulsionnelle d’'un systéme. C'est pour quoi on subdivise les

systemes en deux larges catégories selon la durée de la réponse impulsionnelle. Ces deux catégories sont les

suivantes :

>

Systéme a réponse impulsionnelle infinie (RII) : ces systemes sont caractérisés par des réponses
impulsionnelles infinies. Autrement dit, les échantillons de g(k) sont non nuls sur un intervalle infini.

Systéme a réponse impulsionnelle finie (RIF) : ces systemes sont caractérisés par des réponses
impulsionnelle finies. Autrement dit, les échantillons de g(k) sont non nuls seulement sur un intervalle
deduréefinielL avec:

ke <K<ky+L-1

1.3.3 Classification selon leursréalisations

Une deuxiéme classification permet de distinguer entre les divers moyens de mise en ceuvre d'un

systeme donnée pour réaliser I’opération de filtrage. On distingue généralement trois cas [Coequerez et
Philipp, 1995] :

Réalisation transversale ou non récursive : dans un systeme réalise d’une maniére non récursive,

I’ opération defiltrage est réalisée al’ aide de larelation suivante :

L-1
y() = > g x(k = 1) (1.13)
=0

Le signal de sortie dépend seulement de la valeur présente et des valeurs précédentes du signal d’ entée.

Réalisation récursive : dans un systéeme réalisé d’ une maniere récursive, le filtrage est effectué par une

équation aux différences de type (1.9) que |’ on peut, avec I’ hypothése que ap # 0, met sous laforme :
M N

bm n
yk) =) o xlk—m) - > Z—O y(k — ) (1.14)

m=0 n=1

Dans ces systemes, le signa de sortie dépend non seulement du signal d’entrée, mais également des

valeurs précédentes du signal de sortie.

Reéalisation par Transformée de Fourier Discrete (TFD) : Celle-ci consiste a calculer la TFD du signal

d’ entrée, de multiplier le résultat par les coefficients de la réponse fréquentielle du filtre utilisé et de

calculer laTFD inverse de nouveau. La TFD peut étre efficacement calculée al’ aide d’ un algorithme de




calcul Transformée de Fourier rapide (TFR). Les opérations utilisees se résument de la maniere

suivante :

X(n) = Flx(k)]
Y(n) =G(n) X(n) (1.15)
y(k) = F Y (n)]

La rédisation par TFD est plus avantageuse qu’une réalisation non récursive, si la durée L de la

réponse impulsionnelle est supérieure a environ 30 coefficients.

1.4 Structuresderéalisation

1.4.1 Structuresrécursive et non récursive

En examinant les relations (1.12) et (1.13) on remarque que le filtrage, récursif et le non récursif, est
effectué al’ aide de trois opérations é émentaires simples qui sont le retard, la multiplication et I’ addition (la
soustraction est considérée comme une addition avec changement de signe) [Coequerez et Philipp, 1995] .
La fonction de transfert d’un systéme effectuant un retard unité est: G(z) = z*. C'est pour quoi il est
d' usage de présenter les retards unités dans les schémas-blocs des filtres par la notation z*. Les figures (1.3)
et (1.4) montrent respectivement les schéma-blocs d’ une réalisation non récursive (équation 1.13) et d’ une
réalisation récursive (éguation 1.14). Lamultiplication est représentée par le symbole ®.

Un coefficient inscrit sur la branche indiquera le produit par ce coefficient.

X -1 J -1 -
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Fig. 1.3 : Schéma bloc d’ une réalisation non récursive
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Fig. 1.4 . Schéma bloc d’ une réalisation récursive
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Il est possible de considérer la fonction de transfert G(z) correspondante a la relation (1.14) comme la
mise en série de deux systemes. Ceci permet d’ obtenir une autre structure pour la réalisation de la méme

équation (1.14). On peut écrire latransformation en z des deux membres de la maniere suivante :
Y(z)  Ym-obmz ™

(@) =355 = Toa g = 6@ 6@ (1.16)
avec
1
G1(2) = Vg (1.17)
et
M
G,(z) = Z bz ™ (1.18)
m=0
s w(k) présente la sortie du premier systeme, on a :
W(z) 1
G,(z) = X = Vo (1.19)
En prenant latransforme inverse de cette relation, on obtient :
N
z a, w(k —n) = x(k) (1.20)
n=0
ou encore
1 > an
w(k) = — x(k) = ) Twle—n) (1.21)
ay e~ ayp
Le signal w(k) est en méme temps le signal d’ entrée du deuxiéme systeme.
Onaainsi :
Y@ N,
6:(2) = 35 = Z b, z7™ (1.22)
m=0
Latransforme en z de cette relation conduit au produit de convolution suivant :
M
y(k) = Z b, w(k —m) (1.23)
m=0

La figure (1.5) montre le schéma-bloc global et le schéma-bloc détaillé correspondant a la relation
(1.21) et aux équations (1.21) et (1.23) respectivement.

Comme cette structure utilise deus séries élémentaires de retard pour le méme signal, on peut la mettre
sous la forme présentée sur la figure (1.6). C'est une structure compacte pour réaliser une équation aux

déférences d'ordre N. Elle utilise un nombre minimum d’ ééments de retard. 1l existe plusieurs structures

possedant un nombre minimum d’ éléments de retard. Elles sont appel ées forme canonique d’ une réalisation.
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Fig. 1.5 : Structure canonique parallée Fig. 1.6 : Sructure canonique paralléle

1.4.2 Structures canoniques

Les structures de réalisation présentées précédemment, sont connues par leurs sensibilités aux erreurs
d’arrondi dans |es opérations arithmétiques a précision limitée. Car |” erreur sur un coefficient agit sur la
position de tous les zéros et de tous les pdles. Cette sensibilité augmente avec I’ ordre du systéme, c'est-a-dire
avec I’ ordre de I’ égquation aux différences. Les erreurs d arrondi sont d’ une importance secondaire, si le
filtrage est effectué avec un logiciel sur un ordinateur qui permet une précision relativement grande.
Toutefois, elles sont relativement grandes si e filtrage est effectué par un dispositif éectronique spécialisé
pour lequel la précision est colteuse. Un moyen pour atténuer la sensibilité aux erreurs arrondi est de
décomposer le systeme en systemes plus simples. On peut considérer deus types de décompositions qui sont

la décomposition en série et ladécomposition en paralléle.

1.4.2.1 Décomposition en série
Pour une décomposition en série, on exprime lafonction de transfert G(z) du systeme comme un produit de

fonctions de transfert plussimple. On a:

G(2) =C.G1(2).G,(2). ... .Gi(2)

k
—C 1_[ G:(2) (1.24)

ou C est une constante.




Lafigure (1.7) illustre cette décomposition. Dans la plupart des cas, les fonctions de transfert partielles

sont soit du premier ordre, soit du deuxiéme ordre. Pour un systéme du premier ordre, on a:

Pour simplifier, on a considéré ajp = bjp=1; la constante multiplicative globale C permet de tenir

compte des constants dans G(z). La fonction de transfert d’un systéme partielle de deuxiéme ordre est la

suivante :

Gi(z) =

Un systeme du deuxiéme ordre est plus compliqué qu’un systeme du premier ordre. Ils sont quand
méme utilisés car ils permettent d’avoir des pbles et des zéros complexes pour la fonction de transfert
globale G(2), tout en utilisant des coefficients réels a;; et byj dans laréalisation récursive de larelation (1.22).

1+ bjlz_l + ijZ_z

1+ ajlz‘l + asz_Z

Ainsi, on n'est paslimité al’axeréd du plan des z.

—

x (k)

Gy (z)

G, (2)

Gs(z2)

1.4.2.2 Décomposition parallele
La décomposition paralléle est obtenue en exprimant la fonction de transfert globale G(z) comme une

somme de fonctions de transfert plus simples. On a:

G(z)=D + G,(z) + G,(2) +

Fig. 1.7 : Décomposition en série

=D+ iGi(z)

ou D est une constante. La figure (1.8) illustre cette décomposition. Dans ce cas également, les fonctions de
transfert partielles sont, soit du premier ordre, soit du deuxiéme ordre pour les mémes raisons que
précédemment. Dans ce cas toutefois, grace a la présence de la constante D, on a des expressions plus

simples. Pour un systéme de premier ordre, on peut utiliser lafonction de transfert suivante :

Pour un systéme de deuxieme ordre, on a:

Gy (2)

- ]

(1.25)

(1.26)

y(k)

(1.27)

(1.28)




bjO + bj1Z_1
1+ajz71 +ajz72

Gi(z) = (1.29)

x (k)

Fig. 1.8 : Décomposition parallele

Remarque 1.1

Pour pouvoir obtenir les formes séries et parallele d’ une fonction de transfert complexe, il faut qu’' elle
soit décomposable [Coequerez et Philipp, 1995]. Si les poles et les zéros sont connus, on peut obtenir la
décomposition série en groupant par pairs les pbles et les zéros qui sont conjugués pour les systémes de
deuxiéme ordre et en regroupant les poles et les zéros réds pour les systémes de deuxieme ordre. Pour la
décomposition en parallde, il faut faire appel a la décomposition en fractions partielles qui nécessite
également la connaissance a priori des pbles de G(z). On peut de nouveau grouper les termes par pairs de
pbles conjugués pour les systémes de deuxieme ordre et de conserver les termes rédls pour les systémes de
premiere ordre. Comme pour une fonction de transfert G(z) donnée, sa décomposition en fractions partielles
est unique, la décomposition parallele d’un systeme récursif est unique aussi. Toutefois il, peut y avoir

plusieurs décompositions en série selon les différents regroupements de termes.

1.5 Stabilité d’un filtre numérique

La stabilité est une caractéristique importante pour un filtre. Un systeme ou un filtre continu ou discret
est dit stable si pour toute excitation borneée, sa sortie est bornée. D’un point de vue mathématique cette
condition s écrit [De Coulon, 1998]

Si pour [x(k)| < o Vk alors |y(k)| < o Vk

Pour un systéme linéaire et invariant, la condition de stabilité devienne :

Z lg(k)| < o (1.30)

0(k) est laréponse impulsionnelle du systeme [Lim, 1990].




Cette derniére condition est satisfaisante si et seulement si les pdles (P;) de lafonction de transfert G (z) sont

tous al’intérieure d' un cercle unité dans le plan complexe des z
Autrement dit:

N(z) Ym-obmz™ _ Nz (Z —z)™

G(2) = = — '
BG) ~ Yotz ™ TP P

(1.31)

Go est un constante multiplicative.

P; et Z; sont respectivement les poles et les zéros, n; et m; sont les ordres des pdles et des zé&ros tels que

M=3Nm; etN =3 n;.
s |P;| <1,V iaorslesystemeest dit stable.

Les filtres & réponse impulsionnelle finie est pratiquement stable du fait que safonction de transfert ne
présente pas de poles « linéaire ». Ceci constitue I’ un des avantages des filtres RIF. En revanche, dansle cas
desfiltres a réponse impulsionnelle infini RII, il y’a apparition des pbles dans la structure de la fonction de
transfert, ceux qui tendent a les rendent instables. Ces poles doivent étre al’intérieur du cercle unité «z =
1 » pour que ces filtres deviennent stables. 1l est tres important de prendre en considération cette contrainte

delastabilité lors de sa conception.

Parmi les méthodes de test de la stabilité existant, on peut citer le critere de Routh-Hurwitz pour les
systémes continus « en s ou p» €t le critere de Jury pour les systémes discrets « en z ». Une autre méthode
qui rassemble les deux cas (en s et en p) est celle basé sur lareprésentation d’ état minimale commandable ou

observable (stabilité interne)

15.1Critéredejury
Le critére de jury permet de déterminer |’ existence des racines de module strictement inferieur a 1 du
polynéme A(z) de degré N a coefficients réels, et ceci sans expliciter sesracines [Jouvencel, 2002-2003]

Soit lafonction de transfert sous saforme polynomiale :

b0ZM + ble_l + szM_Z + +bM_1Z + bM _ B(Z)
apzV + a;zN" 1+ a,zN2 + - tay_z+ay  A(2)

G(z) = (1.32)

La stabilité de G(z) est conditionnée par les racines de A(z). En inversant |’ordre des coefficients de ce

dernier, on aural’ équation caractéristique Q(2) définit comme suit :

Q) =ayz" +ay_1z" 1+ ay_,z2" %+ +ayz+ ay, (a, >0) (1.33)

B




(N entier > 0), (les coefficients g sont réels).
On construit e tableau de 2N-3 lignes suivant :
Le systéme décrit par Q(2) « A(2) » est stable si et seulement si |es conditions suivants sont vérifiées :
1 ay > lagl
2. Q(2)]z=1>0
3. Q(2)|,=—1 >0 s Nest par
Q(2)|,=—1 <0 s Nestimpair

etss N >3
4. = (N-2) sous-conditions, (s N< 3 lacondition 4 est inexistante)

a Apn_1—
( |bN_1|>|b0|avecbk=| NN "| k=N-—1letk=0

Qo Ap+1
et
len—zl > lcol = |Pv-1 Byzk| N gtk =0
{ len—2 col avec ¢ = by bers = etk = (1.34)
et..... jusqu’a
_|P3 P2-k _ _
| 142l > laol avec g = |0 27| k=2etk =0

Tous les coefficients définit précédemment sont regroupé dans le tableau suivant :

Lignel

Fig. 1.9 : Tableau du critere de Jury

1.5.2 Lastabilitéinterne

Cette technique est basé sur la représentation du model d' état de I’ équation de récurrence du filtre en
choisissant la représentation minimale commandable ou observable.
En générae elle est donnée par laformule suivante dans le cas d’ un systeme linéaire atemps invariant :

{x(k +1) =4 x(k) + Bu(k)

y(k) = C x(k) + D u(k) (1.35)

X(K) : Vecteur d état, de dimension k x 1.

u(k) : Vecteur de commande, de dimension k x 1.

y(K) : Vecteur de sortie ou d’ observation, dedimension k x 1.




A,B,C et D : Sont des matrices de dimensions appropriées indépendantes du temps.

A partir de cette représentation, on peut facilement montrer que :

G(z) = % =CT(zI—A)'B+D (1.36)

| : matrice identité
Le dénominateur de G(z) est alors :
U(z) = det(zl — A) (1.37)
U(2= 0 : est le polyndbme caractéristique de la matrice A
Lespbles Pi de G(z) sont alors identique aux valeurs propres A; delamatrice A.

Par conséquent le systeme est dit stablesi [1; | < 1,V i.

1.6 Objectif du filtrage numérique
L’ objectif principal de laréalisation des filtres numériques est d’ élaborer un systeme linéaire invariant
dans le temps possédant la réponse fréquentielle désirée et se prétant a une réalisation efficace. A cause de

cette derniére contrainte, on ne peut obtenir laréponse fréquentielle idéale que d’ une maniére approchée.

Nous avons vu précédemment les expressions mathématiques & mettre en ceuvre et les principaux
types de structures de filtres pour effectuer le filtrage numérique. Le probléme maeur est aors la
détermination des coefficients {a, } et {b,,} apparaissant dans les relations (1.9) ou les vaeurs g(k) dans la
réponse impulsionnelle dans (1.12) de maniere a ce que le filtrage effectué satisfasse les spécifications
données. Les specifications d'un filtre sont seulement données dans le cas fréquentiel. C'est pour quoi la
relation (1.6) est d’une importance capitale. Elle permet de controler entierement le filtrage. Pour résoudre
ce probléme, on dispose de deux approches possibles. La premiére est de développer des méthodes
d’ approximation typique pour les filtres numériques en utilisant comme outil les mathématiques appliquées.
La seconde est de tirer partie des méthodes d§a développées, abondamment étudiées et utilisées et
maintenant bien connues, des filtres analogiques. Dans ce deuxiéme cas, on peur souvent utiliser des
relations analytiques préétablies et faciles a manipuler. Ceci permet en méme temps de pouvoir simuler
numeriquement les filtres analogiques, opération qui, historiquement, est a la base de traitement numérique

des signaux.

1.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre quelques notions fondamentales sur les filtres numériques. Une

distinction importante est faite selon la durée fini ou infini de la réponse impulsionnelle d un filtre. Ceci est




- ]

justifié par la différence de caractéristiques entre ces deux types de systemes nécessitent des méthodes de

synthése et de réalisation différentes. Les filtres RIF seront présentés dans e prochain chapitre alors que les

filtres RIl feront I’ objet du chapitre 3.




Chapitre 11

Filtres RIF
monodimensionnelle




2.1 Introduction
On présentera dans ce chapitre quelques rappels et définitions sur les filtres RIF ains que les

principal es méthodes de synthése de ces filtres.
2.2 Définition

Un filtre RIF (Filtre & réponse impulsionnelle finie) est un systéme linéaire invariant discret dont le
comportement entrée-sortie est caractérisé par les coefficients g(k) de sa réponse impulsionnelle. [Binet, 2008-
2009]. Puisgue ces coefficients sont en nombre limité, la réponse impulsionnelle du filtre Sannule au bout
de L valeurs. On dit qu'elle est finie et le filtre est lui-méme appelé filtre a réponse impulsionnelle finie ou

filtre RIF (Finite Impulse Response : FIR pour les Anglo-saxons).

La sortie d’'un filtre RIF est donnée par la relation de convolution entre sa réponse impulsionnelle

g(k) etlesigna d entrée x(k) suivante :

L-1
y()) = > g x(k — 1) @)
=0

La suite des coefficients {g(k)} est limitée. Le calcul de la sortie y(k) consiste a prendre les
échantillons de x(t) dans une fenétre de dimension finie (L), de pondérer par les g(k), puis d effectuer la
somme : ¢'est une moyenne pondérée. Cette opération se réalise a chague instant t = kAt et, pour passer a
I'instant suivant, on décale d’ une période d’ échantillonnage |a fenétre d’ acquisition : On dit que la moyenne
pondérée est mobile. Cela justifie les noms parfois utilisés de filtre a moyenne mobile ou de filtre MA
(Mobile Average) [Coequerez et Philipp, 1995] et [Kunt, 1984].

A partir de I’éguation aux différences linéaires a coefficients constants d' ordre N (a#0), on peut

écrire
< b S a
y#) = ) Ealk—m)= ) Lylk—n) 22)

Pour un filtre RIF qui possede une réponse impulsionnelle a durée finie, I’ équation aux différences
serad’ ordre N=0 dont I'équation de récurrence est :
y(k) = bg.x(k) + by.x(k — 1) + by.x(k — 2) + -+ + by;. x(k — M)

M
- Z b, x(k —m) 2.3)
m=0

Dans ce cas les coefficients a,, sont nuls et on diraque M est I’ ordre du filtre.
Un filtre RIF d’ ordre M possede alors que M+ 1 coefficients b,,.




En comparant lesrelations (2.1) et 2.3), on déduit que g(l) = b, &t M = L — 1.

L-1 M
Yy =Y g xtk=1) = ) btk —m) (2.4)
1=0 m=0

Ainsi, les coefficients de pondération ne sont rien d'autre que les valeurs de la réponse impulsionnelle du

filtre.

Saréponse indicielle, c'est-a-dire saréponse au signal d’ entrée u(k) = (1,1,1,...,1) est:
M k
Ya()) = Y byulk—m) = ¥ b, k=01,..,M (2.5)
m=0 m=0

Ains lavaleur finale de laréponse indicielle est égale ala somme des coefficients du filtre RIF.

Lafonction de transfert en z d’' un filtre RIF s'écrit :

M
G(z) = Z bz " (2.6)
k=0

En remplagant z par e/2™¥At dans G(z), on obtient laréponse fréquentielle, d’ ou :

L-1
G(f) = ) gy ek 27)
k=0

En séparant les parties réelles et imaginaires, on obtient :

L-1
Z g(k) sin (ankAt)] (2.8)
k=0

L-1
G(f) =) gl cos Qufkar) - j
k=0

= Re[G()] + jLm[G(f)]

2.3 Synthese desfiltresRIF

Plusieurs méthodes de synthése des filtres RIF ont été développées. Les plus connues sont les
méthodes des fenétres, par série de Fourier, par échantillonnage en fréquence et celles basées sur

I’ optimisation.

2.3.1 Synthesepar la méthode des fenétres
Le principe de cette méthode consiste a déterminer un filtre RIF ayant une réponse en fréquence aussi
proche possible de la réponse fréquentielle désirée notée G, (f) oud = w At. Connaissant g, (f), on peut

alors déterminer g, (k) en utilisant la Transformée de Fourier inverse. Cependant, on ne peut pas réaliser

pratiquement un filtre a base de g, (k) car celle-ci peut étre de durée infinie et non causal. L’idée serait alors




- ]

de limiter la longueur de g, (k) en un nombre de L échantillons et introduire un décalage suffisant pour
obtenir une réponse impulsionnelle causale. [Binet, 2008-2009] et [Najim, 2006].

Prenons le cas particulier du filtre passe-bas, les autres filtres pouvant s'en déduire par simple
transposition.
Lefiltre passe-bas idéa est complétement défini par son gabarit fréquentiel idéal (Fig. 2.1):

H(erTS)

Ga(eTe) = rect (%) :

. - >
| f3 £/2

Fig. 2.1 : Gabarit fréquentiel d’un filtre passe bas

Laréponse impulsionnelle du filtre peut se calculer de la maniére suivante:

1 1
2T, 2T,

: . , pJ2mfKT, | /B

gk) =T, f G(e/WTe)el2m e df = T, f e/ ’Te df = T, —
j2nkT,

L 1 /B

2T, 2T,
sin (2mfgkT,
— ZfBTe ( fB e) (2.9)

2nkT,

Elle contient une infinité d' échantillons g, (k) , ce qui est contradictoire & une réponse impulsionnelle
finie. On doit donc I’ approximer en ne retenant qu’ un nombre fini de coefficients. Cette opération peut étre

obtenue par troncature de g4 (k) du casidéal.

En notant g,.(t) laréponse impulsionnelle finie obtenue par pondération et troncature de la réponse
idéale g(t) par une fenétre fe(t) :

g-(t) = g(©).fe(t) & G.(e/7¢) = G(e/"®) x Fe(e/"®)

Pour un gabarit passe-basidéal, G(e/"7¢) est égal alpour f€ [-fg,+fg] dolr:

+fp f+fp

G,(e/"Te) = j Fe(f — 1) du = j Fe(k) dk (2.10)
—f5 f=fg




f+fBe f-rB
Gr(e/VTe) = f Fe(k) dk — f Fe(k)dk = FI(f + fg) — FI(f — fp) (2.11)

0 0

Nous appelons fonction intégrale de lafenétre  FI(a) = foa Fe(k) dk

Le spectre du filtre RIF réel n'est pas exactement le gabarit mais la différence entre deux fonctions
intégrales de lafenétre.
La troncature la plus simple est la troncature par fenétre rectangulaire, d autres troncatures peuvent étre

envisagees par pondération des échantillons.

2.3.1.1 Fenétrerectangulaire
C'est la troncature simple ou la fonction de fenétre est une fonction rectangle, sa transformée de

Fourier est un sinus cardinal et lafonction intégrale une superposition de sinus intégral (Sl) :

fe(t) = rect (g) o TF[fe(t)] = Fe(f) = a% (2.12)
Par définition SI(a) = f SN b e FI(a) = ] F)dk = f ﬁwdk (2.13)
0 0
1T sin(kd) 1
Sin\mw

0

1
= Gr(f) = —[SIm(f + f)9] = SI[n(f - f5)¥]]

Lesfonctions sinus cardinal et sinus intégral ont |les propriétés suivantes :
Sinus cardinal : sinc(0)=1 sinc(nx)=0 =>x=[1,2,3...] parité: sinc(-nx) = sinc(nx).

Sinus Intégral : SI(0)=0 X—>+oo Sl(nX) —m/2 parité : SI(-nx) = -Sl(nX).

Lafigure (2.2) montre | allure de ces deux fonctions.




FONCTIONS Sinus cardinal et Sinus intégral
™ T T T T

™ SHxx)

Fig 2.2 : Allures des fonctions sinus Cardinal et sinus Intégral

Lafonction fréquentielle réelle du filtre est représentée sur lafigure (2.3) :

Af
-

H(f)
A {

N [ X

TSN CET AR A

Fig 2.3 : Réponse en fréquence d' un filtre RIF passe bas

L’examen de la réponse en fréquence permet de mettre en évidence les points essentiels suivants :

[Binet, 2008-2009]

Une bande passante de largeur [0 , fg-Af/2] avec des dépassements (ou « oscillations ») en bande

passante caractérisés par leur maximum 61 et leur resserrement of

Une bande coupée de largeur [fg+Af/2 ; fs/2] avec des dépassements (ou « oscillations») en bande

coupée caractérisés par leur maximum 6, et leur resserrement of.

Une bande de transition de largeur Af : [fg-Af/2 ; fg+Af/2]. Af est caractéristique de la «rapidité » de la

coupure entre bande passante et bande coupée.

Lefiltreidéal souhaitéest tel que 06:=6,=0 et Af=0. Ces paramétres vont étre une maniere d’ évaluer

laqualité de I’ approximation réalisée selon le choix de fenétre effectué.




Pour la fenétre rectangulaire afin de conserver |’ échantillon en t=0 et une symétrie paire a la réponse

impulsionnelle, nous choisirons un filtre constitué d’ un nombre impair N+1 d’ échantillons.

Lalargeur de la fenétre de troncature est donc 6=NT.. Les paramétres de qualité de |’ approximation

sont :

Les dépassements 61 et 62 sont identiques et correspondent au maximum de la fonction Sl qui est

indépendant du nombre d’ échantillons.

Quelgue soit N, ces dépassements subsisterons : ¢’ est le phénomeéne de Gibbs lié au fait gqu’une sé&rie
peut converger en énergie vers une fonction sans que |I’on aie la convergence uniforme. Leur importance
est liée ala surface des lobes latéraux de Fe(f) transformée de
Fourier de la fonction de fenétre de troncature. Pour le Sl/m le premier dépassement vaut 0,09 soit

01=62=21dB (exprimé positivement par convention sachant qu'’il s'agit bien d’ une atténuation).

of, le resserrement des dépassements en bande passante ou coupée, dépend de la distance entre les
maximade lafonction Sl et donc de la distance entre les valeurs
qui annulent lafonction Fe(f). Pour le sinus cardinal cela correspond a
Ox=2=05(f0)=06f.0 => 8f=2/(NTs)=(2/N)(1/Ts). Si on éargit la fenétre de troncature, N augmente et ces «

oscillations » se resserrent.

Af, lalargeur de la bande de transition est caractérisée par deux fois la distance entre I’ origine et le
premier maximum de la fonction Sl : ¢’ est aussi deux fois la distance entre le maximum et le premier point
nul delafonction Fe(f) soit lalargeur du lobe central.

Pour le sinus cardinal Ax=2=A(f0)=Af.0 => Af=2/6=2/(NTs)=(2/N)(1/Ts). Augmenter le nombre de

points amélioreraaussi ce parametre.

Lafigure (2.4) ci-dessous montre les diverses étapes de la conception d’un filtre passe-bas avec une fenétre

rectangulaire.

FENETRE RECTANGULAIRE
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Fig. 2.4 : Etapes de conception du filtre passe bas avec une fenétre rectangulaire

2.3.1.2 Autresfenétres, [Binet, 2008-2009]
L’ étude du cas de la fenétre rectangulaire nous a donné de précieuses indications qualitatives :
v' La largeur Af de la bande de transition est directement liée a la largeur du lobe central de Fe(f)
transformée de Fourier de lafonction de fenétre.
v Les dépassements en bande passante ou coupée sont directement liés a I'importance des lobes

latéraux de lafonction Fe(f).

A. Fenétretriangulaire (Bartlett) :

=) e () o )

9 sin (#) i

& TF[Fe(t)] = Fe(f) = (2.14)




La transformée de Fourier fait intervenir le carré de la transformée de Fourier d’'une fenétre
rectangulaire de largeur moiti€, par conséquent, le lobe central sera deux fois plus large et les |obes latéraux
d’ amplitude plus faible. On aura moins d' oscillations en bande passante au prix d une pente de coupure
deux fois plusfaible (Fig. 2.5).
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Fig. 2.5 : Etapes de conception du filtre passe bas avec une fenétre de triangulaire (Bartlett)

B. FenétredeHann (ou Hanning) :

C’ est une fenétre en « cosinus » d’ allure proche de la fenétre triangulaire :

fe(t) = lO.S + 0.5cos (%)J rect (é) (2.15)
e = - 3 - B+l o)
roiy < |2 sinnn) 950 (F=g)m) o sm(o(r+g)m)]

2 9nf 4 (ﬂ(f—%)n) 7 (ﬂ(f—l—%)ﬂ)

Elle présente une plus forte atténuation des lobes latéraux ce qui diminuera les dépassements dans la

bande-passante (Fig.2.6).
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Fig. 2.6 : Etapes de conception du filtre passe bas avec une fenétre de Hann (ou Hanning)

C. FenétredeHamming:

Devant les résultats trés satisfaisants de la pondération avec fenétre de Hanning, on peut rechercher

une melilleure optimisation de ses performances en choisissant :

t

fe(t) = la + (1 — a)cos (%)J rect (5> (2.15)

Le parameétre a est gjusté pour minimiser les lobes latéraux en particulier le second (Fig. 2.7)

0=054 & fe(t) = 10»54 +0,46 cos (%)J rect (3)

FEMNETRE DE HAMMING
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Fig. 2.7 : : Etapes de conception du filtre passe bas avec une fenétre de Hamming

D. FenéredeBlackman :

Elle est donnée par lafonction suivante

fe(t) = i A, COS (Zr:;nt) .rect (%) (2.16)

M
avec Zamzl et 9=M.T,

Ce qui, avec trois coefficients donne :

2tm 4tn t
fe(t) =(0,42 + 0,5 cos (—) + 0,08 cos (T)J rect (—)

0 0




- ]

Leslobes latéraux de latransformée de Fourier sont bien atténués au prix d un lobe central éargi (Fig.
2.8).
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Fig. 2.8 : Etapes de conception du filtre passe bas avec une fenétre de Blackman

Remarque 2.1: [Binet, 2008-2009]
Tous les cas précédents peuvent étre inclus dans celui-ci :

= Fenétrerectangulaire: =1 ; B=y=0.

= Fenétre de Hanning : a=p=0,5 ; y=0.
= Fenétre de Hamming : «=0,54 ; =0,46 ; y=0.




E. FenétredeKaiser

Kaiser utilise des fonctions sphéroidales. Il introduit un paramétre B d’ atténuation des lobes latéravux
qui optimise le rapport des énergies du lobe central et du second lobe qui sexprime a partir du choix ogg de

I’ atténuation du premier lobe (en énergie) et Af lalargeur de labande de transition (Fig.2.9):

a—8

N = B=0,1102(a—8,7) si a> 50
14,357 Af

1 et
e {B = 0,5842(a — 21)%* + 0,07886(a — 21) si 21 < a < 50
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Fig. 2.9 : Etapes de conception du filtre passe bas avec une fenétre de KAISER

2.3.2 Synthése par sériede Fourier

Lorsqu’un filtre est spécifié dans le domaine des fréquences par sa réponse fréquentielle G(f), cette
réponse doit étre considérée comme périodique pour réaliser le filtrage par voie numérique [De Coulon,
1998]. En générade, la période correspond a I'intervalle de fréguence ou la fonction souhaité G(f) est

spécifiée. Dans I’ intervalle principale, laréponse impulsionnelle idéale es donnée par :

+1/2

9(k) = f G(F) ek df @.17)

-1/2

Sl sagit d un filtre dont la réponse fréquentielle est I’ une des réponses idéalisées de la figure (2.4)
(fenétre rectangulaire) ou s elle est formée des segments de droite, I’ évaluation de g(k) par le calcul de
I'intégrale (2.9) ne pose en générale pas de problemes. Toutefois comme les valeurs g(k) sont les
coefficients de développement en série de Fourier de la fonction périodique G(f), il faut en générale une
infinité de coefficient pour présenter des fonctions G(f) possédant des discontinuités ou des transitions
rapides. Par conségquent, g(k) sera une réponse impulsionnelle de durée infinie. Pour qu’ elle puisse étre celle
d’'un filtre RIF, il faut limiter sa durée par un moyen approprie: c'est le probleme classique de la
convergence de la série de Fourier. C'est e probléme aussi de calcul dela TFD d’'un signal a duréeillimitée.
On dispose ainsi de toutes les méthodes qui y sont décrites pour multiplier la réponse impulsionnelle & durée
infinie g(k) par une fonction fenétre convenablement choisie, de maniere a ce que la transformée de Fourier
du produit satisfasse les spécifications donnée de G(f) dans les limites des tol érances. Par conséguent, on ne
reviendra pasici sur le méme sujet. Par contre, il est utile de discuter certains problemes pratique associe a

ces méthodes.

La synthése par série de Fourier nécessite une expression anal ytique pour la réponse impulsionnelle a
durée infinie (2.9). Ceci limite I’emploi de la méthode au cas des réponses fréquentielles de forme
relativement simple pour lesquelles on peut évaluer I'intégrale (2.9) anaytiquement. Une maniéere
approximative de surmonter ce probléme est de calculer cette intégrale numériquement. Dans ce cas, la

surface de la fonction G(f) e@™

sur la période principale est approximée par la somme des surfaces d’un
grand nombre de rectangle juxtaposés. Pour faciliter les calculs, il est préférable de choisir la méme largeur

pour tous les rectangles. Les longueurs des rectangles sont les valeurs prises par I’intégration au milieu de

chague intervalle correspondant & la largeur. Si N présente le nombre de rectangles, la forme approchée de
larelation (2.9) est la suivante :




B =5 Y G elT) (218)

n=-N/2
Cette relation n’est rien que d’ autre que I’ expression de transformeée de Fourier discréte (TFD) inverse de
G(n).
D’autre part larelation entre g(k) et sont approximee est connue. Elle est de laforme suivante :

s(k) = Z g (iN + k) (2.19)

Si N est suffisasmment grand par apport a la durée présumeée L de la réponse impulsionnelle cherchée, on
peut admettre I’ approximation :
8(k) = g(k) (2.20)

Ainsi, ladurée L de la fonction fenétre doit étre faible par apport a N, si on est obligé de calculer la

relation (2.9) numériquement.

Un inconvénient de la synthese par série de Fourier est son manque de flexibilité. Au produit ssmple
dans le domaine temporel du signa par la fonction fenétre correspond dans le domaine fréquentielle au
produit de convolution périodique qu'il est souvent difficile a manipuler analytiquement. Ceci intervient en

particulier pour la détermination des fréquences de coupure des différentes bandes de fréquence.
2.3.3 Synthese par échantillonnage en fréguence

Dans la synthese d' un filtre par échantillonnage en fréquence, la réponse fréguentielle Gy(f) désirée est
présentée par des échantillons Gy(n). Il a été établi qu'un signal a durée finie est entiérement présentée par
des échantillons de sa transformé de Fourier. Ceci est également valable pour une réponse impulsionnelle de
durée limitée & L. [Kunt, 1984]. Elle peut étre caractérisée completement par L échantillons de sa

transformée de Fourier, c'est-a-dire de laréponse fréquentielle. On a:

‘L
gy = Y Gatn) elPT) 221)
=L

2
Avec kg <k < ko+L—-1

ou Gy(n) présente des échantillons prélevés périodiquement avec une période 1/L sur la période
principale [-1/2 , 1/2 ] de G4(f). 1l est également possible d’ obtenir latransformée en z par interpolation entre

les échantillons Gy(n). Larelation d’interpolation est obtenue en substituant larelation (2.21) dans larelation




de latransformée en z. Dans ce cas, sous |’ hypothése simplificatrice ko=0, larelation de transfert est donnée

par :

1-z7t 1
6@ =—— ) G — (2.22)
L

En évaluant lafonction de transfert sur le cercle unité z = exp (j2zf), on obtient la réponse fréquentielle G(f)

suivante :
T
juf(1—1L) < sinmfL (_]-Zﬂ)
Gf)=—7— LGd(n) A=) e (2.23)
n=-z
On remarque que cette relation représente une interpolation du type
21
n
G = D, Galo) ¥ =) 224)
n=-z
n\ _  sinnfL . n
avee  (f~7) =5 ewlinl(F -7/ - 1) (2.25)

Lafonction 1y est lafonction d'interpolation. Elle possede la propriété d’ étre nulle sur toutes les fréquences

d’ échantillonnage n'/L, sauf laou elle est centré ou elle vaut I’ unité. En effet, on a:

P (%) =0pour n+0 (2.26)

A cause du terme sin zfL au numérateur. On a également
. n
lim_» (r-%)=1 (2.27)

Ceci peut étre montre en utilisant le développement en série de puissance de lafonction sin u pour les faibles

valeurs de u.

Il découle du développement précédent qu’il est possible d approximer une réponse frégquentielle
désirée Gq4(f) par une fonction G(f) obtenue par interpolation entre les échantillons Gg(n) prélevés sur Gy(f)

aux fréguences f,=n/L. I’erreur de cette approximation est nulle aux fréguences f,, est reste finie pour toute

les autres fréquences.




Ainsi, on peut prélever L échantillons sur la réponse fréquentielle donnée et obtenir la réponse
impulsionnelle du filtre cherché en calculant la TFD inverse a I’aide de la transformée de Fourier rapide

(TFR). Lefiltrage peut alors étre effectue al’ aide du produit de convolution (2.1) ou encore la TFD.

Remarque 2.2

Si, pour comparer G(f) a Gy(f), on utilise la TFD avec le méme nombre d échantillons L
gu’initialement, on trouvera les échantillons initiaux Gg(n) coincide exactement avec les valeurs Gy(f). Ceci
peut laisser croire que | approximation est parfaite, ce qui est compléetement faux. Dans un tel cas, avant de
calculer laTFD, il faut élargir la durée de g(k) artificiellement par des échantillons nuls, afin d’ augmenter la
résolution fréguentielle dans |’ estimation de G(f). [Kunt, 1984]

2.3.4 Synthése basée sur lestechniques d’ optimisation

La synthése des filtres aréponse impulsionnelle infini  optimaux est basé sur le calcul des coefficients
de ce dernier de maniere a satisfaire les conditions de stabilité, |a convergence et un temps de calcul minimal
[Kaboga, 2008].

Différentes approches sont élaborées dans ce contexte, parmi elles la méthode des moindre carrée tente
aminimiser |’ erreur quadratique définie par la différence entre la réponse désirée d(k) et la sortie du filtre 3

concevoir y(k) comme le montre le schéma suivant

d(k) e(k)

Model de référence

/4

x(K) —

.

N

— M

I\

y(K)

Filtre Rl

Algorithme d’ adaptation

Fig.2.10 : Bloque de diagramme utilisé pour I’identification du filtre RIF

d(k) et y(k) sont respectivement la réponse désirée et laréponse calculé par lefiltre.
e(k) est I’erreur entre d(k) et y(k).
Dans le domaine spatial « temporelle » le critére aminimiser est I’ erreur globale suivante :

N
1
e(k) =] =~ > (d(K) = y(k)Y? (2:28)
k=1

Dans le domaine fréquentiel, le critere utilisé est :




N N
1 1
J= 5 2, (6a(h) = GU0) o) = 3 D 164(£) = GG (229)

G4 (f) et G(f) représentent respectivement la réponse fréquentielle désirée et calculée du filtre.

N est le nombre d’ échantillons fréquentielles

N-1
G(f)= ) g(k) 2kt (3.30)

Laminimisation d’ un des deux critéres peut se faire par plusieurs méthodes. Quel que unes, seront présentées

dans |e chapitre prochain.

2.4 Réalisation récursivedesfiltresRIF

Dans ce qui précede le filtrage est réalisée soit en utilisant le produit de convolution (2.1), soit la TFD
a I'aide de la TFR. Il est également possible de réaliser un filtre d'une maniére récursive en utilisant la
relation qui exprime la fonction de transfert G(z) d'un filtre RIF en fonction des échantillons de sa réponse
fréguentielle [ Coequerez et Philipp, 1995].

Dans la rédlisation récursive d un filtre RIF, on suppose que réponse impulsionnelle g(k) de durée
finie L a éé obtenue par un moyen approprié, selon un gabarit donné. Au lieu de le réaliser en utilisant un
produit de convolution du type (1.2) ou en utilisant la TFD, on cherche a le mettre en ceuvre en faisant appel
a une ou plusieurs équations aux différences de type (2.2) d ordre plus faible par apport a L. Les avantages

de cette technique apparaitront ultérieurement. [Kunt, 1984]

La relation (2.22) qui exprime la fonction de transfert d’un filtre comme une fonction obtenue par

interpolation entre les échantillons de la réponse fréquentielle est rappel ée ci-dessous :

(2.31)

Ou les coefficients G(n) sont obtenus en calculant la TFD de la réponse impulsionnelle g(k). On peut

présenter ce systeme comme la mise en série de deux systémes de la maniére suivant :

1
G(2) =7 Ga(2) Gy(2) (2.32)

avec

G,(z)=1-2z1 (2.33)




L
2_

Gr@)= ) G
=L

2

(2.34)
1-— e(] ) z-1

Cette derniere relation montre que le systeme partiel de fonction de transfert Gy(2) est forme par la

mise en paralléle de L systeme de premier ordre. On a :
L

2-1
6@ = ) Gu(2) (2.35)
L
n=-2
avec
G(n)
Gn(2) = T (2.36)
1— e(] T) 7z—1
LR Co () '--'[-'5:]=__ _ ¥ L&D
1fL
] gz (2]
f r—r ra 4 L 07
E | v [ LED
Gy )k reppas+zl=h - -
(A

LD gz —p (2]

Fig. 2.11 : Décomposition de la fonction de transfert

La décomposition (2.32) et la décomposition compléte, compte tenu de la relation (2.35), sont
présentées sur lafigure (2.11)

2.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre quel ques notions sur les filtres RIF monodimensionnelle.
Les filtres RIF sont non récursifs, c'est-a-dire que la sortie dépend uniquement de I'entrée du signal, il n'y a
pas de contre-réaction.[ Kunt, 1984]. Ils possédent une fonction de transfert polynomiale, ils ne présentent donc

pas de pdles mais seulement des zéros, ils sont par consequent toujours stables. Ils ne peuvent pas étre

obtenus par transposition d'un filtre continu. Par rapport aux filtres aréponse impulsionnelle infinie (RI1), ils




présentent l'inconvénient de nécessiter un grand nombre de coefficients pour obtenir les mémes

caractéristiques fréquentielles. Ceci est d0 au fait que leur fonction de transfert ne possede pas de poles.

> lesavantages : [Lardiére, 2002]

» Lesinconvénients : [Lardiére, 2002]

- ]

toujours stable, leur réponse impulsionnelle est finie ;

phase linéaire avec lafréquence — pas de distorsion de phase;
Simple @ mettre en ceuvre, possibilité de réaliser toutes sortes de filtres 'ébouriffants’ en
dessinant simplement des gabarits de réponse en amplitude |G(f)| et en calculant la
transformée de Fourier inverse y(K) ;

Ledéai delaréponse est |le méme pour toutes les fréquences ;

Un signal n'est pas dispersé par lefiltrage (conservation des propriétés du signal).

Cesfiltres non récursifs n'ont pas de contre-réaction.

Cher en réalisation.
Le retard entre l'entrée et la sortie est de la taille de Nf échantillons (peut étre
relativement long).

ils nécessitent un grand nombre de coefficients pour obtenir les caractéristiques

fréguentielles désirées




Chapitre 111:

Filtre a RII
monodimensionnelle




3.1 Introduction

Les méthodes de synthese des filtres a réponse impulsionnelle de durée infinie (RIl) peuvent étre
groupées en deux catégories. La premiere, la plus utilisée et la plus traditionnelle, comprend les techniques
de transposition des méthodes de synthese de filtre analogique au cas des filtres numériques [Kunt, 1984].
Ces méthodes tirent partie de tout I'arsenal des méthodes de synthese de filtres analogiques [De Coulon,
1998], en établissant une correspondance appropriée entre les deux domaines analogique et numérique. La
deuxieme catégorie est celle des méthodes algorithmiques qui font appel a des procédures d’ optimisation.
Ces méthodes cherchent a rendre minimum I’ erreur d approximation des caractéristiques du filtre désiré par

celled un filtre réalisable, selon un critere approprié.

Le but de ce chapitre est de présenter les principal es méthodes de synthése des filtres RI|.
3.2 Définition d’un filtre Rl

Un filtre RII, de I'anglais "Infinite Impulse Response” (Filtre a réponse impulsionnelle infinie) est un
systeme linéaire invariant discret dont le comportement entrée-sortie est caractérise par les coefficients g(k)
de sa réponse impulsionnelle et qui ne se stabilisera jamais, et ce, méme a l'infini [Coequerez et Philipp,
1995].

Lesfiltres RIl sont régit par une équation aux déférences d’ ordre N du type :
N M
Z a,y(k—n) = Z byx(k —m) (3.1)
m=0

n=0

Le probleme général de la synthése de tels filtres consiste a déterminer I’ensemble des coefficients
{an} et {bn} de maniére & ce que la réponse fréquentielle du filtre obtenue satisfasse |le gabarit donné. En

plus, pour que lefiltre soit réalisable, il faut qu’il soit causal et stable.
Lacausalité est satisfaite si laréponse impulsionnelle g(k) satisfait la condition :
g(k)=0pour k<0 (3.2

La condition de stabilité des filtres RIl est plus sévere que celle des filtres RIF. Il faut non seulement

gue chaque valeur g(k) de laréponse impulsionnelle soit finie, mais aussi que :

D lgtol < oo (3:3)

La fonction de transfert G(2) d'un filtre RII, qu'on peut aisément obtenir a partir de (3.1), est un

quotient de deux polynémesenzouenz'. Ona:




M_ b Z—m
6(z) = Zm=om? (34)
n=0anZ
Cette fonction possede en générale M zéros et N pbles. Dans le cas d'un filtre causal, la condition de
stabilité (3.3) impligue que N pbles sont & I’ intérieur du cercle unité dans le plan des z.
Dans ce qui suit, on utiliseral’indice a pour dénoter toutes les fonctions ou variables caractérisant des

systemes anal ogiques.

3.3 Méthodes basées sur latransformation d’un filtre analogique en un filtre

numérique [De Coulon, 1998]

Dans la transformation d'un filtre analogique en un filtre numérique, on cherchera a établir un pont
entre la transformation de Laplace et |a transformé en z. Du point de vue mathématique, un tel pont est une
application dans le plan des s de Laplace au plan des z |l est cependant essentiel que les propriétés
principales du filtre anal ogique (stabilité notamment) soient conservées [Binet, 2008-2009]. Dans ce cas, il
est souhaitable que I’ axe imaginaire du plan des s soit appliqué sur e cercle unité et que le demi-plan gauche
du plan des s soit appligqué a I'intérieur du cercle unité dans le plan des z. Ceci garantit qu'un filtre
analogique stable se transforme en un filtre numérique stable. La période d’ échantillonnage At est également
une variable importante qui seraintroduite dans ces transformations.

Le probleme de filtrage revient aors a trouver dabord un filtre analogique qui remplit les
spécifications du probléme donné. On détermine ensuite sa fonction de transfert G,(s) qui est la transformé
de Laplace de sa réponse impulsionnelle gy(t). Une fois que I’ application du plan des s sur le plan des z est
établie sous forme d’une relation fonctionnelle s=1(2), il faut substituer celle-ci dans I’ expression de Gx(S).

On obtient alors lafonction de transfert G(z) du filtre digital correspondant [ Coequerez et Philipp, 1995]
G(z) = Ga(s)|s=f(z) (3.4)

A I’aide des manipulations algébriques sur G(2), il faut finalement exprimer comme un quotient de deux
polyndmes et déterminer les coefficients {an} et {bn} par identification. Le filtrage peut étre ainsi effectué a
I’ aide de I’ équation aux différences (3.1).

La synthése des filtres analogiques est généralement basée sur des modeles de filtres tels que lesfiltres
de Butterworth, Tchebychef, etc., [De Coulon, 1998].

3.3.1 Equivalencedela dérivation

Un systeme anaogique, invariant dans le temps, est caractérisé par une équation différentielle linéaire a

coefficients constants. Les filtres numériques RII sont eux caractérises par une équation aux différences a




- ]

coefficients constants. Il est dés aors naturel d'établir une correspondance entre les dérivés et les
différences. La variable complexe de Laplace s, est associée a la dérivée temporelle d/dt. Nous pouvons
chercher a approximer cette dérivée de maniére discrete et lui associer un opérateur polynomial. Parmi les
approximations possibles des dérivées, les trois plus élémentaires sont:

v' Dérivée"arriére" (backward) :

d x(k) —x(k—1) 1—-z71' z-1

Exa(t) = T P s — T = T T, = At
v' Dérivée"avant" (forward) :

d x(k+1)—x(k) z—1

Exa t) = T, = N T,

v' Dérivée" centrale" :
x(k+1)—x(k—1) z—z1 z?2-1
=Y

S — =

2T, 2T, 22T,

d
Exa(t) =

La premiére approximation est la plus utilisée car elle est causale, [Binet, 2008-2009] ce qui n’'est pas le cas
des deux derniéres. Si on note par X,(t) le signal analogique et par x(k) un signal numérique, on :
x(k) —x(k—1)

d
Exa(t) = v avec  x(k) = x,(kAt) (3.5)

Considérons |’ opérateur numeérique pour une différence de premier ordre. Si y(k) est un signal obtenu par la

dérivée premiere d’un signal x(t), ona:

x(k) —x(k—1)
At

y(k) = (3.6)

La fonction de transfert G(z) d’un opérateur numérigue de différences peut étre déterminée en calculant la
transformé en z des deux membres de cette relation [Coequerez et Philipp, 1995] et [Kunt, 1984] On
obtient :

1—2z71

G(z) = A7

(3.7)

Il est bien connu que la dérivation dans le domaine temporel correspond au produit de la transformée de

Laplace par sdansle domaine des s. Ainsi par identification, on a:

1—2z71
s = (3.8)

At




Cetterelation n’est rien d autre qu’ une application du plan des sdans le plan des z.

Pour obtenir I'image de I’axe imaginaire du plan des s dans le plan des z, il faut d’ abord résoudre

I’ éguation (3.8) par apport az. On obtient :

1
= 3.9
£ 1A 3.9
L’ axeimaginaire est caractérisé par s=jw, . Ainsi, pour I'image, on a:
1 1 C w, At
(3.10)

= = +
2 e T jwaat  1—wzae 1+ w2 a2

Pour trouver lelieu de z quand s décrit I’ axe imaginaire, on peut exprimer z en

coordonnées polaires avec module et argument. On obtient :

/ 1
|Z| = \/Rez[z] + Imz[z] = m (311)

et
Im|z]
arglz] = arctan (Re[z]) = arctan(w,At) (3.12)
donc
Imlz] _ A 3.13
Re[z] = Wadl (3.13)

En substituent cette derniere relation dans (3.11), on obtient :
(Re?[z] + Im?[z]) = Re?|Zz] (3.14)

On peut prendre la racine carrée des deux membres en distinguant les racines positives et négative.
Tout fois, la partie réelle de z est toujours positive (3.1). Comme le carrée du nombre complexe est
également toujours positive, il faut considérer uniquement la racine carrée positive. Ona ains :
(Re?[z] + Im?[z]) = Re|Zz] (3.15)

Avec les deux premiers termes, on peut faire apparaitre un carré. On obtient alors :
2

1 1
(Re[z] - E) +Im?[z] = 5 (3.16)

C’est I’ éguation du cercle de rayon ¥z centré au point réel z= 1/2. On peut veérifier aisément que le demi-plan
gauche du plan des s appliqué a I'intérieur de ce cercle dans le plan des z. La figure 3.1 montre la
correspondance des plan des s et z selon la relation (3.9). Ceci montre que méme s I'image de |’axe
imaginaire s=jw, n'est pas le cercle unité |z| = 1, I'application (3.9) satisfait la condition de stabilité en

appliquant le demi- plan gauche du plan des s al’intérieure du cercle unité|z| = 1.




Remarque 3.1:

La figure 3.1 montre également un désavantage de I’équivalence de la dérivation. D’une manier
géné&ale, a une certaine éape de I’application du plan des s dans les plan des z, il faut faire intervenir
I’ échantillonnage d’une fonction analogique. Ceci, doit étre effectué conformément au théoreme
d’ échantillonnage. Au cours de |’ échantillonnage, des segments de longueur identique de I’ axe imaginaire
S=jw, sont appliqués sur le cercle unité. La transformé de fourrier intégrale X4(f) d’un signal analogique est
obtenue en équivaant sa transformée de la place sur I’axe imaginaire s=jw, . Pour éviter le recouvrement
dus a |’ échantillonnage, il faut choisir la longueur des segments de maniére a inclure toutes les valeurs non
nulles de X4(f). Ainsi, par échantillonnage, X,(f) est transpose autour du cercle unité dans e plan des z.

Ceci est toujours valable pour laréponse impulsionnelle et fréquentielle des systemes. L’ augmentation
de la fréquence d' échantillonnage correspond a I’ augmentation de la longueur des segments de |’ axe s=jws.
Comme un tel segment est appliqué sur le cercle unité quelle que soit sa longueur, |’ augmentation de la
fréguence d’ échantillonnage correspond sur le cercle unité a la concentration de la transformée de Fourier
dans le voisinage du point z=1. Comme la relation (3.9) applique I’axe imaginaire sur le petit cercle de la
figure 3.1, I’ approximation des dérivés par les différences n’ est satisfai sante qu’ aux alentours du point
z=1, ou les deux cercles ont une tangente commune. Pour une bonne approximation, ceci nécessite donc une
grande période d’ échantillonnage ou, ce qui revient au méme de petite période 4¢. Or, le sur-échantillonnage
est une présentation tres inefficace d'un signal analogique, produisant un grand nombre d échantillons

redondantes. C’ est lalimitation de base de la méthode de I’ équival ence de la dérivation.

plan des = plun des 2
i I | 2]
%ff/"/ﬁ — cercle unili
% o [ /% Re [2]
G B | o o
) B g\
;g/r/?///f — | - image de Maxe 5= joy

Fig. 3.1 : Equivalence du plant des s au plant des z

La fonction de transfert (3.7) utilisée pour la différence premiére correspond a un systeme stable et
causal. On peut utiliser également une différence premiere du type :
x(k+1) —x(k)

(3.17)

At




Toutefois, celle ci conduit a un systéme non causal et on peut montrer que facilement gu’ un filtre anal ogique
stable peut étre transformeé en un filtre numérique instable.
Exemple 3.1, [Kunt, 1984]
Considérant un filtre analogique dont la fonction de transfert est donnée par :
G,(s) = L (3.18)
s+1
Laréponse fréquentielle de cefiltre est obtenue en évaluant G4(s) sur I’ axe imaginaire s=j2zf, du plan dess.

Ona:

Gq(f) = (3.19)

1+ j2nf,
Pour obtenir lafonction de transfert G(z) du filtre numérique correspondant a partir de G,(s), il faut utiliser

la substitution (3.8) dans |’ expression de G,(s). On a :

At

G(2) =G| 12 =77

At

(3.20)

Lefiltre numérique peut étre alorsréaise al’ aide de I’ éguation aux différences du premier ordre

suivante :

y(k) = [At x(k) + y(k — 1)] (3.21)

1+ At

La réponse fréguentielle de ce filtre numérique est obtenue en évaluant sa fonction de transfert G(z)
sur le cercle de I'unité du plan des z. En plus, pour gu’'un tour complet du cercle unité correspond a la
période principale [-1/2 At, 1/2 Af] de I’axe des fréquences, il faut évaluer G(z) en posant z=exp (j2zfAf)
pour tenir compte de |a période d’ échantillonnage At. Ainsi, on obtient :

At
1+ At — exp(—j2rfAt)

G(f) =

At
1+ At — cos2nfAt + j sin 2rwfAt

(3.22)

Le paramétre At joue un rdle trés important pour la fonction G(f). 1l détermine sa période qu’est de 1/At et
également la qualité de I'approximation de Gy(fy) par G(f). Des considérations théoriques présentées

précédemment indigquent que pour une bonne approximation, lavaleur de At doit étre faible.

3.3.2 Equivalencede!’intégrale (transformation bilinéaire numérique)

Sait y4(t), un signal analogique, correspondant a I’intégrale d’ un signal x,(t), tel que:

Ya(t) = f txa(u) du (3.23)

B




L’ équivalent numérique de cette relation est laregle de trapézoidale d'intégration [Kunt, 1984]. Elle est
généralement utilisée dans le cas ou I’ intégrale ne peut pas étre calculée analytiquement. Cette regle
consiste a calculer lasomme des surfaces des trapézes obtenue par interpolation linéaire des échantillons
d’un signal numérique x(k). On peut I’ exprimer par la relation de récurrence suivante :

y(k)=yk—-1)+ % [x(k) + x(k — 1)] (3.24)
Cette relation indique que la valeur actuelle de I’intégrale y(k) est obtenue en additionnant les surfaces
des trapezes formés entre x(k) et x(k-1) a la valeur précédente y(k-1). En comparant les deux relations (3.23)
et (3.24), on peut établir la correspondance :
x(k) = x,(kAt)
et (3.25)

y(k) = yo(kAt)
qui est illustré par lafigure 3.2

Voo

Fig .3.2 : Equivalence d’ une fonction avec son intégrale

Lafonction de transfert d’un intégrateur numérique trapézoidal peut étre déduite de la transformation

en z des deux membres de larelation (3.24). On obtient :

14271
1—2z71

At
G(2) =~ (3.26)

Dans le plan des s, I'intégration correspond a la division de la transformée de Laplace par la variable s.
Ainsi, aprésidentification :
1 At 1+z7°

s 2 1—z1

(3.27)

On peut établir la correspondance entre la relation (3.23) et (3.24). La relation équivalence de I'intégrale
(3.27) est connue sous le nom de transformation bilinéaire.

Cette terminologie vient du fait que la relation (3.27) est une équation linéaire en s aussi bien qu’en z. En

effet, on peut écrire :




At
2 1—z1 1+|5)s

En posant s=jw, dans le plan desz, on ad’ aprés (3.28) :
_1+j(At/2) w,
TI=j @2 w,

Cette expression n’est rien d’'autre que le quotient de deux nombres conjugués complexes. Aing, le

(3.29)

module de z est I’ unité et son argument est le double de I’argument de 1+j(At/2)w, . Ona:

At
Z = exp [jZ arctan <?wa>] (3.30)

Cette relation montre que pour s décrivant |’ axe imaginaire (ou pour w, décrivant I’ axe réel), z décrit
le cercle unité. En plus, si la partie réelle de s est négative, larelation (3.28) indique que le module de z est
inferieur al’unité. Ainsi, le demi-plan gauche du plan des s est appliqué a I’ intérieur du cercle unité dans le
plan des z. L’ application définie par (3.28) satisfait la condition de transformer un filtre anal ogique stable en
un filtre numérique stable. Ceci est illustré par lafigure 3.3

plan des s plan des =

e I 2]
%/ g //&//////?A Re [2]
7Z / K
- 2
7

Fig. 3.3 : Domaine de stabilité du filtre dans s et dans z

3.3.2.1 Correspondance des fréquences

La transformation bilinéaire (3.27) introduit une relation non linéaire pour la correspondance des
fréquences entre les plans s et z. Cette relation peut étre mise en évidence de la maniere suivante. La
transformée de Fourier d’un signal numérique est obtenue en évaluant la transformée en z sur le cercle unité,
c'est-a-dire en posant z= esp (j 2 = f At). Dans cette représentation, la variable continue f est la fréquence
dans le cas numérique. En plus, le paramétre At a été inclus pour indique que la période principale d échelle
des fréquences dans le cas numérique est [-1/2 At, 1/2 At].

En identifiant cette expression a (3.30), avec w=2 nt f;, on obtient :

1 1
f= Earctan(n At f) & f, = Etan(n At f) (3.31)

Exemple 3.2

Considérant un filtre analogique dont la fonction de transfert est donnée par :




En remplagant s par son expression 3.28, on aura :
3 2(1—2z71
12 = 21—z 1) +At(1+ 2z 1)

-2
TAt 1+z71

6(2) = Go(s)]

Lasorite de sefiltre est donnée par larelation de récurence suivante :

y(k) = [2[x(k) — x(k = 1)] = (At = 2) y(k — 1)]

2+ At

3.2.3 Echantillonnage de laréponse impulsionnelle (Invariance delaréponseimpulsionnelle)

Une autre méthode transposition d’ un filtre analogique au cas numérique consiste a obtenir la réponse
impulsionnelle d'un filtre numérique en échantillonnant périodiquement la réponse impulsionnelle d’un
filtre analogique. Cette méthode est une application directe du théoréme d’ échantillonnage, on fait appel ala
relation qui existe entre la transformé de Laplace d'un signal échantillonnée et la fonction G(2)
correspondante [Binet, 2008-2009] et [Kunt, 1984]

Méme s la méthode consiste a échantillonner 1a réponse impulsionnelle d un filtre analogique pour
obtenir celle d'un filtre numérigue correspondante, le filtrage ne peut pas étre effectué par un produit de
convolution. Pour qu’on puisse échantillonner un signal dans le cas particulier (une réponse impulsionnelle
continue), il faut que sa transformée de Fourier soit limitée en fréquence. Les réponses impulsionnelles qui
possedent cette propriété sont de durée infinie, conduisant ainsi par échantillonnage a des filtres numérique
RII. Il est par conséguence nécessaire d’ obtenir lafonction de transfert G(z) pour effectuer le filtrage par une

équation aux différences.

Considérons un filtre analogique de réponse impulsionnelle ga(t) et de fonction de transfert G4(s). Il
s agit de trouver les coefficients de G(z) d’un filtre numérique sachant que sa réponse impulsionnelle est

donnée par :
g(k) = ga(k At) (3.32)

La fonction de transfert recherchée G(z) peut étre obtenue en calculant la transformée en z de la
réponse impulsionnelle g(k). Dans le cas géenéral, ce calcul peut présenter des difficultés selon la forme de

0a(t). Supposant aussi que lafonction de transfert G,(s) est décomposabl e sous la forme suivante :
N

Ga(s) = Z % (3.33)

S—Sj

J=1

ou les 5 sont les pdles simple. Laréponse impulsionnelle ga(t) peut alors se mettre sous la forme suivante :




N

ga(t) = Z «; exp(s; t) €(t) (3.34)
j=1
ou €(t) est lafonction saut unité analogique. L’ échantillonnage de ga(t) donne :
N
g(k) = z o; exp(s; kAt) e(kAt) (3.35)
j=1

Lafonction de transfert du filtre numérique est donnée par :

6@ =) gtz
k=0

+o0 N
= Z Z o; exp(s; kAt) z7¢ (3.36)
k=0 j=1

En inversant I’ ordre des sommes on aura :

N + 00
G(z) = z x; Z[exp(sj Atz (3.37)
=1 k=0

La somme sur k dans cette expression est une progression géomeétrique. Finalement on a :

N
_ %
G(2) = ]Zl 1 —exp(s; At) z™1 (3:38)

Remarque 3.3

La comparaison des relations (3.33) et (3.38) montre qu’un pdle s=<; des plan des s correspond a un
pole z = exp(s 4¢). Larelation z = exp(s 4¢) a pour effet d appliquer une infinité de bande horizontale de
largeur 1/At du plan des s sur le méme plan des z. si lapartie réelle de 5 est négative, alors le module de z=

exp (s 4¢) est toujours inférieur al’ unité, ce qui implique la stabilité du filtre numérique obtenue.

3.2.3.1 Recouvr ement
A cause de I’ échantillonnage, la réponse fréquentielle G(f) du filtre est obtenue par une répétition

périodique de la réponse fréquentielle G,(f) du filtre analogique. D’ aprés (3.36), on a .

+ oo

=75 > Glf-5) (339)

n=—oo

Cen’'est que si G4(f) est limité en fréquence dansun intervallede |f| < %At que I’ on peut avoir

1
G(f) =7 Ga(f) (3.40)

Comme les filtres analogiques utilisés en pratique n’ont pas de limite en fréquence, un recouvrement a lieu
dans larelation (3.39). Alors, la réponse G(f) n’est pas une réplique exacte de G,(f) et la relation (3.40) ne

peut étre utilisée que d’ une maniére approchée. En plus, pour des fréquences d échantillonnage élevées (At




- ]

petit), le gain du filtre numérique peut étre trés grand. Pour éviter le terme At dans la relation (3.40), il est

utile de modifier larelation (3.32) comme suit :

g(k) = Atga(k At) (3.41)
Exemple 3.4 [De Coulon, 1998]

Considérons laréponse impulsionnelle d' un filtre anal ogique passe-bas : le filtre RC.

ona:
ga(t) = exp(— t/Rc)
et (3.42)
Go(s) =————
L’ unique pdle de la fonction de transfert est donné par
zo = exp(— At/RC) (3.43)
dou
1
G(z) = (3.44)

1-— eXp(— At/RC) Z_1

Lefiltrage peut aors effectuer al’ aide de I’ équation aux différences, de premier ordre, suivante :

y() = x(k) + exp(=At/p ) y(k — 1) (3.45)
Laréponse fréquentielle du filtre anal ogique est donnée par :
1
Go(f) =7 T72nRCT, (3.46)
Alors que pour le filtre numérique correspondant :
1
G(f) = (3.47)

1—exp(- At/RC) exp(—j2nf At)
Lafigure ( 3.4) montre les modules des fonctions G, (f) et G(f) pour deux valeurs de At. On voit apparaitre

I”erreur de recouvrement qui diminue si est At suffisamment petit.

Fig.3.4:I’errer due au recouvrement




3.4 M éthodes basées sur lestechniques d’ optimisation

La synthese des filtres RIl par optimisation sont identiques aux méthodes de synthése des filtres RIF basées
sur les techniques d’optimisation. 1l Sagit ains de déterminer les valeurs des coefficients du filtre de
maniére @ minimiser un critére qui tient compte des conditions de stabilité, la convergence et un temps de
calcul. Deux critéres sont généralement utilisés en pratique selon qu’'on considere le domaine spatia ou
fréquentiel. [Kaboga, 2008] et [Tsai et al, 2008].

Dans le domaine spatial le critere aminimiser est I’ erreur globale suivante :

K
1
] =5 ) (di) = y()? (3.48)
k=1

d(k) et y(k) sont respectivement le réponse désirée et la réponse calculée du filtre, K est le nombre

d’' échantillons.

Gd(K)
Model de référence e(k)

x(K)  —

Filtre RII

Algorithme d’ adaptation

Fig. 3.5: Synthése d’un filtre RIl par optimisation temporaire

Dans le domaine fréquentid, le critére utilisé est :

K
] = Lp = IEIX], = [Zm(fk) - Gd(fknp] e (3:50)
k=1

p €tant un entier.

Pour p=1, on obtient laL; norme :

L, = EIXTIl, =

K
PEOE Gd<fk>|] (3.500)
k=1

Pour p = 2, on obtient lanorme euclidienne :

L, = EX]ll, =

K
PEAE Gd(fk>|2] 12 (3:500)
k=1

Pour p = «, on parle de probléme de [min max](Chebychev) L., :




Lo = max;<k<k |G (fi) — Ga(fi) (3.50¢)

G4 (f) et G(f) représentent respectivement la réponse fréquentielle désirée et calculée du filtre.
K est le nombre d’ échantillons fréquentielles

Z%:o b, el2s

G = - 3.51
) =S o7 (351)
Certains auteurs utilisent un filtre d’ ordre N qui alaforme suivante :
J=N/2
G(z) =G Hb°j+b1jz+zz 3.51
2= "o a+ayz+z? (3:51a)

j=1

ou ajj et by; sont des coefficients réels et Gy est une constante positive.

On cherchedorslevecteur X = [a aj ......ay; by by «.. ... by GO]T en minimisant la norme Lp dans (3.50)

Gd(f)
Model de référence o
Xy . l;ig/;%
& e

Filtre RII

Algorithme d’ adaptation

Fig. 3.6 : Synthese d’un filtre RIl par optimisation dans le domaine fréquentielle

Laminimisation d’un des critéres précédents peut se faire par plusieurs méthodes. Ainsi dans le cas de
lanorme L, on fait appel ala méthode des moindres carrées. D’ autres méthodes plus générales peuvent étre
utilisées, quelque soit la norme. Parmi elles, on peut citer la méthode de descente qui s applique a une large

classe de probléme d’ optimisation.

3.4.1 Méthodes de descente

Le probleme d’ estimer des paramétres en minimisant une fonction scalaire apparait dans de différents
contextes ou beaucoup d’ approches ont été développées. Parmi eux, on trouve les méthodes de descente.
[Lim, 1990]

Théoriquement ces méthodes sont non seulement utilisées pour la synthése des filtres RIl dans le
domaine spatiale mais aussi pour la conception des filtre RIl optimaux, par contre elle n’est pas du tous utile

a la synthése des filtres RIF a cause de I’ existence d’ autres techniques plus simples et plus efficaces, telle

gue la méthode des fenétres. En revanche dans la synthése des filtres RIl, €lle demande I’ évaluation initiale




de la dérivé du premier ou deuxieme ordre par apport aux inconnus, ce qui larend tres couteuse en terme de

calcul lors de laminimisation de I’ erreur (3.50c).

Supposant qu’on veut minimiser une fonction scalaire f(0) par apport a0, le probléme se pose comme

suit

ming f(6), (3.52)
0 est le vecteur d’inconnues de dimension (N) :
0= [01, 92,03, 94_ ...... HN]T (353)

Dans le cas de synthése de filtres RIl, 6 comprend les p paramétres a(k) et les g+1 paramétres b(k).
L’ approche standard pour résoudre (3.68) est I'algorithme de descente définit par I'équation récurrente
suivante :

0™ = 0" + a'p’ (3.54)

ou &' est le pas de descente a chague itérations "i"™, p* est la direction de recherche a chague itérations et
61+ est lerésultat de |’ itération.

Pour la classe des méthodes de descente connues sous le nom de méthodes du gradient, la direction de
recherche p! peut étre exprimée en termes de gradient de £(0) pour 8 = 6° telle que

p' = —R'V f(6") (3.55)

ol R* est une matrice (NxN) et V £(6") est le gradient de £ (6) pour 8 = 6* qui est donné par

n _ [0£©®) 9f(6) af(®) of @1
Vf(@)— 601 ) 692 ) 603 ......... ,W

6=0!
A partir de (3.54) et (3.55), on déduit
01 = 0! —a'R'V f(6Y) (3.56)

R! est une matrice définie positif.
Danscecass V f(6¢) # 0, il est garanti que
F(6*Y) < v f(6Y) (3.57)

pour ' suffisamment petit. En outreil est raisonnable de choisir a® de maniére a vérifier larelation (3.57).

Quatre méthodes connues sont déduites de I’ al gorithme de descente qui sont :
v Méthode de descente du gradient

v Méthode de Newto-Raphson (NR)

v M éthode de Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

v Méthode de Levenberg-Marquardt




3.4.1.1 Méthode de descente du gradient
Elle repose sur le fait gu'une fonction diminue localement le plus dans la direction négative du

gradient. Elle est définit par larelation suivante :

61 = 0! — a'v £(6') (3.58)
En comparant (3.56) et (3.58), on remarque que R! est égale & la matrice identité I. 1| est préférable que le
pas de descente a’ soit choisit soigneusement car s comme par hasard o' est grand, 81+ peut dépasser la

bonne solution (elle aura par conséquent tendance & osciller autour de bonne solution). a* peut étre fixe ou
diminue & chague itération, on peut également le déterminer en minimisant £(6:+1) = f (Hi —alv f(Hi)).
Cela présente un probleme d optimisation séparé mais dans la majorité des cas, cette approche réduit le

nombre d itérations. Elle est trés utile dansle cas ol V £(0") est difficile acalculer.

3.4.1.2 Méthode de Newton-Raphson (NR)
La méthode NR exploite les informations obtenues des dérivées du premier et du second ordre de
f (@) pour déterminer la direction de recherche, ce qui améliore la convergence vers la bonne solution. Elle

est basée sur |e développement de Taylor delafonction £(6) & 6 = 8* qui peut se présenter comme suit

f(6F) =f(6") + v F(6Y) (6 —06") + 5(9 —01) H(69)(6 — 6))+ .. +b(6Y) (3.59)
ol H;(6") est lamatrice Héssienne donnée par

[0°f(6)  9%F(O)]
| 920, 09109N|
Hy(0) =] o (3.60)
0% f(6). aZf(e).J
9606, %0,

Quand 6 est trés proche de 6°, les autres termes b(6*) sont négligés dans (3.59)

Dans ce cas, on aura :

fe*) = f(6") +vr(69)(6—0") + 5(9 — 01" H(69)(6 - 6Y) (3.61)

Comme (3.61) est une forme quadratique par rapport a 6, la minimisation de f () dans (3.61) peut étre

réalisée par |’ équation itérative.

ot =0t —H1(6Y) VF(6Y) (3.62)




En comparant (3.56) et (3.62), on remarque que a'R'=H™';(8'), le pas de descente est choisit
automatiquement dans la méthode NR, par contre R peut ne pas avoir la caractéristique d’ étre défini positif
pour vérifier la convergence.

La méthode de NR ne peut pas converger si la solution itérative n’ est pas prés de la solution optimale.

Elle est considérablement plus complexe par apport a celle de descente du gradient, car elle demande le

N(N+1)
2

cacul de dérivées partielles
de seconde ordre et I'inverse de la matrice H;(6") a chaque itération. Mais quand la solution itérative est

prés de la bonne solution, la méthode atteint fortement la convergence souhaitée.

3.4.1.3 Method Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

La méthode DFP a été éaborée par Davidon et modifiée par Fletcher et Powell. Elle combine les deux
méthodes discutées précédemment (descente du gradient et Newton-Raphson). Pendant la premiére étape
I" algorithme se comporte comme dans la méthode de descente du gradient et dans les étapes postérieures il
se comporte comme dans la méhode de Newton-Raphson. Le vecteur solution est donné par la relation

suivante

6t =9l — a'R'V f(6Y) (3.63)

L’idée principale est de construire R? en utilisant |a dérivé de premier ordre de f(8), sachant que

initillement R est prise comme matrice identité |. Lamatrice R* dans (3.82) est mise &jour récursivement

comme suit
. . ri(ri)T (Ri—l si)(Ri‘l .S‘i)T
i — pi-1 _ L
=R+ (ri)Tst (sDT Ri-1 gi i=123... (3.64a)
ou
ri=6' -6 (3.64 b)
st=Vf(e)-vf(e') (3.64¢)

Fletcher et Powell ont montré que s R* est mise & jour par larelation (3.83), si a* est chois comme la
valeur o qui minimise f(@" —aR Vf(@i)) et si R® est choisit initialement comme matrice identité,
alors R! est toujours une matrice définie positive. Notons que, sous certaines conditions R! devient identique

al’inverse delamatrice Hessienne H~,(6")

3.4.1.4 Méthode de L evenberg-Marquardt (L M)

Elle combine également la méthode de descente du gradient avec celle de Newton-Raphson de la maniere

suivante :




0+t = 9! — [a'l + H™1(0Y)] V F(6") (3.64)

3.4.2 Metaheuristiques d’ optimisation

Les métaheuristiques sont la plus part du temps issues des métaphores provenant de la nature et
notamment de la biologie. Elles proviennent de I’ étude du comportement animal (éthologie). Plusieurs
méthodes d’ optimisation basées sur ces métaheuristiques telles gue les Algorithmes génétiques, |es essaims
de particules, les colonies de fourmis, la recherche tabou [Gardeux], le recuit smulé etc., ont été
développées. L’optimisation par essam de particules «Particle Swarm Optimization » est une des
métaheuristiques qui consiste a mimer le déplacement d’un groupe d’ animaux comme le déplacement d'un
banc de poissons ou le vol des oiseaux. Elle a été développée par les docteurs EBERHART et KENNEDY
en 1995. [Kennedy et Eberhart, 1995].

3.4.3 Optimisation par essaim de particules

Les auteures de la méthode d'optimisation par essaim de particulaires se sont inspirées de ces
comportements en mettant en évidence la théorie de socio-psychologie sur le traitement de I'information et
les prises de décisions dans des groupes sociaux. Elle utilise la capacité des systémes fortement distribué et
de large groupes de particules explorant I’ espace de recherche avec une dynamique de déplacement qui tend
a les faire rapprocher les unes des autres [Calas] et [Kamal et a, 2010]. Elle met en jeux de larges groupes
de particules sous forme de vecteurs se déplacent sur |'espace de recherche. Chague particule j
correspondante a une solution est caractérisée par sa positon Xx; (valeur prise par la solution) et |e vecteur de
changement de position (appelé vélocité) 1. A chaque itération la particule se déplace par x(j) = x(j-1) +
v(j-1). Le point essentielle de cette méthode est chercher comment définir v, sachant que les déplacements
des individus sont influencé par leurs comportement passe et celui de leurs voisins. On tient donc en compte,
dans la mise a jour de la position des particules de la direction de leurs mouvements et de leurs vitesses. La

meilleure position précédente p; et lameilleur position p, parmi les voisins. [Kamal et al, 2010]

% =f(xt-17-1),p,p, ) (4.65)
L e changement de position (vitesse) s effectue donc comme suit

v(t+ 1) =w=v(t) + (pl(xbest — x(t)) + <p2(x* — x(t)) (4.66)

@, sont des variables aléatoires tirés dans Ujompin, Pmaq qui @ comme réle de pondérer le role relatif de
I’ expérience individuelle (¢,) et de la communication sociale (¢,), Ils déterminent le poids d’ attraction de

chaque particule vers sa meilleure position de xp,eq €t vers la meilleure position de toutes les particules X*.

Notons que ¢; €t ¢, sont genérés a chague itération. Le parametre W représente le poids d’inertie qui




contréle combien les particules tendent a suivre sa direction comparée a la position mémoriseé de Xpeg €t X*.

Lavitesse (velocity) est tronquée entre les deux valeurs Vimin €t Vimax.
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Fig. 3.7 : Schéma de principe du déplacement d’ une particule [Tsai et a, 2008]

3.4.4 Algorithme : Optimisation par essaim particulaire (en variable continues)
[Kamal et al, 2010].

=
1

Initialisation de la population de solutions pop
2- Evauer lapopulation pop « Calculer lafitness de chaque solution »
3- Sauvegarder lameilleure solution xbest de chaque particule
4- Mise ajour des particules mémoire
Pour un nombre d’itérations N fixe
Pour toute particule J de la population pop

Pour chaque variable k de la solution

» Miseajour delavitesse « velocity »
P11 = rand(¢min; Qomax) e ¢, = rand(¢min; (pmax)
pop_vy = W * pop_vy + @4 (xbest_x; — pop_xi) + ¢,(X*x — pop_x;)

» Troncature des valeurs de la vitesse
S pop_V(j)_Vk > Vmax @lorspop_V(j)_Vk = Vimax
S pop_V(j)_Vk < Vmin @orspop_Vv(j)_Vk = Vin

» Miseajour delaposition

POP(j)_X« = Pop(j)_X« + Pop_v(j)_V«

» Troncature des valeurs des positions

S pop()_X«> g max alors pop()_Xx = g max




S pop(j)_*« < g min alors pop(j)_Xk = d min

Fin// pour k
Fin // pour j

Evaluer la population pop « Calculer 1afitness de chagque solution »
Mettre ajour lameilleure solution xbest de chaque particule

Déterminer lameilleure solution X* .

Fin/l pour N

pop : lamatrice de la population initiale, générée de maniére aléatoire.

pop_v : la matrice de la vitesse (velocity) de chaque particule de la population initiale, générée de maniere
aléatoire et tranqué dans I’ itervale [0 Vimay] -

xbest : lameilleure solution de pop

@1 et @, : constante d’ accélération générés de maniére aéatoire dans I'intervalle [Omin » Pmax] @
chague itération, tell que (¢,,in="0 €t Pnex = 2)

W: e poids d'inertie, un paramétres trés important le premier avec le quel la convergence seras controlable,
il décroit en fonction du temps. (fixé entre 0.4 et 0.9[Das et Konar, 2007])

3.5 Testset résultats

Nous allons présenter dans cette section les résultats de la méthode d’ optimisation par essaim de
particules (PSO) pour la synthétise d’ un filtre a réponse impulsionnelle infini monodimensionnelle (RI1_1D)
en considérant les signaux dans le domaine temporel. Pour cela, nous considérons un filtre de référence

stable d’ ordre 3. Sa fonction de transfert est la suivante :

0.196
0.196 + 0.648z + 0.814z2 + z3

3.5.1Choix du poidsd’inertie

Les tableaux 3.1 et 3.2 regroupent respectivement le temps de calcul moyen et la fitness moyenne en
fonction du poids d'inertie w. Lafigure 3.8 illustre la variation de ces 2 criteres.

G(z) = (4.67)

w* 10 temps_myen(s) w Fitn moyenne
4 61.7 0.4 0.00011
6 52 0.6 0.00037
8 69.37 0.8 0.034
9 46 0.9 0.34

Table3.1 Table3.2




Temps de calcule moyen Fitnesse moyenne =f(w)
=f(w* 10)

Fitn moyenne

e— \\|

e W* 10 temps_myen

0.9
—.il e 83 ’/Oﬁ/ﬂﬁ/
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Fig. 3.8 : Temps de calcule moyen et fitness moyenne en fonction de w

D’ aprés les deux graphes, le temps de calcul en fonction de w (le poids d’inertie) et la fitnesse
moyenne en fonction de w, on tire la meilleure valeur de w de maniere a avoir un compromis entre la
fitnesse moyenne et le temps de calcule moyen. La valeur de w = 0.6 semble étre la meilleure (Temps de

calcul moyen = 52 secondes, Fitnesse moyenne = 0.00037). Cette valeur de w est gardée pour le reste des

tests.

3.5.2 Choix delataille dela population
Les tableaux 3.3 et 3.4 ains que la figure 3.9 montrent comment varient le temps de calcul moyen et la
fitnesse moyenne en fonction de lataille de la population initiale Npop

Fitn temps de calcul
Npop moyenne* 10 Npop moyen(s)
20 15 20 41
40 16 40 85
60 15.6 60 132
80 14.6 80 159
100 13 100 201
200 16.3 200 426
Table 3.3 Table 3.4
Fitnesse moyenne* 10 Temps de calcul moyen
=f(Npop) =f(Npop)
Npop =—Fitn moyenne*10 Npop temps moyen
200 426
100 200
41
RS P foo
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

Fig. 3.9 : Temps de calcule moyen et fitness moyenne en fonction de Npop
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D’ apres les deux graphes, Temps de calcul moyen en fonction de Npop (nombre d’individus dans la
population initiale) et la fithnesse moyenne en fonction de Npop, on tire la meilleure valeur de Npop de
maniere a avoir un compromis entre la fitnesse moyenne et le temps de calcule moyen. La valeur de Npop =
100 semble étre la meilleure (Temps de calcul moyen = 201 secondes, Fitnesse moyenne = 0.13). Cette

valeur Npop sera gardée pour le reste destests.

3.5.3 Ordredu filtre

Dans les tests précédents, |” ordre du filtre déterminé par le PSO est fixé a celui de la G(z). Nous alons voir
maintenant comment varient le temps de calcul moyen et |a fitnesse moyenne en fonction de I’ ordre du filtre
RII (Napp-1) synthétisé. La variation de ces deux criteres est illustrée sur les tableaux 3.5 et 3.6 Et lafigure
3.10

ordredufiltre | Fitn moyen ordre du filtre | temps moyen(s)
1 1.3 1 201
2 0.43 2 207
3 1.6*107-9 3 215
4 0.1 4 299
Table 3.5 Table 3.6
Fitn moyenne = f(ordre du Temps de calcul moyen
filtre) = f(ordre du filtre)
ordre du filtre Fitn moyen ordre du filtre temps moyen
299

-<f/ ) M
0 01 1 2 3 4

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6

Fig. 3.10 : Temps de cal cule moyen et fitness moyenne en fonction de I’ ordre du filtre

D’ aprés les deux graphes, la valeur de Napp = 4,(ordre du filtre RIl = 3) semble étre la meilleure
(Temps de calcul moyen = 215 secondes, Fitnesse moyenne = 1.6*10"-9). Nous avons donc choisi cette

valeur pour mener |e reste des tests.

3.5.6 Choix du nombred’itérations.




Ce parameétre est directement lié au test d'arrét de I'algorithme. 1l est égaement relié a sa
convergence. En le faisant varier (voir tableaux 3.7 et 3.8 et figure 3.11), nous avons retenue une valeur
optimale de 100. Cette valeur correspond au meilleure Temps de calcul moyen = 299 secondes et a la

meilleur Fitnesse moyenne = 1.6*10"-9.

N_iter Fitn moyen N_iter temps moyen(s)
20 0.039 20 45
S0 1.18*107-4 50 122
100 1.6*107-9 100 299
200 1.27*107-18 200 446
400 0 400 846
Table 3.7 Table 3.8
Fitn moyenne = f(N_iter) Temps de calcul moyen
= N_iter Fitn moyen =f(N_iter)
—N_iter temps moyen

400
846

(@]

Fig. 3.11 : Temps de cal cule moyen et fitness moyenne en fonction du nombre d’itérations

3.5.7 Longueur du signal d’entrée
Nous avons également varié lalongueur du signa d’entré afin de voir s'il aune influence sur la qualité des

résultats (voir tableaux 3.9 et 3.10 ainsi que lafigure 3.12).

K Fitn K temps moyen
moyen* 10"-10 ()
20 2.29 20 227
50 2.64 50 237
100 1.6 100 245
200 18.2 200 261
400 59.2 400 269
600 386 600 333

B




Table3.9 Table3.10

Fitn moyenne = f(K) Temps de calcul moyen = f(K)

temps moyen

=K =—Fitn moyen*107-10 —K

600
600

400 386

200

59.2

Fig. 3.12 : Temps de cal cule moyen et fithess moyenne en fonction de la longueur du signale d’ entrée

Les résultats montrent que la valeur de K = 100, semble étre la meilleure (Temps de calcul moyen =
245 secondes, Fitnesse moyenne = 1.6*107-10).

3.6 Résultatsde simulation

Pour récapituler, nous avons rassemblé dans le tableau 3.11 ci-dessous les paramétres de I’ algorithme.

Parametre Meilleur valeur Signification
Npop 100 Taille dela population initiale
Napp 4 Taille du dénominateur
Mapp 1 Taille du numérateur
K 200 Nombre d'échantillons
W 0.6 Poids d’inertie
N_iter 100 Nombre d'itérations

Table. 3.11 : Récapitulatif des meilleurs valeurs des parametres apres les testes

En utilisant les valeurs prescrites dans le tableau (3.11), les résultats des simulations sont présentés par les

figures suivantes :
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Fig. 3.16 : L'erreur entre les deux sorties désiré et obtenue

3.7 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les différentes méthodes de synthese des filtres numériques dans
le cas monodimensionnelle. Certaines techniques cherchent a synthétiser en premier lieu un filtre analogique
pour ensuite le transposer en un filtre numérique en établissant une correspondance entre les deux domaines
analogigue et numeérique. D’ autres méthodes font appel a des procédures d’ optimisation, comme la méthode
d’ optimisation par essaim des particules PSO. Cette derniére est appliquée afin de concevoir un filtre
RIl_1D dans le domaine temporel. Les résultats obtenus sont trés satisfaisant et montre le degré de la

robustesse, |a fiabilité et précision de cette approche. On s intéressera dans le prochain chapitre a ce type de

méthodes afin de synthétiser un filtre RIl bidimensionnel.




Chapitre IV
Filtrage numérique en 2

dimensions




4.1 Introduction générale

Lefiltrage d’image est tres utilisé pour atténuer le bruit, détecter les contours ou restaurer des images.

Nous présenterons dans ce chapitre quelque notion sur le filtrage bidimensionnel. On évoquera les notions
sur la synthése, la causalité et la stabilité des filtres RIl en 2D. Les résultats de I’ application de la méthode
de synthése par approche des PSO seront présentés alafin de ce chapitre.

4.2 Geénéralités
Un signal bidimensionnel est une fonction réelle ou complexe de deux variables continues (signal continu)
ou entiere (cas d'un signal numérique) genéralement indépendantes. Le domaine de variation des deux

variables est appel € éendu ou support.
4.2.1 Signaux bidimensionnels continus

4.2.1.1 Latransforméede Fourier 2D
La représentation frégquentielle des signaux 2D est I'extension directe de celle des signaux
monodimensionnels.

Latransformeée de Fourier F(u,v) d’un signal f(x,y) est :

+00 4o

F(u,v) = J- J- f(x, y)e 72mCu+vy) gy dy (4.1)

Dans certaines présentations la quantité scalaire (ux +vy) est donnée sous la forme d'un produit scalaire ; on
obtient alors une écriture similaire dans les cas mono et multidimensionnel. [Ngjim, 2006]

Cette formule permet de calculer I’ amplitude de la composante du signal f(x,y) alafréquence spatiale (u,v).

La reconstitution du signal spatial se fait par addition des différentes fréquences spatial es pondérées par les

amplitudes complexes ainsi calculées.

+00 4o

flx,y) = J- J- F(u, v)e/2mCutvy) gy dy (4.2)

—00 —00

Exemple 1.1

Le signal sinusoidal temporel €™ est caractérisé par la fréquence w/2z donnant (en Hertz) correspond au

nombre de vibrations du signal par unité de temps (en secondes).




La fréquence spatiale (u,v) caractérisant €“**¥) est une impulsion de Dirac de coordonnées (u,v); ¢’ est un
couple de paramétres qui peut étre interprété comme une fréquence du signal donnée par Vu? + v?% et un

angle “d’arrivée” dont la tangente est v/u . En effet les points de méme phase ¢ de la sinusoide sont situés
sur des droites paralleles entre elles et perpendiculaires au vecteur (u,v). [Roux, 2000]

ux +vy =@ + 2mk (4.3)

Un signa sinusoidal réel a pour transformée un couple d’ impulsions de Dirac situées en (u,v) et (-u,-v). Si la
phase a I’ origine est nulle, les deux impulsions de Dirac sont réelles et ont la méme amplitude. Si la phase
est /2, leurs amplitudes sont imaginaires pures et opposées.

Fig. 4.2 : Modification des paramétres d’ une sinusoide bidimensionnelle : (a) u=2,v=4 ;(b) u=1,v=2;(c)
u=2,v=-1




A. Propriétésdelatransforméede Fourier 2D
On retrouve toutes les propriétés de la transformée de Fourier monodimensionnelle, en particulier :

- Lasymétrie : Si f(X, y) est une fonction réelle, satransformée de Fourier vérifie :

fwv) = f(-u,-v) (4.4)

v Sif(xy) est rédleet f(x, y) = f(-x,-y) , alors F(u, v) est aussi réelle et
F(u, v)= F(-u,-v).
v Sif(x y) estrédleet f(x, y) = -f(-x,-y) , dors F(u, v) est imaginaire et

F(u, v)= -F(-u,-v)

- Trandation d'un signal se traduit par un déphasage linéaire, si f(x, y) a pour transformé F(u, v), donc g(x,
y)=f(X-Xo,y-Yo) @comme transforme :

G(u,v) = F(u,v) e~ @xo+vyo) (4.5)

4.2.1.2 Convolution 2D
Comme dans le cas monodimensionnel, I’opération effectuée sur un signal bidimensionnel est une

application linéaire invariante spatialement. Elle se traduit par une convolution. Une convolution 2D s écrit

comme suit :
900 = ) <k = [ [ fG.0ne—s,y - 0ds de (4.6)

On remarquera gque le résultat de la convolution d’ une fonction f(x,y) avec une impulsion de Dirac al’ origine
o(x,y) est lafonction elle méme.

La convolution de f(x,y) par une impulsion de Dirac décalée d(x-Xo,y-Yo) produit une fonction translatée f(x-

X0,Y-Yo0)-

Latransformée de Fourier de la convolution est

G(u,v) = j-o joe‘j(““y”) [ jo j-of(s, th(x —s,y —t)dsdt|dxdy (4.7)

—00 —00 —00 —00

= F(u,v)H(u,v)

La transformée de Fourier inverse a une forme identique a la transformée de Fourier d’un produit

f(x,y).h(x,y) qui est le produit de convolution des transformées des deux facteurs.




4.2.1.3 Echantillonnage des signaux 2D

Les problemes poseés par |’ échantillonnage des signaux bidimensionnels sont similaires a ceux des signaux
monodimensionnels. La théorie de Shannon s applique de la méme maniére. Toutefois, une interprétation
dans un espace a deux dimensions est nécessaire pour mieux comprendre les phénomeénes liés a

I’ échantillonnage, comme les effets de la géométrie du motif d’ échantillonnage.

Soit une impulsion de Dirac dans le plan telle que

0

| [ rey o6y dxdy =00 4.8)

cequi correspond a 6 (x,y) = §(x)8(y)
On peut considérer |’ échantillonnage comme le produit du signal par une “brosse” b(x,y) d’ impulsions de
Dirac.

9 = fEMbE) = fxy) D ) 6x—mAS(y—nky) (49)

m=—oo n=—0o
Cette brosse b(x, y) peut étre considérée comme le produit de deux peignes étendus |’ un dans la direction Oy

soit py(X, y) de période 4x et I autre dans ladirection Oy soit py(x, y) de période A4y.

Pexy)= ) 6(x—mix)
m=—co (4.10)

Py(x,¥) = X0 6(y — nAy)

alors

b(x,y) = px(x, y)py (x,y) = Z 6(x —mAx) Z 6(y —nly) (4.11)

m=—oo n=-—oo

A. Interprétation fréquentielle del’ échantillonnage
Le peigne étendu p«(x,y) de période Ax a pour transformée de Fourier un peigne d impulsions de Dirac

Px(u,v) (cen’est pasun peigne étendu) [Roux, 2000] situés sur |’ axe Oy et de période 27/4x soit

P.(u,v) = 5(w) Z 5(u — k/Ax) (4.12)

k:—OO

La Transformée de Fourier Py (u,v) de py (x,y) est un peigne de période 27/4y situé sur I’ axe Oy,

P,(u, v) = 8(v) Z 5(v — 1/Ay) (4.13)

l:—OO




La Transformée du produit des deux peignes étendus (la brosse) est donc une convolution de deux peignes
perpendiculaires, ¢ est-a-dire une brosse.Latransformée de Fourier de p(X, y) est la convolution de ces deux
fonctions. En effet, la convolution d’ une fonction et d’ une impulsion de Dirac située au point (u, v) est égale
alatrandation de cette fonction de |’ origine au point (u, v). La convolution d’ une fonction définie
uniquement sur I’axe Oy et d’un peigne défini sur I’ axe O, est donc la répétition de cette fonction par une
suite de trandations suivant O,. Si lafonction convoluée est un peigne suivant I’axe O, le résultat de la

convolution sera une suite de reproductions de ce peigne horizontal le long de I’ axe vertical

B. Lerepliement spectral dansle casbidimensionnel
La transformée de Fourier G(u,v) de la fonction échantillonnée g(x,y) est la convolution de la brosse
(Transformée de la fonction d’ échantillonnage) dans le domaine des fréguences et de F(u,v) transformée de
I’image avant échantillonnage. C’est donc la somme des reproductions de F(u,v) déduites de F(u,v) par
tranglation aux points de coordonnées (2zk/Ax, 2zk/Ay). [Roux, 2000]

Il'y apériodisation bidimensionnelle de |a transformée de Fourier de I’'image initiae

(o] [09)

G(u,v) = Z z F(u—k/Ax,v—1/Ay ) (4.14)

k=—oc0 [=—o00
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Fig.4.3: lllugtration de’ échantillonnage dans |e domaine des fréquences. (a) Brosse d' échantillonnage dans le
domaine spatial ; (b) Peigne étendu suivant I’ axe des abscisse ; (€) Peigne étendu suivant I’ axe des ordonnées ; (d)
Peigne transformée du peigne étendu suivant |’ axe des ordonnées ; (e) Peigne transformeée du peigne étendu suivant
I’ axe des abscisses ; (f) Transformée de la brosse : ¢’ est aussi une brosse obtenue par convolution des deux peignes
dans le domaine des fréquences




4.2.2 Signaux bidimensionnels numériques
Dans notre travail, on sintéresse a une image qui peut étre considérée comme un signal numerique
bidimensionnel x(k, [). Si les domaines de variations des variables spatiales k et | sont finis, alors le signa

x(k, 1) peut étre représenté par une matrice rectangulaire [ Coequerez et Philipp, 1995] telle que :

x(ky, 1) x(ky,ly) e x(kq, 1)
x(kZJ ll) ) : \‘

x(k,)=X= : : (4.15)
x(kz.(, L) x(kl'(, lL)/

L’impulsion unité bidimensionnelle est :

1 sitkD) = (0,0
dlk, ) = {O ailleur (4.16)

L’ échelon unité bidimensionnelle peut s’ écrire comme suit :

kD) = {10 Silliclliu?"et =0 (4-17)
Un signal rectangulaire est défini par :

recte, (k1) = {%) ;iillgusrsk <K-let0O<I<L-1 (4.18)
Notons qu’ un signal bidimensionnel est dit séparable si

x(k, ) = x1(k) x2(D) (4.19)

4.2.2.1 Transforméede Fourier numériqued’un signal 2D

Latransformeée de Fourier d’un signal numérique bidimensionnel x(k, ) est :
+00 4o
XUFg)= ) > xlh)x em2nUkrad (4:20)

k=—o0 l=—00

Cette transformée n’existe que s :

+00 400
z Ix(k, D] < oo (4.21)
k=—o0 |=—00

Comme dans |e cas bidimensionnelle, lafonction X(u,v) est périodique de période unité en u
et en v [Roux, 2000] telle que:

+ oo + o0

Xu+1lv+1) = Z Z x(k, 1) e~ /2mlutDk+ @+

k=—o00 |=—o00




+00 400
— x(k, l) e—j2n(uk+vl) e—j27t(k+l)

k=—00 [=—00

= X(u,v) (4.22)

Latransformée de Fourier inverse est alors :

1/2 1/2

x(k, 1) = f f X(u,v) e 2r@k+vD gy dy (4.23)

-1/2 -1/2

4.2.2.2 Transforméede Fourier discréted’un signal numérique 2D
Les variables fréquentielles u et v sont continues et un signal numérique x(k, 1) contient un nombre infini
d’ echantillons. 1l est aors difficile pratiquement d utiliser les relations précédentes. Afin d éviter ces

problémes, on discrétise les variables continues u et v et on limite le support du signalx(k, 1).

u=mAu e v=nAv (4.24)
Avec

A -2 tA -1 4.25
u = etdv=yg (4.25)

ou M et N sont des entiers

Latransformeée de Fourier discréte d’ un signal numérique bidimensionnel x(k, [) prend laforme suivante :

ko+M—1lo+L—1

X(m,n) = Z Z x(k, 1) exp [—]271 (T]r\l/lk 7;)] (4.26

Latransformée de Fourier inverse devient :

x(k,D) = _Z_: _Z_: X(m,n) exp [j2n<7/1k+71;l>] (4.27)

n=-N/2m=-M/2

4.3 Filtrage numérique des signaux bidimensionnels

Le filtrage des signaux bidimensionnels est en général un filtrage passe-bas ou passe-bande dont la réponse
impulsionnelle présente des symétries spatiales (symétrie par rapport a I’origine ou symétrie circulaire).
Ces réponses impulsionnelles, doivent en général étre définies sur un support relativement restreint pour que
les calculs puissent s effectuer en un temps raisonnable. La plupart du temps, ces filtrages sont réalisés grace
a des filtres a réponse impulsionnelle finie. Mais on peut ére amené a définir un filtre trés sélectif dans le
domaine des fréquences spatiales (détection d’'un signal d une fréquence donnée venant d une direction

donnée).[Lim, 1990] On peut dans ce cas envisager I’ utilisation de filtres a réponse impulsionnelle infinie

(filtres récursifs). Notons que la synthése des RIF 2D peut étre effectuée en généralisant les méthodes 1D




vues au chapitre 2 telles que les méthodes des fenétres, par série de Fourier, par échantillonnage en
fréguence et celles basées sur |’ optimisation [Lim, 1990]. Par contre pour lesfiltres RIl, la généralisation des
méthodes 1D au cas des signaux bidimensionnels pose un certain nombre de problémes en ce qui concerne
lacausalité, lalinéarité et la stabilité desfiltres.

4.3.1 Propriétés
Soit F un opérateur permettant d’'associer une image résultante O(x,y) a une image source I(X,y). Sous les
hypothéses de linéarité et de stationnarité spatiale [M. B] on a:

43.11Linéarité

F(a.I(x, y) +b.1 (x, y)) =a F(I(x, y)) +b F(I’(x, y)) (4.28)
4.3.1.2 Stationnarité
F(Ix+ky+1D)=0x+k,y+1)pourl=cteetk=cte (4.29)

Avec ces hypothesesiil est bien connu que I’ opérateur F est une convolution :

0(x,y) =F(I(x,y)) =1(x,y) * g(x,y) (4.30)

et 0(u,v) =I(u,v)G(u,v) (4.31)
Ou g(x, y) est laréponse impulsionnelle spatiale caractéristique de |’ operateur F.

Cette convolution peut s écrire sous laforme suivante aussi :

o8] o8]

0y = Y Y 16y gr—ky 1D (4.32)

k=—00 [=—00
Si laréponse impulsionnelle est limitée, cette convolution devient :

K-1L-1

0Gey) = " Y 1(xy) gl —k,y =D (4.33)

k=0 1=0

4.3.1.3 Causalité

Une des plus grandes différences entre le traitement numérique monodimensionnelle et le bidimensionnel
c'est qu'il n'ya pas d'ordre naturel sur 7%, donc il est difficile de définir le passé d'un point de I'image
[Binet, 2008-2009]. Deux types de causalité sont usuellement utilisés :

v/ Causalité quart deplan:

Laréponse impulsionnelle (Fig.4.4a) est telle que :

glx,y) =0pourx <0ety <0 (4.34)

v Causalité demi plan asymétrique :

Dans ce cas g(x, y) (Fig.4.4b) est tel que:
g(x,y) #0pourx =0ety =0 (4.35)

B
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Fig. 4.4 : la causalité

a: causalité quart de plant, la zone achurée correspond au passe du point g(x,y)
b : causalité demi-plant, la zone achurée correspond au passé du point g(x,y)

4.3.1.4 Equation récurrente
La relation entre un signal de sortie g(x,y) et un signal d entrée f(x,y) d’un filtre linéaire et invariant

bidimensionnel est donnée par I’ équation aux différences suivante [Bernard] :

M;—1N;—1 My—1Ny—1
Z Z a(m,n)g(x —m,y —n) = Z Z b(mn)f(x —m,y —n) (4.36)
m=0 n=0 m=0 n=0

4.3.2 Transformeé en z bidimensionnelle
Comme le filtre est défini par sa réponse impulsionnelle g(x,y), on peut définir sa transformé en z de la

maniére suivante :

+o0o

G(z1,7) = z Z h(x,y) z,7%2z;™ (4.37)

X=—00 y=—00

Cette série entiere ne converge gue dans un certain domaine de |’ espace (z;, 22) tel que

+ o0 + o0

> gy nFn Y <o (4:38)

X=—00 y=—00
La relation inverse permettant de définir la réponse impulsionnelle a partir de la fonction de transfert est de
laforme :

1 [ dz; dz,
= — X,y - _ =
mw>@@££mam@a (439)

Z1 22
0ou ¢; €t ¢, sont deux contours inclut dans le domaine de convergence de G(z1, z»).

Cette transformation est évidement linéaire, le décalage spatiale est équivalent au retard temporel en

monodimensionnel.




TZ{g(x — k,y — D} = z,"2,' TZ{g(x,y)} (4.40)

Elle posséde, aussi |a propriété de changer le produit de convolution en un produit ssmple se qu’est similaire
au cas monodimensionnelle.

TZ(G+1) =TZ(G).TZ(I)

4.3.2.1Lien aveclatransforméde Fourier

Sionpose z, =e/*et Zy, = eV, latransformé de Fourier sera écrite comme suit

F(Zx, Zy) = Z Z f(x,y) e~ iwx+yv) (4.41)

C'est latransformée de Fourier du signal échantillonné de la*“brosse” d’ impulsions de Dirac dont les
amplitudes sont f(x,y). Elle est donc périodique et peut étre obtenue par addition des répétitions de la
transformée de Fourier du signal analogique [Roux, 2000] et [Bernard].

4.3.2.2 Fonction detransfert desfiltresRI|
Partant de I’ égquation de récurrence qui définie le filtre, I'application de transformé en z a cette derniére,
donnera |’ expression de la sortie en fonction de I’ entrée en fonction de z. Elle est rationnelle dans | e cas des
filtres aréponse impulsionnelle infinie, ¢’ est lafonction de transfert discrete du filtre causal.

o' To2biy 247,

N3 Ny i 7j
ZO 0 aijzlzz

G(z4,23) = (4.42)

4.3.2.3 Stabilité

Etant donnée la nature rationnelle des fonctions de transfert considérées, |’ éude de leurs stabilité revient a
étudier la nature de leurs poles. Le critére utilisé est le suivant : a une entrée bornée correspond une sortie
bornée. On montre, aors, que laréponse impulsionnelle est absolument intégrable [Bernard].

> gl < e (443)

Le filtre est stable si la somme des modules des échantillons de sa réponse impulsionnelle est finie. Cela
peut étre valable pour les filtres & réponse impulsionnelle finie (RIF), par contre pour les filtres causaux ce
n'est plus le cas, de faite qu'il n'y a pas de théoréme ou de factorisation en 2D, cette formule ne donne

aucun critere concret permettent de vérifier la stabilité de cesfiltres.

A. Stabilité desfiltresa quart de plan
Soit lafonction de transfert discréte du filtre causal.
N(leZZ)

G(z1,2,) = D(z.2,)
1,42

(4.44)

Théoréme1: Unfiltre aquart de plan est stable si et seulement s :




|zl <1

<1 (4.45)

D(zy,2z,) # 0 pour {

Ce qui s applique méme dans le cas monodimensionnelle, maisil est évidement lourd a mettre en ceuvre car
il y auneinfinité de pbles atester.[Jury, 1978], [Anderson et Jury, 1973]
Théoréme 2, [Bernard]: Lefiltre quart de plan défini par G(z1,2,) est stable si est seulement si :
v
D(z,,0) # O pour |z;] <1 (4.46)
v' D(z4,2,) # 0pour |z;| =0et|z,] <1

La premiére condition est relativement simple a tester car on se raméne a un filtre monodimensionnelle, par
contre la deuxiéme condition reste difficile a évaluer.

Une maniére de tester la deuxiéme condition consiste a poser :
M

L
D(zy,2,) = Z d(m,n) z;™ z," (4.47)
0 o0

Pour z=€’", on peut alors écrire :
L

D(e™ %, z,) = i [i d(m,n) e~ /um ] z," = Z c,, () z,™ (4.48)

0

avec

M
c,(u) = z d(m,n) e~ Jvm (4.49)

dans ce cas, s on pose u=2kx /L, le terme cy(u) n'est rien d’ autrequelaTFD de b(m, n) .
Ains letest dela stabilité revient atester L polyndmes de M coefficients. Cette opération peut se faire par le
critére de jury [Jury, 1978] et [Anderson et Jury, 1973] monodimensionnel ce qui est relativement simple

puisgue u varie entre —x et +mx.

Remarque 4.1
De ce bref apercu, il semble bien qu’il n’existe pas une méthode bien déterminée pour I’ étude de la stabilité
de cesfiltres a lafois slre & 100% et simple a mettre en ceuvre [Bernard]. Dans tous les a précision de calcul

et la puissance du calculateur doit étre prise en compte pour le choix d’un algorithme particulier.

4.3.3 Exemplesdefiltres2D

La base du filtrage dans le domaine fréquentielle est le théoréme de la convolution. Une de ces propriétés

citées dans le chapitre 1, c’'est qu’ elle transforme un produit de convolution en un produit ssmple dans le

domaine frégquentielle.




4.3.3.1 Filtres passe-bas
A. Filtreidéal circulaire
Detd filtres ne laissent passer que les fréquences (u,v) proche de I’ origine (basse fréquences). Leur fonction

de transfert en fonction de la fréquence de coupure Dg est définie par :

G(u,v) = {15000 ) < Dy (4.60)
0 si non

Danslecasd uneimage aN lignes et a M colonnes, nous définissons ce filtre par lafigure (4.5), saréponse
fréguentielle est présentée par lafigure (5.44)

Le centre du cercle acomme coordonnées (N/2+1, M/2+1)

Arv

Fig 4.5 : Section horizontale du filtre Fig 4.5a : Réponse fréquentielle du filtre

circulaire passe-bas circulaire passe-bas

B. Fenétre Gaussienne
Lafonction detransfert de cefiltre dansle cas ou laforme des fenétres est circulaire est la suivante :
G(u,v) = FR(u,v) exp[(—2N?/T?) (u? + v?)] (4.61)

avec FR(u,v) : fenétre rectangulairede largeur T ;
N : parametre permettant de déterminer laforme de la fenétre Gaussienne ;

T : diamétre de la fenétre.

Dans le cas des images |’ action de filtrage se fait suivant lafigure (4.6)




Lecentredu cerclea
comme coordonnées
(N/2+1, M/2+1)

Fig. 4.6: Section horizontale de la fenétre Gaussienne

4.3.3.2 Filtre passe-haut
A. Filtreidéal circulaire
Contrairement au passe-bas ces filtres ne laissent passer que les fréquences (u,v) loin de I’ origine (hautes

fréquences). Leur fonction de transfert en fonction de la fréquence de coupure Dg est définie par :

GQuv) = {0 D(u,v) < Do (4.62)
1 si non

Danslecasd uneimageaN ligneset aM colonnes, cefiltre est présenté sur lafigure (4.7) et saréponse
fréguentielle est présentée par lafigure (5.7a)
Le centre du cercle acomme coordonnées (N/2+1, M/2+1)

Arv

boa

Fig. 4.7 : Section horizontale du filtre Fig. 4.7a : Réponse fréquentielle dufiltre
circulaire passe-haut idéale circulaire passe-haut idéale
4.3.3.3 Filtre passe-bande




Ce type de filtres ne laisse passer les fréquences situées a |’ extérieur de I’ intervalle des deux fréquences de
coupures [Do, D1]. Safonction de transfert est donnée sous la forme suivante :

0si D(u,v) < D,
G(u,v) =<{0si D(u,v) > D, (4.63)
K(u,v) siDy < D(u,v) <D,

K(u,v) : une fonction des fréquences u et v.
Lefiltreidéal passe-bandes (K(u,v) =1) est le plus utilisé. Dans le cas des images, sont interprétation est
illustrée dans lafigure (4.8). Laréponse fréquentielle de cefiltre est présenté su lafigure (4.8a).

v 4w

LR2

a: Fenétre circulaire idéale b : Fenétre rectangulaire idéale

Fig. 4.8: Filtre passe-bande idéal

Fig. 4.8a: Réponse fréquentielle du filtre passe-bande idéal
4.3.3.4 Filtre coupe-bande
Contrairement au filtre passe-bande, ceux-ci ne laissent passer que les fréguences situées a I’ extérieur le

I’intervalle des deux fréquences de coupures [Do, D4]. Safonction de transfert est la suivante :

B




K(u,v) si D(u,v) < D,
G(u,v) =40 siDy < D(u,v) <D, (4.64)
K(u,v) si D(u,v) > D,

K(u,v) : unefonction des fréquences u et v.

Dans le cas des images, sont interprétation est illustrée dans lafigure (4.9), ainsi saréponse fréquentielle est
présentée sur lafigure (4.9a).

a: Fenétre circulaire b : Fenétre rectangulaire

Fig. 4.9 : Filtre coupe-bande idéal

Fig. 4.9a: Réponse fréquentielle du filtre coupe-bande idéal

4.4 Synthese desfiltres RI1 bidimensionnels

D’une maniere générale lafonction de transfert d’ un filtre Rl 2D est donnée par |’ expression suivante :

Dk, iey) 2er, Dk, k) Z1_k122_k22
Dy k) Ler, k1, k) z,7z,7ke,

R, estla région du support de a(ky, ko) et Ry est la région du support de b(ky, kp).

G(le ZZ) =

(4.65)




En pratique, on utilise souvent un filtre a phase nulle (réponse impulsionnelle paire) ayant la forme
suivante : [Tsai et a, 2008] et [Das et Konar, 2007]

M=o Zhy=o bl kp)  Z,7%12,7"
N o1+ a,(k)Zy+ ay(k)Zy + a3(k)Z,Z,

G(z4,2z,) = H, (4.66)

Malgreé que ce filtre ne soit pas causal (pour des applications on-line), il posséde un nombre de coefficients
plus réduit par rapport au filtre général. En outre, on peut facilement vérifier sa stabilité comme suit :
lay (k) + ax (k)| < az(k) <1-—lay(k) —a(k)| k=12,..,N

Le probleme de la conception des filtres bidimensionnels consiste alors @ déterminer une fonction de
transfert rationnelle raisonnable et stable G(z,,z,) qui rempli les spécifications données en termes de
causalité de lafonction de base du filtre (passe-bas, passe-haut, passe-bandes ou coupe bandes). En d’ autres
termes qui satisfait les contraintes exigées par le gabarit dans le domaine fréguentielle, en indiquant les
bandes passantes, les bandes atténuées et les bande de transitions. Ceci revient a estimer les coefficients
a(ky, ko) ou ai(K) et b(ki, ko) du filtre a concevair.

Pour atteindre ce but, plusieurs méthodes ont été proposees. On retrouve celles qui généralisent les méthodes
monodimensionnelles telles que celles présentées au chapitre 3 a savoir les méhodes basées sur la
transformation d'un filtre analogique en un filtre numérique et les méthodes basées sur les techniques
d’ optimisation. La premiére approche n’est pas aisée car les méthodes de conception des filtres anal ogiques
bidimensionnelles ne sont pas simples. La deuxiéme qui est la plus utilisée consiste a estimer |es coefficients
a(ky, k) ou a;(k) et

b(ki, k2) du filtre a concevoir en optimisant un critére d’ optimalité noté J. Deux criteres sont utilisés selon le

domaine considére, spatial ou fréquentiel.

4.4.1 Criteresd’ optimisation

4.4.1.1 Domaine spatial

Dans la conception des filtres Rl dans le domaine spatial, la réponse spatiale idéale ou désirée est connue,
elle est supposée donnée. Donc les coefficients du filtre sont estimés de telle maniére que laréponse du filtre
a entrée connue soit la plus proche de celle désirée. Cette méthode ne permet pas de minimiser la norme de
I’erreur de chebyshev (3.50c). Mais €elle est utile pour conserver les propriétés du domaine spatia
désirées.[Lim, 1990]

On considére comme entrée test le signal impulsion d(ky,ko) et 1a réponse impulsionnelle désirée du filtre
sera notée gq(ka,kz). La réponse impulsionnelle du filtre est notée g(ky,kz). En minimisant I’ erreur entre

da(ka,ko) et g(ki,ko), on peut estimer les paramétres a(ky, ko) et b(ky, k2) du filtre. Cette approche peut étre

considérée comme un probléme d’identification.

B




En termes d'identification, la modélisation des systeme par G(z1,2,) est appelé la modélisation (ARMA)
Auto-Regressive Moving-Average. Dans le cas ou tous les b(ki, k) sont a zéros & part b(0,0) ainsi le
numeérateur reste constant, est appelé (AR) Auto-Regressive ou bien all pble modeling. En fin si tous les a(k,
ko) sont nulles sauf a(0,0) et le dénominateur est intacte est dit (MA) Moving-Average. La modélisation des
filtres RIl apparait alors comme étant une modélisation ARMA. [Ngjim, 2006]

Le critere d'erreur, souvent utilisé dans la conception defiltres, est :

/ g
J= Z Zez(kl,kz) (4.67a)
(kl,kz) €ERe
avec
e(ky, ky) = hq(kq, ky) — h(ky, k3) (4.67 b)

représente |’ erreur spatiale.

Re est larégion du support de la séquence de I’ erreur. Dans le meilleur des cas, Re contient toutes les valeurs
possibles de (ki, ko). Dans la pratique, il se prolonge seulement au-dessus d'une région finie de (ki,kz), la ou
hy(ki,k2) aune énergie significative.

La minimisation du critere d’erreur par rapport a a(ky,ny) et b(ky,kp) est posé comme un probleme

d’ optimisation non linéaire qui peut étre résolu par une des méthodes d’ optimisation présentées ci-dessous.

Exemple
On considére un filtre dont H(z;,2,) est donnée comme suit
b

H(le ZZ) = 1 + alzl—l + azzz—l (468)
0U a1,8; et b sont les coefficients du filtre a optimiser.

Larelation entrée sortie est de la forme suivante

y(ky, k)1 + ayz;™t + ayz, 7] = bx(ky, k)

B y(ky, ky) = —ayy(ky — 1,ky) — ayy(ky, ky — 1) + bx(ky, ky) (4.69)

Lorsque x(k4, k) = 8(kq, k,) (entrée impulsionnelle), on obtient y(k,, k,) = h(k,, k,) qui est la réponse

impulsionnelle du filtre dont les valeurs sont données :
h(0.0)=b;

h(1.0) = -ab ; (4.70)

h(0.1) = -ab; et h(1. 1) = 2a;a:b




Lecritere d’ erreur (4.67a) prend aors laforme non linéaire suivante
J = (hg(0. 0) — b)*+ ( hg(L. 0)+aub)®+( hy(0. 1)+ab)? +(hy(1. 1) - 2asab)* +....  (4.71)

4.4.1.2 Domaine fréquentiel

Dans le domaine fréguentiel, la fonction de transfert du filtre & concevoir est connue, elle est donnée sous sa
forme fréguentielle G, (w4, w,) OU w, €t w, sont les pulsations (variables fréquentielles) telles que w,, w, €
[0,]. Le but de la synthése est de déterminer les coefficients du filtre numérique G(z,, z,) de maniére a
avoir G (w4, w-,) le plus proche possible de G, (w4, w,) avec

G(wy, wz) = G(z4, Zz)|zl=ejw1 (4.72)

Z,=ej®2
En considérant des fréquences numériques telles que :
w, = Niln1 e w, = lenz, le critére d’ optimalité s écrit comme suit :
Ny Ny

mn, mn, mn, mn,
<3 2o (R ) e )
J Z Z H N, ' N, “\'N, ' N,

n1=0 n,=0

r (4.73)

Ou «a est un entier positif paire (a = 2 ou 4),

Laminimisation d' un des deux criteres peut se faire par les différentes méthodes présentées dans le chapitre

précédent, et celle qui nous intéresse dans cette partie est 1a méthode des PSO. Elle est présentée par le

diagramme suivant :
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The diagram to illustrate how PSO is incorporated into PARE to train parameasters.

Fig. 4.10 : Diagrammeillustratif de I’ évolution de la méthode des PSO.
4.5 Test et résultats
Nous allons présenter dans cette section les résultats de la synthétise de filtres bidimensionnel & réponse
impulsionnelle de durée infini par la méthode d’ optimisation par essaim de particules. Les paramétres de
I’ algorithme sont fixés comme suit :

v L'ordredu filtre & concevoirest N =2 ;

v Latailledufiltre NN = 10;

v' Lenombred'itération N_iter = 5000 ;

v Lesvaeurs maximale et minimale des coefficients sont respectivement -2 et 5 ;

v Lesvaleurs maximale et minimale des coefficients de la vitesse de chague particules de la popul ation
sont respectivement -2 et 5 ;

v' Lepoidsdinertiew =0.55;

v Le nombre de particules est 40.




Lafonction de transfert du filtre a concevoir est de laforme suivante [Das et Konar, 2007] [Tsai et a, 2008]
1’¥1=0 Zlgz:()b(kl' kZ) Zlklzzkz

N . (U4 ay(k)Zy + ay(k)Zy + as(k)Z,Z,)

N est I’ ordre du filtre.

G(z,,2,) = H, (4.74)

Nous avons choisi cette structure particuliére a cause de la facilité du test de sa stabilité qui  peut se vérifier
comme suit : [Das et Konar, 2007],[Tsa et a 2008]
|a1(k)+a2(k)| < ag(k) < 1_|a1(k)_a2(k)| k= 1,2,..,N (475)

Le critére @a minimiser est donné par I’ équation (4.76). En considérant des fréquences numériques telles que :

Vs Vs
W =—Nn et Wy =—N,
Ny N3

]2 (4.76)

nmn, mn, mn, mn,
<2 o) - ()
J Z Z H N, ' N, “\'N, ' N,

Apres avoir synthétisé le filtre voulu, I’opération du filtrage des images s effectuera suivant les étapes
illustrées dans lafigure 4.11

Fonction de
transfert du
filtre
G(wl,w2)

Transformé
de Fourier

Inverse

Transformé
de Fourier

A\ 4

Image bruité Image filtré

f(u,v) :signa

d entrée image g(u,v) :signal de

sortie image

Fig. 4.11 : Le schéma bloc du filtrage avec un filtre numérique

4.5.1 Filtre passe bas

Lefiltre de référence est un RIF passe bas, sa réponse fréguentielle Gy(wy,w,) suivante :

Gy(wy,wy) = {1 siJw;? + w2 <0.097 4.77)

0 ailleurs

Laréponse fréquentielle du filtre désiré est illustré sur lafigure (4.12)




2 reponse freguenticlle desire r.'lc

Fig. 4.12 : Réponse fréquentielle du filtre désiré

La réponse fréquentielle du filtre RII obtenu par la méthode de synthése par |’ algorithme PSO est présentée
danslafigure (4.13)

Ia réponse fréque ntielle obienu y

0.
0s.
04.

oz.

Fig. 4.13: La réponse fréquentielle du filtre RIl obtenu

L’ évolution de lafitness dans chaque itération est donnée par lafigure (4.14)




. |

A L L L r r L L L
o 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000

Fig. 4.14 : Evolution de la fitness dans chaque itération

Remarque 4.2

La comparaison des deux figure 4.12 et 4.13, nous montre la similarité des deux réponses fréquentielle
désirée et obtenue par I’ agorithme PSO. Ceci est confirmé par les faibles valeurs de lafitness (de |’ ordre de
10°) & partir de I’itération 500 (Fig. 4.14),

4.5.2 Filtre passe bande

Lefiltre de référence est un RIF passe bande de réponse fréquentielle Gg(wy, W) suivante :

1siwi?2+wy?2 <0.097
Ga(W1,W2) =105 5 0.097 < y/w,2 + w,2 < 0.2 (4.78)
0 ailleurs

Saréponse fréquentielle se présente dans lafigure (4.15).

la réponse fréquentielle désiré IVId

Fig. 4.15 : Réponse fréquentielle du filtre passe bande désiré




La réponse fréquentielle du filtre passe bande congu par le PSO est donnée par lafigure (4.15)

la réponse fréquentielle obtenu y

Fig. 4.15 : Réponse fréquentielle du filtre passe bande congu
Ainsi I’évolution de lafitness a chaque itération est illustrée par figure (4.16)

3.5 T

0.5F N |

L 1
0 5000 10000 15000

Fig. 4.16 : Evolution de la fithess en fonction des itérations

Remarque 4.3

La comparaison des deux figure 4.14 et 4.15, nous montre que la réponse fréguentielle synthétisée par le
PSO est proche de la réponse fréquentielle désirée. Ce résultat est obtenu apres un grand nombre d’itérations
(>10000) ou lafitness atteint une valeur de 0.43 qui reste proche de zéro (Fig.4.16).

4.6 Conclusion
Nous avons présenté dans ce chapitre quel ques notions sur le filtrage numérique bidimensionnel. Nous nous
sommes également intéressés a la synthese des filtres 2D a réponse impulsionnelle infini (RIl) par les

méthodes d optimisation. L’algorithme PSO présenté dans le chapitre précédent a éé appliqué a la

synthétise de filtres RIl 2D. Les résultats obtenus sont trés appréciables. Cette méthode de synthése reste




- ]

mal heureusement tres lente ce qui nous a empéché de synthétiser des filtres, ayant une réponse fréquentielle

de grande taille (égale a celle d’ uneimage), capables d’ étre applicables a une image.




Conclusion Générale




Conclusion générale

Ce mémoire traite le probléeme de la synthése des filtres numériques en général et des filtres a réponse
impulsionnelle infinie (RI1) en particulier. 11 englobe quelques notions fondamentales du traitement du
signal numérique. 1l présente également les bases du filtrage numérique comme la nature du filtre a réaliser
(a réponse impulsionnelle finie ou infini€), suivant I’ opération a effectuer (passe bas, passe haut, passe
bandes ou coupe bandes), ains que les spécifications a assurer vis-a-vis de la stabilité, causalité et

robustesse.

Les méthodes de synthése des filtres a réponse impulsionnelle de durée infinie (RIl) cherchent a
concevoir en premier lieu un filtre analogique pour ensuite le transposer en un filtre numérique en
établissant une correspondance entre les deux domaines analogique et numérique. D’ autres méthodes font
appel a des procédures d’ optimisation, comme la méthode d’ optimisation par essaim des particules PSO.
Cette derniére a éé implémentée puis appliguée afin de concevoir un filtre RIl_1D dans le domaine
temporel (minimisation de la réponse désirée et celle fournie par le filtre). Les résultats obtenus sont tres
satisfaisant, ils montrent le degré de la robustesse, la fiabilité et la précision de cette approche. Cette
approche a été également éendue au cas bidimensionnel afin de synthétiser un filtre RIl bidimensionnel tout
en minimisant |’ écart dans le domaine fréquentielle entre |a réponse fréquentielle désirée et celle du filtre a

concevoir.

La méthode de synthese des filtres RIl basée sur I’optimisation par essaim de particules ains
dével oppée dans ce mémoire peut étre également appliquée a la synthese des filtres RIF et a I’ identification
des systemes. Elle reste tout de méme perfectible. Des modifications peuvent étre envisagées afin

d’améliorer la précision et surtout sa rapidité. Son utilisation au filtrage d’images demeure une des

applications afaire
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