République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

UNIVERSITE MOULOUD MAMMERI DE TIZI-OUZOU
FACULTE DE SCIENCES - DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Mémoire de Master de Mathématiques Appliquées

Option: Processus Aléatoires et
Statistique de la Décision

Le théoréme ergodique et les
chaines de Markov Itératives

présenté par

HAMROUN KAHINA

sous la Direction de Mme ZIDI YAMINA,

le 30/10/2013, devant le jury:

BOUDIBA MOHAND AREZKI, MCA, UMMTO, Président;
Mme ZIDI YAMINA, Chargée de Recherche, UMMTO, Rapporteur;
MAMOU MOHAMED, Chargé de Recherche, UMMTO, Examinateur.



Remérciements

J’adresse mes vifs remérciements & Monsieur BOUDIBA Mouhand Arezki,
pour ’honneur qu’il me fait en présidant ce jury, et pour ses critiques et ses
encouragements pour faire aboutir ce mémoire.

Je remércie également MAMOU Mohamed pour avoir accepté de faire
partie du jury.

Mes remérciements vont aussi & Mme LADJIMI Fetima pour ses conseils
et ses remarques sur le théoréme ergodique et sur la méthode de construction
du mouvement brownien standard.

Je présente mes sinséres remérciements a ma directrice, Mme ZIDI Ya-
mina, pour m’avoir proposer ce théme et aussi pour ses orientations, ses
critiques et conseils qui ont permis 'aboutissement de ce projet.



Dédicaces

Je dédie ce mémoire & :

— Mes chers parents qui m’ont toujours soutenus;
— Mon cher mari Arezki et ma petite fille adorée Thanina;
— Mes chers fréres et soeurs ainsi que ma belle famille.






TABLE DES MATIERES

Table des matiéres

1 Eléments sur le théoréme ergodique 9
1.1 Processus stationnaire . . . . . . . .. . ... ... ... ... 9
1.2 Définitions et propriétés: . . . . . . . . .. .. ... .. 11
1.3 Rappels sur les espaces de Hilbert et ]Li(X,A) ......... 14
1.4 Exemple de transformation ergodique: . . . . .. .. ... .. 23
1.5 Théorémes ergodiques . . . . . ... ... ... 24
1.6 Une application a la théorie des nombres: (Théoréme de Borel): 28

2 Chaine de Markov et noyaux de transitions 31
2.1 Deéfinitions et propriétés . . . . . . .. ... 31
2.2 Chaine de Markov a espace des états E quelconque: . . . . . . 34
2.3 Exemple de chaine de Markov: La marche aléatoire sur R . . . 40

3 Théoréme ergodique pour les chaines de Markov itératives 43
3.1 Chaines de Markov itératives . . . . . ... ... ... .... 43
3.2  Sommes de Birkhoff pour les chaines de Markov itératives: . . 46

Bibliographie 49

Conclusion 49

Annexe: Marches Aléatoires et Mouvement Brownien 50

Bibliographie 56



Introduction

Nous nous intéréssons aux applications du théoréme ergodique aux chaines
de Markov itératives. Une chaine de Markov itérative est la donnée d’un es-
pace mesurable (F,£), d'une suite (Y},),, de variables aléatoires independantes
identiquement distribuées (i.i.d) a valeurs dans F, d’une fonction ou procé-
dure x — f,(z) de E dans E, pour y € E fixé et d’un processus (chaine de
Markov) (X?),, défini par X} =z avec x € E , et pour n > 0 ,

Xy = fy,o -0 fy(2)
e XP—fyoX® (1)

[’étude des chaines de Markov itératives du type (X?), est assez intense
ces derniéres années. De nombreux travaux y sont consacrés: Mirek [11], Dia-
conis et Freedman [4], O.Lee [8],]9]... Cela s’explique par leurs applications &
I’étude de nombreux phénomeénes et leur utilisation dans d’autres branches
des mathémathiques appliquées en particulier les systémes dynamiques, la
simulation exacte,...

Partant du fait que si X est une variable aléatoire et T une transformation
qui préserve la mesure P, on peut considérer le processus (X,), défini par

X, =T"10X (2)
Les sommes de Birkhoff associées sont les variables aléatoires
1 n
IS
n
k=1

Si on considére la chaine de Markov itérative (1), par analogie on peut consi-
dérer les sommes de Birkhoff associées

1 n
-y xe
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Le processus (X7), est 'analogue du processus (X,),. Nous avons, pour
les processus stationnaires, dans des conditions raisonables, le théoréme er-
godique de Birkhoff et ses differentes variantes dont la loi forte des grands
nombres est un cas particulier. Nous voulons savoir si des propriétés simi-
laires, dans des conditions appropriées, ont lieu pour des chaines de Markov
itératives.

Une autre motivation pour I'application du théoréme ergodique aux chaines
de Markov itératives est que le théoréme ergodique s’applique aussi aux
chaines de Markov & probabilités de transition stationnaires et admettant
une mesure stationnaire. Dans le cas dénombrable, si (7,.), est la loi station-
naire, nous connaissons la formule élémentaire

1 n
- (k)
n Zpa:y - 7Ty
1
qui est le théoréme ergodique dans ce cas.

Notre probléme est de voir dans quelles conditions on a des résultats si-
milaires pour les chaines de Markov itératives. Les problémes liés a 1’étude
de ces chaines de Markov sont de plusieurs types:

1. Conditions pour 'existance et I'unicité d’une loi stationnaire;

2. Etude de la récurence;

3. Existance d’une limite (présque sirement, en probabilité, en loi ou dans
un sens );

4. Enfin I’étude des processus d’itération a droite qui présente un intérét en
particulier pour leurs applications aux algorithmes de simulation exacte (al-
gorithmes de Propp-Wilson).

Nous nous limitons a I’étude des sommes de Birkhoff associées, pour
les chaine de Markov itératives qui admettent une loi stationnaire. Dans le
premier chapitre nous faisons le point sur les théorémes ergodiques. Dans
le deuxiéme chapitre nous synthétisons quelques propriétés des chaines de
Markov et des noyaux de transition. Enfin dans le troisiéme chapitre, nous
introduisons les chaines itératives et I'application du théoréme ergodique a
ce type de chaines de Markov.
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CHAPITRE 1. ELEMENTS SUR LE THEOREME ERGODIQUE

Chapitre 1

Eléments sur le théoréme
ergodique

Les théorémes ergodiques de Birkhoff et de Von Neumann sont les pre-
miers résultats importants & avoir été démontré en théorie ergodique. Nous

fixons ci-aprés la terminologie et donnons les définitions et propriétés des
sommes de Birkhoff.C f[3]

1.1 Processus stationnaire

L’espace (R* Bgx) :
Si T est un ensemble non vide, un processus aléatoire est une famille (X;)ier
de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2,.4,P), & va-
leurs dans un espace mesurable (E.,£), qui peut étre par exemple (R",Bgn),
auquel cas on dira que c¢’est un processus vectoriel. Si E' = R (respectivement
E = C), on dira que c’est un processus réel (respectivement complexe). En
général T' = R,. Souvent 7" = N ou 7" = Z. Le paramétre t est en général
interprété comme le temps discrét ou non. On parlera alors de processus a
temps discrét ou continu.
On considére 'ensemble RY, des suites de nombres réels, noté encore R>,
ie. R® ={z=(x,), ie x:N — R z(n)=ux, €R}. On dit que R est
un rectangle si R est de la forme R = [; X Iy X --- X I, ou les I} sont des
intervalles de R. Si R est ’ensemble de tous les rectangles, soit B, la tribu
engendrée par R.



1.1. PROCESSUS STATIONNAIRE

Définition 1. Soit X = (X,,), un processus aléatoire 4 valeurs dans R,
alors

VB e B,, {Xe€B}ecA

Construction de P:

Si X = (X3, Xo,..., Xp,...) est un processus aléatoire défini sur (Q,.A,P)A,

pour B de la forme B = By X By X ... X B,, avec By, € Bg, on peut définir P
sur Bgn, on posant

P[B] = P[X, € By, X5 € By,..., X, € B,]

(B est appelé ensemble cylindriques). P est une loi sur (R™,Bgn) la loi fini
dimensionnelle du processus (X,,), c’est la loi définie sur les rectangles qui
étendue aux ensembles cylindriques. Uextention de P a (R**,By,) est par
définition la loi du processus (X,,),.

Théoréme 1. Avec les notations ci-dessus, il existe une seule mesure de
probabilité P restreinte a Bgrn, vérifie pour tout ensemble cylindrique B

P[B] = P[X € B] = P[X, € By, X2 € B,..., X,, € B,

Définition 2. Soit (X,,), un processus aléatoire. On dit que (X,), est un
processus stationnaire si Vk € N, VB € By

P[(Xl, XQ, Xn,...> € B] - P[(XkJrl, Xk+27 Xk+n7---) € B]

Propsition 1. Soit (X,,), un processus aléatoite et ¢ : R® — R une
application mesurable. Si (Yy)y est le processus défini par

Vk 2 1, Yk = gO(Xk, Xk+1,...)

alors (Yy)r est un processus stationnaire.
Remarques:
1. La définition de la stationnarité d’un processus exprime que la loi du
processus est invariante par translation dans le temps, si 'indice du
processus est interprété comme le temps.

2. Tl résulte immédiatement de cette définition que si (X,,), un processus
aléatoire stationnaire, alors les variables aléatoires X,, ont la méme loi.

3. Le plus simple processus stationnaire est le processus (X,,), formé par
une suite (X,,), de variables aléatoires indépendantes et de méme loi.

10



CHAPITRE 1. ELEMENTS SUR LE THEOREME ERGODIQUE

1.2 Définitions et propriétés:

Définition 3. Dans un espace probabilisé (2, A,P) une transformation T
est une transformation mesurable si, T : ) —

T7'A = {w,Twe A} € A, VA A

Définition 4. Transformation préservant une mesure
Soit (Q2,A,P) un espace probabilisé, T : Q@ — Q , T est une transformation
mesurable elle est dite transformation préservant la mesure P si:

VA€ A, P[T'A] = P[A].

Définition 5. Tribu des événement invariants:
Soit T la transformation qui préserve P et A un événement dans A. On dit
que A est un événement invariant si T-1A = A

Propsition 2. Soit J l'ensemble des événements invariants par rapport a
T. Alors J est dite tribu des événement invariants.

Démonstration. Si J = @ il a rien & démontrer.
SiJ#Jonaalors et Qed

1. De plus
VA€ I, (TTHA) = A°=T1A°

T1AC= A= A° € J;

2. Si (A,) est une suite d’événements invariants on a alors T4, = A,

et
T_I(U An) = U(T—lAn) = U(An)

n n

:>UAHEJ.
n

J est stable par passage de complémentaire et par réunion dénombrable. Donc
c’est une tribu. [

Définition 6. Soit T' une transformation préservant la mesure P.
T sera dite transformation ergodique si

VAed, P[A]=0 ou 1.

11



1.2. DEFINITIONS ET PROPRIETES:

Définition 7. (fonction invariante:)
Soit T une transformation préservant la mesure P, f une fonction mesurable
sur lespace probabilisé (0,A,P) , f:Q — R, f est dite invariante si:

Vw, f(w) = foT'(w).

Propsition 3. f une fonction invariante < [ est J-mesurable i.e f €T

Démonstration. Soit f une fonction invariante, montrons que f € J c’est-
a-dire {f <a} €3J,Va € ROn a

0 =o0d) = {wf(w)<a}
= {w,foT(w) < a}

= f7(] — 00,a]) est un événement invariant donc

Y ]—o0al) €T ={f<aleT, alors f €7.

Soit maintenant f € J, montrons que f est une fonction invariante. Si A € J
en posant f =14 on a 4 pour A € J est invariante, car

f(T’LU) = 1A(T'LU) = ]IT—IA(U))

Tw)e AcweT 1A

Donc de toute combinaison linéaire fini d’indicateurs )" | a;l4, pour A; € J
est invariante. On a si X € J donc X est J— mesurable= 3 une suite
croissante de variables aléatoires simples dans J tel que

X =limX,
X(w) =1lim X,,(w)
X(Tw) = lim X,,(Tw) = lim X,,(w) = X (w)

Par convergence monotone. Ceci montre que f est bien une fonction inva-
riante. [

12



CHAPITRE 1. ELEMENTS SUR LE THEOREME ERGODIQUE

Propsition 4. Soit T la transformation qui préserve la mesure P sur ’es-
pace probabilisé (VA,P), si T est ergodique alors les seules fonclions inva-
riantes sont les fonctions constantes présque sirement.

Propsition 5. Cf[15] Soit (Q2,A,P) un espace probabilisé, T : Q@ — Q la
transformation qui préserve la mesure P, alors les assertions sont équiva-
lentes.

(1) T est ergodique

(2) f une fonction mesurable et Vo € Q, (foT)(x) = f(x) = f est une
fonction constante présque partout.

(3) [ une fonction mesurable et pour présque tout x € Q) ,

(foT)(z) = f(x) = f est une fonction constante présque partout.

(4) [ € LA(QAP) et Vz € Q, (foT)(z) = f(xr) = f est une fonction
constante présque partout.

(5) f € L2(Q,A,P) et pour présque tout x € Q, (foT)(x) = f(x) = f est
une fonction constante présque partout.

Propsition 6. Soit T la transformation qui préserve la mesure P sur l’es-
pace probabilisé (,A,P) , f € Lp(2,A) mesurable alors:

E[f] = E[foT]
Démonstration. En utilisant le théoréme de transfert, soient(X,A,u) et(Y,B,0)
deux espaces mesurables. f : X — Y mesurable et o la mesure définie par

o = (uf) qui est 'image de pu par f. B € B, u(B) = o(f~(B)), u bornée et
o aussi. g € LL(Y,B) on a

t/;g(y)a(dy):=t[;gof1x)ﬂ(dx)

avec f~H(Y)= X Sion prend f=T:Q — Q, alors g € L}(Q,B) donc
/ o(w)T Plduw] = / goT (w) P[duw]
0

= Qg(u))P[T_ldw] :/ngT(w)P[dw]

Comme T est la transformation qui préserve P alors P[T~'dw] = P[dw]
= [ gwPr-au) = | gw)Pldu
Q 0

13



1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES DE HILBERT ET Li(X JA)

:>/Qg(w)P[dw] :/ngT(w)P[dw]
= Elg] = E[goT]

1.3 Rappels sur les espaces de Hilbert et L7 (X ,.A)

Définition 8. Soit & un espace vectoriel réel de dimension finie ou infinie,
E est un espace euclidien si E est muni d’un produit scalaire < .|. >; i.e
une forme bilinéaire symetrique définie positive. St E est un espace vectoriel
complexe de dimension finie ou wnfinte E est un espace préhilbertien si E
est muni d’un produit scalaire < .|. > i.e d’une forme hérmitienne, définie

positive.
Si E est un espace vectoriel réel ou complexe de dimension finie ou infinie
muni d’un produit scalaire < .|. >, soit || . || la norme associée au produit
scalaire.

Si E est complet, on dit que E est un espace de Hilbert.
Définition 9. (E, || . ||) est un espace complet si

V(zp)n C E tel que ||z — Ty ||— 0 nm — o0
c’est-a-dire (), est une suite de Cauchy; (x,), est convergente i.e
dr € Etel que ||z, —x||— 0 n—

Définition 10. Soit (X, A,u) un espace mesure. ]Li(X,A) ou simplement
]Li est lespace fonctionnel défini par

]LZ(X,.A) ={f: X —= R, ou f est une fonction mesurable et /szdu < oo}

St pour f,g € Li(X,A), nous définissons la forme bilinéaire symétrique
(f.b.s), < flg >, en posant

< flg>= /X f@)g()de (1)

alors < .|. > définit un produit scalaire sur 12 (X, A) car la f.b.s < .|. > est
définie positive.

14



CHAPITRE 1. ELEMENTS SUR LE THEOREME ERGODIQUE

Notons que la formule (1) a toujours un sens, compte tenu de l'inégalité
de Holder (car ici L2 est en dualité avec lui-méme).
La norme sur L”, est définie par la formule

I £ l=V<FF> =/ /X £2(x)du

Par définition c’est la norme euclidienne de ]Li. La convergence d’une suite
des fonctions au sens de cette norme est la convergence en moyenne quadra-
tique.

Définition 11. Soit (f,), une suite de fonctions dans L.,. (fn)n converge
en moyenne quadratique vers f (i.e. au sens de ]Li), st

| fo=fIl—0

quand n — Q.

Définition 12. Pour u(X) < oo, }Li(X,A) est un espace complet.
Donc ’espace ]Li(X,.A) est un espace de Hilbert.

La convergence en moyenne quadratique et sa liaison avec d’autres
types de convergence des suites de fonctions:

1-Si une suite (f,), de fonctions de I'espace L2 (X, A) est convergente pour
la métrique de ]Li(X,.A), elle est convergente aussi pour la métrique de
IL}L(X WA).

2-Si une suite (f,,), est uniformement convergente, elle est aussi convergente
en moyenne quadratique.

3-Si une suite de fonctions mesurables ( f,,),, est convergente en moyenne qua-
dratique, elle est aussi convergente en mesure sur X

4-Si une suite (f,), est convergente en moyenne quadratique , en peut ex-
traire une sous-suite (fux)nk , convergente présque partout sur X.

Définition 13. Orthogonalité:
Soit E un espace euclidien, < .,. > son produit scalaire et ||.|| la norme
associée. T et y € E sont orthogonauzx st leur produit scalaire est nul.
Si x et y € E sont orthogonauzx, nous avons le théoreme de Pythagore,
i.€.
<zly>=0 sllz+y*=l= |+ |yl

15



1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES DE HILBERT ET Li(X JA)

Un systéeme de vecteurs {p; }iex est orthonormé si on a < @;l¢; >= 0;;
Ot 0,5 est le symbole de Kronecker.
Si (on)n est un systéme orthogonal alors ﬁ est un systeme orthonormé.

Théoréme 2. Soient fi1, fo,..; fu,-. (1) un systéme liénairement indepen-
dant d’éléments d’un espace euclidien E. Alors dans E il existe un systéme
d’éléments p1,02,..Pnye..  (2) satisfaisant les conditions suivantes:

1. Le systéme (2) est orthonormé;

2. Chaque élément p,, est une combinaison linéaire des éléments f1, fo,....fn, ...

On = Apifi+ anafo+ ...+ annfn avec ap, #0

3. Chaque élément f, peut-étre mis sous la forme

fn = bnlgpl + bn2302 + ...+ bnngpn avec bnn 7é 0

Le passage du systéme (1) au systéme (2) vérifiant les conditions 1 et 3
s’appelle procédé d’orthogonalisation.
Inégalité de Bessel:systémes orthogonaux fermés:

Définition 14. Soit E un espace euclidien, < .|. > son produit scalaire et
| . || la norme associée, Soit (o), un systéme orthonormé de l'espace E, et

VfeFE, ¢=< f|(,0k > k=1,2..

que nous appelons coéfficients de Fourier de 'élément f par rapport au sys-

teme o, ,
S
k

est la serie de Fourier de I’élément [ par rapport au systéme (@p)n.

La question qui se pose: la serie de Fourier est-elle convergente? c’est-a-
dire la suite des sommes partielles de cette serie converge-t-elle (au sens de la
métrique de E)et si elle est convergente, alors sa somme coincide-t-elle avec
I’élément initial f7

Propsition 7. Dans un espace euclidien E on a pour toute fonction f a
valeurs dans E, la serie Y .- i est convergente et

(0.9]
doaslsI
k=1

16



CHAPITRE 1. ELEMENTS SUR LE THEOREME ERGODIQUE

Ou les ¢, sont les coéfficients de Fourier, cette inégalité s’appelle inégalité de
Bessel.

Démonstration. Pour cela pour n donné choisir les coéfficients oy,
(k=1,2,...,n) de facon que la distance entre f et la somme S, = Y ,_, axps
soit minimale.

=Sl = <f=> awpelf = awpr >
k=1 K1
= <fIf>=2<f1D awpr >+ <D awpr] Y aips >
K1 k=1 i-1

= | £I? _Qzakck+zak
k=1 k=1

= [ F 1P+ (=)’ =) .
k=1

k=1

Il est clair que pour || f — S, ||* soit minimale il faut que

n

Z(Oék — Ck)Z =0

k=1

c’est-a-dire a, = ¢, Vk =1,2...,n dans ce cas on a:

n

I =Sa lIP=I £ 1P =) e

k=1

or || f=S.IP=0 = fIP=) d.
k=1

ici n est arbitraire et le second membre ne dépend pas de n; par conséquant,
. o0 2
la serie > - | c¢j est convergente et on a

o0
doa<lriIp
k=1

17



1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES DE HILBERT ET Li(X JA)

Introduisons la notion importante suivante:

Définition 15. le systéme orthonormé 1,p,...0n,... est dit fermé, si pour
tout f € E on a l’égalité suivante:

o0

=l fIP

k=1

appelé relation de Parseval.

Remarque 1. Le systhéeme orthonormé ¢1,p9,...0p,... est fermé si et seule-
ment si pour toute fonction f € E la serie de Fourier Y ;.| cxiop par rapport
a f converge vers f i.e

VIEE, f— > ek
k=1

Démonstration. Soit £ un espace euclidien, f € E, soit S, = > /_; ¢k
la serie de Fourier par rapport & fona f — >, cxpp si || f—S, [|?P— 0.
Or

If =S P20 =l fIP>)
k=1

Donc
n

If=SulP=0 =[P =)
k=1

O

La notion de systéme orthonormé fermé est étroitement liée a la notion
de systéeme complet.
Théoréme 3. Théoreme de Riesz-Fischer

Soit (n)n un systéme orthonormé quelconque dans un espace euclidien
complet E sotent alors ci,co,...,Cp,... des nombres, tels que la serie

o0
<o
k=1

Alors il existe un élément f € E qui vérifie

o =<flor> et Y G =<flf>=If]".
k=1

18



CHAPITRE 1. ELEMENTS SUR LE THEOREME ERGODIQUE

Series de fourier par rapport a un systéme orthogonal:
On a ]LZ un espace euclidien complet de dimension infinie , ¢’est-a-dire un
espace de Hibert donc il va exister des systémes orthogonaux en particulier
des systémes orthonormées de fonctions d’aprés le théoréme 3 et le théoréme
de Riesz-Fischer.
Alors la serie de Fourier par rapport au systéme orthogonal (¢,,), converge

vers f p p.p i.e
+00
f@) = cnpn ppp
n=1

cn: coéfficients de Fourier de la fonction f par rapport au systéme (¢,,),, sont
définis par:

1
REIE /X F(@)on(z)dy

Ci-dessous, nous citons les exemples les plus usuels de systémes orthogonaux
dans L2
1.systéme trigonométrique

Cp =

1.Considerons 'espace Li[—ﬂﬂr], la mesure sur ce segment étant la mesure
de Lebesgue alors,
1, cosnz, sinnx ,n>1

forment un systéme orthogonal complet, dit systéme trigonométrique.
Donc les coéfficients de Fourier par rapport a la base orthogonale sont rés-
pectivement ag, a, et b,

ao—%/_7T f(z)dz
an:%/:f(:r)cosnxda:

1 s
b, = —/ f(z)sinnxdx
™ —Tr

la série de Fourier correspondante est:
+00
agp .
5 + E (ay cosnx + b, sinnx)
n=1

19



1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES DE HILBERT ET Li(X JA)

Généralement si f € L?([—1,l]), on fait un changement de variable
x="% n =" conduit & une fonction f*(%), définie sur [—,m]
2.S0it [—,0] et [0,7] deux segments , si la mesure sur ces deux segments est

la mesure Lebesgue alors,
1, cosx,cos2x,..., et sinzx, sin2z,...,

forment dans leur enssemble un systéme orthogonal sur [—7,7].
- Sur [—m,0] f est une fonction paire, donc

1 [ 2 [T
a, = —/ f(z) cosnxdx = —/ f(z) cosnxdx
T ), 7 Jo

Car x +— f(x)cosnx est paire.
b, = 0 car z — f(x)sinnzx est impaire d’ ou la serie de Fourier est

a oo
f(z) = 30 + ;an cos nz.
- Sur [0,7] f est une fonction impaire, donc

1 [" 2 [T
b, = —/ f(z)sinnxdr = —/ f(x)sinnzdz
TJ x T Jo

Car z +— f(x)sinnx est paire.
a, =0 car x +— f(z)cosnz est impaire d’ ot la serie de Fourier est

f(z) = Z b, sinn.

En général f € [0,l) ou [—[,0) on fait un changement de variable
r =2 =t = 2 conduit a remplacer f(t) par f(£) définit sur [—7,7).
2.Serie de Fourier sous forme complexe

L’ecriture d’une serie trigonométrique peut-étre condensée, si ’on fait 'usage

des formules d’Euler

einx + e—ina} . ein:c . e—inx
cosnr = ——— , sinnx = :
2 ’ 24
En remplagons dans la serie de Fourier on obtient
+00 >
ao . inT
-5 + E (a, cosnx + b, sinnz) = g Cne
n=0 —00
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CHAPITRE 1. ELEMENTS SUR LE THEOREME ERGODIQUE

avec

Qo a, — by, a, + b,
Co = — Cp = 3 C_p =
07 9 2 2
Donc
f(x) _ cheinx

s’appelle serie trigonométrique de Fourier sous la forme complexe.
Il est plus facile de calculer les coéfficients de Fourier ¢,. En effet, un calcul
immédiat montre que

s .
e —i 0 si n#m;
eZTL[L'e medx — ] # 9
Y 2 si n=m.

/ f(z)e ™ dx = 27cy,

Donc

1" 4
i.e Cm:%/_ﬂ flx)e ™ de  m e

Remarque 2. Le développement de f est valable également pour les fonc-
tions dans Li[—ﬂ,ﬂ]. Autrement dit , les fonctions ¢™® forment une base de
LZ[—T(,T(] et les ¢, représentent les produits scalaires de f et ™.

En remplacant les fonctions e™* par e@, on peut élendre tout ce qui a été
dit a Uespace 12 [—1,1]

En remplacant les fonctions e™* par e
dit a Uespace 1.2, [—1,0] ou 12[0,1]

, on peut étendre tout ce qui a été

Systéme orthogonaux de fonctions dans L::
1.Polynémes de Legendre:
Soit 1, x, 2%, ... (1) des fonctions dans L2, le systéme formé par les com-
binaisons linéaires de (1) est complet dans L.
En orthogonalisant les systémes sur le segment [—1,1] relativement au produit
scalaire < flg >= f_ll f(x)g(x)dz, nous obtiendrons un systéme orthogonal
complet Qo(z), Q1(x), ..., @, de polyndmes de degrés n avec Q,,(z) coincide,

a un facteur prés, avec le polynome R, (z) = ‘= (2? — 1)% Les polynomes
définis par
1 d"
Poz) = — L (22 —1y?
(z) nl2n dxm™ (@ )
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1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES DE HILBERT ET Li(X JA)

sont appelé polynomes de Legendre.

2.Polyn6émes orthogonaux par rapport a un point donné:

Soit maintenant ;4 une autre mesure sur [—1,1] tel que les combinaisons de

(1) avec le produit scalaire fjl f(z)g(z)dp soient linéairement independants,

en orthogonalisant (1) nous obtiendrons un nouveau systéme de polynomes

Qn qui dépend du choix de la mesure p. p est mesurable au sens de Lebesgue
= [ h « h(z)dz, h(r) est appelée fonction poids. La condition d’orthonor-

mahte dev1ent

1 si n=m;

< Qm‘@n >= /_1 Qm(x)Qn(x)h(Jf)dﬂf - { 0 sin 7& m.

Dans ce cas on dit que @Q,, et @), Vn, m, sont orthogonaux par rapport
au poids h. Le choix du poids conduit & un nouveau systéme de polynémes
orthogonaux, pour h(x) = \/11_7 on obtient des polynémes qui coincide, a

un facteur prés, avec les polyndémes de Tchebychev

T(x) = cosnarccosz  (n>1)

Base orthogonale dans I’espace L (—00,00)
Fonction d’Hermite
On doit chercher parmis des fonctions qui décroissent suffisament vite a I'in-

42
fini pour constuire une base. En particulier les fonctions de la forme z"e 2.
En leurs appliquant le procédé d’orthogonalisation on obtient

2
on(z) =Hy(z)e 2, neN

ol H, est un polynome de degrés n ces polynomes s’appellent polynomes
d’Hermite et les fonctions ¢,, s’appellent fonctions d’Hermite.
les polynomes d’ Hermite coincident, a un facteur prés, avec les polynoémes

Hi(z) = (—1)"6"’“"2 “&7 la condition d’ orthogonalité est que
/ HZ(w)H;l(x)e_”zdx =0 n=m

Le résultat obtenu admet encore I'intérprétation suivante: considérons p de
2 . N . .
densité e””, cette mesure est finie d’ou le produit scalaire

< flg>= / f(@)g()e " dz
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CHAPITRE 1. ELEMENTS SUR LE THEOREME ERGODIQUE

alors les polynémes d’Hermite forment un systéme orthogonal dans LZ( —00,00)

Base orthogonale dans I’espace L (0,00)

Prenons le systéme de fonction z"e ", n € N. En appliquant le procédé
d’orthogonalisation on obtient le systéme de fonctions L, (z)e " que 'on ap-
pellent fonctions de Laguerre, les polynémes correspondant L, s’appellent
polynémes de Laguerre qui forment une base orthogonal sur ]Li(O,oo) par
rapport a la mesure dy = e "dx.

Pour plus de précisions, Cf. [6].

1.4 Exemple de transformation ergodique:

(CE.[3][15]) Soit (£2,.,4,P) un espace probabilisé. On pose Q2 = [0, 1] et

A = By, 1] et P la mesure de Lebesgue. Soit

T:100, 1[— [0, 1

r— (A +2)[1]

Alors T est une transformation ergodique pour A\ irrationnel.
Démonstration. Montrons d’abord que 7' est mesurable.

T mesurable < Va € [0, 1], {0 <T(x) < a} € B, 1.
Précisons donc pour a € [0, 1], {0 < T(z) < a} =T7([0, af)

(0<T@) <a} = {0<z+r<aln{0<z+r<1}n{0<z<1}

U [0<z<1}n{0<z+r-1<a}n{l<z+A<2}]

r+A<2carz e [0, 1] et Ael0, 1]

Al ={0<z+A<a}n{0<z+A<1}Nn{0<z <1}
Sia—A<0iea<\ alors A1 =9

Sia—A>0iea>\alors A; =[0,a— A N[0, 1—=AnNI0, 1]
A={0<z<1}n{0<z+A-1<a}n{l<z+A<2}
Sia—A<0iea<Aalors Ag=[1—-\ 1—\+d

Sia—A>0iea> A alors Ay = [1 — A, 1]

Doncsia < A\, {0 <T(z) < a} = @U[1-A, 1=Ata] = [1-), 1-A+a] € B, 1|
Sia>\{0<T(z)<a}=1[0,a—ANU[l—-X\ 1] € By, 1.

Donc T est mesurable.
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Montrons maintenant que 7" préserve la mesure de Lebesgue i.e

P[T~'A] = P[A] pour tout événement A soit [0, a[ donc P[[0, a[[= P[A] = a
lLPoura<AonaT 'A=[1—-)\1—X+a]donc P[T'Al=a
2Poura>AonaT 'A=[0,a—ANU[l— X\ 1] donc P[T7'A] =a

Dans les deux cas on a P[T'A] = P[A] d’ou T préserve la mesure de Le-
besgue.

Montrons maintenant que 7" est une transformation ergodique.

Soit f une fonction mesurable, supposons que f € L2[0, 1[ donc [ f*dz < oo
et > | ¢n |°< oo et d’aprés les notations précédentes on a f admet un
développement en serie de Fourier tel que

flz) = che%im Popp

De plus on a

f(T.ZU) — che%rin)\e%rinm P p.p

— 00

Pour f une fonction invariante on a f(x) = f(Tz) donc,

oo oo
§ Cn€27rzna: — E Cn627rm)\€2mnx
—00 —00

= ¢, (1 — e*™*) = 0 donc soit €™ = 1 ou bien ¢, = 0
Si A est irrationnel, e>™* £ 1 pour n # 0. Donc ¢, = 0, Vn # 0 et de 1a
on a f(z) = ¢y, Pp.p i.e f est une constante pour A irrationnel d’ou 7" est
ergodique pour A irrationnel d’aprés la proposition 5. [J

1.5 Théorémes ergodiques

Les premiers théorémes fondamentaux en théorie ergodique sont les théo-

rémes ergodiques de Birkhoff(1931)(Cf[3], Cf[5]) et Von Neumann(1932)(Cf[15]).

Les deux théorémes concernent la convergence de la suite = >0 | fy.

Théoréme 4. Théoréme ergodique de Von Neumann
Soit T une transformation qui préserve la mesure P sur (2,A,P),1 < p < 0.
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Si f e LYH(QA), done il va exister une fonction f* € LYH(Q,A) tel que
frol' = f* p.s Si
fi(w) = f(T'w) = f(w)

fe(w) = f(T*w)

Alors on a

Avec f* =E|[f/TI]
Lemme ergodique maximal:(Cf[3],|15])
Soit T la transformation qui préserve P sur (,A4,P), f € LL(Q,.A), Soit

fe(w) = f(T* ), k>1

Sk(w) = fi(w) + folw) + .. + fi(w),  filw) = f(w)

M, (w) = Maz(0,51(w),S2(w),...,S,(w))

Alors on a,

/ Jedp =0
{Mn,>0}
Démonstration.
Ona f € LL(QA) et fu(w) = f(TF'w), pour k > 1
Sp(w) = fi(w) + ... + fr(w) et Myg(w) = Maz{0,5(w),...,Sk(w)}.

Pour k<n, Sp(Tw) = fi(Tw)+ ...+ fr(Tw)
= fo(w) + . + fera(w)

Donc M, (Tw) > Si(Tw)

= f(w) + My (Tw) = Sy (w)
= f(w) > Sppa(w) — My (Tw), Vk e {l..n}

= flw) + My (Tw) = f(w) + Sp(Tw)
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Donc  f(w) Max{S;(w),S(w),....Sk(w)} — M, (Tw)

>
> My(w) — My(Tw)
Car sur {M,(w) > 0}

Max{0,51(w),Sa(w),...,Sk(w) }

= Fw)dP > / (M, (1) — M, (Tw))dP

My, >0 Mp>0

- / F(0) L0y dP > / (M (1) — My (Tw))Liag, 20y dP
Q Q

On a E[M,,] = E[M,0T]

) M(Tw)] 0

= / ))dP =0

(M, (w) — M, (Tw))dP + / (M, (w) — M, (Tw))dP = 0

{Mn>0} {Mn<0}

= (M, (w)dP — / M, (Tw))dP = 0
{M,>0} {M,=0}

Car on a M, > 0, Vn € N, donc [, (My(w) — My(Tw))dP = 0 et
Jirtoy Ma(w)dP = 0

= / Tw))dP:/ M, (Tw)dP
Mn>0} {M,=0}

_ / B /{ oy () = M (Tw)aP 2 0

= / f(w)dP >0
{M,, >0}

Car M, (Tw) > 0= f{ano} M,(Tw)dP >0 O
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Théoréme 5. Théoréme ergodique de Birkhoff
Soit T une transformation qui préserve la mesure P sur (€2,A,P),
feLL(QA). Si
fi(w) = f(T%0) = f(w)
fe(w) = fF(T* ')

Alors on a pour n — oo
1 < N
Eka%E[f/J]a P —ps.
k=1

Ou J: la tribu des événements invariants.
Remarque 3. 5i de plus T est ergodique alors on a

tim -3 i) = B[] ps
k=1

Démonstration. E[f/J] est une variable J-mesurable par définition de l'es-
pérence conditionnelle. Comme T est ergodique, d’aprés la proposition 4,
E[f/3] est p.s constante, donc

g

Remarque 4. Si T : Q — Q) est une transformation préservant la
mesure et ergodique, X la variable aléatoire définie par X =14 avec A € A,
X (w) = T(TFY(w)) et done

DY Kuw) = DL w))
k=1 k=1

est la fréquence des poids T* 1 (w) qui tombent dans A, les premiers n ins-
tants. Le théoreme ergodique de Birkhoff pour T ergodique assure que cette
fréquence

! E I4(T* Y (w)) — P[A] quand n — oo
n
k=1
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1.6. UNE APPLICATION A LA THEORIE DES NOMBRES:
(THEOREME DE BOREL):

Propsition 8. Soit T la transformation qui préserve P sur ’espace probabi-
lisé (2,A,P), soit X une variables aléatoires sur (Q,A). Si (X,), le processus
aléatoire défini par

Xo(w) = X(T" Hw)), avec T° =14

Alors (X,,)n est un processus stationnaire.
Définition 16. Dans (R,Br~), on appelle schift ou opérateur de translation,
Papplication S définie pour x = (1, xa,...) € R par

x+— S(z1, xa,...) = (T2, T3,...)

Propsition 9. Si (X,,), est un processus stationnaire, l'opérateur de trans-
lation S, préserve la mesure de probabilité P, c’est-a-dire la loi du processus
(Xn)n

Définition 17. Soit (2,,A4,P) un espace probabilisé, soit (X,,), un processus.
Le processus (X,,), est ergodique si la mesure P est invariante.

Théoréme 6. Soit X = (X,), un processus stationnaire. Si (X,), est
ergodique, alors on a

1 n
—E X, — E[X1] ps et dans L'
n

k=1

Démonstration. La démonstration est assez longue car elle nécessite de

A~

passez a I'espace de représentation du processus (X,,), i.e définir (X,,),. Une
bonne démonstration est dans [3] O

Conséquence:
Si (X,,)n est une suite de variables aléatoires independantes de méme loi dans
L' alors

1 n
=3 X, — E[X]
n k=1

qui est la loi des grands nombres.

1.6 Une application i la théorie des nombres:
(Théoréme de Borel):

Propsition 10. Pour tout réel x de |0,1] , la fréquence d’apparition du
chiffre 1 dans lécriture binaire de x est %
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Démonstration. La démonstration est faite dans Walters.P Soit 7'[0,1) —
[0,1) définie par: T'(x) = 2z[l] une transformation qui préserve la mesure
de Lebesgue et aussi ergodique. Supposons que x admette comme écriture
binaire unique 4 + 53 + ... Alors

p)

aj as Qs Aag

Posant f(x) = L1 4 Alors

1 st a1 =1
0 si ai+1:O

) = £+ 2 =

Ainsi le nombre de 1 parmi les n premier chiffres de ’écriture diadique
de x est

3
—_

F(T'(x)).

N
I
o

En appliquant le théoréme ergodique de Birkhoff, on obtient

n—1
1 i 1
hmﬁ E f(T"(x)) :/H[é,l[dp: 5 P
n=0
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(THEOREME DE BOREL):
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CHAPITRE 2. CHAINE DE MARKOV ET NOYAUX DE
TRANSITIONS

Chapitre 2

Chaine de Markov et noyaux de
transitions

2.1 Définitions et propriétés

Nous faisons une synthése sur les noyaux de transition et les chaines de
Markov a partir de (C'f[13])
Définition 1. Soit (E.E) un espace mesurable. Un noyau de transition sur
E est une application

N:Ex&—101]

tel que:
(1) Vx € E, Uapplication A — N(z,A): de € dans [0,1] est une mesure de
probabilité sur (E,£).
(2) VA € &, Uapplication © — N(x,A): de E dans [0,1] est une fonction
mesurable.
N(z,A) représente la probabilité de transition de x vers A
Propsition 1. 5i f : E — R est une fontion positive bornée et mesurable,
soit N le noyau de transition, alors N f de E dans R définie par la formule :

Nf(z) = /EN(JJ,dy)f(y) < N(2,). f> V2 €E

Alors N f est une fonction positive, bornée et mesurable .
Propsition 2. Siv est une mesure sur (E,E) et si on définit vN sur (E,E)
par:

VAe E,yN(A) = / v(de)N(z, A) =< v|N(.,A) >

E
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avec N le noyau de transition alors vN est aussi une mesure sur (E,E).

Démonstration. 1- A — vN(A) est une fonction mesurable sur £.
2- VN est o-additive. En effet

UN(UA) = / V(dz)N(z, U; Ay)

= ) /E v(dz)N(z, A;)

= Y vN(z, 4)
V(A;); € € disjoints.
3- vN # oo car UN(@) = [, v(de)N(z, @) =0 O
Propsition 3. La composition ou le produit de deuxr noyauxr N et M sur
(E,E), est défini par:

MN(x,A):/ M(z,dy)N(y,A) Vre E,VA€€&
yeE

est aussi un noyau de transition sur (E,E).
Démonstration. On montre que la composition de deux noyaux de transi-
tion N et M est un noyau de transition, ce qui revient a montrer que:
(1) Vz € E, lapplication A +— MN(z,A): de £ dans [0,1] est une mesure de
probabilité sur (E,£).
(2) YA € &, lapplication x — MN(z,A):de E dans [0,1] est une fonction
mesurable.
Si on pose f(z) = N(z,A) pour A fixé, alors d’aprés la proposition précé-
dente
VA € &, lapplication z —— MN(x,A) : de E dans [0, 1] est une fonction
mesurable.
On a aussi Vo € FE, lapplication A —— M(x,A) : de £ dans [0, 1] est une
mesure de probabilité sur (E.£).
Si on pose v = M (x,A) pour z fixé, alors d’aprés la proposition précédente,
Va € E, application A — MN(z,A) : de £ dans [0, 1] est une mesure de
probabilité sur (E,£).
Ce qui résulte que M N est un noyau de transition.

O

Remarque 1. La composition de deuxr noyaux de transition est une opéra-
tion associative.
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TRANSITIONS

Définition 2. Soit N et M deux noyauz, on dit que M est plus petit que
N et on écrit M < N si, pour toute fonction f bornée, positive et mesurable,
on a

Mf<Nf.

Définition 3. Soit N un noyau. Si N(x,A) < 1 pour tout x € E alors N
est appelé probabilité de transition ou un noyau submarkovien. Il est appelé
noyau markovien si N(x,A) =1 pour tout x € F

On notera N™ le noyau de transition obtenu en éffectuant n — 1 produits
de N avec lui méme.

Propsition 4. S5i N est un noyau de transition sur ’espace mesurable
(E, E), alors pour tout n > 1,

N""(z,A) = NN"(2,A) Vo€ E,VAcE

Et comme N et N™ sont deuzx noyaux de transitions et d’aprés la proposition
précédente on obtient

N (g, A) = / NN (5. 4).

On a aussi N°(y, A) est la mesure de Dirac au point y

Démonstration. (Par réccurence)
Pour n > 1, on montre que

N"H(m,A):/ N(z,dy)N"(y,A), VYxe E,VA€&. (1)
yelr

Pour n=1

NQ(ZE,A):N-N(ZB,A>:/ N(z,dy)N(y,A), Vxe E,VAe€E.
yeE

Par définition de composition de deux noyaux de transition, (1) est vérifiée
pour n = 1.
Pour n = 2

N}*=N.-N-N = N?.N
= N-N? (Par associativité)

D’aprés la proposition (3), N? est un noyau de transition sur (E, &)
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2.2. CHAINE DE MARKOV A ESPACE DES ETATS E
QUELCONQUE:

N-N2(:1:,A):/ N(z,dy)N*(y, A), Vz € E,YA€E.
yeE
Donc, (1) est vérifiée pour n = 2

. Hypothése de réccurence: on suppose que (1) est vérifiée pour n et
qu’elle reste vraie pour n + 1.

oil —_— )
N = N-N...-Nn-+1 fois
= N"-N

= N - N" (Par associativité)
N~N”:/ N(z,dy)N"(y,A), Vex e E,VAe€€.
yerR

Donc
N e d) = [ N@dN'(yA) Ve BvACE
yer

U

2.2 Chaine de Markov & espace des états E
quelconque:

Définition 4. Soient (E, £) un espace mesurable et p une mesure de pro-
babilité sur E, (X,), une suite de variables aléatoires 4 valeurs dans E est
une chaine de Markov d’espace des états E de loi initiale p = L(Xg) si pour
toute fonction f E-mesurable et bornée sur E

Vn > 0, E[f(Xn+1)’Xn, ey Xla Xo] = E[f(XnJrl)‘Xn] — p.S.

Cette définition peut étre reformulée en termes de probabilité condition-
nelle de la maniére suivante:

Définition 5. Soient (E,E) un espace mesurable et (X,,),>0 une suite de
variables aléatoires & valeurs dans E, de loi initiale p = L(Xy), On dit que
(Xn)n>o0 est une chaine de Markov d’espace des états E si:

VA€ E,¥n > 0,P[Xni1 € A| X, ... X1, Xo)] = P[Xns1 € A|X,] — p.s.
ie YA€&E Vn>0,P X1 €Alo(Xn, ... . X1,X0)] = P[Xn1 € Alo(X,)]—p-s.
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TRANSITIONS

Le présent du processus est déterminé par les événements de la tribu
engendrée par X,,, le passé est déterminé par les événements de
Fn = 0(Xo, ..., Xy_1) et le futur est déterminé par les événements de la
tribu engendrée par X, k > n + 1. Si la chaine de Markov ne dépend pas
de n alors la chaine de Markov est homogéne.
Remarque 2. La définition (4) est équivalente a la définition (5).
Démonstration.

= .
(Xn)n une chaine de Markov de loi initiale y, alors d’aprés La définition (4)
Vf une fonction £-mesurable et bornée sur E:

Vn > 07 E[f(Xn+1)|Xn7 sty X17 XO] - E[f(Xn+1)|Xn]
Nous avons VA € &, 4 mesurable et bornée, donc pour f =14, avec VA € £:
Ela(Xns1)|Xn, -, Xi, Xo] = E[la(Xpg1)| X0] Vn > 0.

i.e.Vn > 0P Xpi1 € A| Xp, ..., X1, Xo] = P[Xoi1 € A| X,] = p.s Vn > 0.

par définition de la probabilité conditionnelle.
=,
(X,)n une chaine de Markov de loi initiale y, alors d’aprés La définition (5)

VAEE Vn>0PXpi1 € A| X, ... . X1, Xo] = P[Xni1 € A| X,)] — pos.

i1.e EDIA<X7L+1)|X”, e, Xl, Xo] = E[]IA(Xn+1)|Xn] Vn > 0.

par définition de la probabilité conditionnelle.
Si f une fonction mesurable est bornée, alors f est une limite d’une suite
croissante de fonctions élémentaires (fi)x

k
avec fr = Z a;l4,, pour tout £ € N
i=1
D’otl «; est un nombre réel pour tout i = 1,... .k et Vi,A; € £.
Ona E[la,(Xpi1)| X0, -0 Xu, Xo] = E[la,(Xn11)|X5], Vi=1, ..., k Pour tout k de N
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QUELCONQUE:

D/OU OézE[]IAZ<Xn+1)‘Xn, Ca 7X17X0] = azE[]IAZ(XnJrl)‘Xn]

2'6 E[Oé]IA( n+1)|Xn7 e ,Xl,Xo} = E[QZHAI(Xn—&—l”Xn]
k

et ZE [illa, (X)) [ Xy -5 X1y Xo :ZE[aiﬂAi(XnJrl)‘Xn]
=1
Donc E[Zai]IAi(XnHﬂXn, X X = Za]IA )| Xon]
=1

Alors  lim E ZaHA 1) X1 X _kETOOEZaHA 1) | Xon]

e lm E[fi(Xo)[Xn, oo X Xo] = Tim E[f (X)) |1 Xa]
Par convergence monotone, on a
E[RETOO Je(Xn )| X, -0, X1, Xo] = E[kgliﬂoo Se(Xng1)| X, -, X1, Xo)

. On établit la validité du passage 4 la limite par la convergence monotone.
D’une part nous avons f;, € L', Vk (fi)r est une suite croissante vers f,
f est bornée, i.e IM tel que f(X) < M, VX. Comme f; croit vers f alors,
VEk, [ fi(Xni1)dP < [ f(Xpp)dP < M [, dP = M,

Donc par la convergence monotone, nous avons

i [ Ai(Xui)aP = [t fi(Xi0)aP

D’autre part, nous avons E[f.(X,+1)|X,] € LY, VE (B[fr(Xns1)|Xn])r est
une suite croissante, donc IM tel que VA € o(X,,)

/ E[fe(Xpi1)| Xp]dP = /Afk(XnH)dP par définition de I'espérance conditionnelle
< /Af<Xn+1)dP Par hypothése, fi croit vers f
< M/AdP:M-P(A)gM-l:M

Donc, par convergence monotone nous avons

i [ BRG] = [ B0
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TRANSITIONS

On a alors pour tout k et pour tout A € o(X,,)

[ iAWY =t [ B

= / lilgn frx(Xpy1)dP  par définition de 'espérance conditionnelle
A

— tim [ fi(X)dP
ko Ja

= / E[liin fr(Xni1)| Xn]dP  par définition de 'espérance conditionnelle
A

Par unicité présque siire de 'espérance conditionnelle, nous avons

Eflim fi(Xo11)[Xa] = Em E[fi (X 41)] Xn]

D’une maniére analogue, on peut montrer que

E[h]ﬁn fk(Xn+1)|X07 s 7Xn} = h]IgnE[fk<Xn+1>|X07 s 7Xn]

Par conséquent

E[f (Xnt1)|Xo, -+, Xn] = E[f (Xont1)[ Xa]

g

Propsition 5. Si (X,,), une chaine de Markov sur l’espace mesurable (E,E),
de noyau de transition N et de loi initiale p, alors N"(xz, A) s’interpréte
comme la probabilité de l’événement {X, 1 € A} conditionnelle a {X, = =}
1.e.

N'(z,A) = P[X,11 € Al X,, =]

Si N(x,A) ne dépend pas de n , on dit que la chaine de Markov est a
probabilités de transitions stationnaires.

Remarque 3. Une généralisation utile est la relation de Chapman-Kolmogorov:
VneN,0<m<n,Vre E,VAc&

N™(z,A) = /GE N™(z,dy)N""™(y, A).
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2.2. CHAINE DE MARKOV A ESPACE DES ETATS E
QUELCONQUE:

Interprétation:
Pour que la chaine de Markov atteigne I’événement A en n étapes, partant
de z, la chaine doit nécessairement passer par une valeur y en m étapes, puis
on suppose comme si la chaine commence de y , pour atteindre A en n —m
étapes.

Propsition 6. Soit N le noyau de transition sur l’espace mesurable (E, &)

associé a la chaine de Markov (X,,)n>0, f est une fonction positive et mesu-
rable alors on aVxr € E,VA € &

N A)f(e) = [ )N dy) = EAFX,)

Propsition 7. Soit N un noyau de transition sur ’espace mesurable (E, &)
associé a la chaine de Markov homogéne (X,,)n>0, alors si f positive, bornée
et mesurable et F,, = o(Xo, ... , X,) Pour deuz entiers m,n tel que m <n

E[f(Xm)|]:n] = N"""f(Xm) —p-s.

Propsition 8. Soient (E,E) un espace mesurable, (X,), une chaine de
Markov sur (E.E), de noyau de transition N et de loi initiale L(Xy) = ,
alors VAo, Ay, ..., A, €E

P[Xn € AnaXn—l € An—la -"7X0 € AO] =

/ / s N”fl(An,xn,l)N"d(dxn,l,xn,g) .. .Nl(dl'l,l’o)ﬂ'dxo.
Apn_1 JAn 2 Ao

Définition 6. Soit (X,,), une chaine de Markov sur R, de noyau de transi-
tion N. Pour n un entier, soit F,, = 0(Xo, X1,..., X,). Un temps d’arrét ou
temps optionnel ou temps markovien T est une variable aléatoire a valeurs
dans N, tel que Vn, {T <n} € F, si,

Fr={AcA Vn An{r <n}} € F,

alors F. est une tribu dite tribu des événements antérieurs a T.
Propsition 9. Propriété de Markov forte:

Awvec les notation ci-dessus, soit (X,,), une chaine de Markov sur R de noyau
de transition N et T un temps d’arrét relativement & (F,,),. Pour B € Bg,

P((X,, Xr41,..) € B/F.]=P[(Xo, X1,...) € B/X,].
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Définition 7. Une mesure m sur l’espace mesurable (E, E) est une mesure
stationnaire pour la chaine de Markov (X,,), de noyau de transition N, si

VAe & m(A) = /EN(A, x)m(dz).

Cette définition signifie que si 7 est la loi de Xy, c’est aussi la loi de X .
Remarquons que si cela est le cas alors 7 est la loi de X,, Vn.

Propsition 10. Si 7w est une mesure stationnaire pour la chaine de Markov
(Xn)n de noyau de transition N , alors m vérifie

VAe & m(A) = / N"(z, A)m(dz), Vn.
E
Démonstration. Soit 7 la loi initiale de la chaine de Markov (X,,),
T(A) — / r(dw)N (w, A)

E

— [ rdn)N G dw)V (w2
EJE

= / W(dl’)/ N(z,dw)N(w, A)
E E

_ / (dz) N (z, A)
E

= / m(dz)N"(x,A) = P(X, € A) pourn>0,Ac&
E

=Vn , VA€ :PX,€A=n(A), O

Donc d’aprés les deux dérniéres propositions on a N"(z, A) = N(z, A) ce
qui signifie que la chaine de Markov est de probabilité de transition station-
naire.

Définition 8. Soit (E,E) un espace mesurable Une chaine de Markov d’es-
pace des états E, de noyau de transition N vérifie la condition d’équilibre
(detailed balance condition) s’il existe une fonction m tel que

N(y,z)n(y) = N(z,y)m(z), Va,y € E.

Propsition 11. Si la chaine de Markov vérifie la condition d’équilibre alors
m est une loi stationnaire.
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2.3. EXEMPLE DE CHAINE DE MARKOV: LA MARCHE
ALEATOIRE SUR R

Démonstration.

/Eﬂ(y)N(y,B)dy = /EW(yM/BN(y,x)dw]dy

= /E/BW(y)N(y,w)dwdy

_ [E /B (2)N (2, y)dz dy

= [ =@l [ Mgy las
)dx

:/B(

= m(B)

™
™

O

Théoréme 1. Théoréme de Fubini:

Soient (Q1,A1,11), (Qa,Az,p2) deux espaces mesurés, jy et ps o—finies.
On note p = py @ e sur (2 x Qo A1 Q As).
Soit f une fonction mesurables positives ou integrable définie sur

(1 x Q9,41 @ As), alors on a

/ Jdp = / [ fay)duldm
Q1 %09 Q1 Qo2
- / [ fewdmldu
Qo JOq

2.3 Exemple de chaine de Markov: La marche
aléatoire sur R

Soit (Y,), une suite de variables aléatoires & valeurs dans R indepen-
dantes et de méme loi p. Si X est une variable aléatoire & valeurs dans R
indépendante des Y,,, soit (X, ), la suite de variablers aléatoires définie par

Xoet Vn >0, X, =) Vi

k=1
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Avec ces données, nous avons

Propsition 12. Le processus (X,), est une chaine de Markov sur R, de
noyau de transition N défini pour tout x € R et A € Bg par

N(A,z) = p(A—x)

Ouw(A—z)={yeR, tel quil 3z€ A tel que y==z—x}.
Démonstration. Nous avons:

VA€ R, Vn, P[X,11 € Al X, Xpo1, ..., Xo| = P[ X1 € A X,

En effet, par définition de la probabilité conditionnelle,

VA, An1, .., Ao, P[Xo1 € A|X,, X1, ..., X0
vérifie
PIXo €A X, € Ay, ... Xo € Ay = / P[Xoir € A| X, ..., XoJdP
{XneAn7 ceey XOGAO}
_ / ElLa(Xnit)| X, ... ) XoldP
{XvneAn7 ey X()EA()}
= / I4(Xpg1)dP
{XnEAn, e XUGA()}
= / IA(Yysr + X,)dP
{XneAn7 ceey XOEAO}

= / /]IA(I +y) P[X, € dv, Yopy € dy]
{Xn€An, ..., X0€EAQ} JR

Par indépendance de Y, .1 et X, et on posons que
{XnGAn, ,X()EA()}:B

/ / Loz +y) P[X, € dz, Y1 € dy] = / / La(z + ) plXn € dz ] P[Ypps € dy]
B JR B JR

En appliquant le théoréme de Fubini

/B/R]IA(Q: +y) p[X, €dx ] P[Y,11 €dy] = /BP[Xn € dx] / Ia(z +y)P[Yni1 € dy]

R
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Si = L(Y,) et en posant

/BP[Xn € da] /R]IA(I )PV €dy] = | PIX, € dz] / Li(z + ) 1 (dy)

R

P[X, € dz | /R La—a(y) p (dy)

PX,edz]|p(A—x)

PlY,1 € A—x ] P[X, € dx]

|
——

= / P[Ym-l € A— Xn]Pd(x)

Soit. ¢(Xp, Xp-1, ..., Xp) une fonction mesurable de R dans [0, 1]. Si
(X, Xo—1, .., Xo) =Pl Xp1 €A X, ..., Xo]
Alors par unicité de la probabilité conditionnelle on a
(X, Xn—1, ., Xo) = p (A= X,)-ps.
Donc
PX,1 € Al X, Xo1, ..., Xo] =P[Xy11 € Al X, ]

qui est la propriété de Markov donc (X,,), est bien une chaine de Markov
sur R.

. Pour caractériser (X, ),, on a besoin de préciser le noyau de transition
associé N qu’on définit par:

N(A,z) = PX,n€A|X,=1z]
= P[Yn+1€A—ZC]
= p(A-2)

En effet le calcul fait ci-dessus montre que le noyau de transition N de la
chaine de Markov (X,,),, sur R est défini par z € R et A € Br par
N(A,z) =p (A —ux).
Avec (A—x)={yeR, tel quil Iz€ A tel que y=z—x}.
U
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CHAPITRE 3. THEOREME ERGODIQUE POUR LES CHAINES
DE MARKOV ITERATIVES

Chapitre 3

Théoréme ergodique pour les
chaines de Markov 1tératives

3.1 Chaines de Markov itératives

Nous donnons ci-dessous quelques définitions et caractérisations des chaines
de Markov itératives.

Soit (E,€) un espace mesurable, f(z,y) une fonction a valeurs dans E est
définie sur F x E. Nous considerons (Y},), une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées a valeurs dans E de loi et X
une variable aléatoire & valeurs dans E indépendante des Y,,. Considérons le
processus (X7), défini pour x € F par

Xy = et pour tout n>0, X, = fy,,, 00 fy ()

Nous montrons ci-dessous que ce processus itératif est une chaine de Markov.

Propsition 1. Avec les notations ci-dessus, si i est la loi des Y,, alors
(Xn)n est une chaine de Markov de noyau de transition défini pour x € E et
Aeé&, par

N<x7A) = /“L{fyl (I) < A}

Démonstration.

La démonstration est basée sur les formules données par Diaconis et Freed-
man dans [4] et le calcul éffectué par Arezki dans [1]. Nous reprenons ce
calcul.
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3.1. CHAINES DE MARKOV ITERATIVES

Par définition de la probabilité conditionnelle VA € £, P[X,,11 € A| X,,] est
I'unique variable aléatoire o(X,,)-mesurable qui vérifie:

VB €& PlX, €A X, €B|= / P[Xp41 € A| X,]dP
{XneB}

Cette variable aléatoire étant o(X,,)-mesurable, il existe une fonction
¢ : E— [0, 1] mesurable tel que

PlXnp € Al Xa] = o(Xy).

Donc, avec cette notation, pour A et B € B:

Py AX, Bl = [ p(X,)dp

{Xn€B}

- / E[Ly(Xs1) | X, ]dP
{XneB}

- / Tu(Xp i1 )dP
{Xn€B}

= / ]I{Xn+1EA}(w>dP
{Xn€B}

= / Ly, (xneay(w)dP
{XneB}

= //H{fy(z)eA}P[XndeaYn—i-lGdy]
EJB

Par indépendance de Y, 1 et X,,, nous avons

/ / ]I{fy(x)eA}P[Xn edr, Y, €dy] = / / ]I{fy(x)eA}P[Xn € dx] - P[Y,1 € dy]
EJB EJB
En appliquant le théoréme de Fubini, nous aurons:
/ / Ls,@en P[Xn € da] - P[Yop € dy] = / / Lis,(meay P Xy € dolp(dy)
EJB EJB
= / P[X, € du] / Ly, @eayp(dy)
B E

_ / PIX, € dalu{y, ,(z) € A}
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Par unicité de ¢
P(z, A) = iy, f,(x) € A}, ze€ E, AeBg

Il reste & montrer que X7 vérifie la propriété de Markov i.e.

VB € Bg, Vn, [X,11 € B|X,, Xo-1, ..., Xo] = P[X,41 € B|X,)]
Calculons P[X, 41 € A|X,, ..., X
Par définition de la probabilité conditionnelle P[X,, 1, € B|X,,, X,_1, ..., Xo|
est l'unique variable aléatoire o[X,, X,_1..., Xo| mesurable qui vérifie
VA, Av_1,, ..., Ay € Bg.
PX, .1 €B, X, €A, ..., Xo€ A = / P[X,1 € B| X, Xo—1, ...
{XneAru ceey XOEAO}
-/ Bl (X)X Xor, -
{XneAn, ceey XOGAO}
- / T5(Xi1)dP
{XneAn7 ceey XOGAO}
= / Lty ., (xwepy(w)dP
{XneAru ey X()EA()}
- / N(B, X,,)dP
{XnEAn, e XoGAo}
Donc si (X, X1, ..., Xo) est une fonction mesurable dans R tel que
¢(Xn7 Xn—17 R XO) = P[Xn+1 € B|Xn7 Xn—17 teey XO]
Alors
(X, Xno1s -.. , Xo) = N(B, X,) p-s

Par unicité de la probabilité conditionnelle

P[Xps1 € Bl Xy, Xp_1,. .., Xo] = P[Xp41 € B|X,).
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3.2. SOMMES DE BIRKHOFF POUR LES CHAINES DE MARKOV
ITERATIVES:

3.2 Sommes de Birkhoff pour les chaines de
Markov itératives:

Définition 1. Un espace métrique est un couple (S, p) constitué d’un espace
d’éléments (points) S et d’une distance(métrique) p. Il est dit séparable si
dans S il existe un ensemble dénombrable et partout dense.

Définition 2. Soit (E, p) un espace métrique , Yy € E, f,: E — E, et dite
une fonction lipschitizienne de rapport K, si:

Ve, o' € B, p(f,(2), f,(2") < Kyp(z,2').

Soit (S, p) un espace métrique séparable complet et Bg la tribu Borélienne
de S. Soit I' un enssemble de fonctions continues de S dans S. Soit C la tribu
engendrée par I tel que la fonction (v, ) — (x) est une fonction mesurable
sur (I'x S, C Q) Bs). Soit alors P une mesure de probabilité sur (I',C). Nous
avons alors la proposition suivante:

Propsition 2. Dans un espace probabilisé (Q,F,Q), soit (I',), une suite
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de lot P et
Xo une variable aléatoire dans S independante de T'y,. Soit (X,,), le processus
défini par

X =1 Xp,.., X, =1, X, 1=1,---T1 Xy

Alors (X,,)n est une chaine de Markov, de probabilité de transition N(x, B)
donné par

N(z,B)=P[{yel:v(x)e B} VxeS, VBe€DB;s

Démonstration. La démonstration découle de la proposition précédente;
Le calcul est fait a partir de Diaconis dans[4]. OJ

Notons que I',, --- I'1 x a la méme distribution que I'y --- I, x.
Soit "™ = T' x --- x I' , et P™ la probabilité produit sur (I',C™), et I'™
I’essemble de toutes les combinaisons de 7, --- vy avec v, € ', 1 <i < m et

C™ = {B € By tel que (Y ---m1) "t € C™}
et P(™) la probabilité induite.

Notations: Soit Xy € S, mg un entier positif et G une fonction positive
définie par G: T — R tel que
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(A1) Vy € T : p(yz, yy) < G(y)p(z,y) Yo,y € S
(A2) A= ]E[G(F(mo)...l“l)] <1

(A3) Pour tout r > 0, sup,, E[p(X.(z),z0)] <0 n=1,..,m

z,20)<T
Le résultat ci-dessous précise des conditions pour que le systéme itératif
(X,,)n admette une loi stationaire. Nous devons signaler que ces conditions
ont été largement approffondies dans [4]. Nous nous en limitons car elles sont
sufisantes pour 1’étude des sommes de Birkhoff.
Théoréme 1. On suppose pour tout xy dans S et mqy un entier naturel et
G une fonction positive, mesurable sur T de plus (A1) et (A3) sont
verifiés. Alors il eriste une mesure de probabilité invariante et unique w(dy)
donc pour N(z,dy) et N"(z,dy) convergent faiblement vers m(dy), pour tout
xeSs.
Théoréme 2. Avec les hypothéses du théoréme ci-dessus et si w est 'unique
probabilité invariante, alors:

n—1

%Zf(XZ) — /fdw D.S

i=1

Pour toute fonction Lipschitizienne .

Rappelons qu’un processus (By);>¢ est un mouvement Brownien s'il vérifie
les conditions de la définition suivante. Pour un peu plus de précisions, voir
un exemple de construction dans Annexe, que nous avons adapté a partir du
mémoire de Magister de LADJIMI (Cf.[7]).

Définition 3. Un processus aléatoire (By);>0 est un processus de Wiener ou
mouvement Brownien si
(1) les accroissements By s — Bs sont stationnaires et

L(Biys — Bs) = N(0, %)

(2) SiV 0 <<ty <ty<---<t, alors les accroissements sont independants
c’est-a-dire les By, — By, sont sont indépendants;
(3) B(0) =0, B, est continu en 0.

Supposons que les notations de théoréme 1 sont vérifiées et 7 est 'unique
mesure de probabilité invariante pour N (z, dy).
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Soit T I'opérateur de transition dans L?(S,7) défini tel que
/f (z,dy), f€L*Sn)

Alors (T"f /f YN"(x,dy)
Pour f € L2(S,r), soit f = [ fdm, et pour tout entier n soit (Y, (t)); le

processus défini par

[nt
7 Z +(t— M)(]‘"(X[mng) — f) pour tout t>0.

Pour f € L%(S,7) fixé, nous avons le résultat principal est que Y,,(.) converge
en loi vers un mouvement Brownien, c’est-a-dire

Y, — B; en loi.

Théoréme 3. Siles conditions du théoréme 1 sont vérifiées, avec les mémes
notations, nous GUONS:

(1) Si la distribution initial de Xo est w, alors pour toute fonction Lipchiti-
zienne on a la convergence de Y; vers B;.

(2) Si, en outre [ p*(x,x0)dm < 0o, alors pour toute fonction Lipchitizienne
on a la convergence de Y; vers B;.

(3) Les convergences dans (1) et (2) sont vérifié sans utiliser la distribution
initial.
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Conclusion

Dans cette étude, nous avons essayé de donner une synthése sur le théo-
réeme ergodique et son application aux chaines de Markov itératives. Les élé-
ments pour assoir ’appareillage théorique sont assez élaborés et variés. Nous
avons essayé d’aller vers I'essentiel, dans le cadre de ce mémoire de Master.
Ce qui a retenu notre attention c’est surtout I'approximation donnée par
Oesook Lee d’une chaine de Markov itérative par un processus convergeant
faiblement vers un mouvement brownien. Il est & noter que cettte approxima-
tion est valide sous ’hypothése que les fonctions aléatoires considérées sont
lipschitziennes. Peut étre peut-on affaiblir cette hypothése? Cela constitue
une premieére direction de travail. D’autres approximations sont a explorer
pour les sommes de Birkhoff en liaison, en particulier, avec les travaux de
Diaconis et Mirek. Ce qui fournit une deuxiéme direction de travail. Tl est
a signaler que beaucoup de travaux dans la litérature sont consacrés aux
chaines de Markov itératives. Cela s’explique sans doute par les nombreuses
applications de ce modéle.
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Annexe: Marches Aléatoires et
Mouvement Brownien

Considérons une particule qui se déplace sur 'axe 7Z, partant de 0 a I'ins-
tant 0, en effectuant a chaque unité de temps un saut d’une unité de longeur
vers la droite ou vers la gauche avec la méme probabilité. Soit Y, le saut
effectué a l'instant n. Avec ces hypothéses nous avons Y,, = £1. Nous sup-
posons de plus que les Y,, sont des variables aléatoires indépendantes et de
méme loi. Soit X, la position de la particule a I'instant n. Nous avons

VTL > 0, Xn - Xn—l + Yn
avec Xg = 0. (X,,),, est la marche aléatoire symétrique sur Z.
Si on note P,(x) = P[X, = x| Xy = 0], nous avons

P,(x)=Cy on avec Cr=0 si k€Z

Les P, satisfont alors a ’equation aux différences:

1 1
Poii(x) = iPn(a: -1+ §Pn($ +1),

avec les conditions aux limites

0 sixz#0
PO(“:):{1 siaviO

Supposons maintenant que la marche soit accélérée en prenant des sauts
de plus en plus petits, dans des intervalles de temps de plus en plus petits.
Y a t’il un processus limite, obtenu en faisant tendre vers 0 la longeur des
sauts et l'intervalle de temps?
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De fagon précise, supposons que la particule se deplace d’une longeur Ax a
droite ou a gauche avec la méme probabilité a chacun des instants 0,At,2A¢...
Notons S; sa position a 'instant ¢ > 0 avec ’hypothése que Sp = 0. On a
alors

Sy :X1+X2+...+X[é},

ou (X,) est une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi
définies par
X, = Az

avec

t

P(X, = Av) = P(X, = =A2) = 1/2 pour n=12,..[ ]

Nous avons E(X,,) = 0 et E(X,)? = Az? d’ou

t

E(S;) =0 et Var(S;) = [At

J(Az)?.
Il s’agit maintenant de passer a la limite, en faisant tendre Az et At vers 0,
de sorte que le processus limite ne soit pas trivial. Si, par exemple, on prend
Az = At et on fait tendre At vers 0, on obtient E(S;) = 0 et Var(S;) — 0.
Le processus (S;)¢>o serait alors presque sirement nul.

Faisant tendre Ax et At vers 0, en imposant la condition

(Az)*

2D
At

ol D est une constante appelée coefficient de diffusion, Einstein a montré
que D = %.

N represente le nombre d’Avogadro, T la temperature, R la constante des
gaz parfaits et f le coefficient de friction. Avec cette condition, 'equation

aux differences devient:

1 1
Pt—i—At(x) = Ept(ﬂf — Afl?) + §Pt(l' + A.I)

(Piiac(z) — Py(x)) y At 1 Pz — Ax) — PJ(x) + Py(z + Az) — Py(z)
Y aP "2 &P -
(1)
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DE MARKOV ITERATIVES

Quand (At,Az) — (0,0) Pequation (1) devient equation dite de Fokker-
Planck,

1oP 0°P

Dot

Avec les conditions aux limites I'equation (2) devient:

(2)

o> pY¥L —, (t,x) €10, + oo[xR
(E)
P(0,x) = Py(x) = 0,(0), z eR.

C’est une equation du type de I'equation de la chaleur ou equation de diffu-
sion. Pour plus de détail, on confére |?].

La résolution de I'equation (E) consiste a chercher une fonction P(t,x)
de classe C'!' par rapport a t et de classe C? par rapport a x, pour (t,x) €
]0; +00[xR .

P(0,x) = Py(x) signifie que lin% P(t,x) = Py(x)

On suppose que

+oo too Hp too 92 p
/ |P(t,x)|dx < o0, / |%—t(t,m)\dx < oo et / %Tt(t,x)]dm < 00

oo —0o0
de sorte que les fonctions

r+— P(tx), ©+— —

ont pour chaque t une transformée de Fourier par rapport & la variable x.

Nous désignerons la transformée de Fourier de z — P(t,x) par

~

FIP|(t,k) = P(t,k) = / P(t,x)e” " dx

On suppose de plus que pour tout ¢t > 0, on a

e 8P —ikx _ a —ikx
/_Oo E(t,x)e dx = 5 </R P(t,x)e dx)
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En appliquant la transformée de fourier a I'equation (2), on obtient, pour
tout £ € R:

A5t = o[ -or[32]us

+o0 +oo 2
_ / %]; (ta)e ™ dz — D / oP (e e

o0

- 2(/ P(t,x)e_ik””dx) +Dk2/P(t,x)e_ikxdx

~

- %—];(t,k) + DE*P(t k).

/ or —(t,x)e *dy = (ik)2F[P](t.k)
0% - m

Ainsi, Pour tout k& € R, P est solution de I’équation différentielle par rapport
au temps t suivante:

—0o0

op
— DkZP 0.
ar "

Par ailleurs P(0,k) = (k:) d’ott
P(t,k) = Py(k)e P**,
On sait que pour tout ¢t > 0 fixé,

1
VAr Dt exp(4Dt )

) est applée noyau de Gauss

e P = FIG|(tK). avee Glat) =

Pour t > 0 La fonction G : x +—— \/ﬁ exp(wt
ou noyau de la chaleur.
La fonction k — Py(k)e Pt est dans L'(R) , donc

P(t,k) = F[Py = G)(t,k).

Comme F est injective sur L!(R) alors,
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si & 'instant ¢t = 0 la particule est on x = 0, alors Py(x) = 6,(0) et la solution
de (E) est:
1 o2

VarDi ¢
Remarquons que le méme résultat peut étre obtenu en appliquant le théo-
réme de la limite centrale. En effet: Quand (At,Az) — (0,0), E(S;) =0 et
Var(S;) — 2Dt, donc
St
V2Dt

puisque S(t) est la somme de variables aléatoire indépendantes, et de méme
loi. Ce qui ce traduit par la relation

Sy 1 /"‘ a2
P|l—— = —— 2 dr,
[\/2Dt < a} \ 2T _Ooe v

P(tx) =

tend vers la loi normale A(0,1)

ce qui donne

I L
P[St<ﬁ]:\/ﬁ/ e 1D dz.

Si par exemple , en prend Az = VAt et At — 0, alors D = %, d’out
1
E(S;) =0,Var(S;) — t, et P(t,x) = e 2,
( t) ( t) ( ) \/%

On obtient un processus limite (S;);~o admettant les propriétés suivantes:
1. Pour t > 0 fixé, la variable aléatoire S, suit la loi N'(0,v/1)

2. Le processus (S5;);>0 est a accroissements indépendants.
En effet ce resultat est du au fait que dans la marche aléatoire, les sauts
ayant lieu dans des intervalles de temps disjoints sont indépendants.

3. Le processus (S;)>0 est & accroissements stationnaires.
Cette propriété résulte du fait que dans la marche aléatoire le chan-
gement de position dans un intervalle de temps ne dépend que de la
longueur de cet intervalle.

Le Processus obtenu est le Mouvement Brownien standard.
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