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Introduction

Nous nous intéréssons aux applications du théorème ergodique aux chaînes
de Markov itératives. Une chaîne de Markov itérative est la donnée d'un es-
pace mesurable (E,E), d'une suite (Yn)n de variables aléatoires independantes
identiquement distribuées (i.i.d) à valeurs dans E, d'une fonction ou procé-
dure x 7→ fy(x) de E dans E, pour y ∈ E �xé et d'un processus (chaîne de
Markov) (Xx

n)n dé�ni par Xx
0 = x avec x ∈ E , et pour n > 0 ,

Xx
n = fYn ◦ · · · ◦ fY1(x)

i.e. Xx
n = fYn ◦Xx

n−1 (1)

L'étude des chaînes de Markov itératives du type (Xx
n)n est assez intense

ces dernières années. De nombreux travaux y sont consacrés: Mirek [11], Dia-
conis et Freedman [4], O.Lee [8],[9]... Cela s'explique par leurs applications à
l'étude de nombreux phénomènes et leur utilisation dans d'autres branches
des mathémathiques appliquées en particulier les systèmes dynamiques, la
simulation exacte,...

Partant du fait que si X est une variable aléatoire et T une transformation
qui préserve la mesure P , on peut considérer le processus (Xn)n dé�ni par

Xn = T n−1oX (2)

Les sommes de Birkho� associées sont les variables aléatoires
1

n

n∑
k=1

Xk.

Si on considère la chaîne de Markov itérative (1), par analogie on peut consi-
dérer les sommes de Birkho� associées

1

n

n∑
k=1

Xx
n .
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Le processus (Xx
n)n est l'analogue du processus (Xn)n. Nous avons, pour

les processus stationnaires, dans des conditions raisonables, le théorème er-
godique de Birkho� et ses di�erentes variantes dont la loi forte des grands
nombres est un cas particulier. Nous voulons savoir si des propriétés simi-
laires, dans des conditions appropriées, ont lieu pour des chaînes de Markov
itératives.

Une autre motivation pour l'application du théorème ergodique aux chaînes
de Markov itératives est que le théorème ergodique s'applique aussi aux
chaînes de Markov à probabilités de transition stationnaires et admettant
une mesure stationnaire. Dans le cas dénombrable, si (πx)x est la loi station-
naire, nous connaissons la formule élémentaire

1

n

n∑
1

p(k)
xy → πy

qui est le théorème ergodique dans ce cas.

Notre problème est de voir dans quelles conditions on a des résultats si-
milaires pour les chaînes de Markov itératives. Les problèmes liés à l'étude
de ces chaînes de Markov sont de plusieurs types:
1. Conditions pour l'existance et l'unicité d'une loi stationnaire;
2. Etude de la récurence;
3. Existance d'une limite (prèsque sûrement, en probabilité, en loi ou dans
un sens );
4. En�n l'étude des processus d'itération à droite qui présente un intérêt en
particulier pour leurs applications aux algorithmes de simulation exacte (al-
gorithmes de Propp-Wilson).

Nous nous limitons à l'étude des sommes de Birkho� associées, pour
les chaîne de Markov itératives qui admettent une loi stationnaire. Dans le
premier chapitre nous faisons le point sur les théorèmes ergodiques. Dans
le deuxième chapitre nous synthétisons quelques propriétés des chaînes de
Markov et des noyaux de transition. En�n dans le troisième chapitre, nous
introduisons les chaînes itératives et l'application du théorème ergodique à
ce type de chaînes de Markov.
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CHAPITRE 1. ELÉMENTS SUR LE THÉORÈME ERGODIQUE

Chapitre 1

Eléments sur le théorème

ergodique

Les théorèmes ergodiques de Birkho� et de Von Neumann sont les pre-
miers résultats importants à avoir été démontré en théorie ergodique. Nous
�xons ci-après la terminologie et donnons les dé�nitions et propriétés des
sommes de Birkho�.Cf [3]

1.1 Processus stationnaire

L'espace (R∞,BR∞) :
Si T est un ensemble non vide, un processus aléatoire est une famille (Xt)t∈T

de variables aléatoires dé�nies sur le même espace probabilisé (Ω,A,P ), à va-
leurs dans un espace mesurable (E,E), qui peut être par exemple (Rn,BRn),
auquel cas on dira que c'est un processus vectoriel. Si E = R (respectivement
E = C), on dira que c'est un processus réel (respectivement complexe). En
général T = R+. Souvent T = N ou T = Z. Le paramétre t est en général
interprété comme le temps discrêt ou non. On parlera alors de processus à
temps discrêt ou continu.
On considère l'ensemble RN , des suites de nombres réels, noté encore R∞,
i.e. R∞ = {x = (xn)n i.e. x : N −→ R, x(n) = xn ∈ R}. On dit que R est
un rectangle si R est de la forme R = I1 × I2 × · · · × In, où les Ik sont des
intervalles de R. Si R est l'ensemble de tous les rectangles, soit B∞, la tribu
engendrée par R.

9



1.1. PROCESSUS STATIONNAIRE

Dé�nition 1. Soit X = (Xn)n un processus aléatoire à valeurs dans R,
alors

∀B ∈ B∞, {X ∈ B} ∈ A.

Construction de P̂ :

Si X = (X1, X2,..., Xn,...) est un processus aléatoire dé�ni sur (Ω,A,P ),
pour B de la forme B = B1 ×B2 × ...×Bn avec Bk ∈ BR, on peut dé�nir P̂
sur BRn , on posant

P̂ [B] = P [X1 ∈ B1, X2 ∈ B2,..., Xn ∈ Bn]

(B est appelé ensemble cylindriques). P̂ est une loi sur (Rn,BRn) la loi �ni
dimensionnelle du processus (Xn)n c'est la loi dé�nie sur les rectangles qui
étendue aux ensembles cylindriques. l'extention de P̂ à (R∞,B∞) est par
dé�nition la loi du processus (Xn)n.
Théorème 1. Avec les notations ci-dessus, il existe une seule mesure de
probabilité P̂ restreinte à BRn, véri�e pour tout ensemble cylindrique B

P̂ [B] = P [X ∈ B] = P [X1 ∈ B1, X2 ∈ B2,..., Xn ∈ Bn]

Dé�nition 2. Soit (Xn)n un processus aléatoire. On dit que (Xn)n est un
processus stationnaire si ∀k ∈ N, ∀B ∈ B∞

P [(X1, X2, Xn,...) ∈ B] = P [(Xk+1, Xk+2, Xk+n,...) ∈ B]

Propsition 1. Soit (Xn)n un processus aléatoite et ϕ : R∞ −→ R une
application mesurable. Si (Yk)k est le processus dé�ni par

∀k ≥ 1, Yk = ϕ(Xk, Xk+1,...)

alors (Yk)k est un processus stationnaire.
Remarques:
1. La dé�nition de la stationnarité d'un processus exprime que la loi du

processus est invariante par translation dans le temps, si l'indice du
processus est interprété comme le temps.

2. Il résulte immédiatement de cette dé�nition que si (Xn)n un processus
aléatoire stationnaire, alors les variables aléatoires Xn ont la même loi.

3. Le plus simple processus stationnaire est le processus (Xn)n formé par
une suite (Xn)n de variables aléatoires indépendantes et de même loi.

10



CHAPITRE 1. ELÉMENTS SUR LE THÉORÈME ERGODIQUE

1.2 Dé�nitions et propriétés:

Dé�nition 3. Dans un espace probabilisé (Ω,A,P ) une transformation T
est une transformation mesurable si, T : Ω −→ Ω

T−1A = {w, Tw ∈ A} ∈ A, ∀A ∈ A

Dé�nition 4. Transformation préservant une mesure
Soit (Ω,A,P ) un espace probabilisé, T : Ω −→ Ω , T est une transformation
mesurable elle est dite transformation préservant la mesure P si:

∀A ∈ A, P [T−1A] = P [A].

Dé�nition 5. Tribu des événement invariants:
Soit T la transformation qui préserve P et A un événement dans A. On dit
que A est un événement invariant si T−1A = A

Propsition 2. Soit I l'ensemble des événements invariants par rapport à
T . Alors I est dite tribu des événement invariants.
Démonstration. Si I = ∅ il a rien à démontrer.
Si I 6= ∅ on a alors ∅ et Ω ∈ I

1. De plus
∀A ∈ I,(T−1A)c = Ac = T−1Ac

T−1Ac = Ac ⇒ Ac ∈ I;

2. Si (An) est une suite d'événements invariants on a alors T−1An = An

et
T−1(

⋃
n

An) =
⋃
n

(T−1An) =
⋃
n

(An)

⇒
⋃
n

An ∈ I.

I est stable par passage de complémentaire et par réunion dénombrable. Donc
c'est une tribu. �

Dé�nition 6. Soit T une transformation préservant la mesure P .
T sera dite transformation ergodique si

∀A ∈ I , P [A] = 0 ou 1.
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1.2. DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS:

Dé�nition 7. (fonction invariante:)
Soit T une transformation préservant la mesure P , f une fonction mesurable
sur l'espace probabilisé (Ω,A,P ) , f : Ω −→ R, f est dite invariante si :

∀w,f(w) = foT (w).

Propsition 3. f une fonction invariante ⇔ f est I-mesurable i.e f ∈ I

Démonstration. Soit f une fonction invariante, montrons que f ∈ I c'est-
à-dire {f < a} ∈ I, ∀a ∈ R On a

f−1(]−∞,a]) = {w,f(w) ≤ a}
= {w,foT (w) ≤ a}
= (foT )−1(]−∞,a])

= T−1of−1(]−∞,a])

= T−1(f−1(]−∞,a]))

⇒ f−1(]−∞,a]) est un événement invariant donc
f−1(]−∞,a]) ∈ I ⇒ {f < a} ∈ I , alors f ∈ I.
Soit maintenant f ∈ I, montrons que f est une fonction invariante. Si A ∈ I

en posant f = IA on a IA pour A ∈ I est invariante, car
f(Tw) = 1A(Tw) = IT−1A(w)

= IA(w) = f(w)

T (w) ∈ A ⇔ w ∈ T−1A
Donc de toute combinaison linéaire �ni d'indicateurs ∑n

i=1 αiIAi
pour Ai ∈ I

est invariante. On a si X ∈ I donc X est I− mesurable⇒ ∃ une suite
croissante de variables aléatoires simples dans I tel que

X = lim
n

Xn

X(w) = lim
n

Xn(w)

X(Tw) = lim
n

Xn(Tw) = lim
n

Xn(w) = X(w)

Par convergence monotone. Ceci montre que f est bien une fonction inva-
riante. �
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CHAPITRE 1. ELÉMENTS SUR LE THÉORÈME ERGODIQUE

Propsition 4. Soit T la transformation qui préserve la mesure P sur l'es-
pace probabilisé (Ω,A,P ), si T est ergodique alors les seules fonctions inva-
riantes sont les fonctions constantes prèsque sûrement.
Propsition 5. Cf[15] Soit (Ω,A,P ) un espace probabilisé, T : Ω −→ Ω la
transformation qui préserve la mesure P , alors les assertions sont équiva-
lentes.
(1) T est ergodique
(2) f une fonction mesurable et ∀x ∈ Ω, (f ◦ T )(x) = f(x) ⇒ f est une
fonction constante présque partout.
(3) f une fonction mesurable et pour présque tout x ∈ Ω ,
(f ◦ T )(x) = f(x) ⇒ f est une fonction constante présque partout.
(4) f ∈ L2(Ω,A,P ) et ∀x ∈ Ω, (f ◦ T )(x) = f(x) ⇒ f est une fonction
constante présque partout.
(5) f ∈ L2(Ω,A,P ) et pour présque tout x ∈ Ω, (f ◦ T )(x) = f(x) ⇒ f est
une fonction constante présque partout.
Propsition 6. Soit T la transformation qui préserve la mesure P sur l'es-
pace probabilisé (Ω,A,P ) , f ∈ L1

P (Ω,A) mesurable alors:
E[f ] = E[foT ]

Démonstration. En utilisant le théorème de transfert, soient(X,A,µ) et(Y,B,σ)
deux espaces mesurables. f : X −→ Y mesurable et σ la mesure dé�nie par
σ = (µf) qui est l'image de µ par f . B ∈ B, µ(B) = σ(f−1(B)), µ bornée et
σ aussi. g ∈ L1

σ(Y,B) on a∫
Y

g(y)σ(dy) =

∫
X

gof(x)µ(dx)

avec f−1(Y ) = X Si on prend f = T : Ω −→ Ω, alors g ∈ L1
P (Ω,B) donc∫

Ω

g(w)TP [dw] =

∫
Ω

goT (w)P [dw]

⇒
∫

Ω

g(w)P [T−1dw] =

∫
Ω

goT (w)P [dw]

Comme T est la transformation qui préserve P alors P [T−1dw] = P [dw]

⇒
∫

Ω

g(w)P [T−1dw] =

∫
Ω

g(w)P [dw]

13



1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES DE HILBERT ET L2
µ(X,A)

⇒
∫

Ω

g(w)P [dw] =

∫
Ω

goT (w)P [dw]

⇒ E[g] = E[goT ]

�

1.3 Rappels sur les espaces de Hilbert et L2
µ(X,A)

Dé�nition 8. Soit E un espace vectoriel réel de dimension �nie ou in�nie,
E est un espace euclidien si E est muni d'un produit scalaire < .|. >; i.e
une forme bilinéaire symetrique dé�nie positive. Si E est un espace vectoriel
complexe de dimension �nie ou in�nie E est un espace préhilbertien si E
est muni d'un produit scalaire < .|. > i.e d'une forme hérmitienne, dé�nie
positive.
Si E est un espace vectoriel réel ou complexe de dimension �nie ou in�nie
muni d'un produit scalaire < .|. >, soit ‖ . ‖ la norme associée au produit
scalaire.
Si E est complet, on dit que E est un espace de Hilbert.
Dé�nition 9. (E, ‖ . ‖) est un espace complet si

∀(xn)n ⊂ E tel que ‖ xn − xm ‖−→ 0 n,m −→∞

c'est-à-dire (xn)n est une suite de Cauchy; (xn)n est convergente i.e
∃x ∈ E tel que ‖ xn − x ‖−→ 0 n −→∞

Dé�nition 10. Soit (X,A,µ) un espace mesuré. L2
µ(X,A) ou simplement

L2
µ est l'espace fonctionnel dé�ni par

L2
µ(X,A) = {f : X → R, ou f est une fonction mesurable et

∫
X

f 2dµ < ∞}

Si pour f,g ∈ L2
µ(X,A), nous dé�nissons la forme bilinéaire symétrique

(f.b.s), < f |g >, en posant
< f |g >=

∫
X

f(x)g(x)dµ (1)

alors < .|. > dé�nit un produit scalaire sur L2
µ(X,A) car la f.b.s < .|. > est

dé�nie positive.

14



CHAPITRE 1. ELÉMENTS SUR LE THÉORÈME ERGODIQUE

Notons que la formule (1) a toujours un sens, compte tenu de l'inégalité
de Holder (car ici L2

µ est en dualité avec lui-même).
La norme sur L2

µ est dé�nie par la formule

‖ f ‖=
√

< f |f > =

√∫
X

f 2(x)dµ

Par dé�nition c'est la norme euclidienne de L2
µ. La convergence d'une suite

des fonctions au sens de cette norme est la convergence en moyenne quadra-
tique.
Dé�nition 11. Soit (fn)n une suite de fonctions dans L2

µ. (fn)n converge
en moyenne quadratique vers f (i.e. au sens de L2

µ), si
‖ fn − f ‖−→ 0

quand n →∞.
Dé�nition 12. Pour µ(X) < ∞, L2

µ(X,A) est un espace complet.
Donc l'espace L2

µ(X,A) est un espace de Hilbert.
La convergence en moyenne quadratique et sa liaison avec d'autres

types de convergence des suites de fonctions :

1-Si une suite (fn)n de fonctions de l'espace L2
µ(X,A) est convergente pour

la métrique de L2
µ(X,A), elle est convergente aussi pour la métrique de

L1
µ(X,A).

2-Si une suite (fn)n est uniformement convergente, elle est aussi convergente
en moyenne quadratique.
3-Si une suite de fonctions mesurables (fn)n est convergente en moyenne qua-
dratique, elle est aussi convergente en mesure sur X
4-Si une suite (fn)n est convergente en moyenne quadratique , en peut ex-
traire une sous-suite (fnk)nk , convergente présque partout sur X.

Dé�nition 13. Orthogonalité:
Soit E un espace euclidien, < .,. > son produit scalaire et ||.|| la norme
associée. x et y ∈ E sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul.

Si x et y ∈ E sont orthogonaux, nous avons le théorème de Pythagore,
i.e.

< x|y >= 0 ⇔‖ x + y ‖2=‖ x ‖2 + ‖ y ‖2

15



1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES DE HILBERT ET L2
µ(X,A)

Un système de vecteurs {ϕi}i∈X est orthonormé si on a < ϕi|ϕj >= δij

Où δij est le symbole de Kronecker.
Si (ϕn)n est un système orthogonal alors ϕn

‖ϕn‖ est un système orthonormé.
Théorème 2. Soient f1, f2,..., fn,... (1) un système liénairement indepen-
dant d'éléments d'un espace euclidien E. Alors dans E il existe un système
d'éléments ϕ1,ϕ2,...ϕn,... (2) satisfaisant les conditions suivantes:

1. Le système (2) est orthonormé;
2. Chaque élément ϕn est une combinaison linéaire des éléments f1, f2,...,fn, ...

ϕn = an1f1 + an2f2 + ... + annfn avec ann 6= 0

3. Chaque élément fn peut-être mis sous la forme
fn = bn1ϕ1 + bn2ϕ2 + ... + bnnϕn avec bnn 6= 0

Le passage du système (1) au système (2) véri�ant les conditions 1 et 3
s'appelle procédé d'orthogonalisation.
Inégalité de Bessel:systèmes orthogonaux fermés:

Dé�nition 14. Soit E un espace euclidien, < .|. > son produit scalaire et
‖ . ‖ la norme associée, Soit (ϕn)n un système orthonormé de l'espace E, et

∀f ∈ E, ck =< f |ϕk > k = 1,2...

que nous appelons coé�cients de Fourier de l'élément f par rapport au sys-
tème ϕnn , ∑

k

ckϕk

est la serie de Fourier de l'élément f par rapport au système (ϕn)n.
La question qui se pose: la serie de Fourier est-elle convergente? c'est-à-

dire la suite des sommes partielles de cette serie converge-t-elle (au sens de la
métrique de E)et si elle est convergente, alors sa somme coîncide-t-elle avec
l'élément initial f ?

Propsition 7. Dans un espace euclidien E on a pour toute fonction f à
valeurs dans E, la serie ∑∞

k=1 c2
k est convergente et
∞∑

k=1

c2
k ≤‖ f ‖2

16



CHAPITRE 1. ELÉMENTS SUR LE THÉORÈME ERGODIQUE

Où les ck sont les coé�cients de Fourier, cette inégalité s'appelle inégalité de
Bessel.

Démonstration. Pour cela pour n donné choisir les coé�cients αk

(k = 1,2,...,n) de façon que la distance entre f et la somme Sn =
∑n

k=1 αkϕk

soit minimale.

‖ f − Sn ‖2 = < f −
n∑

k=1

αkϕk|f −
n∑

k=1

αkϕk >

= < f |f > −2 < f |
n∑

k=1

αkϕk > + <
n∑

k=1

αkϕk|
n∑

i=1

αiϕi >

= ‖ f ‖2 −2
n∑

k=1

αkck +
n∑

k=1

αk

= ‖ f ‖2 +
n∑

k=1

(αk − ck)
2 −

n∑
k=1

c2
k.

Il est clair que pour ‖ f − Sn ‖2 soit minimale il faut que
n∑

k=1

(αk − ck)
2 = 0

c'est-à-dire αk = ck ∀k = 1,2...,n dans ce cas on a :

‖ f − Sn ‖2=‖ f ‖2 −
n∑

k=1

c2
k

or ‖ f − Sn ‖2≥ 0 ⇒‖ f ‖2≥
n∑

k=1

c2
k.

ici n est arbitraire et le second membre ne dépend pas de n; par conséquant,
la serie ∑∞

k=1 c2
k est convergente et on a

∞∑
k=1

c2
k ≤‖ f ‖2

�

17



1.3. RAPPELS SUR LES ESPACES DE HILBERT ET L2
µ(X,A)

Introduisons la notion importante suivante:
Dé�nition 15. le système orthonormé ϕ1,ϕ2,...ϕn,... est dit fermé, si pour
tout f ∈ E on a l'égalité suivante:

∞∑
k=1

c2
k =‖ f ‖2

appelé relation de Parseval.

Remarque 1. Le systhème orthonormé ϕ1,ϕ2,...ϕn,... est fermé si et seule-
ment si pour toute fonction f ∈ E la serie de Fourier ∑∞

k=1 ckϕk par rapport
à f converge vers f i.e

∀f ∈ E, f −→
∞∑

k=1

ckϕk

Démonstration. Soit E un espace euclidien, f ∈ E, soit Sn =
∑n

k=1 ckϕk

la serie de Fourier par rapport à f on a f −→
∑n

k=1 ckϕk si ‖ f−Sn ‖2−→ 0.
Or

‖ f − Sn ‖2≥ 0 ⇒‖ f ‖2≥
n∑

k=1

c2
k

Donc
‖ f − Sn ‖2→ 0 ⇒‖ f ‖2 w

n∑
k=1

c2
k

�

La notion de système orthonormé fermé est étroitement liée à la notion
de système complet.
Théorème 3. Théorème de Riesz-Fischer

Soit (ϕn)n un système orthonormé quelconque dans un espace euclidien
complet E soient alors c1,c2,...,cn,... des nombres, tels que la serie

∞∑
k=1

c2
k < ∞

Alors il existe un élément f ∈ E qui véri�e

ck =< f |ϕk > et

∞∑
k=1

c2
k =< f |f >=‖ f ‖2 .
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Series de fourier par rapport à un système orthogonal:
On a L2

µ un espace euclidien complet de dimension in�nie , c'est-à-dire un
espace de Hibert donc il va exister des systèmes orthogonaux en particulier
des systèmes orthonormées de fonctions d'aprés le théorème 3 et le théorème
de Riesz-Fischer.
Alors la serie de Fourier par rapport au système orthogonal (ϕn)n converge
vers f µ p.p i.e

f(x) =
+∞∑
n=1

cnϕn µ p.p

cn: coé�cients de Fourier de la fonction f par rapport au système (ϕn)n, sont
dé�nis par :

cn =
1

‖ ϕn ‖2

∫
X

f(x)ϕn(x)dµ

Ci-dessous, nous citons les exemples les plus usuels de systèmes orthogonaux
dans L2

µ.
1.système trigonométrique

1.Considerons l'espace L2
µ[−π,π], la mesure sur ce segment étant la mesure

de Lebesgue alors,
1, cos nx, sin nx , n ≥ 1

forment un système orthogonal complet, dit système trigonomètrique.
Donc les coé�cients de Fourier par rapport à la base orthogonale sont rés-
pectivement a0, an et bn

a0 =
1

π

∫ π

−π

f(x)dx

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos nxdx

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin nxdx

la série de Fourier correspondante est:

a0

2
+

+∞∑
n=1

(an cos nx + bn sin nx)
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Généralement si f ∈ L2([−l,l]), on fait un changement de variable
x = nπ

l
, n = lx

π
conduit à une fonction f ∗( lx

π
), dé�nie sur [−π,π]

2.Soit [−π,0] et [0,π] deux segments , si la mesure sur ces deux segments est
la mesure Lebesgue alors,

1, cos x, cos 2x,..., et sin x, sin 2x,...,

forment dans leur enssemble un système orthogonal sur [−π,π].
- Sur [−π,0] f est une fonction paire, donc

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cos nxdx =
2

π

∫ π

0

f(x) cos nxdx

Car x 7→ f(x) cos nx est paire.
bn = 0 car x 7→ f(x) sin nx est impaire d' où la serie de Fourier est

f(x) =
a0

2
+

∞∑
n=1

an cos nx.

- Sur [0,π] f est une fonction impaire, donc

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sin nxdx =
2

π

∫ π

0

f(x)sinnxdx

Car x 7→ f(x) sin nx est paire.
an = 0 car x 7→ f(x) cos nx est impaire d' où la serie de Fourier est

f(x) =
∞∑

n=1

bn sin nx.

En général f ∈ [0,l) ou [−l,0) on fait un changement de variable
x = 2πt

l
⇒ t = xl

2π
conduit à remplacer f(t) par f( xl

2π
) dé�nit sur [−π,π].

2.Serie de Fourier sous forme complexe
L'ecriture d'une serie trigonométrique peut-être condensée, si l'on fait l'usage
des formules d'Euler

cos nx =
einx + e−inx

2
, sin nx =

einx − e−inx

2i

En remplaçons dans la serie de Fourier on obtient
a0

2
+

+∞∑
n=0

(an cos nx + bn sin nx) =
∞∑
−∞

cne
inx
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avec
c0 =

a0

2
, cn =

an − ibn

2
, c−n =

an + ibn

2

Donc
f(x) =

∞∑
−∞

cne
inx

s'appelle serie trigonométrique de Fourier sous la forme complexe.
Il est plus facile de calculer les coé�cients de Fourier cn. En e�et, un calcul
immédiat montre que∫ π

−π

einxe−imxdx =

{
0 si n 6= m;

2π si n = m.

Donc ∫ π

−π

f(x)e−imxdx = 2πcm

i.e cm =
1

2π

∫ π

−π

f(x)e−imxdx , m ∈ Z

Remarque 2. Le développement de f est valable également pour les fonc-
tions dans L2

µ[−π,π]. Autrement dit , les fonctions einx forment une base de
L2

µ[−π,π] et les cm représentent les produits scalaires de f et eimx.
En remplaçant les fonctions eimx par e

inπx
l , on peut étendre tout ce qui a été

dit à l'espace L2
µ[−l,l]

En remplaçant les fonctions eimx par e
2inπx

l , on peut étendre tout ce qui a été
dit à l'espace L2

µ[−l,0] ou L2
µ[0,l]

Système orthogonaux de fonctions dans L2
µ:

1.Polynômes de Legendre:
Soit 1, x, x2, ... (1) des fonctions dans L2

µ, le système formé par les com-
binaisons linéaires de (1) est complet dans L2

µ.
En orthogonalisant les systèmes sur le segment [−1,1] relativement au produit
scalaire < f |g >=

∫ 1

−1
f(x)g(x)dx, nous obtiendrons un système orthogonal

complet Q0(x), Q1(x), ..., Qn de polynômes de degrés n avec Qn(x) coïncide,
a un facteur prés, avec le polynôme Rn(x) = dn

dxn (x2 − 1)2. Les polynomes
dé�nis par

Pn(x) =
1

n!2n

dn

dxn
(x2 − 1)2
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sont appelé polynômes de Legendre.
2.Polynômes orthogonaux par rapport à un point donné:
Soit maintenant µ une autre mesure sur [−1,1] tel que les combinaisons de
(1) avec le produit scalaire ∫ 1

−1
f(x)g(x)dµ soient linéairement independants,

en orthogonalisant (1) nous obtiendrons un nouveau système de polynômes
Qn qui dépend du choix de la mesure µ. µ est mesurable au sens de Lebesgue
µ(X) =

∫
X

h(x)dx, h(x) est appelée fonction poids. La condition d'orthonor-
malité devient

< Qm|Qn >=

∫ 1

−1

Qm(x)Qn(x)h(x)dx =

{
1 si n = m;
0 si n 6= m.

Dans ce cas on dit que Qm et Qn ∀n, m, sont orthogonaux par rapport
au poids h. Le choix du poids conduit à un nouveau système de polynômes
orthogonaux, pour h(x) = 1√

1−x2 on obtient des polynômes qui coïncide, à
un facteur prés, avec les polynômes de Tchebychev

T (x) = cos n arccos x (n ≥ 1)

Base orthogonale dans l'espace L2
µ(−∞,∞)

Fonction d'Hermite
On doit chercher parmis des fonctions qui décroissent su�sament vite à l'in-
�ni pour constuire une base. En particulier les fonctions de la forme xne

−x2

2 .
En leurs appliquant le procédé d'orthogonalisation on obtient

ϕn(x) = Hn(x)e
−x2

2 , n ∈ N

où Hn est un polynôme de degrés n ces polynômes s'appellent polynômes
d'Hermite et les fonctions ϕn s'appellent fonctions d'Hermite.
les polynômes d'Hermite coîncident, à un facteur prés, avec les polynômes
H∗

n(x) = (−1)nex2 dnex2

dxn la condition d'orthogonalité est que∫ ∞

−∞
H∗

n(x)H∗
m(x)e−x2

dx = 0 n = m

Le résultat obtenu admet encore l'intérprétation suivante: considérons µ de
densité ex2 , cette mesure est �nie d'où le produit scalaire

< f |g >=

∫ ∞

−∞
f(x)g(x)e−x2

dx
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alors les polynômes d'Hermite forment un système orthogonal dans L2
µ(−∞,∞)

Base orthogonale dans l'espace L2
µ(0,∞)

Prenons le système de fonction xne−x, n ∈ N. En appliquant le procédé
d'orthogonalisation on obtient le système de fonctions Ln(x)e−x que l'on ap-
pellent fonctions de Laguerre, les polynômes correspondant Ln s'appellent
polynômes de Laguerre qui forment une base orthogonal sur L2

µ(0,∞) par
rapport à la mesure dµ = e−xdx.
Pour plus de précisions, Cf. [6].

1.4 Exemple de transformation ergodique:

(Cf.[3][15]) Soit (Ω,A,P ) un espace probabilisé. On pose Ω = [0, 1[ et
A = B[0, 1[ et P la mesure de Lebesgue. Soit

T : [0, 1[−→ [0, 1[

x 7−→ (λ + x)[1]

Alors T est une transformation ergodique pour λ irrationnel.
Démonstration. Montrons d'abord que T est mesurable.
T mesurable ⇔ ∀a ∈ [0, 1], {0 ≤ T (x) ≤ a} ∈ B[0, 1[.
Précisons donc pour a ∈ [0, 1], {0 ≤ T (x) ≤ a} = T−1([0, a[)

{0 ≤ T (x) ≤ a} = [{0 ≤ x + λ ≤ a} ∩ {0 ≤ x + λ < 1} ∩ {0 ≤ x ≤ 1}]
∪ [{0 ≤ x ≤ 1} ∩ {0 ≤ x + λ− 1 ≤ a} ∩ {1 ≤ x + λ < 2}].

x + λ < 2 car x ∈ [0, 1[ et λ ∈ [0, 1[
A1 = {0 ≤ x + λ ≤ a} ∩ {0 ≤ x + λ < 1} ∩ {0 ≤ x ≤ 1}
Si a− λ < 0 i.e a < λ, alors A1 = ∅
Si a− λ ≥ 0 i.e a ≥ λ, alors A1 = [0, a− λ] ∩ [0, 1− λ] ∩ [0, 1[
A2 = {0 ≤ x ≤ 1} ∩ {0 ≤ x + λ− 1 ≤ a} ∩ {1 ≤ x + λ < 2}
Si a− λ < 0 i.e a < λ, alors A2 = [1− λ, 1− λ + a]
Si a− λ ≥ 0 i.e a ≥ λ, alors A2 = [1− λ, 1]
Donc si a < λ, {0 ≤ T (x) ≤ a} = ∅∪[1−λ, 1−λ+a] = [1−λ, 1−λ+a] ∈ B[0, 1[

Si a ≥ λ, {0 ≤ T (x) ≤ a} = [0, a− λ] ∪ [1− λ, 1] ∈ B[0, 1[.
Donc T est mesurable.
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Montrons maintenant que T préserve la mesure de Lebesgue i.e
P [T−1A] = P [A] pour tout événement A soit [0, a[ donc P [[0, a[[= P [A] = a
1.Pour a < λ on a T−1A = [1− λ, 1− λ + a] donc P [T−1A] = a
2.Pour a ≥ λ on a T−1A = [0, a− λ] ∪ [1− λ, 1] donc P [T−1A] = a
Dans les deux cas on a P [T−1A] = P [A] d'où T préserve la mesure de Le-
besgue.

Montrons maintenant que T est une transformation ergodique.
Soit f une fonction mesurable, supposons que f ∈ L2

µ[0, 1[ donc ∫
f 2dx < ∞

et ∑
| cn |2< ∞ et d'aprés les notations précédentes on a f admet un

développement en serie de Fourier tel que

f(x) =
∞∑
−∞

cne
2πinx P p.p

De plus on a
f(Tx) =

∞∑
−∞

cne
2πinλe2πinx P p.p

Pour f une fonction invariante on a f(x) = f(Tx) donc,
∞∑
−∞

cne
2πinx =

∞∑
−∞

cne
2πinλe2πinx

⇒ cn(1− e2πinλ) = 0 donc soit e2πinλ = 1 ou bien cn = 0
Si λ est irrationnel, e2πinλ 6= 1 pour n 6= 0. Donc cn = 0, ∀n 6= 0 et de là
on a f(x) = c0, Pp.p i.e f est une constante pour λ irrationnel d'où T est
ergodique pour λ irrationnel d'aprés la proposition 5. �

1.5 Théorèmes ergodiques

Les premiers théorèmes fondamentaux en théorie ergodique sont les théo-
rèmes ergodiques de Birkho�(1931)(Cf[3], Cf[5]) et Von Neumann(1932)(Cf[15]).
Les deux théorèmes concernent la convergence de la suite 1

n

∑n
k=1 fk.

Théorème 4. Théorème ergodique de Von Neumann
Soit T une transformation qui préserve la mesure P sur (Ω,A,P ),1 ≤ p < ∞.
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Si f ∈ Lp
P (Ω,A), donc il va exister une fonction f ∗ ∈ Lp

P (Ω,A) tel que
f ∗oT = f ∗ p.s Si

f1(w) = f(T 0w) = f(w)

fk(w) = f(T k−1w)

Alors on a
‖ 1

n

n∑
k=1

fk(x)− f ∗(x) ‖p−→ 0.

Avec f ∗ = E[f/I]

Lemme ergodique maximal:(Cf[3],[15])
Soit T la transformation qui préserve P sur (Ω,A,P ), f ∈ L1

P (Ω,A), Soit
fk(w) = f(T k−1w), k ≥ 1

Sk(w) = f1(w) + f2(w) + ... + fk(w), f1(w) = f(w)

Mn(w) = Max(0,S1(w),S2(w),...,Sn(w))

Alors on a, ∫
{Mn>0}

fkdp ≥ 0

Démonstration.
On a f ∈ L1

P (Ω,A) et fk(w) = f(T k−1w), pour k ≥ 1

Sk(w) = f1(w) + ... + fk(w) et Mk(w) = Max{0,S1(w),...,Sk(w)}.

Pour k ≤ n, Sk(Tw) = f1(Tw) + ... + fk(Tw)

= f2(w) + ... + fk+1(w)

Donc Mn(Tw) ≥ Sk(Tw)

⇒ f(w) + Mn(Tw) ≥ f(w) + Sk(Tw)

⇒ f(w) + Mn(Tw) ≥ Sk+1(w)

⇒ f(w) ≥ Sk+1(w)−Mn(Tw), ∀k ∈ {1...n}
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Donc f(w) ≥ Max{S1(w),S2(w),...,Sk(w)} −Mn(Tw)

≥ Mn(w)−Mn(Tw)

Car sur {Mn(w) > 0}

Max{0,S1(w),S2(w),...,Sk(w)} = Max{S1(w),S2(w),...,Sk(w)}
= Mn(w)

⇒
∫

Mn>0

f(w)dP ≥
∫

Mn>0

(Mn(w)−Mn(Tw))dP

⇒
∫

Ω

f(w)1{Mn>0}dP ≥
∫

Ω

(Mn(w)−Mn(Tw))1{Mn>0}dP

On a E[Mn] = E[MnoT ]

⇒ E[Mn(w)−Mn(Tw)] = 0

⇒
∫

Ω

(Mn(w)−Mn(Tw))dP = 0

⇒
∫
{Mn>0}

(Mn(w)−Mn(Tw))dP +

∫
{Mn≤0}

(Mn(w)−Mn(Tw))dP = 0

⇒
∫
{Mn>0}

(Mn(w)dP −
∫
{Mn=0}

Mn(Tw))dP = 0

Car on a Mn ≥ 0, ∀n ∈ N, donc ∫
{Mn<0}(Mn(w) − Mn(Tw))dP = 0 et∫

{Mn=0} Mn(w)dP = 0

⇒
∫
{Mn>0}

(Mn(w)−Mn(Tw))dP =

∫
{Mn=0}

Mn(Tw)dP

⇒
∫
{Mn>0}

f(w) ≥
∫
{Mn>0}

(Mn(w)−Mn(Tw))dP ≥ 0

⇒
∫
{Mn>0}

f(w)dP ≥ 0

Car Mn(Tw) ≥ 0 ⇒
∫
{Mn=0} Mn(Tw)dP ≥ 0 �
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Théorème 5. Théorème ergodique de Birkho�
Soit T une transformation qui préserve la mesure P sur (Ω,A,P ),
f ∈ L1

P (Ω,A). Si
f1(w) = f(T 0w) = f(w)

fk(w) = f(T k−1w)

Alors on a pour n →∞

1

n

n∑
k=1

fk −→ E[f/I], P − ps.

Où I: la tribu des événements invariants.
Remarque 3. Si de plus T est ergodique alors on a

lim
n

1

n

n∑
k=1

fk(x) = E[f ] p.s

Démonstration. E[f/I] est une variable I-mesurable par dé�nition de l'es-
pérence conditionnelle. Comme T est ergodique, d'aprés la proposition 4,
E[f/I] est p.s constante, donc

E[f/I] = E[f ] p.s

�

Remarque 4. Si T : Ω −→ Ω est une transformation préservant la
mesure et ergodique, X la variable aléatoire dé�nie par X = IA avec A ∈ A,
Xk(w) = IA(T k−1(w)) et donc

1

n

n∑
k=1

Xk(w) =
1

n

n∑
k=1

IA(T k−1(w))

est la fréquence des poids T k−1(w) qui tombent dans A, les premiers n ins-
tants. Le théorème ergodique de Birkho� pour T ergodique assure que cette
fréquence

1

n

n∑
k=1

IA(T k−1(w)) −→ P [A] quand n −→∞
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1.6. UNE APPLICATION À LA THÉORIE DES NOMBRES:
(THÉORÈME DE BOREL):
Propsition 8. Soit T la transformation qui préserve P sur l'espace probabi-
lisé (Ω,A,P ), soit X une variables aléatoires sur (Ω,A). Si (Xn)n le processus
aléatoire dé�ni par

Xn(w) = X(T n−1(w)), avec T 0 = Id

Alors (Xn)n est un processus stationnaire.
Dé�nition 16. Dans (R,BR∞), on appelle schift ou opérateur de translation,
l'application S dé�nie pour x = (x1, x2,...) ∈ R∞ par

x 7−→ S(x1, x2,...) = (x2, x3,...)

Propsition 9. Si (Xn)n est un processus stationnaire, l'opérateur de trans-
lation S, prèserve la mesure de probabilité P̂ , c'est-à-dire la loi du processus
(Xn)n

Dé�nition 17. Soit (Ω,A,P ) un espace probabilisé, soit (Xn)n un processus.
Le processus (Xn)n est ergodique si la mesure P est invariante.
Théorème 6. Soit X = (Xn)n un processus stationnaire. Si (Xn)n est
ergodique, alors on a

1

n

n∑
k=1

Xk −→ E[X1] p.s et dans L1

Démonstration. La démonstration est assez longue car elle nécessite de
passez à l'espace de représentation du processus (Xn)n i.e dé�nir (X̂n)n. Une
bonne démonstration est dans [3] �

Conséquence:
Si (Xn)n est une suite de variables aléatoires independantes de même loi dans
L1 alors

1

n

n∑
k=1

Xk −→ E[X]

qui est la loi des grands nombres.

1.6 Une application à la théorie des nombres:

(Théorème de Borel):

Propsition 10. Pour tout réel x de ]0,1[ , la fréquence d'apparition du
chi�re 1 dans l'écriture binaire de x est 1

2
.
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Démonstration. La démonstration est faite dans Walters.P Soit T [0,1) −→
[0,1) dé�nie par: T (x) = 2x[1] une transformation qui préserve la mesure
de Lebesgue et aussi ergodique. Supposons que x admette comme écriture
binaire unique a1

2
+ a2

22 + ... Alors

T (x) = T (
a1

2
+

a2

22
+

a3

23
+ ...) =

a2

2
+

a3

22
+ ...

Posant f(x) = I[ 1
2
,1[. Alors

f(T i(x)) = f(
ai+1

2
+

ai+2

22
+ ...) =

{
1 si ai+1 = 1
0 si ai+1 = 0

Ainsi le nombre de 1 parmi les n premier chi�res de l'écriture diadique
de x est

n−1∑
n=0

f(T i(x)).

En appliquant le théorème ergodique de Birkho�, on obtient

lim
1

n

n−1∑
n=0

f(T i(x)) =

∫
I[ 1

2
,1[dp =

1

2
p.s

�

29



1.6. UNE APPLICATION À LA THÉORIE DES NOMBRES:
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CHAPITRE 2. CHAÎNE DE MARKOV ET NOYAUX DE
TRANSITIONS

Chapitre 2

Chaîne de Markov et noyaux de

transitions

2.1 Dé�nitions et propriétés

Nous faisons une synthèse sur les noyaux de transition et les chaînes de
Markov à partir de (Cf [13])

Dé�nition 1. Soit (E,E) un espace mesurable. Un noyau de transition sur
E est une application

N : E × E → [0,1]

tel que :
(1) ∀x ∈ E, l'application A 7→ N(x,A): de E dans [0,1] est une mesure de
probabilité sur (E,E).
(2) ∀A ∈ E, l'application x 7→ N(x,A): de E dans [0,1] est une fonction
mesurable.
N(x,A) représente la probabilité de transition de x vers A

Propsition 1. Si f : E −→ R est une fontion positive bornée et mesurable,
soit N le noyau de transition, alors Nf de E dans R dé�nie par la formule :

Nf(x) =

∫
E

N(x, dy)f(y) =< N(x, .), f > , ∀x ∈ E

Alors Nf est une fonction positive, bornée et mesurable .
Propsition 2. Si ν est une mesure sur (E, E) et si on dé�nit νN sur (E, E)
par :

∀A ∈ E , νN(A) =

∫
E

ν(dx)N(x, A) =< ν|N(.,A) >
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avec N le noyau de transition alors νN est aussi une mesure sur (E, E).
Démonstration. 1- A −→ νN(A) est une fonction mesurable sur E .
2- νN est σ-additive. En e�et

νN(∪iAi) =

∫
E

ν(dx)N(x, ∪i Ai)

=
∑

i

∫
E

ν(dx)N(x, Ai)

=
∑

i

νN(x, Ai)

∀(Ai)i ∈ E disjoints.
3- νN 6= ∞ car νN(∅) =

∫
E

ν(dx)N(x, ∅) = 0 �

Propsition 3. La composition ou le produit de deux noyaux N et M sur
(E, E), est dé�ni par :

MN(x, A) =

∫
y∈E

M(x, dy)N(y, A) ∀x ∈ E, ∀A ∈ E

est aussi un noyau de transition sur (E, E).
Démonstration. On montre que la composition de deux noyaux de transi-
tion N et M est un noyau de transition, ce qui revient à montrer que:
(1) ∀x ∈ E, l'application A 7→ MN(x,A): de E dans [0,1] est une mesure de
probabilité sur (E,E).
(2) ∀A ∈ E , l'application x 7→ MN(x,A):de E dans [0,1] est une fonction
mesurable.
Si on pose f(x) = N(x,A) pour A �xé, alors d'aprés la proposition précé-
dente
∀A ∈ E , l'application x 7−→ MN(x,A) : de E dans [0, 1] est une fonction
mesurable.
On a aussi ∀x ∈ E, lapplication A 7−→ M(x,A) : de E dans [0, 1] est une
mesure de probabilité sur (E,E).
Si on pose ν = M(x,A) pour x �xé, alors d'aprés la proposition précédente,
∀x ∈ E, l'application A 7−→ MN(x,A) : de E dans [0, 1] est une mesure de
probabilité sur (E,E).
Ce qui résulte que MN est un noyau de transition.

�

Remarque 1. La composition de deux noyaux de transition est une opéra-
tion associative.
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Dé�nition 2. Soit N et M deux noyaux, on dit que M est plus petit que
N et on écrit M ≤ N si, pour toute fonction f bornée, positive et mesurable,
on a

Mf ≤ Nf.

Dé�nition 3. Soit N un noyau. Si N(x,A) < 1 pour tout x ∈ E alors N
est appelé probabilité de transition ou un noyau submarkovien. Il est appelé
noyau markovien si N(x,A) = 1 pour tout x ∈ E

On notera Nn le noyau de transition obtenu en é�ectuant n− 1 produits
de N avec lui même.
Propsition 4. Si N est un noyau de transition sur l'espace mesurable
(E, E), alors pour tout n ≥ 1,

Nn+1(x, A) = NNn(x, A) ∀x ∈ E, ∀A ∈ E

Et comme N et Nn sont deux noyaux de transitions et d'aprés la proposition
précédente on obtient

Nn+1(x, A) =

∫
y∈E

N(x, dy)Nn(y, A).

On a aussi N0(y, A) est la mesure de Dirac au point y

Démonstration. (Par réccurence)
Pour n ≥ 1, on montre que

Nn+1(x, A) =

∫
y∈E

N(x, dy)Nn(y, A), ∀x ∈ E, ∀A ∈ E . (1)

Pour n = 1

N2(x, A) = N ·N(x, A) =

∫
y∈E

N(x, dy)N(y, A), ∀x ∈ E, ∀A ∈ E .

Par dé�nition de composition de deux noyaux de transition, (1) est véri�ée
pour n = 1.
Pour n = 2

N3 = N ·N ·N = N2 ·N
= N ·N2 (Par associativité)

D'après la proposition (3), N2 est un noyau de transition sur (E, E)
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N ·N2(x, A) =

∫
y∈E

N(x, dy)N2(y, A), ∀x ∈ E, ∀A ∈ E .

Donc, (1) est véri�ée pour n = 2

� Hypothèse de réccurence : on suppose que (1) est véri�ée pour n et
qu'elle reste vraie pour n + 1.

Nn+1 =
︷ ︸︸ ︷
N ·N . . . ·N n + 1 fois

= Nn ·N
= N ·Nn (Par associativité)

N ·Nn =

∫
y∈E

N(x, dy)Nn(y, A), ∀x ∈ E, ∀A ∈ E .

Donc
Nn+1(x, A) =

∫
y∈E

N(x, dy)Nn(y, A), ∀x ∈ E, ∀A ∈ E

�

2.2 Chaîne de Markov à espace des états E

quelconque:

Dé�nition 4. Soient (E, E) un espace mesurable et µ une mesure de pro-
babilité sur E, (Xn)n une suite de variables aléatoires à valeurs dans E est
une chaîne de Markov d'espace des états E de loi initiale µ = L(X0) si pour
toute fonction f E-mesurable et bornée sur E

∀n > 0, E[f(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[f(Xn+1)|Xn]− p.s.

Cette dé�nition peut être reformulée en termes de probabilité condition-
nelle de la manière suivante :
Dé�nition 5. Soient (E, E) un espace mesurable et (Xn)n≥0 une suite de
variables aléatoires à valeurs dans E, de loi initiale µ = L(X0), On dit que
(Xn)n≥0 est une chaîne de Markov d'espace des états E si :
∀A ∈ E , ∀n ≥ 0,P [Xn+1 ∈ A |Xn, . . . ,X1, X0)] = P [Xn+1 ∈ A|Xn]− p.s.

i.e ∀A ∈ E , ∀n ≥ 0,P [Xn+1 ∈ A |σ(Xn, . . . ,X1, X0)] = P [Xn+1 ∈ A|σ(Xn)]−p.s.
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Le présent du processus est déterminé par les événements de la tribu
engendrée par Xn, le passé est déterminé par les événements de
Fn = σ(X0, . . . , Xn−1) et le futur est déterminé par les événements de la
tribu engendrée par Xk, k ≥ n + 1. Si la chaîne de Markov ne dépend pas
de n alors la chaîne de Markov est homogène.
Remarque 2. La dé�nition (4) est équivalente à la dé�nition (5).
Démonstration.

⇒ .
(Xn)n une chaîne de Markov de loi initiale µ, alors d'après La dé�nition (4)
∀f une fonction E-mesurable et bornée sur E :

∀n > 0, E[f(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[f(Xn+1)|Xn].

Nous avons ∀A ∈ E , IA mesurable et bornée, donc pour f = IA, avec ∀A ∈ E :
E[IA(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[IA(Xn+1)|Xn] ∀n > 0.

i.e. ∀n ≥ 0,P [Xn+1 ∈ A |Xn, . . . , X1, X0] = P [Xn+1 ∈ A |Xn]− p.s ∀n > 0.

par dé�nition de la probabilité conditionnelle.
⇐ .
(Xn)n une chaîne de Markov de loi initiale µ, alors d'après La dé�nition (5)

∀A ∈ E , ∀n ≥ 0,P [Xn+1 ∈ A |Xn, . . . ,X1, X0] = P [Xn+1 ∈ A |Xn]− p.s.

i.e E[IA(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[IA(Xn+1)|Xn] ∀n > 0.

par dé�nition de la probabilité conditionnelle.
Si f une fonction mesurable est bornée, alors f est une limite d'une suite
croissante de fonctions élémentaires (fk)k

i.e f = lim
k→∞

fk

avec fk =
k∑

i=1

αiIAi
, pour tout k ∈ N

D'où αi est un nombre réel pour tout i = 1, . . . ,k et ∀i,Ai ∈ E .

Ona E[IAi
(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[IAi

(Xn+1)|Xn], ∀i = 1, . . . , k Pour tout k de N
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D′ou αiE[IAi
(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = αiE[IAi

(Xn+1)|Xn]

i.e. E[αiIAi
(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[αiIAi

(Xn+1)|Xn]

et
k∑

i=1

E[αiIAi
(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] =

k∑
i=1

E[αiIAi
(Xn+1)|Xn]

Donc E[
k∑

i=1

αiIAi
(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[

k∑
i=1

αiIAi
(Xn+1)|Xn]

Alors lim
k→+∞

E[
k∑

i=1

αiIAi
(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = lim

k→+∞
E[

k∑
i=1

αiIAi
(Xn+1)|Xn]

i.e lim
k→+∞

E[fk(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = lim
k→+∞

E[fk(Xn+1)|Xn]

Par convergence monotone, on a
E[ lim

k→+∞
fk(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0] = E[ lim

k→+∞
fk(Xn+1)|Xn, . . . , X1, X0]

� On établit la validité du passage á la limite par la convergence monotone.
D'une part nous avons fk ∈ L1, ∀k (fk)k est une suite croissante vers f ,
f est bornée, i.e ∃M tel que f(X) ≤ M, ∀X. Comme fk croit vers f alors,
∀k,

∫
E

fk(Xn+1)dP ≤
∫

E
f(Xn+1)dP ≤ M

∫
E

dP = M,
Donc par la convergence monotone, nous avons

lim
k

∫
E

fk(Xn+1)dP =

∫
E

lim
k

fk(Xn+1)dP

D'autre part, nous avons E[fk(Xn+1)|Xn] ∈ L1, ∀k (E[fk(Xn+1)|Xn])k est
une suite croissante, donc ∃M tel que ∀A ∈ σ(Xn)∫

A

E[fk(Xn+1)|Xn]dP =

∫
A

fk(Xn+1)dP par dé�nition de l'espérance conditionnelle

≤
∫

A

f(Xn+1)dP Par hypothèse, fk croit vers f

≤ M

∫
A

dP = M · P (A) ≤ M · 1 = M

Donc, par convergence monotone nous avons
lim

k

∫
E

E[fk(Xn+1)|Xn] =

∫
E

lim
k

E[fk(Xn+1)|Xn]
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On a alors pour tout k et pour tout A ∈ σ(Xn)∫
A

lim
k

E[fk(Xn+1)|Xn] = lim
k

∫
A

E[fk(Xn+1)|Xn]

=

∫
A

lim
k

fk(Xn+1)dP par dé�nition de l'espérance conditionnelle

= lim
k

∫
A

fk(Xn+1)dP

=

∫
A

E[lim
k

fk(Xn+1)|Xn]dP par dé�nition de l'espérance conditionnelle

Par unicité présque sûre de l'espérance conditionnelle, nous avons
E[lim

k
fk(Xn+1)|Xn] = lim

k
E[fk(Xn+1)|Xn]

D'une manière analogue, on peut montrer que
E[lim

k
fk(Xn+1)|X0, . . . ,Xn] = lim

k
E[fk(Xn+1)|X0, . . . ,Xn]

Par conséquent
E[f(Xn+1)|X0, . . . ,Xn] = E[f(Xn+1)|Xn]

�

Propsition 5. Si (Xn)n une chaîne de Markov sur l'espace mesurable (E, E),
de noyau de transition N et de loi initiale µ, alors Nn(x, A) s'interprète
comme la probabilité de l'événement {Xn+1 ∈ A} conditionnelle à {Xn = x}
i.e.

Nn(x, A) = P [Xn+1 ∈ A|Xn = x ].

Si N(x,A) ne dépend pas de n , on dit que la chaîne de Markov est à
probabilités de transitions stationnaires.
Remarque 3. Une généralisation utile est la relation de Chapman-Kolmogorov:
∀n ∈ N, 0 ≤ m ≤ n, ∀x ∈ E, ∀A ∈ E

Nn(x, A) =

∫
y∈E

Nm(x, dy)Nn−m(y, A).
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Interprétation:
Pour que la chaîne de Markov atteigne l'événement A en n étapes, partant
de x, la chaîne doit nécessairement passer par une valeur y en m étapes, puis
on suppose comme si la chaîne commence de y , pour atteindre A en n−m
étapes.

Propsition 6. Soit N le noyau de transition sur l'espace mesurable (E, E)
associé à la chaîne de Markov (Xn)n≥0, f est une fonction positive et mesu-
rable alors on a ∀x ∈ E, ∀A ∈ E

Nn(x, A)f(x) =

∫
y∈E

f(y)Nn(x, dy) = Ex[f(Xn)]

Propsition 7. Soit N un noyau de transition sur l'espace mesurable (E, E)
associé à la chaîne de Markov homogène (Xn)n≥0, alors si f positive, bornée
et mesurable et Fn = σ(X0, . . . , Xn) Pour deux entiers m,n tel que m < n

E[f(Xm)|Fn] = Nn−mf(Xm)− p.s.

Propsition 8. Soient (E,E) un espace mesurable, (Xn)n une chaîne de
Markov sur (E,E), de noyau de transition N et de loi initiale L(X0) = π,
alors ∀A0, A1, . . . , An ∈ E

P [Xn ∈ An, Xn−1 ∈ An−1, . . . , X0 ∈ A0] =∫
An−1

∫
An−2

· · ·
∫

A0

Nn−1(An, xn−1)N
n−2(dxn−1, xn−2) . . . N1(dx1, x0)πdx0.

Dé�nition 6. Soit (Xn)n une chaîne de Markov sur R, de noyau de transi-
tion N . Pour n un entier, soit Fn = σ(X0, X1,..., Xn). Un temps d'arrêt ou
temps optionnel ou temps markovien τ est une variable aléatoire à valeurs
dans N , tel que ∀n, {τ ≤ n} ∈ Fn si,

Fτ = {A ∈ A, ∀n, A ∩ {τ ≤ n}} ∈ Fn

alors Fτ est une tribu dite tribu des événements antérieurs à τ .
Propsition 9. Propriété de Markov forte:
Avec les notation ci-dessus, soit (Xn)n une chaîne de Markov sur R de noyau
de transition N et τ un temps d'arrêt relativement à (Fn)n. Pour B ∈ BR,

P [(Xτ , Xτ+1 ,...) ∈ B/Fτ ] = P [(X0, X1,...) ∈ B/Xτ ].
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Dé�nition 7. Une mesure π sur l'espace mesurable (E, E) est une mesure
stationnaire pour la chaîne de Markov (Xn)n de noyau de transition N , si

∀A ∈ E , π(A) =

∫
E

N(A, x)π(dx).

Cette dé�nition signi�e que si π est la loi de X0, c'est aussi la loi de X1 .
Remarquons que si cela est le cas alors π est la loi de Xn, ∀n.

Propsition 10. Si π est une mesure stationnaire pour la chaîne de Markov
(Xn)n de noyau de transition N , alors π véri�e

∀A ∈ E , π(A) =

∫
E

Nn(x, A)π(dx), ∀n.

Démonstration. Soit π la loi initiale de la chaîne de Markov (Xn)n

π(A) =

∫
E

π(dw)N(w,A)

=

∫
E

[

∫
E

π(dx)N(x, dw)]N(w, A)

=

∫
E

π(dx)

∫
E

N(x, dw)N(w, A)

=

∫
E

π(dx)N2(x, A)

...
=

∫
E

π(dx)Nn(x, A) = P (Xn ∈ A) pour n > 0, A ∈ E

⇒ ∀n , ∀A ∈ E : P [Xn ∈ A] = π(A), �

Donc d'aprés les deux dérnières propositions on a Nn(x, A) = N(x, A) ce
qui signi�e que la chaîne de Markov est de probabilité de transition station-
naire.
Dé�nition 8. Soit (E, E) un espace mesurable Une chaîne de Markov d'es-
pace des états E, de noyau de transition N véri�e la condition d'équilibre
(detailed balance condition) s'il existe une fonction π tel que

N(y, x)π(y) = N(x, y)π(x), ∀x, y ∈ E.

Propsition 11. Si la chaîne de Markov véri�e la condition d'équilibre alors
π est une loi stationnaire.
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Démonstration.∫
E

π(y)N(y, B)dy =

∫
E

π(y)[

∫
B

N(y, x)dx ]dy

=

∫
E

∫
B

π(y)N(y, x)dx dy

=

∫
E

∫
B

π(x)N(x, y)dx dy

=

∫
B

π(x)[

∫
E

N(x, y)dy ]dx

=

∫
B

π(x)dx

= π(B)

�

Théorème 1. Théorème de Fubini:

Soient (Ω1,A1,µ1), (Ω2,A2,µ2) deux espaces mesurés, µ1 et µ2 σ−�nies.
On note µ = µ1

⊗
µ2 sur (Ω1 × Ω2,A1

⊗
A2).

Soit f une fonction mesurables positives ou integrable dé�nie sur
(Ω1 × Ω2,A1

⊗
A2), alors on a∫

Ω1×Ω2

fdµ =

∫
Ω1

[

∫
Ω2

f(x,y)dµ2]dµ1

=

∫
Ω2

[

∫
Ω1

f(x,y)dµ1]dµ2

2.3 Exemple de chaîne de Markov: La marche

aléatoire sur R
Soit (Yn)n une suite de variables aléatoires à valeurs dans R indepen-

dantes et de même loi µ. Si X0 est une variable aléatoire à valeurs dans R
indépendante des Yn, soit (Xn)n la suite de variablers aléatoires dé�nie par

X0 et ∀n > 0, Xn =
n∑

k=1

Yk.
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Avec ces données, nous avons
Propsition 12. Le processus (Xn)n est une chaîne de Markov sur R, de
noyau de transition N dé�ni pour tout x ∈ R et A ∈ BR par

N(A, x) = µ(A− x)

Où (A− x) = {y ∈ R, tel qu′il ∃ z ∈ A tel que y = z − x}.
Démonstration. Nous avons :

∀A ∈ R, ∀n, P [Xn+1 ∈ A|Xn, Xn−1, . . . , X0] = P [Xn+1 ∈ A |Xn]

En e�et, par dé�nition de la probabilité conditionnelle,
∀An, An−1, . . . , A0, P [Xn+1 ∈ A |Xn, Xn−1, . . . , X0]

véri�e

P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ An, . . . , X0 ∈ A0] =

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

P [Xn+1 ∈ A |Xn, . . . , X0]dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

E[IA(Xn+1) |Xn, . . . , X0]dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

IA(Xn+1)dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

IA(Yn+1 + Xn)dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

∫
R

IA(x + y) P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy]

Par indépendance de Yn+1 et Xn et on posons que
{Xn ∈ An, . . . , X0 ∈ A0} = B∫

B

∫
R

IA(x + y) P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy] =

∫
B

∫
R

IA(x + y) p[Xn ∈ dx ] P [Yn+1 ∈ dy]

En appliquant le théorème de Fubini∫
B

∫
R

IA(x + y) p[Xn ∈ dx ] P [Yn+1 ∈ dy] =

∫
B

P [Xn ∈ dx]

∫
R

IA(x + y)P [Yn+1 ∈ dy]
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Si µ = L(Yn) et en posant∫
B

P [Xn ∈ dx]

∫
R

IA(x + y)P [Yn+1 ∈ dy] =

∫
B

P [Xn ∈ dx ]

∫
R

IA(x + y) µ (dy)

=

∫
B

P [Xn ∈ dx ]

∫
R

IA−x(y) µ (dy)

=

∫
B

P [Xn ∈ dx ] µ (A− x)

=

∫
B

P [Yn+1 ∈ A− x ] P [Xn ∈ dx ]

=

∫
B

P [Yn+1 ∈ A−Xn]Pd(x).

Soit φ(Xn, Xn−1, . . . , X0) une fonction mesurable de R dans [0, 1]. Si
φ(Xn, Xn−1, . . . , X0) = P [Xn+1 ∈ A |Xn, . . . , X0]

Alors par unicité de la probabilité conditionnelle on a
φ(Xn, Xn−1, . . . , X0) = µ (A−Xn)-p.s.

Donc
P [Xn+1 ∈ A |Xn, Xn−1, . . . , X0 ] = P [Xn+1 ∈ A |Xn ]

qui est la proprièté de Markov donc (Xn)n est bien une chaîne de Markov
sur R.
� Pour caractériser (Xn)n, on a besoin de préciser le noyau de transition
associé N qu'on dé�nit par :

N(A, x) = P [Xn+1 ∈ A |Xn = x ]

= P [Yn+1 ∈ A− x ]

= µ (A− x)

En e�et le calcul fait ci-dessus montre que le noyau de transition N de la
chaîne de Markov (Xn)n sur R est dé�ni par x ∈ R et A ∈ BR par
N(A, x) = µ (A− x).
Avec (A− x) = {y ∈ R, tel qu′il ∃ z ∈ A tel que y = z − x}.

�
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DE MARKOV ITÉRATIVES

Chapitre 3

Théorème ergodique pour les

chaînes de Markov itératives

3.1 Chaînes de Markov itératives

Nous donnons ci-dessous quelques dé�nitions et caractérisations des chaînes
de Markov itératives.

Soit (E,E) un espace mesurable, f(x,y) une fonction à valeurs dans E est
dé�nie sur E × E. Nous considerons (Yn)n une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées à valeurs dans E de loi µ et X0

une variable aléatoire à valeurs dans E indépendante des Yn. Considérons le
processus (Xx

n)n dé�ni pour x ∈ E par
Xx

0 = x et pour tout n > 0, Xx
n+1 = fYn+1 ◦ · · · ◦ fY1(x)

Nous montrons ci-dessous que ce processus itératif est une chaîne de Markov.
Propsition 1. Avec les notations ci-dessus, si µ est la loi des Yn, alors
(Xn)n est une chaîne de Markov de noyau de transition dé�ni pour x ∈ E et
A ∈ E, par

N(x,A) = µ{fY1(x) ∈ A}

Démonstration.
La démonstration est basée sur les formules données par Diaconis et Freed-
man dans [4] et le calcul é�ectué par Arezki dans [1]. Nous reprenons ce
calcul.
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Par dé�nition de la probabilité conditionnelle ∀A ∈ E , P [Xn+1 ∈ A |Xn] est
l'unique variable aléatoire σ(Xn)-mesurable qui véri�e :

∀B ∈ E , P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫
{Xn∈B}

P [Xn+1 ∈ A |Xn]dP

Cette variable aléatoire étant σ(Xn)-mesurable, il existe une fonction
ϕ : E → [0, 1] mesurable tel que

P [Xn+1 ∈ A |Xn] = ϕ(Xn).

Donc, avec cette notation, pour A et B ∈ B:
P [Xn+1 ∈ A, Xn ∈ B] =

∫
{Xn∈B}

ϕ(Xn)dP

=

∫
{Xn∈B}

E[IA(Xn+1) |Xn]dP

=

∫
{Xn∈B}

IA(Xn+1)dP

=

∫
{Xn∈B}

I{Xn+1∈A}(w)dP

=

∫
{Xn∈B}

I{fYn+1
(Xn)∈A}(w)dP

=

∫
E

∫
B

I{fy(x)∈A}P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy]

Par indépendance de Yn+1 et Xn, nous avons∫
E

∫
B

I{fy(x)∈A}P [Xn ∈ dx, Yn+1 ∈ dy] =

∫
E

∫
B

I{fy(x)∈A}P [Xn ∈ dx] · P [Yn+1 ∈ dy]

En appliquant le théorème de Fubini, nous aurons :∫
E

∫
B

I{fy(x)∈A}P [Xn ∈ dx] · P [Yn+1 ∈ dy] =

∫
E

∫
B

I{fy(x)∈A}P [Xn ∈ dx]µ(dy)

=

∫
B

P [Xn ∈ dx]

∫
E

I{fy(x)∈A}µ(dy)

=

∫
B

P [Xn ∈ dx]µ{y, fy(x) ∈ A}
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Par unicité de ϕ

P(x, A) = µ{y, fy(x) ∈ A}, x ∈ E, A ∈ BE

Il reste à montrer que Xx
n véri�e la propriété de Markov i.e.

∀B ∈ BE, ∀n, [Xn+1 ∈ B|Xn, Xn−1, . . . , X0] = P [Xn+1 ∈ B|Xn]

Calculons P [Xn+1 ∈ A|Xn, . . . , X0]
Par dé�nition de la probabilité conditionnelle P [Xn+1 ∈ B|Xn, Xn−1, . . . , X0]
est l'unique variable aléatoire σ[Xn, Xn−1 . . . , X0] mesurable qui véri�e
∀ An, An−1, , . . . , A0 ∈ BE.

P [Xn+1 ∈ B, Xn ∈ An, . . . , X0 ∈ A0] =

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

P [Xn+1 ∈ B|Xn, Xn−1, . . . , X0]dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

E[IB(Xn+1)|Xn, Xn−1, . . . , X0]dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

IB(Xn+1)dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

I{fYn+1
(Xn)∈B}(w)dP

=

∫
{Xn∈An, ... , X0∈A0}

N(B, Xn)dP

Donc si ϕ(Xn, Xn−1, . . . , X0) est une fonction mesurable dans R tel que
ϕ(Xn, Xn−1, . . . , X0) = P [Xn+1 ∈ B|Xn, Xn−1, . . . , X0]

Alors
ϕ(Xn, Xn−1, . . . , X0) = N(B, Xn) p.s

Par unicité de la probabilité conditionnelle
P [Xn+1 ∈ B|Xn, Xn−1, . . . , X0] = P [Xn+1 ∈ B|Xn].

�
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3.2 Sommes de Birkho� pour les chaînes de

Markov itératives:

Dé�nition 1. Un espace métrique est un couple (S, ρ) constitué d'un espace
d'éléments (points) S et d'une distance(métrique) ρ. Il est dit séparable si
dans S il existe un ensemble dénombrable et partout dense.
Dé�nition 2. Soit (E, ρ) un espace métrique , ∀y ∈ E, fy : E → E, et dite
une fonction lipschitizienne de rapport Ky si :

∀x, x′ ∈ E, ρ(fy(x), fy(x
′)) ≤ Kyρ(x, x′).

Soit (S, ρ) un espace métrique séparable complet et BS la tribu Borélienne
de S. Soit Γ un enssemble de fonctions continues de S dans S. Soit C la tribu
engendrée par Γ tel que la fonction (γ, x) −→ γ(x) est une fonction mesurable
sur (Γ× S, C

⊗
BS). Soit alors P une mesure de probabilité sur (Γ,C). Nous

avons alors la proposition suivante:
Propsition 2. Dans un espace probabilisé (Ω,F ,Q), soit (Γn)n une suite
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi P et
X0 une variable aléatoire dans S independante de Γn. Soit (Xn)n le processus
dé�ni par

X1 = Γ1X0,..., Xn = ΓnXn−1 = Γn · · ·Γ1X0

Alors (Xn)n est une chaîne de Markov, de probabilité de transition N(x, B)
donné par

N(x,B) = P [{γ ∈ Γ : γ(x) ∈ B}] ∀x ∈ S, ∀B ∈ BS

Démonstration. La démonstration découle de la proposition précédente;
Le calcul est fait à partir de Diaconis dans[4]. �

Notons que Γn · · · Γ1 x a la même distribution que Γ1 · · · Γn x.
Soit Γm = Γ × · · · × Γ , et Pm la probabilité produit sur (Γ,Cm), et Γ(m)

l'essemble de toutes les combinaisons de γm · · · γ1 avec γi ∈ Γ, 1 ≤ i ≤ m et
C(m) = {B ∈ BS tel que (γm · · · γ1)

−1 ∈ Cm}

et P (m) la probabilité induite.
Notations: Soit X0 ∈ S, m0 un entier positif et G une fonction positive

dé�nie par G : Γ(m0) −→ R tel que
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(A1) ∀γ ∈ Γ(m0) : ρ(γx, γy) ≤ G(γ)ρ(x,y),∀x,y ∈ S

(A2) λ = E[G(Γ(m0)...Γ1)] < 1

(A3) Pour tout r ≥ 0, supρ(x,x0)≤r E[ρ(Xn(x),x0)] < ∞ n = 1,...,m

Le résultat ci-dessous précise des conditions pour que le système itératif
(Xn)n admette une loi stationaire. Nous devons signaler que ces conditions
ont été largement appro�ondies dans [4]. Nous nous en limitons car elles sont
su�santes pour l'étude des sommes de Birkho�.
Théorème 1. On suppose pour tout x0 dans S et m0 un entier naturel et
G une fonction positive, mesurable sur Γ(m0), de plus (A1) et (A3) sont
veri�és. Alors il existe une mesure de probabilité invariante et unique π(dy)
donc pour N(x,dy) et Nn(x,dy) convergent faiblement vers π(dy), pour tout
x ∈ S.
Théorème 2. Avec les hypothèses du théorème ci-dessus et si π est l'unique
probabilité invariante, alors:

1

n

n−1∑
i=1

f(Xi) −→
∫

fdπ p.s

Pour toute fonction Lipschitizienne .
Rappelons qu'un processus (Bt)t≥0 est un mouvement Brownien s'il véri�e

les conditions de la dé�nition suivante. Pour un peu plus de précisions, voir
un exemple de construction dans Annexe, que nous avons adapté à partir du
mémoire de Magister de LADJIMI (Cf.[7]).
Dé�nition 3. Un processus aléatoire (Bt)t≥0 est un processus de Wiener ou
mouvement Brownien si
(1) les accroissements Bt+s −Bs sont stationnaires et

L(Bt+s −Bs) = N(0, σ2t)

(2) Si ∀ 0 ≤< t1 < t2 < · · · < tn alors les accroissements sont independants
c'est-à-dire les Bti −Btj sont sont indépendants;
(3) B(0) = 0, Bt est continu en 0.

Supposons que les notations de théorème 1 sont véri�ées et π est l'unique
mesure de probabilité invariante pour N(x, dy).
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Soit T l'opérateur de transition dans L2(S,π) dé�ni tel que

Tf(x) =

∫
f(y)N(x,dy), f ∈ L2(S,π)

Alors (T nf)(x) =

∫
f(y)Nn(x,dy)

Pour f ∈ L2(S,π), soit f̄ =
∫

fdπ, et pour tout entier n soit (Yn(t))t le
processus dé�ni par

Yn(t) =
1√
n

[nt]∑
i=0

(f(Xi)− f̄) + (t− [nt]

n
)(f(X[nt]+1)− f̄) pour tout t ≥ 0.

Pour f ∈ L2(S,π) �xé, nous avons le résultat principal est que Yn(.) converge
en loi vers un mouvement Brownien, c'est-à-dire

Yt −→ Bt en loi.

Théorème 3. Si les conditions du théorème 1 sont véri�ées, avec les mêmes
notations, nous avons :

(1) Si la distribution initial de X0 est π, alors pour toute fonction Lipchiti-
zienne on a la convergence de Yt vers Bt.

(2) Si, en outre ∫
ρ2(x,x0)dπ < ∞, alors pour toute fonction Lipchitizienne

on a la convergence de Yt vers Bt.

(3) Les convergences dans (1) et (2) sont véri�é sans utiliser la distribution
initial.
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Conclusion

Dans cette étude, nous avons essayé de donner une synthése sur le théo-
rème ergodique et son application aux chaînes de Markov itératives. Les élé-
ments pour assoir l'appareillage théorique sont assez élaborés et variés. Nous
avons essayé d'aller vers l'essentiel, dans le cadre de ce mémoire de Master.
Ce qui a retenu notre attention c'est surtout l'approximation donnée par
Oesook Lee d'une chaîne de Markov itérative par un processus convergeant
faiblement vers un mouvement brownien. Il est à noter que cettte approxima-
tion est valide sous l'hypothèse que les fonctions aléatoires considérées sont
lipschitziennes. Peut être peut-on a�aiblir cette hypothése? Cela constitue
une première direction de travail. D'autres approximations sont à explorer
pour les sommes de Birkho� en liaison, en particulier, avec les travaux de
Diaconis et Mirek. Ce qui fournit une deuxième direction de travail. Il est
à signaler que beaucoup de travaux dans la litérature sont consacrés aux
chaînes de Markov itératives. Cela s'explique sans doute par les nombreuses
applications de ce modèle.
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Annexe: Marches Aléatoires et

Mouvement Brownien

Considérons une particule qui se déplace sur l'axe Z, partant de 0 à l'ins-
tant 0, en e�ectuant à chaque unité de temps un saut d'une unité de longeur
vers la droite ou vers la gauche avec la même probabilité. Soit Yn le saut
e�ectué à l'instant n. Avec ces hypothéses nous avons Yn = ±1. Nous sup-
posons de plus que les Yn sont des variables aléatoires indépendantes et de
même loi. Soit Xn la position de la particule à l'instant n. Nous avons

∀n > 0, Xn = Xn−1 + Yn

avec X0 = 0. (Xn)n est la marche aléatoire symétrique sur Z.
Si on note Pn(x) = P [Xn = x|X0 = 0], nous avons

Pn(x) = C
n+x

2
n

1

2n
avec Ck

n = 0 si k 6∈ Z

Les Pn satisfont alors à l'equation aux di�érences:

Pn+1(x) =
1

2
Pn(x− 1) +

1

2
Pn(x + 1),

avec les conditions aux limites

P0(x) =

{
0 si x 6= 0
1 si x = 0

Supposons maintenant que la marche soit accélérée en prenant des sauts
de plus en plus petits, dans des intervalles de temps de plus en plus petits.
Y a t'il un processus limite, obtenu en faisant tendre vers 0 la longeur des
sauts et l'intervalle de temps?
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De façon précise, supposons que la particule se deplace d'une longeur ∆x à
droite ou à gauche avec la même probabilité à chacun des instants 0,∆t,2∆t...
Notons St sa position à l'instant t > 0 avec l'hypothèse que S0 = 0. On a
alors

St = X1 + X2 + ... + X[ t
∆t

],

où (Xn) est une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi
dé�nies par

Xn = ±∆x

avec
P (Xn = ∆x) = P (Xn = −∆x) = 1/2 pour n = 1,2,...,[

t

∆t
].

Nous avons E(Xn) = 0 et E(Xn)2 = ∆x2, d'ou

E(St) = 0 et V ar(St) = [
t

∆t
](∆x)2.

Il s'agit maintenant de passer à la limite, en faisant tendre ∆x et ∆t vers 0,
de sorte que le processus limite ne soit pas trivial. Si, par exemple, on prend
∆x = ∆t et on fait tendre ∆t vers 0, on obtient E(St) = 0 et V ar(St) −→ 0.
Le processus (St)t>0 serait alors presque sûrement nul.

Faisant tendre ∆x et ∆t vers 0, en imposant la condition
(∆x)2

∆t
−→ 2D

où D est une constante appelée coe�cient de di�usion, Einstein a montré
que D = 2RT

Nf
.

N represente le nombre d'Avogadro, T la temperature, R la constante des
gaz parfaits et f le coe�cient de friction. Avec cette condition, l'equation
aux di�erences devient:

Pt+∆t(x) =
1

2
Pt(x−∆x) +

1

2
Pt(x + ∆x)

D'où
(Pt+∆t(x)− Pt(x))

∆t
× ∆t

(∆x)2
=

1

2
×Pt(x−∆x)− Pt(x) + Pt(x + ∆x)− Pt(x)

(∆x)2
.

(1)
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Quand (∆t,∆x) −→ (0,0) l'equation (1) devient equation dite de Fokker-
Planck,

1

D

∂P

∂t
=

∂2P

∂2x
(2)

Avec les conditions aux limites l'equation (2) devient:

(E)


∂P
∂t
−D ∂2P

∂2x
= 0, (t,x) ∈ ]0, +∞[×R

P (0,x) = P0(x) = δx(0), x ∈ R.

C'est une equation du type de l'equation de la chaleur ou equation de di�u-
sion. Pour plus de détail, on confère [?].

La résolution de l'equation (E) consiste à chercher une fonction P (t,x)
de classe C1 par rapport à t et de classe C2 par rapport à x, pour (t,x) ∈
]0; +∞[×R .

P (0,x) = P0(x) signi�e que lim
t→0

P (t,x) = P0(x)

On suppose que∫ +∞

−∞
|P (t,x)|dx < ∞,

∫ +∞

−∞
|∂P

∂t
(t,x)|dx < ∞ et

∫ +∞

−∞
|∂

2P

∂2t
(t,x)|dx < ∞

de sorte que les fonctions

x 7−→ P (t,x), x 7−→ ∂P

∂t
(t,x) et x 7−→ ∂2P

∂2x
(t,x)

ont pour chaque t une transformèe de Fourier par rapport à la variable x.

Nous désignerons la transformée de Fourier de x 7−→ P (t,x) par

F [P ](t,k) = P̂ (t,k) =

∫
R

P (t,x)e−ikxdx

On suppose de plus que pour tout t > 0, on a∫ +∞

−∞

∂P

∂t
(t,x)e−ikxdx =

∂

∂t

(∫
R

P (t,x)e−ikxdx

)
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En appliquant la transformée de fourier à l'equation (2), on obtient, pour
tout k ∈ R:
F

[
∂P

∂t
−D

∂2P

∂2x

]
(t,k) = F

[
∂P

∂t

]
(t,k)−DF

[
∂2P

∂2x

]
(t,k)

=

∫ +∞

−∞

∂P

∂t
(t,x)e−ikxdx−D

∫ +∞

−∞

∂2P

∂2x
(t,x)e−ikxdx.

=
∂

∂t

(∫
R

P (t,x)e−ikxdx

)
+Dk2

∫
R

P (t,x)e−ikxdx

=
∂P̂

∂t
(t,k) + Dk2P̂ (t,k).

Car ∫ +∞

−∞

∂2P

∂2x
(t,x)e−ikxdx = (ik)2F [P ](t,k).

Ainsi, Pour tout k ∈ R, P̂ est solution de l'équation di�érentielle par rapport
au temps t suivante :

∂P̂

∂t
+ Dk2P̂ = 0.

Par ailleurs P̂ (0,k) = P̂0(k), d'où
P̂ (t,k) = P̂0(k)e−Dk2t.

On sait que pour tout t > 0 �xé,

e−Dk2t = F [G](t,k), avec G(x,t) =
1√

4πDt
exp(

−x2

4Dt
).

Pour t > 0 La fonction G : x 7−→ 1√
4πDt

exp(−x2

4Dt
) est applée noyau de Gauss

ou noyau de la chaleur.
La fonction k 7−→ P̂0(k)e−Dk2t est dans L1(R) , donc

P̂ (t,k) = F [P0 ∗G](t,k).

Comme F est injective sur L1(R) alors,

P (t,x) = (P0 ∗G)(t,x) =
1√

4πDt

∫
R

exp(−(x− y)2

4Dt
)P0(y)dy.
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si à l'instant t = 0 la particule est on x = 0, alors P0(x) = δx(0) et la solution
de (E) est:

P (t,x) =
1√

4πDt
e−

x2

4σt .

Remarquons que le même résultat peut être obtenu en appliquant le théo-
rème de la limite centrale. En e�et: Quand (∆t,∆x) −→ (0,0), E(St) = 0 et
V ar(St) → 2Dt, donc

St√
2Dt

tend vers la loi normale N (0,1)

puisque S(t) est la somme de variables aléatoire indépendantes, et de même
loi. Ce qui ce traduit par la relation

P
[ St√

2Dt
< α

]
=

1√
2π

∫ α

−∞
e−

x2

2 dx,

ce qui donne
P [St < β] =

1√
4πt

∫ β

−∞
e−

x2

4tD dx.

Si par exemple , en prend ∆x =
√

∆t et ∆t −→ 0, alors D = 1
2
, d'où

E(St) = 0,V ar(St) −→ t, et P (t,x) =
1√
2π

e−
x2

2t .

On obtient un processus limite (St)t>0 admettant les propriétés suivantes:
1. Pour t > 0 �xé, la variable aléatoire St suit la loi N (0,

√
t)

2. Le processus (St)t>0 est à accroissements indépendants.
En e�et ce resultat est du au fait que dans la marche aléatoire, les sauts
ayant lieu dans des intervalles de temps disjoints sont indépendants.

3. Le processus (St)t>0 est à accroissements stationnaires.
Cette propriété résulte du fait que dans la marche aléatoire le chan-
gement de position dans un intervalle de temps ne dépend que de la
longueur de cet intervalle.

Le Processus obtenu est le Mouvement Brownien standard.
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