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Notations

Certaines notations seront utilisées tout au long de ce mémoire que nous
listons ci-dessous :

— R : Ensemble des nombres réels.

— R" : Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.

— |a, b] : Intervalle fermé de R d’extrémités a et b.

— N, ={1,...,n} : Ensembles des n premiers nombres entiers positifs.

— z, € R : est définie par z.(t) = x(r — t), a I'instant t.

— CYR") : Ensemble des fonctions continument différentiables.

— |.| : Valeur absolue ou module.

— ||| : Norme sur R".

— x = [z1,...,2,] € R": Vecteur d’état.

— @(t) = % : Dérivée temporelle.

— 27 : Transposé du vecteur x.

— |jz|| : Norme euclidienne de x

— [ai;] - Matrice dont le coéfficient de la iéme ligne et jéme collone est a;;.

— AT : Transposé de la matrice A.

— A > 0(respA > 0) : Signifie que A est une matrice symétrique définie
positive (resp.semi-définie positive).

— A < 0(respA < 0) : Signifie que A est une matrice symétrique définie
négative (resp.semi-définie négative).



Id,, : Matrice identité R™*".

A~1 : Inverse de la matrice A.

( E:S 312 > : Matrice symétrique, le symbole (*) représente al,.
22
Amin(A) (respAmax(A)) : Valeur propre minimale (resp.maximale)de A.

det : déterminant.

exp(A) ou e? : Exponentielle de la matrice A.



Acronymes

— LMI : Inégalités Matricielles Linéaires (Linear Matrix Inequalities).

— LPV : Linéaire a Paramétres Variants (Linear Parameter Varying).

— SISO : Mono-entrée Mono sortie (Single Input-Single Out put).

— DMVT : Théoréme des accroissements finis (Differential Mean Value
Theorem).

— EDO : Equations Différentielles Ordinaires.

— BO : Boucle ouverte.

— BF : Boucle fermée.



Introduction générale

Un systéme dynamique est un ensemble d’objets ou de phénomenes liés
entre eux et isolés artificiellement du monde extérieur. Sa modélisation vise
a établir les relations qui lient les variables caractéristiques de ce proces-
sus entre elles et & représenter rigoureusement son comportement dans un
domaine de fonctionnement donné décrit par des equations différentielles or-
dinaires (EDO).

La stabilisation des systémes dynamiques non linéaires est une question
centrale dans le controle automatique depuis les derniéres décennies. Loin
d’étre résolu, ce probléme se pose naturellement quand un systéme physique
réaliste est considéré.

Une approche classique consiste en une strategie de retour d’état, ou le but
est de trouver une dynamique ou une méthode de concepteur de gain statique
en vue d’assurer la stabilité de la boucle de commande.

Malheureusement, I'information compléte de ’état n’est pas toujours dispo-
nible principalement pour des raisons economiques et technologiques. A venir
sur ce probléme un observateur est habituellement ajouté dans la boucle de
controle, afin de récupérer I'information qui n’est pas disponible. Dans le cas
linéaire la méthode de controle optimal d’observateur basée et fondée sur le
principe de séparation, qui prévoit l'observateur et les gains de régulation
indépendante par differentes méthodes (de placement de pole, méthode de
Lyapunov).

Mais le cas non linéaire n’est pas facilement traitable principalement en raison
de la non séparation de la conception des gains du régulateur et observateurs.
Dans la litterture, les differentes approches proposées pour résoudre le pro-
bleme impliquée deux ou plusieurs étapes. Ils impliquent de choisir un gain
par une méthode donnée et puis 'autre gain est calculé afin de fournir une
réponse globale au probléeme de la stabilisation par observateur. Depuis ces
derniéres décennies, ce probléme souléve 'attention de toute la communauté.
Des résultats interssants dans ce domaine sont présentés des systémes conti-
nus et discréts.

Pour de nombreux systémes, la variation des états peut dépendre de leurs
passés. Cette dépendance se traduit donc par des retards mais qui sont sou-
vent négligés par simplicité. Cependant dans la commande des systémes, la
présence du retard a une influence considérable sur le comportement du sys-



téme bouclé et peut méme étre a 'origine d’instabilité. Il est donc important
de les prendre en compte.

Le mémoire est organisé comme suit :
Le premier chapitre est consacré aux généralités et état de 'art sur les sys-
témes dynamiques en particulier les systémes a retards.
Dans le deuxiéme chapitre notre étude s’est portée sur la conception d’obser-
vateur pour les systémes a retards a temps discrets avec des retards présentés
dans les variables d’état et de mesure.

Nous terminons notre travail par une conclusion générale présentant glo-
balement ce mémoire avec quelques perspectives.



Chapitre 1

(Généralités sur les systémes
dynamiques

1.1 Systémes dynamiques linéaires

Définition d’un systéme dynamique

Motivation :
Un systéme dynamique est genéralement décrit par une équation differen-
tielles de la forme :

dx

E:f(x),xEX (1.1)
Ou z est I'état du systéme.

X est 'espace d’état et f: X — R” est un champ de vecteurs sur X.

Systéme dynamique a temps continue

Dans le cas ot la composante du temps est continue, le systéme est pré-
senté par :

dx

— = t 1.2
o = @ t.p) (1.2)
Ou z € R™.

p est un paramétre dans R" et t € T', le domaine temporel.



1.1.1 Systémes dynamiques linéaires sans retards

Définition 1.1.1. Cette classe de systéme est décrite par des équations dif-
férentielles linéaires et donnée par :

& = Az + Bu (1.3)
ou A est une matrice n X n appelée matrice d’état et B une matrice n X m
appelée matrice de commande.

Exemple d’un systéme linéaire :

Exemple : (Une voiture automobile)
Considérons une voiture automobile de type traction avant dont les roues
avant sont a la fois motrices et directrices. Le modéle cinématique s’écrit :

é’l = uysinfy cosb,
52 = —uy cos by cosby
91 = uysinfy

92 = U2

Ou

(&1,&,) désignent les coordonnées cartésiennes du milieu de l'essieu arriére.
f, Dorientation du chassis.

0, 'orientation des roues avant.

uy la vitesse de propulsion.

us la vitesse d’orientation des roues avant.

Les matrices (A, B) du linéarisé du systéme s’écrivent :

sinf;costy 0
—cosfycosby, 0
sin 6 0

0 1

Controlabilité des systémes linéaires

Le systéme (1.3) est dis controlable (commandable) si on peut le ramener
a tout état prédéfini au moyen d'un contréle. Plus précisément on pose la
définition suivante :



Définition 1.1.2. [1] Soit deux état du systéme, c’est-a-dire deuz point xg
et x1 de R, et étant donné un temps T > 0, on dit que le systeme (1.3)
est controlable si il existe une application mesurable bornée u : [0,T] — R™
qui permet de passer de xo a x1 au bout du temps T, ce qui signifie que la
solution du probleme de Cauchy

& = Az + Bu(t), z(0) = xg

vérifie
z(T) =z,
Remarque 1.1.1. On remarque que :

— Sixg#0 et xy =0 : controlabilité dans [’origine.
— St xg =0 et x; # 0 : atteignabilité du point.

Incontrolable signifie: « Yous ne pouvez pas y arriver d'iciy ¢tat incontrolable
o
X u(t)
| |
| |
tg=0 ty

Matrice de contrélabilité :

¢=[B AB A2B ... A"'B]

Le systéme est controlable si la matrice de controlabilité est de rang plein
c’est-a-dire rg(€) = n.

Retour d’état

Parfois la notion de controlabilité est insuffisante dans la pratique. L’ex-
périence suivante nous aide a bien comprendre cela : On essaie de faire tenir
un balai en équilibre sur un doigt. Partant d’une position du balai arbitaire,
on peut amener facilement ce dérnier a la verticale avec une vitesse nulle;
il suffit ensuite de ne pas bouger le doigt et le probléme est résolu. Maleu-
reusement c’est impossible a réaliser dans la pratique c’est-a-dire le balai ne
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sera pas exactement a la verticale et la vitesse ne sera pas exactement nulle,
donc si on arréte de bouger le doigt le balai va tomber. En fait pour éviter
cela on bouge le doigt en fonction de la position du balai et de sa vitesse ;et
puisque 'un des objectifs de la théorie du controle est de déterminer des
rétroactions (un contréle ou une commande en boucle fermée)qui stabilisent
le systéme en un état particulier (point d’équilibre), on applique au systéme
(1.3) une commande u(x) qui dépent de I'état = du systéme. On est donc
conduit a chercher une application, appelée retour d’état, u : R® — R™ s’an-
nulant en z, = 0 (position d’équilibre) tel que le systéme en boucle fermée
& = Ax + Bu(x) admette l'origine comme point localement asymptotique-
ment stable c¢’est-a-dire

Ve > 0,dn tel que

((# = Az + Bu(z), [¢(0)] <n) = (Jz(t)] <&, Vt = 0)),

30 > 0 tel que

(& = Az + Bu(x), |2(0)] < §) => ( lim z(t) = 0)).

t—-+o0

Théoréme 1.1.1. [1] Si le systéme linéaire (1.3) est commandable ,il existe
une application linéaire u : R™ — R™ telle que le systéme bouclé © = Ax +
Bu(z) admette l'origine comme point localement asymptotiquement stable .

Soit le systeme linéaire stationnaire défini par :
t(t) = Az(t) + Bu(t), y(t) = Cz(t) (1.4)

Ce systéme peut étre représenter par le diagramme suivant :

11



x(t)=Ax(t)+Bu(t)

) =7y )—cx(t)

— y(t)

FIGURE 1.1 — Le schéma bloc d’'un modéle d’espace d’état

On appelle bouclage (commande en boucle fermé)d’état lincaire du sys-
téme (1.4)une loi de commande par retour d’état du type :

u(t) = —=Kx(t) + v(t)

avec
w1(t)

2a(t)

les valeurs de I’état a 'instant t.
K € R™" est une matrice appellé gains de retour d’état, et v(¢) une nouvelle
entréé pour le systéme en boucle fermée suivant :

t(t) = (A — BK)x(t) + Bo(t), y(t) = Cx(t) (1.5)

le systéme (1.5) est représenté par le diagramme suivant :
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x(t)=(A-BK)x(t)+Bv(t),

vlt) = ¥(t)=Cx(t)

— y(t)

FIGURE 1.2 — Le schéma bloc du retour d’état version 2

Définition 1.1.3. La lot de commande
u(t) = —Kx(t) + v(t)
est dite stabilisante si l'origine du systéme (1.5)est asymptotiquement stable.

Remarque 1.1.2. Nous pouvons modifier tous les poles du systéme (1.4)ssi
il est un systéme commandable .

13



v(t) | u(t) i(f) = Az(t) + Bu(t) y(t)
4’0 "'{ y(t) = Cx(t) >

z(t)

K -

FIGURE 1.3 — Le schéma bloc du retour d’état

Calcul du gain de retour d’état dans le cas (SISO) :

Soit le systéme définie par le triplet (A, B,C) et 1’état z(t). On suppose
que le systéme est commandable.
Soit le nouveau systéme mis sous forme commandable représenté par le tri-
plet (A., B, C.) et I'état z.(t).
soit P, est la matrice de passage.
Avec

z =Pz,
A.= P 'AP..B.= P, 'B,C.= CP.
La loi par retour d’état s’écrit :
u(t) = —Kz(t) + v(t) = =K P (t) + v(t) = =K x.(t) + v(t)

Ou

K. est le gain de retour d’état pour le systéme commandable et K = K. P!
est le retour d’état pour le systéme initiale.

Dans la base commandable les matrices A, et B, s’écrivent ainsi :

[0 1 0o ... 0
0 0 . 0
0 0 0 0
| —ap —ap ... ... —QAp-1 |

14



ou
le polynome caractéristique associé a la matrice A est donné par :

Pa(\) = det(M, — A) = A" + anp A" -+ aq

Avec

a;,1 € {0,n — 1} sont les coefficcients de ce polynéme.

La matrice dynamique sous forme commandable du systéme bouclé par retour
d’état s’écrit alors :

0 1 0 0 }
0 0 1 0
Ae = B K = : : : - :
0 0 0o ... 1

L —aop — kcl —a; — kcg cee eee —Qp—1 — kcn |

Le polynoéme caractéristique du systéme en boucle férmée est définit par :

Pa_p.r.(A) = det(M,,— Ac+B.K.) = A"+ (ap-1+ken )N 14 (ag+Kker).

Nous voulons placer les poles de la boucle fermée en pyq, ..., p,.
Le polynoéme caractéristique de la boucle fermée est donc uniquement déter-
miner par le choix des poles désirés et nous avons donc la relation suivante :

A=p1)(A=p2) ... (A=Dp) = Paes(A) = A"+ faaa \" '+ + fo = Pa_p.x.(N)

On tire alors les valeurs du gain K. :

ko = —ao+ fo
ko = —a1+ fi
kcn = —Qp+ fn—l

15



Le gain K du systéme initiale s’écrit alors :

—1
K = [fO — Qg, ... 7fn—1 - an—l]Pc
Nous pouvons proposer le théoréme suivant :

Théoréme 1.1.2. /9] Soit le systéme commandable défini par le triplet( A, B, C),
les coefficients du polynome caractéristique de A sont notés a;, Vi € {0,n—1},
det( A\l — A) = A"+ ap A" L+ -+ ag.

Sotent p1,...,p, les poles désirés du systéeme en boucle fermé. Les coef-
ficients du polynome dont les racines sont p;,Vi € {1,...,n} sont notés
fZ,VZ S {0, n — 1}

Le gain de retour d’état K permettant de placer les pdles du systéeme en boucle
fermée en (p1,...,pn) s’écrit alors :

K=1[fo—ao,..., fac1 — an—l](gA)_l

Ou
¢ représente la matrice de commandabilité de la paire (A, B), A représente
une matrice dépendant uniquement des coefficients du polynéme caractéris-
tiqgue de la matrice A :

[ ai Qs apn—1 1 ]
as 1
A— .
an_1 1 0 0
i 1 0 . 0 |

Application :
Exemple numérique 1 :
Soit le systéme définie par le quadruplet {A, B,C, D} avec :

A:[—l

On désire placer les poles du systéme en —3 et —4.
Le polynoéme caractéristique désiré s’écrit donc :

1 1

_01},0:[0 1],B={0],D=0 (1.6)

Pres(N) = (A +3)(A+4) =N +7A+12.
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Premiérement on vérifier que le systéme est commandable.
La matrice de commandabilité s’écrit :

¢=[B AB}:H _11}

det€ =1 # 0 alors rg€ =n = 2.
Calculons A — BK et le polyndome caractéristique associé Pa_pg(\) :

-1 =1 1 1=k —1—ky
A_BK_[1 0}_{0}[“ kz]_{ 1 0

On obtient donc le polynéme caractéristique :

PA—BK()\) = det((A — BK) — )\12) = )\2 + (]_ + k‘l))\ + 1 + k‘g.

En boucle fermée,ce polynome admet comme racine —3 et —4.
En égalant

Pa_gx(AN) = Pies(A) = A +3) (A +4) = N2+ TA + 12,

On obtient la valeur de k; et ko, et donc la valeur du gain K :

K=[6 11].

Exemple numérique 2 :

Dans cet exemple on utilise la forme compagne de commande (comme le sys-
téme est commandable, la forme compagne de commande existe) représenté
par le quadruplet {A,, B, C., D.}.

Le systéme dans la base compagne de commande s’écrit alors :

Z(t) = Acx(t)+ Bou(t)
y(t) = Cex(t)

avec



On a le changement de base suivant :
z(t) = P.a.(t)

01
10|
La commande implantée est donnée par :

Avec P, =

u(t) = — Ko (t) + v(t).
Le systéme en boucle fermée s’écrit dans la base compagne de commande :
Ze(t) = (A.— B.K.)x.(t) + B.u(t)
y(t) = Cex(t)
On calcule A, — B. K, :

0 1

AcmBRe=1 4 h 1o

Cette matrice reste en forme compagne de commande, il est donc inutile de
calculer le polynéme caractéristique.
Par identification ,nous obtenons :

Ak = 12 = ko = 11
—1—koye=—T=ko.=6
Le gain de retour d’état dans la base commandable est donné par :
K.=[11 6].

Le calcul de I'inverse de la matrice de changement de base nous permet de
calculer facilement le gain du retour d’état K dans la base initiale :

K=KP'=[6 11].

Remarque 1.1.3. 1l est plus facile de déterminer l’expression du systéme
en base compagne de commande puis calculer le retour d’état dans cette base,
plutot que calculer directement le retour d’état dans la base initiale. Cela
nous raméne & €éviter le calcul du polyndme caractéristique en fonction des
connues k;.

Les résultats de simulation sont illustrés sur la figure suivante :
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Reponse a un echelon

A e

syaleme en
boucle ouverte

Syslefme en
boucle farmes
I
g =

=y i

Tiemps (sec)

FIGURE 1.4 — Réponse du systéme (1.6) en BO et BF, asservi par un retour
d’état.

Observabilité des systémes linéaires

Soit le systéme linéaire stationnaire suivant :

&t =Ax + Bu, y=Cx (1.7)
ou
x € R™ est I’'état du systéme, u € R™ le controle et y € R? est la sortie du
systéme.

A, B, C sont des matrices constantes de dimention appropriées.

On a:

Définition 1.1.4. /5. On dit que le systéme (1.7) est observable si pour tout
état xo € R™, il existe un temps fini T' et un contrdle admissible u tel que la
connaissance de y(t) pourt € [0,T] permet de déterminer x.

Notez que ceci est équivalent a la reconstruction de I’état de x(t) et I'ob-
servabilité est caractérisée par :
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Matrice d’observabilité :

o=[C cA cA* ... ca']"

Le systéme est observable si la matrice d’observabilité est de rang plein c¢’est
a dire rg(O) = n.

1.1.2 Systémes dynamiques linéaire a retard

Les systémes a retards, appelés aussi systémes héréditaires sont des sys-
témes de dimention infini, leurs évolution dépend non seulement de la valeur
de I’état en temps courant ,mais aussi des valeurs passées de la commande
et,ou de I'état prises sur un certain horison temporel.

Dans le contexte de la commande un retard est définit comme étant un in-
tervalle de temps entre I'application d'un signal de commande et tout chan-
gement observable dans 1’état du processus comme nous le montre la figure

(1.5) :
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FIGURE 1.5 —

On peut modéliser le systéme précédent par les contraintes suivantes :

Considérons le systéme linéaire a retard suivant définit par :
&(t) = Az(0) + Bu(0); t >ty —7 <60 <0, y(t) = Cx(0) (1.8)

Avec

w1, (0) = x(to + 0) = $(0); 0 € [, 0.

Ou

x(t) € R™ est I’état instantané.

u(t) € R" est 'entrée de commande.

y(t) € RP est la sortie mesurée et ¢ la condition initiale du systéme.

Soit le systéme linéaire avec un retard discrét sur ’état donné par :
(t) = Ax(t) + Ayxy(t — 1)

Ou 7 est le retard et x est 'état du systéme.
Afin de résoudre cette équation, on a besoin de connaitre x(t) sur t € [—7, 0].
La condition initiale est une fonction, alors le systéme est donc de dimension
infinie.

Notion de controlabilité en présence du retard

Dans le cas des systémes linéaires retardés, la notion de commandabilité
consiste & atteindre une fonction notée x; qui évolue sur l'intervalle [t — 7, t].
Ceci conduit a une dimension infinie.

Définition 1.1.5. /2] Le systéme (1.8) est R™-controlable si, pour ¢ € C([—,0];R™),
xy et xy existe t; > to et une entrée de commande u(t), t € [to,t1] de telle
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maniére que z(t1) = x.

Remarque 1.1.4. On remarque que :
— St xg# 0 et x1 =0 : contrélabilité dans l'origine.
— St xg =0 et x1 # 0 : atteignabilité du point.

Notion d’observabilité en présence du retard

L’extention de base de I'observabilité des systémes a retard est I'observa-
bilité initiale :

Définition 1.1.6. [2] Un état initiale (x(0), ¢(t),t € [—7,0]) est observable
st la sortie du systéeme autonome n’est pas identiquement nulle.

1.2 Systémes dynamiques non linéaires

1.2.1 Systémes dynamiques non linéaires sans retards
Définition 1.2.1. Cette classe de systeme est décrite par :
&= ®(x(t),t), e R", teR (1.9)

Ou @ est une fonction non linéaire continument différentiable de R™ dans R"
Exemple d’un systéme non linéaire

Exemple : Systéme hydraulique

Considérons un systéme hydraulique formé d’un ensemble de réservoirs si-
tués a des altitudes différentes et dont le contenu liquide s’écoule (en cascade)
des réservoirs les plus élevés vers les réservoirs les plus bas sous l'action de
la gravité comme le montre la figure (1.6).
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FIGURE 1.6 — Cascade de réservoirs

Il s’agit clairement d’un systéme non linéaire d’écrit par :

1 = qo1 — qi2 — Q13
To = Q2 — (3

T3 = 13+ q23 — q30

Ou

Les variables d’état x1, xoetxs désignent évidemment les volumes d’eau conte-

nus dans les réservoirs.

¢i; représentent les débits s’écoulant des réservoirs supérieurs vers les réser-

voirs inférieurs.

Le débit fourni par la pompe d’alimentation du réservoir supérieur peut clai-

rement étre choisi comme variable d’entrée.

Le débit de sortie g;; de chaque réservoir est une fonction positive du volume

x; du réservoir.
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1.2.2 Systémes dynamiques non linéaires a retards

Les systémes a retards sont généralement représentés par des équations
différentielles de la forme :

i(t) = flt,z,w), t >t
y(t) = g(t e, w)
x, = ¢(0),pourd € [tog — T, to
u, = U(0),pourd € [to — T, to

Ou z(t) € R™ est I'état du systéme, y(t) € RP est la sortie et u(t) € R™ est
I’entrée.

7 est le retard.

¢ et [to— 7, 0] = R™ | représentent les conditions initiales et sont des
fonctions supposées continues par morceau.

x; et uy sont des fonctions continues de [—7 0] dans R™ et définies par :
[—7'7 to] — Rn78 S [—7', O]

x(0) = x(t +0)

[—7, 0] = R",0 € [—7, 0]

u () = u(t +6)

x; et uy représentent respectivement l'entrée et 1’état du systéme a l'instant
t.

f et g sont des fonctions continues, différentiable.

1.3 Controélabilité, Observabilité et Estimation
des systémes non linéaires a retards

1.3.1 Controlabilité
Soit le systéme non linéaire définit par :
T = f(x,u) (1.10)

Ou z € R™ est I'état du systéme, u € R™ est le controle (la commande).
Avec f € C°(R" x R™;R") satisfait f(0,0) = 0.

Définition 1.3.1. [1/(contrélabilité locale) : le systeme (1.10) est locale-
ment controlable si Ve > 0 il existe un réel n > 0 tel que Vzy € B, = {x €
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R™, |x| < n} et Vo, € B, il existe une application mesurable u : [0,e] — R™
telle que
lu(t)| < e,Vt €10,T]

(& = f(z,u(t)),z(0) = x0) = (x(e) = 21)

Le systéme (1.10) est dit en boucle ouverte et représenté par le diagramme
suivant :

25



u— | x=f(xu) | —
FIGURE 1.7 — Systéme en boucle ouverte

1.3.2 Observabilité

Motivation :

Dans le domaine de la commande, la connaissance entiére ou partielle de
I’état a chaque instant est nécessaire a la réalisation de tels objectifs. Sur
le plan pratique, cette exigence est difficile a satisfaire vu que la mesure en
ligne de ces variables est le plus souvent trées cotiteuse et parfois impossible.
Par conséquent, dés qu'une stratégie de commande demande 1'utilisation des
variables d’état non mesurées, il est indisponsable de construire un observa-
teur. Ce dernier est un systéme dynamique auxiliaire dont les entrées sont
constituées des vecteurs d’entrée u(t) et de sortie y(¢) d'un systéme. L’ob-
servateur ou estimateur d’état a pour role de donner une estimation Z(¢) du
vecteur d’état z(t).

Soit le systéme non linéaire suivant :

= f(z,u),y = h(zx) (1.11)

Ou z est 'état du systéme, u la commande (le controle) et y est la sortie du
systéeme appelée la variable observée.
Le systéme en boucle ouverte (1.11) est représenté par le diagramme suivant :
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x=f(x,u),

YT yh(x)

_>y

FIGURE 1.8 — Systéme en boucle ouverte

Le systéme (1.11) sera dit observable si la sortie y(t) permet de retrouver
Détat x(t).
L’observateur du systéme (1.11) est donné par :

&(t) = g(2(t), y(t), u(t)) (1.12)

Dans ce qui suit, nous allons rappeler certaines définitions inhérentes &
I'observabilité des systémes non linéaires.

Définition 1.3.2. [3/(Distinguabilité-Indistinguabilité) : Deux états ini-
tiauxr T, x1 € V tel que xy # x1 sont dits distinguables dans V' si 3t > 0
et 3u:[0,t] = U une entrée admissible telle que les trajectoires des sorties
issues respectivement de xy et xy restent dans V' pendant la durée [0,t] et
vérifient y(t, xg,u(t)) # y(t,x1,u(t)). Dans ce cas, on dira que u distingue
xg et x1 dans V.

Réciproquement, deux états initiaux xo, 1 € V tel que xg # x1 sont dits
indistinguables si ¥ t > 0 et V u : [0,t] — U pour lesquels les trajectoires
issues de xg, xy restent dans 'V on a : y(t, xg,u(t)) = y(t, z1,u(t)).

Définition 1.3.3. [3/(Observabilité) : Le systéme (1.11) est observable en
xg € V stz est distinguable de tout x € R".
En outre, Le systéme (1.11) est observable si Vxy € R™, g est distinguable.

1.3.3 Estimation de 1’état

Supposons que le systéme (1.7) est observable. Le but est de construire
un observateur asymptotique z(.) de z(.) telle que #(¢t) — z(t) — 0 quand
t— 00 .

L’idée est de copier la dynamique du systéme observé et d’y ajouter un
correctif en tenant compte de ’écart entre la prédiction et la réalité .

Définition 1.3.4. /4] Un observateur asymptotique (ou observateur de Luen-
berger) &(.) de x(.) est une solution d’un systeme du type

z(t) = Ai(t) + Bu(t) + L(Ci(t) — y(t))
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Ou L € M,, ,(R) est appelée matrice de gain.

Remarque 1.3.1. L’erreur d’éstimation entre la prédiction z(.) et [’état réel
x(.) est donné par :

e(t) = 2(t) — z(t)

La dynamique de cette erreur est régie par [’équation suivante :
é(t) = x(t) — a(t) = (A + LC)e(t)

Donc lerreur d’estimation converge asymptotiquement vers 0 pour tout va-
leur intiale €(0), si et seulement si la matrice A+ LC' est de Hurwitz .

Le probléme de construction de 'observateur revient donc a resoudre un
probléme de placement de poles. On choisit une dynamique désirée (choix des
valeurs propres désirées de A+ LC puis on utilisant le principe de placement
des poles, on détermine la matrice de gain L. Ainsi de la maniére duale on a
le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.1. [//(Théoréeme de placement des modes propres de l’obser-
vateur)

Si la paire (A, C) est observable, alors le systéme admet un observateur
asymptotique. Autrement dit on peut construire une matrice de gains L telle
que A+ LC soit de Hurwitz.

1.3.4 Modéle d’Observateur pour les Systémes non li-
néaires a Retard

Considérons la classe des systémes non linéaire a retard suivante :
B(t) = Ax(t) + Arzr(t) + Bf (2(t), z-(t), y(1), y(t) =Cx(t)  (1.13)

Ou x € R” est I'état du systéme, u € R™ est 'entrée et y € R? est la sortie
du systéme.

A, A., B et C sont des matrices constantes de dimentions appropriées.

f est une application non linéaire avec f : R" x R" x R? — R? et 7 > 0 est
le retard.

La classe des systémes non linéaires concernée est définie par I’hypothése
suivante :
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Hypothése 1.3.1. Supposons que la fonction non linéaire f satisfasse les
conditions suivantes :

Jfi
aij S _f(x7x7'7y) S bijavmaxTay (114)
5.%'j
T 5f2 r
UGS S (2,27, y) < bj;, Vo, 20,y (1.15)

L’observateur de I'état correspondant & (1.13) est donné par :

B(t) = AR(t)+ A2, (8)+Bf(2(2), 2-(2), y(t))+L(y(t)—Q(t))JrLT(yT(t)—%(t))),
1.16
Ou la dynamique de l'erreur d’estimation e(t) = z(t) — Z(t) est donné par :

e(t) = @(t) —2(t)
— (A LO)((t) — 5(0) + (A, — LO)a (1) — £.(1)) + BAS
= (A= LC)e(t) + (A, — L,C)e,(t) + BAf

Avec

Af = fla(t), z(t),y(t)) — f(£(), 27 (), y(t))

L’objectif est de trouver les gains L et L, tel que lerreur d’estimation
e(t) converge exponentiellement vers 0.
On énonce maintenant un résultat qui represente une condition suffisante
pour la stabilité du systéme (1.13).

Théoréme 1.3.2. [7] L’observateur d’état est exponentiellement convergent
s’il existe un scalaire w > 0 et des matrices P, () symetriques définies po-
sitives, R, R, de dimentions appropriées tels que les inégalités matricielles
sutvantes soient satisfaites :

M(P,Q,a,B) + wN(P) — L(R,R;) <0,Ya € vy,,, VB € 1/}{(;”

" M(P.Quayg) = | VA A PO ]
N(P) = [ ]g 8 ] ,M(R,R;) = [ C’TR(l—)RTC R(T)O ]

Quand les inégalités sont satisfaites ,les matrices L et L. seront données par :

L=P 'Rl L, =P 'R,.
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Démonstration : On consideére la fonction de Lyapunov-Krassovskii can-
didate suivante :

t
V(t) = ' (t)Pe(t) + exp(—wt)/ exp(wd)e’ (0)Qe(0)do
t—1
La dérivée de V(t) est donnée par :

V(t) = éT(t)Pe(t) + € (t)Pe(t) — wexp(—wt) ft exp(wd)el (0)Qe(0)do +
fexp(wt)e () Qe(t) — exp(u(t — 7)€ (t — T)Qe(t — 7] expl(—uwr).

V(t) = 27 (t) Pe(t) — wexp(—wt) ft exp(wh)el (0)Qe(0)dl + [eT (t)Qe(t) —
exp(—wr)el (t — 7)Qe(t — 7)].

V(t) = € {(A(p(t)) — LC)'P + P(A(p(t) — LC) + Q}e + ET{(F(PT(U) -
L.C)"P+P(B(p"(t))—L,C)}e,—exp(—wr)el Qe.—w exp(—wr) [,__exp(wh)e’ (0)Qe(0)db.

Alors
V(t)+wV(t) = T{(A(p(t))—LO)"P+P(A(p(1) ~LO)+Q} et {(B(p7 (1))~
L.CY'P + P(B(p"(t)) — L,C)}e, — exp(—wT)el Qe,

On déduit que :

V(1) +wV(t) = €T (6)[M(P,Q, h(t), " (t)) + wN(P) — L(R, R )£(1)

Avec

£(t) = [e(t), e- ()] et £7(t) = [ (2), €7 (2)]
D’aprés le principe de convexité on a :
[M(P,Q, h(t),h"(t)) + wN(P) — L(R, R:)] <0
Vh(t) € Hyp et h7(t) € HT .
Ce qui implique, '
V(t)+wV(t) <O.

Cette inégalité conduit a

/%dt < /—wdt = V(t) < V(0) exp(—wt)
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On a
Amin(P)[le(t)]* < V(2).

Alors,
V(0
)] < oL fexp(—w).
)\mln(P)
Ce qui raméne a :
V(0) w
< ——1).
IOl < 4/ 5 o (=5

Donc ce résultat affirme que ’observateur est exponentiellement convergent.

Exemple :
Considerons le systéme d’écrit sous la forme (1.16) par les parameétres sui-

vants :

4 2 0 0 0.5 0.3 10
A=]0 -4 2 | A, =05 0 03|,B=]01|,C=[10 0]
0O 0 -3 03 03 0 0 0
et
B z1(t—0.1) z2(t) T
flx,2.,y) = [ V1+23(t—0.1)  \/1+a3(t)
Nous avons
0 f1 6 fs .
s Ty :07_ y by :O,V :17273
5z, (2,20, y) 5. (2,2, y) j
0f1 1
(z, 2, 9) 5 T
0% (14 23(t—0.1))s
5f2( ) 1
<~ L, TrY) =
0 (14 z3(t))s
D’ou
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En résolvant les inégalités avec w = 1, nous obtenons les gains suivants :
L=[119232 402041 1.4261]"

L.=[05 05 03].

Les résultats de simulation sont illustrés sur la figure suivante :
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B . By y

a i ﬂ'r al Fa

E-u |I g o] E-nz-l‘

E‘-hql E-m E‘-o-

T k| -8

-[lli -0l an
s = 1 o ol » ' T )
(a) La 1*™ composante (b) La 2" composante (c) La 3™ composante
de l'erreur. de 'erreur. de l'erreur.

FIGURE 1.9 — Evolution exponentielle de 'erreur d’estimation

1.4 Stabilité des systémes a retards

La notion de stabilité constitue une problématique centrale de la théorie
du controle. Souvent liée a la fagon d’apprehender un systéme, la stabilité
posséde un large eventail de définitions. Dans ce chapitre, nous nous interes-
serons a quelques notions particuliéres de stabilité des systémes a retards. En
particulier, on s’intéresse & ’approche temporelle liée a la seconde méthode
de Lyapunov.

On considére la classe des systémes avec un seul retard définie par :
(t) = f(z(0),1),t > to x4,(0) = 9(0),Y 0 € [—71,0] (1.17)

Ou

z(0) € C = C([—7,0],R™) est I’état du systéme a 'instant ¢ + 6.

x(t) est 'état du systéme a l'instant ¢ et ¢ est la fonction initiale du systéme
(1.17).

Nous considerons par x.un point d’équilibre du systéme (1.17) tq f(z.,t) =
0Vt>ty.
Puisque dans ce mémoire on s’interesse que a la stabilité d’une erreur d’esti-
mation, alors nous supposons que le systéme (1.17) posséde un unique point
d’équilibre x, =0 .
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Le paragraph suivant est dedié¢ a la définition de quelques concepts fonda-
menteaux de stabilité du systeme (1.17).

Définition 1.4.1. [6/(Attractivité) L’origine est un point d’équilibre at-
tractif pour (1.17) si¥ e >0 ,3 0(tg) > 0 tel que :

[élle < 8(to) = Jim (a(t, 0, 6)) = 0,Y > 1y,

Lorsque 6(ty) = 400 ,on dit que l'origine est globalement attractive.

Définition 1.4.2. [6/(stabilité) L origine est un point d’équilibre stable au
sens de Lyapunov pour (1.17) si¥ e >0, ¥V tg >0, 3 (e, tg) > 0 tel que :

H¢”C < 5(57t0) = ”x(t?t(h ¢)” < 57v t Z tO

Définition 1.4.3. [6/(Stabilité asymptotique) L origine est un point d’équi-
libre
— Asymptotiquement stable pour (1.17) s’il est stable et attractif .
— Globalement asymtotiquement stable pour (1.17) s’il est stable et glo-
balement attractif .

Définition 1.4.4. [6/(Stabilité uniforme) L’origine est un point d’équi-
libre uniformement stable pour (1.17) si¥ € >0, 3 d(e) > 0 tel que :

gl < 6(e) = llx(t,to, )| <&,V t =ty

Définition 1.4.5. [6/(Stabilité exponentielle) L origine est un point d’équi-
libre exponentiellement stable pour (1.17) s’il existe des constantes o« > 0 et
v > 0 telles que pour toute solution x(t,ty,¢) ,¢ € C :

[z(t, to, O)|| < vexp(—alt —t)),Vt >tV ¢ € C.

La constante a est appelée le taux de convergence.

Il est clair que la notions de stabilité, enoncées ci-dessus, ne différent pas
trop de celles des systémes sans retard, sauf pour les hypothéses concernant
les conditions initiales.
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1.4.1 Théorie de Lyapunov

La méthode directe de Lyapunov est basée sur I'existence d’une fonction,
appelée fonction de Lyapunov, définie positive sur un voisinage du point
d’équilibre, dont la dérivée temporelle le long des trajectoires du systéme est
définie négative.

Ceci traduit le fait que I’énergie totale du systéme se dissipe contintiment
avec le temps quand sa trajectoire tend a rejoindre sa position d’équilibre.

Considérons la classe des systémes non linéaires décrite par I'équation
dynamique :
() = f(x(t),t), z(to) = xg (1.18)
Ou
z(t) e R" et f:R™ x Rt — R" continue.
x(t, to, o) la solution & 'instant ¢t > ¢y du systéme(1.18) initialisée en z( &
I'instant t;.

Définition 1.4.6. [6/ Soit V(xz,t) : R" x RT — R™ une fonction continue.
V' est dite propre définie positive si :

1. Vt e RY Vo e R" x # 0V (z,t) > 0;

2.VteR", V(z,t) =0=>2=0;

3. Vt € RJr, lim”xH_mOV(:L‘, t) = 0.
Définition 1.4.7. [6/(Fonction de Lyapunov) une fonction V(x,t) de
classe C' est une fonction de Lyapunov locale (resp.globale) au sens large pour

le systeme (1.18) si elle est propre définit positive et s’il existe un voisinage
de lorigine Vy tel que Vx € Vg (resp.x € R") :

Vet = 5+ (T ao.n <o

Si V(x, t) <0, alors V' est appelée fonction de Lyapunov au sens strict pour
(1.18).

Définition 1.4.8. [6/(Méthode directe de Lyapunov) Sile systeme (1.18)admet
une fonction de Lyapunov local au sens large (resp.au sens strict) alors lori-

gine est un point d’équilibre localement stable (resp.asymptotiqument). Ce
résultat peut étre valide globalement Vo € R™.
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L’origine de (1.18) est localement exponentiellement stable s’il existe des
constantes «, 3,7 > 0 et une fonction V(x,t) : Vo x R™ — R de classe 0o
telles que, Vx € V; :

Loallz||P < V(1) < Bj=[]7;
2. V(x,t) < —yV(z,t).

Si Vo = R™, alors l'origine de (1.18) est globalement exponentiellement stable.

1.4.2 Extention de la seconde méthode de Lyapunov

Soit z, = 0 le point d’équilibre du systéme (1.17), comme pour les équa-
tions differentielle ordinaires, ’analyse de la stabilitée du systéme permet
donc d’étudier I’évolution de sa trajectoire d’état 1'orsque 1’état initial est
proche du point d’équilibre z, = 0.

La seconde méthode de Lyapunov repose sur l'existence d’une fonction
V définie positive, telle que le long des trajectoires du systéme (1.17), on ait
Cil—‘t/ < 0siz # 0. Cette méthode directe n’est valable que pour une classe res-
treinte de systémes a retard, puisque % dépend des valeurs passées x;. Elle
est donc trés difficile & appliquer dans le cas général des systémes a retards.
Deux théories, désormais usuelles ont été développées : la méthode de Lyapunov-
Krasovskii qui utilise des fonctionnelles de Lyapunov et la méthode de Lyapunov-
Razumikhin qui emploie des fonctions de Lyapunov classiques. Cette der-
niére, moins utilisée dans la littérature et non abordée dans cette theése.

1.4.3 Inegalité matricielle linéaire
Définition et notation

L’idée de base de la méthode LMI (abreviation anglaise d’Inégalité Matri-
cielle Linéaire) est de formuler un probléme d’optimisation avec un objectif
linéaire et des contraintes LMI.

Une contrainte LMI sur un vecteur variable x de R™ est de la forme :

F(z)=Fy+ Y aF; >0, (1.19)
=1

Ou les matrices symetriques F; = Fl € RVN*N 4§ = 0,..,m sont données.
La notation suivante F' > 0 (ou F' > 0) signifie que la matrice F' est définie
positive (respectivement F' semi-définie positive).
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La contrainte F'(x) > 0 est une contrainte convexe en z.
On dit que la LMI (1.19) est faisable si et seulement s'il existe au moins un
vecteur 7 € R™ tel que 'inégalité matricielle (1.19) est verifiée .

Complement de Shur :

Les théorémes issus des téchniques de Lyapunov conduisent géneralement
a des contraintes non linéaires. Les difficultés rencontrées proviennent de la
transformation de ces contraintes non linéaires en LMIs. On cite alors la
formulation basée sur le complement de Schur comme étant la méthode la
plus simple et la plus utilisée.

Théoréme 1.4.1. /8] Soient les trois matrices Q(x) = Q(z)T , R(z) =
R(x)T et S(x) affines par rapport a la variable x la LMI :

[ Qx) S(x)

S(z)" R(z) |~

est équivalente aux inégalités suivantes :
R(z)>0
Q(z) — S(x)R(z) 'S (x)" >0

Autrement dit (une autre transformation est décrite de la maniére sui-
vante) : pour toutes matrices A, Py > 0 et P, > 0, l'inégalité

ATPIA—Py <0
est équivalente a l’existence d’une matrice Y telle que :

-5 ATYT
YA -Y-YT+P
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Chapitre 2

Synthése d’observateur pour les
systémes a retards

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on traite la conception d’observateur pour les systémes
a temps discret avec des retards dans les variables d’état et de mesure. D’une
part des conditions nécessaires et suffisantes pour 'existance d’un tel obser-
vateur sont données. D’autre part I’analyse de la stabilité est effectuée par
I’approche de Lyapunov, ou les conditions obtenues sont exprimées en termes
d’une équation de Riccati modifiée. Dans la derniére section, nous fournis-
sons des exemples numériques pour montrer la simplicité et I'éfficacité de
I’observateur proposé.

2.2 Position du probléme

Considérons un systéme discret avec retards multiples de la forme :

Tt = Z Aixp_; + Z Buy_; (2.1)
=0 =0

h q
Yk = Z Cip—i + Z Djug— (2.2)
i=0 =0

Ou z;, € R” est I'état ,up, € R™ est la commande et y, € RP est la sortie
du systéme.
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A;, B;, CietD; sont des matrices constantes de dimentions appropriées.
Avec

Ay A A,
I 0 ... 0
A= 0O I O 0 : (2.3)
0 0 I 0
Ag= (4 4 A ), (2.4)
et
C=(Cy ... C). (2.5)

r>0,5>0,h>0etg>0 estle nombre des retards.

Pour la simplicité des notations on pose r = h et uy = 0.
Le systéme (2.1),(2.2) devient :

Tr+1 = Z Airg_y (2-6>
i=0

Y = Z Cixp—i (2-7)
i=0

L’observateur associé au systéme (2.6),(2.7) est le suivant :

Tpp = Z A + K(yr — Ur) (2.8)
i=0
g =Y Cifiei (2.9)
=0

Remplagant (2.7) et (2.9) dans (2.8) on obtient :

i=0 =0 =0
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Ce qui raméne au resultat suivant :
Tpy1 = Z A + Ky — Z CiZ—s) (2.11)
i=0 i=0

L’objectif est de trouver le gain matriciel K tel que la convergence asymp-
totic de l'observateur d’état (2.11) soit assurer.

On note que :

Quand h < r la matrice C devient :
C=(Cy ... Cp 0 ... 0)eRrtrtn,

Quand r < h la matrice Ay devient :
Ai=(Ay ... A4 0 ... 0).

Théoréme 2.2.1. [10/

L’existance d’un observateur de type (2.11) (condition necessaire et suf-
fisante) necessite ezistance d’une matrice définit positive P solution des
équations sutvantes :

Sy Sy ... Sh
Sl T
p| ! 9) (2.12)
: L
(S5)"
S) = (A — KC)P(Aq — KC)T + KRK™ + Q. (2.13)
Si=(Ag— KO)PJIVi=1,...r (2.14)
Ji=(0 ... 07T 0 ... 0). (2.15)
Ou la matrice d’identité I est dans la iéme colonne de J;, 1 =1,...,r.
I 0 ... 0 I o ..o\
L = : : P : : + Q. (2.16)
0 I 0 0 I 0



Ou le gain matriciel K proposer dans (2.11) est donné par :
K = A;PCT(CPCT + R)™. (2.17)
Avec QQ1, Q4 et R sont des matrices arbitraires définit positive.

Condition suffisante :

On suppose qu'il existe une matrice P définit positive solution de (2.12)
jusqu’a (2.17).
En utilisant la structure (2.3) de A et (2.13),(2.14) on obtient :

(89 s Sy = (Ag = KC)P(Ag — KC)' + KRK" + @, (Aq— KC)PJT
oo (Ag— KC)PJT
(Ag— KC)" E\" [
JP 0 0
= (Ag— KCO)P : +KR| . + _
Jr 0 0
AT K\ [aer\”
0 0 0
=(Ay— KC)P| A—- : C + KR : + : . (2.18)
0 0 0

D’autre part :
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K A PCT(CPCT + R)

0 0
0 0
AO Al Ar
o 0 ... 0
= : .. | pCT(CcPCT + R)
0 0 0
I 0 0 Ay Ay ... A,
0O 0 ... 0 I 0 ... O
= _ . _ .. | pCT(CPCT + R
0 0 0 0 I 0
On obtient :
K
0 T T 1
: = MAPC" (CPC" + R)". (2.19)
0
Avec
I 0 0
0O 0 ... 0
M = ] S ) (2.20)
0 0 0

Remplagant (2.16),(2.18) et (2.19) dans (2.12) on obtient I’équation de
Riccati suivante :

P=(A—-GC)P(A-GC)' + GRGT + Q. (2.21)

Avec

Q1 0
o=(F a)
et

42



G = . = MAPCT(CPCT + R)™L.
0
Nous présentons dans ce qui suit 'analyse de la stabilité de I'observateur

d’état (2.11) basée sur 'approche de Lyapunov.
On introduit la fonction de Lyapunov suivante :

Vier = G P G (2.22)
Avec A
Tp+1 Th+1
Crt1 = ; - ; : (2.23)
Tpt1—r Tpy1-r

Pour déduire que Vj, est décroissante il suffit de montrer que :
Vi1 — Vie < 0 VE. (2.24)

D’abord, remplagant (2.11) dans (2.23) on obtient :

Te4+1 — Th+1 = E Aixk—z’_

=0 =0 =0
r r r r
= E Azxk‘—z - E Azik—z K E szk—z - E Czjk—z
=0 1=0 =0 =0

= Adl’—Ad[)}—K(CZL’—Ci‘)
= Ay(z—2)—- KC(x — 1)
= (Ay— KO)(z — )

Ou
Ty, Tp,
Tr—1 R Tr—1
T = et x =
Tp—r T—r
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et

-
Ttl—r — Lhtl—r — E Aixpri —
i=0

i Ay + K (i Cip—yr—i — i Cij:k—r—z’)]

i=0 i=0 i=0

= Zr: AT — i Az — K (Zr: Cip—yi — zr: Oii'k—r—i>
i=0 i=0 i=0 i=0

= Agit — Ayt — K(C# — Ct)
= Ayt — i) — KC(& — &)

Ou
Ty T—r
, Tp—r—1 5 Tp—r—1
T = . et T =
Tp_or Tg—2r

Ce qui raméne au résultat suivant :
Cer1 = (A —GCO) ¢, (2.25)
On a

Virr = Vi = G PGy — G P71 (2.26)

Remplacant (2.25)dans (2.26) :

Viri = Vi = [(A=GO)G" P HA-GC)G — G PTG
= (A-GO)'GPHA-GO) — G PTG
G (A-GO)'PHA-GC) =P ") G

On pose
A= (A-GO) (2.27)
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On obtient :
Virr — Vi = GCATPTTA = PTG, (2.28)

Remplagant (2.27) dans (2.21) on aura :
P =APA" + GRG" +Q (2.29)
(2.28) devient :
Vier = Vi = ¢ (A"(APAT + GRGT +Q)'A = P7Y) G (2.30)

Pour montrer que Vj est une fonction décroissante, il suffit de montrer
que :

Vi — Vi <0
c’est-a-dire

¢E(A(APAT + GRGT + Q)'A — P71) ¢, < 0

Ce qui revient & montrer que :

(A"(APA" + GRGT +Q)"A—P7") <0 (2.31)

(AT(APAT + GRGT + Q)"'A — P71 (2.32)
Multipliant (2.32)par IIZ—j on obtient :

(A"(APA" + GRG" + Q)'A— P7') = P7' [PAT(APA" + GRG" + Q) 'A — P7'P]
(2.33)

Multipliant (2.33)par 113—:1 on obtient :
(AT(APAT + GRGT + Q)7'A — P7') = P [PAT(APAT + GRGT + Q)7'AP — P| P!

(A"(APA" + GRG" + Q)"'A = P7') = =P ' [P — PAT(APA" + GRG" + Q)'AP] P*
(2.34)
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Par le lemme de la matrice inverse on déduit que (2.34) est équivalente & :
—P Y PP+ AT(GRGT + Q) 'A) P! (2.35)
L’équation (2.35) est inférieur strictement & 0
¢a implique que :
Vie1r — Vi <0

D’ou Vj, est une fonction décroissante.

La condition nécessaire :

On suppose qu’il existe un gain matriciel K* qui assure la convergence
asymptotique de l'observateur (2.11).
On va montrer qu’il existe toujours un gain matriciel K et une matrice définit
positive P solution de (2.12) jusqu’a (2.17).
Remplagant (2.11) dans (2.23) :

CGer1 = (A= GO\ (2.36)
Avec
K*
0
a=1 . (2.37)
0

De la structure de A et puisque K* est un gain matriciel qui assure la
convergence asymptotique de l'observateur (2.11), alors A* = (A — G*C) est
une matrice de Hurwitz.

Pour une matrice quelquonque définit positive Q*, il existe une matrice P
définit positive solution de I’équation de Lyapunov suivante :

P — AN*PAT = @QF (2.38)

En particulier si on prend :
Q" = G*RG*" + Q* (2.39)
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On aura :

On déduit que :
P = A*PNT + G*RG* + Q* (2.40)

Avec Q* et R sont des matrices arbitraires définit positive.

Maintenant considérons la matrice semi-définit positive Pp,; définit par :
Poyi = APAT + GRG™ (2.41)

Avec
K

0

A=(A-GC),G=| . |et kK=24,,07(CPCT + R).
0

De (2.40) et (2.41) on déduit que :

(A*PA*T + G*RG*™ + Q*) > (APAT + GRGT)

C’est-a-dire :

P> POpt (242>
O il existe une matrice ) définit positive tel que :
P=Pou+Q=(A-GC)P(A—-GC)" + GRG™ +Q (2.43)

Ce qui complete la démostration.

On peut obtenir la matrice définit positive P a partir de l'algorithme sui-
vant :
Soit Py > 0 et pour k =0,1,...

Sin - Sta e ST
S
Py = (Sert) , (2.44)
L

(St
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Spti = (A4 — K1 O)Pe(Ag — Kx1O)' + Kt RK L + Q1 (245)

SEHT = (Ag — Ky O)PyJ] pouri = 1,. .. v (2.46)
Ji=(0 .01710.0), (2.47)
Sk Sk—l ) Sk—l—l—r
(Sk—k1>T SIZ_I k I 0 .0 I 0
L1 = b S ' = : : Pl
(Sk+1-myT S]ljilli: 0 ... 10 0

Avec
P = limk_mo Pk et K = hmk_wo Kk

Malgré la dimention élevée de P qui est (r + 1)n x (r + 1)n, on déduit
que seule la sous-matrice ( Sy Sj S5 . Sy ) doit étre déterminée pour
obtenir la solution compléte P, cela réduit les besoins de calcul et rend 1’ap-
proche trés attractive.

Pour la simplicité des notations, si on pose R = A1, Q1 = A1, Q2 = A1 on
déduit que la matrice P est de la forme suivante :

So Sa S2 : Sy
SET 89+ NI Si .Syt

P=| S : SO 42X . Sy . (2.49)
SST . . . 58 + T’/\QI

Dans ce qui suit,on considére le comportement de I’approche proposée en
présence de wy, et vy, :

Tpt1 = Z Aixkfi -+ Wy (250)
1=0
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h
i=0

Avec wy, et vy sont des bruits Gaussiens blancs de moyens nuls avec une co-

variance
T —
Wy, wW; Q
E J — .
(<”k)(%‘)) <0 )5]”
On veut trouver la meilleure estimation sans biais de z; au sens de la

Avec dy; est le delta Kronecker.
variance minimuim.

oy [l

On pose wy =0et v, =0
On a :

Brer = Y A + Ky — )
i=0

= ZA@/%@' + Ky, — Ky
i=0

= > A — K + Ky

=0
S A K (Z Oi:ek_z> + Ky
=0 =0
_ iAZg}k_l - <i KC’Za:k_l> + Kyy,
1=0 =0
— Z Az — KCiZp—i | + Ky,
=0
— i(Al — KC)) &g + Ky
=0

Ce qui raméne au résultat suivant :
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Brer = Y Fidp + Kyy (2.52)
=0

Avec
F’i = (Al—KCZ),\VIZZO,,T
Les matrices K et F; doit étre former de la maniére qui assure la meilleure
estimation sans biais de x; au sens de la variance minimum.
On a la condition d’estimation suivante :

(2.53) implique :

L1 — i‘k+1 =0 (254)

Remplagant (2.52) dans (2.54) on obtient :

Tht1 — ZF@k—i - Ky, = 0

=0

i Ay — i Fiip i — Ky, = 0
=0 =0

Z Fitp_i + Ky = Z Ay

i=0 i=0
i Fz,_;, = i Az — K (i Cz“%—z)
=0 =0 =0

F,0 = A — KCx
Fdf = (Ad—KO)QS

On a
r—I=
Avec
Tk Tp
Tk—1 R Tk—1
T = et x =
Tp—r Lh—r

50



Ce qui raméne au résultat suivant :
Fy=A,— KC (2.55)

Avec
Fd:(FO o FT).

De la condition de la variance minimum :

d(trace(Sy))
= 0 (2.56)
Avec
S0 = E((wrr1 — Bp1) (X1 — ) 7)
On déduit le gain matriciel optimal :
K = AqPCT(CPCT + R)™! (2.57)
Ou
P=(A—-GC)P(A-GC)" + GRGT +Q (2.58)
K
0 Q0
Avec G = 5 ,QZ(O 0>,
0
Sé = E((Ik_H - jk—i—l)(l’k—i-l—i - i‘k_._l_i)T) Vi = 0, e, T

Remarque 2.2.1. Le filtre obtenu (2.52)est en fait le méme que l’observateur
d’état proposé (2.11). Par conséquent, nous concluons que ’orsqu’il est utilisé
dans un contexte stochastique avec R =R, Q1 = Q et Qo = 0, il devient un
filtre optimale pour le systéme (2.50),(2.51).

Exemple : Considérons un modéle de systéme a temps discret obtenue a
partir d'un systéme a temps continue du troisiéme ordre donné par :

i(t) = Agz(t)+ Aix(t — 1) + Asx(t — ™) + Bu(t)
y(t) = Cox(t)
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décrit par les parameétres suivants :

) 10 -1\ 02 0 0 ) 0 0 0
A= 0 -1 0o |, 4= o 1 -03]|.4=[-1 0 0
~1 0 0 1 0 -1 0 -1 0

Co=(11 —1),71 =057 =1etu=3sin(rt).

Dans le but d’obtenir une trés bonne précision, on fixe un temps de simpli-
fication T tel que T' < min(7, 73).Dans cet exemple nous prenons 7' = 0.01,
r=m1\T = 1\0.01 = 100.

On obtient le systéme a retard a temps discret suivant :

Tpy1 = Aoxp + As0Zr_s50 + A100Tk—100 + Bug
ye = Coxp,

Avec B B B B
Ao = [3 + TA(], A50 = TA17 AlOO = TAQ et B=TB.

Plusieurs simulations sur le Matlab-Simulink ont validé ce modeéle. Afin de
montrer les hautes performances de la technique proposée, deux résultats de
simulation ont été donnés :

Cas déterministe : la matrice de gain de 'observateur est donné par :

K = [ 0.0580 0.4171 —0.3381 ]T, ou les matrices arbitraires R et () sont
identiques.

Cas stochastique : la matrice de gain est donné par :

K = [ 0.0603 0.4114 —-0.3359 ]T, oll les matrices de covariance R et Q
sont des matrices diagonales avec un écart-type de wy, et vy, égal a 1072,

Les résultats de simulation sont illustrés sur les deux figures suivantes :
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FIGURE 2.1 — Comportement de I'observateur d’état proposé par rapport au
temps d’échantillonnage k dans le cas déterministe
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FIGURE 2.2 — Comportement de I'estimateur d’état proposé par rapport au
temps d’échantillonnage k en présence de bruits
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2.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré la conception d’observateurs d’ordre
réduit pour les systémes linéaires avec des retards a la fois dans les variables
d’état et de sortie. Le résultat principal est que les conditions nécessaires et
suffisantes pour la stabilité asymptotique ont été effectuées par ’approche de
Lyapunov.

De plus, quelques remarques sur la conception et la mise en ceuvre ont été
données.
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2.4 Annexe A

Trace d’une Matrice

En Algebre linéaire, la trace d’une matrice carrée A est définie comme la
somme de ses coefficients diagonaux et souvent notée Tr(A).
Soit la matrice carré A donné par :

aip ... Qip
A=

Ap1 .- Qpp

TT(A):Zajj:a11+a22+---+ann

i=1

2.5 Annexe B

La variance

La variance est ’écart carré moyen entre chaque donnée et le centre de
la distribution représenté par la moyenne. Elle est donnée par la formule

suivante : "
V(X) =E((X —E(X))?) = Zi:l()](\; - X)

Avec

X, :cours de Dactif X a l'instant i.
X :moyenne du cours de l'actif X.
N :nombre de périodes.
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Conclusion générale et perspectives

L’étude présentée dans ce mémoire a pour objectif I'application de la com-
mande et I'observation des systémes dynamiques a retards.Les contributions
principales de notre travail ont été regroupées en deux chapitres.

Le premier chapitre a été consacré a la présentation des systémes dynamiques
en général. Des notions importantes sur la controlabilité, ’observabilité et
I’estimation d’état ont été données, tout en insistant sur les systémes dyna-
miques a retards.

Une approche pour 'observateur des systémes non linéaires retardés a été
étudiée en utilisant le théoréme des Accroissements Finis (DMVT) qui per-
met de ramener le probléme d’estimation d’état d’un systéme dynamiques
non linéaire & un probléme de stabilité d'un systéme linéaire & parameétres
variants (LPV).

Nous avons notamment rappelé quelques notions particuliéres de stabilité
des systémes a retards basées sur une approche temporelle liée a la seconde
méthode de Lyapunov.

Le deuxiéme chapitre, a fait I'objet d’étude sur la synthése d’observateur
pour les systémes a retards, tout en traitant une conception d’observateur
pour des systémes a temps discret avec des retards dans les variables d’état
et de mesure. Un exemple & été donné a la fin de ce chapitre, dans lequel des
résultats de simulation ont été présentés pour illustrer I’éfficacité de 1’obser-
vateur proposé.

Comme perspectives & notre travail, nous proposons de développer les points
suivant :
— Etude des cas ot le retard est inconnu ou variable.
— Insertion de 'observateur dans une chaine de commande par retour
de sortie.
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