
MINISTÈRE DE L’ENSEIGNEMENT SUPÉRIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE 

UNIVERSITÉ MOULOUD MAMMERI,  TIZI-OUZOU 

FACULTÉ DES SCIENCES 

DÉPARTEMENT DE MATHEMATIQUES 

 

 

 

 

THÈSE DE DOCTORAT LMD 3ème CYCLE 

Filière : Mathématiques 

Spécialité: Recherche opérationnelle 

 

Présentée par : 

ZERROUKI Djamel 

Sujet : 

  

  

 

 Devant le jury d’examen composé de : 

 

Mr. MERAKEB   Abdelkader Professeur UMMTO Président 

Mr. OUANES Mohand Professeur UMMTO Rapporteur 

Mr. MARTHON Philippe Professeur Émérite Univ. Toulouse, France Examinateur 

Mr. BOUROUBI Sadek Professeur USTHB Examinateur 

Mr. MOULAI Mustapha Professeur USTHB Examinateur 

Mr. GOUBI Mouloud Maître de conférence 

classe A 

UMMTO Examinateur 

  

Année universitaire 2023/2024 

Optimisation globale et optimisation semi-infinie : 

théorie, algorithmes et applications. 



Remerciements

Avant tout, je remercie dieu de m’avoir donné le courage pour mener à bien ce travail,

malgré tous les obstacles.

Je remercie mon encadreur monsieur OUANES Mohand, professeur à l’université

Mouloud Mammeri de Tizi-Ouzou, pour m’avoir encadré et orienté durant mon travail. Je

lui témoigne ma respectueuse gratitude.

J’adresse mes vifs remerciements aux membres du jury pour avoir pris le temps de lire et

d’examiner ce travail.

Je ne peux pas oublier de remercier mes parents, ma famille et tous mes proches, pour leurs

soutiens et leurs encouragements.

2



TABLE DES MATIÈRES

LISTE DES FIGURES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

LISTE DES TABLEAUX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

INTRODUCTION GÉNÉRALE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1 OPTIMISATION CONVEXE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2 Optimisation non linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.3 Classification des problèmes d’optimisation non linéaire . . . . . . . . . . . . 11

1.3.1 Problèmes sans contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.3.2 Problèmes avec contraintes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.4 Propriété sur la convexité et autres concepts préliminaires . . . . . . . . . . 12
1.4.1 Ensembles convexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.4.2 Fonctions convexes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.5 Minimum local et minimum global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.5.1 Théorème d’existence d’un minimum global . . . . . . . . . . . . . . 16

1.6 Programmation linéaire et programmation quadratique convexe . . . . . . . 17
1.6.1 Problème de la programmation linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.6.2 Formulations des programmes linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.6.3 Théorèmes généraux de la programmation linéaire . . . . . . . . . . . 19
1.6.4 Méthodes de résolution d’un programme linéaire . . . . . . . . . . . . 20
1.6.5 Problème de la programmation quadratique convexe . . . . . . . . . . 22
1.6.6 Méthodes de résolution d’un programme quadratique convexe . . . . 24

1.7 Programmation non linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.7.1 Programmation non linéaire sans contraintes . . . . . . . . . . . . . . 25
1.7.2 Programmation non linéaire avec contraintes . . . . . . . . . . . . . . 28
1.7.3 Méthodes de résolution d’un programme non linéaires avec contraintes 33
1.7.4 Programmation convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.7.5 Dualité en programmation convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

1.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2 OPTIMISATION NON CONVEXE ET OPTIMISATION GLOBALE . . . . . . . 42
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.2 Méthodes déterministes de résolution en optimisation globale . . . . . . . . . 42

2.2.1 Programmation anti-convexe [1, 2, 3, 4, 5, 6] . . . . . . . . . . . . . . 42
2.2.2 Méthode de Séparation et d’évaluation progressive [1, 4, 5, 7, 8] . . . 43
2.2.3 Méthode des plans coupants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.2.4 Méthode d’approximation extérieure . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.2.5 Méthode D.C : différence de fonctions convexes . . . . . . . . . . . . 49
2.2.6 Méthode par analyse d’intervalles [9] . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3



2.3 Méthodes de résolution basées sur l’algorithme Branch and Bound . . . . . . 56
2.3.1 Méthode αBB [10, 11, 12] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
2.3.2 Méthode de borne inférieure quadratique [13] . . . . . . . . . . . . . 60

2.4 Problèmes d’optimisation non convexe du monde réel . . . . . . . . . . . . . 63
2.4.1 Problèmes de procédés chimiques industriels . . . . . . . . . . . . . . 64
2.4.2 Problèmes de conception mécanique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

3 CONTRIBUTION À L’OPTIMISATION GLOBALE . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.1 Arithmétique d’intervalle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.2 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.3 Travaux existant dans la littérature . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
3.4 Nouvelle approche et résultats principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

3.4.1 Nouvelle approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
3.4.2 Algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
3.4.3 Résultats principaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
3.4.4 Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
3.4.5 Complexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

3.5 Résultats numériques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
3.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

4 OPTIMISATION SEMI-INFINIE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.2 Formulation d’un problème semi-infini [14] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.2.1 Problème pratique d’optimisation semi-infinie . . . . . . . . . . . . . 96
4.3 Problème d’optimisation semi-infinie linéaire [15] . . . . . . . . . . . . . . . . 97

4.3.1 Problème dual du problème semi-infini linéaire [15] . . . . . . . . . . 97
4.3.2 L’existence d’une solution de base optimale du problème dual [16] . . 99
4.3.3 Résolution d’un problème semi-infini linéaire par la discrétisation . . 100
4.3.4 La méthode du simplexe pour la programmation semi-infinie linéaire

[17] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
4.4 Problème d’optimisation semi-infinie non linéaire . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.4.1 Caractérisation des solutions du problème semi-infini non linéaire . . 107
4.4.2 Méthodes de résolution de problème semi-infini non linéaire [18] . . . 108

4.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

CONCLUSION GÉNÉRALE ET PERSPECTIVES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

4



TABLE DES FIGURES

1.1 Ensembles convexes et ensemble non convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
1.2 Représentation d’une fonction convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.3 Minimum local et minimum global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.1 Exemple d’une arborescence de la subdivision des sous-ensembles. . . . . . . . . 44

4.1 Système de contrôle MIMO [19] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

5



LISTE DES TABLEAUX

3.1 Comparaison des résultats des bornes de la méthode proposée avec différentes
bornes de méthodes sur les valeurs propres pour l’exemple 1. . . . . . . . . . . . 86

3.2 Collection de fonctions multivariables de test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
3.3 Résultats de calcul de l’utilisation de la méthode proposée dans l’algorithme αBB

pour résoudre les problèmes tests énumérés dans le tableau 3.2. . . . . . . . . . 91
3.4 Résultats de la comparaison des performances de l’utilisation de la méthode pro-

posée avec quatre méthodes différentes pour calculer les bornes inférieures sur les
valeurs propres dans l’algorithme αBB pour les fonctions tests énumérés dans le
tableau 3.2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

3.5 Résultats de la comparaison du temps de calcul de l’utilisation de la méthode
proposée avec quatre méthodes différentes pour calculer les bornes inférieures sur
les valeurs propres dans l’algorithme αBB pour les fonctions tests énumérés dans
le tableau 3.2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

6



INTRODUCTION GÉNÉRALE

La recherche opérationnelle [20, 21] peut être définie comme un ensemble de méthodes et

de techniques rationnelles visant à trouver les meilleures options opérationnelles afin d’ob-

tenir les résultats souhaités ou les meilleurs possibles. Elle fournit des modèles conceptuels

conçus pour analyser et contrôler des situations complexes, permettant aux décideurs de

comprendre, d’évaluer les problèmes et d’arbitrer ou de faire les choix les plus efficaces.

L’optimisation globale est une branche des mathématiques appliquées qui cherche à trou-

ver les minima ou les maxima globaux de fonctions sur un ensemble donné. La programmation

mathématique, une sous-discipline de l’optimisation [20, 21, 22, 23], traite de la minimisation

ou de la maximisation de fonctions sous contraintes multiples [24, 25, 26]. L’optimisation est

essentielle dans de nombreux domaines, de la conception de moteurs électriques à la météo-

rologie, à la biologie mathématique et en visant à maximiser les gains, minimiser les coûts,

ou améliorer les processus de manière optimale. Cette discipline fait partie intégrante de la

recherche opérationnelle.

Les problèmes d’optimisation proposés dans la littérature peuvent être classés en deux

catégories : les problèmes convexes avec un cadre théorique large et une variété d’outils

numériques, et les problèmes non convexes pour lesquels la recherche a connu une avancée

fulgurante en ce sens que beaucoup d’articles ont vu le jour dans ce contexte. Les dernières

décennies, l’optimisation non convexe ou globale a connu des développements spectaculaires

car beaucoup de problèmes d’optimisation dans la pratique sont de nature non convexe. Par

conséquence, ces problèmes peuvent admettre un grand nombre de solutions locales. Donc,

il est évident que les recherches réalisées du point de vue théorique et techniques numériques

visant à atteindre l’optimalité globale, nous permettent d’améliorer la qualité de notre vie.

Il n’y a pas si longtemps, le domaine d’optimisation globale était peu connu, en effet, il

était difficile de trouver des solutions optimales dans le contexte de l’optimisation non convexe

par des méthodes classiques. Ainsi, afin de trouver des solutions, les méthodes utilisées sont le
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lagrangien augmenté, la méthode SQP, les méthodes de type Newton, la méthode du gradient,

etc. Alors que la recherche de solutions optimales multiples paraissaient utopique en général,

cela se traduit également par des apports considérables en ressources (temps d’exécution,

quantité de mémoire utilisée). En ce sens, l’optimisation globale apporte un nouveau souffle,

de nouvelles orientations, et surtout de nouvelles méthodes, tout en permettant de résoudre

des problèmes liés à l’optimisation citée plus haut.

Généralement, les méthodes d’optimisation globale peuvent être classées en deux catégo-

ries : les méthodes stochastiques (non déterministes) et les méthodes déterministes. Plusieurs

méthodes stochastiques sont faciles à mettre en œuvre et ne nécessitent pas une forte régula-

rité sur les fonctions qui définissent le problème à résoudre. En général, ils sont théoriquement

limités et ont quelques inconvénients tels que : l’absence de garantie sur la qualité des so-

lutions obtenues. Pour cette catégorie on peut citer quelques méthodes, par exemple : la

méthode recuit simulé [27], les algorithmes génétiques [28].

Contrairement à la première catégorie, les méthodes globales déterministes nécessitent

généralement des propriétés de régularité sur les fonctions qui définissent le problème à

résoudre. Ces méthodes offrent une certitude pour obtenir le minimum globale et ne laissent

rien pour le hasard. Elles utilisent des méthodes d’approximation, de décomposition et des

techniques de réduction dimensionnelle, pour localiser les solutions optimales. Au cours de ces

dernières années, cette catégorie a connu des développements important par Christodoulos

Floudas [29, 11, 10], Le Thi Hoai An [30, 13] et d’autres [31, 1]. Plusieurs algorithmes ont

été développés à l’aide de la structure particulière de la fonction ou du problème à résoudre.

Par exemple la détermination d’une solution optimale se fait à l’aide de l’information de la

matrice hessienne, les dérivées ou d’autres informations concernant la structure du problème

à résoudre.

Parmi les méthodes les plus prometteuses de résolution des problèmes généraux d’optimi-

sation globale, il existe celles qui introduisent les sous-estimateurs convexes pour les fonctions
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non convexes, qui servent à trouver une séquence des bornes inférieures et supérieures qui

convergent vers la solution optimale globale.

Dans cette thèse, on s’intéresse aux méthodes d’optimisation globale utilisant des sous-

estimateurs, les informations sur les matrices hessiennes d’intervalles et les algorithmes de

Séparation et d’évaluation progressive pour localiser les solutions optimales.

Le premier chapitre est consacré aux propriétés des ensembles, des fonctions convexes et

d’autres concepts préliminaires en raison de leur importance dans la théorie de l’optimisa-

tion. Nous donnerons les définitions concernant les types des minimums et leurs existences.

Puis, on passe à l’étude théorique et algorithmique des différents classes des programmes

mathématiques d’optimisation convexe avec les différentes méthodes de résolution de ces

programmes.

Dans le deuxième chapitre, nous nous intéressons aux méthodes de résolution pour les

problèmes d’optimisation globale. nous commençons par les méthodes déterministes de ré-

solution en optimisation globale. Puis, on passe aux méthodes les plus connues parmi celles

qui utilisent les algorithmes de Séparation et d’évaluation progressive, et les sous-estimateurs

convexes pour relaxer le problème non convexe à un problème convexe qui sera facile à ré-

soudre afin de déterminer une suite des bornes inférieures qui convergent vers la solution

optimale globale du problème non convexe original.

Dans le troisième chapitre, nous traitons les bornes sur les valeurs propres des matrices

d’intervalles symétriques réels. Nous présentons une nouvelle méthode qui calcule des bornes

sur les valeurs propres des matrices d’intervalles symétriques réels. L’objectif est d’appliquer

la méthode proposée pour calculer les bornes inférieures sur les valeurs propres de la matrice

hessienne d’intervalles symétrique d’une fonction non convexe dans la méthode αBB [10] et

de les utiliser pour produire un sous-estimateur plus efficace qui améliore l’algorithme αBB

pour résoudre les problèmes d’optimisation globale. Enfin, une collection de problèmes tests

trouvés dans la littérature ont été résolus efficacement et les performances de la méthode
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proposée sont comparées à celles d’autres méthodes.

Dans le quatrième chapitre nous présentons une étude sur l’optimisation semi-infinie,

ainsi que les principales méthodes de résolution pour les programmes semi-infinis linéaires

et non linéaires.
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CHAPITRE 1

OPTIMISATION CONVEXE

1.1 Introduction

Il y a beaucoup de travaux et de publications qui sont réalisés par des chercheurs sur

cette thématique les dernières décennies [20, 21, 32, 33, 34]. L’optimisation est une branche

des mathématiques appliquées, cherchant à analyser et à résoudre analytiquement ou numé-

riquement, les problèmes consistant à trouver un optimum sur un certain ensemble. Le mot

« optimum » signifie meilleur.

1.2 Optimisation non linéaire

On considère le problème suivant :

(P )

 minf(x)

x ∈ B ⊂ Rn

Où f : Rn → R est une fonction non linéaire continue. L’optimisation non linéaire ou

la programmation non linéaire consiste à trouver le vecteur x∗ pour que la valeur f(x∗)

est la valeur minimale définie sur l’ensemble B. Le problème (P ) s’appelle un problème

de minimisation. On peut considérer le problème de maximisation comme un problème de

minimisation lorsqu’on remplace la fonction f par −f c’est-à-dire maximiser la fonction f

revient à minimiser la fonction −f .

1.3 Classification des problèmes d’optimisation non linéaire

Les problèmes d’optimisation non linéaire sont classifiés en deux classes en fonction de

l’espace de recherche d’un optimum, autrement dit l’ensemble faisable.
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1.3.1 Problèmes sans contraintes

Les problèmes d’optimisation sans contraintes, ce sont ceux dont l’ensemble de recherche

(domaine) est B = Rn, ou tout simplement un pavé de Rn, i.e., B =
∏n

i=1[xi, xi] avec

(x1, x2, x3, . . . , xn) ∈ Rn, (x1, x2, x3, . . . , xn) ∈ Rn et xi < xi.

1.3.2 Problèmes avec contraintes

Les problèmes d’optimisation avec contraintes, ce sont ceux dont l’ensemble de recherche

est le même que l’espace de recherche des problèmes sans contraintes, avec des conditions

supplémentaires sur le domaine de recherche. Ces conditions sont des fonctions qui peuvent

être non linéaires s’appellent des contraintes d’égalité ou d’inégalité et permettent de limiter

le domaine de recherche.

1.4 Propriété sur la convexité et autres concepts préliminaires

Nous allons ici rappeler quelques propriétés importantes sur la convexité, la théorie des

ensembles et leur topologie [20, 35].

1.4.1 Ensembles convexes

La convexité est un outil très important dans l’optimisation non linéaire à cause de

l’efficacité des algorithmes basés sur la convexité pour résoudre les problèmes d’optimisation

convexe.

Définition 1.4.1. Soit un ensemble E ∈ Rn. L’ensemble E est convexe si :

∀x, y ∈ E, λx+ (1− λ)y ∈ E avec λ ∈ [0, 1].

Définition 1.4.2. soient les p vecteurs x1, x2, . . . , xp avec xi ∈ Rn pour i = 1, 2, . . . , p.

En général, l’ensemble E est convexe si toute combinaison convexe des points de E est dans

12



Figure 1.1 – Ensembles convexes et ensemble non convexe

E. Le point x est un combinaison convexe des p vecteurs x1, x2, . . . , xp avec xi ∈ Rn, s’il

existe λ1, λ2, . . . , λp avec λi ∈ R tel que x =
∑p

i=1 λixi avec
∑p

i=1 λi = 1 et λi ≥ 0

pour i = 1, 2, . . . , p.

Propriété 1.4.1. Soit E un ensemble convexe de Rn, l’ensemble C = {xc ∈ Rn, x ∈ E|xc = λx}

avec λ ∈ R, est convexe.

Propriété 1.4.2. Soient deux ensembles convexes E1 et E2 de Rn.

L’ensemble C = {xc ∈ Rn, x1 ∈ E1, x2 ∈ E2|xc = x1 + x2}, est convexe.

Propriété 1.4.3. Soient deux ensembles convexes E1 et E2 de Rn. L’ensemble C = E1∩E2

est convexe.

L’intersection d’un nombre fini d’ensembles convexes est un ensemble convexe.

1.4.2 Fonctions convexes

Définition 1.4.3. Soit une fonction f : E 7→ R, est dite convexe si : ∀x1, x2 ∈ E et

∀λ ∈ [0, 1] on a f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

La fonction f est dite strictement convexe si :

∀x1, x2 ∈ E avec x1 ̸= x2 et ∀λ ∈ [0, 1] on a f(λx1+(1−λ)x2) < λf(x1)+(1−λ)f(x2).

Propriété 1.4.4. Une fonction f : E → R, est concave si −f est convexe.
13



Figure 1.2 – Représentation d’une fonction convexe

Définition 1.4.4. Soit f : Rn → R. Si la fonction f est deux fois différentiable, alors

la matrice hessienne associe à f , notée Hf (x), est une matrice réelle carrée symétrique

d’ordre n.

Définition 1.4.5. Soit H une matrice carrée d’ordre n. Si la matrice H est symétrique,

alors toutes les valeurs propres de la matrice H, sont dans R.

Propriété 1.4.5. Une matrice carrée H d’ordre n, est dite semi définie positive, si et seule-

ment si toutes les valeurs propres λi de H, pour i = 1, . . . , n, sont positives ou nulles.

Propriété 1.4.6. Une fonction f : Rn → R deux fois différentiable, est dite convexe, si et

seulement si la matrice hessienne associe à f , est semi définie positive.

Propriété 1.4.7. Soient f1, f2, . . . , fp des fonctions définies par fi : E → R.

f =
∑p

i=1 fi est une fonction convexe.
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Théorème 1.4.1 ([36]). Soit fi : Rn 7→ R pour i = 1, . . . , n, des fonctions convexes, alors

Ec = {x ∈ Rn : fi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , n}

est un ensemble convexe.

Démonstration. Soit x1, x2 ∈ Ec, alors fi(x1) ≤ 0 et fi(x2) ≤ 0 pour i = 1, . . . , n.

soit x = λx1 + (1− λ)x2, avec λ ∈ [0, 1], alors

fi(x) = fi(λx1 + (1− λ)x2)

≤ λfi(x1) + (1− λ)fi(x2) ≤ λ0 + (1− λ)0 ≤ 0⇒ fi(x) ≤ 0.

Alors x ∈ Ec, et Ec est un ensemble convexe.

Définition 1.4.6. Une fonction f : E → R, est dite quasi-convexe, si

{x ∈ E, f(x) ≤ α, ∀α ∈ R}

est convexe.

Propriété 1.4.8. Une fonction f : E → R, est dite quasi-convexe, si et seulement si

∀x1, x2 ∈ E et ∀λ ∈ [0, 1] on a f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ max {f(x1), f(x2)}.

Une fonction f est quasi-concave, si et seulement si −f est quasi-convexe.

Propriété 1.4.9. Une fonction f : E → R. si f est convexe alors f est quasi-convexe.

Propriété 1.4.10. Une fonction f : E ∈ R → R est quasi-convexe si et seulement si au

moins l’une des conditions suivantes est vérifiée :

1. f est non croissante.

2. f est non décroissante.
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3. Il existe a, b ∈ E tel que pour a ≤ b la fonction f est non croissante et pour a ≥ b la

fonction f est non décroissante.

1.5 Minimum local et minimum global

Soit la fonction continue f : E → R avec E ⊆ Rn. On considère le problème d’optimisa-

tion suivant :

(P )

min f(x)

x ∈ E

Définition 1.5.1 (Minimum local). Un point xlocal ∈ E est un minimum local de f , si

f(xlocal) ≤ f(x) pour tout x dans un voisinage V de xlocal.

Définition 1.5.2 (Minimum local au sens strict). Un point xlocal ∈ E est un minimum

local de f au sens strict, si f(xlocal) < f(x) pour tout x dans un voisinage V de xlocal avec

x ̸= xlocal.

Définition 1.5.3 (Minimum global). Un point x∗ ∈ E est un minimum global de f , si

f(x∗) ≤ f(x) pour tout x dans E.

Remarque 1.5.1. Un minimum global est un minimum local. La réciproque n’est pas tou-

jours vraie.

1.5.1 Théorème d’existence d’un minimum global

Théorème 1.5.1 (Weirstrass [37]). Si f : E 7→ R est une fonction continue sur un ensemble

non vide compact E, alors le problème (P ) admet au moins une solution (c’est à dire la

fonction f admet au moins un minimum global dans l’ensemble E).

Le théorème suivant est un cas particulier du théorème précèdent.
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Figure 1.3 – Minimum local et minimum global

Théorème 1.5.2 ([38]). Soit f : Rn 7→ R une fonction continue. Si lim∥x∥→+∞ f(x) = +∞,

alors le problème (P ) admet au moins une solution (c’est à dire la fonction f admet au moins

un minimum global dans Rn).

Théorème 1.5.3 ([32]). Si f : X ⊂ Rn 7→ R est une fonction convexe sur un ensemble

convexe X, alors tout minimum local est un minimum global de f .

1.6 Programmation linéaire et programmation quadratique

convexe

La programmation linéaire [20, 22] est une partie de l’optimisation convexe. Un pro-

blème de la programmation linéaire consiste à optimiser une fonction objectif linéaire sous

contraintes linéaires. De manière similaire, on peut rappeler que la programmation quadra-

tique [34, 39, 40], consiste à optimiser une fonction objectif quadratique sous contraintes
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linéaire et/ou quadratiques.

1.6.1 Problème de la programmation linéaire

On considère le problème linéaire ou le programme linéaire suivant :

(PL)


∑n

i=1 cixi → min∑n
i=1 aijxi ≤ bj (j = 1, . . . ,m)

xi ≥ 0 (i = 1, . . . , n)

On peut écrire ce problème sous la forme suivante :

(PL)


C ′x→ min

Ax ≤ b

∀x ∈ Rn
+

où A ∈ Rm×n une matrice réelle (m × n) supposée de plein rang (rang(A) = m ≤ n),

C ∈ Rn, b ∈ Rm et x ∈ Rn.

1.6.2 Formulations des programmes linéaires

Il existe deux formes générales d’un programme linéaire avec la condition de réalisabilité

de l’ensemble des variables xi ≥ 0 (i = 1, . . . , n).

La forme canonique

(PL)


C ′x→ min

Ax ≤ b

xi ≥ 0

et la forme standard

(P )


C ′x→ min

Ax = b

xi ≥ 0
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On peut passer de la forme canonique à la forme standard et vice-versa en utilisant les

opérateurs élémentaires.

Définition 1.6.1. Les solutions du programme linéaire (P ) sont données comme suit :

1. Solution est tout vecteur x ∈ Rn satisfaisant la contrainte Ax = b.

2. Solution réalisable est tout vecteur x ∈ Rn
+ satisfaisant la contrainte Ax = b.

3. Solution optimale est toute solution réalisable noté x∗ ∈ Rn
+ qui optimise la fonction

objectif C ′x.

4. Solution de base est tout vecteur x ∈ Rn satisfaisant la contrainte Ax = b et

composé de n−m variables nulles et m variables qui constituent une base.

5. Solution de base réalisable est toute solution de base satisfaisant x ∈ Rn
+.

Le problème (P ) sous forme standard, admet une infinité de solutions réalisables.

On peut définir le dual du problème (P ) comme suit :

(D)


b′y → max

A′y ≤ C

y ∈ Rm

Le programme (P ) est appelé le primal et son dual est le programme (D) et vice-versa.

Le programme dual (D) permet d’obtenir la solution optimale du programme primal (P ) en

résolvant le programme dual.

1.6.3 Théorèmes généraux de la programmation linéaire

Théorème 1.6.1 ([20, 22]). Soient x et y deux solutions réalisables du programme primal

(P ) et du programme dual (D) respectivement, alors C ′x ≥ b′y.

Théorème 1.6.2 ([20, 22]). Soient x∗ et y∗ deux solutions réalisables de programme primal

(P ) et de programme dual (D) respectivement. Si C ′x∗ = b′y∗, alors x∗ et y∗ sont deux

solutions optimales du primal et du dual respectivement.
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Théorème 1.6.3 ([20, 22]). On considère le programme linéaire sous forme standard (P ).

— Si le programme (P ) possède une solution réalisable finie, alors il possède une solution

de base réalisable.

— Si le programme (P ) possède une solution optimale finie, alors il possède une solution

optimale de base réalisable.

1.6.4 Méthodes de résolution d’un programme linéaire

Dans cette partie, nous rappelons quelques méthodes pour la résolution des problèmes

de la programmation linéaire [33, 41, 42].

1. Méthode du simplexe [33]

La méthode du simplexe est un algorithme exact itératif inventé en 1947 par le ma-

thématicien George Dantzig. Cet algorithme permet d’effectuer une exploration dirigée de

l’ensemble des solutions de base réalisables, qui est un ensemble des sommets défini par le

système des contraintes du problème de la programmation linéaire. La méthode du simplexe

est la méthode la plus utilisée pour résoudre des problèmes de la programmation linéaire.

Du fait que le nombre des sommets est fini, la valeur optimale est finie, l’algorithme du

simplexe converge en un nombre d’itérations fini et ne dépasse pas Cm
n itérations. L’un des

problèmes de l’algorithme du simplexe est qu’il risque de cycler, mais il existe des méthode

adéquates pour endiguer cette difficulté, par exemple les techniques de Bland 1974 [33]. En

effet, l’algorithme du simplexe est exact et fini mais sa complexité dans le pire des cas peut

être exponentiel.

2. Méthodes des points intérieurs [41, 42]

Une méthode de points intérieurs est une procédure de résolution générant une suite de

points appartenant à l’intérieur de domaine réalisable. Grâce à leur convergence polynomiale,

la méthode de points intérieurs est l’une des méthodes les plus utilisées et les plus efficaces

dans la résolution des problèmes de la programmation linéaire.
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Nous distinguons quatre différents types de méthodes de points intérieurs :

1. Les méthodes projectives.

2. Les méthodes affines.

3. Les méthodes de réduction du potentiel.

4. Les méthodes de trajectoire centrale.

a) Méthodes projectives [23, 41, 42]

Les méthodes projectives sont basées de l’algorithme de Karmarkar [43]. Ces méthodes

impliquent des transformations projectives d’un simplexe dans lui même. En 1984, Kar-

markar a développé un algorithme qui utilise l’approche non linéaire pour la résolution des

problèmes de la programmation linéaire. Grâce à ce dernier développement, le domaine des

méthodes des points intérieurs, des fonctions potentielles et des transformations projectives

ont connu une véritable révolution. Nous rappelons que sa complexité est O(n3.5L) avec L

est le nombre de bits pour traiter les données.

b) Méthodes affines [23, 42]

L’idée de ces méthodes developée par Dikin en 1967 [44], mais elle est restée incon-

nue jusqu’à 1985-1986 où plusieurs chercheurs l’ont développée. Cet algorithme est basé sur

l’algorithme de Karmarkar sauf qu’il n’a pas besoin ni de fonction potentielle ni de trans-

formation projective. La démonstration de sa polynomialité est assez difficile sauf pour le

cas primal dual où Monteiro en 1990 [45], a démontré que sa complexité est polynomiale de

(O(nL2)) avec L est le nombre de bits pour traiter les données.

c) Méthodes de réduction du potentiel [23, 41, 42]

Ces méthodes ont été développées dans les années 60, pour résoudre les problèmes de la

programmation linéaire et non linéaire. Pour la résolution des programmes linéaires en ce

temps, ces méthodes n’ont pas reçu beaucoup d’attention à cause de la dominance quasi totale

de la méthode du simplexe à cette époque. Grâce aux résultats de l’algorithme de Karmarkar

en 1984, le développement à tourné favorablement vers ces méthodes. La complexité des
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algorithmes correspondants à ces méthodes est polynomiale.

d) Méthodes de trajectoire centrale [23, 41, 42]

Les méthodes de trajectoire centrale ont été introduites à la même époque que les mé-

thodes de réduction du potentiel, puis ils ont été bien développées au début des années 90.

On peut citer une variante pour ces méthodes, ce sont les méthodes barrières logarithmique

de type primal dual de trajectoire centrale pour résoudre les problèmes de la programmation

linéaire. Théoriquement et pratiquement, ces méthodes montrent un excellent comportement

où leur complexité est polynomiale avec une convergence super-linéaire.

1.6.5 Problème de la programmation quadratique convexe

On considère le problème quadratique suivant :

(PQ)


1

2

∑n
i=1

∑n
k=1 qikxixk +

∑n
i=1 cixi → min∑n

i=1 aijxi = bj (j = 1, . . . ,m)

xi ≥ 0 (i = 1, . . . , n)

On peut écrire ce problème sous la forme suivante :

(PQ)


1

2
x′Qx+ C ′x→ min

Ax = b

∀x ∈ Rn
+

où Q est une matrice symétrique d’ordre n, A est une matrice (m × n) supposée de rang

plein (rang(A) = m ≤ n), C ∈ Rn, b ∈ Rm et x ∈ Rn.

— Le problème (PQ) est convexe si et seulement si la matrice Q est semi-définie positive.

Ce problème est noté (PQC)

— Si le problème (PQ) est non convexe (i.e Q n’est pas semi-définie positive) alors il

devient un problème d’optimisation globale.

— On peut remarquer qu’un problème linéaire (PL) est considéré comme un problème

quadratique avec Q = 0.
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— Pour le problème quadratique sans contraintes (i.e., le domaine est Rn), on a les

propriétés suivantes :

1. Si la matrice Q n’est pas semi-définie positive alors le problème quadratique sans

contraintes n’admet pas de solution.

2. Si la matrice Q est définie positive alors le problème quadratique sans contraintes

admet une solution unique.

— L’ensemble de solutions réalisables du problème (PQC) est un polyèdre convexe fermé.

On peut définir le problème dual associe au problème original primal (PQ), comme suit :

(PQD)


L(z, y, v) =

1

2
z′Qz + C ′z + y′(Az − b)− v′z → max

∂L

∂z
(z, y, v) = Qz + C + A′y − v = 0

z ∈ Rn, y ∈ Rm, v ∈ Rn, v ≥ 0.

où L(z, y, v) est la fonction de lagrange associe au problème primal (PQ).

Remarque 1.6.1. Si le problème primal (PQ) n’est pas convexe, alors le problème dual

(PQD) peut ne pas avoir de solution à partir de laquelle la solution du primal peut être

déduite.

Pour les deux théorèmes suivants : on note par f(x) =
1

2
x′Qx+C ′x, la fonction objectif

du problème primal (PQ).

Théorème 1.6.4 (Théorème de la dualité faible, Wolfe 1961 [46]). Soient f(x) et

L(x, y, v) deux fonctions objectifs du problèmes primal et dual respectivement. Alors

L(x, y, v) ≤ f(x) ∀x, v ∈ Rn,∀y ∈ Rm, v ∈ Rn, v ≥ 0.

Théorème 1.6.5 (Théorème de la dualité forte, Wolfe 1961 [46]). On note par

x∗ ∈ Rn la solution du problème primal (PQ). s’il existe y∗ ∈ Rm et v∗ ∈ Rn avec v ≥ 0 tel
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que (x∗, y∗, v∗) est une solution du problème dual (PQD). Alors

f(x∗) = L(x∗, y∗, v∗).

1.6.6 Méthodes de résolution d’un programme quadratique convexe

Dans cette partie, nous citons quelques méthodes pour la résolution des programmes

quadratiques convexes sans contraintes et avec contraintes [20, 21, 23].

a) Programmes quadratiques convexes sans contraintes

— Méthodes du gradient.

— Méthodes des directions conjuguées.

— Méthode de Newton.

— Méthodes quasi-newtoniennes.

b) Programmes quadratiques convexes avec contraintes

— Méthode du gradient projeté.

— Méthode de Newton par résolution des équations de KKT.

— Méthode de Wilson.

— Méthode d’Uzawa et de Arrow-Hurwiz.

Remarque 1.6.2. Les définitions et descriptions de ces méthodes avec les conditions né-

cessaires et suffisantes d’optimalité pour les deux cas (sans contraintes et avec contraintes),

seront traités dans la partie de la programmation convexe (cas général).

1.7 Programmation non linéaire

Dans cette section, on va étudier le problème général de la programmation non linéaire

[20, 22, 23, 40, 47]. Les problèmes qu’on va considérer, consistent à optimiser une fonction
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non linéaires avec ou sans contraintes non linéaires ou/et linéaires.

1.7.1 Programmation non linéaire sans contraintes

On considère le problème non linéaire sans contraintes suivant :

(PNLs)

 min f(x)

x ∈ E ⊆ Rn

où f : Rn 7→ R, est une fonction non linéaire.

Les définitions 1.5.1, 1.5.2 et 1.5.3 décrivent les conditions pour que la fonction f définie

sur l’ensemble E, admette un minimum local, minimum local au sens strict et un minimum

global.

Définition 1.7.1. Soit x ∈ E ⊆ Rn. On dit que x est un point intérieur à E s’il existe un

voisinage de x inclu dans l’ensemble E. Autrement dit,

∃ϵ > 0, tel que B(x, ϵ) ⊂ E

Définition 1.7.2. Soit un vecteur d ∈ Rn avec d ̸= 0. Le vecteur d est la direction admissible

en un point x ∈ E, s’il existe ϵ > 0 tel que pour tout α ∈ [0, ϵ[, le point (x+ αd) appartient

à l’ensemble E.

Remarque 1.7.1. Si x est un point intérieur, alors toute direction au point x est une

direction admissible.

Définition 1.7.3. Soit la fonction f : E ⊆ Rn 7→ R. Le vecteur d de direction admissible

en point x ∈ E, est dite direction de descente au point x, s’il existe ϵ > 0 tel que pour tout

α ∈ [0, ϵ[, on a f(x+ αd) < f(x).

Remarque 1.7.2. Si la fonction f est de classe C1 sur E. Alors, le vecteur d est la direction

admissible de descente au point x ∈ E, si et seulement si d′∇f(x) < 0.
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Lemme 1.7.1 ([47]). Soit une fonction f : E ⊆ Rn 7→ R. Un point x∗ est un minimum

local de f , s’il n’existe aucune direction admissible de descente au point x∗. Autrement dit,

pour toute direction admissible d au point x∗, on a : d′∇f(x∗) ≥ 0.

Démonstration. Raisonnement par l’absurde où l’hypothèse c’est que le point x∗ est un

minimum local. On suppose qu’il existe au point x∗, un vecteur d qui est une direction

admissible de descente, c’est à dire d′∇f(x∗) < 0, alors il existe x ∈ B(x∗, α) où α ∈ [0, ϵ[

tel que x = x∗ + αd. De plus

f(x)− f(x∗) = f(x∗ + αd)− f(x∗) = αd′∇f(x∗) + o(α).

On sait que α→ 0 (o(α)→ 0) car B(x∗, α) est le voisinage de x∗. Donc

f(x)− f(x∗) < 0

ce qui donne une contradiction avec l’hypothèse, ce qui implique que x∗ est un minimum

local.

Théorème 1.7.1 ([47]). Soit la fonction f : E ⊆ Rn 7→ R, différentiable. Si le point x∗ est

un minimum local de la fonction f , alors

∇f(x∗) = 0.

Le point x∗ est dit stationnaire.

Démonstration. Soit le point x∗ un minimum local de la fonction f . on considère un vecteur

d ∈ Rn avec d ̸= 0. Puisque x∗ est un minimum local de f , alors il existe ϵ > 0, tel que :

∀α ∈ [−ϵ, ϵ], f(x∗) ≤ f(x∗ + αd).
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On pose une fonction g : R 7→ R, tel que g(α) = f(x∗ + αd). Le point 0 est un minimum

local de la fonction g, car x∗ est un minimum local de f . La fonction f est différentiable en

x∗ donc la fonction g est derivable en 0 et g′(0) =< ∇f(x∗), d >.

Alors g′(0) = 0 et donc < ∇f(x∗), d >= 0 pour tout d ∈ Rn et finalement ∇f(x∗) = 0.

Théorème 1.7.2 ([47]). Soit la fonction f : E ⊆ Rn 7→ R, deux fois différentiable. Soit

un point x∗ tel que : ∇f(x∗) = 0 et ∇2f(x∗) > 0 (la matrice hessienne de f est définie

positive). Alors le point x∗ ∈ Rn est un minimum local au sens strict de la fonction f .

Démonstration. On considère le développement de taylor au voisinage de point x∗ ∈ Rn,

f(x) = f(x∗) +∇′f(x∗)(x− x∗) +
1

2
(x− x∗)′∇2f(x∗)(x− x∗) + ∥(x− x∗)∥2g(x− x∗),

avec g(x − x∗) → 0 quand x → x∗. On pose un vecteur de direction admissible d ∈ Rn,

ainsi x = x∗ + αd, où α ∈]0, ϵ[. Supposons que x∗ vérifie la condition ∇f(x∗) = 0, alors

f(x) = f(x∗ + αd) =

f(x∗) +
1

2
(x∗ + αd− x∗)′∇2f(x∗)(x∗ + αd− x∗) + ∥(x∗ + αd− x∗)∥2g(x∗ + αd− x∗),

de plus, la matrice hessienne ∇2f(x∗) > 0 (définie positive) et g(x− x∗)→ 0 quand x→ x∗

(g(αd)→ 0 quand α→ 0), alors

f(x∗ + αd)− f(x∗) =
1

2
(x∗ + αd− x∗)′∇2f(x∗)(x∗ + αd− x∗)

f(x∗ + αd)− f(x∗) =
1

2
α2d′∇2f(x∗)d > 0⇒ f(x∗ + αd) > f(x∗), ∀α ∈]0, ϵ[.

Ce qui implique que le point x∗ est un minimum local au sens strict de la fonction f .
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Méthodes de résolution des problèmes non linéaires sans contraintes [20, 40,

33, 48, 38]

— Méthodes du gradient.

— Méthodes des directions conjuguées.

— Méthodes de Newton.

— Méthodes quasi-newtoniennes.

Description générale de l’algorithme des méthodes de descente

Les méthodes de descente sont basées sur le vecteur de direction de descente qu’on peut

noter dk ∈ Rn, et un pas optimal qu’on peut noter αk > 0. Alors, l’algorithme général des

méthodes de descente est donné comme suit.

Algorithme 1 Algorithme général des méthodes de descente

1. Initialisation : x0 ∈ E ⊆ Rn, d0 ∈ Rn, α0 > 0.
2. Tant que Test d’arrêt

(a) Calcul de la direction de descente dk.
(b) Calcul du pas optimal αk.
(c) Calcul du nouveau point xk+1 = xk + αkdk.

3. Fin tant que

4. La solution optimale est (xk, f(xk)).

1.7.2 Programmation non linéaire avec contraintes

On considère le problème non linéaire avec contraintes suivant :

(PNL)



min f(x)

gi(x) = 0, i = 1, . . . , IM

gi(x) ≤ 0, i = IM+1, . . . , IK

x ∈ Rn

où f : Rn → R, est la fonction objectif, les fonctions gi : Rn → R pour i = 1, . . . , IM ,

sont les contraintes d’égalités et les fonctions gi : Rn → R pour i = IM+1, . . . , IK , sont les
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contraintes d’inégalités. Au moins une de ces fonctions est non linéaire.

Définition 1.7.4. Une contrainte d’inégalité gi(x) pour i = IM+1 . . . , IK , est dite :

— Active en x si gi(x) = 0.

— Inactive en x si gi(x) < 0.

— violée en x si gi(x) > 0.

Soit x ∈ Rn. L’ensemble des indices des contraintes actives est donné comme suit :

A(x) = {1, . . . , IM} ∪ Ia(x),

où Ia(x) = {i : gi(x) = 0, i ∈ {IM+1, . . . , IK}}, est l’ensemble des indices des contraintes

d’inégalités actives au point x.

Définition 1.7.5. On définit l’ensemble des solutions admissibles SAD, comme suit :

SAD = {x ∈ Rn : gi(x) = 0, i ∈ {1, . . . , IM} , gi(x) ≤ 0, i ∈ {IM+1, . . . , IK}} .

Définition 1.7.6. Soit x ∈ SAD. L’ensemble des directions admissibles au point x est donné

comme suit :

DA(x, SAD) = {d ∈ Rn : (x+ αd) ∈ SAD, ∀α ∈ [0, ϵ], ϵ > 0, d ̸= 0} .

Définition 1.7.7. Soit x ∈ SAD. L’ensemble des directions admissibles linéaires au point

x ∈, est défini comme suit :

DAL(x) =
{
d ∈ Rn : d′∇gi(x) = 0, i = 1, . . . , IM , d′∇gi(x) ≤ 0, i = IM+1, . . . , IK

}
.

Définition 1.7.8. Soit x ∈ SAD. L’ensemble des directions admissibles séquentielles au

point x, est défini comme suit :
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DAS(x) =

 d ∈ Rn : x+ αkdk ∈ SAD

dk → d pour αk > 0, αk → 0, k = 1, 2, . . .

 .

Lemme 1.7.2 ([20, 21, 23]). Soit x ∈ SAD. Si toutes les contraintes gi(x) pour i = 1, . . . , IK

sont différentiables, alors

DA(x, SAD) ⊆ DAS(x) ⊆ DAL(x).

Lemme 1.7.3 (Fiacco et McCormick [49]). Soit x ∈ SAD. On dit que le point x satisfait

les conditions de qualification des contraintes (QC), si toutes les fonctions gradients ∇gi(x)

sont linéairement indépendantes, où i ∈ A(x).

Définition 1.7.9. Soit x ∈ SAD. Un vecteur d ∈ Rn, est dite direction admissible de

descente au point x, si :

d′∇f(x) < 0,

avec DAD =
{
d ∈ Rn : d′∇f(x) < 0

}
est l’ensemble des directions admissibles de descente

au point x.

Théorème 1.7.3 ([21]). Soit x∗ ∈ SAD, est un minimum local du problème (PNL). Si

toutes les fonctions f(x) et gi(x) pour i = 1, . . . , IK sont différentiables, alors :

d′∇f(x∗) ≥ 0, ∀d ∈ DAS(x
∗).

Dans la suite, nous énonçons les conditions nécessaires et suffisantes du théorème de

karush, Kuhn et Tucker (KKT) d’optimalité.

Nous considérons la fonction de Lagrange suivante :

L(x, λ) = f(x) +

IK∑
i=1

λigi(x),
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où λ est dit vecteur des multiplicateurs de Lagrange.

Théorème 1.7.4 (Condition nécessaire d’optimialité du première ordre (KKT) [47]). Si

x∗ ∈ SAD, est un minimum local du problème (PNL), alors il existe un vecteur des multi-

plicateurs de lagrange λ∗, tel que :



∇f(x∗) +
∑IK

i=1 λ
∗
i∇gi(x

∗) = 0

gi(x
∗) = 0 i = 1, . . . , IM

gi(x
∗) ≤ 0 i = IM+1, . . . , IK

λ∗i ≥ 0 i = IM+1, . . . , IK

λ∗i gi(x
∗) = 0 i = IM+1, . . . , IK


Théorème 1.7.5 (Condition nécessaire d’optimalité du deuxième ordre [47]). Soit x∗ ∈

SAD, un minimum local du problème (PNL). Soit un vecteur des multiplicateurs de lagrange

λ∗, tel que (x∗, λ∗) satisfaisant les conditions de (KKT), alors on a :


d′∇2L(x∗, λ∗)d ≥ 0 ∀d ̸= 0

d′∇gi(x∗) = 0 i = 1, . . . , IM

d′∇gi(x∗) = 0 i = IM+1, . . . , IK


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Théorème 1.7.6 (Condition suffisante d’optimalité de deuxième ordre [47]). Si un point

x∗ ∈ SAD, satisfait :



∇f(x∗) +
∑IK

i=1 λ
∗
i∇gi(x

∗) = 0

gi(x
∗) = 0 i = 1, . . . , IM

gi(x
∗) ≤ 0 i = IM+1, . . . , IK

λ∗i ≥ 0 i = IM+1, . . . , IK

λ∗i gi(x
∗) = 0 i = IM+1, . . . , IK

λi > 0 ∀i ∈ A(x)

d′∇2L(x∗, λ∗)d > 0 ∀d ̸= 0

d′∇gi(x∗) = 0 i = 1, . . . , IM

d′∇gi(x∗) = 0, gi(x
∗) = 0 i = IM+1, . . . , IK


alors, le point x∗ est un minimiseur local au sens strict du problème (PNL).

On considère le problème non linéaire suivant :

(PNL)



min f(x)

gi(x) = 0, i = 1, . . . , IM

gi(x) ≤ 0, i = IM+1, . . . , IK

x ∈ Rn

où les fonctions f(x) et gi(x) pour i = 1, . . . , IK , sont différentiables et (au moins une des

fonction est non linéaire).

Théorème 1.7.7 (Fritz John [23]). Si le point x∗ ∈ Rn est solution du problème (PNL),

alors il existe λ0 ∈ R+, λ ∈ RIK−IM
+ et µ ∈ RIM , tel que :

(PNL)


∑IK

i=IM+1
λigi(x

∗) = 0

λ0∇f(x∗) +
∑IK

i=IM+1
λi∇gi(x∗) +

∑IM
j=1 µj∇gj(x

∗) = 0

(λ0, λ, µ) ̸= 0

32



1.7.3 Méthodes de résolution d’un programme non linéaires avec

contraintes

Nous rappelons par la suite, quelques méthodes pour la résolution des problèmes non

linéaires (PNL) [20, 21, 22, 23, 50, 51, 52].

— Méthode SQP - algorithmes newtoniens.

— Méthode de Newton par résolution des équations de KKT.

— Méthode des points intérieurs.

— Méthode du lagrangien augmenté.

Méthode SQP - algorithmes newtoniens

La base des algorithmes newtoniens, est la linéarisation des équations caractérisant la

solution que l’on cherche, fournies par les conditions d’optimalité de première ordre. L’utilité

de ces algorithmes dits primaux-duaux, est de générer à la fois une suite primale {xk}k

convergeant vers la solution optimale x∗ du problème (PNL), et une suite duale {λk}k de

multiplicateurs convergeant vers un multiplicateur optimal λ∗ associe à x∗.

Concernant notre problème (PNL), on commence par le lagrangien suivant :

L(x, λ, µ) = f(x) + λ′g(x) + µ′h(x),

avec g(x) = (gIM+1
(x), . . . , gIK (x))′, h(x) = (g1(x), . . . , gIM (x))′ et pour la simplicité on

note IM = M et IK−IM = K, alors les vecteurs des multiplicateurs de lagrage : λ ∈ RK
+ , µ ∈ RM .

D’après la condition nécessaire d’optimalité de première ordre (KKT), on a :

∇L(x, λ, µ) = 0⇔


∇f(x) + λ′∇g(x) + µ′∇h(x)

g(x)

h(x)

 =


0

0

0

 .

Pour résoudre ce système d’équations non linéaires, nous utilisons la méthode de Newton
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dont l’itération est comme suit :

∇2L(xk, λk, µk)


xk+1 − xk

λk+1 − λk

µk+1 − µk

 = −∇L(xk, λk, µk)

Posons : dx = xk+1 − xk, dλ = λk+1 et dµ = µk+1. Alors


∇2
xxL(xk, λk, µk) ∇′g(xk) ∇′h(xk)

∇′g(xk) 0 0

∇′h(xk) 0 0




dx

dλ − λk

dµ − µk

 =


−∇xL(xk, λk, µk)

−g(xk)

−h(xk)

 .

Cette itération est bien définie à condition que la matrice ∇2
xxL(xk, λk, µk) soit inversible.

Ce sera le cas si :

1. toutes les fonctions gradients des contraintes sont linéairement indépendantes (la

condition de qualification des contraintes).

2. d′∇gi(xk) = 0, d′∇hj(xk) = 0 et ∀d ̸= 0 te que d′∇2L(xk, λk, µk)d > 0 (la condition

suffisante d’optimalité de deuxième ordre).

Revenons au système suivant :
∇2
xxL(xk, λk, µk)dx +∇′g(xk)(dλ − λk) +∇′h(xk)(dµ − µk) = −∇xL(xk, λk, µk)

∇′g(xk)dx = −g(xk)

∇′h(xk)dx = −h(xk)

avec ∇xL(xk, λk, µk) = ∇f(xk) + λk∇′g(xk) + µk∇′h(xk), alors
∇2
xxL(xk, λk, µk)dx +∇′g(xk)dλ +∇′h(xk)dµ = −∇f(xk)

∇′g(xk)dx + g(xk) = 0

∇′h(xk)dx + h(xk) = 0

Le système précédent est connu comme conditions d’optimalité de première ordre du pro-

blème quadratique suivant :
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(PQk)


mindx d

′
x∇2

xxL(xk, λk, µk)dx +∇′f(xk)dx

∇′g(xk)dx + g(xk) ≤ 0

∇′h(xk)dx + h(xk) = 0

Les itérations de Newton pour résoudre les conditions de KKT, sont équivalentes à résoudre

une suite de problèmes quadratiques (PQk). Alors, la méthode SQP consiste à remplacer

le problème initial par une suite de problèmes quadratiques avec contraintes linéaires plus

facile à résoudre. L’algorithme SQP est donné comme suit :

Algorithme 2 Algorithme SQP

1. Initialisation : x0 ∈ E ⊆ Rn un point initial, λ0 ∈ RK
+ , µ0 ∈ RM , ϵ > 0.

2. k=0.
3. Tant que ∥∇L(xk, λk)∥ > ϵ

(a) Résoudre le sous-problème quadratique :

(PQk)


mindx d

′
x∇2

xxL(xk, λk, µk)dx +∇′f(xk)dx

∇′g(xk)dx + g(xk) ≤ 0

∇′h(xk)dx + h(xk) = 0

et obtenir la solution primale dk et les multiplicateurs dλ et dµ associés aux
contraintes d’inégalité et d’égalité respectivement.

(b) Calculer les nouveaux vecteurs xk+1 = xk+dk, λk+1 = dλ, µk+1 = dµ et k = k+1.
4. Fin tant que

5. Retourner xk.
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1.7.4 Programmation convexe

Dans cette partie, on va traiter le problème général d’optimisation convexe [20, 21, 23,

47, 48, 53]. Les problèmes qu’on va considérer, consistent à optimiser une fonction convexe

sous contraintes convexes.

On considère le problème convexe suivant :

(PNLC)



min f(x)

Ax = b

gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , K

x ∈ Rn

où f : Rn 7→ R est une fonction convexe et les fonctions gi sont convexes sur Rn (i =

1, . . . , K), alors le domaine des solutions admissibles est convexe.

Théorème 1.7.8 ([36]). Soit x∗ un minimum local du problème (PNLC), alors x∗ est un

minimum global du (PNLC).

Démonstration. On note par Ec le domaine des solutions admissible du problème (PNLC).

Soit x∗ ∈ Ec un minimum local du problème (PNLC), donc il existe un voisinage V ⊆ Ec

de x∗, tel que : ∀x ∈ V on a : f(x∗) ≤ f(x). Soit un point x0 ∈ Ec tel que f(x0) < f(x∗).

On considère un point x ∈ Ec tel que x = λx∗ + (1 − λ)x0 avec λ ∈ [0, 1]. Alors par la

convexité de (PNLC) on a

f(x) ≤ λf(x∗) + (1− λ)f(x0) < λf(x∗) + (1− λ)f(x∗) = f(x∗)

⇒ f(x) < f(x∗)

On peut prendre λ suffisamment proche de 1 de tel sort que x ∈ V (x∗), donc f(x) ≥ f(x∗).

Ce qui donne une contradiction avec l’inégalité f(x) < f(x∗). Donc x∗ est un minimum

global.
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Lemme 1.7.4 ([36]). L’ensemble des minimums globaux du problème (PNLC), est convexe.

Démonstration. Soit x∗1, x
∗
2 deux minimums globaux du problème (PNLC), donc f(x∗1) =

f(x∗2).

Soit x = λx∗1 + (1− λ)x∗2, alors

f(x) = f(λx∗1 + (1− λ)x∗2) ≤ λf(x∗1) + (1− λ)f(x∗2)

= λf(x∗2) + (1− λ)f(x∗2) = f(x∗2).

D’autre part, puisque x∗1 et x∗2 sont des minimums globaux, on sait que f(x) ≥ f(x∗1) = f(x∗2).

Alors

f(x) ≤ f(x∗2) et f(x) ≥ f(x∗2)⇒ f(x) = f(x∗1) = f(x∗2)

et donc l’ensemble des minimums globaux est convexe.

Lemme 1.7.5 ([36]). Soit x∗ un minimum local du problème (PNLC). Si la fonction f(x)

est strictement convexe, alors x∗ est un minimum global unique.

Démonstration. Soit f(x) une fonction strictement convexe. Supposons que x1∗ et x2∗ deux

minimums globaux du problème (PNLC), tel que x1∗ ̸= x2∗ avec f(x1∗) = f(x2∗).

Soit x = λx1∗ + (1− λ)x2∗ avec λ ∈]0, 1[. Alors par la convexité strict de la fonction f(x),

on a

f(x) < λf(x1∗) + (1− λ)f(x2∗) = f(x2∗)⇒ f(x) < f(x2∗)

Mais cela contredit le fait que x2∗ est un minimum global. Alors le minimum global est

unique.

Théorème 1.7.9 ([36]). Soit un point x∗ satisfaisant les conditions KKT pour le problème

(PNLC), alors x∗ est un minimum global du problème (PNLC).

Démonstration. Soit (x∗, λ∗) est un point KKT. On sait que λ∗i ≥ 0 pour i = 1, . . . , K, et
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on peut avoir un point x tel que gi(x) ≤ 0 pour i = 1, . . . , K, alors

L(x, λ∗) = f(x) +
K∑
i=1

λ∗i gi(x) ≤ f(x),

Donc il est normal d’avoir l’inégalité suivante :

L(x, λ∗) ≤ f(x).

De plus, on a

L(x, λ∗) ≥ L(x∗, λ∗) + (x− x∗)∇xL(x, λ) ≥ L(x∗, λ∗) ≥ f(x∗).

Alors

f(x) ≥ f(x∗).

1.7.5 Dualité en programmation convexe

L’objectif de la dualité est de trouver une transformation du problème primal vers le

problème dual. La théorie de la dualité [20, 21, 23] est souvent associée à la notion de

multiplicateurs de Lagrange. En optimisation on peut trouver des méthodes de résolution

primales, des méthodes duales ou encore des méthodes primales duales.

Nous considérons le problème convexe primal suivant :

(PNLC)

 minx∈Rn f(x)

gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , K

Définition 1.7.10. Le problème dual du problème convexe (PNLC) de wolfe [46], est donné

comme suit :
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(PNLCD)

maxx∈Rn,λ∈RK L(x, λ) = maxx∈Rn,λ∈RK f(x) + λ′g(x)

∇xL(x, λ) = 0, λi ≥ 0, i = 1, . . . , K.

avec g(x) = (g1(x), . . . , gK(x)).

Théorème 1.7.10 ([23]). Soit (x∗, λ∗) est un point maximum du problème dual (PNLCD),

et si la matrice hessienne de la fonction Lagrange est régulière au point x∗ et si les contraintes

du problème dual (PNLCD) sont qualifiées en (x∗, λ∗), alors le point x∗ est un minimum

global du problème primal (PNLC).

Démonstration. Donnons la fonction de Lagrange associe au problème dual (PNLCD),

comme suit :

LD((x, λ), β) = L(x, λ) + β′∇xL(x, λ).

Soit (x∗, λ∗) un maximum du problème dual (PNLCD). Soit β∗ ∈ Rn un vecteur des

multiplicateurs de Lagrange associe au problème dual (PNLCD). Alors on a :

∇λLD((x∗, λ∗), β∗) = g(x∗) + β∗∇g(x∗) ≤ 0.

∇xLD((x∗, λ∗), β∗) = ∇xL(x
∗, λ∗) + β∗∇2

xxL(x
∗, λ∗) = 0.

On sait que ∇xL(x
∗, λ∗) = 0 ((x∗, λ∗) est un point admissible du (PNLCD)), et la matrice

hessienne de la fonction Lagrange est régulière, alors

β∗∇2
xxL(x

∗, λ∗) = 0⇒ β∗ = 0.

Donc,

g(x∗) + β∗∇g(x∗) ≤ 0⇒ g(x∗) ≤ 0.

Ce qui donne x∗ est un minimum global du problème primal (PNLC).
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Théorème 1.7.11 (Théorème de la dualité faible [54]). Soit x∗ un minimum global

du problème primal (PNLC). Si les fonction f et gi pour i = 1, . . . , K, sont différentiables,

alors (x∗, λ∗) est une solution du problème dual (PNLCD), avec

f(x∗) = L(x∗, λ∗).

Théorème 1.7.12 (Théorème de la dualité forte [54]). Soit une solution réalisable du

problème primal (PNLC) notée x, et une solution réalisable du problème dual (PNLCD),

notée (x, λ), alors on a

f(x) ≥ L(x, λ).

Maintenant, on introduit l’application du point selle sur la fonction de Lagrange pour un

problème non linéaire (PNL).

Soit la fonction de Lagrange

L(x, λ) = f(x) +
K∑
i=1

λigi(x).

Définition 1.7.11. On dit que le couple (x∗, λ∗) avec x∗ ∈ Rn et λ∗ ∈ RK , est un point

selle du lagrangien L(x, λ), si on a

L(x∗, λ) ≤ L(x∗, λ∗) ≤ L(x, λ∗).

Théorème 1.7.13 ([55]). Si (x∗, λ∗) est un point selle de la fonction L(x, λ), alors x∗ est

un minimum local du problème (PNL). En plus (x∗, λ∗) satisfait les conditions de KKT.
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1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, les aspects fondamentaux concernant l’optimisation convexe ont été

présentés. Ainsi, l’étude théorique et algorithmique avec les méthodes de résolution des

problèmes d’optimisation convexe ont été traités.
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CHAPITRE 2

OPTIMISATION NON CONVEXE ET OPTIMISATION

GLOBALE

2.1 Introduction

Au cours des dernières années, le domaine de la recherche sur l’optimisation globale s’est

considérablement enrichi grâce à l’accroissement de puissance de calcul des machines ou des

ordinateurs. Ces progrès nous ont permis de résoudre des problèmes auparavant assez difficiles

ou insolubles. Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’étude théorique et algorithmique

des problèmes d’optimisation globale [9]. Ces problèmes consistent à optimiser des fonctions

objectifs non convexes sur un ensemble des contraintes qui sont aussi non convexes. La

différence fondamentale distinguant l’optimisation globale de l’optimisation locale, c’est que

la solution du problème d’optimisation globale est le minimum ou maximum absolu sur

l’ensemble du domaine réalisable.

2.2 Méthodes déterministes de résolution en optimisation globale

Dans cette section, nous allons présenter quelques méthodes déterministes pour la réso-

lution des problèmes d’optimisation globale [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 56, 57, 58].

2.2.1 Programmation anti-convexe [1, 2, 3, 4, 5, 6]

Soit le problème d’optimisation globale anti-convexe suivant :
min f(x)

g(x) ≥ 0

x ∈ E ⊆ Rn

où les fonctions f et g sont convexes sur l’ensemble convexe fermé E dans Rn.
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Théorème 2.2.1 ([4]). Une solution optimale du problème de la programmation anti-convexe,

se trouve dans l’intersection de l’ensemble E avec la frontière de l’ensemble G, où

G = {x ∈ Rn : g(x) ≥ 0} .

2.2.2 Méthode de Séparation et d’évaluation progressive [1, 4, 5,

7, 8]

La méthode de Séparation et Evaluation (Branch and Bound) est une méthode itérative

pour résoudre une grande classe des problèmes d’optimisation globale. Cette méthode est

basée sur la subdivision du domaine des solutions réalisables en plusieurs sous domaines

de plus en plus petits. A chaque itération et pour chaque sous domaine, on construit une

borne inférieure ou/et une borne supérieure de la fonction objectif afin d’éliminer les sous

domaines ne contenant pas la solution optimale globale, puis on sélectionne sous certaines

conditions, le nouveau sous domaine pour la prochaine itération. Cette méthode utilise les

outils d’analyse convexe.

Principe de la méthode Branch and Bound

On considère le problème d’optimisation globale suivant :

(PG)

 min f(x)

x ∈ E

Où f : Rn 7→ R, est une fonction non convexe, et l’ensemble E est le domaine des solutions

réalisable qui est convexe ou non convexe.

L’algorithme de Branch and Bound consiste à engendrer deux suites {UBk} et {LBk}

des bornes supérieures et des bornes inférieures respectivement de la valeur minimale de la

fonction objectif f du problème (PG). On notera Eki les sous-ensembles de la subdivision

de l’ensemble Ek à l’itération k, alors les bornes inférieure et supérieure à l’itération k, sont

données comme suit :
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 LBk = mini LBki

UBk = mini UBki

Tout sous-ensemble sur lequel la borne inférieure dépasse UBk sera éliminé car la solution

globale du problème (PG), ne peut être atteint sur cet ensemble. On peut représenter cette

méthode par une arborescence qui a pour racine l’ensemble E, et pour sommets les sous-

ensembles Ek qui s’obtiennent par une subdivision successive. Voir figure 2.1.

E1

E2
LB2 ≤ UB2

E4
LB4 ≤ UB4

E8
LB8 > UB8

E9
LB9 ≤ UB9

E14
LB14 > UB14

E15
LB15 ≤ UB15

solution globale

E5
LB5 ≤ UB5

E10
LB10 > UB10

E11
LB11 > UB11

E3
LB3 > UB3

Figure 2.1 – Exemple d’une arborescence de la subdivision des sous-ensembles.

Remarque 2.2.1. On peut subdiviser tout ensemble Ek en plusieurs sous-ensembles et non

pas forcement en deux sous-ensembles.

Algorithme général de la méthode Branch and Bound

Pour bien clarifier le déroulement des étapes annoncées ci-dessus, on peut les résumer sur

l’algorithme suivant :
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Algorithme 3 Algorithme Branch and Bound

1. Initialisation : Poser E1 = E et construire l’ensemble I1 = {E1}, poser k = 1 et
fixer ϵ > 0.

2. Construire les problèmes des bornes inférieure et supérieure de la fonction objectif f
sur Ek, ensuite calculer les bornes LBk et UBk.

3. Tant que UBk − LBk ≥ ϵ et Ik ̸= ∅
(a) subdiviser l’ensemble Ek en deux sous-ensembles Ek1 et Ek2, tel que

2⋃
i=1

Eki = Ek et
2⋂

i=1

⌢
Eki = ∅,

où
⌢
Eki est l’intérieur de l’ensemble Eki.

(b) Construire les problèmes des bornes inférieure et supérieure de la fonction objectif
f sur l’ensemble Eki, et calculer les bornes LBki et UBki, pour i = 1, 2.

(c) Poser :
UBk+1 = min {UBk1, UBk2, UBk}

(d) Poser Ik+1 = Ik ∪ {Eki : UBk+1 − LBki ≥ ϵ} \ {Ek}.
(e) Éliminer de Ik+1 tout ensemble Ek tel que : UBk+1 − LBk < ϵ.
(f) Poser k = k + 1 et si Ik ̸= ∅, choisir de Ik un sous-ensemble Ek et calculer LBk.

4. Fin tant que

5. Retourner min f(x) = UBk et x∗ tel que f(x∗) = UBk.

2.2.3 Méthode des plans coupants

On considère le problème anti-convexe linéaire suivant :

(PCI)



min c′x

Ax ≤ b

g(x) ≥ 0

x ≥ 0

où A est une matrice de type (m × n), c ∈ Rn, b ∈ Rm et g : Rn 7→ R est une fonction

convexe. Soit P =
{
x ∈ Rn

+ : Ax ≤ b
}

un espace polyédrique. G = {x ∈ Rn : g(x) ≥ 0}. On

note par D = P ∩G avec D ̸= ∅, l’ensemble des solutions réalisables.
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Principe général et l’algorithme de la méthode des plans coupants

Soit x0 la solution optimale non dégénérée du problème linéaire (PL) associe au problème

(PCI) :

(PL)

min c′x

x ∈ P.

Supposons que N(x0) est l’ensemble des sommets voisins du point x0 où

N(x0) =
{
x1, x2, . . . , xn

}
.

On choisit de l’ensemble N(x0) un sommet xj et on définit zj = xj − x0, la direction de x0

vers xj .

On suppose que les sommets voisins de x0 sont admissibles pour le problème (PCI). En

démarrant du point x0, l’objectif est de trouver le plus proche intersection de la surface de

g(x) avec la frontière du polyèdre P . Pour cela, le point à rechercher doit vérifier l’hypothèse

g(x0) < 0 et g(xj) ≥ 0, xj ∈ N(x0). Cette intersection notée yj = x0 + αzj , est trouvée à

partir de la solution du sous problème suivant :

(SP )


minα

g(x0 + αzj) = 0

0 ≤ α ≤ 1.

yj = x0 + αj(xj − x0), où αj est la solution du sous problème (SP ). Alors on a :

Ayj ≤ b,

g(yj) = g(x0 + αj(xj − x0)) = 0

c′yj = c′(x0 + αj(xj − x0))

= (1− αj)c′x0 + αjc′xj ≤ c′xj .
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Donc, yj est un point admissible pour le problème (PCI) avec une meilleure valeur de la

fonction objectif que c′xj . On note par x∗ = yj la solution optimale actuelle. Maintenant,

s’il existe un autre point xk ∈ N(x0) tel que c′xk < c′x∗, alors le sous problème (SP ) sera

résolu et x∗ est mise à jour en conséquence. Le processus est continue jusqu’à N(x0) est

épuisé (N(x0) = ∅).

2.2.4 Méthode d’approximation extérieure

L’idée de cette méthode, introduite dans la programmation convexe à la fin des années

cinquante par Cheney et Goldstein [59], ensuite par Hoffman [60] et Tuy [61], a été déve-

loppée sous le nom d’approximation extérieure, pour la minimisation d’une fonction concave

sous des contraintes convexe, puis plus généralement pour les problèmes d’optimisation non

convexe par Mayane et Polak [62] et Tuy [6]. Le grand principe de la méthode d’approxi-

mation extérieure est de faire des coupes linéaires sur un ensemble qui contient l’ensemble

réalisable du problème original, de façon qu’on ne coupe jamais l’ensemble réalisable tout en

se rapprochant de plus en plus de la solution optimale du problème original.

Principe de la méthode d’approximation extérieure

On considère le problème d’optimisation non convexe suivant :

(P )


min f(x)

hi(x) ≤ 0 i = 1, . . . ,m.

g(x) ≥ 0.

où f , hi et g sont des fonction convexes de Rn 7→ R. Posons

h(x) = maxi=1,...,m hi(x),

E = {x ∈ Rn : hi(x) ≤ 0} , G = {x ∈ Rn : g(x) ≥ 0} .

Le principe de cette méthode est de relaxer et remplacer le problème original (P ) par une

suite de problèmes (Qk) qui sont facile à résoudre et dont les solutions obtenues convergent
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vers la solution optimale du problème original (P ). Pour la réalisation d’un algorithme d’ap-

proximation extérieure, on a les deux phases suivantes :

1. Construire des sous problèmes (Qk) qui sont faciles à résoudre.

2. Construire lk(x) pour que la suite des solutions xk converge.

Algorithme de la méthode d’approximation extérieure

Avant de citer l’algorithme de cette méthode, on note que :

— w est la solution optimale du problème d’optimisation non convexe (P ), sans la

contrainte anti-convexe.

— ∂G représente la frontière de l’ensemble G.
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Algorithme 4 Algorithme d’approximation extérieure

1. Initialisation : Soit x1 ∈ E ∩ ∂G, poser y1 = f(x1), former un polytope P1 où le
compact convexe {x ∈ E : f(x) ≤ y1} est contenu dans P1, fixer k = 1.

2. Faire

(a) Résoudre le sous problème (Qk) tel que :

(Qk) : max(g(x), x ∈ Pk).

La solution est noté zk.
(b) Si g(zk) = 0, alors Stop (Solution optimale).
(c) Sinon chercher xk dans le segment [w, zk] tel que max {f(xk)− yk, g(xk)} = 0.

(d) Si xk ∈ E alors vk ∈ ∂f(xk)

lk(x) =< vk, (x− xk) > .

(e) Si xk /∈ E alors vk ∈ ∂h(xk)

lk(x) =< vk, (x− xk) > +h(xk)

(f)
Pk+1 = Pk ∩ {x ∈ Rn : lk(x) ≤ 0}

xk+1 =

{
xk si xk ∈ E et g(xk) = 0
xk Sinon.

(g) yk+1 = f(xk+1).
3. Jusqu’au (g(zk) = 0)

2.2.5 Méthode D.C : différence de fonctions convexes

Les fonctions DC possèdent de nombreuses propriétés qui ont été établies à partir des

années 50 par Landis [63] et Hartman [64]. La classe des fonctions DC a été introduite en

optimisation au milieu des années 80. Distinguons deux grandes approches DC :

1. L’approche combinatoire en optimisation globale continue.

2. L’approche de l’analyse convexe en optimisation non convexe.

Cette méthode a été proposée par Pham Dinh et Le thi Hoai an [65], et utilise les

techniques d’optimisation globale (Méthode Branch and Bound, technique de coupe . . .)
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pour la résolution des problèmes d’optimisation globale.

La programmation D.C

Définition 2.2.1. Une fonction f : Rn 7→ R est dite DC si elle peut s’écrire comme suit :

f(x) = g(x)− h(x),

avec g et h des fonctions convexes de Rn dans R.

La programmation DC consiste à résoudre des programmes mathématiques dont la fonc-

tion objectif est une fonction DC. Le problème de la programmation DC est donnée comme

suit :

(P )

min f(x)

x ∈ Rn.

où f : Rn 7→ R est une fonction DC.

Définition 2.2.2. Soit une fonction f : Rn 7→ R. La fonction f est dite semi continue

inférieure au point x0, si’il existe un voisinage V de x0 tel que :

∀ϵ > 0,∀x ∈ V : f(x) ≥ f(x0)− ϵ.

La fonction f est dite propre si

∀x0 ∈ Rn : lim
x→x0

f(x) ̸= −∞ et lim
x→x0

f(x) ̸= +∞.

On note par Γ0 l’ensemble des fonction convexes, semi continues inférieure et propres

dans Rn.

Définition 2.2.3. Soit une fonction f : Rn 7→ R, convexe et propre. On dit que v0 est le

50



sous gradient de la fonction f au point x0, si :

∀x ∈ Rn : < v0, x− x0 > +f(x0) ≤ f(x).

On note par ∂f(x0), l’ensemble des sous gradients de la fonction f au point x0, appelé sous

différentiel.

On dit que v0 est le ϵ-sous gradient de la fonction f au point x0, si

∀x ∈ Rn : < v0, x− x0 > +f(x0) ≤ f(x) + ϵ.

On note par ∂ϵf(x0), l’ensemble des ϵ-sous gradients de la fonction f au point x0, appelé

ϵ-sous différentiel.

Définition 2.2.4. Soit une fonction f : Rn 7→ R. On note par f∗ la fonction conjuguée de

la fonction f , et définie comme suit :

f∗(y) = sup {< x, y > −f(x), x ∈ Rn} , y ∈ Rn.

La fonction conjuguée f est l’enveloppe supérieure des fonctions affines continues < x, y > −f(x)

sur Rn.

Propriété 2.2.1. Si f ∈ Γ0, alors

— f ∈ Γ0 ⇐⇒ f∗ ∈ Γ0, et f = f∗.

— y ∈ ∂f(x)⇐⇒ f(x) + f∗(y) =< x, y > et y ∈ ∂f(x)⇐⇒ x ∈ ∂f∗(y).

— ∂f(x) est un ensemble convexe fermé.

— Si ∂f(x) = {y} alors f est differenstiable en x et ∇f(x) = y.
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Théorème 2.2.2 (Condition nécessaire d’optimalité local [66]). Soit x∗ un minimum local

de la fonction f(x) = g(x)− h(x), alors

∂h(x∗) ⊂ ∂g(x∗).

Théorème 2.2.3 (Condition suffisante d’optimalité local [67, 68]). Si un point x∗ admet un

voisinage V tel que :

∂g(x∗) ∩ ∂h(x∗) ̸= ∅, ∀x ∈ V ∩ dom(g).

Alors x∗ est un minimum local de la fonction f = g − h.

Corollaire 2.2.1. Si x∗ ∈ int(dom(h)) avec

∂h(x∗) ∈ int(∂g(x∗)),

alors x∗ est un minimum local de la fonction f = g − h.

Théorème 2.2.4 (Optimalité globale [69]). Soit une fonction f = g − h avec g, h ∈ Γ0. un

point x∗ est un minimum global de la fonction f(x) sur Rn, si et seulement si

∂ϵh(x
∗) ⊂ ∂ϵg(x

∗), ∀ϵ > 0.

Dualité en optimisation DC

En 1978, la dualité DC introduite par Toland [70] considérée comme généralisation des

travaux de Pham Dinh [71] en (1975), concernant la maximisation convexe. On vas présenter

quelques résultats principaux sur la dualité DC. Pour plus de détails Voir [68, 70].

Soient deux fonctions g(x) et h(x) convexes dont g, h ∈ Γ0. Le problème primal (P ) et

son dual (D) sont donnés comme suit :
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(P )

inf f(x) = g(x)− h(x)

x ∈ Rn.
(D)

inf −f∗(y) = h∗(y)− g∗(y)

y ∈ Rn.

où f∗ est la fonction conjuguée de la fonction f .

Théorème 2.2.5 ([70]). Soient g et h deux fonctions tel que g, h ∈ Γ0, Alors

1. infx∈Rn g(x)− h(x) = infy∈Rn h∗(y)− g∗(y).

2. Si y0 est un minimum de la fonction h∗ − g∗ sur Rn, alors tout x0 ∈ ∂g(y0) est un

minimum de g − h sur Rn.

3. Si x0 est un minimum de la fonction g − h sur Rn, alors tout y0 ∈ ∂g(x0) est un

minimum de h∗ − g∗ sur Rn.

Parfois, pour résoudre un problème d’optimisation DC, il est plus facile de résoudre

le problème dual (D) que le problème primal (P ). Le théorème précèdent montre que la

résolution du problème primal (P ) implique la résolution du problème dual (D) et vice-

versa.

Théorème 2.2.6 ([67, 68]). Soit x0 ∈ dom(∂h) un minimum local de la fonction f = g−h.

Soient y0 ∈ ∂h(x0) et V un voisinage de x0 tel que :

g(x)− h(x) ≥ g(x0)− h(x0), ∀x ∈ V ∩ dom(g).

Si

x0 ∈ int(dom(g∗)) et ∂g∗(y0) ⊂ V,

alors y0 est un minimum local de la fonction −f∗ = h∗ − g∗.

Algorithme DCA [72]

La construction de l’algorithme DCA proposé par Pham Dinh Tao en (1986), est basé sur

la caractérisation des solutions locales des problèmes primal (P ) et dual (D), en optimisation

DC.
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Algorithme 5 Algorithme DCA

1. Initialisation : Soit x0 une solution initiale. k = 0 et ϵ > 0.
2. Calculer y ∈ ∂h(xk), pour xk connu.
3. Calculer xk+1 ∈ ∂g∗(yk).
4. Si ∥xk+1 − xk∥ < ϵ, STOP.
5. Sinon k = k + 1.

L’algorithme DCA consiste à construire deux suites {xk} et {yk}, où la première est la

solution du problème primal (P ) et la deuxième est la solution du problème dual (D). Les

deux suites sont liées par dualité et vérifient les propriétés suivantes :

— Les deux suites {g(xk)− h(xk)} et {h∗(yk)− g∗(yk)} sont décroissantes.

— L’algorithme DCA s’arrête à l’itération (k+1)ieme, lorsque (g−h)(xk+1) = (g−h)(xk),

et le point xk est un point critique de g − h, de même pour le point yk est un point

critique de h∗ − g∗.

2.2.6 Méthode par analyse d’intervalles [9]

Les techniques d’analyse d’intervalles offrent de nouvelles méthodes de résolution des

problèmes d’optimisation globale. Grâce à l’information globale fournie par ces techniques,

l’algorithme basé sur ces techniques, assure que l’optimum déterminé et un optimum global

et non pas piégé par un optimum local.

Principe de la méthode d’analyse d’intervalles

Soit le problème d’optimisation globale suivant :

(P )



min f(x)

hj(x) = 0, j = 1, . . . ,M.

gi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , K.

x ∈ X ⊂ Rn.

où les fonctions f , hj et gj peuvent être non convexes. X est un sous domaine convexe de Rn.

Le principe de la résolution de problème d’optimisation globale (P ) par l’analyse d’intervalles
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est basé sur l’utilisation d’un algorithme branch and bound par intervalles pour la recherche

de l’optimum global.

Définition 2.2.5. Soit une fonction f : X ⊂ Rn 7→ R. L’image directe de f sur X est

l’intervalle noté f(X), de largeur minimale tel que

∀x ∈ X, f(x) ∈ f(X).

Définition 2.2.6. Une fonction F : X ⊂ Rn 7→ R est dite fonction d’inclusion de f si et

seulement si

∀x ∈ Y ⊆ X, f(x) ∈ F (Y).

La fonction d’inclusion de f est une fonction retournant un minorant et un majorant de la

fonction f sur un intervalle.

Définition 2.2.7. Soit une fonction f : Rn 7→ R. Une extension naturelle aux intervalles

d’une fonction consiste à réécrire la fonction f en remplaçant toutes les occurrences de

la variable par l’intervalle correspondant et en remplaçant les opérateurs classiques par les

opérateurs équivalents en arithmétique d’intervalle. L’extension naturelle est notée ENf (X).

Propriété 2.2.2. L’extension naturelle aux intervalles de f est une fonction d’inclusion.

Théorème 2.2.7 ([9]). Soit une fonction f : X ⊂ Rn 7→ R. Si l’extension naturelle de

f possède seulement une seule occurrence de chaque variable, alors l’image directe de la

fonction f sur X est exactement l’extension naturelle ENf (X). Autrement dit

∀Y ⊆ X, f(Y) = ENf (Y).

Algorithme Branch and Bound par intervalles : IBBA [9]

Les algorithmes de Branch and Bound par intervalles, ont été développé dans les années

70. Le développement de ces algorithmes était très théorique au début et était plutôt avare
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de résultats numériques. La structure de l’algorithme qu’on va présenter est tiré du livre

de Ratschek et Rokne [73]. Cet algorithme permet de résoudre le problème d’optimisation

globale (P ) à condition que toutes les fonctions du problème (P ) doivent avoir une expression

explicite pour pouvoir utiliser les arithmétiques d’intervalles.

Algorithme 6 Algorithme Branch and Bound par intervalles : IBBA

1. Initialisation : Poser Y = X, y = FL(X), z = FU (X) et l’ensemble L = {(Y, y)},
ϵ > 0

2. Repeter

(a) Extraire de l’ensemble L un élément (Y, y).
(b) Diviser Y en Y1 et Y2 tel que Y = Y1 ∪Y2.
(c) pour j = 1, 2 faire

i. Calculer F (Yj) et poser yj = FL(Yj).
ii. Si yj ≤ z − ϵ et toutes les contraintes sont satisfaites sur Yj , alors insérer le

couple (Yj , yj) dans L.

iii. Poser z = min
{
z, FU (Yj)

}
iv. Si z a changé alors supprimer de L tous les éléments (Y, y) tel que z − ϵ < y.
v. Finsi ; Finsi

(d) Fin pour

3. Jusqu’à
(
z −min(Y,y)∈L y ≤ ϵ

)

2.3 Méthodes de résolution basées sur l’algorithme Branch and

Bound

2.3.1 Méthode αBB [10, 11, 12]

La méthode αBB est développée par Androulakis, Maranas, Floudas et d’autres [10, 11,

12, 29]. Cette méthode est basée sur l’algorithme de branch and bound pour la résolution des

problèmes d’optimisation globale avec contraintes. L’importance centrale de cette méthode

est le calcul du paramètre α qui garantit la convexité de la fonction borne inférieure utilisée
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par l’algorithme αBB durant la résolution du problème d’optimisation globale. Le problème

d’optimisation globale considéré est le suivant :

(P )



min f(x)

hj(x) = 0, j = 1, . . . ,M.

gk(x) ≤ 0, k = 1, . . . , K.

Ax ≤ b.

x ≤ x ≤ x.

où f , h et g sont des fonctions non linéaires et au moins une de ces fonctions est non convexe.

A est une matrice carrée de type (n× n), b ∈ Rn et x, x ∈ Rn avec x < x.

La fonction borne inférieure

La fonction borne inférieure (sous estimateur) d’une fonction non convexe f : Rn 7→ R,

est donnée comme suit :

LBα(x) = f(x)− 1

2

n∑
i=1

αi(xi − xi)(xi − xi), (2.1)

avec αi ≥ max

{
0,− min

x≤x≤x
λi(x)

}
,

avec λi(x) les valeurs propres de la matrice hessienne de f .

Théorème 2.3.1 ([10]). La fonction LBα(x) coïncide avec la fonction f(x) aux extrémités

du domaine [x, x].

Démonstration. Soit x0 un sommet du domaine [x, x], alors pour chaque i = 1, . . . , n on a

(x0i − xi)(xi − x0i ) = 0, ce qui implique que LBα(x
0) = f(x0).

Théorème 2.3.2 ([10]). LBα(x) ≤ f(x) pour tout point x sur le domaine [x, x].

Démonstration. Par construction de la fonction LBα(x), on a :

1

2

n∑
i=1

αi(xi − xi)(xi − xi) ≥ 0,
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alors, LBα(x) ≤ f(x), ∀x ∈ [x, x].

Théorème 2.3.3 ([10]). La fonction LBα(x) est convexe sur le domaine [x, x].

Démonstration. C’est une conséquence directe de la définition des paramètres αi.

Théorème 2.3.4 ([10]). La distance maximale de séparation entre la fonction f(x) et la

fonction borne inférieure LBα(x) sur le domaine [x, x], est donnée comme suit :

max
x≤x≤x

f(x)− LBα(x) =
1

4

n∑
i=1

αi(xi − xi)
2. (2.2)

Démonstration.

max
x≤x≤x

f(x)− LBα(x) = max
x≤x≤x

f(x)− f(x) +
1

2

n∑
i=1

αi(xi − xi)(xi − xi)

= max
x≤x≤x

1

2

n∑
i=1

αi(xi − xi)(xi − xi) =
1

4

n∑
i=1

αi(xi − xi)
2.

La fonction borne inférieure améliorée

Une fonction borne inférieure améliorée [74, 75] utilisée dans la méthode αBB, est donnée

comme suit :

LBγ(x) = f(x)−
n∑

i=1

(
1− eγi(xi−xi)

)(
1− eγi(xi−xi)

)
, (2.3)

où γ = (γ1, . . . , γn) est un vecteur des valeurs non négatives.

Théorème 2.3.5 ([74]). (i) La fonction LBγ(x) coïncide avec la fonction f(x) aux extré-

mités du domaine [x, x].

(ii) LBγ(x) ≤ f(x) pour tout x sur le domaine [x, x].

Théorème 2.3.6 ([74]). Il existe une valeur γ ∈ [γ, γ] tel que LBγ(x) est convexe et

LBγ(x) ≥ LBα(x), sur le domaine [x, x].
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Principe général de la méthode αBB

La méthode αBB était proposée pour localiser la solution optimale du problème d’optimi-

sation globale (P ). Cette méthode génère une séquence des bornes inférieures et supérieures

qui convergent vers la valeur optimale. Les bornes inférieures sont obtenus par les solutions

des problème convexes en remplaçant les fonctions non convexes du problème (P ) par des

fonctions borne inférieure LBα(x). Les bornes supérieures sont des solutions du problème

(P ), obtenu par des méthodes de recherche local. Par la suite, l’algorithme αBB est présenté

pour détailler le principe de la méthode αBB.

Algorithme de la méthode αBB
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Algorithme 7 Algorithme αBB

1. Initialisation : Fixer k = 1, ϵc > 0 et ϵf > 0. Initialiser xc,k, UB = +∞ et

LB = −∞. Poser [xk, xk] = [x, x]. Λ =
{
[xk, xk]

}
.

2. Extraire le premier élément de la liste Λ, noté [xk, xk]. Résoudre localement le
problème (P ) sur [xk, xk], xkup est la solution local. Si xkup est ϵf -réalisable et
f(xkup) < UB, alors mettre à jour la borne supérieure UB : UB = f(xkup) et x∗ = xkup.

3. Construire le problème borne inférieure (PL) en remplaçant les fonctions nonconvexes
par les fonctions LBα(x). Résoudre le problème (PL) sur [xk, xk]. Soit xklow la solution
optimale du (PL). Si LBα(x

k
low) ≥ LB, alors mettre à jour LB = LBα(x

k
low), et

xc,k+1 = xklow.

4. Si (LBα(x
k
low)− UB ≥ ϵc), alors [xk, xk] peut être supprimé en toute sécurité.

Sinon, partitionner le sous-domaine courant [xk, xk] en deux sous-domaines, en
coupant le plus grand intervalle comme suit :(

[xk1 , x
k
1 ], . . . ,

[
xkj ,

xkj + xkj
2

]
, . . . , [xkn, x

k
n]

)
,

et (
[xk1 , x

k
1 ], . . . ,

[
xkj + xkj

2
, xkj ,

]
, . . . , [xkn, x

k
n]

)
,

où [xkj , x
k
j ], est supposé le plus grand intervalle du sous-domaine courant. Ajouter

les deux sous-domaines obtenus dernièrement, à la liste Λ, en respectant l’ordre de
l’emplacement tel que la liste Λ soit reste en ordre décroissante par rapport au bornes
inférieures.

5. Si Λ = ∅, alors arrêter. La solution optimale est x∗ et sa valeure est f(x∗).
Sinon, faire k = k + 1 et aller à l’étape 2.

2.3.2 Méthode de borne inférieure quadratique [13]

Cette méthode est développée en 2014 par M. Ouanes, H.A. Le Thi, T.P. Nguyen et A.

Zidna [13], pour les fonctions multivariables générales en optimisation globale. Le principe

de cette méthode est le même que la méthode αBB. Cependant, cette méthode diffère dans

la fonction borne inférieure et l’algorithme de branch and bound pour la résolution des

problèmes d’optimisation globale. Le problème considéré ici est le suivant :
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(P )

min f(x)

x ∈ B

où

B =
n∏

i=1

[x0i , x
1
i ]

est un hyperrectangle dans Rn et f : Rn 7→ R est une fonction C2-continue et différentiable.

La fonction borne inférieure

La fonction borne inférieure (sous estimateur) quadratique de la fonction f , est donnée

comme suit :

LBq(x) = Lhf(x)−
1

2
K

n∑
i=1

(x1i − xi)(xi − x0i ). (2.4)

où Lhf(x) est un interpolant multi-linéaire de la fonction f(x) dans B. K est un nombre

réel positif qui satisfait l’inégalité K ≥ ∥Hf (x)∥ pour tout x dans B, avec Hf (x) la matrice

hessienne de f .

Soient w0(xi) et w1(xi) deux réelles valeurs définies par

w0(xi) =
x1i − xi

x1i − x0i
, w1(xi) =

xi − x0i
x1i − x0i

.

La construction de la fonction Lhf(x) est donnée comme suit :

Lhf(x) =
1∑

in=0

. . .

 1∑
i1=0

f(xi11 , . . . , x
in
n )wi1(x1)

 . . .

win(xn).

Pour le cas uni-dimensionnelle où n = 1, la fonction borne inférieure LBq(x) devient comme

suit :

LBq(x) = f(x0)w0(x) + f(x1)w1(x)−
1

2
K(x1 − x)(x− x0),

avec k ≥ |f ′′(x)| pour tout x dans B = [x0, x1].

Théorème 2.3.7 ([13]). (i) Pour tout sommet x dans V (B) on a LBq(x) = f(x).
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(ii) Pour tout x dans B, si maxx∈B |f ′′xixi(x)| ≤ K, alors LBq(x) ≤ f(x).

Théorème 2.3.8 ([13]). La fonction borne inférieure LBq(x) définie dans (2.4) est convexe

si

K ≥ max
x∈B

max
i=1,...,n

n∑
j=1,j ̸=i

|f ′′xixj (x)|.

Pour plus de détails sur la preuve des deux théorèmes précédents voir [13].

Algorithme de Branch and Bound

On note par LBk, UBk et sk respectivement la meilleure borne inférieure, la meilleure

borne supérieure de f(x) et la meilleure solution du problème (P ) à l’itération k.
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Algorithme 8 Algorithme de borne inférieure quadratique

1. Initialisation : Fixer ϵ > 0.
2. Calculer K une borne supérieure de ∥Hf∥ sur B.

3. Mettre T 0 = B. Pour i = 1, . . . , n, faire hi = x1i − x0i .
4. Résoudre le problème convexe suivant pour obtenir une solution optimale s0

min
{
LBq(x) : x ∈ T k

}
. (2.5)

5. Mettre LB0 = LB(T 0) := LBq(s0). Mettre UB0 = min
{
minv∈V (B) f(v), f(s0)

}
.

6. Si UB0 − LB0 ≤ ϵ alors s0 est une solution ϵ-optimale. STOP.
Sinon Mettre M ←

{
T 0
}
, k ← 1.

7. Étape de sélection

(a) Soit T k =
∏n

i=1[ai, bi] ∈ M un hyper-rectangle tel que LBk = LB(T k), et sk est
la solution du problème (2.5).

(b) Calculer Kk tel que ∥Hf (x)∥ ≤ Kk,∀x ∈ T k.

8. Couper T k en deux sous-rectangles T k
1 et T k

2 par la w-subdivision par sk.
9. Pour i = 1, 2 faire Résoudre le problème convexe (2.5) avec k remplacé par ki pour

obtenir une solution optimale ski.
10. Étape de mise à jour

(a) Mettre à jour la borne supérieure UBk = min {UBk−1, f(sk1), f(sk2)}.
(b) Soit sk la meilleure solution actuel, i.e. f(sk) = UBk.

(c) Mettre M ←M ∪
{
T k
i : LB(T k

i ) < UBk − ϵ, i = 1, 2
}
/
{
T k
}

.

(d) Mettre à jour la borne inférieure LBk = min {LB(T ) : T ∈M}.
11. Si M = ∅ alors sk est la solution optimale et quitter l’algorithme.

Sinon Mettre k ← k + 1 et retourner à l’étape 7.

2.4 Problèmes d’optimisation non convexe du monde réel

Nombreux problèmes du monde réel sont modélisés en optimisation globale. Par la suite,

nous citerons quelques problèmes réels sélectionnés à partir de différentes applications réelles

[76, 77, 78, 79, 80, 81, 82].
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2.4.1 Problèmes de procédés chimiques industriels

Plusieurs problèmes de processus chimiques ont été proposés qui sont très compliqués

[77, 78, 79].

a) Conception de réseau d’échangeurs de chaleur [77, 83]

La forme optimale de la structure de l’échangeur de chaleur est considérée dans ce pro-

blème. 

min 35x0.61 + 35x0.62

200x1x4 − x3 = 0

200x2x6 − x5 = 0

x3 − 10000(x7 − 100) = 0

x5 − 10000(300− x7) = 0

x3 − 10000(600− x8) = 0

x5 − 10000(900− x9) = 0

x4ln(x8 − 100)− x4ln(600− x7)− x8 + x7 + 500 = 0

x6ln(x9 − x7)− x6ln(600)− x9 + x7 + 600 = 0

0 ≤ x1 ≤ 10, 0 ≤ x2 ≤ 200, 0 ≤ x3 ≤ 100, 0 ≤ x4 ≤ 200,

1000 ≤ x5 ≤ 2000000, 0 ≤ x6 ≤ 600, 100 ≤ x7 ≤ 600, 100 ≤ x8 ≤ 600,

100 ≤ x9 ≤ 900,

où la variable xi pour i = 1, . . . , 9, représente le flux de processus. Les contraintes d’égalité

définissant les espaces requises pour chaque échangeur et les coûts d’espace. La fonction

objectif représente le coût total.

b) Problème de regroupement de Haverly [78, 84]

Ce problème consiste en une fonction objectif linéaire et des contraintes non linéaires et

a la forme suivante :
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

max 9x1 + 15x2 − 6x3 − 16x4 − 10(x5 + x6)

x7 + x8 − x4 − x3 = 0

x1 − x5 − x7 = 0

x2 − x6 − x8 = 0

x9x7 + x9x8 − 3x3 − x4 = 0

x9x7 + 2x5 − 2.5x1 ≤ 0

x9x8 + 2x6 − 1.5x2 ≤ 0

0 ≤ x1, x3, x4, x5, x6, x8 ≤ 100, 0 ≤ x2, x7, x9 ≤ 200,

où les variables représentent les quantités des substances consommées et des substances

produites. Les contraintes représentent les capacités des substances. La fonction objectif

représente le bénéfice total des substances.

c) Conception de réseau de réacteurs [79, 85]

Un problème de conception de réseau de réacteurs est résolu pour concevoir une séquence

de deux réacteurs à cuve agitée en continu. Le but principal de ce problème est d’optimiser

la concentration du produit. Ce problème est formulé comme suit

max x4

k1x5x2 + x1 − 1 = 0

k3x5x3 + x3 + x1 − 1 = 0

k2x6x2 − x1 + x2 = 0

k4x6x4 + x2 − x1 + x4 − x3 = 0

x0.55 + x0.56 ≤ 0

0 ≤ x4, x3, x2, x1 ≤ 1,

0.00001 ≤ x6, x5 ≤ 16.

où, k3 = 0.0391908, k4 = 0.9k3, k1 = 0.09755988 et k2 = 0.99k1, sont les constantes de vitesse

pour la première et la deuxième réaction dans le premier et le second réacteur respectivement.

Les variables x1, . . . , x4 représentent les concentrations des produits. x5 et x6 représentent

65



les temps de réaction pour le premier et le second réacteur respectivement. Les contraintes

représentent la conservation des concentrations des produites avec le temps des réactions.

2.4.2 Problèmes de conception mécanique

L’optimisation globale a beaucoup d’applications dans le domaine de la mécanique et de

l’ingénierie [80, 81, 82].

a) Conception de ressort en tension/compression [80]

L’objectif principal de ce problème est de minimiser le poids d’un ressort de tension ou

de compression. Ce problème consiste de quatre contraintes et trois variables sont utilisées

pour calculer le poids : le diamètre du fil (x1), la moyenne du diamètre de la bobine (x2)

et le nombre des bobines actives (x3). Les contraintes représentent la flexion minimale, la

contrainte de cisaillement, la fréquence de surtension et les limites de diamètre extérieur. Ce

problème est définit comme suit :

min x21x2(2 + x3)

1−
x32x3

71785x41
≤ 0

4x22 − x1x2

12566(x2x
3
1 − x41)

+
1

5108x21
− 1 ≤ 0

1− 140.45x1

x22x3
≤ 0

x1 + x2
1.5

− 1 ≤ 0

0.05 ≤ x1 ≤ 2.00.

0.25 ≤ x2 ≤ 1.30

2.00 ≤ x3 ≤ 15.0.

b) Conception de réservoir sous pression [81]
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L’objectif principal de ce problème est de minimiser le coût total de soudage, la matière et

la forme du réservoir. Ce problème comporte quatre contraintes qui doivent être satisfaites,

et quatre variables sont utilisées pour calculer la fonction objectif : épaisseur de la coque

(z1), épaisseur de la tête (z2), rayon intérieur (x3) et longueur du réservoir sans inclure la

tête (x4). Les contraintes représentent les limites minimales sur l’épaisseur des parois. Ce

problème est donné comme suit :

min 1.7781z2x
2
3 + 0.622z1x3x4 + 3.1661z21x4 + 19.84z21x3

0.00954x3 ≤ z2

0.0193x3 ≤ z1

x4 ≤ 240

−πx23x4 −
4

3
πx33 ≤ 1296000

10 ≤ x4, x3 ≤ 200

1 ≤ x2, x1 ≤ 99 (variables entières)

z1 = 0.0625x1, z2 = 0.0625x2.

c) Problème de conception de treillis à trois barres [80, 82]

Ce problème d’optimisation est pris du génie civil. L’objectif principal de ce problème

est de minimiser le poids total des structures de barres. Les variables représentent le stress

des barres. Les contraintes de ce problème représentent le stress, la déviation et la déforma-

tion des barres. Ce problème consiste à minimiser une fonction objectif linéaire sous trois

contraintes non linéaires.
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

min l
(
x2 + 2

√
2x1
)

x2

2x2x1 +
√
2x21

P − σ ≤ 0

x2 +
√
2x1

2x2x1 +
√
2x21

P − σ ≤ 0

1

x1 +
√
2x2

P − σ ≤ 0

0 ≤ x1, x2 ≤ 1.

l = 100, P = 2, et σ = 2,

où l est la distance entre une barre et une barre et une barre. P et σ sont les coefficients de

pression sur l’origine.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté quelques méthodes déterministes de résolution

en optimisation globale. Nous avons vu des méthodes basées sur les sous-estimateurs et

l’algorithme de branch and bound pour résoudre les problèmes d’optimisation globale. Enfin,

nous avons cité quelques problèmes d’optimisation globale du monde réel.
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CHAPITRE 3

CONTRIBUTION À L’OPTIMISATION GLOBALE

3.1 Arithmétique d’intervalle

On définit un intervalle x comme étant une paire ordonnée de nombres réels [x, x], avec

x ≤ x. x est la borne inférieure de x et x est la borne supérieure de x. Alors,

x = [x, x] = {x ∈ R|x ≤ x ≤ x} .

Maintenant, on note par I l’ensemble des intervalles.

I = {x = [x, x]|x, x ∈ R et x ≤ x} .

Soient x, y deux intervalles dans l’ensemble I. On va redéfinir dans l’ensemble I les opérations

usuelles de l’arithmétique euclidienne. La plupart des opérations et des relations gardent leur

définition habituelle sur l’ensemble I, mais leurs propriétés sont souvent affaiblies. On donne

comme exemple, la relation d’ordre < est une relation d’ordre partiel sur l’ensemble I :

x < y⇔ x < y.

L’union et l’intersection de deux intervalles sont donnés comme suit :

x ∪ y = [min
(
x, y
)
,max (x, y)];

x ∩ y =


∅ si x < y ou y < x,

[max
(
x, y
)
,min (x, y)] sinon.

Les opérations sur les ensembles gardent la même définition pour les intervalles.
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On définit la largeur de l’intervalle x, par w(x) = x − x. Soit un vecteur d’intervalles

x = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ In, alors la largeur de x est donnée par : w(x) = maxi∈{1,...,n}w(xi).

On note par mid(x), le milieu d’un intervalle x, où mid(x) =
x+ x

2
. Soit un vecteur

d’intervalles x = (x1,x2, . . . ,xn) ∈ In, alors le milieu de x est donné par :

mid(x) =
(
x1 + x1

2
,
x2 + x2

2
, . . . ,

xn + xn
2

)
.

Les opérations usuelles de l’arithmétique d’intervalles sont définis de la manière que

l’intervalle résultant soit le plus petit intervalle contenant tous les images des éléments des

intervalles de départ. Les opérations binaires de base sont données comme suit :

x + y = [x+ y, x+ y];

x− y = [x− y, x− y];

x× y = [min
{
x× y, x× y, x× y, x× y

}
,

max
{
x× y, x× y, x× y, x× y

}
];

x÷ y = x× [
1

y
,
1

y
], Si 0 /∈ y.

Ce principe peut s’étendre pour les fonctions unaires. Quelques exemples d’opérations usuelles

sont données comme suit :
√

x = [
√
x,
√
x], si x ≥ 0;

log(x) = [log(x), log(x)], si x > 0;

exp(x) = [exp(x), exp(x)];

|x| =


[x, x], si x > 0;

[|x|, |x|], si x < 0;

[0,max(|x|, |x|)], si 0 ∈ x.

Plusieurs extensions ont notamment été proposées pour inclure les intervalles infinis, ou pour

gérer la division par un intervalle contenant 0, cette arithmétique appelée : arithmétique

d’intervalles étendue a été proposée par Kahan et Hanson [86, 87] et développéé par

Hansen [88].
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Notre objectif dans ce chapitre est de présenter le contenu de notre article publié dans

YUJOR journal [89].

BOUNDS ON EIGENVALUES OF REAL SYMMETRIC INTERVAL

MATRICES FOR αBB METHOD IN GLOBAL OPTIMIZATION

3.2 Introduction

On considère le problème suivant

(Pb)


min f(x)

x ∈ [x, x] ⊂ Rn

où f : Rn → R est une fonction non convexe et C2-continue avec x ∈ Rn, où xi ∈ xi =

[xi, xi], xi < xi, pour i = 1, . . . , n. (Pb) est appelé un problème d’optimisation globale.

Plusieurs méthodes ont été étudiées dans la littérature pour résoudre les problèmes d’opti-

misation globale. L’algorithme de branch and Bound αBB [29, 11, 10, 12] est basé sur la

construction d’un sous-estimateur convexe pour les fonctions générales C2. L’efficacité de

l’algorithme αBB dépend de l’efficacité du sous-estimateur. Dans la méthode αBB [10], le

sous-estimateur a été défini comme suit :

F (x) = f(x)− 1

2

∑n
i=1 αi(xi − xi)(xi − xi),

avec

αi ≥ max

{
0,− min

x∈[x,x]
λi(x)

}
,

où λi(x) est la ième valeur propre de la matrice hessienne de f(x). Le choix de αi est d’assurer

la convexité du sous-estimateur. Si on suppose que la propriété de convexité est garantie,

alors la sélection d’une plus petite valeur αi conduit à un sous-estimateur plus efficace.

Puisque on travail sur une matrice hessienne d’intervalles symétrique de f(x), il est difficile

de calculer les bornes exactes sur les valeurs propres des matrices d’intervalles symétriques
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générales, en fait, il est montré dans [90, 91, 92] qu’un tel problème est, en général, NP-

difficile. Diverses méthodes dans [11, 93, 94, 95, 96, 97, 98, 99] ont étudié le calcul des

valeurs propres des matrices d’intervalles. Aussi, les méthodes dans [100, 101, 102] ont étudié

la stabilité des systèmes dynamiques d’intervalles, les matrices d’intervalles paramétriques

générales et d’autres résultats liés avec les bornes des valeurs propres. Pour la méthode

αBB, la méthode la plus favorable pour calculer les bornes des valeurs propres des matrices

d’intervalles est la méthode de Gerschgorin [11]. C’est une méthode facile pour calculer

chaque paramètre αi. Sinon, les méthodes dans [96, 95, 97, 99] sont moins faciles pour calculer

les bornes sur les valeurs propres des matrices d’intervalles, mais elles peuvent produire des

bornes plus efficaces par rapport à celles produites par la méthode de Gerschgorin.

Notre objectif dans cet article est de développer une méthode utile d’un point de vue

pratique, pour calculer des bornes les plus efficaces possible sur les valeurs propres des

matrices d’intervalles symétriques réelles.

Une matrice d’intervalles est définie comme un ensemble des matrices tel que

A := [A,A] =
{
A ∈ Rn×n;A ≤ A ≤ A

}
,

où A,A ∈ Rn×n, sont des matrices données et A =: (aij), avec aij ∈ R pour i, j = 1, . . . , n.

A =: (aij) et A =: (aij), avec aij , aij ∈ R. L’inégalité A ≤ A, est considérée comme une

comparaison entre les éléments aij de A avec les éléments aij de A pour i, j = 1, . . . , n.

Nous définissons également une matrice d’intervalles symétrique par :

As :=
{
A ∈ A|AT = A

}
,

où A ∈ Rn×n, est une matrice symétrique réelle. On désigne la matrice médian et la matrice
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rayon de la matrice d’intervalles A, respectivement par :

Ac :=
1

2
(A+ A), A∆ :=

1

2
(A− A).

Une matrice symétrique réelle admette n valeurs propres réelles triées dans un ordre décrois-

sant comme suit :

λ1(A) ≥ λ2(A) ≥ · · · ≥ λn(A).

Et pour une matrice d’intervalles symétrique réelle, les valeurs propres sont définies comme

suit :

λi(As) = [λi(As), λi(As)] := {λi(A)|A ∈ As} , i = 1, . . . , n.

La structure de cet article est la suivante. Dans la section 3.3, plusieurs méthodes pour

calculer les bornes des valeurs propres des matrices intervalles symétriques sont présentées.

La section 3.4, présente une nouvelle approche et les principaux résultats. Les résultats

numériques sont présentés dans la section 3.5.

3.3 Travaux existant dans la littérature

La méthode de Rohn développée dans [99], calcule les bornes sur les valeurs propres de

la matrice d’intervalles symétrique As, comme suit

Théorème 3.3.1 ([99]). Les bornes sur les valeurs propres de la matrice d’intervalles symé-

trique As, sont données par

λi(As) ∈ [λi(Ac)− ρ(A∆), λi(Ac) + ρ(A∆)], i = 1, . . . , n.

ρ(A∆) est le rayon spectral de la matrice A∆.

La méthode de Gerschgorin développée dans [11], calcule les valeurs αi (les bornes infé-
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rieures sur les valeurs propres d’une matrice d’intervalles symétrique réelle) comme suit

αi = max

0,−

aii −
n∑
i̸=j

max
{
|aij |, |aij |

} dj
di

 , (3.1)

avec di > 0,∀i = 1, . . . , n. Le vecteur scaling est d = x − x, ce qui signifie que les variables

avec un spectre plus large ont un plus grand impact sur la qualité du sous-estimateur par

rapport aux variables avec un spectre plus petit. Pour plus de détails, voir [11].

La méthode de Hladik développée dans [97], est basée sur la propriété d’entrelacement

de Cauchy pour les valeurs propres d’une matrice symétrique [103, 104, 105]. Cette méthode

implique deux versions d’entrelacement. La première est la version directe qui est basée di-

rectement sur le théorème de Cauchy. La seconde est la version indirecte qui est basée sur

le théorème de Weyl [104, 105].

La méthode de maximisation diagonale de Hladik (DM) développée dans [97], est iden-

tique à la méthode précédente, sauf que dans cette méthode, les auteurs utilisent une matrice

d’intervalles symétrique de maximisation diagonale au lieu de la matrice d’intervalles symé-

trique originale. Pour plus de détails, voir [97].

La méthode de Hertz développée dans [106], est basée sur la construction d’un ensemble

de 2n−1 matrices, de sorte que les plus petites valeurs propres de cet ensemble de matrices

sont les bornes exactes des valeurs propres de la matrice d’intervalles symétrique originale.
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3.4 Nouvelle approche et résultats principaux

3.4.1 Nouvelle approche

Dans ce qui suit, nous présentons une proposition générale (la base de notre nouvelle

approche) qui prouve des bornes valides sur les valeurs propres pour toute sélection d’une

matrice d’intervalles symétrique à partir de la matrice d’intervalles symétrique originale As.

La sélection d’une telle matrice d’intervalles symétrique est basée sur les éléments diagonaux

de la matrice d’intervalles symétrique d’origine As.

Définition 3.4.1. Soit LV (m) = {i ∈ N}, un ensemble d’indices, et m est l’indice de l’en-

semble LV . Par exemple, LV (1) = {2, 4, 5}, LV (2) = {1, 2, 4, 6}, pour m = 1, 2.

LV (m) est un ensemble qui représente une matrice d’intervalles symétrique, où tous ses

éléments diagonaux dont les indices sont dans l’ensemble LV (m), sont fixés à leurs bornes

inférieures.

Définition similaire, UV (m) = {i ∈ N} est un ensemble qui représente une matrice d’in-

tervalles symétrique, où tous ses éléments diagonaux dont les indices sont dans l’ensemble

UV (m), sont fixés à leurs bornes supérieures.

On définit une matrice d’intervalles symétrique As
LV (m) obtenue de la matrice d’inter-

valles symétrique originale As, par :

As
LV (m) =


aij si i = j = k avec k ∈ LV (m)

aij sinon

Proposition 3.4.1. Pour toute sélection d’une matrice d’intervalles symétrique As
LV (m)

obtenue de As, pour chaque i ∈ {1, . . . , n}, on a :

λi(A
s) ≥ λi(A

s
LV (m)).
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Démonstration. Pour chaque A ∈ As, avec aij ∈ [aij , aij ]. La formule de la valeur propre

du théorème de Courant-Fischer [103, 104], est donnée par :

λi(A) = max
V⊆Rn;dim V=i

{
min

xTx=1
xTAx

}

= max
V⊆Rn;dim V=i

 min
xTx=1

 n∑
i=1

aiix
2
i +

n∑
i̸=j

aijxixj

 .

Maintenant, tous les éléments diagonaux dont les indices sont inclus dans l’ensemble LV (m),

sont fixés à leurs bornes inférieures. Par conséquent, l’égalité ci-dessus devient comme suit

max
V⊆Rn;dim V=i

 min
xTx=1

 n∑
i=1

aiix
2
i +

n∑
i ̸=j

aijxixj



≥ max
V⊆Rn;dim V=i

 min
xTx=1

 ∑
k∈LV (m)

akkx
2
k +

n∑
i/∈LV (m)

aiix
2
i +

n∑
i̸=j

aijxixj


= max

V⊆Rn;dim V=i

{
min

xTx=1
xTALV (m)x

}
= λi(ALV (m)), ∀ALV (m) ∈ As

LV (m).

Donc,

λi(As) ≥ λi(As
LV (m)), ∀i = 1, . . . , n, ∀m

De la même manière, on peut prouver que λi(As) ≤ λi(As
UV (m)), ∀i = 1, . . . , n.

Définition 3.4.2. De même avec la définition 3.4.1, LV 1(m), LV 2(m), UV 1(m) et UV 2(m)

sont des ensembles d’indices.

LV 1(m) = {i ∈ N} est un ensemble qui représente une matrice d’intervalles symétrique,

où tous ses éléments diagonaux dont les indices sont dans l’ensemble LV 1(m), sont fixés à

leurs bornes inférieures.
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LV 2(m) = {i ∈ N} est un ensemble qui représente une matrice d’intervalles symétrique,

où tous ses éléments diagonaux dont les indices sont dans l’ensemble LV 2(m), sont des

intervalles.

UV 1(m) = {i ∈ N} est un ensemble qui représente une matrice d’intervalles symétrique,

où tous ses éléments diagonaux dont les indices sont dans l’ensemble UV 1(m), sont fixés à

leurs bornes supérieures.

UV 2(m) = {i ∈ N} est un ensemble qui représente une matrice d’intervalles symétrique,

où tous ses éléments diagonaux dont les indices sont dans l’ensemble UV 2(m), sont des

intervalles.

Maintenant, on définit deux types de matrices d’intervalles symétriques pour le calcul des

bornes inférieures sur les valeurs propres et deux types de matrices d’intervalles symétriques

pour les bornes supérieures sur les valeurs propres de la matrice d’intervalles symétrique As.

Ces matrices d’intervalles symétriques sont obtenues à partir de As comme suit :

As
LV 1(m) =


aij si i = j = k, avec k ∈ LV 1(m)

aij sinon
,

As
UV 1(m)

=


aij si i = j = k, avec k ∈ UV 1(m)

aij sinon
;

As
LV 2(m) =


aij si i = j ̸= l, avec l ∈ LV 2(m)

aij sinon
,

As
UV 2(m) =


aij si i = j ̸= l, avec l ∈ UV 2(m)

aij sinon
;

avec aij = [aij , aij ], aij < aij et aij , aij ∈ R, pour i, j = 1, . . . , n et ∀m.
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On utilise LV 1(m) et LV 2(m) pour le calcul des bornes inférieures sur les valeurs propres

des matrices d’intervalles symétriques, et on utilise UV 1(m) et UV 2(m) pour le calcul des

bornes supérieures sur les valeurs propres des matrices d’intervalles symétriques.

La contribution principale de ce travail est basée sur les éléments diagonaux de la ma-

trice d’intervalles symétrique As, qui est la sélection de matrices d’intervalles symétriques

spécifiques obtenues à partir de la matrice d’intervalles symétrique originale As, pour pro-

duire des bornes valides sur les valeurs propres pour As. Donc, on va utiliser le résultat bien

connu donné dans [104, 105], pour identifier une meilleure sélection de matrices d’intervalles

symétriques qui, en général, peuvent produire des bornes aussi efficaces que possible sur les

valeurs propres de la matrice d’intervalles symétrique originale As.

3.4.2 Algorithme

Le résultat utilisé dans [104, 105], est la somme des carrés des entrées d’une matrice nor-

male égale la somme des carrés de ses valeurs propres. Donc, nous présentons un algorithme

basé sur ce résultat, pour la sélection des matrices d’intervalles symétriques spécifiques. On

remarque dans l’algorithme présenté que r =
n

2
si n est pair ou r =

n− 1

2
si n est impair, et

ça parce que les ensembles LV 1(m) et LV 2(m) seront reconstruits à partir de i = r jusqu’à

i = n − 2. En d’autres termes, les matrices d’intervalles symétriques As
LV 1(m) et As

LV 2(m)

pour i = r, . . . , n− 2 sont déjà générées lorsque i varie de 0 à r− 1. En outre, si i = n− 1 et

j = n, alors tous les indices sont ajoutés dans l’ensemble LV 1(m), donc tous les éléments de

diagonale de As
LV 1(m) sont fixés à leurs bornes inférieures, et ce travail déjà effectué dans

[97]. Dans l’étape 2 de l’algorithme proposé, S est un vecteur de nombres réels et Λ est une

liste d’ensembles qui contiennent des indices. Aux étapes 6 et 9, la somme est calculée par
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Algorithme 9 Sélection des matrices d’intervalles O(n3)

1. Poser r =
n

2
si n est pair ou r =

n− 1

2
si n est impair.

2. Poser m = 1, un vecteur S et une liste Λ = {∅}.
3. Pour i = 0, . . . , r − 1 faire

4. Pour j = i+ 1, . . . , n faire

5. Construire l’ensemble LV 1(m) et si i > 0 ajouter tous les indices 1, . . . , i dans l’en-
semble LV 1(m).

6. Ajouter l’indice j dans l’ensemble LV 1(m) et calculer la somme des carrés des éléments
diagonaux de As

LV 1(m). Stocker le résultat dans S(m).

7. Ajouter l’ensemble LV 1(m) dans la liste Λ et poser m = m+ 1.
8. Construire l’ensemble LV 2(m) et si i > 0 ajouter tous les indices 1, . . . , i dans l’en-

semble LV 2(m).
9. Ajouter l’indice j dans l’ensemble LV 2(m) et calculer la somme des carrés des éléments

diagonaux de As
LV 2(m). Stocker le résultat dans S(m).

10. Ajouter l’ensemble LV 2(m) dans la liste Λ et poser m = m+ 1.
11. fin pour, fin pour

12. Sélectionner de Λ, les n ensembles correspondant aux n valeurs minimales du vecteur
S. Sélectionner également les n ensembles correspondant aux n valeurs maximales du
vecteur S.

l’arithmétique d’intervalle comme suit

S(m) =
n∑

i=1

|As
LV 1(m),ii|

2 si m est impair,

et

S(m) =
n∑

i=1

|As
LV 2(m),ii|

2 si m est pair,

où As
LV 1(m),ii est l’élément diagonal de la matrice d’intervalles symétrique As

LV 1(m) (même

chose pour As
LV 2(m)). Considérant seulement les éléments diagonaux parce que toutes les

matrices d’intervalles symétriques As
LV 1(m) ont les mêmes éléments non diagonaux avec la

matrice d’intervalles symétrique originale As et ils diffèrent seulement sur les éléments dia-

gonaux. Enfin, à l’étape 12, nous sélectionnons les 2n ensembles (ou matrices) correspondant
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aux n valeurs minimales et maximales, pour produire des bornes aussi efficaces que possible

sur les valeurs propres. Par exemple, pour les valeurs propres de borne inférieure négatives,

il est préférable de choisir la valeur minimale de la somme des carrés, sinon, pour les valeurs

propres de borne inférieure positives, choisir la valeur maximale de la somme des carrés serait

un bon choix. Les sorties de l’algorithme proposé sont 2n matrices d’intervalles symétriques,

mais pas nécessairement n matrices As
LV 1(m) et n matrices As

LV 2(m).

Pour mieux comprendre comment utiliser le vecteur S, les ensembles LV 1(m), LV 2(m)

et la liste Λ dans l’algorithme proposé, nous présentons une exécution simple (sans matrice

d’intervalles) de l’algorithme avec n = 4. Aux étapes 1 et 2, on a r = 2, m = 1 et Λ = {∅}.

Aux étapes 5 et 6, on construire l’ensemble LV 1(1) = {1}, on calcule la somme (notée s1)

et on la stocke dans le vecteur S, donc S = (s1). À l’étape 7 on ajoute l’ensemble LV 1(1)

dans la liste Λ, donc Λ = {LV 1(1)}. Ici on remarque que la somme s1 dans le vecteur S est

une identification de l’ensemble LV 1(1) dans la liste Λ. De manière similaire pour les étapes

8, 9 et 10, on a m = 2, on construit l’ensemble LV 2(2) = {1}, on calcule la somme (notée

s2) et on la stocker dans le vecteur S, donc S = (s1, s2). On ajoute l’ensemble LV 2(2) dans

la liste Λ, donc Λ = {LV 1(1), LV 2(2)}. À l’étape 12 on aura ce qui suit :

S = (s1, s2, s3, . . . , sm−1),

Λ = {LV 1(1), LV 2(2), LV 1(3), . . . , LV 2(m− 1)} .

Enfin, par exemple, si les n valeurs minimales dans S sont s1, s2, s4 et s5, alors les ensembles

qui doivent être choisis sont LV 1(1), LV 2(2), LV 2(4) et LV 1(5). De même pour les n

maximales.

Pour la complexité, l’algorithme implique deux boucles qui dépendent de n. À l’intérieur

de ces deux boucles, dans les pires cas, on a :
n

2
instructions à l’étape 5, 2n+ 2 instructions

(2n opérations élémentaires) à l’étape 6, 2 instructions à l’étape 7,
n

2
instructions à l’étape
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8, 2n+ 2 instructions (2n opérations élémentaires) à l’étape 9 et 2 instructions à l’étape 10.

Alors, la complexité totale sans l’étape 12 est O(n3). Le nombre d’instructions dans l’étape

12 est m− 1 qui peut être calculé comme suit :

m− 1 =
r−1∑
i=0

n∑
j=i+1

2 = −r(−2n+ r − 1).

Si n est impair on a m− 1 =
3

4
(n− 1)(n+ 1), et si n est pair on a m− 1 =

1

4
n(3n+ 2), ce

qui signifie que la complexité de l’étape 12 est O(n2). Alors, la complexité de l’algorithme

est le terme dominant entre O(n3) et O(n2), qui est O(n3).

3.4.3 Résultats principaux

Dans cette partie de cette section, les résultats de calcul des bornes sur les valeurs propres

de la matrice d’intervalles symétrique As sont présentés. Ces résultats sont valides et le

nombre d’éléments fixés à leurs bornes inférieures, n’a aucun effet sur l’exactitude de ces

résultats puisque nous avons déjà prouvé dans la proposition 3.4.1 que pour toute sélection

de matrices d’intervalles symétriques As
LV (m), les bornes des valeurs propres produites à

partir de ces matrices sont valides. Alors on suppose que les ensembles LV 1(m) et LV 2(m)

contiennent un seul indice, on suppose également que les sorties de l’algorithme proposé

sont n matrices d’intervalles symétriques As
LV 1(m) et n matrices d’intervalles symétriques

As
LV 2(m) avec m = 1, . . . , n.

Théorème 3.4.1. Pour chaque i ∈ {1, . . . , n}, on a :

λi(A
s) ≥ max

m=1,...,n
λi(A

s
LV 1(m)).

Démonstration. Pour toute A ∈ As, avec aij ∈ [aij , aij ], on peut commencer par le théorème

de Courant-Fischer [103, 104]
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λi(A) = max
V⊆Rn;dim V=i

{
min

xTx=1
xTAx

}

= max
V⊆Rn;dim V=i

 min
xTx=1

 n∑
i=1

aiix
2
i +

n∑
i̸=j

aijxixj

 ,

maintenant, pour i = j = k avec k ∈ LV 1(m), on suppose que aij = aij = akk, sinon on a

∀aij ∈ [aij , aij ], alors

max
V⊆Rn;dim V=i

 min
xTx=1

 n∑
i=1

aiix
2
i +

n∑
i̸=j

aijxixj


≥ max

V⊆Rn;dim V=i

 min
xTx=1

akkx
2
k +

n∑
i̸=k

aiix
2
i +

n∑
i̸=j

aijxixj



= max
V⊆Rn;dim V=i

{
min

xTx=1
xTALV 1(m)x

}
= λi(ALV 1(m)), ∀ALV 1(m) ∈ As

LV 1(m),

donc,

λi(As) ≥ λi(As
LV 1(m)), ∀i = 1, . . . , n, ∀m = 1, . . . , n.

Alors,

λi(As) ≥ max
m=1,...,n

λi(As
LV 1(m)), ∀i = 1, . . . , n.

De façon similaire, pour i = j = k avec k ∈ UV 1(m), on suppose que aij = aij = akk,
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sinon on a aij ∈ [aij , aij ], on peut prouver que

λi(As) ≤ min
m=1,...,n

λi(As
UV 1(m)), i = 1, . . . , n.

Le théorème suivant est analogue au théorème 3.4.1 puisque la différence entre eux est

seulement dans les ensembles LV 1(m) et LV 2(m).

Théorème 3.4.2. Pour chaque i ∈ {1, . . . , n}, on a :

λi(A
s) ≥ max

m=1,...,n
λi(A

s
LV 2(m)).

De façon similaire, pour i = j ̸= l avec l ∈ UV 2(m), on suppose que aij = aij , on a :

λi(As) ≤ min
m=1,...,n

λi(As
UV 2(m)), i = 1, . . . , n.

À ce point, on peut présenter notre résultat principal en résumant les théorèmes 3.4.1 et

3.4.2 dans le corollaire suivant :

Corollaire 3.4.1. Soit une matrice d’intervalles symétrique As ∈ IRn×n, pour i,m = 1, . . . , n,

alors on a :

λi(A
s) ≥ max

{
max
m

λi(A
s
LV 1(m)),max

m
λi(A

s
LV 2(m))

}
,

λi(A
s) ≤ min

{
min
m

λi(A
s
UV 1(m)),min

m
λi(A

s
UV 2(m))

}
,
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Démonstration. Soit As ∈ IRn×n, à partir des théorèmes 3.4.1 et 3.4.2, pour i,m = 1, . . . , n,

on a :

λi(As) ≥ max
m=1,...,n

λi(As
LV 1(m)) and λi(As) ≥ max

m=1,...,n
λi(As

LV 2(m)),

alors,

λi(As) ≥ max
{
max
m

λi(As
LV 1(m)),max

m
λi(As

LV 2(m))
}
.

De la même manière, on peut prouver la deuxième inégalité présentée dans le corollaire

3.4.1.

On désigne respectivement par A
(m)
l1c , A

(m)
u1c , A

(m)
l2c , A

(m)
u2c , les matrices médianes des ma-

trices d’intervalles symétriques As
LV 1(m),A

s
UV 1(m),A

s
LV 2(m),A

s
UV 2(m). Et A

(m)
l1∆,

A
(m)
u1∆, A

(m)
l2∆, A

(m)
u2∆, les matrices rayons pour les mêmes matrices d’intervalles symétriques

pour m = 1, . . . , n.

Le corollaire 3.4.1 présente des bornes inférieures et supérieures valides sur les valeurs

propres de la matrice d’intervalles symétrique réelle As. De plus, les matrices d’intervalles

symétriques obtenues de As, peuvent produire des bornes efficaces sur les valeurs propres

de la matrice d’intervalles symétrique réelle originale. En appliquant les bornes de Rohn du

théorème 3.3.1 sur les matrices d’intervalles symétriques générées, on obtient le corollaire

suivant :

Corollaire 3.4.2. Soit As ∈ IRn×n. Alors pour i,m = 1, . . . , n on a :

λi(A
s) ≥ max

{
max
m

(
λi(A

(m)
l1c )− ρ(A

(m)
l1∆)

)
,max

m

(
λi(A

(m)
l2c )− ρ(A

(m)
l2∆)

)}
,

λi(A
s) ≤ min

{
min
m

(
λi(A

(m)
u1c ) + ρ(A

(m)
u1∆)

)
,min

m

(
λi(A

(m)
u2c ) + ρ(A

(m)
u2∆)

)}
.
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3.4.4 Exemple

Prenons un exemple qui se trouve dans [97] :

As =



[2975, 3025] [−2015,−1985] 0 0

[−2015,−1985] [4965, 5035] [−3020,−2980] 0

0 [−3020,−2980] [6955, 7045] [−4025,−3975]

0 0 [−4025,−3975] [8945, 9055]


Par la suite, les bornes des valeurs propres de la matrice d’intervalles symétrique As sont

calculées. Les significations des éléments (Q), (R), (D1), (D2), (I1), (I2), (B), (P ) et (O) sont

les suivants :

— (Q) Bornes calculées par la méthode de Leng [96].

— (R) Bornes calculées par la méthode de Rohn [99].

— (D1) Bornes calculées par la méthode 1 avec la règle 1 dans [97].

— (D2) Bornes calculées par la méthode 1 avec la règle 2 dans [97].

— (I1) Bornes calculées par la méthode 2 avec la règle 1 dans [97].

— (I2) Bornes calculées par la méthode 2 avec la règle 2 dans [97].

— (B) Meilleures bornes calculées dans [97].

— (P) Bornes calculées par la méthode proposée.

— (O) Bornes optimales trouvées dans [95].

Les résultats du tableau 3.1 montrent que la méthode proposée produit des bornes plus

efficaces et meilleures (P) par rapport aux bornes de Rohn (R) et de Leng (Q). Noté dans [97]

que les méthodes développées ne sont pas si efficaces lorsque les intervalles [λi(As), λi(As)]

pour i = 1, . . . , n, ne se chevauchent pas, par conséquent, les auteurs choisissent les meilleures
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bornes de combinaison (B) de toutes les méthodes. Cependant, la méthode proposée produit

toujours des bornes plus efficaces par rapport aux bornes de Rohn et même aux meilleures

bornes (B) dans [97] dans ce cas. λi(As) = 12720.227 de (B) est obtenue à partir de la

proposition 3.2 dans [97], et cette valeur est par hasard la valeur optimale. On peut facilement

appliquer cette proposition sur la méthode proposée pour obtenir la même valeur.

3.4.5 Complexité

Les méthodes de calcul des bornes sur les valeurs propres des matrices d’intervalles symé-

triques réelles peuvent être classées par leurs complexités. La méthode de Hertz dans [106]

calcule les bornes exactes sur les valeurs propres des matrices d’intervalles symétriques. Ce-

pendant, cette précision des bornes vient avec un coût de complexité de temps. La méthode

de Hertz génère un nombre de matrices de sommets égale à 2n−1 pour arriver aux bornes

exactes sur les valeurs propres, ce coût peut devenir prohibitif dans les calculs des matrices

de grande dimension. La méthode de Gerschgorin dans [11] sacrifie la précision des bornes

sur les valeurs propres des matrices d’intervalles symétriques, pour la vitesse des calculs.

C’est une méthode avec une complexité de O(n2). La complexité des méthodes de Rohn et

Hladik est O(n3).

La méthode proposée comporte deux procédures. La première procédure est l’algorithme

de sélection des matrices d’intervalles, avec une complexité de O(n3) comme décrit dans

la section 3.4.2. La deuxième procédure est le calcul des bornes sur les valeurs propres des

matrices d’intervalles obtenues à partir de la première procédure. Nous avons mentionné

dans la section 3.4.2, que les sorties de la première procédure sont 2n matrices d’intervalles.

Puisque nous avons appliqué la méthode de Rohn sur les 2n matrices d’intervalles, alors la

complexité de la deuxième procédure serait 2n ∗ O(n3), qui est O(n4). Alors, la complexité

de la méthode proposée est le terme dominant parmi les complexités des deux procédures,

qui dans notre cas est O(n4).
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La méthode proposée a une structure simple et sa complexité est polynomiale. En outre,

la méthode proposée produit, en général, des bornes plus efficaces sur les valeurs propres

des matrices d’intervalles symétriques. Par conséquent, ces facteurs peuvent être considérés

comme des avantages de mise en œuvre de la méthode proposée par rapport aux méthodes

existantes dans la littérature.

3.5 Résultats numériques

L’objectif de notre travail est de produire des bornes inférieures plus efficaces sur les

valeurs propres λi pour i = 1, . . . , n, des matrices hessiennes d’intervalles symétriques, puis

des sous-estimateurs plus efficaces dans la méthode αBB, pour résoudre les problèmes d’op-

timisation globale.

Dans l’expérience suivante, nous comparons l’efficacité de l’algorithme αBB en utilisant

cinq méthodes différentes pour le calcul de chaque valeur αi. La première est la méthode de

scaled Gerschgorin qui calcule αi par équation (3.1). La seconde est la méthode de Hladik

développée dans [97]. La troisième est la méthode de Hladik maximisation diagonale (DM)

développée dans [97]. La quatrième est la méthode proposée et la dernière est la méthode de

Hertz [106].

L’algorithme αBB est implémenté dans le programme C++ et exécuté sur un ordinateur

Dell avec un processeur Intel(R) Core(TM) i5-4210U avec une vitesse de 3,40 GHz et 8 Go

de RAM. Les résultats de calcul de l’algorithme αBB utilisant la méthode proposée sont

résumés dans le tableau 3.3. Les résultats de comparaison des performances de la méthode

proposée avec les autres méthodes sont présentés dans les tableaux 3.4 et 3.5. Les critères

suivants sont pris en considération :

— Noiter est le nombre d’itérations pour atteindre la valeur optimale ϵ-globale.

— Tcpu est le temps de calcul en secondes. Les valeurs déclarées sont les valeurs moyennes

de 1000 fois exécution pour chaque fonction dans le tableau 3.2.
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— σ est l’écart-type du temps de calcul de 1000 fois exécution pour chaque fonction dans

le tableau 3.2.

— Fopt est la valeur optimale ϵ-globale minimale.

Le tableau 3.3 montre que la solution optimale minimale est obtenue par l’algorithme

αBB dans un temps de calcul très court lors de l’utilisation de la méthode proposée. Le ta-

bleau 3.4, indique que les résultats diffèrent pour chaque fonction. Pour les fonctions (1,2,3,4

et 7), il n’y avait pas d’amélioration lors de l’utilisation de la maximisation diagonale de

Hladik (DM) ou des bornes inférieures proposées sur les valeurs propres des matrices d’inter-

valles hessiennes des fonctions correspondantes. Cependant, en comparaison avec les autres

méthodes d’approche, il y avait une amélioration jusqu’à 156 itérations pour la fonction (4)

avec moins de temps de calcul. Pour le reste des fonctions, l’amélioration a été jusqu’à 1886

itérations entre l’utilisation de la méthode proposée et l’utilisation des autres méthodes. En

moyenne 14 fonctions, en utilisant la méthode proposée, l’algorithme αBB nécessite 776 ité-

rations pour atteindre la valeur minimale optimale alors qu’il nécessite 1430 itérations avec

la méthode Hladik, 1184 itérations avec la méthode de scaled Gerschgorin et 846 itérations

avec la méthode de maximisation diagonale Hladik (DM). On peut mesurer en pourcentage,

l’amélioration moyenne sur le nombre d’itérations entre la méthode proposée et les autres

méthodes d’approche. Alors, pour la méthode Hladik, il y a eu une amélioration d’environ

de 45.7%. Pour la méthode de scaled Gerschgorin il y a eu une amélioration de 34.5%. Enfin,

pour la méthode de Hladik (DM) il y a eu une amélioration de 8.3%. En utilisant la méthode

de Hertz [106] qui calcule les bornes exactes sur les valeurs propres, l’algorithme αBB néces-

site en moyenne de 507 itérations pour atteindre la valeur minimale optimale. Les résultats

présentés dans le tableau 3.5 présentent l’étude de la vitesse temporelle de l’algorithme αBB

avec différentes méthodes de calcul de chaque valeur αi. Le tableau 3.5 montre que, dans

la plupart des cas, l’algorithme αBB fonctionne plus rapidement avec la méthode proposée

qu’avec les autres méthodes d’approche. De plus, les faibles écarts-types de plusieurs exé-
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Table 3.3 – Résultats de calcul de l’utilisation de la méthode proposée dans l’algorithme
αBB pour résoudre les problèmes tests énumérés dans le tableau 3.2.

Fonction ϵ Noiter Tcpu.10−4 Fopt
1 1.10−8 41 4.8259 1.913223
2 1.10−3 146 17.3072 -0.999994
3 1.10−6 120 14.3239 0.399250
4 1.10−7 275 29.8433 0
5 1.10−4 3261 948.007 0.000179
6 5.10−5 829 116.375 3.000003
7 5.10−5 752 120.295 -4
8 1.10−5 118 24.8714 0
9 5.10−5 76 7.27851 0
10 1.10−7 32 3.72991 27.8846
11 5.10−4 2068 562.093 -9.2
12 1.10−5 1487 381.041 0
13 1.10−4 510 107.736 0
14 1.10−4 1159 320.712 0

cutions de l’algorithme αBB avec la méthode proposée indiquent que les résultats sont plus

consistants par rapport à ceux des autres méthodes d’approche.
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3.6 Conclusion

Dans cet article, nous avons considéré les bornes sur les valeurs propres des matrices

d’intervalles symétriques réelles. Comme il est difficile de calculer des bornes exactes ou

meilleures sur les valeurs propres des matrices d’intervalles symétriques pour tous les cas,

nous avons présenté une méthode améliorante pour calculer des bornes aussi efficaces que

possible sur les valeurs propres des matrices d’intervalles symétriques. Nous avons utilisé les

bornes inférieures de la méthode proposée sur les valeurs propres pour montrer l’effet d’effi-

cacité de nos bornes inférieures sur les valeurs propres des matrices hessiennes d’intervalles

symétriques, dans l’algorithme αBB pour résoudre des problèmes d’optimisation globale.
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CHAPITRE 4

OPTIMISATION SEMI-INFINIE

4.1 Introduction

Un problème d’optimisation semi-infinie consiste à optimiser une fonction objectif sur un

ensemble infini de contraintes avec un nombre fini de variables [16, 15, 108, 18]. La program-

mation semi-infinie, ces dernières années, est devenu un domaine de recherche actif dans

la programmation mathématique. Les problèmes d’optimisation semi-infinie se rencontrent

dans diverses applications d’ingénierie et d’économie, par exemple, lorsqu’une contrainte doit

être introduite pour chaque point d’une région géométrique.

4.2 Formulation d’un problème semi-infini [14]

La forme générale d’un problème semi-infini est donnée comme suit :

(PSI)


min f(x)

g(x, t) ≤ 0, ∀t ∈ T

x ∈ Rn

où T est un compact de Rm, avec f : Rn 7→ R et g : Rn × Rm 7→ R. Dans le cas général,

l’ensemble des indices T peut dépendre de x, et on écrit T = T (x).

Le problème semi-infini (PSI) est dit linéaire si les fonctions f et g sont linéaires par rapport

à x.

Le problème semi-infini (PSI) est dit convexe si la fonction f est convexe, et la fonction g

est convexe par rapport à x.

Le problème semi-infini (PSI) est dit non convexe dans tous les autres cas.

Définition 4.2.1. Les variables de décision sont notées x ∈ Rn et les paramètres auxiliaires

sont notés t ∈ T .
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4.2.1 Problème pratique d’optimisation semi-infinie

On va présenter un problème pratique modélisé en optimisation semi-infinie.

Conception des systèmes de contrôle MIMO [19]

Nous considérons le problème de conception de systèmes de contrôle à entrées multiples et

sorties multiple (MIMO : multiple-input multiple-output, voir figure 4.1) dans le domaine de

transformation de Laplace. Le vecteur r(s) désigne la transformation de Laplace de l’entrée

du système en boucle fermée. le vecteur y(s) indique la transformation de Laplace de la

sortie du système en boucle fermée. le vecteur u(s) indique la transformation de Laplace de

l’entrée. La fonction de transfert P (s) est une matrice (m ×m) dont les éléments sont des

fonctions de la variable s et il est nécessaire de concevoir la matrice (m×m) de fonction de

transfert de compensation C(x, s) dont les éléments sont des fonctions de la variable s, avec

des coefficients qui dépendent du vecteur de conception x de dimension n.

Figure 4.1 – Système de contrôle MIMO [19]

Ce système conduit à des équations, non differentiables, semi-infinies suivantes

y(s) = [I + P (s)C(x, s)]d(s) = Q(x, s)d(s)

u(s) = −C(x, s)Q(x, s)d(s) = R(x, s)d(s)

Soit q(x, t) la plus grande valeur singulière de Q(x.it), et s(x, t) la plus grande valeur singu-

lière de R(x.it). avec t ∈ R, et i est un nombre complexe. La variable t indique la fréquence.
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La matrice Q(x.it) est complexe. Puisque les plus grandes valeurs singulières sont des normes

des matrices, pour rendre la réponse y du système pour une grande classe de perturbations,

sans saturer indûment le système à la suite de u devenant grand, Les concepteurs de systèmes

de contrôle s’efforcent de garder q et r petits sur les rangs de fréquences appropriées. Cela

conduit à la formulation partielle du problème de conception du système de contrôle MIMO,

sous forme d’un problème semi-infini suivant :

(PSI)


min f(x) = maxt q(x, t)

s(x, t) ≤ b(t), ∀t ∈ [t1, t2]

x ∈ [x, x]

où b(t) est une fonction continue de la fréquence t.

4.3 Problème d’optimisation semi-infinie linéaire [15]

Soit le problème semi-infini linéaire suivant

(PSIL)


min

∑n
i=1 cixi∑n

i=1 ai(t)xi ≥ b(t), t ∈ T

x ∈ Rn

où T est un compact de Rm, avec ci ∈ R, ai : Rm 7→ R pour i = 1, . . . , n, et b : Rm 7→ R.

4.3.1 Problème dual du problème semi-infini linéaire [15]

Soit le problème (primal) semi-infini linéaire suivant :

(PSIL)


min

∑n
i=1 cixi∑n

i=1 ai(t)xi ≥ b(t), t ∈ T

x ∈ Rn

Soit δ = {t1, t2, . . . , tn} un sous ensemble de T .

On peut définir le problème dual du problème (PSIL) comme suit :
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(DSIL)


max

∑n
j=1 b(tj)yj∑n

j=1 ai(tj)yj = ci, i = 1, . . . , n

tj ∈ T, y ∈ Rn
+, j = 1, . . . , n.

On pose C = (c1, . . . , cn) ∈ Rn, a(tj) = (a1(tj), . . . , an(tj)) ∈ Rn pour j = 1, . . . , n. Le

problème dual (DSIL) peut s’écrire comme suit :

(DSIL)


max

∑n
j=1 b(tj)yj∑n

j=1 a(tj)yj = C, δ = (t1, . . . , tn)

y ∈ Rn
+.

Le couple {δ, y} est une solution de base réalisable du problème dual (DSIL), où δ ⊂ T et

y ∈ Rn
+.

— Solution de base : {δ, y} est dite une solution de base pour le problème dual (DSIL),

si les vecteurs a(t1), . . . , a(tn), sont linéairement indépendants.

— Ensemble de base : δ = {t1, . . . , tn} ⊂ T qui correspond à la solution de base

{δ, y}, est dite ensemble de base.

— Matrice de base : soit la matrice An×n définit comme suit :

A(t1, . . . , tn) =


a1(t1) · · · a1(tn)

... . . . ...

an(t1) · · · an(tn)


On dit que la matrice A est de base avec rangA = n, si {δ, y} est une solution de

base du problème dual (DSIL).

Le système d’équations Ay = C, admet une solution unique donnée par : y = A−1C

avec y ∈ Rn
+.
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4.3.2 L’existence d’une solution de base optimale du problème dual

[16]

Propriété 4.3.1. Parmi les vecteurs a(t) avec t ∈ T , il existe un sous ensemble de n vecteurs

qui sont linéairement indépendants.

Propriété 4.3.2. Supposons que le problème dual (DSIL) est solvable, alors il existe une so-

lution {δ, y} tel que δ =
{
t1, . . . , tq

}
, yj > 0 et les vecteurs a(t1), . . . , a(tq) sont linéairement

indépendants pour j = 1, . . . , q et q ≤ n.

Théorème 4.3.1 (Existence d’une solution de base optimale [16]). Si le problème dual

(DSIL) est solvable, alors il existe toujours, parmi les solutions de base, une solution de

base optimale.

Théorème 4.3.2 ([16]). {δ, y} et x sont des solutions optimales pour les problème dual

(DSIL) et primal (PSIL) respectivement si et seulement si les équations suivantes sont

satisfaites
n∑

i=1

ai(t)xi ≥ b(t), t ∈ T (4.1)

n∑
j=1

ai(tj)yj = ci, i = 1, . . . , n (4.2)

 xi

(∑n
j=1 ai(tj)yj − ci

)
= 0, i = 1, . . . , n

yj
(∑n

i=1 ai(tj)xi − b(tj)
)
= 0, j = 1, . . . , n

(4.3)

Les équations (4.3) sont appelées les relations des écarts complémentaires, c’est à dire,

Si {δ, y} est une solution du problème dual (DSIL), alors, en utilisant les équations (4.3),

on peut déterminer la solution x du problème primal (PSIL), et vice-versa.
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4.3.3 Résolution d’un problème semi-infini linéaire par la discréti-

sation

La discrétisation [108, 18, 109, 110] consiste à utiliser des règles pour trouver un sous-

ensemble fini de points à partir d’un ensemble infini de points, puis à utiliser des méthodes

connues pour résoudre le problème (par exemple la méthode du simplexe pour le cas d’un

problème linéaire).

Formule d’un problème semi-infini linéaire discrétisé

Soit le problème semi-infini linéaire suivant :

(PSIL)


min

∑n
i=1 cixi∑n

i=1 ai(t)xi ≥ b(t), t ∈ T

x ∈ Rn

Le problème semi-infini linéaire discrétisé est défini comme suit :

(PSILm)


min

∑n
i=1 cixi∑n

i=1 ai(tj)xi ≥ b(tj), tj ∈ Tm

x ∈ Rn, Tm = {t1, . . . , tm} ⊂ T

Principe de la discrétisation

Il s’agit de résoudre le problème discrétisé (PSILm) en utilisant, à chaque itération, la

méthode du simplexe.

Soit xm = (xm1 , . . . , xmn ) une solution du problème discrétisé (PSILm), et on pose D =

{x ∈ Rn,
∑n

i=1 ai(t)xi ≤ b(t), t ∈ T}, et Dm =
{
x ∈ Rn,

∑n
i=1 ai(tj)xi ≤ b(tj), tj ∈ Tm

}
.

C’est clair que D ⊂ Dm puisque Tm ⊂ T .

Test d’optimalité

en utilisant la solution xm du problème discrétisé (PSILm), on résout le problème sui-

vant :

min
t∈T

(
n∑

i=1

ai(t)x
m
i − b(t)

)
,
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on a deux cas :

premier cas : si

min
t∈T

(
n∑

i=1

ai(t)x
m
i − b(t)

)
≥ 0.

Alors xm ∈ D. On note par x∗ = (x∗1, . . . , x
∗
n) la solution optimale du problème (PSIL), on

a alors :
n∑

i=1

cix
∗
i ≤

n∑
i=1

cix
m
i . (4.4)

On a aussi D ⊂ Dm, alors :
n∑

i=1

cix
m
i ≤

n∑
i=1

cix
∗
i . (4.5)

D’après les équations (4.4) et (4.5), xm est la solution optimale du problème semi-infini

discrétisé (PSILm).

deuxième cas : si

min
t∈T

(
n∑

i=1

ai(t)x
m
i − b(t)

)
< 0,

alors xm /∈ D. Dans ce cas, il faut trouver une autre solution réalisable et optimale du

problème semi-infini discrétisé.

Trouver t′ ∈ T tel que :

min
t∈T

(
n∑

i=1

ai(t)x
m
i − b(t)

)
=

(
n∑

i=1

ai(t
′)xmi − b(t′)

)
,

où Tm+1 = Tm ∪
{
t′
}
, avec t′ /∈ Tm. On passe à l’itération suivante (m + 1), on aura le

problème discrétisé suivant :

(PSILm+1)


min

∑n
i=1 cixi∑n

i=1 ai(tj)xi ≥ b(tj), tj ∈ Tm+1

x ∈ Rn, Tm+1 = {t1, . . . , tm+1} ⊂ T

Soit Dm+1 =
{
x ∈ Rn,

∑n
i=1 ai(tj)xi ≥ b(tj), tj ∈ Tm+1

}
, tel que D ⊂ Dm+1.
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Soit xm+1 = (xm+1
1 , . . . , xm+1

n ), une solution du problème discrétisé (PSILm+1).

On répète la procédure de vérification d’optimalité de la solution xm+1 pour le problème

discrétisé jusqu’à arriver à la solution optimale x∗ du problème semi-infini linéaire (PSIL).

Théorème 4.3.3 ([111]). Soit xm une suite des solutions des problèmes discrétisés (PSILm),

avec m = 1, . . . et T1 ⊂ T2 ⊂ · · · ⊂ T . Alors, la suite xm converge vers la solution optimale

x∗ du problème semi-infini linéaire (PSIL).

lim
m→∞

xm = x∗.

Algorithme de discrétisation pour le problème semi-infini linéaire

Algorithme 10 Algorithme de discrétisation

1. Initialisation : Poser m = 1, et choisir Tm ⊂ T .
2. Résoudre le problème discrétisé suivant :

(PSILm)


min

∑n
i=1 cixi∑n

i=1 ai(tj)xi ≥ b(tj), tj ∈ Tm

x ∈ Rn, Tm = {t1, . . . , tm} ⊂ T

xm est la solution du problème (PSILm).
3. Calculer la valeur suivante :

L = min
t∈T

(
n∑

i=1

ai(t)x
m
i − b(t)

)
.

4. Si L ≥ 0, alors STOP. xm est la solution optimale du problème semi-infini linéaire
(PSIL). Sinon poser Tm+1 = Tm ∪

{
t′
}
, avec t′ ∈ T et t′ /∈ Tm. Poser m = m + 1

et aller à l’étape 2.
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4.3.4 La méthode du simplexe pour la programmation semi-infinie

linéaire [17]

Par la suite, nous présentons le schéma de la méthode du simplexe pour la résolution

de problème semi-infini linéaire (PSIL). Soit l’ensemble de base δ = {t1, . . . , tn} ∈ T . En

suivant les étapes suivantes, on cherche à déterminer l’ensemble δ′ ⊂ T . Les étape de la

méthode sont données comme suit :

Etape 1

Résoudre le système d’équations linéaires suivant pour trouver y :

A(t1, . . . , tn)y = C.

Etape 2

Déterminer la solution unique x du système suivant :

AT (t1, . . . , tn)x = b(t1, . . . , tn).

On a deux cas :

premier cas Si
n∑

i=1

ai(t)xi ≥ b(t), ∀t ∈ T,

alors x et {δ, y} sont les solution optimales du problèmes primal (PSIL) et dual (DSIL)

respectivement, et on arrête.

deuxième cas S’il existe au moins une contrainte du problème primal (PSIL), qui n’est

pas vérifié pour la solution x. Alors x et {δ, y}, ne sont pas des solution optimales pour les

problèmes (PSIL) et (DSIL) respectivement. Dans ce cas, on cherche une autre solution x′

et
{
δ′, y′

}
qui sera meilleure que x et {δ, y}. La nouvelle solution sera déterminé de tel sort

que
n∑

j=1

b(tj)yj <
n∑

j=1

b(t′j)y
′
j ,

l’ensemble δ = {t1, . . . , tn} est remplacé par l’ensemble δ′ =
{
t1, . . . , ti−1, t′, ti+1, . . . , tn

}
.

La question qui se pose c’est quel élément ti de δ qui va être remplacé par l’élément t′ ?
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Etape 3

Chercher t′ tel que
n∑

i=1

ai(t
′)xi ≥ b(t′).

Etape 4

Résoudre le système des équations linéaires suivant :

A(t1, . . . , tn)d = a(t′),

où a(t1, . . . , tn) est la combinaison linéaire des vecteurs a(tj) avec tj ∈ δ. d est la solution

unique du système précédent.

Etape 5

On a deux cas :

premier cas Si (dj ≤ 0, j = 1, . . . , n), alors les problèmes (PSIL) et (DSIL) n’admettent

pas de solutions, et on s’arrête.

deuxième cas S’il existe dj > 0, j = 1, . . . , n, alors il faut choisir un indice i ∈ {1, . . . , n}

tel que :

i = argmin
j

{
yj
dj

, dj > 0

}
.

Donc, l’élément ti doit être remplacé par l’élément t′, dans l’ensemble δ′ et on écrit

δ′ =
(
δ ∪

{
t′
})
− {ti} .

Il reste à montrer que l’ensemble δ′ est un ensemble de base, c’est à dire les vecteurs

a(t1), . . . , a(t
′), . . . , a(tn) sont linéairement indépendants.

Supposons que i = 1 alors δ′ =
{
t′, t2, . . . , tn

}
. On sait déjà que les vecteurs a(t2), . . . , a(tn)
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sont linéairement dépendants, donc

∃αj ∈ R, a(t′) =
n∑

j=2

a(tj)αj .

D’autre coté on a

a(t′) =
n∑

j=1

a(tj)dj .

En comparant les deux dernières formules de a(t′), on aura

 d1 = 0,

dj = αj , j = 2, . . . , n.

Ce qui donne une contradiction avec di > 0. Alors les vecteurs a(t′), a(t2), . . . , a(tn) sont

linéairement indépendants et δ′ =
{
t′, t2, . . . , tn

}
est un ensemble de base.

4.4 Problème d’optimisation semi-infinie non linéaire

Nous avons vu précédemment le problème d’optimisation semi-infinie linéaire et la tech-

nique de résolution de ce genre de problème. Dans cette section, nous allons traiter le pro-

blème d’optimisation semi-infinie non linéaire [108, 18, 109, 110].

On considère le problème suivant :

(PSINL)


min f(x)

g(x, t) ≤ 0, ∀t ∈ T

x ∈ Rn

où f : Rn 7→ R est une fonction C2-différentiable. T est le produit cartésien de N intervalles

de R. g : Rn × T 7→ R est une fonction C2-différentiable.

On note par ∇fj(x) =
∂f(x)

∂xj
, la dérivée partielle de la fonction f par rapport à xj pour

j = 1, . . . , n.
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On note par ∇gj(x, t) =
∂g(x, t)

∂xj
, la dérivée partielle de la fonction g par rapport à xj pour

j = 1, . . . , n.

Définition 4.4.1. Soit x0 une solution réalisable du problème semi-inifini non linéaire

(PSINL). Le point x0 est un point stationnaire si :

1. Il existe t0i ∈ T, i = 1, . . . , q, tel que :

g(x0, t0i ) = 0.

2. Il existe λ0i ∈ R+, i = 1, . . . , q, tel que :

∇fj(x0) +
q∑

i=1

λ0i∇gj(x
0, t0i ) = 0, j = 1, . . . , n.

Définition 4.4.2. Soit x0 une solution réalisable du problème semi-infini non linéaire (PSINL).

Soient les variables t0i pour i = 1, . . . , q tel que g(x0, t0i ) = 0. Les variables t0i s’appellent les

points stationnaires de la fonction g(x, t) au voisinage du point x0.

Définition 4.4.3. On note par E(x) l’ensemble des points stationnaires (maximum) de la

fonction g dans T , où : g(x, t) ≥ −ϵ avec ϵ > 0.

E(x) =
{
tj ∈ T : g(x, tj) = 0, ou ϵ > 0, g(x, tj) ≥ −ϵ

}
.

Définition 4.4.4. Soit x ∈ Rn et t = {t1, . . . , tN} ∈ E(x) ⊂ RN . On a :

δ = (δ1, . . . , δl) sont des composantes de t sur la frontière de T avec l ≤ N .

∇1g(x, t) =

(
∂g(x, t)

∂t1
, . . . ,

∂g(x, t)

∂tl

)
.

∇2g(x, t) =

(
∂g(x, t)

∂tl+1
, . . . ,

∂g(x, t)

∂tN

)
.
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La matrice carrée d’ordre (N − l), ∇2
2g(x, t) est donnée comme suit :

∇2
2g(x, t) =


∂g(x, t)

∂2tl+1
· · · ∂g(x, t)

∂tl+1∂tN
... . . . ...

∂g(x, t)

∂tN∂tl+1
· · · ∂g(x, t)

∂2tN

 .

Définition 4.4.5. Soit S un ensemble non vide de Rn, où

1. Il existe t ∈ T tel que ∇2g(x, t) = 0.

2. A chaque point t vérifiant ∇2g(x, t) = 0, correspond au maximum local de la fonction

g, d’où la matrice ∇2
2g(x, t) est définie negative.

4.4.1 Caractérisation des solutions du problème semi-infini non li-

néaire

Avant de discuter la méthode de résolution d’un problème semi-infini non linéaire, une

définition de ce qui constitue précisément une solution est nécessaire. Comme le problème

fini non linéaire (PNL), les solutions sont caractérisées comme des points où les conditions

de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) sont vérifiées. Les conditions nécessaires d’optimalité du

première ordre (KKT) pour le problème semi-infini non linéaire (PSINL), sont données

dans le théorème suivant.

Théorème 4.4.1 (Condition nécessaire d’optimalité du première ordre (KKT) [112]). Soit

x∗ ∈ S un minimum local du problème semi-infini (PSINL). Alors, pour q ≤ N il existe q

maximums globaux t∗i de la fonction g(x∗, t), et un vecteur des multiplicateurs de lagrange

λ∗ = (λ∗1, . . . , λ
∗
q), tel que :

∇f(x
∗) +

∑q
i=1 λ

∗
i∇xg(x

∗, t∗i ) = 0

g(x∗, t∗i ) = 0, et λ∗i ≥ 0, ∀i = 1, . . . , q.

 .
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La forme de la condition nécessaire d’optimalité de première ordre, est importante car

seulement un nombre fini de points dans T sont requis. Par conséquent, de nombreuses mé-

thodes de résolution basées sur le remplacement de la contrainte semi-infinie par un ensemble

fini de contraintes ordinaires.

On définit la fonction de lagrange comme suit :

L(x, λ) = f(x) +

q∑
i=1

λihi(x),

avec hi = g(x, ti) pour i = 1, . . . , q.

Théorème 4.4.2 (Condition nécessaire d’optimalité du deuxième ordre [112]). Soit x∗ ∈ S

un minimum local du problème semi-infini (PSINL). Soit un vecteur des multiplicateurs de

lagrange λ∗, tel que la condition de (KKT) est vérifiée, alors on a :

d′∇2L(x∗, λ∗)d ≥ 0, d ̸= 0

d′∇hi(x∗) = 0, i = 1, . . . , q.

 .

4.4.2 Méthodes de résolution de problème semi-infini non linéaire

[18]

a) Méthode localement convergente

Pour le problème non linéaire fini (PNL), une méthode localement convergente est ob-

tenue en appliquant la méthode de Newton aux conditions d’optimalité de premier ordre

(KKT). Une approche similaire pour le problème semi-infini non linéaire (PSINL) peut

être adoptée, bien que le système d’équations auquel la méthode de Newton doit être appli-

quée soit beaucoup plus grand : il se compose des conditions d’optimalité de premier ordre

(KKT) pour le problème semi-infini (PSINL) ainsi que des conditions d’optimalité de pre-

mier ordre (KKT) pour chaque maximum global t∗i . Si on suppose que T est défini par un
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nombre fini des contraintes continues différentiables suivantes :

bj(t) ≤ 0, j = 1, . . . , kb. (4.6)

Comme il faudra trouver des maximum de la fonction g par rapport à t, on suppose que les

contraintes (4.6) satisfont la condition de qualification des contraintes. Alors le système à

résoudre devient comme suit :

∇f(x) +
∑q

i=1 λi∇xg(x, ti) = 0

g(x, ti) = 0 i = 1, . . . , q

∇tg(x, ti) +
∑

j∈BT (i)
ηij∇bj(ti) i = 1, . . . , q

bj(ti) = 0 i = 1, . . . , q, ∀j ∈ BT (i)


(4.7)

où BT (i) est l’ensemble des indices des contraintes de T sur lesquelles se trouve t∗i . les

variables ηij sont les multiplicateurs de lagrange pour les contraintes bj(t) qui sont actives

au maximum global t∗i . On suppose une stricte complémentarité pour le problème (PSINL)

au point x∗ et pour le problème de maximisation locale à chaque ti. Les conditions suffisantes

de second ordre sont supposées êtres vérifiées pour x∗, et aussi pour chaque maximum global

t∗i . Ces conditions garantissent que l’étape de Newton pour le système d’équations (4.7) est

bien définie pour x,λ,ηij et ti suffisamment proche de leurs valeurs optimales.

Malheureusement, en général, cette méthode ne converge que localement. En raison des

excellentes propriétés de convergence asymptotique des méthodes localement convergentes,

de nombreuses méthodes globales ont été créées en modifiant ces méthodes locales.

b) Méthode de discrétisation [17, 18, 110, 113]

Comme on a vu dans le cas linéaire, l’idée principale d’une méthode de discrétisation est

de remplacer l’ensemble infini T par un sous ensemble fini T0 de T . Avec cet modification le

problème semi-infini non linéaire (PSINL) est transformé à un problème fini non linéaire

(PNL) qui peut être résolu par des méthodes existantes dans la programmation non linéaire.
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Bien sûr la solution obtenue ne sera pas forcément une solution du problème (PSINL). En

pratique une succession des problèmes (PNL) sont résolus. Chaque problème (PNL) est

différent à un autre dans le choix de l’ensemble fini T0. En général, cette procédure s’arrête à

certain t dans T − T0. Sous certaines conditions, les solutions de cette séquence des (PNL),

convergent vers une solution du problème semi-infini non linéaire (PSINL).

Hittich et Gramlich [17, 113] ont développé des algorithmes de discrétisation pour les

problèmes semi-infinis linéaires, et pour les problème semi-infinis quadratiques convexes res-

pectivement. Ces algorithmes sont facilement généralisés aux problèmes semi-infinis non

linéaires. Ces algorithmes résolvent un problème semi-infini non linéaire en résolvant une

succession des problèmes non linéaires (PNL). Le ième (PNL) dans la séquence consiste à

minimiser la fonction objectif sous la contrainte g(x, t) sur l’ensemble fini {Ti}, où Ti ⊆ T . Ty-

piquement, chaque ensemble {Ti} est choisi comme des intersections d’une grille. Comme les

grilles de discrétisation deviennent plus fines, le nombre de contraintes dans chaque (PNL)

peut devenir très grand. Pour éviter les calculs excessifs, certaines des contraintes obtenues

de la discrétisation sont omises du (PNL). Le (PNL) est alors résolu avec un ensemble de

contraintes réduites. Si la solution obtenue est satisfait toutes les contraintes omises, alors le

(PNL) original a été résolu. Si au moins une contrainte omise n’est pas satisfaite, alors au

moins une des contraintes omises est replacée dans l’ensemble des contraintes du (PNL), et

le processus est répété.

La construction de grille pour l’ensemble fini {Ti}, se fait en deux étapes principales :

discrétisation par force brute : une règle arithmétique explicite est utilisée pour définir la

grille, par exemple pour T = [0, 1], on a :

Ti =

{
1

n
: n = 1, . . . , i

}
, i ≥ 1.

La génération de la grille de façon adaptative. Beaucoup de ces règles (adaptative) ont été

développées dans la littérature de la programmation semi-infinie [114, 115]. Par la suite nous
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allons décrire l’algorithme de discrétisation et la règle de définition de grille énoncée dans

[114], les règles dans les autres références sont de nature similaire. Blankenship et Falk dans

[114] proposent un algorithme composé de quatre étapes :

Algorithme 11 Algorithme général de discrétisation

1. Initialisation : Poser i = 1, et choisir Ti ⊂ T .
2. Résoudre le ième problème (PNL) suivant :{

min f(x)

g(x, t) ≤ 0, ∀t ∈ Ti

xi est la solution de ce problème.
3. Résoudre par rapport à t, le problème suivant :{

max g(xi, t)

∀t ∈ T.

ti est la solution de ce problème.
4. la règle de définition de grille : Si g(xi, ti) ≤ 0, alors STOP (la solution globale

est trouvée). Sinon mettre à jours la grille en posant Ti+1 = Ti ∪ ti, et aller à l’étape
2.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons traité les aspects principaux de l’optimisation semi-infinie.

Nous avons présenté un problème pratique (système de contrôle MIMO) de l’optimisation

semi-infinie. Nous avons présenté quelques méthodes de résolution pour les problèmes d’opti-

misation semi-infinie linéaire et pour les problèmes d’optimisation semi-infinie non linéaire.
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CONCLUSION GÉNÉRALE ET PERSPECTIVES

Au cours des dernières décennies, l’essor de l’optimisation a été favorisé par le déve-

loppement des moyens de calcul sur machine et leurs nombreuses applications dans divers

domaines de la vie.

La plupart des problèmes d’optimisation globale sont NP-difficiles. La détection du mini-

mum global parmi plusieurs minima locaux est un grand défi. Les chercheurs ont rencontré

des difficultés considérables dans le traitement des problèmes multidimensionnels et non

convexes, définis par des fonctions non régulières. Bien qu’il existe plusieurs résultats théo-

riques sur la caractérisation des minimums globaux, leur implémentation numérique reste

dans la plupart des cas une question très complexe.

La convexité est l’outil principal et important dans l’optimisation globale. L’optimisation

convexe est une sous discipline de l’optimisation, dans laquelle la fonction objectif à mini-

miser est convexe sur l’ensemble admissible convexe. L’optimisation convexe est facilitée par

l’existence d’une grande variété de théorèmes et d’algorithmes. Par conséquence, les pro-

blèmes d’optimisation convexe sont plus facile à résoudre que les problèmes d’optimisation

non convexe, bien qu’il puissent être (l’optimisation convexe) NP-difficile en général.

Plusieurs chercheurs ont développé des méthodes visant à atteindre l’optimum global.

Cependant chacune possède des défaux. Certaines méthodes sont relativement efficaces, mais

seulement dans des cas très précises.

Dans cette thèse on s’est intéressé aux méthodes d’optimisation mathématique, plus pré-

cisément, les méthodes d’optimisation globale basées sur la construction de sous-estimateurs

convexes, par exemple la méthode αBB. L’efficacité de ces méthodes a une forte et di-

recte relation avec les valeurs propres des matrices hessiennes des fonctions qui définissent

le problème à résoudre. Cependant, les matrices associées aux fonctions C2-différentiables

sur l’intervalle domaine de variables, sont des matrices d’intervalles symétriques réelles. Par

conséquence, le calcul des valeurs propres des matrices d’intervalles est, en générale, un
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problème NP-difficile.

On a proposé une nouvelle méthode pour le calcul des bornes inférieures et supérieures

sur les valeurs propres des matrices d’intervalles symétriques réelles. La méthode proposée

est simple, avec une complexité polynomiale et facile dans l’implémentation sur la machine.

La méthode proposée peut produire des bornes, en général, améliorantes par rapport aux

bornes produites par les méthodes existantes dans la littérature.

On a utilisé notre nouvelle méthode dans l’algorithme αBB pour produire des bornes

inférieures sur les valeurs propres des matrices hessiennes d’intervalles symétriques, afin de

construire des sous-estimateurs plus efficaces dans la résolution des problèmes d’optimisation

globale ainsi que les problèmes d’optimisation semi-infinie.

En perspective, beaucoup de questions peuvent être envisagées :

— En optimisation globale, le temps de calcul nécessaire pour atteindre le minimum

global représente le critère d’efficacité le plus commun des méthodes. Ce temps dans

la plupart des cas, est lié au nombre d’itérations de l’algorithme de résolution, par

exemple l’algorithme αBB, qui dépend de l’efficacité du sous-estimateur utilisé. De

ce fait, il est naturel de construire une nouvelle fonction vérifiant les conditions d’un

sous-estimateur et qu’elle soit plus efficace par rapport au sous-estimateur développé

dans la méthode αBB.

— Amélioration de notre contribution publiée pour les matrices hessiennes d’intervalles

non symétriques (dans le cas des fonctions non déffirentiables).
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Abstract

Global optimization has become an important discipline in the modern world in which we

live, faced with excessive and growing international competition. In our work, we studied the

fundamental concepts and aspects concerning global optimization (convexity, non convexity,

numerical resolution methods, Branch and Bound, αBB method . . .). We have presented

and applied a new approach to compute bounds on eigenvalues of hessian symmetric interval

matrices for nonconvex functions.

Key words : Global optimization, convexity, nonconvexity, Branch and Bound, hessian

matrix, interval matrix, bounds on eigenvalues, semi-infinite optimization.
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Résumé

L’optimisation globale est devenue une discipline importante dans le monde moderne

dans lequel nous vivons, confronté à une concurrence internationale excessive et croissante.

Dans notre travail, nous avons étudié les concepts et les aspects fondamentaux concernant

l’optimisation globale (convexité, non convexité, méthodes de résolutions numériques, Branch

and Bound, méthode αBB . . .). Nous avons présenté et appliqué une nouvelle approche pour

calculer des bornes sur les valeurs propres des matrices hessiennes d’intervalles symétriques

pour les fonctions non convexes.

Mots clés : Optimisation globale, convexité, non convexité, Branch and Bound, matrice

hessienne, matrice d’intervalles, bornes sur les valeurs propres, optimisation semi-infinie.
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