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dame Merabet d’avoir examiné ce travail.
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Notations

θ, α, β, σ,∆ Paramètres inconnus

α̂, β̂, σ̂, ∆̂ Estimateurs de θ, α, β, σ,∆

Θ Ensemble des paramètres

s2 variance empirique

iid indépendantes et identiquement distribuées

N Ensemble des entiers naturels

C Constante de normalisation

Z Ensemble des nombres entiers relatifs

R Ensemble des réels

π Distribution de probabilité

R
p Ensemble des vecteurs réels à p dimensions

E Espérance mathématique



F Famille des lois sur Θ

MCMC Markov chain Monte Carlo

AR(p) processus autorégressif d’ordre p

N (0, σ2) Loi Normal centrée

∝ proportionnel

X l’espace des observations

Θ l’espace des états de la nature (l’espace des paramètres dans le cas

d’un problème statistique)

A l’espace des actions ou décisions dont les éléments sont des images

de l’observation par une application δ

D l’ensemble des règles de décisions δ applications de X dans

A (les estimateurs possibles).

δ règle de décisions (une statistique (i.e. fonction de observations)

dans le cas d’un problème statistique)

v.a variable aléatoire

E
π espérance associée à la loi π

Eθ espérance par rapport à une distribution paramétrisée par le paramètre θ

rmse Root Mean Square Error (Erreur Quadratique Moyenne (EQM))

std standard deviation (l’écart-type)



Introduction générale

” Statistical thinking will one day be as necessary for efficient citizenship as

the ability to read and write.”

H.G.Wells

L’analyse bayésienne est une approche statistique qui permet d’inférer des

conclusions sur des paramètres inconnus à partir de données observées en

combinant des informations a priori et des données fondées sur l’expérience

et l’observation. Lorsqu’elle est appliquée à un modèle de régression linéaire

simple, elle offre plusieurs avantages et apporte une valeur significative à l’analyse

statistique.

Dans l’analyse des données statistiques, notre intérêt se porte sur l’estima-

tion de divers paramètres selon le modèle spécifique étudié. Plus précisément,

nous allons examiner le modèle de régression linéaire avec erreurs dépendantes

ϵt ∼ AR(1) sous contamination AO. Dans ce contexte, certaines références

pertinentes sont les travaux de Zellner et Tiao (1964), Parent et Bernier (2007),

John et al (1996), ainsi que Girard et Parent (2000).

La contamination AO (Additive Outlier en anglais) est un concept statis-

tique utilisé pour décrire des observations qui diffèrent nettement du reste de

l’échantillon. Ces observations, appelées valeurs aberrantes, se distinguent par leur



écart significatif par rapport aux autres valeurs de l’échantillon. La contamination

AO peut se produire dans divers domaines de l’analyse de données, tels que la

finance, l’économie, les sciences sociales, l’environnement, etc.

Une valeur aberrante peut résulter de divers facteurs, tels que des erreurs de

mesure, des erreurs de saisie de données, des phénomènes rares ou inhabituels, ou

des conditions expérimentales anormales.

Les valeurs aberrantes peuvent fausser les estimations des paramètres sta-

tistiques, influencer les modèles de prédiction et introduire des biais dans les

analyses. Par conséquent, il est important d’identifier et de comprendre les valeurs

aberrantes afin de prendre des décisions éclairées quant à leur traitement.

Il convient de noter que l’analyse du modèle de régression linéaire avec erreurs

dépendantes ne peut être réalisée de manière explicite. Cependant, ce modèle

présente une structure conditionnelle appropriée qui permet d’effectuer une

inférence bayésienne en utilisant l’échantillonnage de Gibbs.

La méthode bayésienne repose sur l’estimation des paramètres à partir d’une

distribution appelée loi a posteriori, qui combine l’information contenue dans les

données (via la vraisemblance) avec une information a priori (telle que des avis

d’expert ou des contraintes physiques). Cette approche est largement utilisée dans

l’inférence statistique. Des exemples de références traitant de cette méthode sont

les ouvrages de Robert (2006,2013) qui décrivent en détail les fondements et les

applications de l’inférence bayésienne.

L’objectif de ce mémoire est d’une part se familiariser avec l’approche

bayésienne et d’autre part montrer l’efficacité des méthodes MCMC plus

particulièrement l’échantillonnage de Gibbs pour l’estimation bayésienne des
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paramètres d’un modèle de régression linéaire avec erreurs autocorrélées sous

contamination AO.

Dans ce mémoire, nous abordons trois chapitres essentiels.

Le premier chapitre fournit un aperçu des concepts et des rappels généraux

nécessaires à la compréhension du reste du document. Nous discutons des lois a

priori, à la fois informatives et non informatives, ainsi que des méthodes de calcul

bayésien. De plus, nous présentons quelques notions sur les séries chronologiques,

notamment les modèles autorégressifs et l’opérateur retard.

Nous consacrons le deuxième chapitre à l’inférence bayésienne d’un modèle

de régression sous contamination. Nous commençons par définir le modèle de

régression linéaire simple et discutons de l’estimation des paramètres dans le cas

où les erreurs sont dépendantes en utilisant l’échantillonnage de Gibbs. Ensuite,

nous déterminons les différentes lois a posteriori conditionnelles des paramètres.

Par la suite, nous introduisons une contamination dans notre modèle, en utilisant

par exemple une contamination AO. Nous déterminons alors les lois a posteriori

conditionnelles des différents paramètres dans ce modèle de contamination.

Enfin, nous abordons la densité prédictive d’une observation future sous conta-

mination AO et les lois a posteriori conditionnelles des différents paramètres

associées à cette prédiction.

Dans le dernier chapitre, nous donnons les résultats de simulations pour justifier

l’efficacité des résultats obtenus dans le chapitre précédent.

Ce mémoire se termine par une conclusion générale et d’un résumé

récapitulatif.
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Chapitre 1

Notions générales et définitions

1.1 Introduction

L’analyse Bayésienne nommée d’après Thomas Bayes et développée par Simon de Laplace

est un outil analytique puissant pour la modélisation statistique, elle répond aux questions

de recherche sur des paramètres inconnus à l’aide d’énoncés de probabilité. La première étape

de cette analyse consiste à étudier la situation et d’identifier une incertitude portée sur un

paramètre inconnu θ, cette incertitude est modélisée sous la forme d’une distribution dite a

priori, qui donne une information sur θ pris comme étant une variable aléatoire.

Le schéma ci-dessous résume la démarche bayésienne :

Spécifier une hypothèse et une fonction de

vraissemblance

Spécifier une distribution a priori pour les

paramètres de l’hypothèse

Utiliser le thèoréme de Bayes pour calculer

la distribution a posteriori

Prendre une décision

Figure 1.1 – La démarche bayésienne

11



CHAPITRE 1. Notions générales et définitions

1.2 Inférence Bayésienne

En se plaçant dans un cadre de modèle statistique paramétrique avec

X = (x1, x2, ..., xn) un échantillon de données, il est primordial de faire de

l’inférence (estimations, tests d’hypothèses,...) et de la prévision au sujet d’un ou

plusieurs paramètres d’intérêts θ. Pour cela, on distingue deux approches dont

la différence réside dans la façon de traiter le paramètre θ. Selon la première

approche qui est l’approche classique (fréquentielle), θ prend une valeur inconnue

fixe, pour la deuxième qui est la méthode Bayésienne, θ est vu comme aléatoire .

Pour une compréhension plus détaillée des concepts et des méthodes de la

statistique Bayésienne, nous recommandons Bernardo et Smith (2009), Carlin et

Louis (1997),Gelman et al. (1995) et Robert (2006).

1.2.1 Modèles Bayésiens

Définition 1.1. On appelle modèle statistique Bayésien la donnée d’un modèle

statistique paramétrique (X,A, Pθ, θ ∈ Θ) avec f(x|θ) densité de π(θ) et d’une loi

π(θ) sur le paramètre.

Définissons les lois de probabilités intervenants dans l’analyse Bayésienne :

- La vraisemblance

C’est la loi des observations ou encore la loi conditionnelle de X sachant θ,

notée par f(x|θ), elle est donnée par :

f(x|θ) =
n∏

t=1

f(xi|θ)

- Loi a priori

Notée par π(θ), désigne la densité du paramètre inconnu θ, elle porte l’in-

formation sur ce dernier. L’appellation a priori exprime le fait qu’elle a été

établie préalablement à l’observation des données x.

12



CHAPITRE 1. Notions générales et définitions

- Loi jointe du couple (θ, x)

Généralement notée par f(θ, x), sa formule est donnée par :

f(θ, x) = f(x|θ)π(θ)

1.2.1.1 Théorème de Bayes

Soit X = (x1, x2, ..., xn) un échantillon de n observations de densité f(x | θ)
et de distribution a priori π(θ), la démarche de l’analyse Bayésienne conduit au

calcul d’une loi a posteriori π(θ | x), actualisation de la loi a priori π(θ) au vu de

l’observation.

Ce calcul repose sur la version continue du théorème de Bayes :

π(θ | x) = f(x | θ)π(θ)
f(x)

(1.1)

avec f(x | θ) : la loi de l’observation (vraisemblance) et f(x) : la loi marginale

(prédictive) :

f(x) =

∫
Θ

f(x | θ)π(θ)dθ

Remarque 1.1. La loi a posteriori représentée dans l’équation (1.1) est la loi de

θ sachant x. En vertu de la loi de Bayes on peut l’écrire de la manière suivante :

π(θ | x) =
f(x | θ)π(θ)

f(x)

=
f(x | θ)π(θ)∫

Θ
f(x | θ)π(θ)dθ

(1.2)

1.2.2 Loi a priori

Le choix de la loi a priori est le point le plus contestable de l’analyse Bayésienne,

car une fois connue, l’inférence sera conduite d’une manière quasi-mécanique. Sa

détermination est donc l’étape la plus importante de cette inférence. Ce choix,

peut être basé sur différents points de vues tels que : les expériences du passé ou

13



CHAPITRE 1. Notions générales et définitions

une intuition du statisticien, la faisabilité des calculs.La loi a priori de θ, notée

π(.) modélise l’information disponible sur θ avant d’observer les données.

On va chercher non pas ”la meilleure valeur ” de ce paramètre comme dans le

maximum de vraisemblance, mais on va estimer la distribution de probabilité de

ce paramètre.

Dans la suite de ce document, nous allons voir que les lois a priori sont divisés

en deux grandes parties qui sont : l’approche des objectivistes où, on suppose une

probabilité a priori dite distribution a priori non informative, du fait que l’obser-

vateur n’a à l’origine rien à sa disposition mis à part son outil de mesure, ainsi que

”l’approche des subjectivistes” où on suppose la probabilité a priori dite la distri-

bution a priori informative qui permet d’inclure des connaissances préexistantes à

la mesure.

1.2.2.1 Lois a priori informatives

Une loi a priori informative est une distribution de probabilité sélectionnée

de manière à inclure des informations antérieurs ou des connaissances d’experts

sur les valeurs possibles des paramètres d’un modèle statistique. Elle peut forte-

ment influencer l’estimation des paramètres en fournissant des hypothèses ou des

contraintes supplémentaires. (Voir : Robert(2006,2010), Casella (1992) ,Freedman

et Spielgelhalter (1983) et Berry (1985) )

Loi a priori conjuguées

Le choix d’une loi a priori conjuguée bien qu’il soit défendable est toujours

un choix particulier et influence donc, dans une certaine mesure, l’inférence

résultante. Il est souvent choisi tel que sa conjugaison avec la vraisemblance

produise une loi a posteriori de la même famille.

14



CHAPITRE 1. Notions générales et définitions

Définition 1.2. Une famille F de distribution sur Θ est dite conjuguée pour la loi

f(X | θ) si ∀π ∈ F, la distribution a posteriori π(. | X) appartient également à F.

L’avantage des familles conjuguées est avant tout de simplifier les calculs.

Remarque 1.2. Une loi conjuguée peut être déterminée en considérant la forme

de la vraisemblance f(X | θ) et en prenant une loi a priori de la même forme. Les

lois a posteriori obtenues par ce procédé sont dites conjuguées naturelles.

Exemple 1.1. le tableau suivant montre des exemples de lois a priori conjuguées

f(x|θ) π(θ) π(θ|x)

Normale N (θ, σ2) Normale N (µ, τ 2) N (ρ(σ2µ+ τ 2x), ρσ2τ 2)

Poisson P(θ) Gamma Γ(α, β) Γ(α + x, β + 1)

Gamma P(θ) Gamma Γ(α, β) Γ(α + v, β + x)

Binomiale B(n, θ) Beta Be(α, β) Be(α +m,β + x)

Multinomiale Mk(θ1, ..., θk) Dirichlet D(α1, ..., αk) D(α1 + x1, ..., αk + xk)

Normale N (µ, 1
θ
) Gamma Γ(α, β) Γ(α + 0.5, β + (µ−x)2

2
)

Table 1.1 – Lois a priori conjuguées usuelles

En général, les lois a priori conjuguées sont reliées à un type particulier

de lois d’échantillonnage qui permet toujours leur obtention, et comme nous le

verrons ci-dessous, ces lois constituent des familles appelées familles exponentielles.

Exemple 1.2. On considère X comme étant une binomiale négative Neg(n, θ)

définie par :

P [X = x|θ] = Cx
n+x−1θ

x(1− θ)n 0 < θ < 1, x ∈ N, n ∈ N∗ (1.3)

15



CHAPITRE 1. Notions générales et définitions

Une loi conjuguée naturelle serait une loi bêta car P (X = x|θ) ∝ θx(1 − θn) qui

ressemble à une loi bêta.

Exemple 1.3. Soit X une v.a de loi de Pareto de paramètres θ et a , a > 0, θ > 0

f(x|θ, a) =
θaθ

xθ+1
, x ≥ a

= θeθln(a)e−(θ+1)ln(x)

= θeθ(ln(a)−ln(x)e−ln(x)

= θeθln(
a
x
)e−ln(x)

∝ θeθln(
a
x
)

On peut donc prendre une loi a piori Gamma

Familles exponentielles

Définition 1.3. Toute famille à s paramètres de loi de distribution {Pθ} dont la

densité de probabilité est donnée de la forme suivante :

f(x|θ) = h(x).exp
( s∑

i=1

ηiT (x)− β(θ)
)

(1.4)

est dite famille exponentielle.

avec ηi, β(.) sont des fonction de θ.

Ti(.) et h(.) sont des statistiques (fonction de X).

Définition 1.4. La forme canonique de cette densité est donnée en repa-

ramétrisant ηi(θ) par θ
i
par l’équation ci-dessous :

f(x|θ) = h(x)exp
( s∑

i=1

θiTi(x)− β(θ)
)

(1.5)

Proposition 1.1. Robert (2006)

Une famille conjuguée pour f(x|θ) est donnée par

16



CHAPITRE 1. Notions générales et définitions

π(θ|µ, λ) = K(µ, λ)exp(θµ− λA(θ)) (1.6)

où K(µ, λ) est la constante de normalisation de la densité. La loi a posteriori

correspondante est donnée comme suit

π(θ | x) ∝ exp
(
(µ+ x)θ − (λ+ 1)A(θ)

)
(1.7)

Exemple 1.4. La loi gamma (α, β)

f(x|α, β) = βα

Γ(α)
xα−1e−βx θ = (α, β)

f(x | α, β) = exp
(
Ln

βα

Γ(α)
+ (α− 1)Ln(x)− βx

)
= exp

(
(α− 1)ln(x)− βx+ Ln

βα

Γ(α)

)
avec s = 2, ηi(θ) = (α − 1) , T1(x) = ln(x), η2(θ) = β, T2(x) = x,

−β(θ) = Ln( βα

Γ(α)
), h(x) = 1

L’écriture canonique

f(x | α, β) = exp
(
αLn(x)− βx+ Ln βα

Γ(α)
− Ln(x)

)
= exp

(
αLn(x)− βx+ Ln βα

Γ(α)

)
e−Lnx =

1

x

= exp
(
αLn(x)− βx+ Ln βα

Γ(α)

)
=

1

x

- La loi a priori conditionnel

π(θ | λ, µ) = K(µ, y)exp
(
αµ1 + βµ2 + λ

Lnβα

Γ(α)

)
- La loi a posteriori conditionnelle aux paramètres x, λ, µ

π(θ | x, λ, µ) ∝ exp
(
α(µ1 + x) + β(µ2 + x) + (λ+ 1)

Lnβα

Γ(α)

)
17



CHAPITRE 1. Notions générales et définitions

1.2.2.2 Lois a priori non informatives

Définition 1.5. Une loi non informative est une loi qui porte une information

sur le paramètre à estimer dont le poids dans l’inférence est réduit.

Loi a priori uniforme

La loi a priori non informative la plus simple est la loi uniforme. Ce choix repose

sur l’équiprobabilité de θ, par exemple si l’on dispose d’un paramètre inconnu θ

qui peut prendre n’importe quelle valeur réelle sur [a, b], la loi uniforme assignera

une probabilité à chaque valeur de θ dans l’intervalle [a, b]

p(θ) =
1

(b− a)
, a ≤ θ ≤ b

Les lois a priori de Laplace

Laplace fut le premier à utiliser des techniques non-informatives dans le cas

d’absence d’informations, il utilise alors la loi uniforme qui est l’une des lois les plus

simples et les plus utilisées parmi les lois a priori pour l’approche non-informative.

En effet, ce choix repose sur l’équiprobabilité des valeurs du paramètre θ dans son

domaine de définition. Supposons que Θ est un ensemble de taille k alors :

π(θ) =
1

k
.

La loi a priori de Jeffreys

Proposée par Sir Harold Jeffreys en 1946, les lois non informatives de Jeffreys

sont fondées sur l’information de Fisher donnée par :

Ix(θ) = Eθ

[(
∂Logf(x|θ)

∂θ

)2
]

qui est, dans le cas multidimensionnel sous condition que le domaine de X soit

indépendant de θ, égal à
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I(θ) = −Eθ

[(
∂2Logf(x|θ)

∂2θ

)]
La loi a priori de Jeffreys est

πj(θ) ∝ C
√

Ix(θ)

avec C une constante de normalisation.

Dans le cas multidimensionnel, le paramètre θ est un vecteur (θ1, θ2, ..., θq),

d’où l’estimation des lois de la forme

π(θ) =
[
detI(θ)

]2
Où I(θ) est la matrice de l’information de Fisher dont les éléments sont donnés

par :

Ii,j(θ) = −Eθ

[−∂2logf(x|θ)
∂θi, ∂θj

]
1 ≤ i, j ≤ q

1.2.3 Estimateur de Bayes

l’estimateur de Bayes combine des informations probabilistes et des données

pour produire une estimation précise et robuste. Cette estimation est basée sur une

probabilité a priori connue et prend en compte les informations supplémentaires

à mesure que les données supplémentaires sont collectées.

On remarque que pour la prise d’une décision, le choix d’un estimateur,

va engendrer un coût que l’on va quantifier à l’aide de la fonction de perte.

Pratiquement, on cherche une décision qui minimise en moyenne la fonction de

coût.
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Soit L(θ, δ) une fonction de coût, π une loi a priori (une mesure), afin de trouver

l’estimateur de Bayes δπ(x), on applique la règle suivante

δπ(x) = min
δ
E
π[L(θ, δ)/x]

L’estimateur δπ sera déterminé analytiquement ou numériquement selon la

complexité de la fonction perte et sa nature.

Généralement, les caractéristiques usuelles d’une distribution (moyenne,

médiane,...,ect) correspondent aux solutions associées à des coûts classiques.

Par exemple l’estimateur de Bayes associé au coût quadratique est la moyenne

a posteriori.

Quelques estimateurs de Bayes

Robert (2006)

Quelques estimateurs de Bayes du paramètre θ sous coût quadratique pour les

lois a priori conjuguées des familles exponentielle usuelles avec x̄ est la moyenne

des données observées.
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Loi de x loi conjuguée moyenne a posteriori

Normale N (θ, σ2) Normale N (µ, τ 2) µσ2+τ2x̄
σ2

Poisson P(θ) Gamma Γ(α, β) α+x̄
β+1

Gamma P(θ) Gamma Γ(α, β) α+v
β+x̄

Binomiale B(n, θ) Beta Be(α, β) α+x
α+β+n

Multinomiale Mk(θ1, ..., θk) Dirichlet D(α1, ..., αk)
αi+xi(∑
j αj

)
+n

Normale N (µ, 1
θ
) Gamma Γ(α, β)

(
α+1

β+(µ−x)

)2
Table 1.2 – Quelques estimateurs de Bayes

1.2.4 Fonctions coût usuelles

Les fonctions coût usuelles les plus courantes sont la fonction coût quadratique

et la fonction coût absolue.

Définition 1.6. On appelle fonction coût (ou fonction perte), toute fonction L,

L : Θ ∗ A 7−→ R+

(θ, δ(x)) 7−→ L(θ, δ(x))

L(θ, δ(x)) évalue le coût associé à la décision a = δ(x).

Quand le paramètre vaut θ, nous allons définir trois fonctions coût usuelles :

Le coût quadratique

Définition 1.7. La fonction côut quadratique est définie par

L(θ, δ(x)) = (θ − δ(x))2

Proposition 1.2. Robert(2006)

L’estimateur de Bayes δπ associé à la loi a priori π et au coût quadratique est la
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moyenne a posteriori

δπ(x) = Eπ(θ|x) =
∫
Θ
θf(θ|x)π(θ)dθ∫

Θ
f(θ|x)π(θ)dθ

Corollaire 1.1. Robert(2006)

Quand θ ∈ Rp, l’estimateur de Bayes δπ associé à π et au coût quadratique,

L(θ, δ(x)) = (θ − δ)tQ(θ − δ)

est la moyenne a posteriori, δπ(y) = E
π[θ|x], pour toute matrice Qp∗p symétrique

définie positive.

La fonction coût absolue

La fonction coût absolue s’écrit comme suit :

L(θ, d) =| θ − d |

généralement définie par morceaux

L(θ, d) =

 k1(θ − d) si θ > d

k2(d− θ) sinon

Proposition 1.3. Robert(2006)

Un estimateur de Bayes associé à la loi a priori π et au coût absolue, est un

fractile d’ordre k2/(k1 + k2) de π(θ|x)

En particulier, si k1 = k2, dans le cas du coût absolu, l’estimateur de Bayes

est la médiane a posteriori, qui est l’estimateur obtenu par Laplace.
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1.3 Méthode de calcul Bayésien

1.3.1 Méthode de Monte Carlo par châıne de Markov

Dans cette section, nous verrons des méthodes qui nous permettront d’ap-

proximer la génération de variables aléatoires d’une loi a posteriori π(θ|x).

L’une des premières versions de l’algorithme MCMC a été donnée en 1953 par

Metropolis et al. dans un contexte de physique statistique et a été généralisé par

Hastings en 1977.L’idée principale derrière ces méthodes consiste à construire une

châıne de Markov {θt} de longueur significative, dont les échantillons convergent

asymptotiquement vers la distribution cible souhaitée π(θ|x).

Dans la suite de ce document, nous allons présenter deux de ces méthodes

conçues pour les châınes de Markov de lois stationnaires données.

1.3.1.1 Algorithme de Metropolis-Hastings

On peut décrire L’algorithme de Metropolis-Hastings de la façon suivante.

Pour une densité donnée π(θ), connue à un facteur de normalisation près, et

une densité conditionnelle q(θ′|θ), la châıne (θ(m))m est généré par l’algorithme

comme suit :

- itération 0 : Initialiser avec une valeur arbitraire θ

- Itération m : Mettre à jour θ(m) par θ(m+1) (m = 1, 2, ...), de la façon

suivante : suivante :

a) Générer ξ ∼ q(ξ|θm)
b) Poser
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ϱ(θ(m), ξ) = min{ π(ξ)q(θ(m)|ξ)
π(θ(m))q(ξ|θ(m))

, 1}

c) prendre

θ(m+1) =

 ξ avec probabilité ϱ(θ(m), ξ)

θ(m) sinon

Une propriété stupéfiante de cet algorithme est d’autoriser toute châıne de markov

convergeant vers la loi d’intérêt. La loi de densité π(θ|x) est souvent appelée loi

cible ou loi objet, tandis que la loi de densité q(.|θ) est dite loi de proposition

tel que q doit vérifier certaines conditions telles qu’elle doit être simulable, son

support doit couvrir le support de π, et doit être une bonne approximation de π.

A consulter : Robert et Cassella (1999) ; Gamerman, Dani, and Hedibert F. Lopes

(2006), Robert et smith (1993)

1.3.1.2 L’échantillonnage de Gibbs

La méthode Metropolis-Hastings est attrayante par son universalité, mais

pratiquement peut empêcher la convergence si la probabilité d’atteindre des

parties éloignées du support de la loi de π est trop petite.

L’algorithme de Gibbs est une méthode utilisée pour la première fois pour

des problèmes d’échantillonnage dans le cadre de l’analyse bayésienne par les

frères D.Geman et S.Geman dans les années 1980 puis ils l’ont introduit dans

leur travail qui fut publié dans un article intitulé ”Stochastic Relaxation, Gibbs

Distributions, and the Bayesian Restoration of Images” en (1984) pour générer

des observations à partir d’une distribution de Gibbs (Distribution de Boltzman).

Il s’agit d’une forme particulière de la méthode Monte-Carlo par châıne de

Markov qui par son efficacité est largement utilisée dans de nombreux domaines

de l’analyse bayésienne. Une bonne introduction à l’échantillonnage de Gibbs est
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donnée par Cassella (1992).

Dans la méthode de Gibbs, après avoir choisi un point de départ, les d com-

posantes du vecteur (θ) sont générées les unes après les autres conditionnellement

à toutes les autres composantes. Si π(θ|x) est la densité des d composantes du

vecteur θ, conditionnellement aux données observées (x), nous utilisons alors les

densités conditionnelles π(θ1|θ2, θ3, ..., θd, x), π(θ2|θ1, θ3, ..., θd, x) , et ainsi de suite.
À chaque ke étape, la distribution conditionnelle utilise les valeurs générées les

plus récentes parmi toutes les autres composantes. Par la théorie des châınes de

Markov, lorsque k → ∞ la densité des réalisations obtenues converge vers π(θ|x).
Le schéma de simulation est décrit ci-dessous :

Algorithme d’échantillonnage de Gibbs

1. fixer k=0

2. — Générer θ
(k+1)
1 à partir de π(θ1|θ(k)2 , θ

(k)
3 , ..., θ

(k)
d , x),

— Générer θ
(k+1)
2 à partir de π(θ2|θ(k+1)

1 , θ
(k)
3 , ..., θ

(k)
d , x),

...

— Générer θ
(k+1)
d−1 à partir de π(θd−1|θ(k+1)

1 , θ
(k+1)
2 , ..., θ

(k)
d , x),

— Générer θ
(k+1)
d à partir de π(θd|θ(k+1)

1 , θ
(k+1)
2 , ..., θ

(k+1)
d−1 , x),

3. Si la convergence est obtenue, alors

2.a Retenir θ = θ(k+1)

Sinon

2.b Fixer k = k + 1, et retourner à 1

Le schéma de simulation est d’autant plus efficace lorsque les distributions
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conditionnelles π(θi|θ1, ..., θ(i−1), θ(i+1), ..., θd) sont simulables rapidement.

Un des points remarquables de l’algorithme de Gibbs est qu’il rend possible la

simulation de la distribution jointe π(θ) = π(θ1, ..., θd) à partir des distributions

conditionnelles πi(θi|θj ̸=i).

La convergence de l’algorithme de Gibbs fait référence à la propriété se-

lon laquelle, à mesure que le nombre d’itérations de l’algorithme augmente, les

échantillons générés convergent vers une approximation de la distribution cible.

Plus formellement, l’algorithme de Gibbs converge si, pour un nombre suffisam-

ment grand d’itérations, les échantillons générés suivent la distribution cible avec

une bonne précision. A consulter Gilks, Walter R., Sylvia Richardson, and David

Spiegelhalter (1995), Gelman, Andrew (2013),Robert et Casella (1999)

1.4 Modèles autorégressifs (AR)

Définition 1.8. Un modèle autorégressif d’ordre p (AR(p)) est définit comme suit

yt = c+

p∑
i=1

ϕiyt−i + ϵt

où

— yt est la variable dépendante à un moment donné t

— c est une constante (ou un intercept)

— ϕi sont les coefficients autorégressifs qui représentent l’influence des p va-

leurs passées de la variable dépendante sur sa valeur actuelle. Ces coeffi-

cients peuvent être positifs ou négatifs.

— ϵt est le terme d’erreur à un moment donné t.

Exemple 1.5. On prend l’exemple d’un AR(2) prenant la forme suivante
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yt = c+ ϕ1yt−1 + ϕ2yt−2 + ϵt

Ce modèle AR(2) peut être utilisé pour prédire les valeurs futures de la série

temporelle yt en utilisant les valeurs passées yt−1 et yt−2, ainsi que les coefficients

autorégressifs ϕ1 et ϕ2 estimés à partir des données historiques de la série tempo-

relle.
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Chapitre 2

Inférence Bayésienne d’un modèle

de régression linéaire sous

contamination

2.1 Introduction

L’estimation bayésienne des paramètres d’un modèle de régression linéaire

sous contamination vise à estimer les paramètres du modèle de régression linéaire

en tenant compte de la présence de données contaminées ou aberrantes. La

contamination fait référence à la présence de valeurs atypiques ou d’erreurs dans

les données qui peuvent affecter les estimations des paramètres du modèle.

2.2 Régression linéaire simple

La régression linéaire simple est un modèle de régression linéaire avec une

seule variable explicative. Elle permet de résumer et d’étudier la relation entre

deux variables continues (quantitatives). Dans ce type de modèle, une variable
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dépendante est expliquée par une seule variable indépendante représentée par

l’équation suivante :

Yi = β0 + β1Xi + ϵi i = 1, ..., n

avec

- Yi est la variable dépendante (la variable à prédire)

- Xi est la variable indépendante (la variable utilisée pour prédire Y )

- β0 est l’intercept (la valeur de Y lorsque X est égale à zéro)

- β1 est la pente (la variation de Y pour une variation d’une unité de X)

- ϵi est le terme d’erreur (la différence entre la valeur prédite de Y et la valeur

réelle de Y )

- n est le nombre d’observations.

L’objectif de la régression linéaire simple est de trouver les valeurs de β0 et

β1 qui minimisent la somme des carrés des écarts entre les valeurs prédites et les

valeurs réelles de Y. Cette méthode est souvent utilisée pour comprendre la relation

entre deux variables et pour prédire les valeurs de la variable dépendante à partir

des valeurs de la variable indépendante.

2.2.1 Hypothèses du modèle

Les principales hypothèses sur lesquelles repose le modèle sont les suivantes :

1) E(ϵ) = 0, l’erreur est centrée.

2) E(ϵ2) = σ2, la variance de l’erreur est constante.

3) cov(ϵi, ϵj) = 0, si ϵi ̸= ϵj, les erreurs ne sont pas autocorrélées.

4) cov(Xi, ϵj) = 0, l’erreur n’est pas corrélé avec la variable indépendante.

5) La variable exogène n’est pas aléatoire.
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2.3 Estimation des paramètres d’un modèle de

régression linéaire quand les erreurs sont

dépendantes

Le modèle de régression avec erreurs autocorrélées est l’un des modèles les

plus fortement analysés en économétrie. Bien que les idées fréquentistes soient

dominantes, il existe une quantité assez importante de travaux bayésiens dans ce

domaine Zellner and Tiao (1964), Zellner (1971),Hamilton (2020),Judge, G. G

(1988) .

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser au cas où les erreurs µi sont

dépendantes (autocorrélées) (Voir Ait mohammed (2006)).

2.3.1 Le modèle

On considère le modèle suivant

Yt = βXt + µt t = 1...n

µt = αµt−1 + ϵt

(2.1)

où les ϵt sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées

(iid) de loi normale N(0, σ2), les paramètres du modèle sont supposés inconnus,

β, α ∈ R et σ > 0. Nous supposons que le processus AR(1) est stationnaire.

En supposant que (2.1) est représentative de ce qui s’est passé pour t =

0, 1, 2, ..., n0, où n0 est inconnu, nous avons, par exemple, pour t = 0 en supposant

ϵ0 ∼ N (0, σ2)

y0 = x0β + A+ µ0
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avec A = α(y−1 − θx−1) une fonction de quantités non observables et non

observées. Sous ces hypothèses, y0 ∼ N (βx0 + A, σ2).

Fonction de vraisemblance

En remplaçant la formule de µt dans yt et µt−1 par sa valeur en fonction de

yt−1, on obtient

yt = βxt + αµt−1 + ϵt

= βxt + α(yt−1 − βxt−1) + ϵt

La fonction de vraisemblance s’écrit comme suit

L(θ|y) ∝ 1

σn
exp

{
− 1

2σ2

n∑
t=1

(
yt − βxt − α(yt−1 − βxt)

2
)}

(2.2)

2.3.2 Lois a posteriori conditionnelles de β et α

La fonction de vraisemblance des paramètres β, α, σ et A est donnée par :

L(β, α, σ|y) ∝ 1

σ−(n+1)
exp

{
− 1

2σ2
(y0−βx0−A)2

}
exp

{
− 1

2σ2

n∑
t=1

(
yt−αyt−1−β(xi−αxt−1)

)2}
(2.3)

Selon la formule de Bayes, la loi a posteriori de (β, α, σ,A) sachant les observations

y, x est proportionnelle au produit de la vraisemblance et la loi a priori. D’où la

loi a posteriori des paramètres est donnée par :

π(β, α, σ,A|y, x) ∝ L(β, α, σ,A|y)π(β, α, σ,A) (2.4)

On suppose que les paramètres β, α, σ,A sont indépendants et de loi a priori

non informative :

π(β, α, σ,A) ∝ 1

σ
(2.5)
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En remplaçant (2.3) et (2.5) dans (2.4), on obtient :

π(β, α, σ,A|y, x) ∝ 1

σn+2
exp

{
−1

2σ2

[
(y0−βx0−A)2+

n∑
t=1

(yt−αyt−1−β
(
xt−αxt−1)

)]2}
(2.6)

En intégrant par rapport à A et en tenant compte des propriétés de la loi

normale, on trouve :

π(β, α, σ|y, x) ∝
∫ +∞

−∞
π(β, α, σ,A|y, x)dA

∝ 1

σn+2
exp

{
− 1

2σ2

[
(y0 − βx0 − A)2 +

n∑
t=1

(
yt − αyt−1 − β(xt − αxt−1)

)]2}
d’où

π(β, α, σ|y, x) ∝ 1

σn+1
exp

{
−1

2σ2

n∑
t=1

(
yt − αyt−1 − β(xt − αxt−1)

)2}
car

∫ +∞

−∞

1√
2πσ

exp

{
− 1

2σ2
(y0 − βx0 − A)2

}
dA = 1

L’intégration par rapport à σ, en prenant en considération les propriétés de la

loi gamma donne π(β, α|y, x).

π(β, α|y, x) ∝
∫ +∞

0

π(β, α, σ|y)dσ

∝
∫ +∞

0

1

σn+1
exp

{
−1

2σ2

n∑
t=1

(
yt − αyt−1 − β(xt − αxt−1)

)2}
dσ

∝
{ n∑

t=1

(
yt − αyt−1 − β(xt − αxt−1)

)2}−n
2

=

{ n∑
t=1

(
yt − βxt − α(yt−1 − βxt−1)

)2}−n
2

(2.7)

Afin d’utiliser le Gibbs sampler, on aura besoin de π(β|α, y, x) et π(α|β, y, x).
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2.3.2.1 Loi a posteriori conditionnelle de β

π(β|α, y, x) ∝
{ n∑

t=1

(yt−αyt−1)
2−2β

n∑
t=1

(yt−αyt−1)(xt−αxt−1)+β2

n∑
t=1

(xt−αxt−1)
2

}
(2.8)

On pose

a =
n∑

t=1

(yt − αyt−1)
2,

b =
n∑

t=1

(yt − αyt−1)(xt − αxt−1)

c =
n∑

t=1

(xt − αxt−1)
2

(2.9)

On obtient

π(β|α, y, x) ∝ [a− 2βb+ cβ2]−
n
2

∝
(a
c
− 2

bβ

c
+ β2

)−n
2

∝

[
1 +

(β − b
c
)2

(n− 1)
(a
c
− b2

c2
)

(n−1)

]−n
2

qui est la loi a posteriori conditionnelle de β.

π(β|α, y, x) ∝
[
1 +

(
β − β̂(α)

)2
(n− 1)K(α)

]−n
2

(2.10)

Avec

β̂(α) =
b

c
=

∑n
t=1(yt − αyt−1)(xt − αxt−1)∑n

t=1(xt − αxt−1)2
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Et

K(α) =
1

n− 1
(
a

c
− b2

c2
)

=
1

n− 1

[∑n
t=1(yt − αyt−1)

2∑n
t=1(xt − αxt−1)2

− (
∑n

t=1(yt − αyt−1)(xt − αxt−1))
2∑n

t=1(xt − αxt−1)2)2

]
On obtient le noyau d’une loi de student de moyenne β̂(α), d’une varianceK(α)

et de (n− 1) degrés de liberté.

β|α, y, x ∼ t(β̂(α), K(α), n− 1)

2.3.2.2 Loi a posteriori conditionnelle de α

π(α|β, y, x) ∝
{ n∑

t=1

(yt−βxt)
2−2α

n∑
t=1

(yt−βxt)(yt−1−βxt−1)+α2

n∑
t=1

(yt−1−βxt−1)
2

}
On pose

a′ =
n∑

t=1

(yt − βxt)
2,

b′ =
n∑

t=1

(yt − βxt)(yt−1 − βxt−1)

c′ =
n∑

t=1

(yt−1 − βxt−1)
2

On obtient
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π(α|β, y, x) ∝ [a′ − 2αb′ + c′α2]−
n
2

∝
(a′
c′

− 2
b′α

c′
+ α2

)−n
2

∝
[
1 +

(α− b′

c′
)2

(n− 1)
(a

′
c′ −

b′2
c′2

)

(n−1)

]−n
2

Par conséquent

π(α|β, y, x) ∝

[
1 +

(α− α̂(β))2

(n− 1)K(β)

]−n
2

(2.11)

qui est le noyau d’une loi de student de moyenne α̂(β), d’une variance K(β) et

de (n− 1) degrés de liberté.

α|β, y, x ∼ t(α̂(β), K(β), n− 1)

Avec

α̂(β) =
b′

c′
=

∑n
t=1(yt − βyt−1)(xt − βxt−1)∑n

t=1(xt − βxt−1)2

et

K(β) =
1

n− 1
(
a′

c′
− b′2

c′2
)

=
1

n− 1

[ ∑n
t=1(yt − βyt−1)

2∑n
t=1(yt−1 − βxt−1)2

− (

∑n
t=1(yt − βyt−1)(xt − αxt−1))

2∑n
t=1(yt−1 − βxt−1)2)2

]
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2.4 Estimation des paramètres d’un modèle de

régression linéaire quand les erreurs sont

dépendantes (ϵt ∼ AR(1)) sous contamination

AO

Nous allons déterminer les distributions a posteriori conditionnelles des pa-

ramètres du modèle de régression quand les erreurs sont autocorrélées sous conta-

mination AO. A consulter pour plus de détails à ce sujet : Box, George EP (1968) ;

Chaloner, Kathryn et Rollin Brant (1988) ; Jack, Gambino et Guttman Irwin

(1984),Jack Gambino et Guttman Irwin (1984),Chen et Cathy WS (1997) ; Ga-

leano, Pedro, and Daniel Peña (2013)

2.4.1 Présentation du modèle AO

Dans ce cas une seule observation est affectée, au lieu d’observer les yt, nous

observons y∗t

y∗t =

 yt si t ̸= k

yt +∆ si t = k

=


βxt + µt t ̸= k

µt = αµt−1 + ϵt

βxk + µk +∆ t = k

(2.12)

avec ∆ est l’amplitude inconnue de la contamination qui se produit à l’instant

t = k avec 1 < k < n.

36
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2.4.2 Lois a posteriori conditionnelles de β, α,∆

yk+1 = βxk+1 + µk+1

= βxk+1 + αµk + ϵk+1

= βxk+1 + α(yk − βxk −∆) + ϵk+1

= βxk+1 + αyk − αβxk − α∆+ ϵk+1

yk+1 − αyk = β(xk+1 − αxk)− α∆+ ϵk+1

Le modèle peut être réécrit comme suit :


yt − αyt−1 = β(xt − αxt−1) + ϵt, t ̸= k, k + 1

yk − αyk−1 = β(xk − αxk−1) + ϵk +∆

yk+1 − αyk = β(xk+1 − αxk) + ϵk+1 − α∆

La loi a posteriori de (β, α,∆, σ) est donnée comme suit

π(β, α, σ,∆|y) = π(β, α, σ,∆).π(y1, ..., yn|β, α, σ,∆)

∝ (σ)−(n+1)exp
{−1

2σ2

[ n∑
t=1

t̸=k,k+1

(yt − αyt−1 − β(xt − αxt−1))
2

+(yk − αyk−1 − β(xk − αxk−1)−∆)2

+(yk+1 − αyk − β(xk+1 − αxk) + α∆)2
]}

(2.13)

On introduit la notation

A(β, α,∆) =
n∑

t=1
t̸=k,k+1

(yt − αyt−1 − β(xt − αxt−1))
2

+(yk − αyk−1 − β(xk − αxk−1)−∆)2

+(yk+1 − αyk − β(xk+1 − αxk) + α∆)2 (2.14)
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Alors

π(β, α, σ,∆|y) ∝ (σ)−(n+1)exp
{−1

2σ2
A(β, α,∆)

}
(2.15)

En effectuant le changement de variables z = 1
2σ2A(β, α,∆) et en intégrant par

rapport à σ dans (2.15), on obtient la loi a posteriori conditionnelle suivante

π(β, α,∆|y, x) ∝
∫ +∞

0

A(β, α,∆)−
n
2 z

n
2
−1exp(−z)dz

∝ {A(β, α,∆)}−
n
2

∝
{ ∑

t̸=k,k+1

(
yt − αyt−1 − β(xt − αxt−1)

)2
+
(
yk − αyk−1 − β(xk − αxk−1)−∆

)2
+
(
yk+1 − αyk − β(xk+1 − αxk) + α∆

)2}−n
2

2.4.2.1 Loi a posteriori de β sachant α et ∆

la loi a posteriori de β pour les valeurs fixées de α et ∆

π(β|α,∆, y, x) ∝
{ n∑

t=1

(yt − αyt−1)
2 − 2∆((yk − αyk−1)− 2α(yk+1 − αyk)) + ∆2(1 + α2)

−2β
[ n∑

t=1

(yt − αyt−1)(xt − αxt−1)−∆(xk − αxk−1) + α∆(xk+1 − αxk)
]

+β2

n∑
t=1

(xt − αxt−1)
2)−

n
2

}
On pose

a1(α,∆) =
n∑

t=1

(yt − αyt−1)
2 − 2∆(yk − αyk−1) + 2α∆(yk+1 − αyk) + ∆2(1 + α2)

b1(α,∆) =
n∑

t=1

(yt − αyt−1)(xt − αxt−1)−∆(xk − αxk−1) + α∆(xk+1 − αxk)

c1(α,∆) =
n∑

t=1

(xt − αxt−1)
2
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Ce qui nous permet d’écrire la densité π(β|α,∆, y, x) sous la forme

π(β|α,∆, y, x) ∝ {a1(α,∆)− 2βb1(, α,∆) + β2c1(α,∆)}−
n
2

=
{
1 +

(β − β̂(α,∆))2

S2
1(α,∆)(n− 1)

}−n
2

qui est une loi de student de moyenne β̂(α,∆) de variance S2(α,∆) et de (n−1)

degrés de liberté avec

β̂(α,∆) =
b1(α,∆)

c1(α,∆)

=

∑n
t=1(yt − αyt−1)(xt − αxt−1)−∆(xk − αxk−1) + α∆(xk+1 − αxk)∑n

t=1(xt − αxt−1)2

S2
1(α,∆) =

1

n− 1

(a1(α,∆)

c1(α,∆)
− b1(α,∆)2

c1(α,∆)2

)
=

1

n− 1

(∑n
t=1(yt − αyt−1)

2 − 2∆(yk − αyk−1) + 2α∆(yk+1 − αyk) + ∆2(1 + α2)∑n
t=1(xt − αxt−1)2

−
(∑n

t=1(yt − αyt−1)(xt − αxt−1)−∆(xk − αxk−1) + α∆(xk+1 − αxk)
)2(∑n

t=1(xt − αxt−1)2
)2 )
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2.4.2.2 Loi a posteriori de α sachant ∆ et β

La loi a posteriori de α pour les valeurs fixées de ∆ et β

π(α|β,∆, y, x) ∝
{ n∑

t=1

(yt − βxt)
2 − 2∆(yk − βxk) + ∆2

−2α
[ n∑

t=1

(yt − βxt)(yt−1 − βxt−1)−∆[(yk−1 + βxk−1) + (yk+1 − βxk+1)
]

+α2
[ n∑

t=1

(yt−1 − βxt−1)
2 − 2∆(yk − βxk) + ∆2

]}−n
2

On pose

a2(∆, β) =
n∑

t=1

(yt − βxt)
2 − 2∆(yk − βxk) + ∆2

b2(∆, β) =
n∑

t=1

(yt − βxt)(yt−1 − βxt−1)−∆[(yk−1 + βxk−1) + (yk+1 − βxk+1)

c2(∆, β) =
n∑

t=1

(yt−1 − βxt−1)
2 − 2∆(yk − βxk) + ∆2

Ce qui nous permet d’écrire la densité π(α|β,∆, y, x) sous la forme

π(α|β,∆, y, x) = {a2(∆, β)− 2αb2(∆, β) + α2c2(∆, β)}−
n
2

=
{
1 +

(α− α̂(∆, β))2

S2
2(∆, β)(n− 1)

}−n
2

qui est une loi de student de moyenne α̂(∆, β) de variance S2(∆, β) et de (n− 1)

degrés de liberté avec

α̂(∆, β) =
b2(∆, β)

c2(∆, β)

=

∑n
t=1(yt − βxt)(yt−1 + βxt−1)−∆[(yk−1 + βxk−1) + (yk+1 − βxk+1)]∑n

t=1(yt−1 − βxt−1)2 − 2∆(yk − βxk) + ∆2
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S2
2(∆, β) =

1

n− 1

(a2(∆, β)

c2(∆, β)
− b2(∆, β)2

c2(∆, β)2

)
=

1

n− 1

( ∑n
t=1(yt − βxt)

2 − 2∆(yk − βxk) + ∆2∑n
t=1(yt−1 − βxt−1)2 − 2∆(yk − βxk) + ∆2

−
(∑n

t=1(yt − βxt)(yt−1 + βxt−1)−∆[(yk−1 + βxk−1) + (yk+1 − βxk+1)
)2(∑n

t=1(yt−1 − βxt−1)2 − 2∆(yk − βxk) + ∆2
)2 )

2.4.2.3 Loi a posteriori de ∆ sachant α et β

La loi a posteriori de ∆ pour les valeurs fixées de α et β

π(∆|α, β, y, x) =
{ n∑

t=1
t̸=k,k+1

(yt − αyt−1 − β(xt − αxt−1))
2

+
(
yk − αyk−1 − β(xk − αxk−1)

)2
+∆2

−2∆
(
yk − αyk−1 − β(xk − αxk−1)

)
+
(
yk+1 − αyk − β(xk+1 − αxk)

)2
+ α2∆2

−2α∆
(
yk+1 − αyk − β(xk+1 − αxk)

)}−n
2

De là on trouve

π(∆|α, β, y, x) ∝
{ n∑

t=1
t̸=k,k+1

(yt − αyt−1 − β(xt − αxt−1))
2

+
(
yk − αyk−1)− β(xk − αxk−1)

)2
+
(
yk+1 − αyk − β(xk+1 − αxk)

)2
−2∆

[(
yk − αyk−1 − β(xk − αxk−1)

)
+ α

(
yk+1 − αyk − β(xk+1 − αxk)

)]
+∆2(1 + α2)

}−n
2

On pose
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a3(α, β) =
n∑

t=1
t̸=k,k+1

(yt − αyt−1 − β(xt − αxt−1))
2

+
(
yk − αyk−1)− β(xk − αxk−1)

)2
+
(
yk+1 − αyk − β(xk+1 − αxk)

)2
b3(α, β) = (yk − αyk−1 − β(xk − αxk−1)) + α(yk+1 − αyk − β(xk+1 − αxk)

c3(α) = (1 + α2)

Ce qui nous permet d’écrire la densité π(∆|α, β, y, x) sous la forme

π(∆|α, β, y) = {a3(α, β)− 2b3(α, β)∆ + c3(α)∆
2}−

n
2

= {1 + (∆− ∆̂(α, β))2

S2
3(α, β)(n− 1)

}−
n
2

qui est une loi de student de moyenne ∆̂(α, β) de variance S2
3(α, β) et de (n−1)

degrés de liberté.

∆̂(α, β) =
b3(α, β)

c3(α)

=
(yk − αyk−1 − β(xk − αxk−1)) + α(yk+1 − αyk − β(xk+1 − αxk))

(1 + α2)

S2
3(α, β) =

1

n− 1

(a3(α, β)
c3(α, β)

− b3(α, β)
2

c3(α, β)2

)

=
1

n− 1

( ∑n
t=1

t̸=k,k+1

(yt − αyt−1 − β(xt − αxt−1))
2

(1 + α2)

+

(
yk − αyk−1)− β(xk − αxk−1)

)2
+
(
yk+1 − αyk − β(xk+1 − αxk)

)2
(1 + α2)

−((yk − αyk−1 − β(xk − αxk−1)) + α(yk+1 − αyk − β(xk+1 − αxk))
2

(1 + α2)2

)
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2.5 Densité prédictive d’une observation future

sous contamination AO

On définit la densité prédictive (posterior predictive) comme la densité d’une

observation nouvelle de l’échantillon. On la calcule comme la densité de yn+1

sachant le vecteur (y1, y2, ..., yn) marginalement par rapport à β, α,∆ et y.

Dans notre cas, nous considérons yn+1 comme un paramètre inconnu. On

cherchera alors à prédire yn+1 sachant (y1, y2, ..., yn) en calculant la loi a posteriori

conditionnelle complète π(yn+1|y, x, σ, β, α,∆)

On a

π(β, σ, α,∆) ∝ 1

σ
(2.16)

et

π(yn+1, α, β,∆, σ) =
1

σ
× 1

σ
× exp

{
− 1

2σ2
(yn+1 − βxn+1 − α(yn − βxn))

2
}

avec yn+1 ∼ N (βxn+1 + α(yn − βxn), σ
2)

Ainsi que la distribution conjointe a posteriori des paramètres

π(yn+1, β, α,∆, σ|y, xn+1, x) ∝ 1

σ2
exp
{
− 1

2σ2
(yn+1 − βxn+1 − α(yn − βxn))

2
}

× 1

σn
exp
{
− 1

2σ2

n∑
t=1

t̸=k,k+1

(
yt − βxt − α(yt−1 − βxt−1)

)2
+
(
yk − βxk −∆− α(xk − βxk−1)

)2
+
(
yk+1 − βxk+1 + α∆− α(xk+1 − βxk)

)2}
d’où la loi a posteriori conditionnelle suivante
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contamination

π(yn+1|β, α, σ,∆, y, xn+1, x) ∝ 1

σn+2
exp
{
− 1

2σ2

n∑
t=1

t̸=k,k+1

(
yt − βxt − α(yt−1 − βxt−1)

)2
+
(
yk − βxk −∆− α(xk − βxk−1)

)2
+
(
yk+1 − βxk+1 + α∆− α(xk+1 − βxk)

)2}
×exp

{
− 1

2σ2

(
yn+1 − βxn+1 − α(yn − βxn)

)2}
2.5.1 Lois a posteriori conditionnelles de yn+1, β, α,∆

En intégrant par rapport à σ on trouve

π(yn+1|β, α,∆, y, xn+1, x) ∝
[ n∑

t=1
t̸=k,k+1

(
yt − βxt − α(yt−1 − βxt−1)

)2
+
(
yk − βxk −∆− α(xk − βxk−1)

)2
+
(
yk+1 − βxk+1 + α∆− α(xk+1 − βxk)

)2
+
(
yn+1 − βxn+1 − α(yn − βxn)

)2]−n+1
2

(2.17)

2.5.1.1 Loi a posteriori conditionnelle de yn+1

De (2.17) on obtient

π(yn+1|β, α,∆, y, xn+1, x) ∝
[ n∑

t=1

(
yt − βxt − α(yt−1 − βxt−1)

)2
+
(
yk − βxk −∆− α(xk − βxk−1)

)2
+
(
yk+1 − βxk+1 + α∆− α(xk+1 − βxk)

)2
+
(
βxn+1 + α(yn − βxn)

)2 − 2yn+1

(
βxn+1 + α(yn − βxn)

)
+y2n+1

]−n+1
2
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En posant

a1 =
n∑

t=1
t̸=k,k+1

(
yt − βxt − α(yt−1 − βxt−1)

)2
+
(
yk − βxk −∆− α(xk − βxk−1)

)2
+
(
yk+1 − βxk+1 + α∆− α(xk+1 − βxk)

)2
+
(
βxn+1 + α(yn − βxn)

)2
a2 = βxn+1 + α(yn − βxn)

a3 = 1

On obtient alors la loi a posteriori conditionnelle de yn+1 suivante

π(yn+1|α, β,∆, x, xn+1) ∝ {a1 − 2a2yn+1 + a3y
2
n+1}−

n+1
2

∝

[
1 +

(yn+1 − a2
a3
)2

n
(
a1
a3

−
a22
a23

)

n

]

On obtient le noyau d’une loi de student telle que

yn+1|β, α,∆, y,X, xn+1 ∼ tn(ŷn+1, S1, n)

avec

ŷn+1 =
a2
a3

= βxn+1 + α(yn − βxn)

Et

S2
1 =

1

n

(a1
a3

− a22
a23

)
=

1

n

( n∑
t=1

t̸=k,k+1

(
yt − βxt − α(yt−1 − βxt−1)

)2
+
(
yk − βxk −∆− α(xk − βxk−1)

)2
+
(
yk+1 − βxk+1 + α∆− α(xk+1 − βxk)

)2)
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2.5.1.2 Loi a posteriori conditionnelle de α

π(α|β,∆, y, x, xn+1) =
[ n∑

t=1

(yt − βxt)
2 +∆2 − 2∆

(
(yk − βxk) + (yk+1 − βxk+1)

)
−2α

[ n+1∑
t=1

(yt−1 − βxt−1)(yt − βxt)−∆[(xk − βxk−1)− (xk+1 − βxk)]
]

+α2
[ n+1∑

t=1

(yt−1 − βxt−1)
2 +∆2

]
+
(
yn+1 − βxn+1 − α(yn − βxn)

)2]−n+1
2

On pose

b1 =
n∑

t=1

(yt − βxt)
2 +∆2 − 2∆

[
(yk − βxk) + (yk+1 − βxk+1)

]
+
(
yn+1 − βxn+1 − α(yn − βxn)

)2
b2 =

n∑
t=1

(yt−1 − βxt−1)(yt − βxt)−∆[(xk − βxk−1)− (xk+1 − βxk)]

b3 =
n∑

t=1

(yt−1 − βxt−1)
2 +∆2

On obtient la loi a posteriori conditionnelle de α suivante

π(α|β,∆, y, x, xn+1) ∝ [b1 − 2αb2 + α2b3]
− (n−1)

2

∝

[
1 +

(α− b2
b3
)2

n
( b1
b3
− b22

b23
)

n

]−n+1
2

On obtient le noyau d’une loi de student

α|yn+1, β,∆, Y,X, xn+1 ∼ tn(α̂, S2, n)

avec
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α̂ =
b2
b3

=

∑n
t=1(yt−1 − βxt−1)(yt − βxt)−∆

[
(xk − βxk−1)− (xk+1 − βxk)

]∑n
t=1(yt−1 − βxt−1)2 +∆2

et

S2
2 =

1

n

(b1
b3

− b22
b23

)
=

1

n

(∑n
t=1(yt − βxt)

2 +∆2 − 2∆
[
(yk − βxk) + (yk+1 − βxk+1)

]∑n
t=1(yt−1 − βxt−1)2 +∆2

+

(
yn+1 − βxn+1 − α(yn − βxn)

)2∑n
t=1(yt−1 − βxt−1)2 +∆2

−

[∑n
t=1(yt−1 − βxt−1)(yt − βxt)−∆

[
(xk − βxk−1)− (xk+1 − βxk)

]]2
[∑n

t=1(yt−1 − βxt−1)2 +∆2
]2 )

2.5.1.3 Loi a posteriori conditionnelle de β

π(β|α,∆, y, x, xn+1) ∝
[ n∑

t=1

yt − αyt−1)
2 +∆2(1 + α2)− 2∆

[
(yk − αxk)− α(yk+1 − αxk+1)

]
−2β

[ n∑
t=1

(xt − αxt−1)(yt + αyt−1) + ∆(αxk−1 − xk) + α(xk+1 − αxk)
]

+β2

n∑
t=1

(xt + αxt−1)
2

+
(
yn+1 − αyn − β(xn+1 − αxn)

)2]−n+1
2
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on pose

c1 =
n∑

t=1

yt − αyt−1)
2 +∆2(1 + α2)− 2∆

[
(yk − αxk)− α(yk+1 − αxk+1)

]
c2 =

n∑
t=1

(xt − αxt−1)(yt + αyt−1) + ∆(αxk−1 − xk) + α(xk+1 − αxk)

c3 =
n∑

t=1

(xt + αxt−1)
2

On obtient

π(β|α,∆, y, x, xn+1) ∝ [c1 − 2βc2 + β2c3]
− (n+1)

2

∝

[
1 +

(β − c2
c3
)2

n
( c1
c3
− c22

c23
)

n

]

On obtient le noyau d’une loi de student

β|yn+1, α,∆, Y,X, xn+1 ∼ tn(β̂, S3, n)

avec

β̂ =
c2
c3

=

∑n
t=1(xt − αxt−1)(yt + αyt−1) + ∆(αxk−1 − xk) + α(xk+1 − αxk)∑n

t=1(xt + αxt−1)2

S2
3 =

1

n

(c1
c3

− c22
c23

)
=

1

n

(∑n
t=1 yt − αyt−1)

2 +∆2(1 + α2)− 2∆
[
(yk − αxk)− α(yk+1 − αxk+1)

]∑n+1
t=1 (xt + αxt−1)2

−

(∑n
t=1(xt − αxt−1)(yt + αyt−1) + ∆(αxk−1 − xk) + α(xk+1 − αxk)

)2
(∑n+1

t=1 (xt + αxt−1)2
)2

)
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CHAPITRE 2. Inférence Bayésienne d’un modèle de régression linéaire sous
contamination

2.5.1.4 Loi a posteriori conditionnelle de ∆

π(∆|α, β, y, yn+1, x, xn+1) =
[ n∑

t=1

(
yt − βxt − α(yt−1 − βxt−1)

)2
−2∆

[
(yk − βxk)− α

[
(xk − βxk−1) + (yk+1 − βxk+1)

−α(xk+1 − βxk)
]]

+∆2(α2 + 1)

+
(
yn+1 − βxn+1 − α(yn − βxn)

)2]−n+1
2

On pose le changement de variables suivant :

d1 =
n∑

t=1

(
yt − βxt − α(yt−1 − βxt−1)

)2
+
(
yn+1 − βxn+1 − α(yn − βxn)

)2
d2 = (yk − βxk)− α

[
(xk − βxk−1) + (yk+1 − βxk+1)− α(xk+1 − βxk)

]
d3 = α2 + 1

On obtient la loi a posteriori conditionnelle de ∆ suivante :

π(∆|α, β, y, yn+1, x, xn+1) ∝ [d1 − 2∆d2 +∆2d3]
− (n+1)

2

∝

[
1 +

(∆− d2
d3
)2

n
(d1
d3

− d22
d23
)

n

]−n+1
2

On obtient le noyau d’une loi de student

∆|y, yn+1, α, β, x, xn+1 ∼ tn(∆̂, S4, n)

avec

∆̂ =
d2
d3

=
(yk − βxk)− α

[
(xk − βxk−1) + (yk+1 − βxk+1)− α(xk+1 − βxk)

]
α2 + 1
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CHAPITRE 2. Inférence Bayésienne d’un modèle de régression linéaire sous
contamination

S2
4 =

1

n

(d1
d3

− d22
d23

)
=

1

n

(∑n+1
t=1 (yt − βxt − α(yt−1 − βxt−1))

2 +
(
yn+1 − βxn+1 − α(yn − βxn)

)2
α2 + 1

)

−
((yk − βxk)− α

[
(xk − βxk−1) + (yk+1 − βxk+1)− α(xk+1 − βxk)

])2
(α2 + 1)2

Remarque 2.1. De manière similaire, il est possible de calculer la densité

prédictive de yn+2 sachant y1, y2, y3, . . . , yn, yn+1.
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Chapitre 3

Étude de simulation

Cette étude de simulation a pour objectif de comprendre comment les valeurs

aberrantes additives influencent les estimations des paramètres du modèle de

régression à erreurs autocorrélées et les intervalles de crédibilité.

Dans ce chapitre nous allons voir via le langage Matlab l’application de

l’échantillonneur de Gibbs pour l’estimation des paramètres d’un modèle de

régression simple quand les erreurs sont dépendantes (ϵt ∼ AR(1)), ainsi que

l’estimation d’une observation future, sous contamination AO.
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CHAPITRE 3. Étude de simulation

3.1 Présentation du modèle

Dans ce qui suit, nous fournissons un exemple de simulation pour étudier

la convergence des estimateurs Bayésiens des paramètres β, α et ∆ à l’aide de

l’algorithme de Gibbs. Nous supposons que le processus AR(1) est stationnaire et

nous simulons les observations y en utilisant le modèle suivant



Yt = 4Xt + µt t ̸= k

Yk = 4Xk + µk +∆ t = k

µt = 0.5µt−1 + ϵt

µ0 = 0.5 ϵt ∼ N (0, 1)

(3.1)

Le graphe de la figure suivante nous donne la simulation de n = 200,∆ = 6,

k = 100 observations de la série y à partir du modèle (3.1)

Figure 3.1 – Graphe de la série d’observations y sous contamination AO
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CHAPITRE 3. Étude de simulation

3.2 Application de l’échantillonneur de Gibbs

pour l’estimation des paramètres du modèle

sous contamination AO

L’algorithme de Gibbs Sampler est utilisé pour N = 500 itérations afin

d’approximer la moyenne a posteriori de θ ∈ {β, α,∆}, en utilisant la fonction

de perte quadratique (coût quadratique), définie comme θ̂ = 1
N

∑N
i=1 θ

(m)
i avec

un ”burn-in” période de m − 1 observations pour atténuer l’influence des valeurs

initiales, pour N suites de Gibbs de taille m.

l’écart type (std) et le rmse sont donnés comme suit

std(θ) =

√√√√ 1

N − 1

N∑
t=1

(θ̂ − θ
(m)
i )2 (3.2)

rmse(θ) =

√√√√ 1

N

N∑
t=1

(θ
(m)
i − θ)2 (3.3)

Pour estimer l’intervalle de crédibilité (IC ) de θ, nous ordonnons l’échantillon

θ
(m)
1 , θ

(m)
2 , . . . , θ

(m)
N de la manière suivante : θ

(m)
(1) , θ

(m)
(2) , . . . , θ

(m)
(N). L’intervalle de

crédibilité à 95% (α = 0.05) de θ correspond à l’intervalle délimité par les quantiles

α
2
-ième et (1− α

2
)-ième de la distribution a posteriori du paramètre étudié.
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CHAPITRE 3. Étude de simulation

On donne ci-dessous les résultats des estimations des paramètres de notre

modèle pour différentes tailles d’échantillons .

Paramètres Vraie-valeurs n = 40, (k1 = 20) n = 200, (k1 = 100) n = 600, (k1 = 300)

β̂
(std)
(rmse) 4 4.0222

(0.4079)
(0.5830) 4.0106

(0.1782)
(0.2496) 4.0011

(0.1019)
(0.1437)

IC(β) [3.2431, 4.7783] [3.6509, 4, 3642] [3.7972, 4.1971]

α̂
(std)
(rmse) 0.5 0.4645

(0.1493)
(0.2188) 0.4961

(0.0614)
(0.0877) 0.4987

(0.0094)
(0.0135)

IC(α) [0.1344, 0.7164] [0.3715, 0.6060] [0.4213, 0.5694]

∆̂
(std)
(rmse) 6 6.0163

(0.9287)
(1.4810) 5.9973

(0.8457)
(1.2574) 5.9904

(0.7223)
(1.2411)

IC(∆) [4.3306, 7.9114] [4.3284, 7.6048] [4.5546, 7.3419]

Table 3.1 – Résultats des estimations des paramètres β, α, ∆ pour différentes

tailles d’échantillons.

Remarques

(i) On Remarque que plus la taille de l’échantillon n augmente plus les esti-

mateurs α̂, β̂, ∆̂ se rapprochent de leur vraie valeurs .

(ii) On remarque que plus la taille de l’échantillon augmente plus les ampli-

tudes des intervalles de crédibilité de β, α et ∆ diminuent.

(iii) On remarque ainsi que nos estimateurs α , β et ∆ sont convergents puisque

le rmse diminue au même temps que la taille de l’échantillon augmente.
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CHAPITRE 3. Étude de simulation

Le tableau suivant donne les résultats des estimations des paramètres de notre

modèle pour différentes tailles d’échantillons quand α est proche de la zone de non

stationnarité (α = 0.98).

Paramètres Vraie-valeurs n = 40, (k1 = 20) n = 200, (k1 = 100) n = 600, (k1 = 300)

β̂
(std)
(rmse) 4 4.0465

(0.3974)
(0.6378) 4.0008

(0.1765)
(0.2504) 4.0036

(0.1006)
(0.1426)

IC(β) [3.2177, 4.8097] [3.6583, 4.3624] [3.8046, 4.1932]

α̂
(std)
(rmse) 0.98 0.9203

(0.0913)
(0.1334) 0.9701

(0.0205)
(0.0291) 0.9770

(0.0094)
(0.0132)

IC(α) [0.6721, 1.0245] [0.9190, 0.9956] [0.9538, 0.9909]

∆̂
(std)
(rmse) 6 5.9792

(0.7424)
(2.0673) 5.9603

(0.7279)
(1.3878) 6.0164

(0.7320)
(1.2500)

IC(∆) [4.5229, 7.3575] [4.4582, 7.3396] [4.5634, 7.4851]

Table 3.2 – Résultats des estimations des paramètres β, α, ∆ pour différentes

tailles d’échantillons

Remarques

(i) On remarque que tous les estimateurs sont convergents puisque les rmse

diminuent quand la taille de l’échantillon augmente.

(ii) On remarque que les amplitudes diminuent quand la taille de l’échantillon

augmente.

(iii) On remarque que les écart-types (std) diminuent quand la taille de

l’échantillon augmente.
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CHAPITRE 3. Étude de simulation

3.3 Application de l’échantillonneur de Gibbs

pour la prédiction d’une valeur future sous

contamination AO

Pour n = 200, β = 4, ∆k1 = 4, σ = 1 et différents instants k1 de contamination.

La valeur prédite yn+1 est estimée comme la moyenne a posteriori de la densité

prédictive en utilisant l’algorithme de Gibbs sampler pour 500 répétitions. Les

résultats de simulation sont données dans la table suivante

Le rmse et le std sont indiqués comme suit : y
(std)
n+1(rmse)

k1 la vraie valeur

de yn+1

y
(std)
n+1(rmse)

k1 = 30 2.0671 2.0993
(1.1680)
(1.0678)

k1 = 100 1.9870 2.0681
(1.1488)
(1.0782)

k1 = 199 2.0058 2.0068
(1.1588)
(1.0890)

Table 3.3 – Observation prédite yn+1 sous contamination AO

Remarque 3.1. Pour tout les instants de contamination, on remarque que la

valeur estimée de yn+1 est proche de la vraie valeur yn+1.
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Conclusion générale et

perspectives

Dans ce mémoire, nous avons adopté une approche bayésienne pour estimer

les paramètres d’un modèle de régression linéaire qui présente des erreurs

autocorrélées et en présence d’une contamination AO.

L’algorithme de Gibbs sampler nous permet d’estimer les paramètres à la

fois du modèle de régression linéaire, du modèle autorégressif et l’amplitude de

la contamination AO. Pour ce faire, nous avons déterminé les lois a posteriori

conditionnelles des paramètres du modèle, ainsi que la densité prédictive d’une

observation future.

Nos résultats de simulation ont montré que les paramètres du modèle et la

valeur future sont bien estimés.

Perspectives

- Généraliser l’étude au cas d’un modèle autorégressif d’ordre p, où p ≥ 2.

- Prendre en compte des distributions a priori informatives.



Résumé

Au cours de cette étude, nous avons appliqué l’algorithme de Gibbs sampler

pour estimer les paramètres d’un modèle de régression linéaire avec des erreurs au-

tocorrélées suivant un AR(1), tout en prenant en compte la présence de contamina-

tion AO. Nous avons également utilisé cette méthode pour effectuer des prédictions

de valeurs futures.

Afin de démontrer l’efficacité de cette méthode, une étude de simulation a été

réalisée pour évaluer ses performances.

Abstract

In this study, we applied the Gibbs sampler algorithm to estimate the para-

meters of a linear regression model with autocorrelated errors following an AR(1),

while taking into account the presence of AO contamination. We also used this

method to predict future values.

To prove the efficiency of this method, a simulation study was carried out to

evaluate its performance.
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