République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche
Scientifique
Université Mouloud Mammeri de Tizi Ouzou
Faculté des Sciences
Département des Mathématiques
Laboratoire LMPA

Filiere : Mathématiques
Spécialité : Probabilités & Statistique

Inférence dans les modéles autorégressifs a
coefficients aléatoires RCAR(1).

Présenté par
Melle MENOUCHE Ourdia

Sous la direction de
Mme ATiIL Lynda

Soutenue le 27 septembre 2023 devant le jury :

Mr. FELLAG Hocine Professeur UMMTO Président
Mme. ATIL Lynda MCA UMMTO Rapporteur
Mme. BELKACEM Cherifa MCB UMMTO Examinatrice

Année Universitaire : 2022/2023



Je dédie ce travail a la mémoire de ma mére, Berkane Sadia, qui
nous a quittée avant de pouvoir témoigner de l’achévement de cette
étape de ma vie. Ma mére a toujours été une source constante
d’inspiration et de soutien, son amour inconditionnel et son
dévouement ont été des moteurs essentiels de mes succés
académiques.

Malgré la peine que sa perte a engendré, je suis profondément
honorée de lui consacrer ce travail, qui symbolise pour mot non
seulement une réalisation personnelle, mais aussi un hommage a la
femme qui m’a élevée et a toujours cru en moi. Je suis convaincue
que st elle était encore parmi nous, elle serait fiere de mon parcours
académique et de cette réalisation. Son influence perdurera dans
mon ceur et continuera de guider mes projets futurs. Maman, Je te
suts redevable de ce que je suis aujourd’hui, et je m’efforcerai
tougjours de maintenir ta fierté envers moi. Que le bon Dieu
t’accueille dans son éternel paradis.



Remerciements

Je tiens a exprimer mes sinceres remerciements a tous ceur qui ont joué un role
essentiel dans la réalisation de ce mémoire. En premier lieu, je souhaite adresser
ma profonde gratitude a ma promotrice, Madame Atil Lynda, pour son accompa-
gnement précieux tout au long de la réalisation de ce travail. Son expertise, sa
disponibilité et son soutien constant ont été les piliers de ma réussite. Elle m’a en-
couragé a repousser mes limites, a explorer de nouvelles perspectives et a atteindre
des sommets académiques que je n’aurais jamais crus possibles.

De plus, je souhaite adresser mes sinceres remerciements aux membres du jury,
Mme Belkacem et Mr Fellag, pour l’honneur qu’ils m’ont fait en acceptant de
consacrer leur temps et leur expertise a [’évaluation de ce travail.

Je tiens également a exprimer ma reconnaissance envers mon pere et mes
fréres, Farid et Yacine. Je tiens a accorder une mention spéciale a mon frere
Makhlouf, qui occupe une place unique et irremplacable dans ma vie. Son soutien
inestimable a €té le moteur qui m’a permis d’atteindre cette étape cruciale. Je
souhaite également remercier chaleureusement ma meilleure copine Sarah et sa
famille, qui ont toujours été la pour moi.

Enfin, U’équipe pédagogique du master Probabilités et Statistiques mérite ma
gratitude pour leur enseignement précieux. En résumé, ma reconnaissance est pro-
fonde envers toutes les personnes qui ont joué un role essentiel dans la concrétisation
de ce travail de recherche.



Résumé

Ce mémoire se penche sur 'inférence statistique dans les modeles autorégressifs
a coefficient aléatoire d’ordre 1, RCAR(1). L’objectif principal de cette étude est
d’estimer les parametres clés de ces modeles, en utilisant trois méthodes différentes :
les moindres carrés, la méthode du maximum de vraisemblance et 'approche
Bayésienne hiérarchique basée sur la méthode de Monte-Carlo par chaines de Mar-
kov (MCMC). La méthode des moindres carrés consiste & minimiser la somme des
carrés des résidus et a dériver par rapport aux parametres inconnus. Ensuite, la
méthode du maximum de vraisemblance nous permet d’estimer les parametres
via la fonction de vraisemblance. Enfin, dans le cas de la méthode Bayésienne
hiérarchique I’échantillonneur de Gibbs permet de générer des échantillons a par-
tir d'une distribution a posteriori, qui, une fois moyennés, donne la valeur estimée
du parametre inconnu. L’efficacité des trois méthodes est comparée en fonction de
la moyenne de 'erreur quadratique moyenne (AMSE) pour des données de simu-
lation.

Mots-clés : Modele autorégressif a coefficients aléatoires d’ordre 1 (RCAR(1)),
estimation, stationnarité, méthode des moindres carrés, estimation du maximum
de vraisemblance, approche Bayésienne hiérarchique, modele autorégressif dyna-
mique a coefficients aléatoires d’ordre un (RCDAR(1,1)), échantillonnage de Gibbs,
la moyenne de 'erreur quadratique moyenne (AMSE).



Abstract

This thesis focuses on statistical inference in first-order random coefficient au-
toregressive models RCAR(1). The main objective of this study is to estimate
the key parameters of these models using three different methods : least-squares,
maximum likelihood estimation, and a hierarchical Bayesian approach based on
Markov Chain Monte Carlo (MCMC) sampling. The least squares method consists
in minimizing the sum of the squared residuals and computing derivatives with res-
pect to the unknown parameters. Next, maximum likelihood estimation enables
parameter estimation through the likelihood function. Finally, in the case of the
hierarchical Bayesian method, the Gibbs sampler is employed to generate samples
from a posterior distribution, which, when averaged, provides the estimated value
of the unknown parameter. The efficiency of these three methods is compared ba-
sed on the average mean squared error (AMSE) for simulated data.

Keywords : First order of random coefficient autoregressive model (RCAR(1)), es-
timation, stationarity, least-squares method, maximum likelihood estimation, hie-
rarchical Bayesian approach, first order of random coefficient dynamic autoregres-
sive model (RCDAR(1,1)), Gibbs sampling, average mean square error (AMSE).



Table des matieres

Introduction générale 9
1 Généralités et paradigme Bayésien 12
1.1 Imntroduction . . . . . . . . ... 12
1.2 Théoreme de Bayes . . . . . . . . .. ... oL 13
1.3 Présentation du modele Bayésien . . . . . .. ... ... 14
1.4 Inférence statistique Bayésienne . . . . . . . . ... ... 16
1.4.1  Approche décisionnelle, Estimation ponctuelle . . . . . . . . 16
1.4.2 Choixdelaloiapriori . . . . ... ... ... ... ..... 21
1.4.3 Estimation par intervalles . . . . . . .. ... ... ... .. 26

1.5 Modele Bayésien hiérarchique et méthodes Monte-Carlo par chaine
de Markov . . . . . . . . ... 28
1.5.1 L’analyse Bayésienne hiérarchique . . . . . ... ... ... 28
1.5.2  Méthode de Monte-Carlo par chaine de Markov . . . . . .. 29
1.5.2.1  Algorithme de Metropolis-Hastings . . . . . . . .. 30
1.5.2.2  L’échantillonnage de Gibbs . . . . . . .. ... .. 31
1.6 Notions de base en séries chronologiques . . . . . . . .. ... ... 32
1.6.1 Processus stochastiques . . . . . . . ... ... ... ..... 32
1.6.2  Une série chronologique . . . . . . .. .. ... ... .... 32
1.6.3 Théoreme de Wold . . . . . . ... ... ... .. ... ... 33
1.6.4 Opérateur retard et opérateur différence . . . . . . . . . .. 34
1.6.5 Stationnarité . . . . ... ..o 34

1.6.5.1 Série stationnaire au sens strict ou stationnarité forte 34
1.6.5.2 Stationnarité d’ordre deux ou la stationnarité faible 35
1.6.6 Ergodicité . . . . . . ... 36
1.6.7  Processus bruit blanc (White noise) . . . . . ... ... ... 38



TABLE DES MATIERES

1.6.8 Marche aléatoire (Random Walk) . . . ... ... ... ... 38
1.6.9 Fonction d’autocovariance . . . . . . ... .. ... ... .. 39
1.6.10 Fonction d’autocorrélation (ACF) . . . . .. ... ... ... 39
1.6.11 Fonction d’autocorrélation partielle (PACF) . . . . .. . .. 40
1.6.12 Quelques modeles de séries temporelles . . . . . . . ... .. 41
2 Modele autorégressif a coefficients aléatoires 43
2.1 Introduction . . . . . . ... .. 43
2.2 Etude des modéles autorégressifs a coefficients aléatoires . . . . . . 44
2.2.1 Modele autorégressif a coefficients aléatoires d’ordre p . . . . 44
2.2.2  Modele autorégressif a coefficient aléatoire d’ordre un . . . . 44
2.3 Conditions de stationnarité . . . . . . . . .. .. ... ... ... 45
2.3.1 L’existence d’une solution faiblement stationnaire . . . . . . 45
2.3.2 L’existence d’une solution strictement stationnaire . . . . . 46
2.4 L’approche fréquentiste dans I'estimation d'un modele RCAR(1) . . 50
2.4.1 Estimation par la méthode des moindres carrés . . . . . . . 50

2.4.1.1 Calcul de I'estimateur par la méthode des moindres
CAITES . v v o v v i e e o1

2.4.1.2  La consistance et la normalité asymptotique de
I’estimateur des moindres carrés . . . . . . . . . .. 55

2.4.2 Estimation des parametres d’'un modele RCAR(1) par la
méthode du maximum de vraisemblance . . . . .. .. ... 56
2.4.2.1  Calcul de I'estimateur du maximum de vraisemblance 57

2.4.2.2 La consistance forte de 'estimateur du maximum
de vraisemblance . . . . .. ... ... 60
2.4.2.3 Le théoreme central limite . . . . .. .. .. ... 65
3 Application numérique 77
3.1 Introduction . . . . . . . ... . 7
3.2 Application sur le modele RCAR(1) . . . ... .. ... ... .... 78
3.2.1 Présentation du modele RCAR(1) . . . ... ... ... ... 78
3.2.2 Méthodes d’estimation des parametres . . . . . . .. .. .. 79
3.2.2.1 La méthode des moindres carrés . . . . . . . . ... 79
3.2.2.2 La méthode du maximum de vraisemblance . . . . 80
3.2.2.3 La méthode Bayésienne hiérarchique . . . . . . .. 81
3.2.3 Etude de simulation . . . . . ... ... 85
3.3 Application sur le modele RCDAR(1,1) . . . ... ... ... .... 92
3.3.1 Présentation du modele RCDAR(p,q) et RCDAR(1,1) . . . . 92



TABLE DES MATIERES

3.3.2  Estimation des parametres d'un modele RCDAR(1,1) par la

méthode Bayésienne hiérarchique . . . . . . . .. ... ... 93

3.3.2.1 Choix des densités a priori . . . . . . .. . ... .. 94

3.3.2.2 Inférence a posteriori par échantillonnage de Gibbs 95

3.3.3 Etude de Simulation . . . . ... ... ... .. ..., 96
Conclusion générale 101



Table des figures

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Le graphique de la série temporelle pour les données générées pour
n=100. . . . . .
Le graphique de la série temporelle pour les données générées pour
n=300. . . . . .
Le graphique de la série temporelle pour les données générées pour
n=>500. . . . . ..
Le graphique de la série temporelle des données générées a partir
d’un modele AR(1) pour y;, (n =0.1,0.5,et 0.9). . . . . .. ... ..
Le graphique de la série temporelle des données générées a partir
d’un modele RCDAR(1,1) pour X; (n=0.1). . . . . ... ... ...
Le graphique de la série temporelle des données générées a partir
d’un modele RCDAR(1,1) pour X; (n=0.5). . . . . ... ... ...
Le graphique de la série temporelle des données générées a partir
d’un modele RCDAR(1,1) pour X; (n=0.9). . . . .. .. ... ...



Liste des tableaux

1.1 Quelques estimateurs de Bayes usuels. . . . . ... ... ... ... 19
1.2 Lois a priori conjuguées usuelles . . . . . . ... ... ... 22

3.1 La moyenne de l'erreur quadratique moyenne (AMSE) de I'estima-

tion des parametres par la méthode des moindres carrés . . . . . . . 89
3.2 La moyenne de l'erreur quadratique moyenne (AMSE) de I'estima-

tion des parametres par la méthode du maximum de vraisemblance 90
3.3 La moyenne de l'erreur quadratique moyenne (AMSE) de l'estima-

tion des parametres par la méthode Bayésienne hiérarchique . . . . 91



Introduction générale

L’évolution des séries temporelles est étroitement liée au développement de la
statistique, de l'informatique et a I’évolution des besoins en analyse des données
au fil du temps. Les séries temporelles, bien que présentes depuis I’Antiquité sous
la forme d’enregistrements chronologiques tels que les données météorologiques,
les prix des marchandises et les événements historiques, n’ont véritablement pris
forme que grace aux progres dans ces domaines clés.

Au XIXe siecle, des statisticiens éminents tels que Francis Galton et George
Udny Yule ont posé les bases des méthodes formelles d’analyse des séries tempo-
relles. Cependant, ce n’est que plus tard, au XXe siecle, avec le développement
de la théorie des probabilités, que 'analyse des séries temporelles s’est vraiment
formalisée. Des modeles probabilistes, comme les modeles ARIMA, ont vu le jour
et sont devenus des outils fondamentaux pour la modélisation et la prévision des
séries temporelles. Ces derniers ont été initialement concus pour modéliser des
séries temporelles stationnaires, ou les statistiques clés, telles que la moyenne et la
variance, restent stables au fil du temps. Ces modeles combinent des composantes
autoregressives (AR) et des composantes de moyenne mobile (MA) pour saisir les
dépendances temporelles et les motifs saisonniers des données.

Cependant, les modeles ARIMA présentent des limites importantes. Ils ont du
mal a traiter efficacement les données non stationnaires, les tendances a long terme
et les changements structurels dans les données.

Face a ces limites, les chercheurs ont ressenti le besoin de disposer de modeles
plus flexibles pour modéliser des séries temporelles complexes. Ils ont cherché des
solutions permettant aux coefficients des équations de régression de varier au fil du
temps, afin de mieux capturer les changements potentiels dans les relations entre



les variables.

C’est ainsi que les modeles RCAR (Random Coefficient Autoregressive) ont vu
le jour. Les modeles RCAR constituent une extension des modeles ARIMA, mais
avec une innovation cruciale : les coefficients des équations de régression sont traités
comme des variables aléatoires suivant certaines distributions. Depuis leur appari-
tion, les propriétés de base ont été dérivées par de nombreux auteurs. Par exemple,
Consilk(1974,1976)[12][11] et Andel (1976)[1] ont examiné la stabilité et la station-
narité au seconde ordre du modele RCAR. Nicholls and Quinn (1982)[26] ont, en
plus, étudié I'inférence statistique. Ces modeles sont intensivement utilisés dans di-
vers domaines tels que 'analyse des séries temporelles en économie, en finance et
en biologie, en médecine, en météorologie, en traitement du signal, et dans d’autres
domaines.

Les modeles RCAR sont particulierement utiles lorsque les données présentent
des tendances, des cycles, des ruptures structurelles ou des fluctuations non linéaires.
Ils peuvent capturer ces variations de maniere plus précise que les modeles ARIMA
traditionnels, qui supposent des coefficients constants.

Les modeles RCAR ont été construits pour répondre a la nécessité de modéliser
des séries temporelles complexes et variées de maniere plus flexible, tout en per-
mettant la prise en compte des changements structurels, de la non-stationnarité
et en offrant des approches d’inférence avancées. Leur genese découle des défis de
modélisation des données temporelles dans un large éventail d’applications.

Notre travail se base principalement sur la these de Dazhe Wang intitulée ” Fre-
quentist and Bayesian analysis of Random Coefficient Autoregressive Models”
(2003)[32]. Nous utiliserons également des références telles que Hwang and Ba-
sawa (1993) [20] et Quinn and Nicholls (1981) [28]. Notre objectif principal est de
développer une compréhension approfondie des méthodes d’inférence statistique
pour le modele autoregréssif a coefficient aléatoire d’ordre un, noté par RCAR(1).
Nous chercherons a explorer les outils et les techniques qui permettent d’estimer
ces parametres. Notre évaluation repose principalement sur la moyenne de ’erreur
quadratique moyenne (AMSE) comme critére de comparaison. Nous cherchons a
déterminer quelle méthode offre les estimations les plus précises et les plus fiables
des parametres des modeles RCAR(1). Cette application nous permet de mieux
comprendre comment ces méthodes fonctionnent.

Notre mémoire est composé de trois chapitres, dans le premier nous présentons
quelques généralités sur I'inférence statistique Bayésienne et Bayésienne hiérarchique.
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Nous introduisons également des concepts fondamentaux liés aux séries chronolo-
giques, jetant ainsi les fondations nécessaires pour la compréhension des modeles
RCAR.

Le deuxiéme chapitre se penche sur le modele RCAR(1) en détail. Nous intro-
duisons le modele autorégressif a coefficient aléatoire RCAR d’ordre p et nous
considérons en particulier un RCAR d’ordre 1. Nous donnons ensuite les condi-
tions de stationnarité d’'un modele RCAR(1) et nous nous concentrons sur les
méthodes d’estimation fréquentistes telles que la méthode des moindres carrés et
la méthode du maximum de vraisemblance.

Dans le troisieme chapitre nous comparons les méthodes d’inférence dans les
modeles RCAR(1). Nous mettons en lumiere les avantages et les limites de chaque
méthode, en nous appuyont sur des données de simulation et des calculs basés sur
la méthode de Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC). L'utilisation de Ial-
gorithme d’échantillonnage de Gibbs dans notre calcul MCMC constitue un aspect
important de notre approche.

11



Chapitre

Généralités et paradigme
Bayésien

1.1 Introduction

La statistique Bayésienne a été nommée en ’honneur du révérend Thomas
Bayes, un mathématicien britannique du 18*™¢ siecle. Son article posthume de
1763 [5], intitulé ”An Essay to Solving a Problem in the Doctrine of Chances”,
présente sa méthode pour mettre a jour les probabilités en fonction de nouvelles
données. Malgré cela, sa méthode est restée largement ignorée pendant de nom-
breuses décennies. Au fil des siecles, de nombreux mathématiciens et statisti-
ciens, dont Pierre-Simon de Laplace, ont réussi au développement des statistiques
Bayésiennes. Cependant, elles ont connu une renaissance grace aux avancées de
I'informatique et aux nouvelles méthodes de simulation.

Au début du 20°™¢siecle, des statisticiens tels que Harold Jeffreys et Bruno
de Finetti ont commencé a développer et a promouvoir la statistique Bayésienne.
Cependant, la statistique fréquentiste était largement prédominante a 1’époque,
et la statistique Bayésienne n’a pas été largement acceptée avant les années 1960
et 1970. L’utilisation de méthodes de simulation telles que 1’échantillonnage de
Monte-Carlo a permis la manipulation et I’analyse de distributions de probabilité
complexes.

La statistique Bayésienne est une approche de la statistique qui se base sur

I'inférence Bayésienne pour traiter les données et effectuer des dépenses. L’ap-
proche Bayésienne repose sur le théoreme de Bayes, qui permet de mettre a jour

12



CHAPITRE 1. Généralités et paradigme Bayésien

les croyances a propos d'un événement en fonction de 'obtention de nouvelles
données. Cette approche est particulierement utile lorsque les données sont rares,
ou lorsqu’il est important de prendre en compte des connaissances antérieures
ou des hypotheses subjectives. Aujourd’hui, la statistique Bayésienne est large-
ment utilisée dans de nombreux domaines, notamment en science, en ingénierie,
en médecine, en finance et en économie pour traiter des problemes tels que 1’esti-
mation des parametres, la prévision des séries chronologiques, la classification, la
prise de décision et ’analyse des réseaux.

Ce chapitre donnera un apergu général de l'inférence statistique Bayésienne et
Bayésienne hiérarchique ainsi que certaines notions sur les séries chronologiques.

1.2 Théoreme de Bayes

Considérons les événements aléatoires A et B tels que P(B) # 0.
P(A|B) et P(B|A) sont définis respectivement comme étant la probabilité de A,
conditionnellement a la réalisation de B, et la probabilité de B, conditionnellement
a la réalisation de A, de la maniere suivante :

P(A, B) P(B,A)
P(B) P(A)
En utilisant la relation P(A, B) = P(B, A), qui représente la probabilité que

les deux événements A et B se produisent simultanément, on peut établir la rela-
tion entre les deux probabilités conditionnelles P(A|B) et P(B|A).

P(A|B) = et P(BJA) =

En remplacant P(A|B) par P(BJA) qui est égale a P(B|A)P(A), on peut
déduire la relation entre les deux probabilités conditionnelles P(A|B) et P(B|A) :

P(BJA)P(A)
P(B)
Cette relation, connue sous le nom de théoreme de Bayes, représente en réalité un

principe d’actualisation. Elle décrit comment la vraisemblance de P(A) est mise a
jour vers P(A|B) une fois que I’événement B a été observé.

P(A|B) =

13



CHAPITRE 1. Généralités et paradigme Bayésien

Bayes (1763)[5] a formulé une version continue de ce résultat : pour deux va-
riables aléatoires X et Y avec une distribution conditionnelle f(z|y) et une distri-
bution marginale g(y), la distribution conditionnelle de y sachant x est donnée par :

f(xly)g(y)

g(ylz) =
J Fzly)g(y)dy
Ce théoreme d’inversion est naturellement justifié d’'un point de vue probabi-

liste. Cependant, Bayes et Laplace sont allés plus loin en considérant que l'incerti-
tude concernant le parametre 6 d’un modele peut étre décrit par une distribution
de probabilité 7 sur ©, appelée distribution a priori. L’inférence est alors basée
sur la distribution conditionnelle de # étant donné x, m(f|x), qui est appelée dis-
tribution a posteriori et est définie par :

PR G0
fe f(x|@)m(0)do
La formule de Bayes, également connue sous le nom d’équation de Bayes,
peut étre présentée de la maniere suivante, étant donné que le dénominateur est
indépendant de 0 :

m(0]z) oc f(x|0)m(6)

La transition de la distribution a priori a la distribution a posteriori des pa-
rametres du modele statistique, exprimée par la formule de Bayes, peut étre in-
terprétée comme une mise a jour ou une actualisation des connaissances en fonction
des observations.

1.3 Présentation du modele Bayésien

Définition 1.1. On appelle modéle statistique Bayésien la donnée d’un modéle
statistique paramétré (X, A, Py), ot 0 € ©.

Définissons les espaces intervenant dans un modele Bayésien

e Espace des observations
Noté X, il représente I’ensemble des résultats suite a une étude d’'un phénomene.

14



CHAPITRE 1. Généralités et paradigme Bayésien

e Espace des actions ou décisions
Noté A, il représente I’ensemble des actions ou décisions & prendre apres
I’obtention de 'information.

e Espace des états de la nature
Noté O, il représente I'espace des parametres inconnus 6.

e Espace des regles de décisions
Noté D, il représente I’ensemble des regles de décisions qu’on définit comme
une application de X dans A notée par 0.

b X — A

a; étant la ¢“™° action.

Définissons les lois de probabilités qui interviennent dans la statistique
Bayésienne

La statistique est utilisée pour inférer des phénomenes passés ou futurs en utilisant
une approche probabiliste. Dans I'analyse Bayésienne, le parametre inconnu 6 est
considéré comme aléatoire et ’espace des parametres © est muni d’une probabilité
7, tel que (O, A, 7) forme un espace probabilisé.

e Loi a priori
Notée par m(6), désigne la distribution du parametre inconnu 6, elle porte
I'information sur ce dernier. L’appellation a prior: exprime le fait qu’elle a
été établie préalablement a 'observation des données .

e Loi des observations
C’est la loi conditionnelle de z sachant 6 ou fonction de vraisemblance, sa
densité est notée par f(x|f). Elle est donnée par :

n

f(x16) =TT f(xil6)

i=1
e Loi du couple (0, x)
Cette loi est appelée aussi loi jointe, sa densité est notée f(0,x).

f(0,2) = f(]0)m(0)

15



CHAPITRE 1. Généralités et paradigme Bayésien

e Loi marginale de x
Elle est notée f(x) et elle est calculée de la maniére suivante :

f(z) = / £(x/0)x(6)d6

e Loi a posteriori
C’est la loi conditionnelle de 6 sachant z, sa densité est noté 7(6|z), cette
loi est une actualisation de la loi a priori () aux vu de l'observation x.
En vertu du théoreme de Bayes, on peut exprimer cette loi comme suit :

_ f(z]0)(0)
m(0lz) = Jo F(x]0)m(6)do

Remarque 1.1. Nous constatons que la loi a posteriori reste la piece
maitresse de l’estimation Bayésienne.

1.4 Inférence statistique Bayésienne

1.4.1 Approche décisionnelle, Estimation ponctuelle

Définition 1.2. (Fonction coit)
On appelle fonction cott (ou fonction perte) toute fonction L :

L:O6xA — RT
(0,0(x)) — L(0,6(z))

L(6,0(x)) évalue le cott ou la perte associé a la décision a = 6(x) quand le pa-
rametre vaut 0 . Elle permet de calculer la perte pour une mauvaise décision.

Définition 1.3. Soit L(0,0(x)) une fonction coit et soit m une loi a priori pour
0. On appelle estimateur de Bayes, la régle de décision §™(z) qui vérifie :
0" (x) = arg min E"[L(0,0(x))|x]
é(xz)eD
L’intéréet de I’approche décisionnelle est de trouver la meilleure évaluation possible
pour la fonction de 6, ce qui peut entrainer au mieux un cout nul lorsque ce pa-

rametre est connu. Dans le cas contraire, la fonction cotut perdrait sa continuité,
ce qui pourrait empecher le choix d’une procédure de décision.
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Pour obtenir un critere de comparaison a partir d’une fonction cotit, nous
considérons la moyenne de celui-ci, c’est ce que on appelle le risque fréquentiste.

Définition 1.4. (Risque fréquentiste)

Pour une fonction cout L(0,(x)) donnée, le risque fréquentiste est défini comme
la moyenne de cette fonction, représentant le cotit moyen associ€ a une regle de
décision. Le risque fréquentiste est noté R(0,d(x)).

RO9,5(x)) = EolL(6,5(x))
- /X L(8, 5(x))  (]6)dz

Le risque fréquentiste permet d’établir un critere de comparaison entre les décisions.
On dira que la stratégie 6, est préférable a 6o et on notera 61 < d9 st

R(0761> S R(9752)7 Vo € ©

Cette définition permet d’établir un pré-ordre sur l’ensemble D des décisions. Ce-
pendant, ce pré-ordre est partiel car il ne permet pas de comparer deux régles de
décision telles que :

R(Ql, 51) < R(‘gl, 52)

et
R(927 51) > R(eg, 52)

On définit alors le cout a posteriori.

Définition 1.5. (Coit a posteriori)
Le coit a posteriori p(m,d0|x) est défini comme la moyenne du cott par rapport d
la loi a posteriori. Il est également appelé risque a posteriori.

p(m,dlx) = ET[L(8,0(x))]
= /L(Q,é(m))ﬂ(mx)d@

0
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On considere maintenant la moyenne du risque fréquentiste sous la loi a priori,
qui est appelée le risque de Bayes (ou risque intégré).

Définition 1.6. (Risque de Bayes)
Le risque Bayésien noté r(m,0(x)), est défini pour une fonction coit donnée par :

r(m,o(x)) = ET[R(6,6(x))]

Ainsi, le risque de Bayes r(m,0(x)) peut également étre exprimé comme la
moyenne du risque a posteriori p(0,5(x)) suivant la loi marginale f(x).

Définition 1.7. (Estimateur de Bayes)
On appelle estimateur de Bayes associé a une fonction cout L et a une distribution
a priori w, toute décision 0™ qui minimise le risque intégré r(m, d(z)).

Ona :

TN :
0" (z) = arg 6&1)16111)7“(7@ d(x))

Propriétés de ’estimateur de Bayes

L’estimateur de Bayes est admissible.

L’estimateur de Bayes est biaisé.

L’estimateur de Bayes est convergent en probabilité lorsque la taille de

I’échantillon n tend vers 'infini.

La loi a posteriori peut étre asymptotiquement (c’est-a-dire pour de grandes

valeurs de n) approximée par une loi normale N (E[f|z], V[0]|z]).

Le tableau (1.1) ci-dessous représente quelques estimateurs de Bayes du pa-
rametre 6 sous la fonction cott quadratique pour les lois a priori conjuguées des
familles exponentielles usuelles.
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Loi de © Loi conjuguée Moyenne a posteriori

Normale N(6, 0?) Normale N (p, 72) %
Poisson P(6) Gamma I'(a, ) 1
Gamma I'(v, 0) Gamma T'(a, ) EIE

Binomiale B(n, 0) Béta Be(a, ) ﬁ

Binomiale Négative Neg (n, 0) Béta Be(a, ) #j:z:lm

Multinomiale My (n; 6y, ..., 0;) | Dirichlet D(ay, ..., o) %

Normale N (u, §) Gamma TI'(«/2, 8/2) Wﬂ@z

TABLE 1.1 — Quelques estimateurs de Bayes usuels.

L’estimateur ™ peut étre obtenu de maniere analytique ou numérique, en fonc-
tion de la complexité du cout L et de la loi a posteriori m(#|z). Dans le cas des
fonctions cout classiques, les estimateurs Bayésiens correspondants sont souvent
des caractéristiques usuelles de la distribution a posteriori.

Nous présentons ci-dessous les trois fonctions cout usuelles, qui sont appréciées
pour leur utilités et leur simplicités. Elles nous permettent d’obtenir facilement les
estimateurs Bayésiens les plus couramment utilisés.

La fonction coiit quadratique

La fonction cotit quadratique, introduite par Legendre (1805) and Gauss (1810),
est sans conteste le critere d’évaluation le plus commun. Elle est particulierement
intéressante lorsque l’espace des parametres est borné et permet un choix plus
subjectif du cout.
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Définition 1.8. La fonction cout quadratique est définie par :

L(0,6(z)) = (0 — 6(x))*

une variante de cette fonction cout est le cout quadratique pondérée définie par :

L(0.6(x)) = g(0)(0 — 6(x))?
Remarque 1.2. Sous la fonction cout quadratique, ’estimateur de Bayes est la
moyenne a posteriori, également connu sous le nom d’estimateur MMSE (Mini-
mum Mean Square Error).

La fonction cout absolue

On peut également obtenir 'estimateur en utilisant la fonction cotit absolue
dont I’expression s’écrit comme suit :

Définition 1.9. Soit la fonction cout absolue définie par :

0—0o(x) si 0>d(x)

L(e,(sm):{ S@) 0 s 0 sl = L) =100

Remarque 1.3. Sous la fonction cotut absolue, [’estimateur de Bayes est la médiane
a posteriort.

La fonction cotit 0-1

Ce cotit est surtout utilisé dans I’approche classique des tests d’hypothese, il a
été proposé par Neyman and Pearson.

Définition 1.10. La fonction cout 0 — 1 est définie par :

[0 st |0=d(x)] <¢
L(@,é(m))—{l si |0—0(2)] > e ,Ve > 0.

Remarque 1.4. Sous la fonction cout O — 1, l'estimateur de Bayes est appelé le
mazximum a posteriori (M AP), il représente le mode de la distribution a posteriori.
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1.4.2 Choix de la loi a priori

Le choix des lois a priori est une étape fondamentale dans I’analyse Bayésienne
et constitue une différence notable avec la statistique fréquentiste. Les stratégies
de choix sont diverses et peuvent étre motivées par différents points de vue. Ce
choix peut étre fondé sur des expériences passées, les connaissances subjectives
d’un statisticien ou la facilité du calcul. Enfin, ces stratégies peuvent également
tenir compte du fait qu’on ne sait rien par des lois non informatives.

Dans ce qui suit, nous allons introduire différents types de lois a priori.

Loi a priori conjuguée naturelle

Une des difficulté de I'approche Bayésienne est le calcul de la loi a posteriori.
Ce calcul est facilité lorsque la loi a priori et la loi de ’échantillon ont la méme
forme. Dans ce cas, on parle de loi a priori conjuguée.

L’approche a priori conjuguée, introduite par Raifa and Schlaifer en (1961),
peut étre considérée comme un point de départ pour I’élaboration de distributions
a priori fondées sur des informations a priori limitées.

Définition 1.11. Une famille F de distribution sur © est dite conjuguée pour la
loi f(z|0) siVm € F, la distribution a posteriori w(0|x) appartient également a F.
L’avantage des familles conjuguées est avant tout la facilité des calculs.

Remarque 1.5. Une loi conjuguée peut étre déterminée en considérant la forme
de la vraisemblance f(x|0) et en prenant une loi a priori de la méme forme. Les
lois a priori obtenues par ce procédé sont dites conjuguées naturelles.

Le tableau (1.2) ci-dessus contient quelques lois a priori conjuguées usuelles.
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f(x]0)

m(0)

7(0|x)

Normale N(6, 0?)

Normale N (p, 72)

N(

o?utri 0272)
0'2+7'2 70-2+T2

Poisson P(0)

Gamma I'(«, )

MNa+z,p+1)

Gamma I'(v, 6)

Gamma I'(«a, )

I'(a+wv, 8+ )

Binomiale B(n, 6)

Beta Be(a, )

Be(a+z,5+n—x)

Binomiale Négative Neg (m, 6)

Beta Be(a, )

Be(a+m, 3+ x)

Multinomiale My(6, ...

7916)

Dirichlet D(ay, ..., ax)

D(al + X1y .eny O + fEk)

Normale N (1, §)

Gamma ['(«a, )

(o +0.5, 8+ £22)

TABLE 1.2 — Lois a priori conjuguées usuelles

En regle générale, les lois a priori conjuguées sont associées a un type spécifique
de lois d’échantillonnage qui permettent de les obtenir systématiquement. Ces lois
sont souvent regroupées en familles appelées familles exponentielles.

Famille exponentielle

Définition 1.12. On appelle famille exponentielle a s parametres toute famille
de loi de distribution {Py} dont la densité a la forme suivante :

F(xl6) = hiw)-exp( Y n(O)T (@) - B6))

avec

o 1;(.), B(.) sont des fonctions de parametre 6.
o T;(.) sont des statistiques (fonction de x).

o h(.) est une fonction de x.
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Définition 1.13. Le modele exponentielle s’écrit sous la forme dite canonique en
reparamétrisant n;(0) par 0., on obtient dés lors l’équation suivante :

J(al6) = h(x)eap( Y 0Ti(x) - B(6))

Le résultat suivant donne la forme des lois naturelles conjuguées dans le cas du
modele exponentiel.

Proposition 1.1. Une famille exponentielle conjuguée pour f(x|0) est donnée
par
T(0lp, A) = K(p, Nexp(0p — AB(0))

ot K(p, ) est la constante de normalisation et la loi a posteriori correspondante
est donnée comme suit :

7(0]z) o< exp (e(u +2)— (A + 1)B(0))

Lois a priori non-informatives

Une loi a priori non-informative représente une ignorance sur le probleme
considéré, mais ne signifie pas que 'on ne sache absolument rien sur la distri-
bution statistique du parametre. Les lois a priori non-informatives sont des lois
qui fournissent une information sur le parametre a estimer dont le poids dans
I'inférence est réduit. Ce sont des distributions vagues qui, a priori ne favorisent
aucune valeur, ni aucune hypothese particuliere. En conséquence, elles permettent
aux données de "parler pour elless-mémes”. Ces lois a priori ont des avantages :
elles sont faciles a formuler, elles donnent I'apparence d’objectivité dans le choix
de la loi a priori et elles évitent 1'utilisation de lois a priori subjectives mal ap-
pliquées. Les différentes méthodes proposées pour obtenir ce type de lois a priori
ont pour point commun de n’utiliser comme source d’information que la forme de
la fonction de vraisemblance f(x|0) définie par le modele.

Les lois non-informatives peuvent étre considérées comme des lois de référence aux-
quelles chacun pourrait avoir recours quand toute information a priori est absente
ou minime. Certaines de ces lois sont plus utiles ou plus efficaces que d’autres mais
ne peuvent étre percues comme moins informatives que d’autres. Il est désormais
largement admis qu’il n’existe pas d’a priori absolument non-informative (Kass and
Wasserman, 1996)[21], comme le fait aussi remarquer Lindley (1990)[22] : "I’erreur
est de les interpréter (les lois a priori non-informative) comme des représentations
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d’une complete ignorance”.

Dans ce qui suit, nous allons présenter deux techniques de construction des lois
non informatives.

Lois a priori uniformes (ou lois a priori de Laplace )

La loi a priori non informative la plus simple et la plus utilisée est la loi uni-
forme. En effet, ce choix repose sur I’équiprobabilité des valeurs possible du pa-
rametre 6 sur O : si © est un ensemble de taille k, alors

Laplace a été le premier a utiliser des techniques non-informatives puisque, bien
que ne disposant pas d’information a priori pour les parametres qu’il étudiait, il
munit ces parametres d’une loi qui prend en compte son ignorance en donnant
la méme vraisemblance a chaque valeur possible, soit donc en utilisant une loi

uniforme. Son raisonnement, appelé plus tard principe de la raison insuffisante, se
fondait sur I’équiprobabilité des événements élémentaires.

Lois a priori de Jeffreys

Les lois a priori de Jeffreys, établies en 1946 et 1961, sont basées sur l'infor-
mation de Fisher qui représente une mesure de la quantité d’informations sur 6

(8log§0(:p|0) ) 2]

Dans le cas ou # est un parametre unidimensionnel et que le domaine de = ne

contenue dans 'observation z.

1(0) = E,

dépend pas de 6, alors cette information est égale a :

10y -5, (Zest0)] w

Définition 1.14. Soit 8 € R, on appelle loi a priori non-informative de Jeffreys,
la loi a priori de la forme :

ol
e (' une constante de normalisation.

24



CHAPITRE 1. Généralités et paradigme Bayésien

o [(0) linformation de Fisher apportée par x sur 6.

Dans le cas ou 0 est un parametre multidimensionnel, on définit la matrice
d’information de Fisher I(0) par la généralisation de I’équation (1.1).
Pour 6, les éléments de I(f) sont données par :

1;:(0) = —E, K%‘ggjm” . (4, j=1..,k)

Et la loi non-informative de Jeffreys est alors définie par :
7(0) o [det(I(6))]*?

Remarque 1.6.

e La loi a priori de Jeffreys est invariante par transformation bijective.

e La loi a priori de Jeffreys offre une méthode automatique pour obtenir une
loi a priori non-informative pour nimporte quel modeéle paramétrique, et
permet de retrouver des estimateurs classiques.

o (e type de construction de lois non-informatives mene tres souvent a des
lois a priori impropres.

Lois a priori impropres

Une loi impropre (ou généralisée) est une mesure o-finie sur ’espace des pa-
rametres O, c’est-a-dire une mesure 7 telle que

/@W(@)d@ = +o0

Ces lois sont obtenues lorsqu’on dispose des criteres subjectifs ou théoriques sur
la distribution a priori du parametre, qui conduisent a une mesure o-finie sur ©
plutot qu’a une mesure de probabilité. Les lois a priori impropres sont utiles dans
les modeles non-informatifs cependant, elles ne peuvent étre utilisées que si la
condition suivante est vérifiée :

m,(x) = /@f(x|9)7r(9)d0 < 00

En conclusion, I'usage de lois a priori impropres est justifié si la loi a posteriori
est propre car elle ne dépend pas de la constante multiplicative de la loi a priori.
Dans ce cas ces lois sont utiles du moins tant que la loi a posteriori existe car
I'inférence Bayésienne se fonde sur la loi a posteriori 7(0|x).
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Une difficulté pratique dans l'utilisation des lois impropres est de vérifier la
condition d’intégrabilité

/ f(z|0)m(0)do < oo
o

surtout dans des situations complexes, comme les modeles hiérarchiques. Cepen-
dant cette difficulté ne doit pas étre considérée comme un inconvénient car les nou-
velles techniques de calcul Bayésien comme les algorithmes MCMC ne nécessitent
pas dans la pratique de vérifier cette condition.

1.4.3 Estimation par intervalles

L’inférence statistique est une démarche d’inversion puisqu’elle vise a remonter
des effets aux causes, des observations aux parametres, seule la théorie Bayésienne
réalise cette inversion de fagon cohérente. Dans la conception classique de l'inter-
valle de confiance les bornes observées sont des grandeurs aléatoires qui varient
d’un échantillon a un autre.

Intervalle de crédibilité Bayésien

L’intervalle de crédibilité est 1’équivalent Bayésien de I'intervalle de confiance
dans la statistique classique. L’approche Bayésienne présente ’avantage de construire
directement une région de confiance, tandis que 'approche classique nécessite une
stratégie particuliere telle que 1'utilisation d’une fonction pivotale.

En revanche, l'interprétation de ces deux derniers est légerement différente :
les intervalles de crédibilité Bayésiens traitent leurs limites comme fixes et le pa-
rametre estimé comme variable aléatoire, tandis que les intervalles de confiances
fréquentistes traitent leurs limites comme variables aléatoires et le parametre es-
timé comme fixe.

De plus, les intervalles de crédibilité Bayésiens utilisent la connaissance a priori,
alors que les intervalles de confiance fréquentistes ne le font pas.

Définition 1.15. On appelle intervalle de confiance de niveau 1 — a de parameétre
0 tout intervalle I, tel que
Phel)=1-a
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pour « € [0, 1] fizé.
Si a augmente l'intervalle de confiance est plus petit.

Définition 1.16. (Fonction pivotale)
Une fonction pivotale de parametre 0 est une fonction des observations (z1, ..., x,)
et dont la loi ne dépend pas de 0.

Définition 1.17. Soit le modele Bayésien (X, A, Py, w(0)). On suppose que le
parameétre a estimer est 8. On dit que I [’intervalle de crédibilité de niveau o si
PG el>1-a

avec P™C1%) a loi de probabilité dont la densité a posteriori est w(0|z).
On pose généralement I = C,, on 'appelle aussi région a-crédible.

Définition 1.18. (Région a-crédible)
On dira qu’une région est a-crédible de plus forte densité a posteriori (PFDP, ou
HPD pour Highest Posterior Density), si elle est définie de la maniére suivante :

7 ={0,7(0]x) > k}
ou k est la plus grande valeur telle que :
POeCl)>1—a«

Par conséquent, si CT est une région PEDP, alors elle est également a-crédible.

Définition 1.19. (Intervalle de confiance a priori )
On appelle intervalle de confiance a priori J de niveau 1 — «, ['intervalle pour
lequel on a :

PleJ)=1—-a

ot P est la distribution de densité a priori w(-).

PO eJ)= / ©(0)do

Définition 1.20. (Intervalle de confiance a posteriori)
On appelle intervalle de confiance a posteriori I de niwveau 1 — «, l’intervalle pour
lequel on a :

Pl e Ifx) = /7?(9|x)d9 1-a

1
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1.5 Modele Bayésien hiérarchique et méthodes
Monte-Carlo par chaine de Markov

Dans cette section, nous présentons les concepts de base de ’approche Bayésienne

hiérarchique puis, des méthodes d’inférence de type Monte-Carlo par chaine de
Markov (MCMC).

1.5.1 L’analyse Bayésienne hiérarchique

Un des problemes d’une approche Bayésienne classique noté par les fréquentistes
est I'incertitude concernant la loi a priori. Une approche qui essaie de rectifier ce
probleme est 1’analyse Bayésienne hiérarchique qui met des mesures a priori sur
les parametres de la loi a priori 7(6).

Définition 1.21. On appelle modele Bayésien hiérarchique de niveau n, un modéle
statistique Bayésien avec densité conditionnelle de x sachant 6, f(x|0), la densité
a priori w(0) décomposée en n densités conditionnelles et une densité marginale ,
c’est-a-dire :

] ~ f(x0),
0|01 ~ 7T1(9,91),
91|92 N7T2(91,92),

6n—1|0n ~ 7"-n(en—1|€n)
en ~ Tp+1 (9n)

Les parametres ; sont appelés hyperparametres de niveau i (1 < i < n) et m,41(6,)
est une loi marginale. Par conséquent

(0) = / 1 (010) - (B2 |00) 11 (00)s - 6
O1X...XO,

Habituellement, nous nous limitons au cas ou n = 1 (Bayésien classique).
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Dans ce cas nous avons, la loi a posteriori de 6 est donnée par :

r(0lz) = /7?(9|01,x)7r(01|x)d«91

_ Telomole)
(001, ) = RCA
fi(z]0y) = /f(x\@)wl(gygl)d(gl
(6)|7) = W

f(z) = / 1 (216, a6, ) 6,

Un aspect positif de I'analyse Bayésienne hiérarchique est qu’elle augmente la
robustesse de 'analyse Bayésienne classique, puisqu’elle réduit I'arbitraire sur le
choix de I'hyperparametre (parfois reporté a un niveau plus élevé) et établit une
moyenne des réponses Bayésiennes conjuguées.

La décomposition d’une loi a priori 7 en plusieurs composantes 7, ms, ..., T, per-
met parfois d’obtenir des approximations plus aisées de certaines quantités a pos-
teriori.

Un inconvénient des modeles hiérarchiques est qu’ils ne permettent généralement
pas un calcul explicite des estimateurs de Bayes, méme lorsque les niveaux suc-
cessifs sont conjugués, et il faut donc avoir recours a des techniques numériques
d’approximation.

Nous citons, par exemple, deux méthodes générales pour construire des estimateurs
Bayésiens hiérarchiques :
e La premiere est la méthode de Monte-Carlo (Robert, 2001)[30].
e La deuxieme méthode est la méthode de Monte-Carlo avec fonction d’im-
portance (Robert, 2001)[30].

1.5.2 Meéthode de Monte-Carlo par chaine de Markov

Les méthodes de Monte-Carlo par chaine de Markov (Markov Chain Monte
Carlo en anglais et abrégé en MCMC) génerent une suite de variables aléatoires
(01, ..., 0y, ...) et, hormis la premiere a laquelle on attribue une valeur arbitraire,
chacune d’entre elles dépend uniquement de celle qui la précede. Les calculs sont
ensuite poursuivis en appliquant a cette séquence une loi des grands nombres pour
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les chaines markoviennes ergodiques de forme identique.

Dans ce qui suit, nous allons voir deux des algorithmes MCMC les plus connus :
tout d’abord, I'algorithme de Metropolis-Hastings, puis ’algorithme de Gibbs.

1.5.2.1 Algorithme de Metropolis-Hastings

L’algorithme de Metropolis-Hastings développé initialement par Metropolis
et al. (1953)[23] puis généralisé par Hastings (1970)[18], repose sur l'utilisation
d’une loi dite instrumentale selon laquelle on peut facilement générer des variables
aléatoires. Le principe est de générer des échantillons aléatoires a partir de cette
loi instrumentale. Ces échantillons sont ensuite corrigés afin qu’ils se comportent
asymptotiquement comme des observations aléatoires de la distribution cible ou
stationnaire.

Algorithme Metropolis-Hastings, sous sa formulation générale, s’écrit :
Pour #© est une valeur initiale, on définit par récurrence les valeurs de 6®).

A Tétape t, & partir de ¢V, 9®) est construit en tirant un ¢ & laide d’une
distribution de probabilité instrumentale : ' ~ ¢(.|0¢~1).0® est alors donné par :

o(t) = 0’ avec une probabilité a6, 0¢=Y)
041 avec une probabilité 1 — a(¢’, §¢=1)

ou

m(60=1)q(6'0¢D)’

La loi de densité 7(6) est souvent appelée loi cible ou loi objet, tandis que la

/ (t—1)|p!
a(9/78(t_1)) — min ( m(6")q(8 0) 1)

loi de densité ¢(.|6) est dite loi de proposition. Une propriété stupéfiante de cet
algorithme est d’autoriser un nombre infini de lois de proposition produisant toute
une chaine de Markov convergeant vers la loi d’intérét.

Remarque 1.7. Notons qu’il est possible suivant cette construction de rester au
meéme endroit apres une itération. On peut alors montrer en écrivant la condi-
tion de balance, que pour ce choix de o, on obtient une chaine de Markov de loi
stationnaire 7. Cette chaine de Markov est ergodique si et seulement si (0®); est
wréductible et apériodique.
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1.5.2.2 L’échantillonnage de Gibbs

L’échantillonnage de Gibbs développé par Geman and Geman (1984)[16] aussi
connu sous le nom de 'algorithme de Gibbs. Cet algorithme est tres populaire
parmi les méthodes MCMC grace a la simplicité de ses calculs. Considérons le vec-
teur de parametres 0 = (64, ..., k) de dimension K de densité a posteriori m(0|X).
Supposons qu’il est possible de simuler selon toutes les distributions conditionnelles
completes a posteriori (0| X, 0_1), k = 1, ..., K et ou 0_j, désigne le vecteur 6 privé
de la composante k. Pour simuler suivant la distribution a posteriori jointe m(0|X),
I’échantillonneur de Gibbs génere les parametres 6, , £ = 1,..., K itérativement
suivant leurs lois conditionnelles completes.

Algorithme d’échantillonnage de Gibbs :

Soit le vecteur de valeurs initiales 6©) = (6\*), .. 0&?)). 0™ sachant 8¢~V est obtenu
par :

(-1 gDy

1. Générer GY) suivant la distribution conditionnelle complete (01| X, 05 /..., 0,

2. Générer Gét) suivant la distribution conditionnelle complete (62| X, Hgt), 9:(;_1), cee

4. Générer 9%) suivant la distribution conditionnelle compléte 7 (61| X, th), e 05?71),

ot

00 =@ 0D,

L’échantillonneur de Gibbs est un cas particulier de I’algorithme de Metropolis-
Hastings dans lequel nous acceptons toujours (p = 1), il présente donc 1'avantage
de bouger dans l'espace a chaque itération. Il a également ’avantage de ne pas
avoir a choisir une distribution de proposition. L’inconvénient de cette méthode
est qu’elle nécessite de savoir générer suivant chacune des distributions condition-
nelles completes. Pour pallier ce probleme, lorsque nous avons une distribution
conditionnelle complete qui ne découle pas d’une loi convenable, il est alors pos-
sible d’utiliser une étape de Metropolis-Hastings dans I’échantillonneur de Gibbs,
nous parlons alors d’algorithme de Metropolis-Hastings dans Gibbs.

Sous les conditions de régularité et apres un nombre suffisamment important
d’itérations, c’est-a-dire t > ty, il a été montré que ces deux méthodes permettent
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d’obtenir un échantillon 8%) qui converge en distribution vers la distribution cible
(0| X) (Robert and Casella, 2004) [31]. Ainsi, les ensembles

{00t > to} et {Hz@,t > tg,i = 1,..., K} dans le cas de l'échantillonneur
de Gibbs peuvent étre considérés comme des échantillons suivant la distribution
jointe 7(0|X) et suivant les distributions marginales 7(6;|X) respectivement. Les

premilres t, itérations sont appelées la période de “burn-in” *.

1.6 Notions de base en séries chronologiques

Dans ce qui suit, nous allons présenter certaines notions et définitions impor-
tantes en séries chronologiques.

1.6.1 Processus stochastiques

Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires indexées par
le temps dont I'objectif principal est la représentation des phénomenes aléatoires
qui évoluent dans le temps. Pour chaque instant du temps 7t”, la valeur de la
quantité étudiée X; est une variable aléatoire. L’ensemble des valeurs X; quand ¢
varie est appelé processus aléatoire {X;;t € Z}.

Le concept des processus stochastiques joue un role tres important dans la
modélisation des séries chronologiques.

Soit (£2, F,P) un espace probabilisé.

Définition 1.22. Un processus stochastique ou processus aléatoire noté
{Xy;t € T} est une famille de variables aléatoires, définies sur un méme espace

probabilisé (Q, F,P).

o SiT est dénombrable, nous disons que le processus est discret.
e 50T est un intervalle, nous disons que le processus est continu.

1.6.2 Une série chronologique

Définition 1.23. Une série chronologique est aussi appelée série temporelle ou
chronique est une suite finie d’observations (Xi)i=1,. 1 . Mathématiquement, une
série chronologique est une réalisation (trajectoire) d’un processus aléatoire.

1. période de chauffe
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Ainsi une série temporelle (X;);—1,. 1 se décompose classiquement en :

e Une tendance ou trend m,.
e Un effet saisonnier s;.
e Une erreur ¢;.

Deux modeles sont généralement proposés :

e Modele additif
Xt =My + S¢ + €

avec
e Modele multiplicatif

avec

1.6.3 Théoreme de Wold

Le théoreme de Wold (1938) est le théoreme fondamental de ’analyse des séries
temporelles stationnaires.

Théoreme 1.1. (Décomposition de Wold)
Tout processus stationnaire d’ordre deur {X;;t € Z} peut étre représenté sous la
forme :

X, = Z%ﬁ:—j + Kt
=0

ot les parameétres 1; satisfont ¥y = 1, ¢; € R, Vj € N¥, Z;io %2* < 00, et € est
un bruit blanc i.i.d (0,02).

Le terme k; désigne la composante linéaire déterministe telle que cov(ky, €,—;) =0,
Vj € Z.

Remarque 1.8.
e Si on omet la composante déterministe kg, tout processus stationnaire peut
s’écrire comme une somme pondérée infinie de chocs passés.
o Généralement, on prend Ky = m = E(X}).

Xt = Z’lﬂjqu +m
7=0
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avec m terme constant (intercept).

e La condition 1g = 1 est une condition de normalisation.

e La condition de sommabilité Z;io w]? < 00 assure l'existence des moments
d’ordre deuz. Sous cette condition, nous disons alors que X; converge en
moyenne quadratique.

1.6.4 Opérateur retard et opérateur différence

Opérateur retard

Définition 1.24. L’opérateur retard, noté B (backward) ou L (lag), décale le
processus d’une unité de temps vers le passé. Il est défini comme suit :

BX:; = Xi
Si on appelle cet opérateur k fois, on décalera le processus de k unités de temps.

BBB...BX;...=B"*X; = X;
—_—
kfois
Opérateur différence

Définition 1.25. L’opérateur de différence, noté A ou V, est défini comme la
différence entre un processus et sa version retardée d’une unité de temps. Cet
opérateur se construit a partir de [’opérateur retard :

AXt — VXt - (1 - B)Xt - Xt — thl

1.6.5 Stationnarité

Nous commengons par définir une série stationnaire au sens strict (ou station-
narité forte) pour ensuite étudier les propriétés de la stationnarité du second ordre
(ou stationnarité faible).

1.6.5.1 Série stationnaire au sens strict ou stationnarité forte

Soit {X;;t € Z} une série temporelle.

Définition 1.26. La série {X;;t € Z} est dite strictement ou fortement station-
naire stV le n-uplet du temps t; < ty < ... <t,, tel que t; € Z et pour tout h € Z
avec t; +h € Z, Vi, (i = 1,...,n), la suite (Xy,4n,---, Xt,+n) @ la méme loi de
probabilité que la suite (X4, ..., Xy,).

34



CHAPITRE 1. Généralités et paradigme Bayésien

Une autre fagon équivalente de définir la stationnarité forte (ou stationnarité
stricte) est la suivante :

Définition 1.27. La série {X;;t € Z} est dite stationnaire au sens strict si, pour
toutes les valeurs ji, ..., jn la distribution jointe de la suite (Xy, Xeyjy, - -, Xitj,)
dépend uniquement des intervalles de temps j1,...,Jn et est indépendante de la
période t.

Nous notons que toutes les caractéristiques (moments) d’un processus strictement
stationnaire sont invariantes dans le temps. Cependant, cette définition de la sta-
tionnarité est considérée comme trop forte et tres exigeante, car elle nécessite la
connaissance de la loi conjointe du processus, ce qui est rarement réalisable en
pratique, sauf dans des cas tres spécifiques.

Toutefois, plusieurs propriétés essentielles des processus aléatoires peuvent étre
obtenues uniquement a partir des moments du premier et du second ordre.

La stationnarité de ces deux moments peut donc étre suffisante pour expliquer la
stationnarité du processus.

Pour cette raison, nous avons besoin d'un concept de stationnarité moins fort et
qui peut étre rencontré dans la pratique.

1.6.5.2 Stationnarité d’ordre deux ou la stationnarité faible

Dans I’analyse des séries chronologiques, la plupart des résultats et des méthodes
sont basés sur I’hypothese de stationnarité faible.

Définition 1.28. Un processus (Xi)iez est dit stationnaire au second ordre, ou
stationnaire au sens faible, ou stationnaire d’ordre deux si les trois conditions
suivantes sont satisfaites :

1. Vt € Z,E(X?) < 0.

2. Vt € Z,E(X;) = m, indépendante de t.

3. V(t,h) € 72, cou( Xy, Xiip) = E[(Xepn — m)(Xy — m)] = v(h), indépendante
de t.

La premiere condition E(X?) < oo, signifie Pexistence (ou la convergence) des
moments d’ordre deux.
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La seconde condition E(X;) = m porte sur les moments d’ordre un et signifie que
I’espérance du processus doit étre indépendante du temps.

Enfin, la troisieme condition porte sur les moments d’ordre deux, résumés par la
fonction d’autocovariance qui dépend seulement de la différence des instants.

En résumé, un processus est stationnaire de second ordre si l’ensemble de ses
moments sont indépendants du temps.

Remarque 1.9. Dans les processus du second ordre, la stationnarité stricte im-
plique la stationnarité faible (la réciproque n’est pas vraie sauf pour les processus
Gaussiens).

1.6.6 Ergodicité

L’ergodicité est une propriété d’un processus stochastique qui signifie que les
propriétés statistiques du processus calculées a partir d’'une seule trajectoire (ou
réalisation) de ce processus sont représentatives de ’ensemble des trajectoires pos-
sibles du processus sur une période suffisamment longue.

Définition 1.29. Une suite stationnaire {X;,t € Z} est dite ergodique si elle
vérifie la loi forte des grands nombres.

Définition 1.30. [15]

Une transformation T : (2, A) — (2, A) définie sur l’espace probabilisé (Q2, A, P)
est dite bijective bimesurable et P-invariante si elle est bijective, mesurable, d’in-
verse mesurable et si P(T(A)) = P(A) pour tout A € A.

On note T = {A € A/T(A) = A} la sous-tribu de A formée des éléments in-
variants par T. Une transformation est ergodique si, de plus, A € I implique
P(A) =0 ou 1.

Remarquons que T = {A € A/T(A) = A} est une sous-tribu de A.

Lien avec les processus stationnaires

Soit X = (X, )nez un processus réel stationnaire défini sur 'espace probabilisé
(2, A,P). Alors la loi image Py est une probabilité sur (RZ, B(R%)). La tribu
B(R?) est celle engendrée par les pavés élémentaires A = [], ., Ay, ot A, = R sauf
pour un ensemble fini d’indices k.

La transformation T définie par T'(x); = (x;41) pour x = (z;);cz vérifie
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T(A) = [liez A+, clle est bijective, bimesurable et P-invariante; on l'appelle
opérateur de décalage.

On note J = X 1(Z), la tribu image de Z par X.

Lorsque T est ergodique, c’est-a-dire P(A) = 0 ou 1 quand A € J, on dit que le
processus X = (X,,)nez est ergodique.

Importance de P’ergodicité

e [’ergodicité est cruciale dans I’analyse des processus stochastiques, car elle
permet de caractériser les propriétés statistiques d’un processus a partir
d’une seule réalisation suffisamment longue.

e Elle est essentielle pour obtenir la convergence presque stire d’'une moyenne
empirique spatiale, ce qui est fondamental dans de nombreux domaines.

Différence ou lien avec la stationnarité

Bien que les concepts d’ergodicité et de stationnarité soient liés a l'analyse des
séries temporelles, ils sont distincts :

e Stationnarité : Un processus stochastique est dit stationnaire lorsque ses
propriétés statistiques restent constantes au fil du temps. Il peut s’agir
de la stationnarité en sens strict (toutes les propriétés statistiques restent
constantes) ou de la stationnarité au sens large (seule la moyenne et la va-
riance restent constantes, la corrélation peut varier). La stationnarité est
une hypothese sur les propriétés statistiques du processus.

e Ergodicité : Un processus stochastique est ergodique lorsque les propriétés
statistiques calculées a partir d’une seule réalisation sont représentatives de
I’ensemble du processus sur une période suffisamment longue. L’ergodicité
est une propriété sur le comportement du processus au fil du temps et sur
la représentativité statistique des trajectoires individuelles.

Remarque 1.10. Le théoréme de ['ergodicité (1.2) est un résultat fondamental
en statistiques et en théorie des probabilités.

Théoreme 1.2. (Théoréme de l’ergodicité) [32]
Soit & = (&1,&2, .. .) une suite aléatoire strictement stationnaire et ergodique avec
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E|& | < oo. Alors :

n

1
lim — = E resque surement
e 7 ; &k (51) presq

1.6.7 Processus bruit blanc (White noise)

L’exemple le plus connu de processus stationnaire est le processus bruit blanc
(ou White noise) noté BB, il existe deux types de bruit blanc.

Définition 1.31. Un processus { Xy, t € Z} est un bruit blanc faible, si et seule-
ment st :

o E(X;) = 0 cela signifie que l'espérance du processus est indépendante du
temps, et de plus qu’elle est nulle.

o2 si h=0.

e v(h) =E(X:Xi_p) = { 0 si h#0.

Cela implique bien entendu lindépendance de la fonction d’autocovariance
par rapport au temps. En d’autres termes, cela signifie que les bruits blancs
sont des processus stationnaires particuliers sans "mémoire”.

{Xi,t € Z} est un bruit blanc fort si et seulement si les Xy sont i.i.d,
E(X;) =0

et
V(Xt) = 0'2

Nous noterons X; ~ BB(0,0?).

1.6.8 Marche aléatoire (Random Walk)

Définition 1.32. Un processus (X3) indicé par N suit une < marche aléatoire > si,
pour tout t € N, il vérifie
Xi=Xi g +¢

ot Xy est une valeur arbitraire .

¢ ~ BB(0,0%)
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Si Xy est choisie dans L*(), A,P) et indépendante de €;, alors on peut exprimer
explicitement le processus comme suit :

t
Xt = X() + Zek
k=1

Cette expression elle ne garantit pas une stationnarité en espérance, car
E(X;) = E(Xo). Cependant, un calcul direct montre que V(X;) = V(X,) + o?t, ce
qut entraine une non-stationnarité en variance.

1.6.9 Fonction d’autocovariance

Définition 1.33. Soit {Xi;t € Z} une série stationnaire.

La fonction k — v, = E(X, X;_1) est appelée fonction d’autocovariance de la série.
La fonction d’autocovariance d’un processus {Xy;t € Z} centré et stationnaire de
second ordre est donc définie par :

(L, 5) = B(Xi X)) — E(X)E(X,) = y(t — s)

Remarque 1.11.
e La fonction d’autocovariance est paire vy = Y_j.
e La matrice des autocovariances d’ordre k, est définie par :

¥(0) (1) (k=1
1 k —

Ly = (Vi = J))ig=1,- & = ’y(: ) W;O) . ! : |
Vk=1) y(k=2) - ~(0)

e La fonction d’autocovariance fournit des informations sur les liaisons linéaires
temporelles qui existent entre les différentes composantes de la série X;.

1.6.10 Fonction d’autocorrélation (ACF)

Définition 1.34. Soit {X;;t € Z} une série temporelle stationnaire de moyenne
La fonction d’autocorrélation de {X;} (ACF), notée py, est définie comme suit :

o cov(Xy, Xek)
ko) = VXDV (X)) 0

avec o = V(X;) > 0
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Remarque 1.12.

p(k) représente l'expression du lien linéaire entre le présent et le passé

d’ordre k de la série temporelle.

La fonction p(k) est paire, p(k) = p(—k).

La représentation graphique de la fonction d’autocorrélation en fonction de

k est appelée corrélogramme.

L’ACF d’une série stationnaire est une caractéristique trés utile pour en

comprendre la structure. Sous des conditions générales, Brockwell et Davis

(2009)[10] montrent que, le coefficient d’autocorrélation empirique p(k) est

un estimateur convergent de p(k).

D’apreés le Théoréeme Central Limite, la variable centrée t,, ci-dessous suit

une loi normale centrée réduite :
t, = Pk _Apk

V(o)

ot V(py,) désigne l'estimateur de la variance empirique des estimateurs py, :

~ N(0,1),Vk € Z

N
. 1 R
V(o) =~ D o N <k
j=—N
En utilisant la symétrie des py, nous montrons que :

. 1 =
V(pr) = N (1 + 22Pi>
j=1

1.6.11 Fonction d’autocorrélation partielle (PACF)

La PACF, ou fonction d’autocorrélation partielle, c’est ’ACF obtenue en sup-
primant les corrélations dues aux termes courts.

Role de la PACF

On peut montrer que la PACF d’un modele AR(p) est nulle a partir de I'ordre
p+ 1, car la PACF d’un modele AR s’exprime comme suit :

e = Corr( Xy, Xopr| Xev1, Xigo, ooy Xigno1)

et pour un modele AR(p) :

o =0 si k>p+1
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Finalement, I’ACF décroit lentement vers zéro lorsque k tend vers l'infini et la
PACF s’annule a partir de k =p + 1.

Dans le cas d’'un modele MA(q), c’est I'inverse, car c’est '’ACF qui s’annule a
partir de k = ¢+ 1.

1.6.12 Quelques modeles de séries temporelles

Il existe plusieurs modeles de séries temporelles utilisés pour modéliser et ana-
lyser des données temporelles. Voici quelques-uns des modeles les plus courants :

Processus autorégressif d’ordre p, AR(p)

Un processus autorégressif est un modele de régression pour les séries tempo-
relles dans lequel la série est expliquée par ses propres valeurs passées plutot que
par d’autres variables.

Définition 1.35. (Brockwell, P. J. Davis, R. A 2002)[9]
On dit qu’un processus stationnaire {X;;t € Z} admet une représentation au-
torégressive d’ordre p, notée AR (p) s’il vérifie I’équation suivante :

Xi =01 Xs 1+ 02 Xp o+ P3Xs 3+ .+ 0, X p+ &

{e;t € Z} ~ BB(0,0?)
et ¢1,...,¢, sont des coefficients réels tels que ¢, # 0.

p
Xt = Z Cbk:Xt—k: + €t p=— @(B)Xt = €t

k=1

avec O étant le polynome de degré p dont les coefficients sont (1, —¢1, ..., —dp).

Processus autorégressif d’ordre un, AR(1)

Définition 1.36. Un processus autorégressif d’ordre un AR(1) est défini par
[’équation suivante :

Xt:Oé+¢Xt_1—|—€t,t:0,Zl:1,Z|:2,...
avec 9 €ER et ¢ ~ BB(0,0?)

Propriétés 1.1. Quelques propriétés des processus AR(1) :
i) Si ¢ ==+1, le processus (X;) n’est pas stationnaire.
it) Si |p| <1, le processus (X;) est stationnaire.

iii) Si|p| > 1, cas explosif.
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Modéle moyenne mobile d’ordre q, MA(q)

Définition 1.37. (Brockwell, P. J. Davis, R. A 2002)[9]
Un processus stationnaire {X;;t € Z} admet une représentation moyenne mobile
d’ordre q noté MA(q) s’il vérifie I’équation suivante :

Xt =€+ 91615_1 -+ 62615_2 + ...+ qut_q
ot {e;t € Z} ~ BB(0,0?) et 0y,...,0, sont des coefficients réels tels que 0, # 0.
q
Xt = Zekﬁt,k 54 Xt = 9(8)6t
k=1
avec By = 1 et O(B) étant le polynome de degré q dont les coefficients sont

{1,6,...,6,}.

Modele autorégressif moyenne mobile d’ordre p et q, ARMA (p,q)

Un modele ARMA(p,q), également connu sous le nom de modele autorégressif
moyenne mobile d’ordre p et ¢, est un type de modele de série chronologique qui
combine a la fois des termes autorégressifs (AR) et des termes moyennes mobiles
(MA).

Définition 1.38. (Brockwell, P. J. Davis, R. A 2002)[9]
Un modéle ARM A(p, q) est défini par I’équation suivante :

Xi =01 Xo1 — P Xy 90— 3 Xy 53— ... =Xy p =€+ 0161 +0s6so+ ...+ 0464

p q
D o Xik =) dreri
k=0 k=0

avec ¢y =1 et Oy = 1, nous pourrions retrouver une écriture polynomiale ©(B) et
®(B) :

avec :
®(B) est le polynome de degré p dont les coefficients sont {1, —¢1,...,—¢,}.
©(B) est le polynome de degré q dont les coefficients sont {1,6,,...,60,}.
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Chapitre

Modele autorégressif a coefficients
aléatoires

2.1 Introduction

Au cours des 40 dernieres années, un intérét croissant a été porté aux modeles de
séries chronologiques. L'un des modeles majeurs qui a suscité 'attention est 1’étude
des modeles autorégressifs a coefficients aléatoires, souvent abrégés en RCAR. 11
s’agit d'une extension du modele AR. Ce modele a été introduit et étudié par
plusieurs auteurs, tels que Andel(1976)[1], Quinn and Nicholls(1981)[28]. Dans
ce chapitre, nous allons aborder le modele autorégressif a coefficients aléatoires
d’ordre p, noté RCAR(p), de maniere générale. Ensuite, nous nous concentrerons
sur le cas particulier d’ordre un, appelé RCAR(1), et étudierons ses conditions
de stationnarité. Nous présenterons ensuite plusieurs méthodes d’estimation dans
le cadre de 'approche fréquentiste, telles que la méthode des moindres carrés, la
méthode du maximum de vraisemblance dans I’estimation des parametres.
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2.2 Etude des modéles autorégressifs a coeffi-
cients aléatoires

2.2.1 Modele autorégressif a coefficients aléatoires d’ordre
p

Définition 2.1. Un modele autorégressif a coefficients aléatoires d’ordre p, noté
RCAR(p) est représenté sous la forme suivante :

p
Xt = Z(O&Z + /Bt)Xt—i + €, teZ

i=1

o {€,,t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées de moyenne nulle et une variance o* > 0.

o {Bi,t € Z} est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées.

e «; sont des constantes, Y1 = 1...n.

Nous nous intéressons au cas particulier du modele RCAR(1), modele autorégressif
a coefficient aléatoire d’ordre un donné par l’expression suivante :

2.2.2 Modele autorégressif a coefficient aléatoire d’ordre
un

Considérons deux suites de variables aléatoires {e,t € Z} et {f,t € Z}
vérifiant les hypotheses suivantes :

o Al : {&} est une suite de variables aléatoires indépendantes avec une
moyenne nulle et une variance o > 0.

e A2 : {B;} est une suite de variables aléatoires indépendantes avec une
moyenne /g et une variance o3 > 0.

o A3 : {5} et {€&} sont indépendantes.

Définition 2.2. Un processus {X;,t € Z} est dit autorégressif a coefficient aléatoire
d’ordre 1, noté RCAR(1), s’il vérifie l’équation suivante :

Xt = o+ BtXt—l + €, teZ (21)
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Sioa=0
Xt = /BtXt—l + €, teZ (22)

2.3 Conditions de stationnarité

2.3.1 L’existence d’une solution faiblement stationnaire

Théoréme 2.1. [20/(S.Y.Hwang and I.V.Basawa 1993)
Si

E(5) <1
c’est a dire

/J% + O'é <1

alors le processus (2.2) admet une unique solution stationnaire ergodique dans L2

Xt = €t + Z (H Bt—i) et—j (23)

j=1 \i=0

donnée par :

Hwang and Basawa (1993)[20], démontrent ce théoreme en se référant a Nicholls
and Quinn (1982) et Breiman (1968). Ils notent d’abord que (2.3) satisfait I’équation
(2.2) et que X; dans (2.2) est stationnaire et ergodique.

Démonstration. En réécrivant le modele (2.3) sous la forme suivante :
Xt =P Xi1 + &

Xy = Bi(B—1 X2+ €1) + &
X = Bibi1Xi2+ Bier1 t &
Xy = BiBi-1(Br—2Xi—3+ €1-2) + Bres1 + &
Xt = BiBr-18i-2Xi—3 + Bibi-1€61—2 + Bier1 + &

p—1 p—1 /j—1
X = H B Xi—p + Z (H @zftj) + €&
j=0 j=1 \i=0
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et donc d’apres I'inégalité de B. Tchebychev, lorsque p — 0o nous obtenons :
1 E ( p—1 B X 2
p— :
j=0 Ft=J t—p>
P < Hﬁt—th—p > 6) < =2
7=0
p—1
]P < Hﬁtijtfp
=0
p—1
P ( Hﬁtijtfp
=0
]P (

p—1
H Btijtfp
7=0

) ) ) (Hﬁ;éE(f;—th—p))

. ) _ [ BRE,)

N

2

€

— 0

(0f + u3)? +E(X2,)
> e) < 2

Etant donné que

E(X?,) < oo
et

ag + ,u% <1

Il en résulte que {X;,t € Z} est stationnaire et ergodique.

2.3.2 L’existence d’une solution strictement stationnaire

Nous commencons par énoncer le résultat de Billingsley (1995) [7], qui sera
utilisé dans la démonstration du théoreme (2.8).

Lemme 2.1. /6]
Soit {X;,t € Z} un processus stochastique. Considérons un processus stochastique

{Y;,t € Z} avec Yy = O(..., Xy—1, Xy, Xya1, ...), ou ® est une fonction mesurable.
Si {Xi,t € Z} est strictement stationnaire et ergodique, en particulier, si les X;
sont indépendants et identiquement distribués, alors {Y;,t € Z} est strictement
stationnaire et ergodique.

Quinn (1982)[29] a étudié le probleme de 'existence d’une solution strictement
stationnaire et ergodique pour les modeles bilinéaires, définis par 1’équation

Xn = aanl + bean,1 + ey

ou (e,) est une suite de variables aléatoires strictement stationnaire et ergodique.
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Il a montré que la condition E(In |a + be,|) < 0 est nécessaire et suffisante pour

I'existence de cette solution. Les mémes arguments appliqués & un modele RCAR(1)
donne

Théoreme 2.2. [29] Considérons l’équation suivante :
Y, = ﬁnYnfl +én (24)

ot {(Bn,en),n € Z}, est une suite de vecteurs aléatoires strictement stationnaire

et ergodique avec :
E|llnle,|| <oo et E|ln|f,|| < oo

Si E(In|8,]) < 0, alors il existe une solution {Y,} strictement stationnaire et

ergodique pour l'équation (2.4) , et telle que pour tout t € 7, Y,, est mesurable par
rapport a F, = o({(Bs, e:),t <n}) la tribu engendrée par {(Bi, e),t < n}.

Démonstration. Nous supposons que

E(In|5,]) =a<0
Nous définissons la suite {T;} avec j € N par :

j—1

To=¢e€, et T‘] = Hﬂn—ien—j pour .] > 1
1=0

Soit S, = >_7_, T}, nous avons :

j—1
In(|75) = n [ ] [Buillen—sl
=0
D’ou
7j—1
(| T5]) = In |en—| + > In|Bai]
1=0

En multipliant les deux membres de 1’équation par %, nous obtenons :
-1
1 1 1%
—I(|T5]) = = Infen; + = > In |
j j J =
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Par le théoreme de 'ergodicité (1.2), j — oo nous allons obtenir :

%mmw 2 E(In(|8,])

et
T3] 25 exp (E(In(|5,]) = exp(a) < 1
Posons maintenant toutes les réalisations pour lesquelles la convergence ci-dessus
est vérifiée on les notes (77) .
Puis nous donnons § > 0, tel que 6 + a < p < 1 pour certain p, nous pouvons

trouver Rs tel que :
T <p) <1 et Vj€R;
D’ou, E;:o |T| converge et par conséquent S, = z;:o T; converge presque sirement
quand r — oo.
Maintenant nous posons :
Y = lim S,
r—00
,
= e+ ) T)
j=1
oo j—1

= e, + Z H 6n—i6n—j

j=1 i=0
Il est évident que Y;* est une solution F,, mesurable pour l'équation (2.4). De

plus par hypothese {(e,, 5,)} est une suite de vecteurs strictement stationnaire et
ergodique et par le lemme (2.1) on conclut que {Y;*} est strictement stationnaire
et ergodique.

Théoréme 2.3. (Dazhe Wang 2003)[32]

Soit {Xy;t € Z} un modéle autorégressif a coefficients aléatoires d’ordre 1, et
supposons que les hypothéses Al et A3 (énoncées dans la présentation du modéle
RCAR(1)(2.2.2)) soient satisfaites. Si les {B:, €;} ont des distributions normales,
alors une condition suffisante pour l’existence d’une solution strictement station-
naire et ergodique est :

In(03) < ¢+ In(2) — 2/01 dw (2.5)

2
ou ( = 0,57721, désigne la constante d’Fuler et A = 2“762.
B
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Démonstration. Soit ¢, = a + €. Il est clair que {(5,e;),t € Z} est une suite
strictement stationnaire et ergodique.
I1 est facile de voir que

E|llnjef| < oo et Elln|f]| < oo
Afin de faire appel au théoreme (2.2), nous devons montrer que
E(In|f:]) = E(In|pug + osve]) <0
ol
v ~N(0,1)
Nous sommes confrontés a deux cas :

e Si g = 0, nous aurons alors :
E(n|5]) = E(n|ogu)
= E(ln|og|) + E(In [v,])

(¢ +1n(2))

N | —

1
= —1In(c?) —
5 n(%)
Par conséquent

E(ln|8,]) <0
e Si ug # 0, nous aurons alors :

E(n|6]) = E(ln|us + ogv)
g

= E(In(|ugl[1 + —ur]))
118

= E(In(Jug|) + E(In(|]1 + @vtl))
Hp
= () + E(n(]1 + Zuy)))
s
— %ln(\u5|2) +E(In(]1 + Z_thm

1
= 3 In(|psl?) + E(In(|1 + Z|)
Avec
2
g
Z ~N(0,-2)
H

En utilisant I'évaluation de E(In |1 4+ Z|) dans [29] nous allons obtenir :

E(In |6i]) < 0 <= In(02) < ¢ +1In(2) 2 /1 L exp[-A =)

0 1 —w?
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Remarque 2.1. La méthode de Boz-Jenkins est largement utilisée pour la modélis-
ation et la prévision des séries chronologiques, notamment pour les modeles ARIMA
(Autoregressive Integrated Moving Average). Elle se base sur l’identification, ’es-
timation et la validation des modeles pour analyser et prédire les données tempo-
relles.

Cependant, la méthode de Box-Jenkins n’est pas directement applicable auz
modeles RCAR, notamment des RCAR(1) ou des modéles d’ordre supérieur sans
adaptation. Les modéeles RCAR nécessitent une approche statistique différente pour
estimer les parametres, en tenant compte de la variabilité des coefficients. Pour
cela, des méthodes spécifiques d’inférence statistique, telles que les méthodes de
Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC) ou les méthodes Bayésiennes, sont
souvent utilisées, prenant en considération la nature aléatoire des coefficients.

En résumé, bien que la méthode de Box-Jenkins soit une approche courante
pour les modeles ARIMA, elle ne peut étre directement appliquée aux modeles
RCAR en raison de la nature aléatoire des coefficients. Des méthodes alternatives
dotent étre utilisées pour modéliser et estimer les modéeles RCAR.

2.4 L’approche fréquentiste dans ’estimation d’un
modéle RCAR(1)

Il existe différentes méthodes d’estimation des parametres d’un modele au-
torégressif a coefficient aléatoire d’ordre un. Dans cette section, nous allons faire
I'inférence statistique de ces modeles par I’application de certaines méthodes usuelles
d’estimation largement utilisées : la méthode des moindres carrés et la méthode du
maximum de vraisemblance. Ces deux méthodes ont été étudiées par de nombreux
auteurs, et nous montrerons ensuite la consistance et la normalité des estimateurs
obtenus.

2.4.1 Estimation par la méthode des moindres carrés

La premiere méthode proposée est basée sur le critere des moindres carrés et
se déroule en deux étapes afin d’effectuer I’estimation.
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2.4.1.1 Calcul de ’estimateur par la méthode des moindres carrés

Nicholls and Quinn (1981)[28] considerent I’échantillon {Xo, Xi,...,X,} du
modele (2.2). L’estimateur des moindres carrées noté fig ¢ du parametre pg tel
que pug = E(f;) est obtenu en minimisant la somme des carrés des erreurs.

Soit F; = o(Xs, s < t) la tribu engendrée par le processus jusqu’a l'instant ¢,
Nnous avons :

E(X:|Fim1) = E(BeXio1 + €| Fi1)
E(Xy|Fio1) = E(BXe—1|Fim1) + E(er| Fizn) (2.6)

Comme [; et ¢; sont indépendantes de F;_1, et que X;_; est F;_; mesurable.

En outre, nous savons que :

hd E(Xt—1|-7:t—1) =X

o E(Bi|Fi1) = 1s
L] E(Et|ft_1) =0
En substituant dans I’équation (2.6), nous pouvons conclure que :

]E(Xt|ft—1) = ,uﬁXt—l

Soit u; = Xy — X1, nous pouvons donc écrire :

E(ut‘«f_;ﬁfl) = E(Xt - ,Uﬁthl‘f;‘fl)
E(u|Fio1) = E(X¢|Fi1) - E(MﬁXt—ﬂft—l)
E(w|Fi1) = 0

De la méme maniere, nous pouvons également écrire que :

E(uf|Fio1) = E(X; — psXi1)*|Fioa)
E(uf|Fie1) = E(X? —2us X X1 + p3 X7 1| Fio1)
E(uf|Fio1) = E(XP|Fio1) — 2uE(Xe Xy 1| Fior) + E(u3 X7 (| Fioy)

Puisque :

E(X7|Fi1) = E(BIX7 | Fio1) + E(6|Fi1) + 2E((Brer) Xo—1| Fi-1)
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Comme nous avons :

E(X7|Fi1) = X2 E(BFio1) + E(ef| Fion)
E(X7|Fi1) = X{a(of+pj) +0°

Par conséquent, nous pouvons conclure que :

E(uf|Fi) = X7,(05+p3) + 0+ pp X7, — 23 X7
E(u?|Fo1) = o*+ U%Xt{l

Nous avons
n

Zuf = Z(Xt — ppXi1)®
t=1 t=1

o ’ . N . ce . n 2 N
La premiere étape consiste a estimer f15 en minimisant ,—1 Ui par rapport a pg.

Puisque

Donc

n n

o ) 0
— = — X2 — 215X, 1 X 2x?2
aluﬂtzlut a,uﬁ Z( t HpAt—1 t+:uﬁ t—l)

t=1

En dérivant par rapport a jig, nous obtenons :

a n n
5 up = > (=2X X, + 2usX7 )
P = t=1

En dérivant une seconde fois, nous observons que :

82 n n
2
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Etant donné que les conditions nécessaires sont satisfaites et que la deuxieme
dérivée est strictement positive, nous pouvons donc conclure :

9 n
g t=1

Cela équivaut a affirmer que :

n

Z(—QXtXt—l +2us X7 ,) =0

t=1

De la méme maniere, nous pouvons conclure :

fi Zt 1 XXy

BMC = =n v3
> Xi

La deuxieme étape de 'estimation des moindres carrés implique la formation du

résidu 4, en utilisant 'estimateur [ig a7c, permettant ainsi de minimiser par rap-
port & o et o3,

(2.7)

Uy = Xy — ,U,B,MCthl
Ceci équivaut a minimiser

n

lf0®,0%) = Y (02 — 0 — 3N

t=1

En dérivant par rapport a ces deux parametres, nous obtenons :

Ol(o®,08) 03 5(aF —0® — o3 X{ )"

305 80%
Donc
ol(c?, o2 ;
D02 B _QZXE \Uy — U,E’Xt{l)
B

Nous constatons que la deuxieme dérivée est strictement positive :

ol(o?,03)  O(—2>00L, X7 (47 — 0® — 03X} 1))
80% - 80%
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Al(o
4
a% _2§th >0

Ensuite, Il est nécessaire de résoudre :

dl(o*,03)

=0
80%

n
2 /2 2 2 2
-2 Z Xi (U — o0 —05X; ) =0
t=1
Nous pouvons conclure que :

2 52 2% 2
52 Zt | Xiquy — Zt:l Xia
BMC 4
PRI, Gl

Nous estimons 63, de la méme manicre :

ol(c?, %) 0 <~ .
do2 & = o2 Z(ut2 - 02 - O—EXE—l)

al(a Uﬁ

=2 Z —05X7 ) =0

Donc

n

ndie =y (4 — 03X} )
t=1

Par conséquent, nous pouvons conclure que lestimateur de 63, est donné par :

n
6340 =n! (Z(ﬂf - &B,MCXE—1>>
t=1
Soit

2 71§:A2 ~2 -

avec
= _ -1 2
£2="Nn Zt:l Xig
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2.4.1.2 La consistance et la normalité asymptotique de ’estimateur
des moindres carrés

L’estimateur obtenu par la méthode des moindres carrés est a la fois consistant
et présente une normalité asymptotique.

Dans I’étude menée par Nicholls and Quinn (1981)[28], I'objectif est de déterminer
la loi asymptotique de fig arc-

La premiere étape consiste a voir la consistance de I'estimateur fig pc et a établir

que :
~ ps ’7(1)
LANA SA
HOME T S0y M
lorsque
n — 0o
ou :
0'2 k
7(0) = A= 2=0% et y(k) =pgy(0), Vke{0,1,... k}
B B

Pour déterminer la loi asymptotique de fig ¢, les auteurs posent les conditions
suivantes :

o (€, ;) sont des suites de variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées (iid).
° E(Xf) < 00
Ce qui implique que le processus X; est markovien. Par conséquent, il suffit que le
moment d’ordre quatre de 3; soit inférieur a un, c’est-a-dire E(3¢) < 1.

Théoréme 2.4. [28/(Nicholls, D.F. and Quinn, B.G 1981)

Lorsque n — oo et sous les conditions o 4+ p3 < 1 et E(X}) < oo nous
obtenons que :

V(s e — pg) = N(0,0%)

avec
o?E(XE) + 205 E(X3) + aé]E(Xg)

7(0)?2

v? =

%)
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ou

cov(e, Bt) = 0pe

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, les auteurs procedent de la maniere
suivante :

X Do Xe X
Hpymc — Hg = 2?21 Xt2—1 — HB
Z?:l XiXi1 — s Z?:I X2,
>t Xiy
o (B X+ €)X — s i, Xiy
2 X
D1 Xt—l(BtXt—l +€)
D1 X

Br= Bt —pp, te B

Nous notons que la loi de 3; dépend de ji3.

Si (X;_1(6:Xi—1 + €)) est stationnaire et ergodique, d’apres le théoréme central
limite (TCL) des martingales stationnaires.

1 & -
S X (AXe ) S N0, 0 (0) (2.8)
t=1
et d’apres le théoreme de l'ergodicité (1.2)
Iy ops 2
~D XL B0 (29)
t=1
de (2.8) et (2.9) le résultat s’ensuit.

2.4.2 Estimation des parameétres d’un modéle RCAR(1)
par la méthode du maximum de vraisemblance

Dans cette section nous considérons les hypotheses suivantes :
o Ad:E(e}) <oo et E(B}) < .
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e A5: 02>, >0 et 02252>0 tels que  dq,05 > 0.

e A6 : (ug,03) € D ot D est un ensemble fermé contenu dans la région de
stationnarité stricte et d’ergodicité donnée par 'inégalité (2.5).

L’hypothese A4 sera utilisée pour démontrer le théoreme central limite pour l'esti-
mateur du maximum de vraisemblance, et les hypotheses A5 et A6 sont imposées
afin que I'ensemble des parametres du modele RCAR(1).

O = {(a, up,05,0%) : a € R, (ug, 035) € D, 0> > &1,0% > d>} soit compact.

2.4.2.1 Calcul de ’estimateur du maximum de vraisemblance

Considérons ’échantillon (Xy, X1,...,X,) a particr d'un modele RCAR(1),
{X;,t € Z} est strictement stationnaire, ergodique et JF; mesurable et satisfait
I'équation (2.1) sous les conditions A1 — A6, nous fixons un X, et nous dérivons
la fonction de vraisemblance en supposant la normalité de f; et €.

Les principales propriétés de ’espérance conditionnelle nous permettent d’écrire :

E(Xi|Xi—1) = E(a+ B:Xi1 + €| Xi1)
= E(a+ 8 Xi—1]|Xi—1) + E(e] Xi—1)
= a4 ppXi

L’application de ces propriétés a la variance nous permet d’écrire :

V(Xi|Xio1) = Via+ B:Xo1 + ] Xi)
= V(a+ B Xi—1|Xio1) + V(e Xi—1)
= o2+ O'%XE_I

Par conséquent, la fonction de vraisemblance (conditionnelle a X ) a la forme
suivante :

n

Fu(X1, Xo, .o, Xl Xo) = Hf(XAXt_l)

(Xy — o — ppXyq)?

- -5 2 252 V=3 _
= (2m) H{(U +05Xt—1> exp 2(02+0%th_1)

t=1

Nous considérons une nouvelle fonction L,, avec les parametres suivants (a, g, a%, o?)
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pour faciliter la notation.
fn<X17X27"'7Xn|XO) = Ln(Oé,lu/B,O%,O'Q)
Nous posons :
- 2
ln(a, pp,05,0°) = —=In[L,(a, pg, 05, 0%)] — In(2)
n

Nous aurons alors :

~ 2 ,n ~ 1 (X — o — pugXi1)?
ln(&auﬁaag’aUQ) = __ln [ ? H { o? + UgXtZ—l) 2 exp <_ 2(02 T U%Xf,l)

t=1

— In(27)
1 - 1 - (Xt—O{—/I,BXt 1)2
_ 1 1 2 2 y2 1

Il est pratique de minimiser I,, (v, 11, 0%,0°) au lieu de maximiser Ly (c, g, 03, 0°).

2
ag . 7 . ’
Pour cela nous posons 7 = U—ﬁ, et nous donnons la fonction /,, qui dépend de .

l_n(amuﬁ77—7 02) = in(avﬂﬁ70[23702)
_ & 9 _ Xy —a— NﬁXt—1)2
= In(e)+n1Y Im(1+7X2 ) +0o 0" (
I I Y e

En dérivant par rapport aux parametres « et g, nous obtenons :

o L (Xt — o — ppXi1)

iy 2y — 9521 Hp

da (047/L577-70- ) o Z 1+7—Xt271

0 5 (Xt — Q- ,U,BXt—l)Xt—l

21 2y _ _9,~2,-1

t=1

Maintenant, nous avons :

%ln(@,ﬂ/g77, 02) =0

o -
— (o, g, 7, 0%) = 0
aua( 8 )
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nous trouvons

[oN

et

ou

&1

C2

C3

Cy

Cs

C1C2 — C3Cy4

,uﬂ,n(7—> = cres — 6421

N 3 — U ,n(T)C4
Gn(T) = —(i

L Xt — an(7) = ppn(7)Xi-1)?
_Z( (1) — (1) Xs—1)

1+7X2,

n

1
ER N

t=1

—~ XX,

IR h

t=1
L
—~ 1+ TX?,
_ Zn: KX
— 1+7X2,
~_ X2,

IR e

t=1

L’estimateur du maximum de vraisemblance de &, fign, 52, &g ., beut etre obtenu

en calculant 7,,.

Nous pouvons alors considérer le minimum de la fonction suivante :

Lo(a, g, 7) = infly(a, ug, 7,0°) — 1
0-2
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Xy —a— MﬁXt—1)2

ln(a, g, 7,0%) = Ino*+n! Z In(1+7X2,)+o*n! Z (
t=1

p—y 1+7X2,
Calculons in.fl,(a, s, T, %), nous obtenons alors :
0-2
Ol (v, g, 7, 0%) R i (X —a — pgXy1)?
do? — 1+7X2,
D’ou
2 -1 - (Xi —a — ppXi1)
ot = n
tzl 1+7X2,
Par suite
- 2 _ e (X —a - X))
1512fln(a,u5,7',0 ) = In (n ; X7
7Y (1 +7X7 ) + 1
t=1
D’ou
R (Xi —a— MﬂXt—1)2 R
In(a,pp, 7) = In (n IZ 2 +n IZIH(l-f-TXE_l)
t=1 -1 t=1

7, est obtenu en minimisant la fonction [, (&, fig, 7,,) par rapport a 7. Comme

2
g
_ % 52 A 52
T = 5, alors 63, = 7.0,

2.4.2.2 La consistance forte de ’estimateur du maximum de vraisem-
blance

La consistance forte de Gn, fign, 0, et 03, sera démontrée en examinant la fonc-
tion [, (o, g, 7).
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Il convient de noter que le minimum de [,(«, 13, 7) est le méme que celui de
I* (o, g, 7) défini par :

l:;(Oé,/Lﬂ,T) = ln(a7uﬁ77—)_ln(a()):uﬁ,OJTO)

_ -1 - 2 RN (Xi — o — ppXe)®
= n Zln(l—i-Tth)—l—ln(n ; X7,

t=1

& " (X — g — pp0Xi1)?
1 2 1 t 0 HB,08t—1
-n E In(1+7X; ;) —In <n E T X2, )

t=1 t=1
_ 1+ 7X7 (X —a— ppXyq)?
—1 t 1 -1 t B t—1
= n E In ( ) +In|n E
= (X — g — g oXi_1)?
_1 1 ( t 0 B,
t (” thl 1+ X2,

Ou ap, pgp et 7o désignent certaines valeurs fixes de «, pg et 7.

Lemme 2.1. Sous les hypothéses Al — A3 (énoncées dans la section (2.2.2)), la

variable aléatoire Y; définie parY; = X? est presque siirement non constante pour
tout t, ou {Xy,t € Z} est une solution strictement stationnaire et ergodique de
Iéquation (2.1).

Lemme 2.2. Considérons la fonction de la forme suivante :

az?® + bx + ¢

9(z) = dr? +e

ot d >0 ete>0. Alors il existe une constante M > 0 telle que |g(x)| < M pour
tout x.

Démonstration. Prenons M = |§] + |#¢E| + 1]+ 1.

Théoréme 2.5. {X;,t € Z} une suite strictement stationnaire, ergodique et F;
une solution mesurable qui satisfait [’équation (2.1) avec
0 = (a,pup,05,0%) = (o, 180,050, 05) = o sous les hypothéses Al, A3, A5 et
A6 (énoncées dans les sections (2.2.2) et (2.4.2)). Définissons m = (o, ug, )" ot
0'2 . . . . - \
7 = 5. Soit ©* l'image de © par l'application continue T : § — 7, 0t © est 'espace
0.2
des parametres du modeéle RCAR(1). Soit my = (w, p1p0, 7o) ot 1o = &%, Alors
0
la lim I} (o, ug, 7) existe presque surement pour tout (o, pg, 7) € ©F et sa limite
n—oo

(o, pg, T) est minimisée uniquement sur ©* en my a condition que my € int(O*).
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Démonstration. Nicholls and Quinn [26] montrent que sous les hypotheses A1 —
A3 et A5 — A6 (énoncées dans les sections (2.2.2) et (2.4.2)), 6; et do peuvent
étre choisies de telle sorte que (v, f1g,0,073 9, 05)" € int(O) et que I'ensemble © soit
compact.

Puisque T est une application continue et © est compact, nous pouvons conclure
que ©* est également compact et que 7y € int(©*) car mg = T'(6y).

Maintenant, selon le théoréme de I'ergodicité (1.2), les trois termes dans I («, f15, 7)
convergent respectivement vers

E lin 1+ TXt22—1 In |E (Xt —a— HgXt—l)z ot InlE (Xt — Qo — NBQ,OXt—1>2
1+ 70X, 1+7X7, 1+ 70X,

a condition que ces espérances sont finies.

Pour le premier terme, il est facile de voir que

1+ 7X?2
max 1,1 2+T—t;12min 1,1
T0 1+T0Xt71 T0

1 X2
E |In +T—t;1
1 + TOthl

Pour le deuxieme terme, d’apres le lemme (2.2), nous avons :

Par conséquent

< 00

g X—a- peXe-1)*\  _ gXe—a— p5Xi-1)?
1+7X2, 14+ 7X2,
(X —a — ppXe)?
- 1+7X2
< o0

Pour le troisieme terme, nous avons :

(Xy — g — pppXi1)? 5
0< E . = <

Xi—a—ppXi_1)? : :
De plus, E %] > 0, car sinon, nous aurions X; = a + pgX;—1 = 0
t—1

presque strement, ce qui est exclu par les hypotheses A5 et A6 (énoncées dans la
section (2.4.2)).
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Ensuite, en appliquant le théoreme de I'ergodicité (1.2), nous avons que I («, p15, )
converge presque surement vers

1+7X2, (Xp —a— upXi1)? 9
I _ Eln (e i |E 1
(@, 15,7) { . (1 T oxz, )| T 14 rXZ, n(0)

E [(Xt —a— NﬁXt—l)z}

[(X: — o — ppoXi-1) + (a0 — ) + (g0 — p1p) Xe—1]”
1+7X7

i 1+ TXf_l
(X — o — pg0Xi-1)” LB [(0 — @) + (g0 — ps) Xi1]?
I 1+ 7X2, 14+ 7X2,
-(Xt — Qo — MB,OXt—l)Q
I 1+7X2,
(E((X; — ag — ppoXe—1)?)| Fia
i 1+ TXE_l
_08 + U§,0X3—1
1+ 7XE,
1+ 7'0X2_
2 i1
— 2F |00t
%0 { 1+ Tth_l

v
&=

v
=

v
&=

Pour avoir 'égalité, il suffit que (ap — «) + (g0 — s) Xt—1 = 0 presque siirement,
c’est-a-dire lorsque o = ag et ug = pgo, car X;_; est une variable aléatoire non
constante d’apres le lemme (2.1).

Par conséquent,

inf (o, g, 7) = 1"(w, pgo,7)

(a,up)
i 1+7X7 1] [ (X — g — p1p0Xi1)? 2
= Elln|{——m— In|E : —1
I 1+7X2,\] [ , 1+ 7X2 )
= Elln|{——m— In|E _ —1

1+ 7X2 ] [ (1+70X2,
= Elln|{ —— In|E(——-7F%5—

et I*(a, pg, 7) = inf(q ) I* (@, pg, 7) seulement lorsque a = ag et g = pig0.
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Maintenant, pour toute variable aléatoire non négative Y d’espérance 1, nous avons
par l'inégalité de Jensen :

E[ln(Y)] <In[E(Y)] =0
I’égalité étant vraie lorsque Y = 1 presque siirement.

—114+70X7
1+7X2 |

1+70Xt2_ 1
1+7X2

e = w[n (25 on e (TR
= E[In(c”'W™)] + In [E(Wc)]
= E[—In(cW)] + In(c)

—E[In(W)]

Soit W =¢

,oflc:]E[ ].Il est clair que E(W) =1 et

> 0

—1 1+70Xt2,1
1+7Xt271
(0 — c7) X2, + (1 + ¢) = 0 presque stirement.

L’égalité n’est vérifiée que lorsque W = ¢ = 1 presque stirement. D’out

Par le lemme (2.1), cela se produit uniquement lorsque 70 —cr =0 et 1 — ¢ = 0,
c’est-a-dire lorsque 7 = 7. Par conséquent, [*(«, pg, 7) est minimisé uniquement
lorsque o = v, g = pgo et 7 = 7p.

Corollaire 2.1. lim l~n(o¢, 13, 0'%, 0?) existe presque siirement et elle est minimisée
n—oo

uniquement lorsque a = o, jig = figo, 05 = 05, €t 0> = 0§

Démonstration. Tout d’abord, rappelons que :

l;(Oé, K, T) = ln<Oé, Ka, T) - ln(a07 Hp,0, TO)

. infT 2y _1 -
= 15121" (o, pg, 7,0%) — 1 — Ly (o, p1g,0, T0)
= infly(a, pg,03,0%) — 1 = ly(ao, g0, )

En utilisant le théoreme (2.5) et la définition de [, (a, pg, 7), nous constatons
que lim [, (o, pg, JE, 0?) existe presque stirement et elle est uniquement minimisée
n—oo

(Xt—ao—pg,0Xe-1)*

2%
I+70X2 )

lorsque a = g, pg = pgo et o> =c* =E ] et 03 =70
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Mais
o = E{E[(X:—ao— psoXe1)’ |Fima] / (1 +70X7) }

2 2 2 2
= E [(Uo +050Xi1)/(1+ TOXt—l)}
2

Alors 7}1{20 l~n(04, ug,ag,az) est minimisée uniquement lorsque a = g, g = Ugo,
O'% = 0%70 et 0% = o},

Le théoreme (2.5) est le résultat principal nécessaire dans la démonstration du
théoreme suivant, qui énonce la consistance forte des estimateurs du maximum de
vraisemblance.

Théoreme 2.6. [32] Soit l,,(a, pg, T) minimisé sur ©* en o = &, , g = fig, et
T =T, ot O est défini dans le théoréme (2.5). Soit 71, = (G, fign, Tn)' - Alors T,
converge presque sturement vers my = (o, g0, 7o) & condition que Ty € int(OF).
De plus 6[23771 et 62 convergent presque sirement vers Ug et 0 respectivement.

2.4.2.3 Le théoréme central limite

Tout d’abord, nous présentons une version du théoreme central limite pour les
martingales, comme indiqué dans Billingsley(1961)[6], qui sera utile pour dériver
les distributions asymptotiques des estimateurs du maximum de vraisemblance

pour un modele RCAR(1).

Théoréme 2.7. [6]

Soit {&} une suite de variables aléatoires ayant la propriété que & peut étre ex-
primée comme une fonction qui ne dépend pas de t, qui est mesurable par rapport a
Fi générée par une suite {ay, ay_1,...} de variables aléatoires strictement station-
naires et ergodiques. De plus, supposons que E(&|Fi_1) =0 et E(&) =c* <o
alors (Ci)_% Yoi & converge en distribution vers une variable aléatoire normale
standard.

Lemme 2.3. Soit f,(0) une suite de fonctions continues et dérivables sur un

compact ©. Si | lim supafg—b@ < 00, alors f,(0) est équicontinue sur ©.

n—)ooge(_)

Démonstration. Nous devons montrer que pour tout € > 0, il existe un entier N

et un 0 > 0, qui dépend de ¢, tels que |f,(01) — fn(02)| < € pour n > N lorsque
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Puisque f,(0) est continue et dérivable sur ©, par le théoreme des accroissements
finis, nous avons pour 01,6, € O :

 0fn(07)
00

ful01) = fu(02) = (01— 02)
ou
0 = M1+ (1 — Xy pour un certain X € (0,1)

Maintenant, étant donné que

2 2

,0fa(67) 2 [[0fn(67)
Il s’ensuit que f,(6) est équicontinue si
. Ofn(6) H
lim sup || ——
novoo geb || 00

Le lemme mentionné ci-dessus peut étre utilisé pour montrer 1’équicontinuité de

la deuxieme dérivée de I,(6), {6;é’5(99,) }, sur un voisinage compact N (6y) de 6.

En suivant ce lemme, il suffit de montrer que chaque élément de la troisieme dérivée
de 1,,(0) est uniformément borné sur un voisinage de 6.

Par exemple, pour

d*1,(9) -
LA D DD o
Oy ;

ou \; = 0% + 03X} |, nous avons :

1,(0) -
= 2w AKX
292 t -1
Ouzdo —
n
< o DY AN
t=1
< 2
- 0202
< o0
On procede de la méme maniere pour les autres éléments de la dérivée de %}.

66



CHAPITRE 2. Modele autorégressif a coefficients aléatoires

Lemme 2.4. Soit {0,} une suite de variables aléatoires telle que 0, converge
presque surement vers une constante 0y. Soit {fn(.)} une suite de fonctions telles
que fn(0) converge uniformément presque sirement vers une fonction continue
f(8) sur un voisinage N(0y) de 0y. Alors f,(6,) converge presque surement vers

f(0).

Démonstration. Soit w tel que 6,,(w) converge vers 6y(w). Alors, pour n suffi-

samment grand, nous avons 6, (w) € N(6).
Maintenant, fixons w. Nous avons alors :

[fa(On) = F(Oo)l = |fn(0n) = f(0n) + [(On) — f(60)]
< | ful0n) = F(00)] + 1 (0n) — f(6o)]

Puisque f,(+) converge uniformément vers f(-), alors pour n > N, nous avons

Ja0() = FO ()] < 5

f(.) est continue sur N(6y), donc il existe un entier N € N tel que si n > N, alors

[fn(0n) — f(00)] < e

Donc f,(6,) converge presque surement vers f(6).

. 20, (0 . ; A
Lemme 2.5. La suite {8@%@2/)} converge uniformément et presque surement sur

un compact au voisinage N () de 6y vers {%}, o 1(0) = Tbll_%ljn(Q)

Démonstration. Tout d’abord, définissons
A\ =02+ ang_l et u =Xy —a— pugXig
Nous avons
E(u|Fi1) = E[(X: — a0 — ppoXi—1) + (2o — @) + (g0 — 1) Xe—1|Fi-1]
= (0 — @) + (ugo — pp) Xia
et
E(uf|Fim) = E{[(Xi— a0 — psoXi1) + (0 — @) + (g0 — pa) Xe1)*| Fior }

= 00+ 050X7 1 + [(a0 — @) + (a0 — 15) Xia]”
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Les dérivées secondes de [,,(0) sont données élément par élément par :

01 (0) Ny
02 = 2n z;)‘t
t=

01, () N
= = 27y AKX
Oadug " ; £l

= 207! Z A2 X7

t=1

27 n
8 ln<0) —_ 2n—1 Z >\t_2ut
t=1

01, (6) N

o= 2Ty ONIXE

aﬂ% tzl t t—1
0?1, (0) '\

n - 9n~ )\—2 X3
auﬁaag n tz; t Uy t—1
%1, (0) LN 2
811%,602 = 2n tz;)\t utXt—l

0%1,,(0) CINC 3 24 LINC 2y
= 2n Z)\t X, 4 —n Z)\t X4
t=1

t=1

n n

-1 —3, 22 -1 -2 y2

60%802 = 2n E AN Cur Xy —n g A XS
t=1 t=1

n

0%1,(0 I - -
8(02()2) = 2n IZAt?’uf—n 1sz\t2
t=1 t=1

Sous I’hypotheése A5 (énoncée dans la section (2.4.2)), nous pouvons borner 'espérance
de chacun des termes ci-dessus en utilisant le lemme (2.2). Par conséquent, en uti-

lisant le théoreme de I'ergodicité (1.2), {8;55(99,)

} converge presque stirement vers
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une matrice qui est égale a %, et est donnée élément par élément par :
9%1(0) _
60(52 = QE()\t 1)
021(0
c%z((gﬂl = B
021(0 -
5 a(al = 2E(\*w X7 ;)
B
021(0 -
804(‘50‘)2 = 2E<>\t 2ut)
021(0 _
aﬁfz) = 2E<>‘t 1th—1)
B
021(0 -
auﬁfaal = B
B
021(0
augfaa)2 = 2B uXi)
021(0 _ _
S = ZEOEXL) - BV
B
021(0 _ -
Srrime = TEOCENL) - BOXL)
021(0 _ -
3(0(2))2 = 2E(\ ) —E(N\?)

De plus, par le lemme (2.3), B;gg(ee,) est équicontinue sur un voisinage compact N (6y)

e LN . . N . .
de 6y, d’ou { 50507 } converge uniformément et presque strement sur un voisinage
821(0)
de 00 vers {W .

Lemme 2.6. Pour toute suite {6,} qui converge presque sirement vers 6y, nous

avons %1 (6 ui converge presque surement vers i(60) _ V, ouV est une
9600" q ge presq a000 — Vo
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matrice symétrique et donnée par :

Vii Via Vig Vi 2E(A\ o) 2E(A o Xi-1) 0 0
Vi Vag Vou | 2E(A 9 X7 1) 0 0
Vis Vi EA\gXt,) EONGXE))
Via E(X )
(2.10)
ol

_ 2 2 2
)\t70 - UO _'_ O'B,OXt—].

Démonstration. En conséquence du lemme (2.4) et du lemme (2.5), nous avons

que {823[53(3?)} converge presque surement vers 8;5((9%0,) =V, tel que chaque élément
Vi; de V est donné par :
0%1(60) .
‘/11 - aa2 = ZE(At,())
9%1(6y) _
Vip = Vo = m = 2E(\ 5 Xi-1)
0210
Vis = Vi = 8(1;;2) = 2EB(\; uro X7 1) = 2E [N $ X7 E(ugolFi-1)] =0
B
825(00) B
Vig = V= Dado? QE(At,gUt,o) =0
d%1(6,)
Vay = = 2E(A\ o Xi)
oy
d%1(6y)
Vos = Vi = 2E(\; JuoX; ;) =0
23 32 3#3305 ( £,0 Ut,0 1)
d%1(6y) _
Vau = Vi = 115002 = QE(/\tht,oxtfl) =0
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822(90) 4 2 v4
Vag = = 2E(\/ X E(A X
33 a(aé)g ( tOutO 1) — E( t,0 1)
= QE[)‘;ngqE(Uio’E—l)] - E(/\;(?Xf—ﬁ = E()\;(?Xf—ﬂ
d*1(6y) _ _
Vay = Vig = W(;‘Q = 2E<)‘t0ut0th 1) E<)‘t,O2XtZ—1) = ]E()‘t,gXtZ—l)
d*1(6,) _ _
‘/ZL4 = 8(0'2;)2 = QE()\t Otuiﬁ) ]E()\t (?) = E<>\t3)

Nous utilisons le fait que :
E(uo|Fie1) =0 et E(ujo|Fim1) = Ao
Ol\l ut’o = Xt — Qg — luﬁ,Othl

Théoréme 2.8. Soit {X;,t € Z} une suite strictement stationnaire, ergodique
et une solution F, mesurable pour l’équation (2.1) sous les hypotheses Al — A6
(énoncées dans la section (2.2.2) et (2.4.2)). Alors \/n(6, — 0y) converge vers une
loi normale de moyenne nulle et de matrice de covariance VWV =L ou V est
donnée dans (2.10) et W est une matrice symétrique ses éléments sont donnés
par :

Wi = 4E(Ng) , Wi =4E(\ X 1)

Wy = 2E(ut0)\t0Xt o) 5 Wia = 2E(ugo; gme0)
(A
2I(

Wy = 4E tolXtZ ), W= QE(Ut,O)\;gXE—mt,O)
Wy = Uy O)\toXt 1Meo) » Wag = E(A;SLX;!"]EO)
Wiy = E()‘;(?th—lnt,[)) o Wi =EQA 7o)
ot
Ao = 05 + Ué,Othfl s o =Xy —ap — pgoXi—1 et Mo = uf’o — Ao

De plus, si{f5:} et{e:} sont conjointement normales, alors la matrice de covariance
se réduit a 2V 1.

Démonstration. Nous montrons d’abord que la matrice V' est définie positive.
Puisque V est diagonale par bloc, il suffit de montrer que chaque bloc est défini
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positif.
Considérons la sous-matrice :

Vi Vio 2E(Ng)  2E(A\pXi1)
Var Vi 2E(Ng Xim1) 2E(A\ X7 )

1
=E 2)\;& <1 Xt—1> = E(ZZ,)
Xi1

ou
z = (\/5)\;0%, \/EA;()%Xt—ly
Pour tout vecteur a = (ay, as)/, nous avons
E(a'z2'a) = E[2X\ (a1 +aX;—1)°] >0

Et I'égalité est vérifiée uniquement lorsque a; = ay = 0 selon le lemme (2.1).
En suivant la méme méthode, il est facile de montrer que la sous-matrice.

Vas Vg
Viz Vi

est définie positive. Ainsi, V' est définie positive.

Ensuite, rappelons que dans le lemme (2.5) nous avons montré que la dérivée se-

821,(0) . , A ..
conde de {557} conve]rge2 uniformément et presque stirement sur un voisinage
0%(6
compact N(6y) de 0y vers Wée/)'
3l (0n)

Le développement de Taylor de autour de #p donne que

0 (0n)
P1n(0n) _ Olu(8o) | 9*1u(ba) 5
0~ o6 T agog %)

ou 9~n est sur le segment de droite entre én et 6y.

Puisque 6,, converge presque stirement vers 6y, alors #,, converge presque strement
821(0) 821(0,,)

000" } converge uniformément sur N(6), oo

vers . Par conséquent, puisque {
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. . i
converge presque strement vers la matrice V' = 869890,) d’apres le lemme (2.6).
. Ao .7 () _
Puisque ¢,, minimise [,,(¢), nous avons 55577 = 0.

al 00

Si nous supposons que \/_ converge vers une distribution limite de moyenne

nulle et de matrice de covariance W, alors \/ﬁ(én — 0p) aura la méme distribution
asymptotique que — \/_ 81(90) . Par conséquent, d’apres le théoreme de Slutsky,
\/ﬁ(én —6p) converge vers une dlstribution normale limite avec une moyenne nulle
et une matrice de covariance V- 1WV L.

Al ( 00

Il reste a montrer que \/_ est asymptotiquement normal avec une moyenne

nulle et une matrice de Covarlance w.

Rappelons que :

n

Xt—ao— 50Xt 1)
t=1 t=1 00+UB0Xt 1

Il s’ensuit que :

Ol 6o) = —on! Z )\golut,o

azn(QO) -1 - -1
—2n E Ao oXi—
8#6 s t,0 Yt,03t—1
n(B) = _
80%0 =n 1;)‘15,01)(152—1 12)\ outoxt2 1

Al (6y) e _
902 1Z>‘t,01 1Z)‘touw
=1

Soit
&(a) = A;@ [2ut,0>\t,0(al +aXy1) +molas + G3Xt2_1)}

ou a = (ay, as,as,ay), alors il est facile de voir que

e al, (6o)
1 _ 1~on

n tE:I &(a) = —a 50
Maintenant, étant donné que

E(“t,0|~/—';f—1) = E(Xt — Qg — Mﬁ,oXt—1|E—1) =
E(ufolFic1) = E[(Xi — a0 — ppoXi-1)?|Fica] = Mo
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Alors nous avons

E(n ol Fi-1) = E(Ut 0 — Aol Fio1) =
Donc
El§i(a)|Fia] = 0
Par définition, & (a) est strictement stationnaire et ergodique, et nous verrons toute

suite E[£2(a)] est finie.

Par conséquent, par le théoreme (2.7), n=%23""  &(a) converge vers une distri-
bution limite gaussienne avec une moyenne nulle et une variance de E[¢2(a)].

Cette variance peut étre exprimée sous la forme a'Wa ot W est symétrique et ne

, .. Bl (0 .. .
dépend pas de a. Ainsi, n% converge vers une distribution normale avec une

moyenne nulle et une matrice de covariance W.
Il reste & montrer que E[¢2(a)] est finie pour chaque a.
Soit
& (a) = A guig(ar + a2 X—1)* + Ag(aa + as XP 1) 0

3 (2.11)
+ 4)\t7§’ut,0(a1 + as Xy 1)(ag + ag,Xffl)nw

Il est facile de voir que les trois termes dans (2.11) ont des espérances bornées .

Par exemple, pour le premier terme, selon le lemme (2.2)

E |4\ guio(ar + axXe1)?| = E|4N (a1 + aoXio1)*E(ui o Fior)]
= 4K }A;&(al 4+ CLQthl)Q}

< o0

Montrons que le deuxieme terme est fini :

Comme (ug,o|Fi—1) ~ N(0, M), alors E(uyo| Fi—1) = 3X7,.

E(molFi-1) = El(uig = Aro)’]
= E(u, 0T )‘ =2\ OU?,OU:H)
(

= E(ufg|Fim1) + Mo — 2A0E(uf | Fio1)
= E(“t,o‘}—tfl) - )\?,0
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Nous avons

(as + azX? )
(o5 + Uﬁ,onfl)Q

2
03,0 04

< o0

E |\g (a1 + as X7 )nie| =

Par la méme méthode, nous montrons que le troisieme terme est fini.

Par conséquent, E[¢Z(a)] < oo
E(&(a)) = 4B\ uio(ar + a2 Xi—1)?) + E(N g (as + as X7 1)’n7,)

+4E(A;§’ut,o(a1 + Clthfl)(CM + G3Xt2—1>77t,0)

La matrice W peut étre obtenue en exprimant E[¢?(a)] dans 'équation (2.11), sous
la forme d'une matrice a'Wa, c’est-a-dire, chaque élément W;;,i,7 = 1,2,3 et 4,
peut étre trouvé en évaluant la composante de E[¢7(a)] de la forme a; Wi a;.

En notant que E(uolFi—1) =0 et E(uj|Fi—1) = Aep, nous avons :
Wi = 4E(U?,0AE,3) = E(/\t_(})
Wia = Way = AE(u g\ 2 X, 1) = 4E(\; g Xi-1)
Wi = Way = 2E(ug 0\ 0 X7 17e0)
Wis =Wy = QE(ut,O)‘Zgnt,O)
Wao = 4]E(Uf,o>\Z§Xf_1) = 4E()‘;5Xt2—1)
Wag = Wy = QE(Ut,OA;gXE—Wt,O)
Way = Wiy = QE(Ut,O)\;gXt—lnt,O)
Wz = ]E()\;,gX;l—WZo)
Wsy = Wy = E()\;(?Xt{ffh%o)

Wis = E(Agn70) (2.12)
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CHAPITRE 2. Modele autorégressif a coefficients aléatoires

Si fB; et € sont conjointement normales, alors u;o|Fi—1 ~ N(0, A ), donc

E(utoneol Fie1) = E(Uio — U oA Fim1) =0

E(Uidﬁt—l) = 3/\30
et

E(nt2,0|]:t—1) = E(“io - 2“?,0)‘15,0 + )‘t2,0|]:t—1) = 2)‘152,0

Par conséquent, 'expression de W dans (2.12) devient :
Win = 4E()‘;& )
Wiy = Wy =4E\jXi-1)
Wiz = Wiy =Wa =Wy =0
Wa = 4E(NX{ )
Wiz = E(AZSX;L—WEO) = ZE()\;(?X?—J
Wiy = EO\;SLXtZ—mZo) = 2E()‘?,0Xt2—1)
Wy = EO‘;(?U?,O) = 2E()‘?,0)

Nous remarquons que W = 2V sous la condition que ¢; et 3, soient conjointement
normales. Donc

\/E(én - 00) ~ N(Ov 2V_1)
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Chapitre

Application numérique

3.1 Introduction

Apres avoir posé les bases théoriques et exploré les méthodes d’inférence sta-
tistique dans les chapitres précédents, nous entamons maintenant une phase essen-
tielle de notre étude, qui est ’application pratique de ces concepts sur des données
simulées.

Dans ce troisieme chapitre, nous nous inspirerons des deux articles suivants : le
premier, intitulé A Comparison of Parameter Estimation Methods for the First-
Order of Random Coefficient Autoregressive Model’, a été rédigé par Araveeporn
Autcha et publié dans le 'Thailand Statistician’ en 2022 [2]. Le second article,
intitulé 'Bayesian Analysis of Random Coefficient Dynamic AutoRegressive Mo-
del’; a été écrit par Araveeporn Autcha et publié dans le 'Thailand Statistician’ en
2012 [3]. Nous allons appliqué les méthodes des moindres carrés (MC), maximum
de vraisemblance (MV) et 'approche Bayésienne hiérarchique pour estimer deux
parametres inconnus dans un modele autorégressif a coefficients aléatoires d’ordre
1, RCAR(1). Nous allons utilisé I’algorithme d’échantillonnage de Gibbs dans le
cadre de I'approche Bayésienne hiérarchique pour générer des échantillons a partir
de la distribution a posteriori. L’efficacité de ces méthodes a été évaluée en utilisant
la moyenne de l'erreur quadratique moyenne (AMSE) comme critére de compa-
raison, révélant que la méthode des moindres carrés se comporte généralement
mieux, a l’exception de certaines situations de données particulieres. Nous allons
également réalisé des simulations numériques en utilisant le logiciel R. Ces simu-
lations ont permis de valider nos méthodes d’estimation dans un contexte pratique.
Enfin, nous allons exploré le modele autorégressif dynamique a coefficients aléatoires
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noté RCDAR(p,q), qui est un cas particulier du RCAR(p). Ceci se fait en ajoutant
des variables exogenes au modele RCAR, conduisant a deux variables. Des simula-
tions de Monte-Carlo ont été effectuées dans divers scénarios, notamment pour des
données stationnaires, faiblement stationnaires, tendant vers la non-stationnarité
et enfin la non-stationnarité. Les résultats ont montré que nos méthodes d’esti-
mation étaient particulierement adaptées aux échantillons de grande taille surtout
dans le cas classique et aux données faiblement stationnaires. Ce chapitre consti-
tue le passage crucial de la théorie a I'application pratique, nous permettant de
mieux comprendre comment nos méthodes fonctionnent et de les comparer dans
différents contextes.

3.2 Application sur le modele RCAR(1)

Dans notre application, notre modele s’inspire de I'article suivant : ” A Compa-
rison of Parameter Estimation Methods for the First-Order of Random Coefficient
Autoregressive Model” écrit par Araveeporn, Autcha et publié dans le 'Thailand
Statistician’ en 2022[2]. Notre intérét se porte sur l'estimation des parametres
0 = (a, pp), en supposant que 052 et og sont des valeurs constantes.

3.2.1 Présentation du modele RCAR(1)

Un modele autorégressif a coefficient aléatoire d’ordre 1, noté RCAR(1) est
représenté sous la forme suivant :

Xt = a-+ BtXt—l + €t, t:172737"'7n7

et 615 = Ug + oply
ol
e 3 sont des variables aléatoires i.i.d. avec une moyenne j3 et une variance
03
e ¢ sont des variables aléatoires i.i.d. avec une moyenne nulle et une variance
2
o

2.
Le modele RCAR(1) peut étre réécrit comme suit :

Xt = o+ BtXt—l + €t
= a+ ugXi1+uy
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ou uy = oghXi—1 + €&

alors 1, est une variable aléatoire ayant une moyenne nulle et une variance de un
et étant indépendante de ¢;.

3.2.2 Méthodes d’estimation des parametres

Pour l'estimation des parametres 6 = (a, pug) du modele RCAR(1), I'auteur
Autcha Araveeporn (2022) [2] propose 'utilisation du critere des moindres carrés,

de la méthode du maximum de vraisemblance et de la méthode Bayésienne hiérarchique
basée sur la méthode MCMC.

3.2.2.1 La méthode des moindres carrés

La premiere méthode d’estimation que nous proposons est le critere des moindres
carrés pour estimer les parametres 6 = («, f13) en minimisant la somme des carrés
des résidus.

Soit F; I’ensemble d’informations jusqu’au temps ¢, et u; = X; — X1 — «, alors
nous pouvons voir que E(uy|F—1) =0, E(uf|F_1) =02 + 03X}, et
V(w|Foor) = 02 + 03X7 .

Etant donné un échantillon Xi, Xs, ...X,,, le paramétre 6 = (o, pg) est estimé en

~

minimisant >, u?. Ainsi, Pestimateur des moindres carrés 0yc = (Qne, figric)
est donné par

n n

Z(Ut)z = Z(Xt —a— pusXe)?

t=2 t=2

Nous calculons les dérivées par rapport aux parametres dasc et fig pmc, ce qui nous
conduit ensuite a obtenir :

e = Z?:z Xt2—1 Z?:l Xy — Z?:2 Xy Xy Z?:Q X1
- n n 2
n thz Xt2—1 - (thz Xi1)

et
ny o XX =25 Xe D oo Xen

n n 2
n o Xy — (201 Xe-1)
Pour le modele RCAR(1), il peut étre ajusté comme suit :

figvc =

Xi = e+ fipe X1, t=2,3,..n
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3.2.2.2 La méthode du maximum de vraisemblance

La méthode du maximum de vraisemblance tient compte des observations
{X1, Xs,..., X, } et de la densité des probabilités (comme la méthode des moindres
carrés) et de la densité des probabilités de 1’échantillon.

Ensuite, Autcha Araveeporn (2022)[2] considere les données observées suivent une
distribution normale, et nous obtenons

E(Xi|Xi1) = a+psXer et V(XX 1) =02 + 05X

Maintenant, la fonction de vraisemblance est définie comme suit :

L(0) = L(0| X1, Xi 1) = [ [ F(Xi Xi)
t=2

1 %n 1 " Xt—a—ngt 1)2
:<2 > Ha +05Xt 1) 26Xp{ 52 _|_JﬁXt21

Il est plus pratique de travailler en définissant le parametre v = —5, de sorte qu’il

NENY

peut étre écrit comme suit :

LR (X — a — paXi_1)?
Lo = < >02H1+UX“ QGXP{ 22Z t1+vX§_1t }

t= E152

Ensuite, nous prenons le logarithme népérien (In) de la fonction de vraisemblance,
puis nous procédons au calcul des dérivées partielles de In(L(6)) par rapport aux pa-
rametres a et pg.

0 (X —a — pgXi—1)
— In(L(9)) =
O 2062 tZQ 1+vX?,
0 1 - (Xt —a— U Xt—l)Xt—l
g In(L(8)) = 202 1+ v§(2
lu’ﬁ € t=2 t—1
Soit a(a ) In(L(#)) = 0. Nous obtenons alors
> ies )55 —pB iy U X
&= oy st (3.1)

ZtZQ 1+vXt271

n XX
. D=2 T+ox?2, —a)li 1+va .
e = n X7,
ZtZQ 1-|—’L)Xt271
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A partir de (3.1) et (3.2) , nous pouvons le réécrire comme suit :

c1 — e —a
1 — HpC2 ot [%204 acy

C3 Cs

&:

n n

X X1 & 1
c] = —s, (= — s, (3= P a———
! 1+ vX? 2 ; 1+vX? K ; 1+vX?
n 2 n
Xi X1 X1
=) T——5— =) T 5"
tz; 1+ vXtQ_1 tz; 1+ va_l

Enfin, nous obtenons les estimateurs suivants pour « et g :

A C1C4 — C5C2
apgy = —————5—
C3C4 — G5
et
~ C3C5 — C1C2
MMV = —— 5
b C3Cq — C%

Pour les valeurs ajustées observées du modele RCAR(1), elles peuvent étre exprimées
comme suit :
Xi=amv + ppuvXi-1, t=2,3,...,n

3.2.2.3 La méthode Bayésienne hiérarchique

Dans le cadre de la méthode Bayésienne, la méthode Monte-Carlo par chaines de
Markov (MCMC) permet d’estimer la forme de la distribution a posteriori. Morton et
Finkenstadt (2005)[25] ont utilisé cette méthode pour modéliser le modele des indivi-
dus susceptible-infecté-récupéré ! pour les maladies infectieuses. L’estimateur Bayésien
considéré est la moyenne de la distribution a posteriori obtenu grace a la méthode

MCMC.

1. Susceptible-Infecté-Récupéré” (SIR) est un modele épidémiologique utilisé pour décrire la
propagation d’une maladie infectieuse au sein d’une population. Dans ce modele, les individus
sont divisés en trois catégories :

Susceptibles (S) : Ce sont les individus qui sont susceptibles d’étre infectés par la maladie s’ils
entrent en contact avec des individus infectés.

Infectés (I) : Ce sont les individus qui sont actuellement infectés par la maladie et qui peuvent
la transmettre aux individus susceptibles.

Récupérés (R) : Ce sont les individus qui ont été infectés par la maladie, mais qui se sont rétablis
et sont maintenant immunisés, ce qui signifie qu’ils ne peuvent pas étre infectés a nouveau et ne
peuvent pas transmettre la maladie.
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Estimation des parameétres pour le modele RCAR(1)

Pour réaliser une estimation Bayésienne pour le modele RCAR(1), nous proposons
le modele hiérarchique a trois niveaux.

e Au premier niveau se trouve la distribution conditionnelle des données X; étant
donné les variables aléatoires observées X, 1, les coefficients a, f; et 2.

e Le deuxieme niveau consiste en la distribution conditionnelle de §; étant donné
les parametres pg et O’%.

e Enfin, le dernier niveau représente la distribution a priori de 6 définie comme
0 = (o, pug)"

En conséquent, étant donné les variables de ’échantillon X7, Xo,..., X}, nous sommes
en mesure d’exprimer le modele RCAR(1) dans la structure hiérarchique suivante :

Xe|lXi—1, 0, Br, 02 ~ N(o+ B Xy—1,07),

ﬁt|#6a 0[23 ~ N(/Lﬂa U[Qi)a

(o, pp) ~ (v, pg) (3.3)
ou 7(-) est la densité a priori de € qui reflete notre a priori sur les parametres inconnus.

En suivant cette structure hiérarchique ’équation (3.3), nous pouvons exprimer la fonc-
tion de vraisemblance de 6 comme suit :

n
L(Oé,/LB|X1,X2, e aXTL,Ela e aen) = ¢(X1;a,06)H¢ (Xt;O[ +BtXt717 \/ 0-62 +J%Xt271)

i=2
(3.4)
ou ¢(X; pu, o) désigne la fonction de densité d’une distribution normale avec une moyenne
1 et un écart type o.

Par conséquent, la densité a posteriori conjointe des parametres est donnée par :
7T(9|X1,X2, e ,Xn) X L(@’Xl, XQ, cee ,Xn)w(é)

ou w(f) est une densité a priori de 6.

Pour l'estimation des parametres du modele RCAR(1), la distribution a priori de
0 = (o, ug)T est considérée comme une variable aléatoire continue dans I’ensemble des
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nombres réels, suivant une distribution normale.

A partir de la structure hiérarchique de 1’équation (3.4), la densité a posteriori conjointe
peut étre écrite comme :

ool X1, Xo, -+, Xp) o [7(a, pg, U%,0'62|X1, Xo, -+ ,Xn)d,ugdagdag

et

Tr,LLB (/LB|X17 X27 e 7Xn) X f 7-[-(047 Hg, O%a 0-3|X17 X27 e 7Xn)dada%d0-52

La distribution a posteriori conjointe de o et ug est obtenue a partir de la distribu-
tion normale, de sorte que les caractéristiques de la distribution permettent souvent
de spécifier des bornes inférieures et supérieures pour ces parametres, ce qui peut étre
déterminé avec précision.

Pour gérer I'analyse Bayésienne hiérarchique pour le modele RCAR(1), nous nous
intéressons aux propriétés de la densité de 0 = (a, ug)T. Obtenir la densité a posteriori
conjointe pour ¢ revient a intégrer les coefficients non observés a et 1. En raison de la
complexité de la fonction de vraisemblance, nous avons utilisé la méthode MCMC (Gilks
et al. 1996)[17] pour générer des échantillons & partir de la distribution a posteriori de
6. Nous utiliserons ’échantillonneur de Gibbs (Gelfand et al. 1990)[15], une méthode
MCMC largement utilisée, pour obtenir le parametre a partir de la distribution a pos-
teriori en utilisant le logiciel R avec le package rjags.

Les densités conditionnelles des parametres dans le modele RCAR(1) sont :
o (ol pg, U%, 02, X) et mu,(pslo, ag, 02, X) comme les densités conditionnelles completes
de a et ug respectivement.

L’algorithme d’échantillonnage de Gibbs est
e Initialiser o(®) et ug)) pour k=1,2,...,m+ M.

(h=1) _2(k—1) _2(k—1)
v X).

e Tirer a® A partir de 7, (a\,u ;03 ,O¢ , X

e Tirer ugc) a partir de (ulg\a(k),aé(k_l),J?(k_l),X).

ou
m = 2000 représente un burn-in (période de chauffe).
M = 10000 représente le nombre d’échantillons générés apres burn-in.
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En répétant les étapes d’échantillonnage ci-dessus, nous obtenons une chaine de Markov

en temps discret
k
{(a(k),,ué ));k =1,2,...}

dont la distribution stationnaire est la densité a posteriori conjointe des parameétres.
Une chaine de Markov de parametres « et pg est construite en calculant la moyenne
des échantillons a partir de la densité a posteriori conjointe en utilisant une distribution

standard comme suit :
M k
A lecvil a®) - 2 k=1 NE% )
A Bayes = T et KB, Bayes = T

Pour les valeurs ajustées observées du modele RCAR(1), nous avons :

Xt = &Bayes + ﬂ,B,Bayeth—l , t=2,3,---,n
Pour le probleme d’estimation Bayésienne des parametres pour § = (a, p1g) dans le

modele RCAR(1), nous utilisons les lois a priori non informatives suivantes :

o~ N (po, Vo)

s ~ N (po, Vo)

Nous posons o2 et cr% comme étant des constantes, ott pg = 0, Vo = 10,

Lorsque nous utilisons les lois a priori non-informatives et que nous supposons la nor-
malité des coefficients et des erreurs aléatoires, les parametres du modele RCAR(1) ont
des densités conditionnelles completes de la forme suivante :

by 1
a|ﬂ/370%,0€2a£'\’ 2N <2b1’ l)1>

do 1
:U’B|O[7O-%’70-e27XN2N( 2 >

2d," dy
ol
by = s 2 12 2 i"‘ :
—oltopXi a2 W
I R
— oc +ogXi, o¢ Vo
n 2
I
t=1 "€ Brt—1 0

n

X 1( Xy —
d2=2 tl(t 06) Ho

t=1 ol + U%Xf—l o
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3.2.3 Etude de simulation

L’objectif de cette étude est d’estimer les parametres § = (o, ug) du modele RCAR(1)
en utilisant les méthodes des moindres carrés (MC), du maximum de vraisemblance (MV)
et Bayésienne hiérarchique (Bayes). Les résultats ont montré une comparaison des esti-
mateurs moyens pour des tailles d’échantillons n = 100, 300 et 500.

L’erreur quadratique moyenne (MSE) évalue la différence entre les valeurs estimées
et les valeurs simulées. Nous avons également calculé le MSE comme le critere défini
ci-dessous :

S (X — Xy)?
n—1

MSFE

e X, représente les valeurs simulées.
e X, représente les valeurs estimées.

L’étude de simulation est divisée en trois parties. Dans le premier processus, nous
avons généré des données Xy, t = 1,2,...,¢ a partir du modele RCAR(1) comme suit :

Xe=a+pusXeo1+u, uw~N(0,07), on=0l405X7

Les parametres du modele RCAR(1) sont mentionnés dans cinqg cas différents, a savoir :

1. a=05 pug=1, o?2=1, a% =0 et ,u% + o*% =1 (non stationnaire)
2.a=0, pg=099, o2=1, 03=001 et pj+oz=09901 (tend vers la
non-stationnarité)

3. a=0, pug=0.01, o°=1, ag =0.99 et u% + ag = 0.9901 (tend vers la
non-stationnarité)

4. a=0, pz=06, o2=1, a% =04 et M% + 0'% = (0.76 (stationnaire)

5. =05, pg=1, oZ=1, 05=099 et pj+03=199 (explosif)

L’objectif des cing cas est de visualiser les différentes données en fonction des pa-
rametres différents, et le type de données est essentiel pour ajuster les parametres de
ces méthodes. Les figures (3.1) a (3.3) représentent les échantillons dans les tailles
n = 100, 300, 500.
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F1GURE 3.1 — Le graphique de la série temporelle pour les données générées pour

n = 100.

Interprétation :

de n = 100. Il est important de noter que :

Le cas 5 représente le cas explosif.
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La figure (3.1) présente les données générées pour une taille d’échantillon

Le cas 1 représente des données avec tendance.
Le cas 2 est illustré comme une marche aléatoire.

Les cas 3 et 4 semblent également osciller autour de leur moyenne zéro.



CHAPITRE 3. Application numérique
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F1GURE 3.2 — Le graphique de la série temporelle pour les données générées pour
n = 300.

Interprétation : La figure (3.2) présente les données générées pour n = 300, démontrant :
e Le processus de tendance et de marche aléatoire dans les cas 1 et 2.

e Un processus stationnaire est représenté dans les cas 3 et 4.

e Un processus explosif est représenté dans les cas 5 .
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F1GURE 3.3 — Le graphique de la série temporelle pour les données générées pour
n = 500.

Interprétation :
e L’impact des grandes tailles d’échantillon n = 500 a également identifié les oscil-
lations dans les cas 3 et 4 comme présenté dans la figure (3.3).

Dans la deuxi¢me partie, nous obtenons I’estimateur Ope = (&mce, g mc) & par-
tir de la méthode des moindres carrés, éMv = (Gmv, fig,myv) a partir de la méthode
du maximum de vraisemblance et éBayes = (OBayes, [18, Bayes) a partir de la méthode
Bayésienne hiérarchique basée sur la méthode MCMC.

A partir de la méthode des moindres carrés, nous obtenons X; a partir de
X = ape+pgmeXi—1, t=2,3,...,n. Les valeurs estimées a partir de la méthode du
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maximum de vraisemblance sont calculées par X, A partir de ’analyse Bayésienne est
approximée par X; = apy + fig vy Xi—1, t=2,3,...,n, et
Xt = dBayes + MB,Bayeth—lv t= 2; 3; s T

Enfin, dans la derniere partie, nous avons simulé des données sur 500 réplications
a partir d’un modele RCAR(1). Nous avons également calculé la moyenne pour chaque
parametre et taille d’échantillon. Pour cela, nous avons calculé la moyenne des MSE
(AMSE) ? pour comparer les estimateurs obtenus par les méthodes précédentes ( moindres
carrés, du maximum de vraisemblance et Bayésienne) comme le montrent (3.1) a (3.3).

TABLE 3.1 — La moyenne de I'erreur quadratique moyenne (AMSE) de I'estimation
des parametres par la méthode des moindres carrés

Cas Parametre Tailles d’échantillon
n = 100 n = 300 n = 500
1 a=0.5 0.5468979 0.522664 0.516744
g =1 0.9942908 0.9958713 0.9981531
AMSE 0.979956 0.983526 0.9976
2 a=0 0.0029385 —0.014161 0.0000234739
g =0.99 0.9686074 0.9728126 0.9815071
AMSE 1.438548 1.527216 1.629149
3 a=0 0.0081086 —0.0068064 0.000285
g =0.01 —0.000721 0.003209 0.0057259
AMSE 1.0608215 1.085601 1.08353
4 a= 0.004036 —0.0017588 —0.000634743
pg = 0.6 0.5301467 0.57902 0.59082
AMSE 1.096348 1.097565 0.098644
5 a=0.5 0.489563 0.528712 0.536795
pg =1 0.957998 0974709 0.9849731
AMSE 47.77515 52.02487 89.69467
Interprétation :

e D’apres le tableau (3.1), PAMSE de la méthode des moindres carrés présente les

valeurs minimales pour les cas 2, 3 et 4.

2. Average Mean Square Error (la moyenne de l'erreur quadratique moyenne)
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e Lorsque les tailles d’échantillon augmentent, cette méthode est donc cohérente
pour ’estimation des parametres.

e En revanche, le cas 5, considéré comme explosif, affiche une AMSE tres élevée.

TABLE 3.2 — La moyenne de l'erreur quadratique moyenne (AMSE) de 'estimation
des parametres par la méthode du maximum de vraisemblance

Cas Parametre Tailles d’échantillon
n = 100 n = 300 n = 500
1 a=0.5 0.560159 0.543295 0.521158
g =1 0.9968926 0.9978951 0.999999
AMSE 0.98771946 0.995763 0.995624
2 o= 0.0197952 —0.0024868 0.00296423
ng =0.99 0.9342366 0.9709414 0.972934
AMSE 1.432453 1.5472064 1.6286721
3 a=0 0.0029821 —0.002523 0.0017460
g =0.01 0.00020161 0.00523905 —0.0006505
AMSE 1.076205 1.0941868 1.1845274
4 a=0 —0.1516207 —0.05062976 0.06259691
g = 0.6 0.6304789 0.4812071 0.6822012
AMSE 2.698073 2.361248 2.29787
5 a=0.5 0.5584173 0.5423054 0.5120381
g =1 1.100672 0.9688486 1.006477
AMSE 106.8973 255.0127 267.2161
Interprétation :

e La méthode du maximum de vraisemblance donne de bons résultats dans le cas
1, comme le démontrent les données de tendance présentées dans le tableau (3.2).

e L’AMSE a montré des valeurs minimales pour toutes les tailles d’échantillon.
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TABLE 3.3 — La moyenne de l'erreur quadratique moyenne (AMSE) de 'estimation

des parametres par la méthode Bayésienne hiérarchique

Cas Parametre Tailles d’échantillon
n = 100 n = 300 n = 500
1 a=0.5 0.536627 0.52444025 0.5145789
ug =1 0.9989372 0.9992390 1.002131
AMSE 1.321617 5.1366578 9.157619
2 a=0 0.0153121 —0.0026055 —0.0007993
tg = 0.99 0.97303699 0.9802405 0.9960326
AMSE 1.4287729 1.5631212 1.850166
3 a=20 0.0045172 —0.0024841 0.00038412
pus = 0.01 —0.000932 0.0024384 0.00545186
AMSE 1.07041 1.097227 1.098250
4 a=0 0.08477534 0.08083943 0.06562123
g = 0.6 0.5397339 0.5624219 0.584967
AMSE 2.589896 2.5971449 2.596096
5 a=0.5 0.4119895 0.5668433 0.3030206
pg =1 1.019606 1.056783 0.9626697
AMSE 40.09211 102.5593 234.6891
Interprétation :

e D’apres le tableau (3.3), les AMSE Bayésiens sont plus élevées que celles des
autres méthodes. Il semble que la distribution a priori de la méthode Bayésienne
n’affecte pas 'estimation des parametres dans le modele RCAR(1).

e Dans la majorité des cas, la méthode des moindres carrés se comporte mieux avec
une AMSE minimale. La méthode du maximum de vraisemblance se comporte
mieux que les autres méthodes pour les données présentant une tendance, bien
qu’elle differe légerement de la méthode des moindres carrés. Pour le cas 5, qui
est un cas explosif, nous constatons une AMSE tres élevée.

e L’auteur Araveeporn Autcha recommande ainsi d’ajuster le modele RCAR(1)

aux données de séries temporelles en utilisant la méthode des moindres carrés,
qu’elles soient stationnaires ou non.
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3.3 Application sur le modele RCDAR(1,1)

Dans cette section, nous allons présenter le modele autorégressif dynamique a coeffi-
cients aléatoires, noté RCDAR(p,q). Il s’agit d’un cas particulier du modele RCAR(p).
Notre source d’inspiration pour ce modele provient de ’article intitulé 'Bayesian Analysis
of Random Coefficient Dynamic AutoRegressive Model’, écrit par Araveeporn Autcha
et publié dans le 'Thailand Statistician’ en 2012 [3].

3.3.1 Présentation du modéele RCDAR(p,q) et RCDAR(1,1)

Le modele autorégressif a coefficients aléatoires noté RCAR dans sa forme générale
est noté RCAR(p), écrit comme suit :

p
X = OZ—FZﬁtiXt,i—}—O'Et, t=1,2,...
=1
1
B, = kg + Eju (3.5)

ou

ét - (Btl)"'wBtp)T
g = (g1, gp)”

Nous supposons que les €; et u, suivent une distribution indépendante et identiquement
distribuée (i.i.d.) avec une moyenne nulle et une variance unitaire, et que u, est appelé
bruit blanc.

De maniere empirique, nous pouvons voir que le terme constant du modele RCAR peut

étre modélisé en ajoutant les variables exogenes y¢, comme dans le modele autorégressif
dynamique a coefficients aléatoires (RCDAR) ou modele RCDAR(p,q) suivant :

p
Xe=ye+ Y BuXei+oe, t=12..
t=1

1
B, =1y +25u

q
Y= MY+ 0 (3.6)
=1
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Dans ce cas, nous allons considérer le modele RCDAR(1,1) d’ordre un avec
p=q=1et o =1 qui peut étre écrit comme suit :

Xt =yt + e Xe—1+e€, pourt=1,2,...
Bt = pg + opuy
Yt = NYt—1 + Ot (3.7)

ou

B sont des variables aléatoires (i.i.d.) avec une moyenne g et une variance O’%.
2

€; sont des variables aléatoires (i.i.d.) avec une moyenne nulle et une variance o;.

&; sont des variables aléatoires (i.i.d.) avec une moyenne nulle et une variance o?.

B, € et §; sont indépendants.

Pour lestimation des parametres du modele RCDAR(1,1), on observe & partir de I’équation

(3.7) que cela consiste n, ug, 0?3, o2 et ag, ou définie comme 6 = (7, 13, aé, o2, ag)T.

3.3.2 Estimation des parameétres d’un modele RCDAR(1,1)
par la méthode Bayésienne hiérarchique

Pour effectuer une analyse Bayésienne pour le modele RCDAR(1,1), nous proposons
le modele hiérarchique a trois niveaux.

e Le premier niveau concerne la distribution conditionnelle des données X; étant
) . : 2
donné les observations X;_; et vy, les coefficients n, 3, of.

e Le deuxieme niveau consiste en la distribution conditionnelle de §; étant donné
les parametres pg et a%.

e Enfin, le dernier niveau représente la distribution conditionnelle de y; étant
donnée les observations y;_1 et les parametres 7 et ag.

Par conséquent, étant donné les variables d’échantillon X7, Xo, ..., X, et les variables

exogenes Y1, Y2, - - - , Yn, Dous pouvons exprimer le modele RCDAR(1,1) dans la structure
hiérarchique suivante :

Xt|thla yt,na/ﬁtagz ~ N(yt + IBtXt717 052)7
5t|Mﬁ7U% NN(M570%)7

Yelye—1,m ~ N (nyi-1,03),

93



CHAPITRE 3. Application numérique

2 2 2 2 2 9
(0, g, 05, 0¢,05) ~ 7(n, g, 05, 0%, %) (3.8)
ou 7(-) est la densité a priori de 6, qui est le parametre inconnu.

En suivant I’équation (3.8), nous pouvons exprimer la fonction de vraisemblance de 6
comme

L(nvuﬁaagvaz7ag‘X17'“7X7l7y17'“7yn) = L(Mﬁaagvaz’Xh-"7Xn7y1a"'7yn)L(7770'§‘y17

ou

n

3 Yn)

L(N’570—%)03|X13X2) T aXnayl, ’yn) = ¢(X1;y150-6) H¢ (Xt;yt + :U’Bthlﬂ \/ 062 + U%Xzfl)

t=2
(3.9)
et

n

L(n,03ly1, - tm) = &(y1;0,08) [ & (wes nye—1 + )
t=2

ou ¢(X; pu, o) désigne la fonction de densité d’une distribution normale avec une moyenne

1 et un écart-type o.

Par conséquent, la densité a posteriori conjointe des parametres est donnée par :
W(H‘Xla X27 o 7Xn7 Y1y ey yn) X L(9’X17 X27 o 7Xn7 Y1,y -ey yn)ﬂ-(a)

ot 7(f) est une densité a priori de 0. A partir de la structure hiérarchique de 'équation
(3.8), la densité a posteriori de pg peut étre exprimée comme

Wug(,ule,XQa"' aXnayla---ayn) X /71'(,&5,0’%,0’62|X1,X2,-'- 7Xnay17--->yn)do'g’d0'52

Pour résoudre cette problématique, il est difficile d’intégrer la densité mentionnée ci-
dessus. Par conséquent, ce probleme utilise la méthode MCMC. Nous allons effectuer
I’échantillonneur de Gibbs une méthode MCMC largement utilisée, pour obtenir les
parametres a partir de la distribution a posteriori en utilisant le logiciel R.

3.3.2.1 Choix des densités a priori

Le type d’a priori non informatif, est utilisé a la place d’une distribution a priori
subjective lorsque aucune information n’est disponible. En utilisant un priori non infor-
matif, toutes les informations sont obtenues & partir de la densité a posteriori conjointe.
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Pour I'estimation des parametres du modele RCDAR(1,1) avec § = (n, ug, O'%, 02,037

nous utilisons la distribution uniforme comme un a priori non informatif pour 7. La dis-

)

tribution normale est utilisée comme un a priori non informatif pour pg, et la distribution
gamma est utilisée comme un a priori non informatif pour ag,, et ag. Plus précisément,

nous avons utilisé les a priori suivants :

n ~ U(—0.999,0.999),
pa ~ N(0,0.01),
03,020,053 ~1G(2.001,10°).

Il convient de noter que pour 7, y; suit un processus autorégressif d’ordre 1, ce qui
nous conduit & définir |n| < 1. La variance de la distribution normale pour p est faible.
Nous utilisons la distribution inverse-Gamma pour 0[237 o2 et ag, puis nous choisissons
les parametres de maniére a obtenir une variance importante.

3.3.2.2 Inférence a posteriori par échantillonnage de Gibbs

Pour effectuer une analyse Bayésienne des données pour le modele RCDAR(1,1), nous
nous intéressons aux propriétés de la densité des parametres § = (n, ug, O’%, o2, Jg)T. Ob-
tenir la densité a posteriori conjointe pour 6 revient a intégrer les coefficients non observés
UNTER ag, o2 et ag, ce qui est difficile a réaliser a la fois analytiquement et numériquement,

rendant ainsi la construction de la densité a posteriori des parametres tres difficile.

A ce stade, les méthodes MCMC sont de plus en plus utilisées dans les cas ou la distri-
bution marginale des variables aléatoires ne peut pas étre obtenue soit analytiquement,
soit numériquement. Les méthodes MCMC comprennent des algorithmes permettant
de construire une chaine de Markov des parametres de telle sorte que sa distribution
stationnaire soit notre distribution d’intérét, c’est-a-dire la distribution a posteriori du
parametre d’intérét.

Nous utilisons ’échantillonneur de Gibbs , qui est la méthode MCMC, pour obte-
nir des échantillons dépendants de la distribution a posteriori. Plus précisément, nous
dérivons les densités conditionnelles m,(n|pg, ag, 02,03, X, Y)s Tus (817, a%, 02,03 X, Y),
77(7% (U%‘na g, 0627 Uga X, y)7 Ty2 (0-62‘777 27:E 0%7 0(%’ X, y)7 et o2 (U§|777 20eE 0%7 0627 X, g) en tant
que densités conditionnelles completes de 7, ,ug,cr% 02 et Ug respectivement, en se basant
sur le modele (3.7).

L’algorithme d’échantillonnage de Gibbs est

e Initialiser (), ,u(ﬂo), Uz(o), 03(0) et 03(0) pour k=1,2,..., m+ M.

e Tirer n*) & partir de ﬂn(n|u2{k_l),a§(k—1),a?(k_l),ag(k_l),x, ).

95



CHAPITRE 3. Application numérique

e Tirer ,ugf) a partir de (u,6|77(k),0§(k71), o2k o—g(kfl),l, Y)-
e Tirer O';(k) a partir de o2 (U%]n(k),u(ﬁk), az(kfl), Ug(kfl),i, Y)-

o Tirer 2™ 3 partir de 7,2 (o2|nk)] ,ué,k), O'Z;(k), ag(’“’l),g, Y)-

e Tirer O'g(k) a partir de T2 (U§|T](k), ,ugg), U;(k), a?(k),g, y)-

ol
m représente un burn-in de 1000 itérations (période de chauffe).
M le nombre d’échantillons générés lors de 4000 itérations apres burn-in.

En répétant les étapes d’échantillonnage ci-dessus, nous obtenons une chaine de Markov
en temps discret, représentée comme suit :

{0®. 1) 20 20 2B =12,

€

dont la distribution stationnaire est la densité a posteriori conjointe des parametres.

3.3.3 Etude de Simulation

Nous avons simulé un échantillon d’observations généré par un modele RCDAR(1,1)
en utilisant 'algorithme de Gibbs. Pour cela les parametres considérés

0= (n,ps, 0'%, o2, O'(%)T afin d’évaluer le comportement de ’analyse Bayésienne.

Et nous avons observé le comportement de ce modele graphiquement en le comparant
avec un AR(1). Tout d’abord, nous générons des données y;,t = 1,2,...,n & partir du
modele AR(1) en prenant n = 0.1, 0.5 et 0.9 comme suit :

Yy =nyi—1+ 61 AR(1)

Ainsi, lorsque || < 1, les données sont stationnaires, mais lorsque |n| tend vers 1, les
données deviennent presque non stationnaires. Dans ce cas, nous considérons 0 < n < 1,
puisque toutes les autocorrélations sont positives.

Pour illustrer I'implication du modele AR(1), la figure 3.4 présente les tailles d’échantillon
de 100 pour chacun des trois coefficients (n = 0.1,0.5,et 0.9).
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#Pour eta = 0.1:
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FIGURE 3.4 — Le graphique de la série temporelle des données générées a partir
d’un modele AR(1) pour y, (n = 0.1,0.5,et 0.9).

Interprétation : Dans le modele AR(1), ou la taille de I’échantillon est représentée
par n, les différentes valeurs du coefficient autorégressif n ont un impact sur la station-
narité de la série temporelle générée. Plus précisément :

e Lorsque nn = 0.1, la série est stationnaire.

e Lorsque n = 0.5, la série est faiblement stationnaire.
e Lorsque 1 = 0.9, la série est proche d’un processus non stationnaire.
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Ensuite, nous considérons le modele RCDAR(1,1) dans lequel les valeurs de y; sont
générées a partir d’'un modele AR(1). Par conséquent, nous obtenons les valeurs de X}
en termes du modele RCDAR(1,1).

Xi = y+BXia1+e
Bt = pg+oguy

Dans les figures (3.5) a (3.7), nous présentons la génération de données dans 4 cas
différents :

e Casl:02=1, ug=0.5, et ag =0.25

o Cas 2:0%2=1, pg =1, et aézO

e Cas3:02=1, pg=-0995 et o—g =0.01

e Cas4:02=1, pug=-0.1, et ag =0.99
#Simuler un RCDAR(1,1) pour le cas n=0.1

Cas 1 Cas 2

noh
AR TN

"/AV\WWVJ\/MA\/W \(\/ﬂj\j\/X/ﬁ\f\J\f\J\/A\/\A‘/ﬂj \/\/“W < 1A m/-\v/”\\‘, Al

0.05

X
0.00

2 | g | /\%’M\' vl U\\/Jv\/\/\v/
Cas 3 s
n | \ 3] ey

< i W /‘MM \N \/AV\/\/\/\JJ"’N\/\J\A\Iw/W‘f\(\’w\(\/ WA / < g: \Af\‘}\/\f\/\w\/\/\&\/f\M\MM\(\ }M)\/\/\(‘VMN\ﬂ&/M/\wM)

FI1GURE 3.5 — Le graphique de la série temporelle des données générées a partir
d’un modele RCDAR(1,1) pour X; (n = 0.1).
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#Simuler un RCDAR(1,1) pour le cas n=0.5
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FIGURE 3.6 — Le graphique de la série temporelle des données générées a partir
d’un modele RCDAR(1,1) pour X; (n = 0.5).

#Simuler

un RCDAR(1,1) pour le cas 1 =0.9

Cas 1 Cas 2
i Nl 4/’ iy /A\ . | e e j Jv\
| N\f W | \Av’\/mf’ W \// b M W 51 /\w»w” o

Cas 3 Cas 4

0.05
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T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

-0.05 0.05

-0.05

Time Time

FI1GURE 3.7 — Le graphique de la série temporelle des données générées a partir
d’un modele RCDAR(1,1) pour X; (n = 0.9).
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Interprétation :
e L’auteur Araveeporn Autcha, a noté que le cas 1 correspond a un processus sta-
tionnaire. Nicholls and Quinn [26] ont établi une condition pour pg et ag : sl
u% + U% < 1.
e Les cas 2 et 4 démontrent un processus non stationnaire, souvent appelé processus
de marche aléatoire, défini par Nicholls and Quinn [26] comme ayant u%—l—ag =1.

Cependant, le cas 4 dépend de n dans le contexte de y;.

e En revanche, le cas 3 présente une tendance a osciller autour de sa moyenne zéro,
semblable a un processus stationnaire, mais avec u% + UZ, > 1.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons examiné en détail les modeles autorégressifs a coef-
ficients aléatoires d’ordre 1 (RCAR(1)) et nous avons abordé des aspects cruciaux de
I'inférence statistique dans ce contexte, en mettant en lumiere le modele RCDAR(1,1).
Notre étude a été divisée en trois chapitres distincts, chacun jouant un réle clé dans
notre exploration.

Dans le premier chapitre, nous avons établi les notions générales essentielles. Le
deuxieme chapitre a été dédié a l’estimation des parametres sous diverses approches.
Quant au troisieme chapitre, nous avons simulé les modeles RCAR(1) et RCDAR(1,1)
et comparé les estimateurs.

Pour continuer a progresser dans ce domaine de recherche passionnant, plusieurs
perspectives pour des travaux futurs se dessinent. Tout d’abord, il serait intéressant
d’explorer des extensions des modeles RCAR(1) et RCDAR(1,1) afin de mieux modéliser
des phénomenes encore plus complexes et dynamiques. Ensuite, nous pourrions mettre
en pratique les méthodes que nous avons développées en les appliquant a des données
réelles dans des domaines spécifiques, tels que I’économie, la finance ou d’autres secteurs,
en résolvant des problemes concrets.

Une autre piste de recherche consiste a approfondir 'analyse des résultats de la com-
paraison des estimateurs dans les deux modeles. Cela nous permettrait d’identifier les
scénarios dans lesquels 'un des modeles pourrait étre plus approprié que ’autre. De plus,
nous pourrions mener une étude approfondie sur la sensibilité des méthodes d’estimation
aux parametres du modele et aux conditions initiales, en tenant compte de la taille de
I’échantillon.

L’optimisation des méthodes d’estimation constitue également un aspect crucial pour
améliorer leur efficacité en termes de temps et de calcul. Parallelement, il serait bénéfique
de développer des techniques permettant d’évaluer les incertitudes associées aux estima-



tions des parametres dans les deux modeles, ce qui renforcerait la robustesse de nos
résultats.

Enfin, nous pourrions élargir notre comparaison en incluant d’autres modeles de
séries chronologiques, offrant ainsi une évaluation plus complete de leurs comportements.
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