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Introduction générale

Le monde contemporain est de plus en plus soucieux de satisfaire les attentes des
clients, tellement il y a plusieurs choses dans la vie pour lesquelles il faut attendre. Un
spécialiste de ’analyse d’attente a déterminé qu’'une personne adulte passait au minimum
le dixieme de son temps a attendre. On attend les auto-bus, les ascenseurs, dans les
magasins, les cinémas, les stations d’essence, chez le dentiste, etc. Toutefois, lorsqu’on
parle d’attente, on pense souvent a des personnes, or, les clients en attente sont aussi
des commandes en attente de traitement, des machines en attente de réparation, des
programmes d’ordinateurs qui attendent d’étre exécutés. Tout cela se passe en posant
la fameuse question, pourquoi y a-t-il attente ? Sur cela, introduisons la notion des files
d’attente.

La théorie des files d’attente est I'un des outils analytiques les plus puissants pour la
modélisation de systemes de logistiques et de communications. Cette théorie a pour objet
I’étude de systemes et réseaux ou des entités, appelées clients, cherchent a accéder a des
ressources, généralement limitées, afin d’en obtenir un service. Ce domaine de recherche
remonte aux années 1909-1920 avec les travaux de I'ingénieur Danois Erlang concernant les
réseaux téléphoniques. La théorie mathématique s’est ensuite développée notamment grace
aux contributions de Palm, Kolmogorov, Khintchine, Pollaczek,... et fait actuellement
toujours 'objet de nombreuses publications scientifiques. Le modele de files d’attente
classique consiste en un systeme dans lequel les serveurs traitent un flux de requétes en
suivant des stratégies bien précises. De nombreuses applications illustrent ce modele, en
particulier dans les domaines des télécommunications, du transport routier et des réseaux
informatiques.

Prenons par exemple le cas d’un centre d’appels téléphoniques qui veut mettre en
ceuvre un service d’assistance technique pour sa clientele. Bien évidemment, ce centre
cherche a acquérir et garder une bonne réputation, en résolvant les problemes rencontrés
par ses clients. Remarquons qu’il s’agit d’'un phénomene stochastique. En effet, les appels
arrivent d’'une maniere aléatoire, suivant par exemple un processus de poisson, chaque
nouveau appel passe directement au serveur, s’il est libre, sinon il s’oriente vers la file
dans le cas d’occupation de tout les serveurs. De méme, la durée de chaque appel est aussi
aléatoire par exemple de loi exponentielle, obtenant ainsi un systeme d’attente markovien
qui est un modele de base, qu’on doit analyser en fonction du temps.

Pour cela, nous allons développer des modeles mathématiques nécessaires a I'étude
et 'analyse des performances pertinentes aux phénomenes d’attente, ensuite on passera a
la simulation avec le logiciel de calcul scientifique MATLAB afin de structurer et décrire
cette modélisation et ces performances.

On va s’intéresser aux appels rentrants dans un centre d’appels qui engendrent parfois
la saturation du systeme, c’est-a-dire lors d’'un nouvel appel, celui-ci peut étre mis en
attente ou rejeté. Ainsi notre probleme est d’optimiser les performances par rapport aux
parametres du systeme pour éviter la congestion et assurer un meilleur service.



L’étude consiste a minimiser le risque de saturation dans le centre d’appels, tout en
déterminant la capacité du systeme, le nombre de serveurs nécessaires, afin de garantir le
bon fonctionnement du systeme.

Ce mémoire est composé d’une introduction générale, de quatre chapitres et d’une
conclusion générale.

Le premier chapitre donne une revue générale sur les modeles markoviens et les systemes
d’attente markoviens qui nous permettront de modéliser et d’étudier le probleme considéré.

Le deuxieme chapitre traite de la modélisation et I’évaluation des performances des deux
systemes de files d’attente.

Le troisieme chapitre présente la simulation des caractéristiques de chaque systeme en
fonction des différents parametres d’entrée.

Au dernier chapitre, on s’intéresse au probleme d’optimisation qui repose sur la minimisa-
tion du risque de saturation en fonction des différents parametres des systemes d’attente
étudiés.

On termine par une conclusion qui résume notre travail.



Chapitre 1

Systemes de gestion de masses

1.1 Processus markoviens

1.1.1 Introduction

Les systemes de gestion de masses sont des systemes ou des services sont offerts aux
clients (personnes ou objets) et qu’on essaye de modéliser et d’optimiser par des processus.

Les processus aléatoires décrivent 1’évolution d’une grandeur aléatoire en fonction du
temps. Mathématiquement, un processus stochastique {X;,¢ € T} permet de modéliser
I’évolution dynamique d’un systeme aléatoire indexé par le temps ¢ et défini sur un méme
espace de probabilité (2, §, P).

On va se limiter aux processus de Markov, c’est-a-dire aux processus dont leurs
évolutions futures ne dépendent du passé qu’a travers leurs valeurs actuelles.

Définition 1.1

On dit que (Xt)teT est un processus de Markov si Vu < s <t €T et
Ve,i,j € B, P(Xy =7 /Xs=1,X,=12) =P (X, =j /X;=1) = P;(t,s), propriété de
Markov ou propriété d’absence de mémoire.

Si P (t,s) = Py; (t — s), alors le processus (X;),., est dit processus markovien homogene.
Dans ce qui suit, on suppose que {X;,t € T'} est markovien et homogene et donc

P(Xqpsy=J /Xs=1) =Py (t+s—s)=P;(t).

Elle est appelée probabilité de transition de I'état ¢ a 1’état j pendant le laps de temps ¢
(une durée t).

Soit P (t) = (Pij (t)); jyepar » €lle est appelée matrice de transition du systéme & linstant
t, (matrice de fonctions).



Proposition 1.1
1. Y.ep Py (t) = LVi € E.

2. Py (t+5s) =2 cp Py (t) P (s), (équations de Chapman).
Remarque

La matrice stochastique P (t) caractérise le processus markovien (X), ., c’est-a-dire

on peut connaitre n’importe quelle caractéristique (performances, position,. ..) du systeme
(processus) a partir de P ().

En effet, a partir de P (t), on peut connaitre la loi de n’importe quel vecteur (X, Xy, , ..., Xt ),
en particulier celle de n’importe quelle variable X;. La loi conjointe (fini-dimensionnelle)
est donnée en fonction de P (t) et la loi initiale.

P (th = Qp, Xt, | = Qn-1,--, Xy = a1, Xg = ao)
= P (th = an/th_l = an,l) P (th = Cll/Xo = (Io) P (XO = a(])

= Panflan (tn - tn71> Pan,gan,l (tnfl - Zfn72) ~--Pa0a1 (tl) P (XO = CL()) .

1.1.2 Loi t-instantanée du systeme

Soit 7 (t) ={P (X, =j),j € E}.
Onamn(t)=7(0)* P(t) avec 7 (0) = {P (Xo =1), i € E}.
En effet, Vj € £

P(X,=j)=) P(X;=j, Xo=k) =) P(X;=j/Xo= k) P[Xo = k]

keE kE€E
=Y Py()P(Xo=k).
C’est-a-dire
P(Xi=17) =2 hex P (Xo=k) Py (1), Vj € E.

D’ou 7 (t) = 7 (0) x P (t), (écriture matricielle).



1.1.3 Générateur infinitisémal d’un systéme markovien

On suppose que V (4, j) € E * E, la fonction P;; (.) est continue en 0, c’est-a-dire

L=y,
lim P, (1) = Pm»<o>—{0 )

On pose

Bl ®) _ = PJ;(0), quand elle existe.

pour i # j, ¢;; = limyo
pour i = j, q;; = limy~g m = P! (0), quand elle existe.

On appelle générateur infinitésimal du processus (X;), ., la matrice @ = (g;;) (iJ)EEXE -

Proposition 1.2

. ZjeE qij = O, Vie E.
P'(t)=QP (1) =P1)Q.

Preuve

/!
Comme » . Pi; (t) =1, Vi € E alors (ZJEE P; (t)) = (ZjeE (P (t))’) = 0.
Ainsi ZjGE qi; = 0, Vie E.
On a I'équation de Chapman-Kolmogorov Py, (t + s) = > . Pij () Pjr. (s), Vi, k € E.

On dérive cette équation par rapport at =0 :

Jt 0 ):ZHIJ( p]k qu ]k

JjEE JjEE JjEE

0Py (t +5) 813” (t)

——— im0 =
C’est a dire
P (s)=Qx*P(s), Vi, keE.

On fait la méme chose par rapport a s, c’est-a-dire on dérive I'équation de Chapman-
Kolmogorov par rapport a s en 0 et on obtient P’ (t) = P (t) x Q.

1.1.4 Modélisation du systéeme par les équations différentielles
de Chapman- Kolmogorov

On a



La solution est donnée par

)" . £)*
P(t) = ano (Ci!) = limn 00 D4 (%!)
Si @) est de dimension finie, c’est-a-dire E' est fini et dans le cas ou ) est diagonalisable,
c’est-a-dire il existe une matrice P inversible telle que Q = PDP~avec

A ... O
D=|: -.. iletP=[V,V...,V,], avec
0 - A\,

Alors la solution est P (t) = PA (t) P7! ou

avec Q° = Ip.p, et on note P (t) = e

A« Valeurs propres.
Vi Vecteurs propres.

1.1.5 Solution stationnaire d’un processus de Markov

Définition 1.2

Une loi 7 (t) d'un processus de Markov (X¢),., est dite solution (loi) stationnaire si
cette loi 7 (¢) ne dépend pas de t, c’est-a-dire

7(t) = = {P(X, =), Vie E.
1.1.6 Caractérisation d’une loi stationnaire

Une loi 7* = (m;, i € E) est une loi stationnaire si et seulement si elle est solution du

systeme
T Q =0,
ZieE =1

1.1.7 Ergodicité d’un processus de Markov
Un processus de Markov (X;),., est dit ergodique si la loi 7* = (7}, j € E) définie

par m; = lim o B;; (t), Vi € E, Vj € E est 'unique solution stationnaire du processus
de Markov, c’est-a-dire le systeme

™ x Q) =0, . .
@ admet une seule solution 7* = (7, j € E),
ZjeE =1

avec
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Exemple 1.1

Parmi les processus qui vérifient la propriété de Markov (absence de mémoire), on
cite ces deux processus :

1. Processus de poisson

Un processus de comptage N () teT—R., €St dit processus de Poisson si :
. N(0)=0.

+ N (t);er—g, est un PAIS (processus & accroissements indépendants et stationnaires).

Adt + o (dt) k=1,
PNy =k)=<q1—=Xdt+o(dt) k=0,
o(dt) k> 2.

Ainsi pour le processus de Poisson de taux A, sa loi sera donnée par la formule suivante :

(AD)"

Po(t) = P (N =n) = =

e M. VneN.

2. Processus de naissance et de mort

Il s’agit d'un processus stochastique (V;),., & temps continu qui consiste a faire évo-
luer un systeme entre une infinité dénombrable d’états, vérifiant les hypothéses suivantes :

H, : A partir d’un état n A Dinstant ¢, le processus ne pourra passer a linstant (t + dt)
que dans 'un des états n — 1, n, n + 1 (dans un laps de temps tres court dt, au plus il y
a une occurrence).

H, : Ce processus est un processus a accroissements stationnaires et a accroissements
indépendants.

H; : Au plus un évenement peut survenir a l'instant ¢.

On appelle alors naissance a la date t, le passage du systeme de I'état n a I’état n+ 1 avec
un taux de naissance \,, et mort a la date t, le passage de I’état n a I’'état n — 1 avec un
taux de mort f,,.

On obtient ainsi la loi du systeme en régime stationnaire qui est notée P, .

P - 14321 Cn “avec O, = 1" )\ifl, a condition que C, < +o0.
n {Pn = Cnpo n Z 17 " Hlil Hi anl "

Cas particulier

Ao = AV 20t i = p, V2 1,305, Cn = 325y (3) =D 1 P avec p = % et
Doz Cn<toosi p< 1 A< p.

11



1.2 Systemes de files d’attente

1.2.1 Introduction

Dans cette partie, nous présentons les principaux éléments de la théorie des files
d’attente issus du calcul de probabilités, comme les lois des différents types de files (apres
stationnarité), les performances liées au systeme d’attente,. . .

L’objectif de cette théorie est de rendre compte sur les phénomenes d’attente liés aux
caracteres aléatoires et imprévisibles des évenements rencontrés. Nous nous intéressons
aux modeles markoviens, en particulier aux arrivées poissonieénnes et aux durées de service
indépendantes et de méme loi exponentielle.

1.2.2 Description

On considére un systeme destiné a offrir un certain service, celui (personne, objet)
qui veut bénéficier de ce service est dit client et les postes de service sont appelés serveurs
(conseillers) ou guichets.

File d’attente : lieu ou attendent les clients avant d’étre servis.

Systemes d’attente : file d’attente + service en cours.

L’étude de ces systemes porte sur la qualité et le rendement du service fourni.

Ce dernier sera caractérisé par la description de :

. La file d’attente (longueur de la file, durée d’attente d’un client,. . .).

. Les serveurs (nombre de clients servis par période d’activité, durée de répit (oisiveté),. ..).

Cette étude peut avoir deux buts qui se résument dans :
1. L’amélioration du fonctionnement dans le cadre des structures actives du systeme.

2. L’étude de l'investissement a consentir pour améliorer la qualité et le rendement
du service.

1.2.3 Caractéristiques d’un systeme d’attente

Les six caracteres essentiels d’un systeme d’attente sont :
1. Loi des arrivées des clients dans le systéme (poisson, gama,. .. ), elle sera noté L;.

2. Loi des durées de service de chaque client dans chaque guichet D; (indépendantes
de méme loi), cette loi sera notée L.

3. Le nombre de serveurs dans le systeme, il sera noté s (s > 1).

4. La capacité du systeme (c’est le nombre maximum de clients qui peuvent étre
présents simultanément dans le systeme, c’est-a-dire les clients en attente et les
clients en service), elle sera noté K.

5. La discipline de service : il s’agit de la regle déterminant 'ordre dans lequel les
clients vont accéder aux serveurs lorsqu’ils sont libres, les disciplines les plus cou-
rantes sont :

12



- FIFO (PAPS) : premier arrivé, premier servi.
- LIFO (DAPS) : dernier arrivé, premier servi.
- SP (service avec priorité).
- RS (service aléatoire).
6. Nature du systeme, nous distinguons deux cas :
- Systeme ouvert a tous les clients, il sera noté [O].
- Systeme ouvert a des clients particuliers, il sera noté [F].

Autrement dit, le systeme est ouvert a tous les clients ou bien a des clients parti-
culiers.

1.2.4 Notation de Kendall

C’est une notation qui permet de décrire un systeme d’une file d’attente en ramenant
sa description textuelle a une formule symbolique qui est :

(L, Ly, s, K, FIFO ou autre discipline, [O] ou [F]).

Remarque

La file d’attente notée (L1, La, s) représente par défaut la file (Ly, Lo, s, 00, FIFO, [O]).

1.2.5 Etude du systeme M/M/1

C’est un systeme d’attente avec un seul serveur qui sert les clients par ordre de leurs
arrivées avec une capacité infinie et ouvert a tous les clients.

Le processus des arrivées est poissonien de taux A et les durées de service des clients sont
indépendantes de loi commune exponentielle de parametre .

A
L B—T-Te
S—- —-

Filed attente & capacité
A

FIGURE 1.1 — Systeme d’attente (M/M/1)

13



. (X¢) est un processus de comptage, il est poissonien de taux A, il compte le nombre de
clients qui arrivent dans le systeme a la date ¢.

. (Y3) est un processus de comptage, il est poissonien de taux p, il compte le nombre de
clients qui sortent a la date t.

. (IV}) est un processus de comptage, il compte le nombre de clients en cours et en attente
de service a la date t.

1.2.5.1 Etude du processus (N,),,

Il s’agit d’un processus de naissance et de mort (PN M) a espace d’états infini

E=1{0,1,...} = N, de taux A\, et p, a déterminer :

a. Taux de naissance )\,

On a

/\ndt+ 0(dt> — P[Nt+dt =N + 1/Nt - n] — P[Xt-i-dt — Xt + 1]

:P[Xt-i-dt_Xt: ]_] :P[th: ]_} :Adt‘f‘O(dt)
=\, =\, Vn>0.

b. Taux de mort p,

On a

Mndt+0(dt) == P[Nt—i-dt =n — ]./Nt = TL] = PD/t_th = Y;‘i‘ ].]

=P [Yipa — Y, =1 = P[Yy = 1] = pdt + o (dt)

won>1,
= 1, =
s {0 n=0.

1.2.5.2 Loi du systéme en régime permanent (stable)

On note P, = P[N; =n|, n >0, la loi du systéme lorsqu’il se stabilise,

on a

an >
P _ 1+Zn>1 an n - 17
n — 17 _ 0
I4+32,>1 an o



avec

Ap =

1

D VACEIID V') YR WIFID ()\)"
el R LI I '

A

On pose 5= donc a, = p" et

(e

__r
1+ i
Pn — Zn21 P

1
1+Zn21 pr

n>1,

Ainsi le systeme se stabilise si ) -, p" < 400, c’est-a-dire p < 1 <= A < p.

pn(l_p> nZl,

On aura alors P, =
1—p n = 0.

C’est-a-dire P, = p" (1 —p), n > 0 avec p < 1.

1.2.5.3 Performances de la file M/M/1
A. Caractéristiques du systeme liées aux clients
a. Nombre moyen de clients dans le systeme a la date t

Le nombre moyen de clients dans le systeme a la date t se traduit par l’espérance
mathématique notée 1 et qui est donnée par la formule suivante :

On a

n=FE(N)=) nPNy=n]=)Y np,=> np"(1-p)

n>0 n>0 n>0

=p(L=p) D gt =p(L=p) ) (")

n>1 n>1

=p(L=p) D 0" =,0(1—p)(#),=p(1—p)%
n>0 lL=p (1-0p)

A

I

T 1—p 12

1—-p 1 o

g N

15



b. Nombre moyen de clients dans la file a la date t

Le nombre moyen de client en attente dans la file a la date ¢ noté n, est la donnée
de I'espérance mathématique qui est £ (M,), avec M, le nombre de clients dans la file a
la date t.

On a

ng=E(M;) =) nP[M;=n]=> nP[N,=n+1]=> nP.

n>0 n>0 n>0
=Y 0" (1=p)=p"(1—p)>_np""
n>0 n>0

=P L=p) ) (") =p(1—p) (an> - (1p—p)

n>0 n>0
=g =1—p

c. Durée moyenne de séjour d’un client dans le systeme

On utilise la formule de Little : W = % avec A = "1 | AP

A:Z)\iPZ-:A0P0+A1P1+...+>\nPn+...

i=0
c’est a dire

A = Z?:O A-P’L - )\Z?:O‘PL == )\ car (Z?:opl = 1)
Dou A = .
Alors

— 0 A 1
W:—: — .
A (=N p—2A

d. Durée moyenne d’attente d’un client dans la file

On utilise la formule de Little : W, = 7\—‘1,

avec A =3F NP =Xet, = p,(ﬁix)

c’est a dire 2 \
= Mg
W = — = p— .
A p(p=N p(p=N)
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B. Caractéristiques du systéme liées au serveur
a. Durée moyenne d’une période de répit (oisiveté), notée R

Soit R la durée d'une période de répit, R est une variable aléatoire et R sa moyenne.

Une période de répit commence a la fin de service du dernier client dans le systeme et
s’acheve lorsqu’un client rentre, ou continue tant qu’aucun client ne rentre.

Pour s > 0,

Fr(s)=P[R<s]|=1-—P[R > 9]

P[R > S] = P[XtJrS = Xt] = P[XtJrs - Xt = O]
On sait bien que (X;),5 ~ P (A), alors il est a accroissements stationnaires, donc

PR >s]=P[X,=0] =exp .

1—e?s s >0,

0 sinon.

:>FR(8):{

Ainsi

e ™™ 5>0,

0 sinon.

:>fR(S):{

D’ou R suit une loi exponentielle de parametre A, c¢’est-a-dire

— 1
R—X.

b. Nombre moyen de périodes de répit, noté A

Soit A le nombre de périodes de répit, A est une variable aléatoire.

Soit T" le temps d’activité global. Le serveur est oisif pendant une proportion de temps p
qui est égale a

p = P[le systeéme est vide] = P[N; =0] = By =1 — p,

car P, = p" (1 —p).




c. Nombre moyen de périodes d’activité (en régime permanent), noté B
A cause de Palternance activité-répit, il y a un nombre moyen de périodes d’activité
égal au nombre moyen de périodes de répit.

On a A = B, ce qui veut dire qu’en moyenne A = B.

=B=X(1-p)T.

d. Durée moyenne d’une période d’activité (en régime permanent), notée C

On note C' la durée d'une période d’activité, C' est une variable aléatoire.

Si le serveur est oisif pendant une proportion p = py du temps global 7', alors il sera en
activité pendant une proportion 1 —pg =1 — (1 — p) = p du temps 7.

A cause aussi de l'alternance activité-répit, on a en moyenne B périodes d’activité.

Donc

:>§x6:pr:>6:A(’l’fZ)T,

c’est-a-dire

o- L

n—A

e. Nombre moyen de clients servis par période d’activité (en régime perma-
nent), noté N,

Soit N, le nombre de clients servis par période d’activité.
On sait que la durée de service D d’un client est exp (u), alors D = l%

On a alors

c’est-a-dire

18



1.2.6 Etude de systeme M/M/1/K

Il s’agit d'un systeme d’attente qui sert les clients avec un seul serveur suivant leurs
ordres d’arrivée. Sa capacité est limitée a K clients, c’est-a-dire que Ny, € {0,1,..., K} et
que le service est accessible par tous les clients potentiels, ce qui veut dire le systeme est
ouvert.

Les clients arrivent suivant un processus de Poisson de taux \ et les durées de service sont
exponentielles de parametre p.

=

X(t)~sP(A) Y(t)~JP(p)
=

FIGURE 1.2 — Systeme d’attente (M/M/1/K)

. (X}) est un processus de comptage, il est poissonien de taux A, il compte le nombre de
clients qui arrivent dans le systeme a la date .

. (Y}) est un processus de comptage , il est poissonien de taux p, il compte le nombre de
clients qui sortent a la date ¢.

. (IVy) est un processus de comptage, il compte le nombre de clients en cours et en attente
de service a la date t.

1.2.6.1 Etude du processus (Nt)tZO

(Vi) >0 est un processus de naissance et de mort (PNM) de taux A, et u, a déter-
miner :

a. Taux de naissance )\,

On a

)\ndt+0(dt):P[Nt+dt:n+1/Nt:n]:P[Xt+dt:Xt+1]:P[X,H_dt—Xt:]_]
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= P[Xy =1] = \dt +o(dt).

{)\ 0<n<K-—1,
:>)\n: .
0 sinon.

b. Taux de mort p,

On a
/,Lndt‘f‘O(dt):P[Nt+dt:n—]_/Nt+n}:P[}/t_;'_dt:}/t‘l—l]:P[}/t_t'_dt—}/;:l]

= P[Yy = 1] = pdt + o(dt).

0 n=0,
S, =9p 0<n<K,
0 n>K.

1.2.6.2 Loi du systéme en régime permanent (stable)

On note P, = P[N;=n|,0 < n < K, la loi du systéeme en régime permanent,

lorsqu’il existe.
On a
P, =a, x P07

A
avec a, = [[1-, 22 1<n< K, et

L Ao N, A" A" A
S | e ST S -

iy M Hiptz - pie p" H
Donc
K K Kooy
Sr-ney (1 1]22).
n=0 n=1 n=1n=1 ’uZ
Ainsi
K K
Sr-n(13) -1
n=0 n=1
c’est-a-dire
1
Py= ————.
Zf:o p"
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Remarque

Py existe toujours car le dénominateur est une somme finie, c’est-a-dire le régime
stationnaire s’établit VA, u > 0.

Finalement, on distingue deux cas.

1¢"cas :
A=pu=p=
Ainsi
P,=p"xFy et By = foiopn :KLH,
c’est-a-dire
P ! 0<n<K
TL:—7 —n
K+1
2fmecas -
1—p
A3#3M3i>pi# 1::$::1f:7;?11.
Ainsi
n p" (1= p)
P,=p"xPFy= - KH,OSnSK.

1.2.6.3 Performances de la file M/M/1/K

On note par
. 17 : nombre moyen de clients dans le systeme a l'instant .

. W : durée moyenne de séjour d’un client dans le systeme, et W sa moyenne.

a. Nombre moyen de clients dans le systeme

On a
K K
n=E(N,) =Y nP[N;=n]=) nP,
n=0 n=0
LSiA=p
K K
1 1 1 K+1
pr— p— = - K—
g g K+1 K+1;” K+1[() 2 1



=n=2=1.
CSIAFE
K K K
_ . (I=p)  p—p) w1 p(1—p) ny/
77—”2:0”/) 1_pK+1 o 1_pK+1 nzonp T 1_pK+1 n:O(p)

D _p=p) (1_pK+1)/:p(l_p)[l_<K+1)pK+KpK+1]
ARy 1= (1)

pll = (K + 1)p" + Kp"*]
(1=p) (1= piH)

==

b. Durée moyenne de séjour d’un client dans le systéeme

On utilise la formule de Little : W = %,
avec
K K—1
A=) MNP =) )P
i=0 i=0
Pour A = p
W= n B K B K
AM1—=Pg) 2X(1-— Pg) 2)\( _K;H)’
— K+1
W= ——
2\
Pour A\ # p
W U B 1 L= (K +1)p" + Kp'
- — - 7 _ — K+l ;
A1 — Pg) /\<1_%> (1—p) (1 —pKth)

— _ pll = (K +1)p" + Kp*+1]
AL =pF)]*(1=p)
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1.2.7 Etude du systeme (M/M/1/K/[F])

On considere un systeme d’attente a un seul serveur, qui sert les clients dans leurs
ordres d’arrivé, on suppose que les clients a servir sont des particuliers et qu’ils sont limités
a un nombre K.

Les clients arrivent suivant un processus de Poisson de taux \ et les durées de service sont
indépendantes, de méme loi exponentielle de parametre p.

X{t)~JP(A) Y(t) ~UP(p)
-

=

FIGURE 1.3 — Systeme d’attente (M/M/1/K/[F])

. (X}) est un processus de comptage, il est poissonien de taux A, il compte le nombre de
clients qui arrivent dans le systeme a la date ¢

. (Y3) est un processus de comptage, il est poissonien de taux p, il compte le nombre de
clients qui sortent a la date ¢.

. (IV;) est un processus de comptage, il compte le nombre de clients en cours et en attente
de service a la date t.

On s’intéresse au processus (Ng), -

1.2.7.1 Etude du processus (Ny),,

(Ni),>o est un processus de naissance et de mort (PNM) de taux A, et 1, a déter-
miner :

a. Taux de naissance )\,

On a
/\ndt + O(dt) = P[Nt—i-dt =n-+ 1/Nt = n]

P =[avoir une entrée parmi les(K — n)restants]
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(K —n)!

_ — —
= Cx_nP [Xepar = Xe +1] = (K —n— 1)

(At + o (dt)) = (K — n) Adt + o (dt)

(K—mn)A 0<n<K-—1,
:}An:
0 n > K.

b. Taux de mort ,

On a
/,Lndt +o0 (dt) =P [Nt-l—dt = TL/Nt =n-+ 1]

P =[avoir une sortie (client qui a terminé son service)]

=PYyq =Y, + 1] = pdt 4 o (dt)

0 n=0,
S p=9p 1<n<K,
0 n>K.

1.2.7.2 Loi du systéme en régime permanent (stable)

Comme c’est une somme finie, la capacité du systeme étant finie, alors le régime
stationnaire s’établit.

On note P, = P[N; =n], 0 <n < K, la loi du systeéme en régime permanent.

On a

"X P 1<n<K,
Pn—{a 0 SN

P() nzO,
avec
L Y 1
ap = et Py = PR v
1'11 Hi 1"‘25:11_11':1 /\;
On a
ﬁxi_l MM A KAX (K=DAx...x (K—n+1)A K!'
Ay = = = — -
el 0 fafis - - - fin [X X X (K =n)pr
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B K! A"
(K =n) \u)
on pose % = p, ainsi

(K%!n)gpnpo 1<n<K,
Pn — 1 O
1+Z7I§:1 (K'%'n)lpn ’
{n!C’}L(p"PO 1<n<K,
pr— l _
SE o n =0.
D’ou
P = —UKP yp<p< K.

K ) =
2o MCRP"

1.2.7.3 Performances de la file M/M/1/K/[F]

On note par
7 : nombre moyen de clients dans le systeme a l'instant ¢.

W . durée moyenne de séjour d’un client dans le systeme, et W sa moyenne.

a. Nombre moyen de clients dans le systeme

On a
K K
n=E(N,) =Y iP[N,=i=) iP.
=0 =0

On a le taux d’entrée global égal au taux de sortie global tel que

A= ZAP ZMP@Z — i) AP, = ZuP<:>

K K K
KXY P=XY ib=pY P=p(l-PR)e
=0 =0 i=1

A=K -mr=p(l-hkK)<=

:K_(M(lgpo)).
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b. Durée moyenne de séjour d’un client dans le systéeme

On utilise la formule de Little :

— n K—-p(l-P)Xx"* K

W= ~ —A
A p(l—Fy) p(l—FR)
Alors K .
=W=—"—_.
p(l—"r) A

1.2.8 Etude du systeme M/M/s (s>1)

Il s’agit d’un systeme d’attente qui comporte une seule file et s serveurs, les clients
arrivent dans le systeme selon un processus poissonien de taux .

Les durées de service pour chaque serveur sont indépendantes et ont une méme loi expo-
nentielle de parametre p.

Y1 ~SPW)
>

Ya,0 ~JP(W)
X(t)~JP{A) L Y(t) ~JP(p)

Filed attents 3 capacits
mfmie

Yeo ~UP)

.

FIGURE 1.4 — Systeme d’attente (M/M/s)

. (X}) est un processus de comptage, il est poissonien de taux A, il compte le nombre de
clients qui arrivent dans le systeme a la date .

. (Y}) est un processus de comptage, il est poissonien de taux spu, il compte le nombre de
clients qui sortent du systeme a la date ¢.

. (Y;:) est un processus de comptage, il est poissonien de taux p, il compte le nombre de
clients servis par le serveur i, (1 <i < s), a la date t.

. (IVy) est un processus de comptage, il compte le nombre de clients en cours et en attente
de service a la date t.

On s’intéresse dans notre étude au processus (V) -
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1.2.8.1 Etude du processus (Ny),-,

Sous les hypotheses précédentes, (NV;),s, est un processus de naissance et de mort
(PN M) de taux A,et p, a déterminer :

a. Taux de naissance )\,

On a

)\ndt+0<dt):P[Nt+dt:n+1/Nt:n]:P[Xt+dt:Xt+1]
:P[Xt_i_dt—Xt:l]:P[th:l}:Adt“‘O(dt)
— A, =\, Vi > 0.

b. Taux de mort u,

On a

Mndt+0(dt) = P[Nt+dt =n — 1/Nt = n] =A

On distingue deux cas

. 1 <n< s, alors

n!

A=CoP Y = Yige +1] = 1 (n—1)!

P [Y;O,t+dt - Y;O,t = 1] =nP [Y;O,dt = 1]

=n (pudt + o (dt))

= fp=np, 1 <n<s.

. n > s, alors

A=C! Yigttrat = Yigr + 1] =

s

s!
U(s—1)! Yiorae = Vi = 1| = sP [Yig.ar = 1]

= s (pudt + o(dt))

= [y = S, N> S.

D’ou
fn = (M AS)p, n>0.
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1.2.8.2 Loi du systéme en régime permanent (stable)

On note P, = P[N; = n|, la loi du systeme en régime permanent quand il existe.
On a

Ao
an X Po,a, =], ml n>1,
Po = L n=~0

1+Zn21 an

De la, on déduit que le régime stationnaire s’établit si 2@1 a, < +oo (condition de
stabilité).

On distingue les cas suivants :
Sil<n<s
On a

P Ao« A X
Pn:anxP():(H)\ 1>><P0:—01 “Py=——P
i=1

i Hafh2 - - - fhn nlp"
K A
P =P, p=2
n! 1
. Sin > s
On a

Pn:CLnXPO:<

=
g
|
\H/
X
s
I
-~
|'Em
P
|
=
>
|
~
X
>

:(/\0/\1.../\8_1X/\S/\S+1...)\n_1)P0:< AAA " AAA >P0— A P,

H1fto.. fhs Hst1flst2 - - - P Lp2p...sp - SpSp. .. sp  slsnepm
On pose ﬁ = p, alors
Po=—""pn>s
slgn—s
Sin=0
On a
1
Py = :
o7 1+ > n>10n
De plus
B S B S ﬁ pn B S ﬁ p_s pn_s
Zan_zan+ Z&”_ n!+ Z S!SH—ZMJFS! Z gn—s
n>1 n=1 n>s+1 n=1 n>s+1 n=1 n—s>1
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T S k
— s L P P —n —
- ZnZI n! + s! szl (s) ; AVeC k=n S
On pose 2 = p, alors

s n s s n s S n
B VURNVAL ST VAN f) oy
IS SRR LD T S B o
n>1 n=1 k>1 n=1 k>0 n=1
)DL
n! sl1-2

Si £ < 1 autrement dit si A < sy,

:Zan: S Z—T—l—p—s &

T
= “~nl  sls—p
1
By = . . i
= o S L e
n=0 n! sl s—p
Finalement si A < su, on obtient
Pour 0 <n<s
"
_ nl
B ZS i + PP
n=0 n! sl s—p
Pour n > s
"
_ slsn—s
Py = ZS oLy P p
n=0 n! sl s—p

1.2.8.3 Performances de la file M/M/s, liées aux clients
a. Probabilité de saturation
On a
w(p,s) =P (Ny > s)

1
avec Po = =5 o7 5 5 -
ZZ:O /;Tl—’—% sfp

P’ AN
W(Pﬁ)—g%Z(;) :
’ n>s

On pose k =n —s, p= 2 et comme A\ < s.u donc p < 1 et on obtient

P’ _ Pl
w(ps)=5PY (' =5—
s! s
D ! p
P s p
— P
sls—p 0 (s=1)l(s—p)

P

yp

stl1—p



b. Nombre moyen de clients dans la file

Soit M; le nombre de clients dans la file,

n=E(M)= Zkzo kP [M, = k| = Zkzokp [Ny =k + 5]

s+k s
=S kP = Zk%ﬂ) =>4 (g)k Ry,

k>0 k>0 k>0
On pose p = 2,
pp° k=1 _ PP’ k!
nnggpozk’(p) ZEEPOZ('O)
k>0 k>0
_prp (LN ey 1
s \1=p) Tt =gy
s 2 s
pp s p° s p
—rrp - P,
sl M(s—p?  sl(s—p) (s =)
p A
:Uq_ﬁ(ﬂas)( _p):W(P,S)m'

c. Durée moyenne d’attente d’un client dans la file

On utilise la formule de Little : W, = & avec A = Yiso NP = A

Remarque

S’il y a vraiment attente, c’est-a-dire le systeme est saturé, donc 7 (p, s) = 1 et ainsi
W, = m En fait, on a W, qui est une variable aléatoire suivant une loi exponentielle
&(0) avec 0 = sy — A\ qui est positif car A < spu.

1.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux notions mathématiques tres utilisées dans
la modélisation des systemes et phénomenes évoluant dans le temps. En premier lieu on a
vu les processus markoviens qui sont un outil incontournable dans I'analyse des différents
systemes dynamiques. Ensuite les systemes d’attente markoviens dont on a traité certains
modeles en donnant leurs mesures de performances. Ces deux théories nous permettront
de modéliser et d’étudier le probléeme considéré dans le prochain chapitre.
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Chapitre 2

Modélisation du télétrafic d’un
centre d’appels téléphoniques

2.1 Introduction

Lorsqu'une personne compose un numéro de téléphone d’un centre d’appels pour
solliciter un service quelconque, la premiere question qui lui passe par l'esprit est : "est
ce que je vais attendre beaucoup avant d’étre servi si jamais j’arrive a joindre le centre
d’appels 7”. Le meilleur scénario serait d’avoir directement une personne au bout de la ligne
au lieu d'un répondeur automatique. En pratique, aucun centre d’appels n’est capable de
satisfaire les clients de la sorte. C’est de la qu’un systeme de file d’attente s’est imposé
pour créer un certain équilibre entre des gestionnaires de centres qui veulent fournir un
bon service et des clients qui veulent étre servis sans avoir a attendre beaucoup de I'autre
coté.

Alors dans ce chapitre, nous allons développer des modeles mathématiques néces-
saires a I’étude et I'analyse des performances du systeme d’attente au niveau d’un centre
d’appels téléphoniques. La modélisation est une représentation mathématique et logique
du comportement d’un systeme réel dans un contexte donné. L’étude de ce modele va se
prendre sur une série d’hypotheses concernant le fonctionnement du systeme et qui sont
exprimées a l'aide des relations mathématiques.

2.2 Description et étude du probleme

Considérons un centre d’appels téléphoniques disposant de s serveurs (conseillers,
par exemple d’une banque) de clienteéle formant une classe de clients. On suppose que
I’arrivée des clients est poissonienne et que les temps de service des serveurs suivent des
lois exponentielles indépendantes. Ce centre d’appels peut donc étre modélisé par une file
d’attente M /M /s de taux d’arrivée \ et de taux de sortie p.

En pratique, les clients qui veulent accéder au centre d’appels peuvent abandonner
en mettant fin a leurs appels par leurs propres initiatives apres avoir attendu longtemps.
Afin d’éviter de tres longues attentes, certains centres d’appels limitent la taille de leur
file d’attente a K clients.
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Ainsi s’il y a déja beaucoup de clients en attente lors de I'arrivée d’'un nouveau client,
alors celui-ci va étre déconnecté immédiatement au lieu d’attendre le service de toute la
file. Ainsi le systeme est modélisé par une file (L, Lo, s, K'). Comme il peut ne pas y avoir
de file d’attente, c¢’est-a-dire au moment d’occupation de tous les serveurs, tout nouvel
appel sera rejeté, alors le systeme est modélisé par une file d’attente (Lq, Lo, s, S) .

Notre but est d’optimiser les performances par rapport aux parametres du systeme
ainsi minimiser le risque de saturation dans le centre d’appels, ce qui engendre la perte
de la clientele et la baisse du profit.

2.3 Position du probleme

Il s’agit d’'un probleme de modélisation dans un centre d’appels téléphoniques de la
banque (par exemple BNA), ou des appels arrivent d’une maniere aléatoire afin de les
traiter et régler les problemes des clients.

Ce modele peut étre déterminé par les parametres A, B, C, D et E suivants :

A : représente le flux d’arrivée des appels au centre d’appels téléphoniques, il est modélisé
par une suite de variable aléatoire (¢,,),,-, et définie sur un espace de probabilité (Q, F, P)
vérifiant : -

1. tg = O,
2. tnfl S tnyvn Z 17

ou t,, n > 1 est l'instant d’arrivée du n appel. On s’intéresse aux durées entre deux
arrivées successives (inter-arrivées) (T, =t,, — t,—1),~;, qu'on suppose exponentielles de
parametre A.

ieme

(T7,),~; est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
de loi exponentielle X\. Ce qui est équivalent a dire que le flux d’arrivées est poissonien de
taux A.

B : Représente la durée d’occupation d'un serveur, elles sont aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi exponentielle de parametre .

C' : Le nombre de serveurs, qui sont paralleles et indépendants les uns des autres, chaque
appel entrant est dirigé vers un serveur.

D : La capacité de mise en attente des appels entrants et des appels en cours.

E : La nature du systeme, dans notre cas, tous les clients ont un acces au service du
centre, autrement dit le systeme est ouvert.

2.4 Détermination des lois

2.4.1 Loi des arrivées
Pour délimiter la loi des arrivées des appels entrants dans un centre d’appels télépho-

niques, on utilise les temps d’inter-arrivées ou bien le nombre d’appels dans un intervalle
donné.
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Soit alors la suite tg = 0 < t; <ty < ... < t,, les instants d’arrivées des appels au
centre d’appels téléphoniques et K la capacité maximale du systéme (nombre de clients
accédants au centre).

En général, on observe les variables aléatoires (temps d’inter-arrivées) T,, = t, —t,,_1,
n = 1,2,..., K supposées indépendantes et identiquement distribuées et suivant une
méme loi exponentielle de densité a (t) = Ae™, avec \ étant I'inverse du temps moyen
entre deux appels successifs, on dit alors que le systeme est markovien (poissonien).

Nous nous intéressons au nombre N (¢), (t > 0) d’appels entrants au cours d’un
intervalle de temps[0,t], N (t) = sup{n,t, <t} = > .o, tig,<yp- Puisque le processus
{N(t), t > 0} est un processus de comptage avec des temps d’inter-arrivées T,, de loi
exponentielle de parametre A > 0, alors il est poissonien de taux .

2.4.2 Loi de la durée de service

Pour modéliser les durées des appels, on désigne par D; la durée pendant laquelle
le serveur ¢ (i = 1,2,...,netn < s) demeure occupé par un appel. Puisque on a supposé
que les serveurs fournissent le méme service, les variables aléatoires D; sont indépendantes
et identiquement distribuées (i.i.d), ainsi nous modélisons les temps de service par la loi
exponentielle de parametre g > 0 (qui est markovienne en raison de sa propriété d’absence
de mémoire).

2.5 Etude de la stabilité du systeme

La stabilité consiste a étudier les conditions d’existence d’un régime stationnaire (ou
permanent) qui correspond au non-engorgement du systeme. Si le systéme n’est pas stable,
il y’a congestion et il est inutile de procéder a une évaluation des performances dans ces
conditions.

Dans notre modele, il n y’a pas de conditions de stationnarité, car la capacité du
systeme est finie, c’est-a-dire que le systeme finit par se stabiliser avec le temps.

2.6 Etude du systeme M /M /s/K

C’est un systeme d’attente ouvert, ou le nombre de clients ayant acces au service est
limité a K clients, qui représente sa capacité et il comporte s serveurs.

Les arrivées sont supposées poissoniennes de taux A et les durées de service qui sont les
durées d’appels sont supposées indépendantes, de méme loi exponentielle de parametre p.
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Vi JPW)
———»

Y26 ~JP)
X(t)~JPA) L Y(t) P (sp)

E—-

Yoo AP
>

FIGURE 2.1 — Systeme d’attente M/M/s/K

. (X}) est un processus de comptage, il est poissonien de taux A, il compte le nombre
d’appels qui arrivent dans le centre d’appels téléphoniques a la date t.

. (Y}) est un processus de comptage, il est poissonien de taux spu, il compte le nombre
d’appels terminés a la date t.

. (Y1) est un processus de comptage, il est poissonien de taux p, il compte le nombre
d’appels passés par le serveur i, (1 <i < s), a la date t.

. (V;) est un processus de comptage, il compte le nombre d’appels en cours et en attente
de connexion a la date t.

On s’intéresse alors au processus (IVy),s -

2.6.1 Etude du processus (Nt)tzo

(Vi) est un processus de naissance et de mort (PNM) défini sur 'ensemble fini
{0,1,2,..., K}, de taux A\, et p, a déterminer :

a) Taux de naissance )\, :

On a

P|X =X;+1 0<n<K-1
)\ndt+o(dt):P(Nt+dt:n+1/Nt:n):{O[ char = Xi +1] ;’;{—
n =

P Xy=1=XMt+o(dt) 0<n<K-1
0 n>K
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{)\ 0<n<K-1,
=\, =

0 sinon.

b) Taux de mort , :

On a

,undt + od (dt) =P (Nt+dt =N — 1/Nt = n)

Sil<n<s
P (Nypar =n—1/Ny =n) = Co P (Yigrar = Yigr + 1) = Co P (Yigae = 1)

|

_ ﬁ (udt + o (dt)) = nudt + o (dt) .

Sis<n<K
P (Nipgr =n—1/Ny =n) = CiP (Yigprar = Yipy + 1) = CiP [Yigar = 1]

|

_ ﬁ (udt + o (dt)) = sudt + o (dt) .

D’ou
nu 1 <n<s,

= =9 s<n<K,

0 stnon,

{n/\s, 1<n<K,

0 sinon.

2.6.2 Loi du systéme en régime permanent (stable)

On note

P, 1<n<K
Ona P, = Anfo 2 =T =4
PO n:O,

_TI" Ai—1 _ 1
avec a, = [ [, ( - > et Py = T
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Déterminons (ay,) :

Sil<n<s
- ()\i_l) MM A2 - Anq AN
a,n = H = =
S\ M Py -y Lp2p3p. . onp
B A" 1 A\
Conlpr ol \
= %, avec p = 3
Sis<n<K
- (A“) MM A2 Ang A
an ey H = =
S\ M P2 - - fsfhst1 - fln Lp2p0. . SUSHs 1 <. Sfiy
S!Mssn—slun—s - S!Sn—s'un - S!Sn—s'
Déterminons Fj :
1 1
PO = K - s pm K pr
1 + Zn:l Qn 1 + Zn:l nl + Zn:s-ﬁ-l slgn—s
1
= F = P 74 e
ano ot En:erl slsn—s
Finalement, on obtient
%Po 1<n<s,
Pn: s!f?lLfsPO S<n§K7

1
n=20.
:L:O LJFZ <

n! n=s+1 gign—s

2.6.3 Performances de la file M/M/s/K

On note par

. n : nombre moyen d’appels en cours et en attente de connexion a l'instant t.

. )¢ : nombre moyen d’appels en attente de connexion a l'instant ¢.
. W : durée moyenne d’un appel dans le systeme, et Wsa moyenne.

. W, : durée moyenne d’'un appel avant connexion, et W, sa moyenne.
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2.6.3.1 Nombre moyen d’appels en cours et en attente de connexion

On a
n=E(N)=Y" nP,=%"_nP,+>K  nP,

—Zn Po—l—Zn'

n=s+1

S n

P
_Z PO+ZTLWPO

n=s+1

S s—1

s pn
_nz — JDOJFHE+ n 8_1'8nP0

S n

p
=h Z(n—l) 5_1' Z

n=1 n=s+1

avec p = L.

2.6.3.2 Nombre moyen d’appels en attente de connexion

Soit
Mg = S0 ShP[N, =5+ h] = Y0 *hP,

sl s

2.6.3.3 Durée moyenne d’un appel dans le systeme

On utilise la formule de Little : W = 2 avec A = ZK NP

=310 AP = A(1 = Py), tel que P = S,STPO, donc on aura

Ui _ n

W:%:)\(l—PK)_)\O_S!Sp%PO).
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2.6.3.4 Durée moyenne d’un appel avant connexion

On utilise la formule de Little : Wq = "Xq avec A = Zfio NP

= KNP = M1 - Py) et P = 5P,
Ainsi

Nq TNq _ Tq

Py

slsiK—s

2.6.4 Probabilité de saturation

Soit

7 (o5, K) = P(Ni2s) =YK P(Ni=n)=YK P, =YK 2B

S K n—S S K —
P P P P\"TE
-’ p -’ p (-) .
On pose h =n — s, p = £ et on obtient
,08 K—s
—\h
W(pasaK)IEPO (10)
) h=0

2.7 Etude de la file M/M/s/s

Il s’agit d’un systeme ouvert a des clients qui seront servis par s serveurs sans file d’at-
tente, c’est-a-dire qu’un client est rejeté (n’accede pas au service) si tous les serveurs sont
occupés. Les arrivées et les durées d’appels sont supposées respectivement poissoniennes
de taux A et indépendantes de méme loi exponentielle de parametre p.
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Y1t ~JP(W)
————»

Yo, AP
X(t)~JP(A) Sans file d"attente I Y(t)~JP(sp)

Ys,e ~Jew)
>

FIGURE 2.2 — Systeme d’attente(M/M/s/s)

. (X}) est un processus de comptage, il est poissonien de taux A, il compte le nombre
d’appels qui arrivent dans le centre d’appels a la date t.

. (Y3) est un processus de comptage, il est poissonien de taux spu, il compte le nombre
d’appels terminés a la date ¢.

. (Y;+) est un processus de comptage, il est poissonien de taux p, il compte le nombre
d’appels passés par le serveur 7, 1 <1 < s, a la date t.

. (NV;) est un processus de comptage, il compte le nombre d’appels en cours a la date ¢.

On s’intéresse au processus (Ny),s -

2.7.1 Etude du processus (Nt)tzo

(NVi)i>o est un processus de naissance et de mort (PNM) défini sur I'ensemble fini
1,2, ..., s}, de taux A, et u, a déterminer :
i

a) Taux de naissance )\, :

On a

Aadt 4+ 0(dt) = P (Nypar = n+1/Ny = n) = P (Xpyar = Xo + 1) = Adt + o (dt)

A 0<n<s—1,
=\, =
0 n>s.
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b) Taux de mort , :

On a

,Lbndt + O(dt) =P (Nt—l-dt =n — 1/Nt = TL) = CrllP (Koﬂf-‘rdt = }/;‘0775 + 1)

n!
= —udt dt) = nudt dt
1<n<
0 SINon.

2.7.2 Loi du systéme en régime permanent (stable)

On note P, = P[N; =n|,0 <n <s.
On a

_TI" Ai—1 _ 1
Avec a, =[], (T) et Py = T e

Déterminons (a,) :

4y = H <>\z_1> _ )\0)\1)\2 R )\n—l

Hipafs - - - fn

AAA DA A"

L2u3p. .. np nlun

_ 1 n _
= 5p", avec p = 2.

T I>

Déterminons Fj :

On a
P = Sl = 1 - = Py= 5 1 .
0 I+ =1 0n 1+370 -1 &7 0 neo 1
D’ou
=Py 1<n<s,
P, = '
n 51 - n=020.
Yo fr
Donc la loi du systeme est P, = 2Py si0<n<set Py = ———r.
n: n=0 %
o
Sn! 5 0<n<s,
P, =< Y05
0 sinon.
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2.7.3 Performances du systéeme (M/M/s/s)

On note par
. 17 : nombre moyen d’appels en cours et en attente de connexion a l'instant ¢.

. W : durée moyenne d'un appel dans le systeme, et W sa moyenne.

2.7.3.1 Nombre moyen d’appels en cours et en attente de connexion

A I'équilibre (régime stationnaire), le taux d’entrée global est égal au taux de sortie
global donc

A=3" g NP =3l & Zf;é AP, =30 inb;

s—1 S S
@AZRZMZZB@AQ—Ps)zA(1—%Po) = un
i=0 '

=0

2.7.3.2 Durée moyenne d’un appel dans le systeme

Soit W le temps d’attente dans le systeme.
On utilise la formule de Little :

W =E((W) =1 avec A=Y;_ NP, =\(1-P)

— N A(1—PFy) 1
W: _—=— = —
~ A pAX(1=P) p

Remarque

Ceci est normal puisqu’il n’y a pas d’attente dans le systeme, donc il n’y a que le
temps de service % Et pour le nombre moyen d’appels en attente de connexion 7,, ainsi

que le temps moyen d’attente d’un appel avant connexion Wq, ils sont nuls.

2.7.4 Probabilité de saturation

On a
w(p,s)=P(Ny>s)=P(N,=5s).

D’ou



2.8 Conclusion

Dans ce chapitre, on s’est intéressé a la modélisation de deux types de systemes de
files d’attente représentant le probleme d’attente dans un centre d’appels téléphoniques.
L’un représente le cas ou le systéme est sans attente (M/M/s/s) et Pautre avec attente
(M/M/s/K).On a commencé en premier lieu par la modélisation de ces deux modeles en
utilisant des distributions de probabilité, par la suite on s’est mis au calcul des différentes
mesures de performance.

Ces deux modeles vont étre simulés dans le chapitre suivant afin de bien comprendre
leurs évolutions en fonction des différents parametres d’entrée A, u et s.
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Chapitre 3

Simulation des mesures de
performances d’un centre d’appels
téléphoniques

3.1 Introduction

La réalisation des projets dans la vie pratique est tellement compliquée que les outils
mathématiques ne suffisent pas a résoudre facilement les problemes.

Ainsi, apres la modélisation analytique du systeme a l'aide de la théorie des files
d’attente, on utilise les logiciels de simulation qui permettent de simuler le comporte-
ment dynamique d’un systeme qui est représenté par un modele mathématique ainsi que
I’évaluation de ses performances. On simule alors une file d’attente en utilisant des distri-
butions de probabilité pour générer au hasard les arrivées et les services. En évaluant le
comportement de la file et le temps d’attente, nous pouvons déduire la longueur moyenne
de la file et le temps moyen d’attente.

Les modeles de simulation peuvent étre programmés dans plusieurs langage, on
s'intéresse dans notre cas d’étude a la simulation avec le logiciel de calcul scientifique

MATLAB.

3.2 Simulation du processus des arrivées

3.2.1 Arrivées poissonniennes

On représente le programme des temps des arrivées :
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1 function x= poisson|(s,e, lamda)

A= K=15000; %3 est l'instant de debut
3 - y=l(expo(lamda, X)) % e est 1l'instant de fin
4 - i=1; % y est la fonction exponentielle
5= x(i)==s+vy(1):

a6 — while x(i)<e

7= X(1+1l)=x(i)+yv(i+1):

&= i=i+l;

L= plot (%)

10 - xlabel ("lamda*t");

11 = ylabel('temps L")

12 = end

13| = x(i)=e;

14 - end

15

FIGURE 3.1 — Programme des temps des arrivées

Pour observer I’évolution des arrivées d’appels au centre d’appels téléphoniques, on donne
comme exemple les valeurs suivantes :

A = 5 appels par minute.
s = 0 minute, I'instant de début.

e = 420 minutes, l'instant de fin.

3.2.2 Graphe des temps des arrivées

La simulation donne le résultat suivant :

450 T T T T

400 -

350

300

250

temps t

200

1 1 1 1
] 500 1000 1600 2000 2500
lamda®™

FIGURE 3.2 — Evolution des temps des arrivées

Le graphe ci-dessus représente la variation de la loi des arrivées d’appels (arrivées poisso-
niennes) pendant un intervalle de temps [0, 420 min].
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Ou on remarque I’évolution du graphe d’une fagon croissante.

3.3 Simulation des lois et des performances des files
d’attente considérées en fonction des parametres
d’entrée

3.3.1 File d’attente M/M/s/K
3.3.1.1 Simulation de la loi de N(t)
On considere la loi de (N¢),5, en fonction du taux des arrivées d’appels au centre

d’appels téléphoniques .

On suppose que le nombre maximal de clients K est égal a 80, la moyenne des durées
d’appels d = i est égal a % et le nombre de serveurs s égal a 15.

Le programme de la loi de (N;),, est le suivant :

1 function loi= pntskin, =z)

A= ma=10; EK=80:; s=s=15;

2= if [(n<=K)

= r=|((s"s)/fact(s)):

5= for lamda=0:z:

& — zsoml=0;

7= som2=0;

E|= loil=|( (lamda/mu) *n)/fact (n);

9 - loi2= r*|((lamda/ (s*mu))"n);

10 - for i=0:s

17 (= soml=soml+ ( (lamda/mu) ~1i) /fact (i)
12 = end

13 — for j=s+1:K

14 - somZ=sgom2+ (r* ( (lamda/ (s*mu) ) ~j) )
15 = end

16 — if [n<=s)

17 (= pn(l,landa+l)=loil/ (soml+som2) ;
1g - loi=pn;

19 = else 1f [(n>s && n<=K)

20 — pn(l,landa+l)=1loi2/ (soml+som2) ;
21 - loi=pn;

22 - end

23 - end

24 - end

25 — lamda=0:z;

26 — plot (lamda, loi)

27 — xlabel ('lamda’")

28 — ylabel ("pn')

29 - elsel

30 — disp('donner une autre valeur & n')
sl end

32 - end

FIGURE 3.3 — Programme de la loi de (Nt)tzo
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Les graphes obtenus apres simulation sont :

Pour n=0

FI1GURE 3.4 — Loi de N, pour n =0

Pourn=5<s

F1GURE 3.5 — Loi de N, pour n =5
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Pour n =25 > s

pn
%]

] 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
lamda

FI1GURE 3.6 — Loi de N; pour n = 25

3.3.1.2 Simulation des caractéristiques de la file

On donne d’abord le programme de P (N; = 0) = F.

1 function pzero= p0{ mu, lamda, =, E)
= r=((s3"3) /fact(=)):

== soml=0;

4= som2=0;

== for i=0:=

[ soml=soml+ ( (lamda/mu) ~i/fact(i)):
= end

8 — for j=s=+1:K

9 - som2=som2+ (r* | (lamda, (=*mu) ) ~3) ) :
10— end

11 — pzero=(1/ (soml+scom2) ) ;

12

13 = Ie:‘u:i

FIGURE 3.7 — Programme de P (NV; =0) = P,
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A- Nombre moyen d’appels en attente de connexion

1. Simulation en fonction de )\

Nous fixons K = 80, u = 10, s = 15 et observons ’évolution de cette caractéristique.

1 function nbrmoyapp = appelsk(z)

A= ma=10; EK=80:; s=s=15;

3 - for lamda =0:z;

4 = w = p0( ma, lamda, =, K):

5= som=0;

& — for i=1:K-=s

7= som=som+ (1% ( (lamda/ (s*mu) ) ~1))
g - end

9 - somme=som* (w* | ( (lamda/mu) =) /fact (=)} )
10 — moy (1, lamda+l) =somme;

11| = nbrmoyapp = mMoy;

12 = end

13 = lamda=0:z;

14 — plot (lamda, nbrmoyvapp)

15 — xlabel ('lamda’")

16 — ylabel ( 'Hombre moyen 4d''appels')

17 - end

FI1GURE 3.8 — Programme du nombre moyen d’appels en attente de connexion en fonction

de A

Le graphe obtenu apres la simulation est :

0.25 T T T T T T T T T

0.2r

01

Nombre moyen d'appels

0.05r

U 1 L L 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

lamda

F1GURE 3.9 — Nombre moyen d’appels en attente de connexion en fonction de A
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ii. Simulation en fonction de u

Nous fixons K = 80, A = 20, s = 15 et observons I’évolution cette caractéristique en
fonction du taux de mort.

1 function nbrmovapp = appelskmu(z)

2 — lamda=20; E=80; s==15;

== for mu =1:z;

4 - w= p0{ mu, lamda, =, EK):

== som=0;

& — for i=1:K-=

7= som=som+ (i* ( (lamda/ (s*mu) ) "~i))
g - end

9 — somme=som* (wWw* { { (lamda/mu) ~=2) /fact(=s))):
10 — moy {1, ma) =somnme;

11 — nbrmovapp = moy;

12 — end

13 — plot (nbrmovapp)

14 — Xlabel {"mua')

15 — vlabel {'Nombre moyven 4d''appels')

16 — end

F1GURE 3.10 — Programme du nombre moyen d’appels en attente de connexion en fonction
de p

Le graphe obtenu apres la simulation est :

70 T T T T T T T T T

Nombre moyen d'appels
(9%} = [ o
= [==) = [==)
T T T T
1 1 1 1

]
=
T
1

—
=
T
|

FI1GURE 3.11 — Nombre moyen d’appels en attente de connexion en fonction de p
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iii. Simulation en fonction de s

On fait évoluer le nombre moyen d’appels en attente de connexion en fonction du
nombre de serveurs s tout en fixant K = 80, = 10 et A = 20.

1 function nbrmoyvapp = appelsks|(z)

A= lamda=20; K=80; mu=10;

3 - for s =1:z;

4 = w = p0( ma, lamda, =, K):

5= som=0;

& — for i=1:K-=s

7= som=som+ (1% ( (lamda/ (s*mu) ) ~1))
g - end

9 - somme=som* (w* | ( (lamda/mu) =) /fact (=)} )
10 — moy (1, s)=somme;

11| = nbrmoyapp=moy;

12 = end

13 — plot (nbrmoyvapp)

14 — Xlakbel('s")

15 — ylabel ( 'Hombre moyen 4d''appels')

16 - Iend

FIGURE 3.12 — Programme du nombre moyen d’appels en attente de connexion en fonction
de s

Le graphe apres la simulation est :

80 T T T T T T T T T

70 H -

60 -

50

401 .

Mombre moyen d'appels

20r -

FI1GURE 3.13 — Nombre moyen d’appels en attente de connexion en fonction de s
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B- Durée moyenne d’un appel avant connexion
i. Simulation en fonction de A

Nous fixons K = 80, u = 10, s = 15 et cette caractéristique évolue comme suit,

on donne le programme suivant :

1 function tempsmoyennel = tempslsk(z)
2 — 2=15; E=80; mu=10;
= for lamda=l:z
4 = w=p0( mu, lamda, =, EK):
S som=0;
& — for i=1:K-=
7= som=som+ (1% ( (lamda/ (s*mu) ) ~1));
g - end
9
10 = lambda=lamda* (1- ( { (lamda/mu) ~K) / (fact (=) % (2™ (E-2) ) ) *w) ) :
11 — moynn= ({(w*({(lamda/mu)"s))/fact (=))*som)/lanbda ;
12 — temp (1, lamda+l)=moynn;
13 — tempsmoyennel=temp;
14 — end
15 — plot (tempsmoyennel)
16 — xlabel ('lamda’)
17 — ylabel ("Durée moyenne d'''attente')
18 - end

FIGURE 3.14 — Programme de la durée moyenne d’un appel avant connexion en fonction
de A

Le graphe apres la simulation est :

x 10°
2.5 T T T T T

2 - .
z
-
z

m 151 R
=
[:H]
|
=
[ab]
=
(=]

E 1L i
@
=
=30
a

051 1

U 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120
lamda

F1GURE 3.15 — Durée moyenne d'un appel avant connexion en fonction de A

Ou on remarque ’évolution du graphe d’une fagon croissante.
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ii. Simulation en fonction de u

On g’intéresse a ’évolution du temps d’attente d’un appel avant connexion. Le pro-
gramme permettant d’observer ’évolution de la caractéristique en fonction de pu.

1 function tempsmoyennelZ = tempsZsk(z)
A= 5=15; K=80:; lamda=20;
3 - for mu=l:z
4 = w=p0( ma, lamda, =, K):
5= som=0;
& — for i=1:K-=s
7= som=som+ (1% ( (lamda/ (s*mu) ) ~1))
g - end
9
IR (= lambda=lamda* (1- ( ( (lamda/mu) “K) / (fact (s) *s™ (K-3) ) *w) ) ;
17 (= moynn= | {(w*((lamda/mu)~=s))/fact(s)) *som)/lanbda ;
12| = temp (1, mu) =moynn;
13 — tenpsmoyenneZ=temp;
14 - end
15 — plot (tempsmoyenned)
16 — xlabel ("mu')
17 — ylabel ("Durée moyenne d''attente')
18 - end

FIGURE 3.16 — Programme de la durée moyenne d'un appel avant connexion en fonction
de p

Le graphe obtenu apres la simulation est :

45 T T T T T T T T T
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FI1GURE 3.17 — Durée moyenne d'un appel avant connexion en fonction de p
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iii. Simulation en fonction de s

On évolue le temps moyen d'un appel avant connexion en fonction du nombre de
canaux s tout en fixant K = 80, A = 20 et u = 10.

On donne le programme suivant :

1 function tempsmoyenne3 = temps3sk(z)
2 — ma=10; E=80; lamda=20;
= for ==1:z
4 = w=p0( mu, lamda, =, EK):
S som=0;
& — for i=1:K-=
7= som=som+ (1% ( (lamda/ (s*mu) ) ~1));
g - end
9
10 = lambda=lamda* (1- ( ( (lamda/mu) “K) / (fact (=) *3™ (E-2) ) *w) ) ;
11 — moynn= ({(w*({(lamda/mu)"s))/fact (=))*som)/lanbda ;
12 — temp (1, 3) =moynn;
13 — tempsmoyenne3=temp;
14 — end
15 — plot (tempsmoyenne3)
16 — xlabel('s")
17 — ylabel ("Durée moyenne d'''attente')
18 - end
1n |

FI1GURE 3.18 — Programme de la durée moyenne d’un appel avant connexion en fonction
de s

Le graphe obtenu apres la simulation est :

Durée moyenne d'attente

FIGURE 3.19 — Durée moyenne d'un appel avant connexion en fonction de s

93



3.3.1.3 Risque de saturation

On s’intéresse dans ce cas a I’évolution du risque de saturation dans le centre d’appels
téléphoniques en fonction des parametres A, p et s.

i. Evolution en fonction de A\

On suppose que K =80, p =10 et s = 15.

Le programme est le suivant :

1 function risquesaturationl = risgquel (z)
2 — ma=10; E=80; ==15;

= for lamda=0:z

4 - loi=((lamda/mu) ~s) /fact (=3);

o= w=p0 (mu, lamda, 3, K) ;

& — som=0;

u|= for i=0:K-=

B - som=som+ ( (lamda/ (mu*s))"~1);
8= end

10 — risque=(loli*w) *som;

11 — risgquee (1, lamda+l)=risgque;

12 — risquesaturationl=risgquee;

13 = end

14 — lamkbda=0:z;

15 — plot (lambda, risquesaturationl)

16 — xlabel ('lamda’)

17 — vlabel ("Eisgue de saturation')

18 - end

FI1GURE 3.20 — Programme du risque de saturation en fonction de A

Le graphe obtenu apres la simulation est :
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F1GURE 3.21 — Risque de saturation en fonction de A
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ii. Evolution en fonction de p

On prend K =80, A =20 et s = 15.

Le programme est le suivant :

1 function risgquesaturationZ = risgquel(z)
A= lamda=20; K=80; ==15;

3 - for mu=l:z

= loi={((lamda/mu) ~=s) /fact (=)

L= w=p0 (mu, lamda, 5, K) ;

& — som=0;

7= for i=0:K-=s

E|= som=som+ ( (lamda/ (mu*s) ) ~1);
o= end

10 — risque=|(loi*w) *som;

11| = risquee (1,mu)=risgue;

12| = risquesaturationZ=risgquee;

13 = end

14 — plot (risguesaturation?)

15 — xlabel ("mu')

16 — ylabel ("Eisque de saturation')

17 - end

FIGURE 3.22 — Programme du risque de saturation en fonction de pu

Le graphe obtenu apres la simulation est :

0.8 H -
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0.6 -

Risque de saturation

031 -

0.2r -

FI1GURE 3.23 — Risque de saturation en fonction de p
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iii. Evolution en fonction de s

On suppose que K = 80, i = 10 et X\ = 20.

Le programme est le suivant :

1 function risquesaturation3 = risgque3 (z)
2 — lamda=20; K=80; mu=10:

= for ==1:z

4 = w=p0 (mu, lamda, 3, K) ;

5 = loi=((lamda/mu) ~s) /fact (=3);

& — som=0;

u|= for i=0:K-=

B - som=som+ ( (lamda/ (mu*s))"~1);
8= end

10 — risque=(loli*w) *som;

11 — risgquee (1,s3)=risque;

12 — risquesaturation3=risgquee;

13 = end

14 — plot (risquesaturation3)

15 — xlabel('s")

16 — vlabel ("Eisgue de saturation')

= end

10

FIGURE 3.24 — Programme du risque de saturation en fonction de s

Le graphe obtenu apres simulation est :
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FI1GURE 3.25 — Risque de saturation en fonction de s
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3.3.2 File d’attente M/M/s/s
3.3.2.1 Simulation de la loi de N;

On considere la loi (V;),-, en fonction du taux des arrivées d’appels au centre d’appels
téléphoniques A. On suppose que le taux de sortie est égal a 10 et le nombre de serveurs
s est égal a 15.

Le programme de la loi de (V) est le suivant :

1 I:E'.:mct.ion pntsEs = pnsEs(n, z)

= ma=10;

=i ==15;

4 - if n»=0 && n<==s

== for lamda=0:=z

& — =am=0;

o= loi={(((lamda/mua) *n)  fact(n));
8 - for i=0:=s

9 — som=som+ | ( (lamda,/mu) ~i) /fact(i)):
10 - end

11— pn(l,lamda+l)=1loi/=som;
12— pntEs=pn;

13 — end

14 - lamda=0:z;

15 — tab=[lamda;pntss=s]

la — plot (lamda,pntss)

17 — xXlabel ('lamda’)

la — yvlabel ('1oi Nt')

19— el=e

20 — disp('pn=0")

21 - end

22 — end

FIGURE 3.26 — Programme de la loi (V)

Les graphes obtenus apres simulation sont :
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Pour n=0

FIGURE 3.27 — Loi de (N;) pour n=0

Pour n=12

FIGURE 3.28 — Loi de (N;) pour n=12



3.3.2.2 Simulation des caractéristiques de la file

On donne d’abord le programme de P (N; = 0) = Fy et celui de P (N, = s) = P.

kunction pzeraoss = pl0(=,ma, lamda)
= =am=0;
=i for i=0:=s
L= som=som+ | (lamda,/mu) ~i) /fact (i) :
== end
6 — pEeross=1/som;
7 - end

FIGURE 3.29 — Programme de P (N; = 0) = F,

1 function ps = ps(s,mu, lamda)
A= som=0;
3 - for i=0:s
= som=som+ ( (lamda/mu) ~1i) /fact (1) ;
5= end
6 — ps=| (lamda/mu) ~=s)/ (fact (=) *som) ;
7= end
g

FIGURE 3.30 — Programme de P (N; = s) = P

A- Nombre moyen d’appels dans le centre d’appels téléphoniques
i. Simulation en fonction de A

Nous fixons p = 10, s = 15 et observons I’évolution de cette caractéristique

function nmbrmoy = appelss(z)

- me=10; ==15;

- for lamda= 0:z

- Ps= ps=(=s,mu, lamda) ;

moy (1, lamda+l)=(lamda* (1-P=) ) /mu;
- nmbrmoy=moy;

- end

- lambda=0:z:

- plot {lambda, nmbrmoy)

xlabel (' 1pmda’)

ylabel ( 'Hombre moyen 4d''appels')

W =l o U o W R
|

= e
oo
11

[
5]
|

end

FI1GURE 3.31 — Programme du nombre moyen d’appels dans le centre d’appels en fonction
de A
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Le graphe obtenu apres la simulation est :

10 T T T T T T T T T

MNombre moyen d'appels
(&)
1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
lamda

FI1GURE 3.32 — Nombre moyen d’appels dans le centre d’appels en fonction de A

Ou on remarque 1’évolution du graphe d’une fagon croissante.

ii. Simulation en fonction de u

Nous fixons A = 20, s = 15 et observons I’évolution de cette caractéristique en
fonction du taux de mort.

function nmbrmoy = appelssmna(z)
- lamda=20; =s=15;

- for mu= 1:z

- Ps= ps(=,ma, lamda) ;

moy (1, ma)=(lamda* (1-F=) ) /mua;
- nnb rmoy=oy;

- end

- ma=l1l:z;

WO ] S U i L Ry
|

- plot (ma, nmbrmoy)
Xlabel {'mu')
yvlabel {"Nonbre moven d''appels')

e
=1
[

end

B
vk
|

F1GURE 3.33 — Programme du nombre moyen d’appels dans le centre d’appels en fonction
de p
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Le graphe obtenu apres la simulation est :

Mombre moyen d'appels

&0 70 a0 90 100

FI1GURE 3.34 — Nombre moyen d’appels dans le centre d’appels en fonction de p

Remarque

Le nombre moyen d’appels est constant par apport a s.

B- Durée moyenne d’un appel dans le centre d’appels téléphoniques
i. Simulation en fonction de p
On s’intéresse a ’évolution du temps moyen d’attente dans le centre d’appels télé-

phoniques. Le programme permettant d’observer 1’évolution de cette caractéristique en
fonction de p est :

1 function tempsmoy = Cempsmoyss(z)
A= for mu=l:z

3 - tempsmu (1, ma)=(1/mu) ;

4 - tempsmoy=tempsma ;

5= end

a6 — plot (tempsmoy)

T - xlabel ("mu')

= ylabel ("Durée moyenne d''un appel')
o= end

FIGURE 3.35 — Programme de la durée moyenne d’un appel dans le centre d’appels en
fonction de
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Le graphe obtenu apres la simulation est :
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FI1GURE 3.36 — Durée moyenne d'un appel dans le centre d’appels en fonction de u

3.3.2.3 Risque de saturation

On s’intéresse dans ce cas a ’évolution du risque de saturation dans le centre d’appels
téléphoniques en fonction des parametres A, p et s.

1. Evolution en fonction de A\

On suppose que p = 10 et s = 15.

Le programme est le suivant :

1 function risquesaturass = risgquess(z)
2 — mu=10; ==15;

3= for lamda=0:z

4 — loi= ((lamda/mu)"s)/fact(s);

5= som=0;

& — for i=0:s

7= som=som+ ( { (lamda/mu) ~i) ffact (1))
B - risguee (1, lamda+l)=1loi/=om;

o= risquesaturass =risguee;

10 = end

11 = end

12 - lambda=0:z;

13 — plot (lambda, risquesaturass)

14 — xlabel ('lamda’)

15 — vlabel {"BEisgue de saturation')

16 — end

FI1GURE 3.37 — Programme du risque de saturation en fonction de A
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Le graphe obtenu apres la simulation est :
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FIGURE 3.38 — Risque de saturation en fonction de A

ii. Evolution en fonction de u

On prend A = 20, s = 15 et le programme est le suivant :

1 function risquesaturassmi = risquessmu(z)
2 — lamda=20; ==15;

3 - for mu=l:z

4 — loi= ({lamda/mu) =) /fact(s);

== som=0;

& — for i=0:=

U= som=som+ { ( (lamda/mu) ~i) /fact(i)):
8 — risquee (1,mu)=1loi/=som;

9 - risquesaturassmu =risgquee;

10 — end

11 — end

12 — plot (risquesaturassmai)

13 — xlabel ("mu')

14 — vlabel {'Bi=que de saturation')

15 — end

FIGURE 3.39 — Programme du risque de saturation en fonction de pu
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Le graphe obtenu apres la simulation est :

0.25

0.2 -

Risque de saturation

FI1GURE 3.40 — Risque de saturation en fonction de p

iii. Evolution en fonction de s

On suppose que p = 10 et A = 20.

Le programme est le suivant :

1 function risquesaturasss = risquesss(z)
2 — lamda=20; mu=10;

3 - for ==1:z

4 — loi= ({lamda/mu) =) /fact(s);

== som=0;

& — for i=0:=

U= som=som+ { ( (lamda/mu) ~i) /fact(i)):
B — risquee (1,s)=loi/som;

9 - risquesaturasss =risquee;

10 — end

11 — end

12 — plot (risquesaturasss)

13 — xlabel ("s")

14 — yvlabel {'Ri=sque de saturation')

15 — end

FI1GURE 3.41 — Programme du risque de saturation en fonction de s
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Le graphe obtenu apres la simulation est :
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FI1GURE 3.42 — Risque de saturation en fonction de s

3.4 Conclusion

On s’est intéressé dans ce chapitre a la simulation des caractéristiques des différentes
files d’attente en fonction des différents parametres d’entrée A, p et s, ce qui nous a permis
de bien comprendre leurs évolutions, ainsi que 1’évaluation du comportement dynamique
des systemes étudiés.
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Chapitre 4

Optimisation du télétrafic dans un
centre d’appels téléphoniques

4.1 Introduction

L’optimisation couvre un large éventail de techniques utilisées dans de nombreux
domaines de la vie courante. Elle occupe une place trés importante en recherche opé-
rationnelle. En effet, elle assure la recherche d’une solution optimale pour un probleme
donné défini par une fonction objective qui consiste a déterminer un minimum ou un
maximum en respectant un ensemble de contraintes sous forme d’égalités ou d’inégalités
afin d’optimiser et améliorer le systeme étudié.

Notre étude consiste a chercher le nombre nécessaire de serveurs qui nous assure le
bon déroulement du systeme, cela revient a optimiser le nombre s de serveurs pour que
le risque de saturation soit inférieur a un o donné.

4.2 File d’attente M/M/s/K

4.2.1 Position du probleme

On a le risque de saturation qui est donné par :

S

p _
m(p,s, K) = b0 ()"

Notre but est d’optimiser la probabilité de saturation 7 (p, s, K) par rapport au
nombre de serveurs (s), c’est-a-dire minimiser sa fonction objective.

min, 7 (p, s, ) = min, (g—ipo Z;i(:o (ﬁ)h> avec s € N*,

s € N*.

. {m (4p i @").
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4.2.2 Optimisation du risque de saturation

Etant donné un seuil a, tel que o € [01], nous devrons trouver le nombre minimum
de serveurs nécessaires pour que la probabilité de saturation ne dépasse pas le seuil donné.
On suppose que le taux d’entrée est égal a 2, le taux de sortie est égal a 3 et K = 10.

D’abord, donnons le programme sous Matlab du nombre moyen d’appels et de la durée
moyenne d'un appel dans le centre d’appels.

i. Nombre moyen d’appels dans le centre d’appels

1 function nombremoyl=appell (ma, lamda, 3, K)
= r=(=z"(=3-1))/fact (=-1):

3= w= p0( mu, lamda, =, EK):

4 - soml=0;

S som2=0;

& — for i=1:s

7= soml=soml+ ( (lamda/mu) ~i) /fact (i-1);
g - end

ol = for j=s+1:K

10— somZ=som2+ (j* ( (lamda/ (s*mu) ) "~3));
11 = end

12 — somme= (soml+ (r*som2) ) *w;

13 — nombremoyl=somme ;

14 — end

15

FI1GURE 4.1 — Programme du nombre moyen d’appels dans le centre d’appels téléphoniques

ii. Durée moyenne d’un appel dans le centre d’appels

1 function tempsmoyl=temnpsl (a, lamda, s, K)
#l= loi=((lamda/mu) “K)/ (fact(=s)*(s" (K-38))):
2= pk=loi*p0( ma, lamda, =, K):

4 - moven=appell (ma, lamda, s, )/ (lamda* (1-pk) ) ;
5= tenpEmov1=moven;

& — end

7

FIGURE 4.2 — Programme de la durée moyenne d'un appel dans le centre d’appels télé-
phoniques

On donne maintenant le programme permettant d’obtenir le nombre minimum de
serveurs nécessaires pour que la probabilité de saturation soit inférieure a o donné, ainsi
que le nombre moyen d’appels et la durée moyenne d’un appel dans le centre d’appels.
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1 function probasaturation = satural (alpha)

2 — som=0; E=10; lamda=2; mu=3; =srv=1;

== for n=0:E-=rv

4 - som=som+ [ (lamda/ (mu*sxrv) ) "n);

== end

6 — probasaturation={({{ (lamda/mu) “sxv) /fact (sxrv))*p0{ mu, lamda, =rv, H))*som;
7= if (probasaturation <=alpha)

g - 2=3rV;

= nombre de serveurs s=s

10 — nombre moyen dappels=appell (mu,lamda, s, K)

11 — temps moyen dattente=tempsl (mu, lamda, 2, K)

12 — probabilite de saturation=probasaturation

13 — el=e while (probasaturation>»>=alpha)

14 — srv=srv+l;

15 = for n=0:E-=rv

16 — som=som+ [ (lamda/ (srv*mua) ) "n);

= end

18 — risquee={(( (lamda/mu) ~=srv) /fact (sxv))*pl( mu, lamda, =xrwv, H))*som;
19 — probasaturation=risquee;

20 — if (probasaturation<=alpha)

21 — 2=3rV;

22 — nombre de serveurs s=s

23 — nombre moyen dappels=appell (mu,lamda, s, K)
24 — temps moyen dattente=tempsl (mu, lamda, 2, K)
25— probabilite de saturation=probasaturation
26 — end

27 — end

28 — end

29 — end

FIGURE 4.3 — Programme d’optimisation du risque de saturation

>>» satural (0.1)
nombre de serveurs_s =

4

nombre moyen dappels =

0.86877

temps moyen dattente =

0.3338

probabilite de saturation =

FIGURE 4.4 — Resultats d’exécution du programme d’optimisation en fonction des para-
metres donnés
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4.2.3 Illustrations numériques et graphiques

Le tableau ci-dessous nous donne le nombre minimum de serveurs pour différentes
valeurs de «,ainsi que la probabilité de saturation, le nombre moyen d’appels et la durée
moyenne d'un appel dans le centre d’appels.

’ Alpha \ Proba de saturation \ Nbr de serveurs \ Nbr moyen d’appels \ Durée moyenne d'un appel ‘

0.0001 6.1515e¢~% 7 0.6667 0.3333
0.001 5.7672¢ % 6 0.6667 0.3333
0.01 0.0046 ) 0.6668 0.3334
0.1 0.0293 4 0.6677 0.3338
0.3 0.1450 3 0.6760 0.3380
0.6 0.4942 2 0.7499 0.3750
0.9 0.6628 1 1.8713 0.9412

TABLE 4.1 — Illustrations numériques des caractéristiques du systeme en fonction du
nombre de serveurs

A partir du tableau ci-dessus, on trace la courbe suivante :

x Courbe de la probabilité de saturation en fonction du nombre minimum de
serveurs

»» gerveurs=[1 2 3 4 5 &6 T]:

»> probabilite satura=[0.6628 0.4942 0.1450 0.0293 0.0046 5.7672e-04 6.1515e-05];
>>» plot(serveurs,probabilice satura, 'g’)

»» grid on

»» xlabel ('Hombre de serveurs')

> Flabel['P::bab;;;te de =aturation')

FI1GURE 4.5 — Programme de la probabilité de saturation en fonction de s
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FI1GURE 4.6 — Courbe de la probabilité de saturation en fonction du nombre minimum de
serveurs

4.3 File d’attente M/M/s/s

4.3.1 Position du probleme

On a le risque de saturation donné par :

S

o
W(p,S)Zzs—‘pn-

n=0 n!
Notre but est d’optimiser la probabilité de saturation 7 (p, s) par rapport au nombre de

serveurs (s), c’est-a-dire minimiser sa fonction objective.

08

minsm (p, §) = ming < =t ) avec s € N*,

T
Y=o T

4.3.2 Optimisation du risque de saturation

Etant donné un seuil a, tel que o € [01], nous devrons trouver le nombre minimum
de serveurs nécessaires pour que la probabilité de saturation ne dépasse pas le seuil donné.
On suppose que le taux d’entrée est égal a 10 et le taux de sortie est égal a 5.

D’abord, donnons le code sous Matlab de P (N; = s) = Ps,ensuite celui du nombre moyen
d’appels et de la durée moyenne d'un appel dans le centre d’appels.
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1 function ps = ps({s,ma, lamda)

2 - =am=0;

3 = for i=0:=s

tf|= som=som+ | (lamda,/mu) ~i) /fact (i) :
== end

6 — ps=|( (lamda,/mu) =)/ (fact (=) *=om) ;

7 - end

8

FIGURE 4.7 — Programme de P (N; = s) = P

i. Nombre moyen d’appels dans le centre d’appels

function nombremoyZ2=appel? (lamda,mi, s)
- Pa=ps (=,ma, lamda) ;
= nbr=(lamda* (1-P=) ) /mu;
- nombremoy2=nbr;
- end

(=T B R FU S

FIGURE 4.8 — Programme du nombre moyen d’appels dans le centre d’appels

ii. Durée moyenne d’un appel dans le centre d’appels

function tempsmoyZ=temnpsZ2 (m)
= cempamoy2=1,/mu;

- end

o Ly R

F1GURE 4.9 — Programme de la durée moyenne d’un appel dans le centre d’appels

On donne le programme permettant d’obtenir le nombre de serveurs nécessaires pour que
la probabilité de saturation soit inférieure a o donné, ainsi que le nombre moyen d’appels
et la durée moyenne d'un appel dans le centre d’appels.
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function probasaturation = saturaZl (alpha)
lamda=10; mu=5; srv=1;
Pa=ps (srv,mu, lamda) ;
loi=((lamda/mu) ~srv) fact (sxv);
probasaturation=1oi*p00 (srv,ma, lamda) ;
if (probasaturation <=alpha)
8=3TV;
nombre de serveurs s=s
nombre moyen dappels=appell? (lamda,mu, =)
temps moyen dattente=temps2 (mu)
probabilite de saturation=probasaturation
el=e while (probasaturation>»>=alpha)
srv=srv+l;
loi=((lamda/mu) ~srv) fact (sxv);
probasaturation=1oi*p00 (srv,ma, lamda) ;
if (probasaturation<=alpha)
8=3TV;

nombre de serveurs s=s
nombre moyen dappels=appell? (lamda,mu, =)
temps moyen dattente=temps2 (mu)
probabilite de saturation=probasaturation
end
end
end
end

FIGURE 4.10 — Programme d’optimisation du risque de saturation

>>» gaturaz (0.1)

nombre de serveurs s

4

nombre moyen dappels

0.8667

temps moyen dattente

0.2000

probabilite de saturation =

0.0952

ans =

0.0952

FIGURE 4.11 — Résultat d’exécution du programme d’optimisation en fonction des
metres d’entrée
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4.3.3

Illustrations numériques et graphiques

Le tableau ci-dessous nous donne le nombre minimum de serveurs pour différentes valeurs
de «, ainsi que la probabilité de saturation, le nombre moyen d’appels et la durée moyenne
d’un appel dans le centre d’appels.

’ Alpha \ Proba de saturation \ Nbr de serveurs \ Nbr moyen d’appels \ Durée moyenne d’un appel

0.001 8.5948¢ 7Y 8 0.6667 0.2000
0.01 0.0034 7 0.6667 0.2000
0.03 0.0121 6 0.6667 0.2000
0.08 0.0367 5 0.6667 0.2000
0.1 0.0952 4 0.6667 0.2000
0.3 0.2105 3 0.6667 0.2000
0.6 0.4000 2 0.6667 0.2000
0.9 0.6667 1 0.6667 0.2000

TABLE 4.2 — Illustrations numériques des caractéristiques du systeme en fonction du
nombre de serveurs

A part

ir du tableau ci-dessus, on trace la courbe suivante :

x Courbe de probabilité de saturation en fonction du nombre minimum de
serveurs

>» serveurs=[1 2 3 4 5 & 7]:

>> probabilite satura=[0.6667 0.4000 0.2105 0.0952 0.0367 0.0121 0.0034];
>> plot (serveurs, probakbilite satura, 'g')

>» grid on

>» xlabel ('Hombre de serveurs')

>» ylabel ('Prokakilite de saturation')

FIGURE 4.12 — Programme de la probabilité de saturation en fonction de s
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F1GURE 4.13 — Courbe de la probabilité de saturation en fonction du nombre minimum
de serveurs

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, on a abordé un probleme d’optimisation ot on s’est intéressé a
I'optimisation d’une maniere informatique (avec le logiciel MATLAB) d’une des caracté-
ristiques des deux systemes de files d’attente qui nous a permis de déterminer le nombre
minimum nécessaire de serveurs pour éviter tout risque de saturation et de congestion
afin d’assurer un meilleur service ainsi qu’une bonne activité fluide dans les systemes.

74



Conclusion générale

L’analyse et 'optimisation des systemes dynamiques ainsi que 1’évaluation de leurs
performances dépendent essentiellement de leurs bonnes modélisations.

La théorie des files d’attente est une technique qui permet de modéliser un systeme
admettant un phénomene d’attente et de calculer ses performances pour aider les ges-
tionnaires dans leurs prises de décisions. Aussi les files d’attente peuvent étre considérées
comme un phénomene répandu de la vie contemporaine.

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés particulierement aux réseaux de files
d’attentes ouverts, en particulier les appels téléphoniques entrants dans un centre d’appels
téléphoniques. En premier lieu, nous avons accordé une attention particuliere aux modeles
et systemes d’attente markoviens. En second lieu, nous avons pu présenter et étudier deux
modeles de systeme de files d’attente M/M/s/K et M/M/s/s ainsi que leurs performances,
tout en développant des programmes pour les simuler par la suite avec MATLAB. Enfin
nous avons optimisé certaines performances (dans notre cas, minimiser le risque de satu-
ration), afin de déterminer le nombre minimum nécessaire de serveurs pour garantir un
bon déroulement et un meilleur service aux clients.

Une étude plus poussée de ce genre de systemes est nécessaire pour améliorer et mieux
évaluer les performances des systemes informatiques, des réseaux de communications,
systemes industriels et systemes complexes dans de nombreux domaines.
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Résumé

Le monde contemporain est de plus en plus soucieux de satisfaire les attentes des
clients, tellement il y a plusieurs choses dans la vie pour lesquelles il faut attendre. (les
autobus, les ascenseurs, dans les magasins, chez le dentiste, etc.) Tout cela se passe en
posant la fameuse question, pourquoi y a-t-il attente 7 Sur cela, introduisons la notion des
files d’attente.

La théorie des files d’attente est une théorie mathématique relavant du domaine des
probabilités. Cette notion occupe une place tres importante en recherche opérationnelle,
elle sert a modéliser les systemes d’attente et évaluer leurs performances afin de mieux
comprendre leurs comportements.

Nous intéressons dans notre travail a 1’étude et ’analyse des performances des sys-
temes de files d’attente dans un centre d’appels téléphoniques. Il s’agit d’'un probleme de
modélisation dans un centre d’appels téléphoniques, ou des appels arrivent d’une maniere
aléatoire, on suppose qu’ils suivent un processus de poisson de taux 1 et que les durées
des appels sont aussi aléatoire qu’on suppose indépendantes, de méme loi exponentielle
de parametre m.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés particulierement aux réseaux de files
d’attentes ouverts, en particulier les appels téléphoniques entrants dans un centre d’appels
téléphoniques.

En premier lieu, nous avons accordé une attention particuliere aux modeles et sys-
temes d’attente markoviens. En second lieu, nous avons pu présenter et étudier deux mo-
deles de systemes de files d’attente M/M/s/K et M/M/s/s ainsi que leurs performances,
tout en développant des programmes pour les simuler par la suite avec MATLAB. Enfin
nous avons optimisé certaines performances (dans notre cas, minimiser le risque de satu-
ration), afin de déterminer le nombre minimum nécessaire de serveurs pour garantir un
bon déroulement et un meilleur service aux clients.

Une étude plus poussée de ce genre de systemes est nécessaire pour améliorer et mieux
évaluer les performances des systemes informatiques, des réseaux de communications,
systemes industriels et systemes complexes dans de nombreux domaines.
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