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INTRODUCTION GENERALE

La théorie du controle optimal a connu un grand développement durant
ces dernieres années.
L'objectif de cette théorie est de stabiliser le systeme pour le rendre insensible
a certaines perturbations (stabilisation), ou encore de déterminer des solutions
optimales pour un certain critére d’optimisation (contrdle optimal).

Cette théorie est devenu un domaine de recherche bien établi et trouve ses
applications dans de nombreux domaines scientifique , apres plusieurs années
d’évolution basés sur le fondement théorique posé par plusieurs génération
de mathématiciens , allant des mathématiques et de 1'ingénierie aux sciences
biomédicales et de la gestion .

Le but est alors de transférer le systeme de tout état initial a un certain
état final souhaité en un temps fini, en respectant éventuellement certains
criteres.

Dans le monde réel, la théorie du contrdle est rencontrée sous forme de
plusieurs variétés ayant des propriétés différentes dans des domaines tres
diverses, comme la mécanique, 1’électricité, la biologie, la chimie, I’économie,
etc ...

Historiquement, la théorie du controle optimal est une extension du calcul
des variations, elle est apparue apres la seconde guerre mondiale, répondant
a des besoins pratiques de guidage. Dans ce type de probléme , les variables
sont séparées en deux catégories , a savoir les variables d’état et les variables
de contréle.

L’évolution de la phase est dictée par le contrdle par l'intermédiaire dun
ensemble d’équations différentielles.

En outre , le contrdle ainsi que les variables d’état sont généralement soumis a
des contraintes et le probléme de commande optimal peut alors étre formulée
comme suit :

« Déterminer les signaux de commande qui régissent un systéme pour satis-

faire a des contraintes physique et en méme temps a minimiser (ou maximiser)
un critere de performance ».

Pour la résolution des problemes de controle optimal on distingue deux
types de méthodes :

les méthodes directes et les méthodes indirect.
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Les méthodes directes consistent a discrétiser le probléme en un probleme
d’optimisation linéaire ou non linéaire .

Les méthodes indirectes sont basées sur le principe du maximum de Pon-
tryagin.
Le travail est structuré comme suit :

Le premier chapitre sera consacré a la description de quelques notions de
controle optimal.

Au second chapitre, nous étudions les méthodes numériques de résolution
d’un probleme de controle optimal , en donnant un exemple d’application.

Enfin, le document se termine par une conclusion.



1.1

1.2

1.2.1

GENERALITES SUR LE CONTROLE
OPTIMAL

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous allons étudier quelques notions de base du controle
optimal admissible : (la controlabilité et le Principe du Maximum de Pontrya-
gin). Ce chapitre est donc structuré de la maniere suivante : la section (1.2)
est dédie a la structure d’un probleme de controle optimal . La Controlabilité
des systéme de controle ( des systemes linaires et des systémes non linéaires
) est décrite dans la section (1.3) , La section (1.4) est consacrée au principe
du maximum de Pontryagin , les méthodes de résolution numérique (les mé-
thodes de résolution directes et indirectes ) sont décrites dans la section (1.5) ,
et la section (1.6) est dédie a la conclusion, on termine avec un exemple dans
la section (1.7).

STRUCTURE D'UN PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL

La formulation d’un probléme de controle optimal exigent :

— Description mathématique du processus a controler .
— Déclaration des contraintes physiques.
— Spécification des criteres de performance .

Systéme dynamique

Nous sommes intéressés par le comportement de systéme qui évoluent
suivant certaines lois . Le systéme peut comporter beaucoup de variables ou
parametres . on suppose que 1 variables sont nécessaires pour décrire ou carac-
tériser son comportement .L’identification de ces variables et la description du
systéme est une étape trés importante : c’est la modélisation mathématique .

Les variables , nommées variables d’état seront notées x;i = 1,---,n. Le
systéme évolue dans le temps , donc les x; sont des fonctions de ¢ :x;(f).

les n variables d’états vont étre gouvernées par n équations différentielles du
premier ordre; se sont les équations d’état de forme générale x = f(t,x,u) ou
% est le vecteur dérivé par rapport au temps t de toutes les composantes de x.
f est un vecteur de n composantes f;, i=1,--- ,n.

Si le systéme différentielle est du second ordre, on peut se ramener a deux
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équations différentielles du premier ordre en introduisant une nouvelle va-
riable d’état .En effet, si ¥ = f(f,x,u) on pose X1 = xp et Xo = f(t,x,u).

Dans le cas o1 f ne dépend pas explicitement de t, (x(t) = f(x,u)), le systeme
est dit autonome, sinon il est dit non-autonome.

1.2.2 Variable de controdle

Dans la majorité des problémes, les variables de controle (les variables d’en-
trée) ui(t) , j = 1,---,m sont astreintes d’appartenir a une certaine région
U C R™. U est appelé ensemble des controle admissible , il peut étre sans
borne , borné ou du type Bang-Bang .

Dans beaucoup de probleme de contrdle , on peut minorer ou majorer les u;(t)

par des constantes , de plus si 2; < u; < bj , on peut remplacer u; par v; en
_ ! b b insi i intégrabl I
posant u; = E(a]’ +bj) + E(aj — bj)v; et ainsi v; est aussi intégrable et 'on a

—1 < v; < 1. Donc lorsque U est toujours pratique de se ramene a des com-
mandes entre —1 et 1.

Contréle Bang-Bang

Un controle u € U est appelé contrdle bang-bang, si pour chaque instant ¢
et chaque indice j =1,--- ,mona: |Uj(t)| =1

Contrdle continu par morceaux

Cette classe de controle est la plus intéressante pour les application pratique
de la théorie , bien que 'existence d’un contréle optimal ne soit pas garantie en
général.

Définition 1.1 Une fonction réelle u(t) , to < t < t f, est dite continue par morceaux , s'il existe une
partition tg <t < --- <ty <INy = tr telle que u peut étre considérée comme une
fonction continue dans [ty, ty1] pour k =0,1,--- ,N.

Critére de performance

Fournir la motivation physique pour la sélection d'une mesure de per-
formance pour le systeme est 1’objectif lors la formulation d’un probléme de
contrdle optimal . Le probleme revient a définir une expression mathématique
qui, lorsqu’elle est optimisée , indique que le systéme est exécuté de la fagon la
plus souhaitable . Donc choisir une mesure de performance , est une traduction
en termes mathématique des exigences physiques du systéme.

Le critere de performance , appelé aussi fonctionnelle cotit ou fonction ob-
jectif , est généralement décrite sous la forme de Bolza par la formule :

J(x,u) = g(to, x(ko), tr, x(tr)) + [y folt,x,u)dt

Telles que :

g(to, x(to), ts, x(ts)) est le cotit terminal , c’est une sorte de pénalité liée a la fin
de I'évolution du systéme au temps final ;. Il a son importance lorsque t; est
libre , sinon il est constant.

fti)f fo(t, x, u) appelé cott intégral , dépend de I'état du systéme tout au long de
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la trajectoire de la solution , définie par les variables d’état .Elle dépend aussi
du temps t mais surtout des variables de contrdle u.

1.2.3 Position de probléme du contréle optimal

La formulation d’un probléme de contréle optimal est la suivante :

Minimiser : J(u(T),T) =g(T,x(T)) + OTfo(t,x(t),u(t))dt (1.1)

x(t) = f(tx(t), u(t)) (1.2)
x(0) = x0 € My (1.3)
x(tf) = xp € My (1.4)

uel,tel=10,T] (1.5)

N

ol :
-J(u(T), T) est le critere a optimiser .

-f : UxV xT — R" est une application de classe C!. L'équation (1.2)
appelée état controlé du systeme , ou trajectoire contrdlée du systeme .

-xo ou x(tp) est la position initiale du systéme , x¢ ou x(T) est la position
finale du systeme , My et M; sont deux variétés de 3.

-U est 'ensemble des application mesurables , localement bornées sur T a
valeurs dans 1’ensemble non vide U C ™.

x; = x(T)
o
FIGURE 1.1 — Probleme de contrdle optimal Trélat [2005]
On distingue trois types de problemes de controle optimal :
Probleme de Lagrange
Lorsque on a dans l’expression de la fonctionnelle J, ¢ = 0 , on parlera

d’un probleme de Lagrange donné par :

T
Ju(T),T) = [ folt, x(t),u(t))at
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Le temps initial et le temps final peuvent étre considéré comme fixes ou
libres dans le probleme d’optimisation .

Probléme de Mayer

Lorsque on a dans l'expression de la fonctionnelle | ,fp = 0, on parlera
d’un probleme de Mayer , donné par :

J(u(T),T) = g(T,x(T)).

On suppose que g(T,x(T)) et ses dérivées partielles par rapport a x existent et
sont continues .

Probléme de Bolza

le probleme de Bolza est un probleme qui regroupe la forme Lagrange et
la forme Mayer. Par conséquent, ce probléeme s’appelle aussi probleme de
Mayer-Lagrange, donné par :

(D) T) = (T, (T + [ folt, (0, u(t))a.

CONTROLABILITE DES SYSTEME DE CONTROLE

La notion de contrdlabilité a été inventée par Kalman en 1960 Kalman et al.
[1960] a propos des systeme linéaire de la forme * = Ax + Bu .le concept de
cette notion est 1'un des concepts centraux de la théorie du contréle .Un systeme
de controdle est dit contrdlable si on peut 'amener en temps fini d'un état initial
arbitraire vers un état final prescrit.(voir la figure( 1.2))

x(t)

-

g
g5 X 2, = 2(T)

FIGURE 1.2 — Probléme de controlabilitéTrélat [2005]
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1.3.1 Controlabilité des systémes linéaire

La formulation mathématique d'un systéme de controle linéaire est la sui-
vante :
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t),x(0) = xo , t € I, ot I est un intervalle de
R;A,B et r sont trois applications localement intégrable sur I a valeur respecti-
vement dans M, ,(R), My, (R) et R".

Soit M(.) : I — M,(R) la résolvant du systéme linéaire homogene
% = A(t)x(t) définie par M(t) = A(t)M(t), M(0) = Id.

Pour tout contrdle u le systeme %(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t),x(0) = xo
admet une unique solution x(.) : I — R" absolument continu et donnée par :

x(t) = M(t)xo + /OtM(t)M(s)_l(B(s)u(s) +7(s))ds
pour tout t € [

Si r = 0 et xp = 0 , la solution du systeme s’écrit x(t) =
Jy M(t)M(s) "' B(s)u(s)ds.

Elle est linéaire en u.

Théoreme 1.1 Louadj [2012] Le systeme % = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) est controlable en temps t¢
si et seulement si la matrice

ctty) = |

dite matrice de controlabilité est inversible.

Y M) B(E) B(EY M) dt

Cette condition ne dépend pas de x( ,c’est a dire c’est un systéme linéaire
controlable en temps ¢, depuis x, alors il est contrdlable en temps ¢, depuis
tout point .

controlabilité des systemes linéaires autonomes

Le systtme x = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) est dit autonome lorsque les
matrices A et B ne dépendent pas de t . Dans ce cas la matrice M(t) = e/, et
la solution du systéme associée au contrdle u s’écrit pour tout t € I :

x(t) = eM(xg + /Ote_AS(B(s)u(s) +7(s))ds).

Théoreme 1.2 Kalman [1963] Un systeme linéaire autonome de RN" :

i = Ax(t) + Bu(t)

est controlable en temps t si et seulement si le rang de la matrice

C = (B, AB, A%B,..., A" 'B)

est égal a n.
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La matrice C est appelée matrice de Kalman , et la condition rangC = n est
appelée condition de Kalman

Contrdlabilité des systemes linéaire non autonomes
Considérons le systeme x = A(t)x(t) + B(t)u(t), t € T =10,T],x(0) = xo.
La solution de ce systeme en temps ¢ est :

x(t) = M(t)xo + /OtM(t)MlB(s)u(s)ds, tel=1[0,T]

ou M(.) est la résolvante, solution du systéme :

M(t) = A(t)M(t),

ou Id est la matrice identité.

Théoreme 1.3  Kalman et al. [1960] Un systeme linéaire non-autonome de R" est controlable en temps
T si et seulement si la matrice

D:foT M(t)~ B(t)B(t) M(t)~1dt, est inversible.

D est appelée matrice de controlabilité.

1.3.2 Contrélabilité des systémes non linéaire

Contrairement aux systémes linéaires, les systemes non linéaires sont plus
compliqués et I'étude globale de leurs contrdlabilités est difficile. Cependant,
on peut toujours commencer par linéariser le systéme considéré autour de
son point d’équilibre puis étudier la controlabilité de nouveau systéeme qui est
linéaire .De cette fagon la controlabilité du systéme non linéaire est localement
étudiée.

Le résultat suivant donne une condition sur la controlabilité locale des sys-
témes non linéaires.

Proposition 1.1 Trélat [2005] Soit le systeme non linéaire x(t) = f(t,x(t),u(t)) , x(fo) = xo
Vt € [to, T| et avec f(xo,u) =0

On note of of
A= a(xo,u) et B= g(xo,u)

Si:
Rang(B, AB, AB,..., A" 'B) = n.

Alors le systeme est localement contrdlable en xg.
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1.4 PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGIN

Le principe du maximum Amel [2018] représente un outil fondamental
dans la théorie du controle, il sert a trouver la commande optimale per-
mettant d’amener un systéme dynamique d’un état a un autre (permanent),
c’est-a-dire modifier la valeur du controle en tout temps réel, en présence de
contraintes portant sur 1’état ou les commandes d’entrée. Le principe examine
la minimisation d’un hamiltonien sur U . L'espace des contrdles admissibles.
Historiquement le travail initial dans ce domaine est d a Pontryagin.

L’objectif du principe de Pontryagin dans le cas classique est d’établir les
conditions nécessaires d’optimalité alors que les équations de Hamilton -
Jacobi-Bellman, notées H]JB permettent d’énoncer les conditions suffisantes
d’optimalité.

Avant de d’énoncer le principe du maximum, introduisons certaines défi-
nitions et propriétés essentielles.

Définition 1.2 Le controle u est dit extrémal sur [to, t*] si la trajectoire x,,(t) associée a u du systeme
(1.2) vérifie.

x(T) € 0Acc(xp, T), te T =t T

tel que :
Acc(x0, T) = {x4(T),u € U} est : 'ensemble des points accessibles a partir de
xo en temps T ou :
x,(.) est la solution du systeme (1.2) associée au controle u.
Acc(xg, T) est I'ensemble des extrémités des solutions du systéme (1.2) , en
temps T lorsque le controle u varie.

FIGURE 1.3 — Ensembles des points accessibleTrélat [2005]

Définition 1.3 Un controle u®(t) , t[to, t*] est dit optimal si u®(t) est extrémal et J(u°(t)) < J(u(t))
pour tout controle extrémal (linéaire) u(t) , t € I = [to, t*].
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Définition 1.4
Définition 1.5

Définition 1.6
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Trélat [2005]
Considérons le systeme

Vi e Lx(t) = A()x(t) + B(Hu(t),  x(t) = xo.

Supposons que le domaine des contraintes noté () est compact. Soit t* > 0. le controle
u est extrémal sur 1 = [to, t*] si et seulement sil existe une solution non triviale p(t),
t € I, de I'équation p(t) = —p(t)A(t) telle que

P(t)B(t)u(t) = max p(t)B(t)v (1.6)
ve
Pour presque tout t € [to, t*].
Le vecteur p(t) € R" est appelé vecteur adjoint.

Dans ce cas, la fonction y(t) = p(t)B(t) est appelée fonction de commutation.

Le temps t. auquel le controle extrémal u(t),t € [0, T| change de signe est appelé temps
de commutation.

Théoréme 1.5 (Trélat [2005],Pontryagin [1987]) Ce théoréeme est I'énonce général du principe du

maximum de Pontryagin. Considérons le systéme de controle dans R".

1= f(tx(t),u(t)) (1.7)
O f: R xR x R™ — R" de classe C* , les controles sont des applications mesu-
rables bornées a valeurs dans U C R" . Soient My et M1 deux sous-ensembles de R"
. Notons par U l'ensemble des controles admissibles u dont les trajectoires associées
relient un point initial de My a un point final de My en temps t. On définit le coiit.

J(u, t*) = g(t*,x(T)) + Ot*fo(t,x(t),u(t))dt.
On

FiRXRXxR" - Ret g: Rx R" — R de classe C', x(+) est la solution
de (1.7) associe au contrble u.
On consideére le probleme de controle optimal suivant :

Déterminer une trajectoire reliant My a My en minimisant le coilt |. le temps fi-
nal peut étre fixe ou non. Si le controle u € U associe a la trajectoire x(-) est optimal
sur [to, t*], alors il existe une application. p(.) : [to, t*] — R" absolument continue,
appelé vecteur adjoint , et un réel p° < 0 tel que

le couple (p(.), p°) est non trivial et tels que pour presque tout t € [to, t*],

£ = 906 x(0), (), 1, ). (19)
p= ok (b, x(), p(t), (1)) (19

Ou H(t,x,p,p°,u) = p(t)f(t,x,u) + p°fO(t, x, u) est le hamiltonien du sys-
teme, et on a la condition de maximisation presque partout sur [to, t*]

H(t,x(t), p(t), p°, u(t)) = max H(t, x(t), p(t), p°, u). (1.10)

uel
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Si de plus le temps final pour joindre M; n’est pas fixé, on a la condition au
temps final #*

0
* * * 0 _ 40 8 (4 *
rbflea&(H(t ,x(E), p(t"), p°,u) = —p 5 (t*, x(t)). (1.11)

Si de plus My et M; ( ou juste 'un des deux ensembles) sont des variétés
de R" ayant des espaces tangents en x(t)) = xo € My et x(t*) = x1 € My,
alors le vecteur adjoint peut étre construit de maniére a vérifier les conditions
de transversalités aux deux extrémités ( ou juste 'une des deux)

P(0) LTMy(x(0)). (1.12)
)
P(£) = o (1, x(£)) L, M (113)

Remarque 1.1 Si f ne dépend pas du temps t c’est a dire si le systéme considéré est autonome, alors
I"'Hamiltonien H ne dépend pas de t et on a :
Vt € [to, t*], max,ey H(t*, x(t*), p(t*), p°, u) = Cste.

Remarque 1.2 La convention p° < 0 conduit au principe du maximum . La condition p° > 0
conduira au principe du minimum.

Remarque 1.3 Lorsqu’il n’y a pas de contraintes sur le controle, la condition de maximum (1.10)
devient %—ZI =0.

Remarque 1.4 Les conditions (1.12) et (1.13) sont appelées conditions de transversalités sur le vecteur
adjoint.

1.5 METHODES DE RESOLUTION NUMERIQUE

Les problemes de contrdle optimal, en général, n'ont pas toujours de
solutions analytique. En conséquence, il est nécessaire d’utiliser des méthodes
numériques pour pouvoir les résoudre. Il existe différentes méthodes pour
résoudre les problemes de commande optimale, chacune avec ses avantages
et ses inconvénients. Le choix de la méthode dépend du probleme considéré.
En effet, ces méthodes transforment le probléme de contrdle original en la
résolution d’un systéme d’équation non linéaire; on distingue deux types de
méthodes numériques en contrdle optimal, les méthodes directes et indirectes.

1.5.1 Méthodes indirectes

Les méthodes indirectes elles sont basées sur le principe du maximum
de Pontryagin (Pontryagin [1987] Boltyanskiy et al. [1962])qui est une condi-
tion nécessaire d’optimalité seulement, et donc il faut étre capable de vérifier

11
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a posteriori 'optimalité de la trajectoire calculée. Ces méthodes ont 1'extréme
précision numérique , mais elles sont tres sensibles au choix de la condition
initiale. Contrairement aux méthodes directes, les méthodes indirectes néces-
sitent une étude théorique préalable et I’étude des variables adjointes. Pour ces
méthodes, la structure des commutations doit étre connue a ’avance, elles sont
efficaces en toutes dimensions.il existe également des approches probabilistes,
ces méthodes consistent a exprimer le probleme de commande optimale dans
des espaces de mesure, puis a rechercher la commande optimale en tant que
mesure d’occupation, qui est approchée par un nombre fini de ses moments.
Cette méthode utilise des outils de géométrie algébrique et elle permet de
réduire le probleme de controle optimale a un probleme d’optimisation de
dimension finie. Pour plus d’informations, voir 1'article récent d’Emmanuel
Trélat Trélat [2005].

1.5.2 Meéthodes directes

Parmi les méthodes directes, on trouve la résolution par I'approche de

la programmation linéaire, dont la méthode adaptée dite aussi méthode du
support.(Chebbah [2006],Aidene et al. [2005],Louadj [2012]Gabasov et Kirillova
[1994])
Elle permet d’avoir une solution approchée ou une solution exacte. Une autre
méthode directe est la méthode de discrétisation du probléme initial. Pour un
probleme de départ linéaire, on fait une discrétisation de la commande . De la
on obtient un probleme de programmation linéaire facile a résoudre. L'incon-
vénient de cette derniere approche est 1'obtention d’une solution approchée
.La mise en ceuvre des méthodes directes est simple, car elles ne nécessitent
pas une étude théorique préalable, on n’a pas étudié les variables adjointes ou
bien a connaitre a 1’avance la structure des commutations. Ces méthodes sont
moins précises.

1.6 CONCLUSION

Nous avons présenté dans ce chapitre la théorie du contrdle optimal qui
a commencé dans les années 50. On a aussi abordé la notion de contrdlabilité
d’un systéme linéaire et non linéaire, et a la fin on a présenté le principe du
maximum de Pontryagine et une classification des méthodes de commande
optimale pour la génération de trajectoires selon deux grands courants : les
méthodes directes et indirectes. Le chapitre suivant sera consacré a I'étude sur
d’autre méthode directe de résolution des systemes dynamique linéaires.

1.7 EXEMPLE

La dynamique (Processus ) d'une entité économique est donnée par :
X(t) = u(t)x(t),t € [0,T],

x(0) = xp,x0 > 0

12
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u(t) € [0,1],t € [0,T],

Le bénéfice de cette entreprise est donnée par :

J(u(t)) = [i (1 —u(t))x(t)dt — max

x(t) : quantité d’argent possédée au temps f.

u(t) : quantité a réinventer au temps t.

L’hamiltonien associe au probleme noté H est :
De la maximisation ,on pose pg = 1

Donc

H(x,p,u,t) = pof(x,u,t)+p'f(x,u,t)

H = (1 —u(t))x(t) + p(u(t)x(t))

D’apres le PMP :

p(t) =~ = ~1u = pu
=—-14+u(l—p)

De la condition de transversalité : p(T) = 0
On aura :

maXo<|,|<1 H = maxo< |y <1[x — ux + pux]
= X + maxo<|, <1 [ux(p — 1)]

Comme x(t) > 0 alors

De la condition p(T) = 0 et de la continuité de p(T)

Vi€ o(T) =[t, T)/p(t) <1 et telt,T]

13
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Pour :

Pour u(t) = 1 sur [0, t] on obtient :
p=-1+1-p=-—p

p(t) = Aexp(—t),t € [0, t]

et pour u = 0 sur [, T]
p=-1=pt)=—t+a

p(T)=0— —T+c1=0=c=T
p(t)=T—t, te [t T]

Vte [t TIp(t) <1=T-1<1
=>t>T-1,T-1<t<T=t=T-1

On a

Calcul de la trajectoire correspondante x(t) :
On a pour u = 1 sur [0,T-1] on obtient

X(t) = x(t) = x(t) = xpexp(t)

et pour u = 0 sur [T-1,T] on obtient :
x(t)=0=x(t)=c
x(T—1)=c=xpexp(T —1)

oren | xoexp! [0, T —1]
x(E) = { xoexpl ! [T—1,T]

Pour T=6 mois; xg =1

J(u(t) = [7 0dt + [3 x(t)dt

= f56 xpexp® dt = xgexp(5)5

14
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J(u(t)) = x0 exp(5)-
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2.1

2.2

2.2.1

Définition 2.1

METHODE NUMERIQUE DE
RESOLUTION D'UN PROBLEME
LINEAIRE DE CONTROLE OPTIMAL

INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous étudions une méthode de résolution d’un probleme
linéaire de contrdle optimal qui est la méthode adaptée. Nous donnant essen-
tiellement des résultats théoriques ainsi .

POSITION DU PROBLEME

Considérons un probleme d’un systéme dynamique linéaire autonome de
contrdle optimal suivant :

J(u(t)) = 'x(tf) — max (2.1)
Sous les contraintes :
X = Ax(t) +bu(t) pour te[0,tf] (2.2)
x(0) = xo, et Hx(tf) =g (2.3)
d < u(t) <dp,, VteT= [O, tf] (2.4)
tf >0 (25)

(u(t)) est un cout terminal linéaire .

(t) € R" est I'état du systeme , A € R"*" et b € R"™*1.

(t) € R est le signal de controle.

— Hx(tf) est le signal de sortie, avec H € R"™ de rang maximal,
rang(H) = m < n.

— L’état final x(tf) est contraint par la relation Hx(tf) =g, g€ R".

J
— x
u

Concept de base

Un controle u(t), t € T, est dit admissible si u(t) et la trajectoire correspondante x(t)
solution de (2.2) , vérifient les contraintes (2.3) et(2.4) .
Un controle admissible u°(t), est dit optimal si

Jo(u®) = max].(u), Vu admissible .
-Soit ¢ > 0 donné, Un controle admissible u®(t) est dit € -optimal si et seulement si :

Je(u?) = Jo(u) < e
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Définition 2.2

Chapitre 2. Méthode numérique de résolution d"un probleme linéaire de controle
optimal

La solution du systéme différentiel (2.2) est donnée par la formule de Cauchy :
£)xo +/ ) Lbu(s)ds, teT (2.6)

oit F(t) est la résolvante du systeme :

avec I, la matrice identité.

En utilisant cette derniere solution, le probleme (2.1)-(2.5) prend la forme suivante :

Maximiser : Jo(u(ts)) = c'F(tf)xo + /Otf C(t)u(t)dt

t
Sous les contraintes : /f p(tu(t)dt =3, di <u(t) <d (2.8)
0

oil :
(1) = CE(tp) (F() 1
— () = HE())(F(1)) b
— §=g— HF(tf)x
N
u(t)=uj=cst, telyd, T Otf:UT], T]—T]—h>0
j=1

Cela nous permet d’aboutir au systeme suivant :

N T/
T(u(t)) = Eu]-/T c(B)dt + C'F(tg)xg — max,

j=1 j

N el
Zwliﬂﬂﬂzg—HHgno

=1 j

di <u(t) <do, VEeT=[0t7],j=1.N.

Notion de support-contrdle

soient T, Tp, - - , Ty m points isolés de T, et 75 = {7j,j =1,--- ,m}.
A chaque T; , on associe un intervalle de la forme T; = [T}, ] ou T/ — T < h,

— TNT,=0,i#j.
L’ensemble Tp et son complémentaire Ty sont définies par :

T = U;‘ﬂlej et Ty = TB/TH
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Lemme 2.1

2.2.3

Chapitre 2. Méthode numérique de résolution d"un probleme linéaire de controle

optimal

1. Support du probléme
Soit ¢p € ™™ la matrice dont les colonnes sont définies par

(¢B); = @(77), j = 1,...,m . L'ensemble 13 est appelé support du
probléme si

det(¢5) # 0

2. Support généralisé du probleme

L’ensemble Tp est appelé support généralisé du probleme (2.1)-(2.5)
si le systeme

x = Ax(t) + bu(t),
{ Hx tf) — 0, (29)
n’admet pour u(t) = 0,T € Ty, mais pour tout intervalle T* = [t,, 7],
T C Ty, T« # T et
| 0, pour teTu/T*
u(t) = { u*, pour teTsUT (2.10)

Le systeme (2.9) admet une solution non triviale,
u(t) #0,te TgUT*

dans la classe des contrdles constants sur T; , j = 1,...,m

Gabasov et Kirillova [1984] Soit la matrice ¢p(Tp) € R™*™ dont les colonnes sont
définies par :

(9(rs)); = [ plojat 1)

T

Alors, I'ensemble Tp est un support généralisé pour le probleme (2.1) -(2.5) si et
seulement si la matrice ¢(Tg) est non dégénérée.

Accroissement de la fonctionnelle

Soit {u, Tg} un support-contrdle non dégénéré, et x(t), t € T la trajectoire
(2.2) correspondante, on construit le vecteur de potentiel tel que :

y = CBcpgl (2.12)

avec Cp € R égale a (Cp); = C(1j)
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Et le vecteur des estimation (co-contrdle) tel que :

A(t) = —¢/(t)b, teT (2.13)

ou : P(t) est la solution du systéme conjugué :

j=—Ay
Ut~y (214

Dela la solution §(t) est donnée par :
(1) = ( =y H)F(t) (F(1)) ™

Le co-contrdle peut étre écrit sous la forme :

A(t) = —(c =y H)E(t;)(F(5) b
Par definition :
Mt =yt ~Clt), teT (2.15)

Soit i(t) = u(t) + Au(t) , t € T un autre contrdle admissible et ¥(t) =
x(t) + Ax(t) , t € T sa trajectoire correspondante. Dela, 1’accroissement de la
fonctionnelle sera :

AJe(u) = Je(it) — Je(u),

= IF(tg)xo + [y C(t)a(t)dt — F(tg)xo — [y C(t)u(t)dt,
= [ C(tya(t)dt — [, C(tyu(t)dt

= Jo’ ClH)(a(t) - u(t)dt

= [/ C(t)Au(t)dt

= Jo' W o(t) = D) Au(t)dt,

= [y v p()dutydt — [ At)Au(t)dt

Finalement, on obtient :

AJo(u) = — /0 7 A Au(b)dt, (2.16)

Car fotf Y o(t)Au(t)dt =0

En effet, de I'admissibilité de u(t) et ii(t), nous avons :
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Théoréme 2.1
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[y olt = [y (HE(t) (F(8) " b(a(t) — u(t))dt.

D’aprés 1'équation (2.6) on obtient :

o' vo(H)du(t)dt = y'(Hx(tf) — Hx(t;)) = /(g — g) = 0.

Valeur de suboptimalité
Le controle #(t), t € T est admissible, alors

dy — u(t) < a(t) < dy — u(t) (2.17)

Le maximum de l'accroissement de la fonctionnelle (2.16) sous la contrainte
(2.17) est atteint pour :

dy —u(t), si A(t) >0,

Au(t) = < dy—u(t), si A(t) <0, (2.18)
0, si A(t)=0,teT,
et est égal a :
Blu,t3) = Y At) —di)+ Y A(t)(u(t) —da),
teT+ teT-

B(u, ) appelée valeur de suboptimalité de support-contrdlé {u, 1},
ou Jt ={je Ju,Aj >0} et]” ={je Ju A <0}
Dela,

Ae(u) = Je(@) = Jo(u) < p(u,t3), Vi,

0

et pour i = u”, on aura :

AJe(u) = Je(u”) — Je(u) < B(u, Tp).

Critére d’optimalité

Gabasov et Kirillova [1984] les relations suivantes
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u(t) = dp, si At) <0, (2.19)
dlgu(ﬂgdz si A(t):O,tGT

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour
'optimalité du support-controle {u, T}

Démonstration.

1. Condition suffisante :
Si les relations (2.19) sont vérifiéesalors B(u,73) = 0. Comme
Je(a — Je(u) < B(u,8), Vi, ce qui implique (%) < Jc(u), Vi

Par conséquent , la paire {u, T3} est un support-contréle optimal.

2. Condition nécessaire :
Soit {u, T} un support-controle optimal non dégénérée et supposons
que les relations (2.19) ne sont pas vérifiées, c’est-a-dire :

dt, € T,A(ts) > 0,u(ty) >dy ou bien 3t, € T,A(t:) < 0,u(tx) < da.

(a) supposons que 3t, € T,A(t,) > 0,u(ty) > dy
Soit # = u + Au telle que vérifie les contraintes Hx(tf) = g et

d <1 <ds.
Pour cela construisons le controle Au(t) de la maniére suivante :

—0, si t=t,0>0,

Ault) = { 0, si teTy/t

L’accroissement de la fonctionnelle devient :

AJe(u(t)) = Je(a(t)) — Je(u(t)),
_ —/Oth(t)Au(t)dt,

— _A(L)Du(t) — /M A(H)Au(t)dt.

Par conséquent , AJ.(u(t)) = 0A(t,) > 0, ce qui implique :

Je(a(t)) > Je(u(t))
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Théoréme 2.2

Chapitre 2. Méthode numérique de résolution d"un probleme linéaire de controle
optimal

et ceci contredit I'optimalité de u(t).

(b) La preuve du deuxiéme cas est similaire au premier cas.

PRINCIPE DU MAXIMUM

Le critere d’optimalité peut étre écrit sous forme traditionnelle du principe
du maximum Boltyanskiy et al. [1962] en utilisant la fonction Hamiltonienne

H(u(t), x(1), (£), 1) = ' (1) (Ax(t) + bu(t)).

ou P(t),t € T, est la solution du systeme conjugué(2.14).
Principe du maximum :

La condition suivante :

H(u(t), x(t),¢(t), ) = max  H(u(t), x(t),p(t),t)

d1<u(t)<d2

est suffisante et dans le cas de la non dégénérescence, elle est nécessaire pour
'optimalité du support-contrdle {u(t), 5} .

Principe du e-maximum

Gabasov et Kirillova [1984] (Critere de Suboptimalité ou Critere e-optimalité)

Soit ¢ > 0, donné. Le controle admissible u(t) ,t € T, est e- optimal si et seulement
s'il existe un tel support tp tel que u(t) et sa trajectoire correspondante x(t) ,t € T
vérifient la condition e- maximum :

H(u(t)/x(t)r l/)(t),t) = maxdlgu(t)gdz H(u(t),x(t), l/)(t)/t) - E(t),t € T,
avec [, &(t) < e.
(2.20)

Démonstration.

1. Condition suffisante :

si les relations sont vérifiées alors en utilisant B(u, Tp) :

plu, ) fw —d)dt+ [r A(E) (u(t) — d2)dt,
= [ (1) b(dy — u())dt + [ () b(da — u(t))dt,
= [0 (p(8) Ax + p(t)'bd; —¢(t)'Ax—¢(t)’bu(t))dt
+ [ (W(t) Ax + () bdy — p(t) Ax — () bu(t))dt
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= [; (1) (Ax +bdy)dt + [, ¢ (Ax + bdy) dt—fo "(Ax + bu(t))dt,
i (maxdm o H(8), x(8), p(6), 1) — H(u(®), x(0), 9(0), 1)
= Jo'e(t).

Et de I’équation (2.20) , on obtient :

B(u, ) <e

Comme J.(i1) — J.(u) < B(u, ), Vil , alors pour it = u° :

Je(@%) = Je(u) < p(u, 15) <€

Donc le controle i est e-optimal.

. Condition nécessaire :

Soit u(t) un controle e-optimal, faisons une décomposition de la va-
leur de suboptimalité B(u, 5). Pour cela nous introduisons le probleme
dual du probléme primal (2.8) :

D(y) = D(8,v(t),w(t)) = ¢ F(tf)xo + g6 — fo (t)dy + fo (t)d, — min,

do(t) —o(t) + w(t) = C(t),
v(t) <0,w(t) <0,teT,

(2.21)
L'ensemble v = (4, v(t),w(t),t € T) défini de la maniere suivante :
U= y,
v(t) = A(t), w(t) =0, si A(t) >0, (2.22)
v(t) =0, w(t) = —=A(t), si A(t) <0, teT

Vérifie les contraintes du probleme (2.19), c’est-a-dire c’est un plan dual.
Soit (y°, 1%, Pt € T) une solution optimale du dual.

Remplacons les relations A(t) = yo(t) — C(t) et ¥ (t) = (¢ —
y/H)F(iFf)(l-"(if))_1 dans la valeur de suboptimalité B(u,tp) : O

u TB fT* dl dt + fT* (t) — dz)dt,

— [ A(B)dt — [ A(t)drdt — [, A(t)dadt,

=y ot - — [ o(t)dydt — [y w(t)dadt,

= [/ v o(t)u( dt—fotf Ct))u(t)dt — [/ v(t)drdt — [y w(t)dadt,

D’apres le probleme du primal (2.8) , on obtient :

(a)

Otf e(H)u(t)dt = g, ce qui implique fotf yo(Hu(t)dt =y'g.
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® [ C)ud(t)dt — [y O (t)dadt + [y O (F)dadt.

En ajoutant la quantité f(;f C(t))ul(t)dt — fotf C(t))u’(t)dt + c'F(tf)xo —
C/F(tf)X() = 0,

alors la valeur B(u, 73) devient :

Blu,s) = fy COMO(DdE — [y CENu(B)dt+ [y y p(D)u()dt

= [ Ct)u(t)ydt — [ v(t)ydrdt — [, w(£)dadt + F(t)xo — F(t)x0
= (Jy' cepu(pyt - [y’ c(1) ()dt)

+ (cFtpxo+y'g— fyv dldt— W dzdt)
(C/ tf Xo—l—y g— fO d]dt+f0 dzdt)

= (Je(u®) = Je(u)) + (D(y(t), v(t), w(t)) = D(°(£),0°(t), (1)),

Posons :
,B(M/ TB) = ﬁu + ﬁB/

ou:

Bu = Jo(u®) — J.(u) est appelée la mesure de la non optimalité du controle u(t),
teT

Bs = (D(7) = D(7°)) = D(y(t), v(t), w(t)) = D(y°(t), v°(t), w(t)), est appelée
la mesure de la non optimalité du support 75,t € T.
Si on associe au controle u(t) , t € T, un support T tel que l'ensemble

{y(t),v(t), w(t)} défini d’apres la relation (2.22) devient la solution optimal du
probléme (2.21), alors :

ﬁB =0, ﬁ(u/TBO) = ,Bu <e

Posons :

Dela, en utilisant la définition du co-contrdle A(t),t € T, on obtient :

1/J:(Ax(t) + bdy) — 1/; (Ax(t) +bu(t)), si 1/1:(t)b <0,
e(t) =< ¢ (Ax(t) + bdy) /zp (Ax(t) +bu(t)), si ¥ (t)b>0,
0 si ¢ (Hb=0,teT.

24



2.4

2.5

2.5.1

Chapitre 2. Méthode numérique de résolution d"un probleme linéaire de controle

optimal

En introduisant la fonction Hamiltonienne, £(t) sera égal a :

e(t) = maxg <y(<az H(u(t), x(t), 9(t), 1) — H(u(t), x(t), ¥ (), 1),

Cela implique la condition e-maximum suivante :

H(u(t), x(t), ¢ (t), ) = maxgi <y <az H(u(t), x(t), 9(t), 1) —e(t),t € T

DETERMINATION D'UN SUPPORT-CONTROLE DE DEPART

La construction d"un contrdle de départ admissible doit respecter deux
conditions. En ce qui concerne le support, une seule condition est a vérifier.
Tout d’abord, on choisit un contrdle qui vérifie la contrainte d; < u(t) < dy, et
on calcule la trajectoire correspondante. Apres, on utilise cette solution pour
tester la quantité Hx(tf) = g :

1. Si Hx(tf) = g, alors le controle est admissible.

2. Si Hx(ts) # g, alors le controle n’est pas admissible et pour atteindre g,
on ajoute des variables artificielles pour transformer la contrainte inéga-
lité en égalité.

Apres la vérification des deux conditions, on choisit un support
{ts =1j,j=1,..,m}, tel que det(¢p) # 0.

METHODE ADAPTEE

La méthode Adaptée a été appliquée dans notre cas durant les années
80 par R.Gabasov et son équipeGabasov et Kirillova [1984], pour un systéme
dynamique linéaire, car elle est issue de la programmation linéaire.

Soit {u(t), g} un support-contrdle admissible de départ ne vérifiant pas la

condition du principe du e-maximum. L'itération {u(t), 1} vers {#(t), Tp} est
constituée de trois procédures :

1. Changement de contrdle u(t) ~ i(t),
2. Changement du support 73 ~ T3,

3. Procédure finale.

Changement de contrdle

On construit un nouveau contrdle admissible sous la forme :

a(t) = u(t) + 0I(t),t € T

ot I(t) est la direction d’amélioration du controle u(t),t € T et 0 est le pas
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maximal admissible le long de cette direction.
Détermination de la direction admissible [(t)

Sur Ty , on pose 6 = 1. La direction est définie de sorte a maximiser 1'ac-
croissement de la fonctionnelle :

dy — u(t), si A(t) <0,
I(t) = diy—u(t), si A(t) >0, (2.23)
0, si. A(t)=0,t€e Ty,

De I’ admissibilité de u(t) et #(t), on obtient :

t
G/f(p(t)l(t)dt —0,avec 6§ # 0.
0

Alors :

[ oo+ [ gimar=o

J1y

Ce qui implique :
/ o(DI(1)dt = — / o(H)1()dt.
Tp Ty
Comme I(Tg)est constante et ¢(Ty) est inversible, donc :

(Ts) = ~p(Ta) " | (b1t (2.24)

Tn

Détermination du pas maximal :
Nous avons d; < ii(t) < dp, ce qui implique :

d < u(t) —|—91<t) <dp,teT.

C’est-a-dire :

diy—u(t) <6I(t) <dy—u(t),teT. (2.25)

Pour que la condition (2.25) soit vérifiée, il faut chercher un pas de la forme :

0(to) = minger,0(t)
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Et tel que :

(
o(t) =¢ 4l 5 (1) <0, (2.26)

Par conséquent, le pas maximal est donné par :

6° = min(1,6°(t)).

Calculons le nouveau controle :
La direction et le pas maximal calculés précédemment, nous permettent
d’aboutir au nouveau contrdle :

(t) = u(t) + 0°I(t),t € T.

Calculons la nouvelle valeur du suboptimalité :

(1, 78) = [7 A( —dy)dt + [ A(t)(a(t) — dy)dt,
= [ A( +0°1 —dy)dt + [ A(t)(u(t) + 6°1 — dy)dt,
= [ A( —dy)dt+ [ A(t)(u(t) —do)dt
+ [re A(D)E°L(H)dt + [ A(£)6°1(t)dt,
= B(u( —0° [ A( —dy)dt —6° [ A(t)(u(t) — do)dt,

= B(u(t), ) — 6°B(u(t), ).

Par conséquent :

pla(t), ) = (1—6°)p(u(t), ).

Test :
A partir de la valeur de suboptimalité, on peut réaliser le test d’optimalité
suivant :

1. Si B(ii(t), t8) = 0, alors le support-controle{i(t), tp} est optimal.

2. Si B(i(t), 78) < ¢, alors le support-controle{i(t), 75} est e-optimal.
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3. Si B(i(t)), t8) > ¢, alors le support-controle {ii(t), 7g} n’est pas optimal
et on pense au changement du support.

2.5.2 Changement du support

Le changement du support consiste a remplacer, ty € Tp par un autre
ti € Th. Le passage de 13 vers Tp entraine le changement du vecteur des
potentiels et des estimations (Co-controdle) :

7=y+oz(I) et A(t) = A(t) +oz(t),t €T, (2.27)

Ou z(t) est la direction admissible du changement du co-controle et o est
le pas dual maximal.

Construction de la direction admissible z(t) :
Posons

z(t) =

=1, si a(t)=dy, t=+ty, (2.28)
0, si teTg/t.

{1, si a(t)=d, t=t,

Nous avons :

A(t) = 7 o(t) — C(t) et ainsi A(t) = A(t) + oz(t) =y ¢(t) — C(t) + oz(t).

Dela, on obtient : 0z(I)p(t) = oz(t), puisque o # 0 alors : z(I)¢(t) = z(f).
Sur Tjg,
ona:

2(1) = 2 (Ts) ¢},

Par conséquent :

!

Z(t) =z (To)pp p(t), t € T. (2.29)

Construction du pas dual maximal ¢ :

Le pas dual maximal o(t;) = ¢° est donné par :

U : t
R
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() si A(t)z(t) <0,

o(t) = O, si A(t)=0,z(t) >0 et u=dy;, ou A(t)=0,z(t) <0 et u=dy,
oo, sinon, te& Ty.

(2.30)

Donc, ty sera remplacé par t; dans l'ensemble Tg. Par conséquent, le nou-
veau support est :

T = (TB/ {to}) U t.

Calculons la nouvelle valeur de la suboptimalité du support-controle {i, T} .
= [7 A( —dy)dt + [7- A(t)(a(t) — do)dt,

= Jr (A() +02(8) (a(t) — da)dt + [ (A(t) + 0°z() (a(t) — da)dt,

= [+ AW (a(t) — dv)dt + [ A(t)(a(t) — do)dt + 0O [ z(4) (@ (t) — dy)dt

+ Jp-z()(a(t) — da)dt),

= p(a(t), ) + 0" fr z(t)(a(t) — dr)dt + [ z(t) (a(t) — da)dt).

Finalement, on obtient :
(i1, ) = (1 —6°)B(u(t), ) — 0K,
avec ko = ([o z(t) (u(t) —dy)dt + [ z(t)(u(t) — da))dt.

(a(

(a(

3. Si B(i(t)), Tg) > ¢, alors le support-contrdle {ii(t), Tg} n’est pas optimal
et nous passons a l'étape suivante de notre méthode.

t), ) = 0, alors le support-contrdle{ii(t), Tg} est optimal.

)
t),T8) < ¢, alors le support-contrdle{i(t), 75} est e-optimal.
)

Procédure finale

A partir du support g obtenu a l'étape d’avant, on construit le co-
controle

A(t) = —¢' (DBt €T,

Ou y(t) est donnée par la formule(2.14) . Ainsi, construisons le quasi-controle
w(t),teT
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[ di, A(t) >0,
wit) = { b A <0, teT, (231)

et sa quasi-trajectoire correspondante x(t) solution de (2.6).

La quantité ¢ — Hx(tf) , nous permet de voir si I'on passe a la derniére étape
de la méthode ou non.

e Si Hx(tf) = g, alors le controle w(t),t € T est optimal pour le probleme
(2.1)-(2.5).

e Si Hx(tf) # g, alors on construit le vecteur :

Ats) = ¢(t5) ™" (g — Hx(ty)). (2:32)

A partir de ce vecteur, un test est effectué en comparant la norme pondérée
de ¢ — Hx(tf) . Et || A(g) || avec une valeur seuil p, ou p > 0, donnée et qui
représente le parametre de la méthode :

1. || A(g) ||> p, alors on change 13 en T par la méthode duale.
2. Si || A(tB) ||< p, alors on passe a 1’étape finale.

Méthode duale
La méthode duale consiste a modifier le support 73, de telle sorte que la quan-
tité A(7p) diminue jusqu’au point ot le test sera négatif.

Soit 1 € 13, tel que :

A(E)] = max [A()] > p.
B

Le changement du support 73 a Tp consiste a changer le co-controle A(t) par le
co-contrdle A(t) = A(t) +9d(t),t € T,
ot 6(t) est la direction et y le pas dual le long de cette direction. Pour cela

cherchons la fonction :
(2.33)

avec §(t) = —signe(A)(¢(t5)) Lo(t).
Construisons I'ensemble :Ty(y) = t € T,¥(t) < 7. Dela la vitesse de décrois-
sance de la fonctionnelle du dual est égale a :

w(y) =~ M)+ (=) [ (80l

Par construction «(0) < 0 et a(y) < a(y) si ¥ < 4. Si a(y) < 0 pour
v > 0, alors le probleme (2.1)-(2.5) ne posséde pas de contrdle admissible, dans
le cas contraire cherchons 7y > 0 tel que
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a(vo—7) <0,a(y0+0) =0

pour tout 7y tel que 0 < 7y < 7.

Cherchons t* € T \ 13 tel que :
A(E") +7,0(t") =0, 5(t") #0.

On obtient alors le nouveau support 73 = (5 \ 1°) U t*.

Etape finale

L’ étape finale consiste a modifier le support g obtenu a 1’ étape précédente
avec || A(18) ||< p, jusqu’a la réalisation du test Hx(tf) = g. Elle est basée sur
la méthode de Newton.

Désignons par T° = {t € T:A(t) =0} I'ensemble des points isolées t; et
supposons que A(tj) # 0,j = 1,..,m. Cette étape consiste a déterminer 13=

{Tj”,j =1, ,m} a partir des équations :

t .

(da—d0) )_signe(A(t)) [ ot = g—Halty). (29
=1 g

Cest-a-dire, trouver un 73 de sorte queHx(tf) = g. En effet, I'équation
(2.34) est obtenue a partir de la formule du Cauchy (2.6) . Nous avons :

g~ Hx(ty) =g~ H [Ftf)+ [ F) (F0) Bl

=g —HF(tf)x— [ otwnit— [ (b (2.35)
H B
En identifiant la partie ¢ — HF(tf)xo — [;, ¢ Ti t)dt a zéro,ce qui implique :

Hx(ty) ~g = [ oD

Subdivisons 1’ensemble Tp en deux sous-ensembles :

= {t; € Ty, A(tj) >0} et Tz = {t; € Ty, A(tj) <0}.

Notons par Tg = {[tj —#,tj+1],j =1,...,m} et par Tj = |tj5|, on aura ainsi :
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Yii(da—dy) [Je(dt  si A() <0,
Hx(tr)g = - (2.36)
T —(d2 —di) [Jo(Ddt s ML) >0,

Pour la résolution des équations(2.34), on prend comme approximation initiale
de

T = {T].(O), =1, ,m} , avec Tp = Tp. Supposons connue la k-eme ap-
proximation

(k) *) . ) .
T =T = 1,...,m;, On a alors la relation de récurrence suivante :

k41 k 1 . ; .
o =1 g signe () A Wn)) j =1, m),
ou Aj(rlgk)) est un vecteur calculé par la relation(2.32).

Alors, la fonction w’(t) = w(t),t € T, est calculée par le support 7} qui
est un controle optimal pour le probleme (2.1)-(2.5).

ALGORITHME DE LA METHODE
1. Soit {x,jg} un support plan de départ .
2. Calculer :
a-y' = (jp).Ag L.
b-E =y .A—c.

C-‘B = ﬁ(x,]B) = Z Ej(x — d]j) + Z E]‘(X —dzj)

j€lh €l

-Si B =0,{x,jp} est optimal , arrét du processus .

-Si B < €,{x,jp} est e-optimal, arret du processus .

-Si B > ¢, aller a 3.

3. Changement de plan
a-Déterminer le vecteur [(]).

b-Déterminer le vecteur X(])
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c- Calculer (1 —6%)B.
-Si 0° = 0,{%,jp} est optimal, arret du processus .
Si (1—6°p <€, {%, jp} est e-optimal, arrét du processus.

Si (1—60%B > ¢ aller a 4.

4. Changement de support

2.7

2.7.1

a-Calculer le vecteur T
b-Calculer cj; = minjcj, (o).
c- le nouvel appui Jp = (Jg jo) U ja

d-Aller a 2 ( on passe a une nouvelle itération avec ({%, j5}

PROGRAMMATION DE LA METHODE SOUS MATLAB

Le programme MATLAB ci-desous est une implémentation de 1’algorithme
adapté permettant de résoudre les problemes de programmation linéaire a
variables bornées .

Les huit parametres d’appel de la fonction adaptée sont les suivants :

A : matrice décrivant les contraintes égalité.

b : vecteur second membre des contraintes égalité.

c : vecteur de poids des variables dans le critére a maximiser.

d1 : vecteur des bornes inférieure du vecteur x.

d2 : vecteur des bornes supérieures du vecteur x.

JB : 'ensemble des indices du support.

Ju : 'ensemble des indices du hors-support. x : vecteur de solution initiale.
nb : parametre qui permet de calculer le nombre d’itération.

Algorithme de la méthode adaptée sous matlab

% Méthode adaptée.
% A : matrice décrivant les contraintes égalité.
% b : vecteur second membre des contraintes égalité.
% c : vecteur de poids des variables dans le critere a maximiser.
% d1 : vecteur des bornes inférieures du vecteurx.
%d?2 : vecteur des bornes supérieures du vecteur x.
%]p : 'ensemble des indices du support.
%]y : 'ensemble des indices du hors-support.
%x : vecteur de solution initiale.
%nb : parametre qui permet de calculer le nombre d’iteration.
%x : vecteur des valeurs des variables maximisant la valeur du critere.
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%F : valeur optimale du critere.

function[x, F] =adaptee(A,b,c,dy,dy, [, x, nb)
%[x, F] =adaptee(A,Db,c,dq,da, Jp, x,nb rend le vecteur x qui maximise c * x
sous
%les contraintes a x x = b et dj < x < dy ainsi que la valeur F du critére a
I'optimum.
%[x, F] = adaptee(A, b, c,dy,dy, [g, x,nb) permet de calculer le nombre
%d’iteration dans la recherche de la solution optimale.
[m,n] =Size(A);

m =Size(b);

n =Size(c);

n =Sized; ;

n =Sized,;
nm =Size(Jp);
nb = nb;
global €;
e=10"°;
J=1:n;

]H :setdiff(], ]B)}

disp('L’ensemble des indices du support Jp =’)
disp(/s)

disp(/u)

if Axx==0»

disp(la solution est admissible Ax = b’)

else if(A x x ~=b)

disp(la solution initiale n"est pas admissible Ax # b’)
disp("On ajoute des variables artificielles”)

Xy =Xx;

x=b—(Axxy);

dX1 =b—A— dz,‘

dxo =b— Axdy;

¢ = [c; Zeros(m)]

[m,n] = Size(A);

A = [Aeye(m,m)]

dy = [dy; dxq]
dy = [do; dx>]
nm=mn;

mm =m;
[mm,nn] = Size(A);
x = [xy;x];
fori=1:nn
forj=1:n
ifi o=
e=1,
ds(e,1) =e;
end;

end;

end;
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]H = Setdiff(ds, ]B)
n=mnn

m =mm

end;

end;

if (X<d1) I (x>d2)

disp('La solution n"est pas admissible d; £ x £ dy’)

elseif (x >=d;) & (x <=dy)
disp ('La solution est admissible d; < dy”)

end;

end;

Ap = A(:, ]B);
Ci =c(JB);
An=A(,Jn);
Co =c(Ju);

disp('La matrice du support est :")
disp(Ap)

disp('La matrice hors-support est :”)
disp (Ay)

D =det(Ap);

if (D==0)

disp('La matrice n"est pas inversible’)
else

Ag' =inv(Aj);

end
y=CixAp
disp('Cg =')
disp(Cy)
disp('Cy =')
disp(Cy)

disp('Le déterminant de la matrice du support est :’)

disp(D)

disp('L'inverse de matrice du support est :’)

disp(A;")

disp('Le vecteur des potentiels est :y” =)
disp(y)

E=yxApg—c

disp('Le vecteur des estimation est :E =")
disp (E)

disp ('Le plan est :x =')

disp(x')

F=c(xx

disp('La fonction du critére est :F =)
disp (F)

ub = x(Ju)' —di(Ju)';

Ib=x(Ju)" —d2(Ju)’;
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for i = 1 :length (Jy)
if (E(i) > 0)

t=1;

u(t) = E(i) * ub(i);
elseif E(i) == 0
t=1;

u(t)=0;

end;
end;
end;
end;

B =sum(u);

disp ('La valeur de suboptimalité est :5(x, Jp) =')

disp (B)

if (B ==0)

disp (" La solution est optimale”)

disp ('Le vecteur des potentiels est :y” =’)

disp (y)

disp('Le vecteur des estimation est :E =)

disp (E)

disp ('Le plan optimal est :x =)

disp(x)

disp (" La valeur optimale de la fonction du critére est :F =)
disp(F)

nb=nb+1;

disp('Le nombre des itération de 1"algorithme est :nb =")
disp(nb)

return;

end;

i£(8 < ¢)

disp('La solution est e-optimal’)
disp('Le plan est :x =')

disp(x)

disp('La valeur du critére est :F =’)
disp(F)

nb=nb+1;

disp('Le nombre des itérations de 1"algorithme est :nb =’)
disp(nb)

return;

else

disp('Passons au changement de plan :’)
%Changement de plan x ~ ¥ = x + 6]
%Pour |y, on prend 6 =1

fori = 1 :length(Jy)

if (E(i) > 0)

e=1;

I(e) = —ub(i);
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else if(E(i) < 0)
e=1

I(e) = —Ib(i);
else ifE(i) == 0
e=1;

l(e) =0;

end;

end;
end;
end;

I(Ju) =1;

disp('Le vecteur de direction est : [(Jg) =)
disp(I(Ju))

%Pour [

I(Jp) = —Ag" * Ag+1(Ju)';

disp('Le vecteur de direction est :I(Jp) =')
disp(/(Js))

f=1Js);

ubl = di(Jg)' — x(Jp)";

101 = d>(J)' — x(JB)';

for i = 1 :length(Jp)

if(f(i) > 0)
e=1,
1= f(i);

b2 = 1b1(i);

s(e) = 1b2/11

else ‘if(f(i) <0)
2= £(i);

ub2 = ubl(i);
s(e) =ub2/12;
else .if(f(i) ==0)
S@;w;

end;

end;
end;

end;

mi=s;

jo=1;g =mi(1);
for i = 1 :length(mi)
if (g > mi(i)

g =mi;
jo=1;
end;
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end;

K)[1,6];

0 = min(K');

disp('Le pas admissible est :0 =’)
disp(9)

x=x'+0xI;

F=cdxx';

disp('Le nouveau plan est :x =’)
disp(x)

disp('La valeur de la fonction du critére est :F =")
disp(F)

for j = 1 :length(Jp)

if(j == jo)

jo=JB(j);

end;

end;

disp('Jo =')

disp(jo)

B1=(1-10)x*pB; %p1=B(%,]p)

disp(’'La valeur de suboptimalitépour le nouveau plan est :B(X, Jp) =)
disp(p1)

end;

if(g1 == 0)

disp('La solution est optimale’)

disp('Le vecteur des potentiels est :y” =’)

disp(y)

disp('Le vecteur des estimation est :E =)

disp(E)

disp('Le plan optimal est :x =")

disp(x)

disp('La valeur optimalde la fonction du critére est :F =)
disp(F)

nb=nb+1;

disp('Le nombre des itération de 1"algorithme est :nb =")
disp(nb)

return;

end;

if (1 <e)

disp('La solution est e-optimal’)

disp('Le plan est :x =)

disp(x)

disp('La valeur du critere est :F =’)
disp(F)

nb=nb+1

disp('Le nombre des itération de 1"algorithme est :nb =")
disp(nb)

return;

else

disp('Passons au changement du support’)
%Changement du support Jg ~ Jp
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disp("On cherchera un indice j; € Jyqui va entrer dans la base a la place de jy’)

xx = x(jo);

xz =sediff(x(Jg), x(jo));
dbl = d1 (]B)}

db2 = dy(Jp);

fori = 1 :length(Jp)
if(db1(i) == xx)
ti)=1;

else if(db2(i) == xx)
ti) = —1;

else

t(i)=0;

end;

end;

end;

T=t;

disp't(Jz) =)
disp(T)

Tt = T*Agl*AH;
disp('t(Ju) =')
disp(Tt)

for(i = 1 :length(Jy))

if (E(i) < 0) & (Tt(i) > 0)) |((B)>0) & (Tt(i) < 0))

ZUu =1,

Ez(zu) = E(i);
Tz(zu) = Tt(i);
58 = _(EZ/TZ)}
end;

end;

s; = min(ss)
j1=1;ab=ss(1);
fori = 1 :length(ss)
if (ab > ss(i))

ab = ss;

h=i;

end;

end;

for j =1 :length(J)
if(j == j1)
ji=Ju(j);

end;

end;

disp('J1 =)
disp(j1)

]B :Setdiff<]3,j0);
Jp =union(Jp, j1);
]H :setdiff(]H,jl);
Ju =union(Jy, jo);
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Chapitre 2. Méthode numérique de résolution d"un probleme linéaire de controle
optimal

disp('Le nouveau support est :Jp =)

disp(/s)
disp('Le nouveau du hors-support est :Ji =")

disp(Ju)
x=x;
end;

nb=nb+1;
adaptee(A, b, c,dy,d>, [, x, nb)
CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons présenté une des méthodes de résolution d'un
systeme dynamique la méthode adaptée qui permet d’avoir une solution exacte
et approchée, nous avons clarifie et rappelé cette méthode,et la résolution avec
le principe du maximum .
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EXEMPLES D' APPLICATION

3.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode adaptée a un probleme de
controle optimal.

3.2 EXEMPLE

Résolution par la méthode Adaptée

Soit le probleme a résoudre :

( J(u(t)) = c'x(tf) — max

x = Ax(t) +bu(t) pour t€]0,3]

(3-1)
x(0)=x0=(1 0 1), et Hx(tf) =g
lu(t) <1, vteT=]0,3]
avec
d=(1 1 1),
b=(0 2 1),
Et
010
(22 (00
0 00
Le probléme initial prend la forme suivante :
J(u(t)) =[5 'E(3)F 1 (E)bu(t)dt + 'F(3)xo — max,
[ HF(3)F1(t)bu(t)dt = g — HF(3)xg
|u(t) |<1, vteT=]0,3]
Le rang [b, Ab, A%p, ... A" — 1] = 3, donc on continue le processus, de plus

le systéme est stable pour N = 3, A% = [0].

41



Chapitre 3. Exemples d’application

ou F(t) est la résolvante, solution du systeme :F(t) = AF(t),F(0) = I,
qui est égale a :

1t b 1 -t b 1 3 45
F(t) = (0 1 t),Fl(t) (0 1 t) et F(3) = (0 1 3),
0 0 1 00 1 00 1

teT.

u(t)=uj=cst, te [Tj,rf] , ,T=1[0,3]=

=

[Tj,Tj],Tj—Tj =h>o0
1

]
telquey =ty =0 et TN:tf:3 pour

j=1,.,N
Cela nous permet d’aboutir au systeme suivant :

N el
J(u(t)) = Zuj/ c(t)dt + 'F(3)xg — max,
j=1 T

N T/
Y ui [ g(t)dt =g~ HF3)xg
j=1 Tj
|u(t) |[<1, VteT=10,3],j=1,.N.
Soit Jg C {1,..N}
avec
112 —8t+27.5
¢(t) = HF(t;)F'b =
2 —6t+165
Et
C(t) = CE(t)F ()b = (5 — 4 +65)

Ju(t) =Y

N
cjujdt + c'F(3)xog — max,
j=1

M=

4>]-(t)u]-dt =g — HF(3)x

lu(t)|[<1, VteT=1[0,3],j=1,.N.

Principe de discrétisation :

N

Posons T = [0,3] = | J[1j, 7], 5j— ¥ =1 pour N =3 ce qui implique :
j=1

T =1[0,1=[0,1]U[1,2] U[2,3]
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Chapitre 3. Exemples d’application

Calculons Cj et ¢p; pour j =1,2,3:
3
Cj = [, c(t)dt

¢i = [y p(t)dt

Onapourj=1

142 £ 14
= [ — —4t+65=[— —22+65t} = —
e = [ 5 -a+65= [ -2 +65Mh =~

pour j =2
242 £ 5
= [ = —4t+65=[— 224652 ="
& /12 t+65= [ 20+ 65} =

pour j =3
c —/3t2—4t+65—[t3—2t2+65t]3—_1
T2 “ 7l 2T

Et

12 —8t+275
¢(t) =
12 —6t+165
Onapourj=1

3 (A2 — 8t +27.5)

¢1(t) =
Jy (A2 — 6t +16.5)

(2 — 482 +27.51]} n
nlt)=1| =
(£ — 32 +16.5t]}

pour j =2
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Chapitre 3. Exemples d’application

JE(A2 — 8t +27.5)
$a(t) =
JE(A2 — 6t +16.5)

3
" (& — 42 + 2753 2
Pa(t) = =
(£ — 312 +16.5t2
pour j =3

[ (A2 — 8t +27.5)
¢s(t) =

(B — a2+ 27563 _<32>
Pa(t) = ([ —3t2+16.5t]§> - 1?—4

En utilisant les dernieres quantités, le probleme (3.1) devient un probléme
de programmation linéaire suivant :

[ (A2 — 6t +16.5)

[T

( J(u(t)) = Bur + Sup — Jus — max,

71uq + 50ur32u3 = —9
41uq 4 26uy + 14uz = —6

|u(t) |I<1, VvteT=][0,3],j=1,.N.
27
§= 125)
\ 2
Considérons le support controle non dégénéré {u!, 13} avec 173 = {2,3} et
W= 3 b
50 32
== (3 )
3 3

avec

=14 32
det ¢ = =3* # 0 donc inversible et ' = < ® 4 >
4 14

Calculons les vecteurs des potentiels et des estimations :
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Chapitre 3. Exemples d’application

y/:C%‘PBl
E=At)=y¢p—(
tel que
/(5 =1
y=G73) (13 25)
22 22
v = (%)
1 7
On a
A =A3=0
et
M=yp —a
A1:%>0

La valeur de suboptimalité est :

B{ul, s} = Y A(t)(uj —dy) = % = 892 > ¢ Alors {u!, 7!} est non
A>0

optimal ,alors on passe au changement du plan.

changement du plan u! ~ u?

ul ~ u? =yl 4061

Déterminer le vecteur 1(t)

sur Ty : 6 =1
H- llzdl—u%:—l

a1

i 3
pour (8) = (2) = ~¢ 1agutu = ( %)
3 22
{ I = %> 0
13 — ET < O
92 — d2;u2 — %
dy— 33
03 = 1[3u3 =3
Le pas admissible maximal : 8° = min {1,603} = min{l,%,g—i‘} ce qui

implique : 7, = 2.

Et donc la nouvelle commande u? est :

—33 . —539
2 1 0
" w40 (53'1' 1166)

le nouveau support controle est avec{uz, Té} :
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Chapitre 3. Exemples d’application

B{ur, 1t} = (1—0°)p{ul, i} = % ~ 3.36 > ¢ ,alors on passe au chan-

gement du support

changement du support 7} ~~ T3
75~ 75 = {1,3}
71 32
) 3 3
Pp = ( )
41 14
3 3

detch = % 7'é 0.

7 ~16
53 53
¢ 1p =
41 71
106 106

calculons les vecteurs des potentiels et des estimations pour le support 73 :
I (79 -173

y" = (106 106 )

A =A7A3=0

N =y'pp—cr =R <0

la valeur de suboptimalité pour le support controle {uz, Té} est:
B{u?, 13} = N(u3 —dp) = 1 (1-1) =0

Alors le support-plan B {u?, 73} est optimal.

Procédure finale :

Construisons la quasi-commande w(t),t € T = [0,3] :

-1 A(t) >0
w =
1 A(t) <0, teT

Calculons x(tf) la trajectoire correspondante a w(f) :

i N
X(tf):/T Y F1(E)bu(t)dt

jj=0

Hx(tf) = g, alors w(t) est optimale.

si Hx(tf) # & =>la procédure finale.
Alors on construit le vecteur A(13) :
A(t) = ¢~ 1p(g — Hx(tf)) =0
Résolution par le principe du maximum

Soit le systeme a résoudre (3.1) :



Chapitre 3. Exemples d’application

J(u(t)) = c'x(tf) — max
x = Ax(t) +bu(t) pour te]l0,3]

x(0)=x0=(1 0 1), et Hx(tf)=g

lu(t) |1, VieT=1[0,3]

On résoudre le systeme dynamique :

xU)::F(ﬂx0+léﬁFKﬂF1Uﬂm(®d&

supposons xgp = (1 0 1)

xuﬂ::A”PuﬂP—%omqwﬂ.

Dela le probléme (3.1) sera :

J(u(t)) = F(3)xo + [ F(3)E~1(t)bu(t)dt — max,
[Y HFB)F 1 (t)bu(t)dt = g

lu(t) <1, VteT=10,3]

ot C(t) = c'F(3)F~(t)b,

posons ¢(t) = HF(3)F~!(t)bu(t) ,t € T = [0,3]
Soit 73 = {2,3} C T le support.

Définisons le vecteur des potentiels :

Y = (y1,y2) = capy’ = (=07 15)

Et le vecteur des estimations :

E(H) = Alt) = (yi,y2)9(t) — c(t), ¢ € [0,3

E(t) = ((y1,y2)H — ¢')F(3)F1(t)b.

2
E() =Y+ % — 8yt — 6yt + 0 4 52— 4t = )

A() = E(t) = Sy +y2— 1)+ H(=8y1 — 6ya +4) + 5 + 2 = B
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Chapitre 3. Exemples d’application

d’ot1 la solution est égale :

8y —6ya+4£+/(—8y1 —6y2+4)2— (y1+y2—1)(55y1 +35y2—13)

t1,2 y1ty2 1

Soit la fonction ¢'(t) = (yYH — ¢)F(3)F 1(t) = (y1 +y2 — Lyit — yaf +
2 2
E4 6y +4dyy — 2,080 Ll Ot gy T B B g D)

La fonction ¢(t) est solution du systéeme
y=-Aypp(3)=Hy-c

Ou

¥(3)' = (yy2)H - ¢

Dela E(t) = ¢/(t)b, t € [0,3]

En utilisant le critere d’optimalité on obtient :
u® = signey’ (t)b,t € [0, 3]

Dela 'Hamiltonien est égale a :

H(x, ¢, u,t) =¢'(t)(Ax + bu)

=/ () Ax + ¢'bu

Ou

p=-5090@)=yH-C.

max = u(t) = signey’(t)b,t € [0,3].

|u[<1



CONCLUSION GENERALE

La théorie du controle optimal est un domaine tres vaste qui a suscité un
grand intérét de la part des chercheurs.

Dans la vie réelle le controle optimal désigne la théorie qui vise a comprendre
la fagon dont une commande permet aux humains d’agir sur un systeme qu’ils
souhaitent maitriser.

L’application de la théorie du controle est intervenue dans plusieurs do-
maines pratiques
Notre objectif dans ce mémoire est I’étude d’un probléeme de contrdle optimal ,
on a présenter dans le premier chapitre quelques concepts de base de la théorie
du contrdle optimal, ainsi nous avons donné la structure d’un probléeme de
controle optimal puis évoqué la controlabilité des systémes linéaires et non
linéaires et le principe du maximum.

Ainsi ,dans le cadre de ce travail, nous avons étudié une méthode directe
de résolution des problemes linéaires de contrdle optimal et en présentant des
exemples d’applications de cette méthode.

Ce travail nous a permis de dégager plusieurs perspectives a explorer dans les
travaux futurs. Parmi ces perspectives, nous citons :

-En théorie, il est intéressant d’appliquer la méthode de résolution directe
des probléme linéaire de contrdle optimal pour la résolution .

-En pratique, différents problémes que ce soit en économie, en agriculture,
en automatique...etc, peuvent étre modélisés par des problemes de contrdle
optimal et résolus par la méthode étudiée.
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Résumé

La théorie du contréle a connu un grand développement durant ces der-
niéres années ,et comme elle est encore en constante évolution il est difficile
de fournir une analyse détaillée .Le développement de cette discipline est li¢e
aux problemes pratique qui ont été résolus au cours du temps et par ses ap-
plications intéressantes dans divers domaines.Dans notre travail nous avons
donnée les notion de base de la théorie du contréle (classes de commandes,
controdlabilité, Principe du maximum de pontryagin, méthodes de résolutions
numériques) en étudions une méthode direct de résolution (méthode adaptée)
ainsi que des exemples d’application.

Abstract

Control theory has undergone a great development in recent years, and
as it is still constantly evolving it is difficult to provide a detailed analysis.
The development of this discipline is linked to practical problems that have
been solved over time and by its interesting applications in various fields. In
our work we gave the basic notion of control theory (classes of commands,
controllability, Principle of the maximum of pontryagin, methods of numerical
resolutions) let us study a direct method of resolution (adapted method) as
well as examples of application.
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