République Algérienne Démocratique et Populaire.
Ministere de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique.
Université Mouloud Mammeri Tizi-Ouzou

Faculté des Sciences
Département de Mathématiques

Mémoire de Master
Spécialité : MATHEMATIQUES
Option :Modélisation Mathématiques

Intitulé du mémoire

Sources et Controle des Erreurs dans le Calcul Numérique

Réalisé par :

IRNATENE Kahina

Dirigé par :

TALEB Lynda

Devant le jury d’examen composé de :

RAHMANI Leila Professeur UMMTO Président
TALEB Lynda MCB UMMTO Rapporteur
KOURAT  Hocine MCB UMMTO Examinateur
LASFER Fazia  MAA UMMTO Examinatrice

Année Universitaire : 2016/2017



Table des matieres

Notations 2
Introduction 4
1 Approximation par la méthode des éléments finis 5
1.1 Probleme mixte Dirichlet-Neumann . . . . . . .. ... ... .... 5
1.1.1 Formulation variationnelle . . . . . . . .. ... ... .... 6

1.1.2  Probléme bien posé . . . . . . . . ... 6

1.2 Approximation par éléments finis triangulaire P1 . . . . . . . . .. 8
1.2.1 Discrétisation du domaine £ . . . . . . . ... ... ... .. 8

1.2.2  Elément fini de Lagrange . . . . . . .. . ... ... ... 8

1.2.3 Espacediscret . . . . . .. ..o 9

1.2.4  Ecriture du probleme approché en éléments finis P1 . . . . . 12

2 Controle d’erreur et convergence de la méthode des éléments

finis 14
2.1 Majoration d’erreur-Théoreme principal . . . . .. . ... ... .. 14
2.2 Démonstration du Théoreme principal . . . . . .. ... ... ... 15
2.2.1 Etape 1 : Majoration par l'erreur d’interpolation . . . . . . . 16

2.2.2  FEtape 2 : Décomposition sur les éléments . . . . . . . . . .. 16

2.2.3 Etape 3 : Passage a ’élément de référence . . . . . . . . .. 16

2.2.4 Etape 4 : Majoration sur 1’élément de référence . . . . . .. 18

2.2.5 Etape 5 : Assemblage des majorations locales . . . . . . .. 19

2.2.6 Résultat final . . . . .. ... 20
Conclusion générale 21
Bibliographie 22



oN=r

Co(©)

= (Q)

Ll

loc

Vi

(K,%, P)

Notations

: Ouvert de R™.
: Frontiere de €.

. Espace des fonctions contintiment différentiables et a

support compact dans ).

. Espace des fonctions indéfiniment différentiables dans 2.
: Espace des fonctions intégrables sur les compactes de €.
: L’espace vectoriel des fonction C'* sur ) a support compact inclus dans €.

: Dérivée partielle par rapport au multi-indice a.

Longueur du multi-indice, |a| = Y7 | a;.

: Dérivée normale extérieure.

Oou  Ou ou
(

Ox1? Oxa? """ Oy

) = gradu : Le gradient de .

S 2u - Taplacien de w.

i=1 9x?

: Espace d’approximation.
. Elément fini.

: Symbole de Kronecker (6;; = 1si i =j et ¢;; = 0 sinon).



diam(Ty,) . Le diametre de 1’élément T,

Vect{1,z..,2*} : L’espace vectoriel engendré par 1,x..., z*.



Introduction

La grande majeure partie des équations aux dérivées partielles issues de la phy-
sique n’ont pas de solutions explicites et ne peuvent étre résolue que par approche
numérique. L'une des méthodes d’approximation la plus utilisée est la méthode
des éléments finis, notamment en mécanique des fluides, voir [6], [8], [9]. Mais un
des problemes importants qui se posent, est de déterminer le degré de confiance
que l'utilisateur peut accorder a la solution numérique obtenue. En effet, toute
phase de discrétisation d’'un probleme continu entraine inévitablement I’obtention
d’une solution approchée plus ou moins représentative de la solution exacte; par
conséquent, afin de pouvoir certifier la qualité d’un calcul donné, il est nécessaire
d’etre en mesure d’estimer ’écart - appelé erreur de discrétisation - entre la solu-
tion approchée, issue de I'application de la méthode des éléments finis et la solution
exacte (bien souvent inconnue) du probleme continu. Mais les estimations d’erreurs
ainsi obtenues ne sont, a vrai dire, que des évaluations du taux de convergence en
fonction de la régularité de la solution et du type d’éléments finis utilisés, de telles
estimations sont qualifiées d’estimations a priori, car elles ne dépendent pas de
la solution approchée calculée, de ce fait elles nous permettent pas de déterminer
I’erreur réalisée pour un maillage donné. A contrario, les estimations dites a pos-
teriori, basées sur la solution discrétisée obtenue, permettent de majorer I'erreur
de discrétisation de maniere explicite, voir [2].

Nous allons voir que la méthode d’estimation d’erreur décrite dans ce travail
débouche sur de véritables criteres qui caractérisent I’erreur due a I’approximation
par éléments finis. Il est par conséquent absolument nécessaire de comprendre et de
controler le devenir de ces erreurs pour pouvoir justifier la validité et la précision
des résultats obtenus, voir [1], [2].



Chapitre 1

Approximation par la méthode
des éléments finis

La méthode des éléments finis fait partie des outils de mathématiques ap-
pliquées. Il s’agit de mettre en place, a ’aide des principes hérités de la formulation
variationnelle ou formulation faible, un algorithme discret mathématique permet-
tant de rechercher une solution approchée d’une équation aux dérivées partielles
sur un domaine compact avec conditions aux bords.

1.1 Probleme mixte Dirichlet-Neumann

Soit  ouvert borné de R? régulier connexe de frontiere I' = I'p U 'y ou
I'pNTy = 0. On suppose mes (I'p) > 0, . Soit le probleme de trouver u tel que :

—Au+cu=f dans (1.1)
u=up surlp

Onpu =gy surly

n désigne le vecteur normal sortant a I, f € L2(Q), ¢ € Ry, up € H2(T'p), et
gy € L*(T'y) sont données.



1.1.1 Formulation variationnelle

On multiplie I"équation (1.1) par une fonctions test v € D(f2), et on integre
par parties en utilisant la formule de Green se donne :

{Trouver u tel que ur,=up et : (1.4)

Jo Vuvvdr — [, g—ZvdF + cfQ wodr = [, fv, Yv

du

n|ry — 9> Onen déduit :

u étant connu sur I'p on prendra vy, = 0, et ayant
Le probleme variationnel suivant :

Trouver u € H*(Q) tel que ujr,=up et : (15)
Jo Vuvvdz + ¢ [ uvde = [, fo+ fFN gudl', Vv e H'(Q),vr, =0 '
La condition ur, = up est une condition essentielle alors que la condition %‘FN =
g est une condition naturelle .
Notons :
Hp () ={ve H(Q):vr, =0} (1.6)
Le probleme s’écrit alors :
Trouver u € H'(Q) tel que Vv € Hi (Q) : (L.7)
Jo Vuvvde + ¢ [quvdr = [ fvdx + [, gvdl, '

1.1.2 Probleme bien posé

Montrons, a présent, que le probleme (1.7) est bien posé. Comme on a up # 0
on fait un relevement rp de up dans H'(€2) , on considere le probleme en la variable
ug =u—rp € Hp (Q).

On obtient le probleme variationnel :

Trouver uy € Hy:_(2) tel que pour tout v € Hf_ (1) : (1.8)
Jo(VugVv + cugv)dr = [, fo+ [ gvdl — [o(VrpVo + crpu)de '
Soit :
Trouver uy € Hp_ () tel que (1.9)
a(ug,v) = lp(v) '

Avec a(ug,v) = [o(VugVv + cugv)dz Yug,v € Hp ()
Ip(v) = [ fv+ er gudl’ = [o(VrpVu + erpu)de Vo € Hr,, ()



Montrons 'existence et ['unicité de la solution en utilisant le théoreme de Lax-
Milgram

On a:|lp(v)] =| fo fv+ [r, gvdl — [o(VrpVv + crpv)da|

< Jolfvlde + [i NgvldD + [, [VrpVoldz + e [ [rpvlde <[ fllrz@)l[vllz@) +
lgllzomllvllzzon) + VD llz) | Vollz@) + lelllrpllz@llvllcz @)

< ez vl ar @)+l gz [z @+ ro e @ ol @) FHelllrp |zl g o)
< fllez@llvllz @+ gl zemlollav@ +Hiroll g g [ lla@+ellroll g o 0l a@)
< (fllzz@) + lgllezwny +lpl 43 o) + lelllrpll 43 o) 1010

D’ou la continuité de Ip(v)
e Montrons que la forme bilinéaire af(.,.) est continue on a :

la(uo, v)| = | [o(VugVv + cugv)dz|
< lwollm@llvlla @) + lellluollm @ lloll # @)
< (el + Dlluo s llolls0)
D’ou la continuité de a(ug, v)
On montre aussi que a(.,.) est coercive en utilisant I'inégalité de Poincaré comme
(v e Hp,(Q)) et :
-c>0
a(uo,v) = [o(IV0]* + cv®)da = [o([Vo* = [[Vol[Z. = allv]Z.
2[[volZ = allvlz: + [Ivoll7

> min(1, @) (||v]|% + || V[|2.)

- ‘
V)2, = L9 1412, donc a est coercive,
Lax-Milgram assure ’existence et l'unicité de la solution .



1.2 Approximation par éléments finis triangu-
laire P1

1.2.1 Discrétisation du domaine 2

Définition 1.2.1. mazillage triangulaire
Supposons §) de frontiére polygonale.

Nous définissons un maillage triangulaire sur ) de sorte qu’il soit entierement
recouvert par Nr petits triangles Ty, (k € {1...,Nr}) de taille mazimale h (ou h
est le diametre du cercle inscrit a ce triangle). On note q;, i € {1,...,Ng} les
points du maillage ainsi formé, c’est-a-dire les Ng sommets de tous les triangles
de la triangulation. Parmi ces sommets, Ny sont sur la frontiere I' du domaine et
N; = Ng — Ny sont internes (i.e. non situés surI').

Définition 1.2.2. mazillage triangulaire admissible

Soit 7, un maillage triangulaire du domaine 2.
On dit que 15, est un maillage admissible si pour tous éléments distincts Ty, et T}
de 1, on a :
Soit 0,
T, NT; = ¢ Soit un sommé commun, (1.10)
Soit un coté commun.

figure 1 : Maillage triangulaire admissible.

1.2.2 Elément fini de Lagrange

Définition 1.2.3. Unisolvance
Soit ¥ = {ay,...,an} un ensemble de N points distincts de R™. Soit P un espace
vectoriel de dimension finie de fonctions de R™ a wvaleurs dans R. On dit que X



est P-unisolvant si pour réel aq, ..., ay, il existe un unique élément p de P tel que
pla;)) =a;,1=1,...,N.

Ceci revient a dire que la fonction :
L:p—R"

p — (p(a), ..., plan))

est bijective.

En pratique, on montrera que Y est P-unisolvance en vérifiant que dim
P = card ¥, puis en montrant I'injectivité ou le surjectivité de L.

L’injectivité de £ se démontre en établissant que la seule fonction de P s’an-
nulant sur tous les points de ¥ est la fonction nulle .

La surjectivité de £ se démontre en exhibant une famille py, ..., py d’éléments
de P tels que p;(a;) = d;j, c’est-a-dire un antécédent pour £ de la base canonique
de R". En effet, étant donnés des réels o, ..., ay, la fonction p = Zf\il a;p; vérifie
alors p(a;) =, j=1,...,N.

Définition 1.2.4. Un élément fini de Lagrange est un triplet (T, %, P) tel que

* T est un élément géométrique dans notre cas, un triangle.

* ¥ ={q,...,qn} U'ensemble des sommets N de T.

* P est un espace vectoriel de dimension finie de fonctions réelles définies sur
T, et tel que X soit P-unisolvant (donc dim P=N).

1.2.3 Espace discret

On désigne par P, l'espace des polyndomes de degré inférieur ou égal a un. Il
est engendré par 1, x et y. On définit

Vi =A{u, € Vh,vh/FD = up},

avec

Vi = {on € C°Q), vn,,, € P1,VE € {1,.., Nr}}.

Proposition 1.2.1. 1. Les fonctions de Vj, sont entiérement déterminées par
les valeurs qu’elles prennent en chacun des Ng sommets q; du maillage .



2. La dimension de Vh est Ng et une bgse de Vh est formée des fonctions w;,
i €40,1,2,..., Ng} suivantes :w; € Vy, w;i(q;) = 6;; (indice de Kronecker).

on a :

Yoy € Vi, op(z,y) = ZiN:So on(gi)wi(z,y).
Les scalaires vy(q;), i € {0,1,2, ..., Ng} sont les degrés de liberté de la fonc-
tion vy, € Vj,.

3.V, C HY(Q) et pour toute fonction v, € Vi, on a au sens des distributions

up A D
= ;Xn%(vh/ﬂ)-
oo, I P
T ZXTka—y(Uh/Tk)‘

k=1

démonstration : Dans un triangle 7}, de la triangulation v, s’écrit
vp(z) = a+ fx + oy.
Les coefficients sont solution du systeme :

a+ By + 6yr = vp(qr)
a + By + 0y2 = vp(qo)
a+ frs + 0ys = vn(gs)

Son déterminant est

Iz wy
D = ]_ T Y2
I x3 y3

On a D = £2 aire(T}) = (vo — 21)(ys —y1) — (v3 — x1)(y2 —y1) # 0

On en déduit que la restriction de v, est entierement déterminée par les valeurs
aux trois sommets du triangle T}, .

La dimension de dimVj, < Ng.

Pour avoir dimVj, = N 5, on montre que les fonctions P, par morceaux sont conti-
nues sur 2. Pour cela, il suffit de montrer que le raccord entre deux triangles T},
et T}, est continue.

Plagons nous dans le cas ou (AB) est U'interface entre 2 triangles .

On note v = vy7, et v = vy7,. On a

(v —v')(4) = (v =')(B) = 0.

10



Soit M € [A, B], il existe A € R tel que M = AA + (1 — \)B. Ainsi,
(v=V)M)=(v—V)AA+ (1 =NB)=Av—=2)(A)+ (1 =N (v—2)(B)=0.
Ainsi dZTTLVh = NS.

Montrons que la famille est libre : soient Ng scalaire Ay, ...., Ay, tel que la fonction
vp(z) = Z;VS Ajw;(z) soit nulle. En particulier,

Vi€ {1,2.., Ns}, 0= va(g:) = 0% Ajwy(gi) = A

Chacun des coefficients A; est donc nul, et la famille est libre. .
Comme elle comporte Ng éléments, c¢’est une base de V}, et tout élément v, € V},
s’écrit sous la forme

vp(T) = th(q]')wj(ﬂf)~

Montrons le troisieme point.
Soit vy (x) € Vi, v, € L2(Q) car v, € L°°(Q) et Q est borné. Montrons que % et
%ﬂ appartiennent & L%(€).

Y

Vo € D(Q), < o >=— <y, 32 >

Bz

N ov
— Z / a—h — / [Uhcpl/i,k]da
1 /T 9T Ty,

ot v; i, est la i eme composante de la normale sortante v, de Tj.
Montrons que le terme sur le bord est nul :

1. soit OT}, fait partie du bord de €2 et dans ce cas ¢ = 0,
2. soit 0T}, est une aréte interne et dans ce cas si on note AB cette aréte
comme vy = —Vj On a
f[AB] VRV + f[AB] vpevip =0, Vi=1,2.
D’ou

< Uh >= .- < _( ) >
— = E v .
Iz , P £ XT, O h) Ty )P

11



Ainsi, on a
8vh o a(’Uh /TK)
() =~
Donc, 9% € L2(9).
Par la suite, on admet que les sommets internes du maillage correspondent aux
indices i € {1, N;} .
Pour 'espace discret V},, on a le résultat suivant .

Corollaire 1.2.1. 1. Les fonctions de V}, sont entierement déterminées par les
valeurs qu’elles prennent en chacun des N; sommets internes du maillage

2. dimV,, = N; et
vy, € Vi, vp(z) = 2511 vn(qi)wi ().

Les scalaires vp,(q;) pouri € {1, N;} sont les degrés de libertés de la fonction

Vp -
3.V, C H1<Q)
Preuve : v, = Yo% vn(qi)w;(x) car v, € V,. Comme vy(g;) = 0 pour tout
¢ €l',ona

v, = Zl vp(qi)w;(z).

Cette famille est génératrice et libre donc c¢’est une base de V.

1.2.4 Ecriture du probleme approché en éléments finis P1

Dans ce paragraphe, on va écrire le probleme approché dans 1'espace V},. Pour
cela, notons I I'’ensemble des indices des noeuds du maillage correspondants a
une valeur inconnue de la solution u. C’est a dire ici I’ensemble des nceuds n’ap-
partenant pas a I'p. Notons J I'ensemble des indices des sommets du maillage
appartenant a I'p. La solutions v, s’écrira dans la base des w; pour j € I selon :

uon(t,y) = > ujw;(x,y)

jel
La fonction auxiliaire rp sera approchée par une fonction rp continue et affine
par morceaux prenant les valeurs imposées sur ['p et nulle sur tous les noeuds
d’indices j € J
rpa(e,y) =Y up(z, y;)w;(z, y)
jed

Pour ce choix de rpj, on a :

12



1. La solution cherchée w; et la solution calculée ug; prennent les mémes
valeurs aux points ou la solution u est inconnue.

2. Les conditions aux limites ne produisent qu'une modification limitée du
systeme linéaire qui n’intervient que sur quelques composantes du second-
membre.

En injectant dans la formulation variationnelle tous ces élément on obtient le
probleme approché dans V},

Trouver les valeurs u; pour j € I telles que :
> ier(Jo VwjVw; + cwjwi)u; = [, fwidrdy + [ gwidl (1.11)
— > ies(Jo VwiVw; + cwjwi)up (i, y;) Vi€l

On obtient un systeme de Ny équations a Ny inconnues ou Ny désigne le nombre
de points du maillage d’indices ¢ € I donc le nombre de nceuds correspondant a
des valeurs inconnues de la solution. Ce systeme s’écrit sous la forme matricielle

AU =F (1.12)

avec A la matrice définie par :
A= /(ijVwi + cw;w;)dzdy (1.13)
Q
et F' le vecteur second-membre de composantes :

F, = / fwdzdy +/ gqu;dl" — Z(/ Vw;Vw; + cwjw;)up(z;,y;)  (1.14)
Q Tn Q

jed

En raison du choix de fonctions w; a support limité, on obtient une matrice creuse
¢’est-a-dire un grand nombre de ses coefficients sont nuls .
Le systeme (1.9) s’écrit sous forme matricielle élémentaire suivant :

h? 1 1 h? h
I+%c =5 =3 ur s 00 Jr : U
-3 1+%ec 0 up | =10 & 0 fr |+l 0 %
1 1 h h
1+ 2¢ -1 -1 U
6 22 2 dI
o e R G
50 g/ \ 0

13
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Chapitre 2

Controle d’erreur et convergence
de la méthode des éléments finis

Le but de ce chapitre est de fournir une estimation de lerreur ||u — wup||; en
norme || - ||; qui désigne la norme H'. Nous supposons les fonctions suffisamment
régulieres.

Le domaine €2 étant polygonal, il peut étre recouvert exactement par le maillage
7, considéré.

2.1 Majoration d’erreur-Théoreme principal

Avant d’estimer I'erreur d’approximation on donne les définitions suivantes :

Définition 2.1.1. Une famille de triangulations est dite réguliere s’il existe o > 0

telle que

h
Vh > 0, VT € (Th)nso0, p—T <o (2.1)
T

pr désigne le diametre du plus grand cercle inscrit dans T

hr plus grande distance entre deux points de T

.o (ette condition permet d’éviter des éléments trop aplatis.

e Pour la convergence de la méthode des éléments finis, il est nécessaire que la
condition soit satisfaite.

Définition 2.1.2. On appelle opérateur de P-interpolation sur 3 l'opérateur mr,
qui a toute fonction v définie sur T', associe la fonction wrv de P défine par

N

o =Y v(g)w;,

=1

14



Définition 2.1.3. Deuz éléments finis (T, Pr,Yr) et (T, P, f]) sont affine-équivalents
ssi il existe Fp : T — T affine Fr(z) = BrZ + br tel que :

~

o I'=Fr(T); )
e {Pr=po Ffl,ﬁ c !3} (p(x) = p(&), si © = Fr(2));
o Xr = {Fr(q), G € ¥i=1,..,N}

Théoreme 2.1.1. (Résultat principal)

Soit (Th)ns0 une suite de maillages réguliers de . Soit v € HY(Q), la solution
exacte, et up € Vi, la solution approchée par éléments finis Py. Alors la méthode
des éléments finis Py, converge c’est -a-dire que

}lg% |lu — up||gr =0 (2.2)
Si de plus u € H?, il existe C > 0 telle que

2.2 Démonstration du Théoreme principal

Les différentes étapes du calcul sont les suivantes :
i- L’erreur d’approximation sera bornée par 'erreur d’interpolation

[ = unlly < Cllu = mpull,

ii- On se ramenera a des majorations locales sur chaque élément
lu—mnull} <D lu—mullf
TeTy

ili- On se ramenera a ’élément de référence
|u—mpully < C(T)||u — mrull, 7

iv- Majoration sur I’élément de référence

~
~

- A,z < C

B
)

v- Assemblage des majorations locales
|lu — mpul|r < C'hlaly

Pour évaluer l'erreur ||u — uyl|, on choisira un élément wuy, qui sera l'interpolé de u
et on montrera que cette erreur est d’ordre h . On rappelle d’abord le lemme de
Céa suivant :

15



Lemme 2.2.1. de Céa
On a estimation suivante :

M
lJu — |y < gmfvhevhHU — up||v

ou M est la constante de continuité de a et a la constante d’ellipticité.

2.2.1 Etape 1 : Majoration par ’erreur d’interpolation

Le lemme de Céa indique que :

M
|lu—up|| < —Jlu—wgl|, Yo, €V, (2.4)
«

On peut 'appliquer en particulier a v, = m,u, ce qui donne
M
lu = unlls < —lu = muls (2.5)

2.2.2 Etape 2 : Décomposition sur les éléments
On a:
1
lu = mpullf = Y Mlu—mnullfe =D > llu = mulliy
TeT) Ter, 1=0

Le calcul est alors ramené a un calcul sur chaque élément, pour toutes les semi-
normes |- |;r, [ =0,1.

2.2.3 Etape 3 : Passage a 1I’élément de référence

Le passage a 1’élément de référence est justifié par le résultat suivant :

Théoreme 2.2.1. Soit T un élément quelconque de 1, et T Uélément de référence.
Soit F' la transformation affine de T vers T : F(Z) = B(Z) + b avec B inversible.
Ona:

Vo€ H(T), [0l,7 < C|IBllyldet(B)|"2 o], (2.6)

Pour toutes les semi-normes | - |, 7,1 =0, 1.

Preuve. Soit v une fonction | fois différentiable au point x. On note D'w(z) sa

dérivée directionnelle au point x. Il s’agit donc d’une forme linéaire symétrique
sur R%. On notera D'v(x) - (£1,&) € R?

16



Soit a = (a1, ) € N2, on note |a| = oy + az. On a alors :

oy = / 3 (o) s 2.7)

|a|=l
En posant :
D! .
D@l = sp 2D E08) (2.9
(61,62)€(R*)2 |§1||§2|
on déduit qu’il existe des constantes y; et o telles que
1/2
bl < ([ IDv@Pd) < ol (29)
zeT

Par ailleurs, si 'on utilise le changement de variables x = B + b dans D'v(x), il
vient

| D'o(2)
or, D'v(z) = D'w(F(%)). Donc

| < IB]|[|D"o() (2.10)

i =B jdet 51 [

/AHDlﬁ(i) ]2d:i:§HBH”/ ||Dlo(F#) | D'o(a) || da
zeT zeT T

" (2.11)
En minorant et en majorant dans ["inégalité précédente, il vient alors
i lol g < IBI* |det B A3 ol r (2.12)
D’ou le résultat.
Corollaire 2.2.1. On a de méme
vo e H(T), |vlyr < C||B7Y|, |det BI'?|d],7 (2.13)

Pour toutes les semi-normes | - |, 7,1 =0, 1.

Estimation de ||B||

Soit hy le diametre de T', c’est-a-dire le maximum des distances euclidiennes
entre deux points de 7. On a :
| Bz|

B
1B]| = sup 12211 _ :

— (2.14)
w20 1zl jai=p P
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Soit = un vecteur de R? tel que ||z|| = p. Par définition de p, il existe deux points
g et 2 de T tels que x = § — 2. Alors Bx=By—Bz=F(y) — F(2) =y — z avec
y et z appartenant a 7. Par définition de hr, ||y — z|| < hy. Donc ||Bz|| < hy. En
reportant dans la définition de ||B]|, on obtient donc

hr

~

1Bl < (2.15)

Et on a évidemment de méme :

~

|B7| < P (2.16)

2.2.4 Etape 4 : Majoration sur I’élément de référence

Le résultat principal est le suivant :

Théoréme : Soient [ un entier tels que 0 < [ < 2. Si 7 € L(H*(T), H(T))

l
laisse P, (T') invariant (c’est & dire vérifie Vp € Py(T), #p = p), alors
3C(T, 7),¥o € HX(T), |0 — 76], 7 < C|d]or (2.17)
Démonstration : X R
7 € L(HXT),HY(T)), et donc I — & € L(H*(T),HYT)) car | < 2. Et donc

[0 = 70,0 < I = 7l cgarzay, i 9l -

~

On utilise maintenant l'invariance de Py(7) :

~

Vp e P(T), 0 — 70 = (I — #)(8) = (I — #) (6 + ) (2.18)
Donc
|0 =707 < M = 7lleeinfzep @0+ Pl (2.19)

On aura donc démontre le théoreme si 'on montre que

3.0 € HX(T)  infyepi)ll0 + bllo < Clolyz (2.20)

Soit (f;)i—o.1 une base du dual de Py(T)). D’apres le théoréme d’Hahn-Banach, il
existe des formes linéaires continues sur H?> (T'),que I'on notera encore f;, et qui

prolongent les f;. En particulier, si p € P(T) vérifie f;(p = 0), (i = 0,1), alors
p = 0. Nous allons montrer que

1
3C.Vi € H(T), llillyr < Cflolyz + S 1£(0)]) (2.21)
=0
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On aura le résultat souhaité en appliquant (2.21) & 0 + ¢, avec ¢ tel que f;(§) =
fi(=1). La relation (2.21) se démontre par 'absurde . Si elle n’est pas vraie, alors
il existe une suite de fonctions vy de H?(T') telles que

Hﬁ2l|2j’ = 1, |UA2’27T — 0, et Vi fz<UA2) —0 (222)

Par complétude de H2(T'), on extrait une sous-suite convergente vers o € H2(T).

A

Mais |t]y 5 — 0. Donc © € P1(T) et fi(?) = 0. D’ot1 une contradiction.

2.2.5 Etape 5 : Assemblage des majorations locales

Majoration sur un élément quelconque En rassemblant les résultats précédents,
on peut établir une majoration sur un élément quelconque 7' du maillage . On a :
v — 7ol < OB |det BI'V2[0 — 0], 7 dapres (2.13)
< C||B7Y|||det B|Y2C(T, 7)[8], 4 d’aprés (2.17)
< C||B*1||l|detB|1/QC(T, fr)|73|27TAC||B||2|detB|*1/2|v|27T d’apres (2.4)
< CE O, #)C8|ulr dapres (2.15) et (2.16)
T
D’ou finalement :

" p2
v — mu|r < C(W,T)ﬁ—;|’l}|2j (2.23)

Il est important de remarquer a ce niveau que C est indépendant de T'.

Assemblage des résultats locaux

On va maintenant reprendre la majoration (2.23) pour tout les éléments du maillage
et toutes les valeurs de [ = 0,1. On va définir deux quantités représentatives du
maillage :

o h tel que hy < h, VI €T, (diametre maximum des éléments)
e o tel que Z—; <oVT e, (caractérise 'aplatissement des éléments)
Alors :

1
v — WTVH%,T = ZZ:O v — 7TTV|12,T

<X éQ(ﬁ,T)(%)Q d’apres (2.23)
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< 2o O, T){(22) i Y2 (02 o
<{Y C2(#, T)o? h*=2} (B |v]o 1)

Le terme entre accolades ne tend ni vers 0 ni vers l'infini quand h tende vers 0.
D’ou : R R
||U—7TTU||17T < Cl(’ﬁ',T,O', h)h1|U27T| (224)

En sommant ensuite sur tous les éléments du maillage :

lo = mollf =Y llo—mrolli

Ker,

< [C'(7, T, 0. h)h|var])”

TeTy

D’ot finalement :
llv = mpo||l1 < C(1)h|v]2 (2.25)

2.2.6 Résultat final

En reportant (2,25) dans (2.5), on obtient le résultat final classique de majo-
ration d’erreur :
llu — uplly < Chluls (2.26)
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Conclusion

Dans ce travail, on a introduit la méthode d’approximation par éléments finis
de Lagrange. Cette méthode est basée sur la construction de ’espace de dimension
finie V}, et la réecriture du probleme aux limites sous une forme variationnelle par
intégration sur le domaine d’étude (). Pour obtenir le systeme linéaire a partir
de I'équation intégrale, on introduit les fonctions d’interpolation et les fonctions
de base exprimées ici par les fonction de base P1 de Lagrange en dimension 2
associées a un maillage admissible.

L’objet de ce travail est de donner une idée simple sur ’application de la méthode
des éléments finis en dimension 2 d’une part.

D’autre part, une étude détaillée sur une majoration possible d’erreur d’interpo-
lation par les éléments finis de Lagrange est présentée en dimension 2.
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Résumé : Dans ce travail, on a introduit la méthode d’approximation par
éléments finis de Lagrange.

Cette méthode est basée sur la construction de I'espace de dimension finie V}, et
la réecriture du probléeme aux limites sous une forme variationnelle par intégration
sur le domaine d’étude €2.

Pour obtenir le systeme linéaire a partir de ’équation intégrale, on introduit les
fonctions d’interpolation et les fonctions de base exprimées ici par les fonction de
base P1 de Lagrange en dimension 2 associées a un maillage admissible.

L’objet de ce travail est de donner une idée simple sur l'application de la
méthode des éléments finis en dimension 2 d'une part.
D’autre part, une étude détaillée sur une majoration possible d’erreur d’interpo-
lation par les éléments finis de Lagrange est présentée en dimension 2.

Mots clés :Probleme mixte Dirichlet-Neumann, Approximation par la méthode

des éléments finis, Controle d’erreur, la convergence de la méthode des éléments
finis.
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