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Introduction Générale

L’étude des données catégorielles occupe une place centrale dans de nombreux domaines
d’application, notamment en médecine, en sciences sociales, en marketing ou en ingénierie.
Ces données, souvent représentées sous forme de fréquences/effectifs ou de proportions, né-
cessitent des modèles statistiques adaptés permettant de rendre compte de leur structure et
de leur variabilité.

Le modèle multinomial est un modèle de base largement utilisé pour modéliser ce type
de données. Toutefois, dans de nombreux cas, ce modèle s’avère insuffisant, notamment
lorsqu’il existe une hétérogénéité entre les unités ou une dépendance temporelle entre
les observations. Cette limitation se traduit souvent par une surdispersion, que le modèle
multinomial classique ne peut expliquer.

C’est dans ce contexte que s’inscrit le modèle Dirichlet-Multinomial Généralisé (DMG).
Ce modèle étend le modèle multinomial en intégrant une structure de dépendance entre les
observations répétées, tout en permettant une variabilité accrue des proportions à travers
les unités. Le modèle DMG s’impose ainsi comme une solution naturelle pour l’analyse de
données catégorielles longitudinales.

Ce mémoire a pour objectif d’étudier la structure et les propriétés du modèle Dirichlet-
Multinomial généralisé, puis de l’appliquer à un exemple de données issues du domaine mé-
dical. Il s’organise comme suit :

— Le premier chapitre est consacré aux notions de base : (certaines) lois de probabilité
usuelles, propriétés des données catégorielles et rappels d’inférence statistique.

— Le deuxième chapitre présente, en détail, le modèle Dirichlet-Multinomial Généralisé,
ses propriétés théoriques, l’estimation de ses paramètres, ainsi que des tests d’hypo-
thèses associées.

— Le troisième chapitre est dédié à une application réelle du modèle DMG à des données
médicales -simulées, illustrant son utilité dans l’analyse de données longitudinales
présentant de la dépendance et de la surdispersion.

À travers cette étude, nous cherchons à démontrer la pertinence et la puissance du
modèle DMG dans un cadre pratique, et à mettre en évidence les enjeux liés à l’analyse
correcte de données catégorielles complexes.
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Chapitre 1 : Notions de base et Rappels

1.1 Introduction
L’analyse statistique des données catégorielles occupe une place centrale dans de nom-

breux domaines, tels que les sciences sociales, le marketing, la biologie ou encore l’économie.
Ces données, qui représentent des variables qualitatives prenant un nombre limité de moda-
lités, nécessitent des modèles adaptés pour être étudiées correctement.

Parmi les modèles classiques, le modèle multinomial constitue une généralisation naturelle
du modèle binomial à plus de deux modalités. Il permet de modéliser la probabilité d’observer
une répartition d’effectifs parmi plusieurs catégories mutuellement exclusives, lors d’une série
d’expériences répétées de manière identique et indépendantes.

Ce chapitre présente les fondements théoriques nécessaires à la compréhension du modèle
multinomial. Nous y introduisons d’abord la définition formelle du modèle, avant d’en exa-
miner les principales propriétés (espérance, variance, covariance, estimation des paramètres).
Enfin, une section sera consacrée à la nature des données catégorielles, à leurs différentes
représentations, et à quelques outils d’analyses utilisées dans la pratique.

Ces rappels sont essentiels pour aborder, dans les chapitres suivants, la généralisation du
modèle multinomial via le modèle Dirichlet-Multinomial, ainsi que son application sur des
données réelles.

1.2 Données catégorielles

1.2.1 Nature des données catégorielles

En statistique, on distingue généralement deux grandes familles de données : les données
quantitatives, qui sont numériques et mesurent des grandeurs (taille, poids, revenu ...), et les
données qualitatives, aussi appelées catégorielles, qui décrivent des attributs non numériques.

Les données catégorielles sont donc des observations qui prennent la forme de modalités
distinctes, consistant en un nombre fini ou dénombrable de catégories. Ces catégories servent
à classifier les individus ou les objets en fonction d’une ou de plusieurs caractéristiques.
Contrairement aux données numériques, ces données n’ont pas de valeur arithmétique directe
(on ne peut pas les additionner ou calculer une moyenne entre elles sans transformation).

Les données catégorielles sont omniprésentes dans de nombreux domaines :
En marketing : type de produit préféré, marque achetée, canal de communication utilisé.
En santé : présence ou non d’une maladie, groupe sanguin, catégorie de traitement, ré-

ponse favorable ou défavorable à un traitement.
En sociologie : Genre, statut matrimonial, origine ethnique.
En sciences politiques : intention de vote, orientation idéologique, obédience politique.

Types de variables catégorielles

Il existe deux grands types de variables catégorielles, selon la nature des relations entre
les modalités :
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Chapitre 1 : Notions de base et Rappels

1. Variables Nominales :
Ce sont des variables dont les modalités n’ont pas d’ordre naturel. Les catégories

sont mutuellement exclusives mais équivalentes d’un point de vue statistique.
Exemple : Genre (homme, femme)

2. Variables Ordinales :
Ce type de variable catégorielle présente un ordre naturel ou une hiérarchie entre

les modalités. Cependant, l’intervalle entre les catégories n’est pas nécessairement
constant, ni interprétable de manière numérique.

Exemple : Niveau de satisfaction : Faible "<" Moyen "<" Élevé

Les variables ordinales permettent de comparer les modalités (on peut dire qu’une mo-
dalité est « supérieure » à une autre), mais on ne peut ni calculer une moyenne, ni faire des
opérations arithmétiques directes sans transformation.

1.2.2 Représentation des données catégorielles

Comme les données catégorielles ne sont pas numériques, on utilise des outils spécifiques
pour les représenter visuellement et les intégrer dans des modèles statistiques.

a) Tableaux de contingence : Ils permettent de croiser deux (ou plusieurs) variables ca-
tégorielles et d’afficher les effectifs pour chaque combinaison possible des modalités -appelés
profils réponses. Cela facilite l’analyse des dépendances et des associations.

b) Diagrammes en barres : Utilisés pour représenter les fréquences absolues ou relatives
des modalités. Chaque catégorie est représentée par une barre dont la hauteur correspond au
nombre d’observations.

c) Diagrammes circulaires : Ils sont parfois utilisés pour montrer la part relative de chaque
modalité, mais sont moins lisibles que les diagrammes en barres.

d) Codage pour analyse statistique : Avant d’utiliser les données catégorielles dans un
modèle (comme la régression logistique ou multinomiale), il est souvent nécessaire de les
transformer :

e) Codage binaire (dummy variables) : chaque modalité devient une variable binaire (0/1).

1.3 Loi de Bernoulli b(p)
Définition 1.3.1 La distribution de Bernoulli ou loi de Bernoulli est une distribution de
probabilité discrète à deux issues (complémentaires).

On considère une épreuve aléatoire et un événement A lié à cette épreuve tel que P(A)
= p. On effectue une fois cette épreuve et on désigne par X la variable aléatoire indiquant la
réalisation ou non de A, définie par :

X =

{
1 si A est réalisé
0 si A n’est pas réalisé,

9



Chapitre 1 : Notions de base et Rappels

avec :

P(X=1)=p , P(X=0)=1-p,

ou, de manière équivalente,

P (X = x) = px(1− p)1−x , x ∈ {0, 1}.

L’espérance et la variance

L’espérance de la variable de Bernoulli est : E(X) = p, car par définition :

E(X) =
n∑

i=1

xi · pi =
2∑

i=1

xi · pi = 0(1− p) + 1 · p = p.

La variance de la variable de Bernoulli est : V (X) = p(1− p), car par définition :

V (X) = E(X2)− E(X)2 =
2∑

i=1

x2
i · pi − E(X)2 = 0(1− p) + 1 · p− p2 = p(1− p).

Exemple

On lance un dé une fois et on considère par exemple comme succès "obtenir un six" et
comme échec "ne pas obtenir un six".

1.4 Loi binomiale B(n, p)
Définition 1.4.1 On répète n fois de maniére indépendante l’épreuve de Bernoulli (expé-
rience aléatoire à deux issues). La probabilité de voir se réaliser A est p. Soit X le nombre de
réalisations de l’événement A au cours des n épreuves. La variable X prend les valeurs 0, 1,
2, ...., n. il est clair que X peut être regardée comme la somme de n variables Xi de Bernoulli
indépendantes de même paramètre p, soit

X = X1 +X2 + ...+Xn.

On définit donc

P (X = k) = Ck
np

k(1− p)n−k =
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k, k ∈ {0, . . . , K}.

Espérance et variance

L’espérance d’une variable binomiale est : E(X)=np,
car : E(X) = E(X1) + E(X2) + ....+ E(Xn) = np.

La variance d’une variable binomiale est : V (X) = np(1− p),
car : V (X) = V (X1) + V (X2) + ....+ V (Xn) = np(1− p)

10



Chapitre 1 : Notions de base et Rappels

Exemple

L’effectif d’une section L2 mathémathiques est de cent quatre vingts (180) étudiants, la
probabilité qu’un étudiant soit admis en L3 et de 1

3
.

Soit X la variable aléatoire qui compte le nombre d’étudiants admis en L3. Pour déterminer
la loi de X, posons

Ω = "Ensemble des 180 étudiants" = {e1, e2, ..., e180}.
À chaque étudiant ei, on associe une variable aléatoire Xi, ∀i , Xi → b(p) (loi de Bernoulli

de paramètre p) : p = P (xi = 1) = 1
3
.

De même, les variables aléatoires X1, ..., Xn sont indépendantes.
Posons X =

∑n
i=1 Xi, variable aléatoire qui compte le nombre d’étudiants ayant reussi :

X → B(180, 1
3
) (loi binomiale de paramètres n=180 et p = 1

3
)

P (X = k) = Ck
180(

1

3
)k(

2

3
)180−k, 0 ≤ k ≤ 180.

Le nombre moyen d’étudiants ayant reussi est : E(X) = np = 180× 1
3
= 60.

1.5 Loi Multinomiale M(n, p1, p2, ..., pk)

Le modèle multinomial est une généralisation du modèle binomial permettant de modéliser
une variable aléatoire discrète prenant plus de deux modalités. Il est utilisé pour représenter
la probabilité d’observer un certain nombre d’occurrences dans des catégories mutuellement
exclusives, lors de n répétitions indépendantes d’une même expérience aléatoire.

Définition 1.5.1 Soit X = (X1, X2, . . . , XK) une variable aléatoire vectorielle représentant
les effectifs observés dans chacune des K catégories. On dit que X suit une loi multinomiale
de paramètres n ∈ N∗ et p = (p1, p2, . . . , pK), avec pk ≥ 0 pour tout k et

∑K
k=1 pk = 1, si sa

fonction de masse de probabilité est donnée par :

P (X1 = x1, . . . , XK = xK) =
n!

x1!x2! . . . xK !
px1
1 px2

2 . . . pxK
K ,

sous les contraintes :
K∑
k=1

xk = n et
K∑
k=1

pk = 1,

xk ∈ {0, 1, ..., n} pk ∈ [0, 1] pour tout k ∈ {1, . . . , K}.
Cela signifie que sur les n essais réalisés, xk observations appartiennent à la catégorie k,

avec une probabilité pk.

Espérance et variance

Pour chaque catégorie k, l’espérance et la variance sont données par :

E[Xk] = npk, Var(Xk) = npk(1− pk).

11



Chapitre 1 : Notions de base et Rappels

1.5.1 Matrice des variances covariances

Une matrice de variance/covariance est une matrice carrée qui comporte les variances et
les covariances associées à plusieurs variables. Les éléments de la diagonale de la matrice sont
les variances des variables, tandis que les éléments hors diagonale représentent les covariances
entre toutes les paires possibles de variables.

Pour rappel Cov(X,X) = V (X)

Σ =


V ar(X1) Cov(X1, X2) · · · Cov(X1, Xn)

Cov(X2, X1) V ar(X2) · · · Cov(X2, Xn)
...

... . . . ...
Cov(Xn, X1) Cov(Xn, X2) · · · V ar(Xn)

 .

Dans le cas multinomial :
Pour i = j : cov(Xi, Xj) = V (Xi) = npi(1− pi) ;

si i ̸= j Cov(Xi, Xj) = E(XiXj)− E(Xi)E(Xj).
On a donc : E(XiXj) = n(n− 1)pipj et E(Xi)E(Xj) = n2pipj.
Alors : Cov(Xi, Xj) = n(n− 1)pipj − n2pipj.
Donc : Cov(XiXj) = −npipj.

Σ = n


p1(1− p1) −p1p2 · · · −p1pn
−p2p1 p2(1− p2) · · · −p2pn

...
... . . . ...

−pnp1 −pnp2 · · · pn(1− pn)

 .

Exemple

Supposons que l’on interroge 100 personnes sur leur fruit préféré parmi trois options :
Pomme, Banane et Orange. Le nombre de réponses pour chaque fruit suit une distribution
binomiale avec n = 100 et pPomme( resp pBanane, pOrange) ; tandis que le vecteur(Xp;XB;XO)∼
M(100 ; PP ;PB;PO) . Le modèle permet d’estimer ces proportions ou de tester l’hypothèse
d’une répartition uniforme des préférences.

1.6 Loi Hypergéométrique
Considérons une population finie de taille N , dont une proportion p (soit Np indivi-

dus) possède une certaine caractéristique. On effectue un tirage aléatoire sans remise d’un
échantillon de taille n dans cette population. Le tirage peut se faire en une seule fois ou
progressivement, mais la composition de la population change à chaque tirage.

Soit X la variable aléatoire représentant le nombre d’individus de l’échantillon qui pos-
sèdent la propriété étudiée. Alors X suit une loi hypergéométrique de paramètres (N,Np, n).
Les valeurs possibles de X sont données par :

min(X) = max(0, n−N(1− p)), max(X) = min(n, Np).

12



Chapitre 1 : Notions de base et Rappels

La fonction de masse de probabilité de la loi hypergéométrique s’écrit :

P (X = x) =
Cx

NpC
n−x
N(1−p)

Cn
N

, pour x ∈ [max(0, n−N(1− p)), min(n,Np)] .

Le nombre total d’échantillons possibles est Cn
N . Le numérateur de la probabilité repré-

sente :
— Cx

Np : le nombre de façons de choisir x individus parmi ceux qui possèdent la propriété
sous intérêt ;

— Cn−x
N(1−p) : le nombre de façons de choisir les n − x individus ne possédant pas la

propriété.
Le rapport

n

N
est appelé taux de sondage.

On peut interpréter la variable aléatoire X comme la somme de n variables indicatrices :

X = X1 +X2 + · · ·+Xn,

où chaque Xi est une variable de Bernoulli prenant la valeur 1 si le ie individu tiré possède
la propriété, et 0 sinon. Ces variables ne sont pas indépendantes (en raison du tirage sans
remise), mais nous allons montrer qu’elles ont toutes la même espérance.

Considérons d’abord la première variable :

E[X1] = P (X1 = 1) =
Np

N
= p.

Étudions maintenant E[X2]. Par la formule des probabilités totales :

P (X2 = 1) = P (X2 = 1 | X1 = 1) · P (X1 = 1) + P (X2 = 1 | X1 = 0) · P (X1 = 0).

On a :

P (X2 = 1 | X1 = 1) =
Np− 1

N − 1
, et P (X2 = 1 | X1 = 0) =

Np

N − 1
.

Ainsi :

P (X2 = 1) =

(
Np− 1

N − 1

)
· p+

(
Np

N − 1

)
· (1− p)

=
(Np− 1)p+Np(1− p)

N − 1

=
Np(p− 1 + 1)

N − 1
=

Np

N − 1
·
(
p− 1

Np
+ 1− p

)
= p.

Ce calcul montre que :
E[X2] = p,

ce qui est aussi vrai pour toutes les autres variables Xi. Ainsi, bien que les Xi soient dépen-
dantes, elles ont toutes la même espérance p.

13



Chapitre 1 : Notions de base et Rappels

Espérance et variance

L’espérance de X est donnée par :

E[X] = np,

identique à celle d’une loi binomiale.
En revanche, la variance est différente en raison de la dépendance entre les tirages :

Var(X) =
n∑

i=1

Var(Xi) + 2
∑

1≤i<j≤n

Cov(Xi, Xj).

Chaque Xi suit une loi de Bernoulli de paramètre p, donc :

Var(Xi) = p(1− p), et donc
∑

Var(Xi) = np(1− p).

La covariance entre deux variables Xi et Xj (i ̸= j) est :

Cov(Xi, Xj) = E[XiXj]− E[Xi]E[Xj] =
Np− 1

N − 1
p− p2 = −p(1− p)

N − 1
.

Il existe n(n−1)
2

couples (i, j), donc le second terme devient :

2
∑

1≤i<j≤n

Cov(Xi, Xj) = 2
n(n− 1)

2

(
−p(1− p)

N − 1

)
= −n(n− 1)

N − 1
p(1− p).

Finalement, la variance est :

Var(X) = np(1− p)

(
1− n− 1

N − 1

)
= np(1− p) · N − n

N − 1
.

Ce facteur de correction N−n
N−1

(appelé « facteur de correction pour population finie »)
traduit l’effet de la dépendance entre les tirages, qui réduit la dispersion par rapport au cas
du tirage avec remise.

1.7 Théorème Central-Limite (TCL)
Cas univarié La théorème central-limite établit la convergence vers la loi de Gauss sous
des hypothèses peu contraignantes.

Théorème 1.7.1 Soit (Xn)n une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi
d’espérance µ et d’écart-type σ. Alors :

1√
n
(X1+X2+...+Xn−nµ

σ
)

d−→ N (0, 1).
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Cas multivarié De même que pour des lois à une dimension on peut établir le résul-
tat suivant : Soit X1, X2, ..., Xn une suite de vecteurs aléatoires indépendants de même loi,
d’espérance µ et de matrice de variance-covariance Σ, alors :

Théorème 1.7.2 On a :

1√
n

∑n
i=1(Xi − µ)

d−→ N (0,Σ).

La méthode delta Dans le cadre de l’inférence asymptotique, il est souvent nécessaire
de connaître la distribution d’une fonction d’un estimateur, et non seulement celle de l’es-
timateur lui-même. La méthode delta constitue une approche classique pour obtenir cette
distribution de manière approximative, à partir d’un développement de Taylor au premier
ordre.

Définition 1.7.1

Cas univarié
Soit θ̂n un estimateur de θ tel que :

√
n(θ̂n − θ)

d−→ N (0, σ2),

et soit g : R → R une fonction dérivable en θ. Alors, la méthode delta affirme que :

√
n(g(θ̂n)− g(θ))

d−→ N (0, [g′(θ)]2 · σ2).

Autrement dit, l’estimateur g(θ̂n) est lui aussi asymptotiquement normal, et sa variance peut
être approximée par :

Var(g(θ̂n)) ≈
1

n
· [g′(θ)]2 · σ2.

Cas multivarié
Dans un cadre multivarié, la méthode delta peut être généralisée comme suit.
Soit θ̂n ∈ RK un vecteur d’estimateurs asymptotiquement normaux :

√
n(θ̂n − θ)

d−→ NK(0,Σ),

et soit g : RK → R une fonction différentiable. Alors :

√
n(g(θ̂n)− g(θ))

d−→ N (0,∇g(θ)′Σ∇g(θ)) ,

où ∇g(θ) désigne le gradient de g évalué en θ.
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1.8 Loi Gamma
Une variable aléatoire positive X suit une loi Gamma Γ(t, λ) de paramètres positifs t et

λ, si sa densité de probabilité est définie par :

f(x) =

{
λe−λx(λx)t−1

Γ(t)
si x ≥ 0.

0 sinon

Γ étant la fonction eulérienne telle que : Γ(k) =
∫∞
0

xk−1e−tdt.

1.9 Loi du chi-deux
Soit Z1, Z2, ..., Zn des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de

loi normale centrée et réduite : Zi → N(0, 1),∀i.
Alors, la variable aléatoire X =

∑n
1 Z

2
i suit la loi du chi-deux, χ2, à n degrés de liberté,

sa fonction de densité est :

fn(x) =

{
1

2
n
2 Γ(n

2
)
x(n

2
−1)e(

−x
2

) si x > 0.

0 sinon

Espérance et variance

l’espérance et la variance de la variableX ∼ χ2 sont données par les formules suivantes :

E(X) = n et V ar(X) = 2n.

1.10 Test du chi-deux
Les tests du Chi-deux (χ2) sont des tests statistiques non paramétriques utilisés pour

analyser des données catégorielles. Il en existe deux variantes principales : le test d’adéquation
(ou d’ajustement) et le test d’indépendance.

1.10.1 Test d’adéquation

Ce test permet de vérifier si la répartition observée d’une variable catégorielle est conforme
à une loi théorique donnée.

Hypothèses :
— H0 : les observations suivent la loi multinomiale avec probabilités p1, . . . , pk.
— H1 : la distribution observée ne suit pas la loi multinomiale (inadéquation).
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Statistique de test :

χ2 =
k∑

i=1

(Ni − npi)
2

npi
∼ χ2

k−1

Degrés de liberté :
ddl = K − 1

1.10.2 Test d’indépendance

Ce test permet de vérifier l’indépendance statistique entre deux variables qualitatives à
partir d’un tableau de contingence.

Hypothèses :
— H0 : les deux variables sont indépendantes.
— H1 : les deux variables sont dépendantes.

Statistique de test :

χ2 =
r∑

i=1

c∑
j=1

(Oij − Eij)
2

Eij

où :
Eij =

Oi· ·O·j

n

— Oij : fréquence observée dans la cellule (i, j)
— Oi· : total de la ligne i
— O·j : total de la colonne j
— n : taille totale de l’échantillon

Degrés de liberté :
ddl = (I − 1)(J − 1)

avec I le nombre de lignes et J le nombre de colonnes du tableau de contingence.

1.11 Formes quadratiques
Sous certaines conditions, des formes quadratiques définies sur des vecteurs gaussiens

suivent des lois du χ2. Ces résultats sont fondamentaux en statistique dans les problèmes de
décomposition de variance.

Théorème 1.11.1 Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale en dimension p,
de vecteur d’espérance µ et de matrice des variances-covariances Σ supposée régulière. Alors,
la statistique :

D2 = (X − µ)′Σ−1(X − µ),
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suit une loi du χ2 à p degrés de liberté

Il suffit de se rappeler que si Y1, Y2, . . . , Yp sont des variables aléatoires indépendantes
suivant une loi normale centrée réduite, c’est-à-dire :

Yi ∼ N (0, 1), indépendantes pour i = 1, . . . , p,

alors :

D2 =

p∑
i=1

Y 2
i ∼ χ2

p.

Considérons maintenant un vecteur Y gaussien centré-réduit, de composantes indépen-
dantes, et intéressons-nous à la forme quadratique générale :

Q = Y ′AY =

p∑
i=1

p∑
j=1

aijYiYj,

où A est une matrice symétrique réelle de taille p× p.
Nous allons établir la forme de la fonction caractéristique de Q, ce qui permettra ensuite

de déduire dans quels cas cette forme quadratique Q suit une loi du χ2.

Théorème 1.11.2 Soit Y un vecteur aléatoire gaussien centré-réduit de dimension p (i.e.
Y ∼ Np(0, Ip)) et soit A une matrice symétrique réelle de taille p× p. On considère la forme
quadratique :

Q = Y ⊤AY.

Alors, la fonction caractéristique de Q est donnée par :

φQ(t) = E[eitQ] = (det(I − 2itA))−1/2 .

Démonstration.
Commençons par écrire :

φQ(t) = E [exp(itQ)] = E
[
exp(itY ⊤AY )

]
.

Comme A est symétrique réelle, elle est diagonalisable. Il existe donc une matrice ortho-
gonale P telle que :

A = P⊤ΛP,

où Λ = diag(λ1, . . . , λp) est la matrice diagonale des valeurs propres de A.
Posons alors :

Z = PY.

Comme P est orthogonale (i.e. P⊤P = I), le vecteur Z reste un vecteur gaussien centré-réduit
de composantes indépendantes : Z ∼ Np(0, Ip).
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Ainsi, on a :

Y ⊤AY = Y ⊤P⊤ΛPY = Z⊤ΛZ =

p∑
j=1

λjZ
2
j .

Donc :

φQ(t) = E

[
exp

(
it

p∑
j=1

λjZ
2
j

)]
=

p∏
j=1

E
[
exp(itλjZ

2
j )
]
.

Or, si Zj ∼ N (0, 1), alors :

E
[
exp(itλjZ

2
j )
]
=

1√
1− 2itλj

,

pour tous les t tels que ℜ(1− 2itλj) > 0.
Ainsi :

φQ(t) =

p∏
j=1

1√
1− 2itλj

=

(
p∏

j=1

(1− 2itλj)

)−1/2

= (det(I − 2itA))−1/2 .

Théorème 1.11.3 Soit Y un vecteur aléatoire suivant une loi normale centrée réduite, et A
une matrice symétrique réelle. Alors :

Q = Y ⊤AY ∼ χ2
k si et seulement si A est un projecteur orthogonal,

c’est-à-dire si :
A2 = A et A = A⊤.

Dans ce cas, le rang de A est égal au nombre de degrés de liberté de la loi du χ2, soit :

rang(A) = k.

Justification. Si A est un projecteur orthogonal, alors ses valeurs propres sont égales à
0 ou 1. La fonction caractéristique de Q devient :

φQ(t) = (det(I − 2itA))−1/2 ,

ce qui correspond à celle d’une loi du χ2
k. La réciproque est immédiate par identification de

la fonction caractéristique.

Théorème 1.11.4 Théorème de CRAIG
Soient Q1 = Y ⊤A1Y et Q2 = Y ⊤A2Y deux formes quadratiques définies sur le même

vecteur Y ∼ Np(0, Ip), avec A1 et A2 deux matrices symétriques. Alors :

Q1 et Q2 sont indépendantes ⇔ A1A2 = 0.
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Démonstration. La fonction caractéristique conjointe de (Q1, Q2) est donnée par :

φQ1+Q2(t1, t2) = E [exp (it1Q1 + it2Q2)] = (det(I − 2it1A1 − 2it2A2))
−1/2 .

Comparons avec le produit des fonctions caractéristiques individuelles :

φQ1(t1) · φQ2(t2) = (det(I − 2it1A1))
−1/2 · (det(I − 2it2A2))

−1/2 .

On a égalité des deux expressions pour tout t1, t2 si et seulement si :

det(I − 2it1A1 − 2it2A2) = det(I − 2it1A1) · det(I − 2it2A2),

ce qui est vrai si et seulement si A1A2 = 0, c’est-à-dire que les deux matrices sont orthogonales
pour le produit matriciel.

Nous pouvons enfin énoncer le résultat le plus important concernant les fonnes
quadratiques qui généralise la propriété d’additivité du X2

Théorème 1.11.5 Théorème de Cochran Soient Q1, Q2, . . . , Qk des formes quadratiques
définies pour un vecteur aléatoire Y ∼ Np(0, Ip), telles que :

k∑
j=1

Qj = Y ⊤Y,

c’est-à-dire que ces formes réalisent une décomposition du carré de la norme de Y .
Alors, les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1.
∑k

j=1 rang(Qj) = p ;

2. chaque Qj suit une loi du χ2 avec un certain nombre de degrés de liberté ;
3. les variables Qj sont indépendantes.

Ce théorème a pour équivalent en algèbre linéaire le résultat suivant :
Soient A1, A2, . . . , Ak des matrices symétriques d’ordre p, telles que :

k∑
j=1

Aj = Ip.

Alors, les trois conditions suivantes sont équivalentes :
1.
∑k

j=1 rang(Aj) = p ;

2. A2
j = Aj (i.e., chaque Aj est un projecteur orthogonal) ;

3. AiAj = 0 pour i ̸= j (i.e., les projecteurs sont orthogonaux entre eux).
Géométriquement ce théorème est une extension du théorème de Pythagore et de sa réci-
proque à la décomposition d’un vecteur et donc du carré de sa norme, sur des sous-espaces
deux à deux orthogonaux. L’orthogonalité est ici synonyme d’indépendance pour des vecteurs
gaussiens.
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1.12 Analyse de la Variance (ANOVA)
L’analyse de la variance (ANOVA) est une méthode statistique utilisée pour comparer

les moyennes de plusieurs groupes indépendants afin de déterminer si au moins une moyenne
diffère significativement des autres. Elle est particulièrement utile dans les expériences où
l’on étudie l’effet d’un facteur qualitatif sur une variable quantitative.

Modèle statistique

Soit un facteur qualitatif A ayant k modalités (groupes), et une variable aléatoire Y
mesurée dans chaque groupe. On note :

— Yij : la j-ème observation dans le groupe i ;
— ni : le nombre d’observations dans le groupe i, avec i = 1, . . . , k ;
— n =

∑k
i=1 ni : le nombre total d’observations.

Le modèle d’ANOVA à un facteur s’écrit :

Yij = µ+ αi + εij,

où :
— µ est la moyenne générale ;
— αi est l’effet du i-ème groupe (déviation de la moyenne générale) ;
— εij ∼ N (0, σ2) sont des erreurs indépendantes et identiquement distribuées.

Hypothèses

Les hypothèses posées sont :
— H0 : α1 = α2 = · · · = αk = 0, c’est-à-dire µ1 = µ2 = · · · = µk ;
— H1 : il existe au moins un i ̸= j tel que µi ̸= µj.
Les conditions techniques d’application sont :
1. Les observations sont indépendantes ;
2. Les variables Yij suivent une loi normale ;
3. Les variances sont égales dans les groupes (homoscédasticité).

Décomposition de la variance

La somme des carrés totale (SCT) peut être décomposée en deux composantes :

k∑
i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳ )2︸ ︷︷ ︸
SCT

=
k∑

i=1

ni(Ȳi − Ȳ )2︸ ︷︷ ︸
SCE

+
k∑

i=1

ni∑
j=1

(Yij − Ȳi)
2

︸ ︷︷ ︸
SCI

,

où :
— Ȳi est la moyenne du groupe i ;
— Ȳ est la moyenne générale.

21



Chapitre 1 : Notions de base et Rappels

Statistique du test

La statistique-test est la statistique de Fisher (suit la loi de Fisher sous H0) :

F =
MSCentre

MSCintra
=

SCE/(k − 1)

SCI/(N − k)
,

où :
— MSCentre est la moyenne des carrés entre groupes ;
— MSCintra est la moyenne des carrés intra-groupes.
Sous l’hypothèse nulle H0, la statistique suit une loi de Fisher :

F ∼ F(k − 1, N − k).

Décision

On compare la valeur de F obtenue à la valeur critique Fα(k − 1, N − k) pour un niveau
de signification α donné (souvent α = 0,05). On rejette H0 si :

Fcalculée > Fcritique,

ou si la p-valeur associée est inférieure à α.

Interprétation

Si l’hypothèse nulle est rejetée, cela signifie qu’au moins une des moyennes des groupes est
significativement différente des autres. Pour identifier précisément les groupes qui diffèrent,
on peut effectuer des tests post-hoc tels que le test de Tukey.

1.13 Statistique de Wald
La statistiques de Wald est un outil d’inférence statistique utilisé pour tester des hypo-

thèses concernant les paramètres d’un modèle statistique, notamment dans les modèles de
régression. Elle permet de déterminer si un paramètre estimé est significativement différent
d’une valeur hypothétique, souvent zéro. Cette statistique est particulièrement utile dans le
contexte de l’estimation par maximum de vraisemblance et est fréquemment utilisée dans la
régression logistique et d’autres modèles.

Le test de Wald permet de tester la véracité d’une hypothèse sur la vraie valeur d’un
ou plusieurs paramètres d’un modèle, en se basant sur leurs estimateurs et leur variance
asymptotique. Soit θ̂ un estimateur du paramètre θ, obtenu par exemple via la méthode
du maximum de vraisemblance. Le test repose sur la comparaison entre θ̂ et une valeur
hypothétique θ0, sous l’hypothèse nulle H0 : θ = θ0.
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Test sur un seul paramètre

Lorsque l’hypothèse nulle ne porte que sur un seul paramètre, la statistique de test de
Wald s’écrit :

W =
(θ̂ − θ0)

2

Var(θ̂)
.

Sous l’hypothèse nulle H0, cette statistique suit asymptotiquement une loi du χ2 à un degré
de liberté. Plus la valeur de W est grande, plus on a de raisons de rejeter H0.

Test sur plusieurs paramètres

Le test de Wald peut être utilisé pour :
— tester une seule hypothèse portant sur plusieurs paramètres,
— ou tester simultanément plusieurs hypothèses sur un ou plusieurs paramètres.
Soit θ̂n un estimateur d’un vecteur de paramètres θ de dimension p× 1, obtenu à partir

d’un échantillon de taille n. On suppose que cet estimateur suit asymptotiquement une loi
Normale :

√
n(θ̂n − θ)

⌈−→ N (0, V ),

où V est la matrice des variances covariances asymptotique de θ̂n.
On souhaite tester l’hypothèse nulle suivante :

H0 : Rθ = r contre H1 : Rθ ̸= r,

où :
— R est une matrice de dimension q × p (avec q le nombre de restrictions),
— r est un vecteur de dimension q × 1.
La statistique de Wald s’écrit alors :

W = (Rθ̂n − r)′

[
R

(
V̂n

n

)
R′

]−1

(Rθ̂n − r),

où V̂n est un estimateur convergent de la matrice V . Sous H0, la statistique W converge
en loi vers une distribution χ2 à q degrés de liberté :

W
⌈−→ χ2

q

Démonstration

Supposons que :
√
n(θ̂n − θ)

⌈−→ N (0, V ).

Alors, par le théorème de Slutsky, on a :
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√
n(Rθ̂n − r) = R

√
n(θ̂n − θ)

⌈−→ N (0, RV R′).

Remarque 1.13.1 Le théorème de Slutsky : Soient deux suites de variables aléatoires (Xn)
et (Yn) définies sur un espace de probabilité commun. Si :

Xn
d−→ X et Yn

p−→ c,

où X est une variable aléatoire et c est une constante réelle, alors :

1. Xn + Yn
d−→ X + c,

2. XnYn
d−→ cX,

3. Si c ̸= 0, alors
Xn

Yn

d−→ X

c
.

On sait qu’une forme quadratique d’une variable gaussienne suit une loi du χ2. Donc :[√
n(Rθ̂n − r)

]′
(RV R′)−1

[√
n(Rθ̂n − r)

]
D−→ χ2

Q.

En simplifiant, on retrouve la statistique de Wald :

W = (Rθ̂n − r)′
[
R

(
V

n

)
R′
]−1

(Rθ̂n − r)
D−→ χ2

q.

1.14 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons rappelé les notions fondamentales relatives aux données

catégorielles et au modèle multinomial, qui constitue une base incontournable pour modéliser
la distribution d’effectifs parmi plusieurs catégories. Après avoir défini formellement cette loi,
nous avons étudié ses propriétés statistiques essentielles, telles que l’espérance, la variance et
la covariance, ainsi que les méthodes usuelles d’estimation des paramètres.

Nous avons également introduit les différentes formes de représentation des données caté-
gorielles, ainsi que quelques outils classiques d’analyse. Ces éléments théoriques forment un
socle nécessaire pour appréhender les modèles plus complexes développés dans la suite de ce
mémoire.

Le chapitre suivant s’inscrit dans cette continuité en introduisant le modèle Dirichlet-
Multinomial généralisé, qui permet de prendre en compte la variabilité supplémentaire sou-
vent observée dans les données réelles, en modélisant la dépendance entre observations de
manière plus souple que le modèle multinomial classique.
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Chapitre 2 : Le modèle Dirichlet-Multinomial Généralisé

2.1 Introduction
L’analyse de données catégorielles en présence d’une dépendance intra-groupe ou d’une

surdispersion nécessite le recours à des modèles statistiques plus flexibles que le modèle mul-
tinomial classique. Ce chapitre est consacré à l’étude du modèle Dirichlet-Multinomial géné-
ralisé, un cadre probabiliste permettant de mieux modéliser la variabilité observée dans des
contextes où les hypothèses d’indépendance et d’homogénéité ne sont pas toujours satisfaites.

Nous commencons par rappeler les fondements du modèle multinomial généralisé, en abor-
dant l’espérance, la variance, et les méthodes classiques d’estimation des paramètres. Ensuite,
nous introduisons le modèle Dirichlet-Multinomial, qui constitue une première généralisation
utile dans les cas de surdispersion. Nous présentons ses propriétés mathématiques, notam-
ment les expressions de l’espérance et de la matrice de variance-covariance.

Enfin, nous étudierons en détail le modèle Dirichlet-Multinomial Généralisé, qui permet
d’intégrer une structure de corrélation intra-groupe explicite. Nous développerons les expres-
sions théoriques de l’espérance et de la variance de ce modèle, les méthodes d’estimation des
paramètres (en particulier la corrélation intra-groupe ρ et le facteur de variation supplémen-
taire C), ainsi que les tests statistiques permettant de vérifier les hypothèses structurelles
du modèle. Ces outils sont essentiels pour valider l’adéquation du modèle aux données et
garantir la fiabilité des inférences statistiques.

2.2 Modèle Multinomial Généralisé
Considérons un système composé de S unités observées simultanément à n instants dis-

tincts. À chaque instant t, chaque unité s est classée dans l’un des I états possibles, ces états
étant mutuellement exclusifs.

On note par Xist la variable aléatoire qui prend la valeur 1 si, au temps t, la s-ième unité
est observée dans l’état i, et 0 sinon. La probabilité que Xist = 1 est supposée constante,
égale à πi, indépendamment de l’unité s et du temps t.

Par ailleurs, les observations effectuées à des instants différents sont supposées indépen-
dantes. Pour chaque unité s, on définit le vecteur

Xst = (X1st, X2st, . . . , XIst)
′,

représentant la répartition dans les différentes catégories à l’instant t.
Ce vecteur suit une loi multinomiale de paramètre π = (π1, π2, . . . , πI)

′ et de taille 1, Xst ∼
M(1,π) (c’est-à-dire qu’à chaque instant, une seule catégorie est observée par unité).

En cumulant les observations sur les n instants, le total des observations dans la catégorie
i pour l’unité s, défini par Xis =

∑n
t=1Xist, suit une loi binomiale de paramètres n et πi, car

il s’agit de la somme de n essais de Bernoulli indépendants.
Tallis (1962) a proposé une généralisation du modèle multinomial classique, appelée mo-

dèle multinomial généralisé, qui prend en compte la dépendance entre les unités statistiques.
Cette dépendance est modélisée à l’aide d’un paramètre de corrélation commun ρ, introduit
pour relier les différentes unités entre elles.
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Pour formaliser ces dépendances, Tallis a spécifié la fonction génératrice des moments
conjointe des variables Xis, c’est-à-dire des totaux par catégorie et par unité, ce qui permet
de caractériser leur comportement conjoint sous l’effet de la corrélation ρ.

La Fonction Génératrice des Moments

Soit le vecteur aléatoire X i = (Xi1, Xi2, . . . , XiS)
′ représentant des variables catégorielles

prenant des valeurs dans l’ensemble {0, 1, . . . , n}. On suppose que X i suit un modèle de
mélange à deux composantes :

— avec probabilité ρ ∈ [0, 1], toutes les composantes de X i dépendantes (sont égales à
une même valeur k) choisie selon une loi discrète de probabilités (pi0, . . . , pin) ;

— avec probabilité 1− ρ, les variables Xi1, . . . , XiS sont indépendantes et identiquement
distribuées selon la même loi discrète (pi0, . . . , pin).

La fonction génératrice des moments (FGM) de X i est définie par :

Gi(u) = E
[
eu

′Xi

]
= E

[
exp

(
S∑

s=1

usXis

)]
,

où u = (u1, . . . , uS)
′.

Première composante : dépendance totale Si X i = (k, . . . , k), alors :

S∑
s=1

usXis = k
S∑

s=1

us, et donc e
∑J

s=1 usXis =

(
S∏

s=1

eus

)k

.

La contribution de cette composante à la FGM est :

ρ
n∑

k=0

pik

(
S∏

s=1

eus

)k

.

Deuxième composante : indépendance des catégories Sous cette hypothèse, les Xis

sont indépendantes avec :

P (Xis = k) = pik, pour s = 1, . . . , S.

On a donc :

E
[
e
∑S

s=1 usXis

]
=

S∏
s=1

E[eusXis ] =
S∏

s=1

(
n∑

k=0

pike
kus

)
.

On note cette expression :

p(eus) =
n∑

k=0

pike
kus ,
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et donc la contribution est :

(1− ρ)
S∏

s=1

p(eus).

En combinant les deux cas, on obtient l’expression finale de la fonction génératrice des
moments :

Gi(u) = ρ

n∑
k=0

pik

(
S∏

s=1

eus

)k

+ (1− ρ)
S∏

s=1

p(eus), (2.2.1)

avec :

p(eus) =
n∑

k=0

pike
kus .

2.2.1 Espérance et Variance dans le Modèle Multinomial Généralisé

Soit Xs ∈ {0, 1}K le vecteur indicateur de la catégorie observée pour la s-ième variable,
avec s = 1, . . . , S. On note X =

∑S
s=1 Xs le vecteur global des totaux par catégorie. On

suppose que chaque Xs ∼ M(1, π) de parmètre π = (π1, . . . , πK)
′, avec une corrélation

intra-variables modélisée par un paramètre ρ ∈]0, 1[.

Espérance Soit Xs ∈ {0, 1}K le vecteur indicateur de la catégorie observée pour la s-ième
variable, avec s = 1, . . . , S. Autrement dit, Xs = (Xs1, . . . , XsK)

′ est un vecteur aléatoire tel
que :

Xsk =

{
1 si l’observation s appartient à la catégorie k,
0 sinon,

avec
K∑
k=1

Xsk = 1.

Ce vecteur encode une unique observation parmi K catégories possibles, selon une loi
multinomiale de taille 1, notée M(1,π), où π = (π1, . . . , πK)

′ est un vecteur de probabilités
tel que πk ≥ 0 pour tout k et

∑K
k=1 πk = 1. On suppose en outre que les variables présentent

une dépendance intra-groupe modélisée par un paramètre de corrélation ρ ∈]0, 1[.
Le vecteur total des observations est défini par la somme des vecteurs indicateurs indivi-

duels :

X =
S∑

s=1

Xs.

Espérance. Par linéarité de l’espérance, on a :

E(X) =
S∑

s=1

E(Xs).
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Calculons d’abord l’espérance de Xs. Pour toute composante k = 1, . . . , K, la variable
Xsk est une variable indicatrice, donc :

E(Xsk) = 1 · P (Xsk = 1) + 0 · P (Xsk = 0) = P (Xsk = 1) = πk.

Par conséquent, l’espérance du vecteur Xs s’écrit :

E(Xs) = (π1, . . . , πK)
′ = π.

En remplaçant dans la somme, on obtient l’espérance du vecteur global :

E(X) =
S∑

s=1

π = Sπ.

Cas multinomial généralisé : si chaque vecteur Xs représente une somme de n obser-
vations indépendantes suivant la même loi multinomile Xj ∼ M(n,π), alors :

E(Xs) = nπ, et ainsi : E(X) =
S∑

s=1

nπ = nSπ.

Variance On considère le vecteur total X =
∑S

s=1 Xs, où chaque Xs ∈ {0, 1}K est un vec-
teur indicateur décrivant l’appartenance de l’observation s à l’une des K catégories. Chaque
vecteur suit une loi multinomiale de taille 1 avec paramètre π = (π1, . . . , πK)

⊤, tel que∑K
k=1 πk = 1 et πk ≥ 0.
Nous souhaitons calculer la matrice des variances-covariances de X, notée Cov(X).

Formule de la variance d’une somme vectorielle

On applique la formule générale de la variance d’une somme de vecteurs aléatoires :

Var(X) = Var

(
S∑

s=1

Xs

)
=

S∑
s=1

Var(Xs) +
S∑

s,k=1
s ̸=k

Cov(Xs,Xk).

Cette formule se décompose en deux termes :
— La somme des variances individuelles,
— La somme des covariances croisées entre vecteurs différents.

Variance d’un vecteur indicateur Xs

Le vecteur Xs est un vecteur indicateur de dimension K, où une seule composante vaut
1 et les autres 0. La probabilité que la composante k prenne la valeur 1 est πk. Ainsi, la
variable aléatoire Xsk suit une loi de Bernoulli de paramètre πk, et on a :

E(Xsk) = πk, Var(Xsk) = πk(1− πk).
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De plus, pour deux composantes distinctes k ̸= l, on a :

Cov(Xsk, Xsl) = E(XskXsl)− πkπl.

Or, comme une seule catégorie est observée à chaque tirage, on a nécessairement XskXsl =
0, donc :

E(XskXsl) = 0 ⇒ Cov(Xsk, Xsl) = −πkπl.

Ainsi, la matrice des variances-covariances du vecteur Xs est :

Var(Xs) = Mπ = diag(π)− ππ⊤.

Matriciellement, cela donne :

[Mπ]kl =

{
πk(1− πk) si k = l

−πkπl si k ̸= l

C’est une matrice symétrique, semi-définie positive, de rang K − 1, car la somme des
composantes de chaque Xj vaut 1.

Covariances croisées( entre vecteurs Xs et Xk, s ̸= k)

Dans le cas classique (multinomial simple), les vecteurs Xs sont supposés indépendants,
donc les covariances croisées sont nulles.

Cependant, dans le modèle multinomial généralisé, on introduit une dépendance entre
les vecteurs Xs à l’aide du paramètre ρ ∈]0, 1[, qui modélise la corrélation intra-groupe. On
suppose que :

Cov(Xs,Xk) = ρMπ, pour s ̸= k.

Il y a S(S − 1) paires distinctes (s, k) avec s ̸= k, donc la somme des covariances croisées
donne :

S∑
s,k=1
s ̸=k

Cov(Xs,Xk) = ρS(S − 1)Mπ,

En combinant les deux parties, on obtient :

Var(X) = SMπ + ρS(S − 1)Mπ = S [1 + (S − 1)ρ]Mπ.

C’est-à-dire :

Var(X) = S [1 + (S − 1)ρ] (diag(π)− ππ′)
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Cette expression montre que la dépendance entre les observations, introduite par le pa-
ramètre ρ, amplifie la variance totale proportionnellement à 1 + (S − 1)ρ. Lorsque ρ = 0, on
retrouve le cas d’indépendance : Var(X) = SMπ. Alors :

E(X) = nSπ,Var(X) = S [1 + (S − 1)ρ] (diag(π)− ππ′)

Estimateur non biaisé Puisque E(X) = Snπ, un estimateur non biaisé de π est donné
par :

π̂ =
1

Sn
X.

2.2.2 Méthode d’estimation des paramètres

Tallis (1962) a proposé des estimateurs pour le paramètre de corrélation intra-groupe ρ,
mais il n’a pas abordé de méthode d’inférence concernant le vecteur de probabilité π. Nous
présentons ici une méthode asymptotique, permettant de construire des tests statistiques
pour des fonctions de π.

Considérons un plan d’expérience dans lequel les observations sont organisées en S groupes,
chacun contenant n individus. À chaque instant t, on observe un vecteur Xst = (X1st, X2st, . . . , XIst)

′

représentant les comptages dans I catégories pour l’individu t du groupe s. Chaque vecteur
suit une loi multinomiale de paramètre π, commun à tous les groupes. Les dépendances
intra-groupes sont modélisées par un coefficient de corrélation ρ ∈]0, 1[.

Pour effectuer l’inférence, on définit d’abord un vecteur de dimension IS, noté X t(S) =
1S ⊗ Xst, où (1S est un vecteur de’1’ de dimention S : 1S = (1, 1...., 1)′S , et ⊗ désigne le
produit matriciel direct).

Remarque 2.2.1 Le produit matriciel direct , aussi appelé le produit de kronecker, est une
opération entre deux matrices (ou vecteurs) qui produit une matrice de plus grandes dimen-
sions.

Soient deux matrices :
A ∈ Rm×n, B ∈ Rp×q

Le produit de Kronecker de A et B, noté A⊗ B, est une matrice de dimension (mp)× (nq)
obtenue en multipliant chaque élément aij de A par la matrice B :

A⊗B =


a11B a12B · · · a1nB
a21B a22B · · · a2nB

...
... . . . ...

am1B am2B · · · amnB

 =


a11b11 a11b12 a12b11 a12b12
a11b21 a11b22 a12b21 a12b22
a21b11 a21b12 a22b11 a22b12
a21b21 a21b22 a22b21 a22b22


Propriétés

1. Le produit matriciel direct n’est pas commutatif A⊗B ̸= B ⊗ A
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2. Le produit matriciel direct est associatif (A⊗B)⊗ C = A⊗ (B ⊗ C)

Le vecteur agrégé s’écrit alors :

X(S) =
n∑

t=1

X t(S).

Sous l’hypothèse que les vecteurs X t(S) sont indépendants et admettent des moments
finis, le théorème central limite( multivarié) s’applique, et on a :

√
n
(
X(S) − µ

) d−→ N (0,Σ),

avec µ = 1S ⊗ π et Σ = Mπ ⊗R.
La matrice Mπ est la matrice des variances-covariances de la loi multinomiale :

Mπ = diag(π)− ππ′,

et R est la matrice de corrélation intra-groupe de taille S × S, avec 1 sur la diagonale et ρ
ailleurs :

R = (1− ρ)IS + ρ1S1
′
S.

On obtient ensuite la statistique globale en sommant les composantes sur les groupes via
une transformation linéaire :

X = BX(S), avec B = 1′
S ⊗ II ,

où II est la matrice identité de taille I. Par stabilité de la loi normale multivariée sous
transformation linéaire, on a :

√
n (X − nSπ)

d−→ NI (0, S(1 + (S − 1)ρ)Mπ) . (2.2.2)

Cela permet de construire une statistique de Wald (§1.16) pour tester une hypothèse nulle
de la forme H0 : f(π) = 0, où f est une fonction vectorielle différentiable. La statistique
s’écrit :

χ2
W =

nS

1 + (S − 1)ρ
[f(π̂)]′ [SMπS

′]
−
[f(π̂)] , (2.2.3)

où π̂ = X/(nS) est l’estimateur empirique de π, et J est la matrice jacobienne de f évaluée
en π :

J =
∂f

∂π

∣∣∣∣
π

.
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Rappel : Une inverse généralisée d’un matrice A est toute matrice, notée A− telle que :
A−AA− = A−et AA−A = A

L’inverse généralisée [JMπJ
′]− est utilisée dans le cas où la matrice n’est pas inversible.

La statistique χ2
W converge asymptotiquement vers une loi du χ2 avec un nombre de degrés

de liberté égal au rang de la matrice JMπJ
′.

Cette approche permet donc de tester des contrastes, linéaires ou non, sur le vecteur de
probabilités π tout en tenant compte de la structure de dépendance introduite par ρ.

2.3 Modèle Dirichlet-Multinomial
Le modèle Dirichlet-Multinomial est une généralisation du modèle multinomial classique,

permettant de prendre en compte la variabilité des proportions à travers les unités et dans le
temps. Ce modèle est flexible pour des données de cette nature. Son intérêt est qu’il permet
de prendre en compte l’éventuelle surdispersion dans les données , ce qui n’est pas capté
par un modèle multinomial classique.

Le modèle Dirichlet-Multinomial est un modèle hiérarchique à deux niveaux, défini comme
suit :

• Au premier niveau, on tire un vecteur aléatoire avec des probabilités π qui suit le loi
de Dirichlet

π = (π1, . . . , πK) ∼ D(α) où α = (α1, . . . , αK), αk > 0.

Remarque 2.3.1 La loi de Dirichlet est une loi de probabilité définie sur le simplexe
∆ de dimension K :

∆K =

{
π = (π1, . . . , πK) ∈ RK

∣∣∣∣∣ πk ≥ 0,
K∑
k=1

πk = 1

}
.

On dit que π ∼ D(α1, . . . , αK) si sa densité de probabilité est donnée par :

f(π1, . . . , πK) =
1

B(α)

K∏
k=1

παk−1
k , pour π ∈ ∆K−1,

où α = (α1, . . . , αK) avec αk > 0, et

B(α) =

∏K
k=1 Γ(αk)

Γ
(∑K

k=1 αk

) ,
est la fonction bêta multivariée.

• Au second niveau, conditionnellement à π, on tire un vecteur X suivant une loi
multinomiale :

X = (X1, . . . , XK) | π ∼ M(n,π) avec
K∑
k=1

Xk = n.
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L’objectif est de déterminer la fonction de masse de la loi marginale de X, en "intégrant"
la loi conditionnelle par rapport à la densité de π.

Loi conditionnelle La loi conditionnelle de X sachant π est donnée par la loi multino-
miale :

P (X = x | π) = n!

x1! · · ·xK !

K∏
k=1

πxk
k où

K∑
k=1

xk = n.

On effectue n essais indépendants. Lors de chaque essai i, on observe une catégorie parmi
K, représentée par un vecteur indicateur X(i) = (X

(i)
1 , . . . , X

(i)
K ) tel que :

X
(i)
k =

{
1 si la catégorie k est observée au i-ième essai,
0 sinon,

avec
K∑
k=1

X
(i)
k = 1

Soit π = (π1, . . . , πK) le vecteur de probabilités des catégories. On suppose que chaque X(i)

suit une loi discrète sur les vecteurs sur la base canonique, avec :

P (X(i) = ek) = πk, pour k = 1, . . . , K.

On définit le vecteur total des comptages X = (X1, . . . , XK) comme la somme des vecteurs
indicateurs :

X =
n∑

i=1

X(i), on a Xk =
n∑

i=1

X
(i)
k .

Pour une séquence de résultats compatible avec x = (x1, . . . , xK), la probabilité est :

P (X1 = x1, X2 = x2, . . . , XK = xK) =
K∏
k=1

πxk
k ,

car il y a xk tirages où la catégorie k a été observée.
Le nombre de façons de répartir n essais en x1 catégories 1, x2 catégories 2, etc., est donné

par :
n!

x1! · · ·xK !
.

La probabilité totale d’obtenir un vecteur de comptage x est donc :

P (X = x | π) = n!

x1! · · ·xK !

K∏
k=1

πxk
k , avec

K∑
k=1

xk = n.

La loi marginale de X s’obtient par intégration de la loi conjointe :

P (X = x) =

∫
∆K

P (X = x | π) · f(π1, · · · , πk) dπ
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=

∫
∆K

P (X = x | π) = n!

x1! · · · xK !

K∏
k=1

πxk
k · 1

B(α)

K∏
k=1

παk−1
k dπ

où ∆K = (π1, ..., πk)/
∑K

k=1 πk = 1

=
n!

x1! · · ·xK !
· 1

B(α)

∫
∆K

K∏
k=1

πxk+αk−1
k dπ.

L’intégrale ci-dessus est reconnue comme la fonction bêta multivariée B(x + α). Ainsi,
on obtient :

P (X = x) =
n!

x1! · · · xK !
· B(x+α)

B(α)
.

En remplaçant les fonctions bêta multivariées par leurs expressions avec la fonction
gamma, on a :

B(x+α) =

∏K
k=1 Γ(xk + αk)

Γ(n+ α0)
, B(α) =

∏K
k=1 Γ(αk)

Γ(α0)
.

D’où la fonction de masse de la loi de Dirichlet Multinomiale :

P (X1 = x1, . . . , XK = xK) =
n!∏K

k=1 xk!
·
∏K

k=1 Γ(xk + αk)

Γ(n+ α0)
· Γ(α0)∏K

k=1 Γ(αk)
où α0 =

K∑
k=1

αk.

(2.3.1)

Remarque 2.3.2 La présence de la fonction gamma s’explique par la généralisation des fac-
torielles aux réels positifs. Elle intervient naturellement dans la définition des lois de Dirichlet
et Bêta multivarié, ainsi que dans les intégrales sur le simplexe (∆k).

2.3.1 Cas particulier : convergence vers la loi multinomiale.

Lemme :

Limα0→∞P (X1 = x1, . . . , XK = xK) =
n!∏K

k=1 xk!

K∏
k=1

(πk)
xk ,

qui est la distribution multinomiale.

Preuve En se rappelant (propriété de la fonction Gamma) que :

Γ(x+ k) = Γ(x)
k∏

l=1

(x+ l − 1),

pour x réel et k entier, on peut écrire le noyau h de (2.3.1) comme le rapport de R1 à R2

avec :
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R1 =
K∏
k=1

Γ(xk + αk)

Γ(αk)
et R2 =

Γ(x+ α0)

Γ(α0)
.

On aura, puisque
∑

xk = n :

R1 = (
K∏
k=1

xk∏
l=1

((l − 1)
1

α0

+
αk

α0

))(αn
0 ), R2 = (

xk∏
l=1

((l − 1)
1

α0

+ 1)(αn
0 );

Ce qui donne :

h =

∏K
k=1

∏xk

l=1((l − 1) 1
α0

+ αk

α0
)∏xk

l=1((l − 1) 1
α0

+ 1)

=
K∏
k=1

(

xk∏
l=1

((l − 1) 1
α0

+ αk

α0
)

((l − 1) 1
α0

+ 1)
).

Et alors :

Limα0→∞h =
K∏
k=1

xk∏
l=1

πk =
K∏
k=1

(πk)
xk ,

qui est le noyau de la distribution multinomiale.

2.3.2 Espérance et Variance

Considérons le vecteur aléatoire X = (X1, . . . , XK) suivant une loi Dirichlet Multinomiale
avec n essais et un paramètre de concentration α = (α1, . . . , αK). On note α0 =

∑K
k=1 αk la

somme des paramètres, et πk =
αk

α0
la probabilité "moyenne" associée à la k-ième catégorie.

Le modèle est hiérarchique et défini comme suit :
— θ ∼ D(α1, . . . , αK),
— X | θ ∼ M(n,θ).

1. Espérance On utilise la formule de l’espérance totale :

E[Xk] = Eθ [E[Xk | θ]] = Eθ[nθk] = n · E[θk] = n · αk

α0

= nπk.

Donc, le vecteur d’espérance est :

E[X] = nπ, où π =

(
α1

α0

, . . . ,
αK

α0

)′

.
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2. Variance On applique la formule de la variance totale :

Var(Xk) = E[Var(Xk | θ)] + Var(E[Xk | θ]).

Les deux termes sont :

Var(Xk | θ) = nθk(1− θk), ⇒ E[Var(Xk | θ)] = nπk(1− πk) ·
α0

α0 + 1
,

E[Xk | θ] = nθk.

Alors :
V ar(E[Xk | θ]) = Var(nθk) = n2 · Var(θk) = n2 · αk(α0 − αk)

α2
0(α0 + 1)

.

En combinant, on obtient :

Var(Xk) = nπk(1− πk) ·
α0 + n

α0 + 1
.

Lorsque α est petit, la variance devient plus grande, ce qui reflète une plus grande variabilité
entre les vecteurs de probabilités.

3. Covariance De même, pour i ̸= j, la covariance est donnée par :

Cov(Xi, Xj) = E[Cov(Xi, Xj | θ)] + Cov(E[Xi | θ], E[Xj | θ]).

On a :

Cov(Xi, Xj | θ) = −nθiθj ⇒ E[Cov(Xi, Xj | θ)] = −n · αiαj

α0(α0 + 1)
,

Cov(nθi, nθs) = −n2 · αiαs

α2
0(α0 + 1)

.

En combinant :

Cov(Xi, Xs) = −nπiπs ·
α0 + n

α0 + 1
.

La matrice des variances covariances

La matrice de variance-covariance de l’estimateur π̂ est donnée par :

Var(π̂) =
1

nS

(
1 +

nS − 1

α0 + 1

)
[diag(π)− ππ′] ,

Soit :
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Var(π̂) = 1
nS

(
1 + nS−1

α0+1

)
×[


π1 0 · · · 0
0 π2 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · pk

−


π2
1 π1π2 · · · π1πk

π2π1 π2
2 · · · π2πk

...
... . . . ...

πkπ1 πkπ2 · · · π2
k

 ].

Var(π̂) = 1
nS

(
1 + nS−1

α0+1

) 
π1(1− π1) −π1π2 · · · −π1πk

−π1π2 π2(1− π2) · · · −π2πk
...

... . . . ...
−π1πk −π2πk · · · πk(1− πk)


où

1. diag(π) est la matrice diagonale contenant les πi sur la diagonale .
2. ππ′ est le produit matriciel du vecteur π avec lui-même :(oú π = (π1, π2, ..., πk) et

π′ = (π1, π2, ..., πk)
′) .

3. Cette expression décrit comment les variances et les covariances des composantes du
vecteur π̂ expriment la structure de dépendance dans le modèle.

2.3.3 La relation entre les modèles MMG et DM

La relation entre DM et MMG peut être établie en comparant les expressions de leurs
matrices des variances covariances.

Dans le modèle DM, la variabilité entre observations est modélisée par l’introduction d’un
vecteur de probabilités aléatoire π ∼ D(α), ce qui induit une surdispersion. La variance d’un
vecteur de comptage X ∼ DM(n,α) s’écrit :

Var(Xk) = nπk(1− πk) ·
α0 + n

α0 + 1

Dans le modèle MMG, la dépendance entre observations est modélisée par un paramètre de
corrélation intra-groupe ρ ∈ [0, 1], supposé constant. La variance du vecteur X =

∑S
s=1Xs,

somme des S vecteurs indicateurs corrélés, est donnée par :

VarMMG(X) = S (1 + (S − 1)ρ)
[
diag(π)− ππ⊤] .

En identifiant les expressions des variances, on obtient :

1 + (n− 1)ρ =
α0 + n

α0 + 1

D’où la relation directe entre le paramètre de corrélation ρ du modèle MG et le paramètre
α0 du modèle DM :

ρ =
1

α0 + 1
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2.4 Modèle Dirichlet-Multinomial Généralisé
Un modèle Dirichlet-Multinomial Généralisé est développé, dans lequel les vecteurs obser-

vés de dénombrements peuvent être corrélés, comme dans le modèle multinomial généralisé.
Supposons que S unités soient sélectionnées au hasard dans une population, pour laquelle
les vecteurs de proportions sont distribués selon une loi de Dirichlet de paramètre α et
u = (u1, u2, ...., uT )

′

Comme dans le modèle multinomial généralisé, les vecteurs sont identiquement distribués
mais non indépendants. Les observations faites à l’instant t sur les S individus sont également
corrélées deux à deux, cette corrélation étant mesurée par le paramètre ρ.

2.4.1 La Distribution Dirichlet-Multinomiale généralisée

La loi Dirichlet-Multinomiale généralisée (GDM) est une distribution hiérarchique définie
comme suit :

— Le vecteur des proportions π = (π1, . . . , πK) suit une loi de Dirichlet généralisée :

π ∼ GD(α,u),

où α = (α1, . . . , αK) et u = (u1, . . . , uk) sont des paramètres strictement positifs.
On dit que π ∼ GD(α,u) si sa densité de probabilité est donnée par :

f(π1, . . . , πK) =
K∏
k=1

[
Γ(αk + uk)

Γ(αk)Γ(uk)

]
παk−1
k

(
1−

k−1∑
s=1

πs

)uk−1

— Conditionnellement à π, le vecteur de comptages X = (X1, . . . , XK) suit une loi
multinomiale :

X | π ∼ M(n,π).

La loi conditionnelle de X | π est :

P (X = x | π) = n!

x1! · · · xK !

K∏
k=1

πxk
k , avec

K∑
k=1

xk = n.

La loi marginale de X (distribution GDM) est obtenue par intégration :

P (X = x) =

∫
∆K

P (X = x | π)f(π) dπ,

P (X1 = x1, . . . , XK = xK) =
n!∏K

k=1 xk!

K∏
k=1

[
Γ(αk + uk)

Γ(αk)Γ(uk)
· Γ(xk + αk)Γ(nk − xk + uk)

Γ(nk + αk + uk)

]
,

où les quantités nk sont définies récursivement par :

n1 = n, et pour k ≥ 2 : nk = n−
k−1∑
s=1

xs.
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2.4.2 Espérance et variance

Soit :
— S : nombre d’unités (groupes et individus),
— n : nombre d’observations par unité,
— N = nS : nombre total d’observations,
— u = (u1, . . . , uI)

′ : vecteur des proportions moyennes (espérance de la loi de Dirichlet).
On suppose que chaque vecteur de comptage Xs suit (conditionnellement) une loi multi-

nomiale :
Xs | πs ∼ M(n,πs), avec πs ∼ D(α).

Espérance. L’espérance conditionnelle et l’espérance marginale de Xs sont données par :

E[Xs | πs] = nπs, E[Xs] = nE[πs] = nu.

En sommant sur les S groupes :

X =
S∑

s=1

Xs ⇒ E[X] =
S∑

s=1

E[Xs] = Snu = Nu.

Variance–Covariance de Xs. La variance totale de Xs est obtenue à partir de la formule
de la variance totale :

Var(Xs) = E[Var(Xs | πs)] + Var(E[Xs | πs]).

a) Variance conditionnelle :

Var(Xs | πs) = n [diag(πs)− πsπ
′
s] ,

⇒ E[Var(Xs | πs)] = n [E[diag(πs)]− E[πsπ
′
s]] .

b) Variance de l’espérance conditionnelle :

Var(E[Xs | πs]) = Var(nπs) = n2Var(πs).

Or, si πs ∼ D(α), alors :

Var(πs) =
1

1 + α0

[diag(u)− uu′] .

En combinant les deux composantes, la variance totale de Xs devient :

Var(Xs) =

(
n+

n2

1 + α0

)
[diag(u)− uu′] .

On définit alors :
R = n+

n2

1 + α0

=
n(1 + n+ α0)

1 + α0

,

et donc :
Var(Xs) = R · [diag(u)− uu′] .
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Variance du total X =
∑S

s=1Xs. Les vecteurs Xs étant corrélés entre eux via une
corrélation intra-groupe ρ ∈]0, 1[, la variance totale du vecteur X s’écrit :

Var(X) = N ·R · (1 + ρ(S − 1)) · [diag(u)− uu′] ,

où :
— N = nS : nombre total d’observations ;

— R =
n(1 + n+ α0)

1 + α0

: facteur d’inflation de la variance ;

— ρ : coefficient de corrélation intra-groupe ;
— u : vecteur des proportions moyennes .

2.4.3 L’estimation de la corrélation

L’estimation de la corrélation intra-temporelle constitue une étape essentielle dans l’ana-
lyse de données catégorielles observées à plusieurs instants dans le temps. En effet, les distribu-
tions observées à différents moments peuvent présenter une dépendance, appelée corrélation
intra-temporelle, qui influence la validité des inférences statistiques.

Pour mesurer cette corrélation commune ρ entre les S instants d’observation, on com-
mence par calculer la matrice empirique de corrélation R = (rss′), où chaque coefficient rss′
est la corrélation de Pearson entre les vecteurs de fréquences ou d’effectifs des catégories
observés aux instants s et s′. Pour deux instants distincts s et s′, rss′ est défini par :

rss′ =

∑I
i=1(Xsi − X̄s)(Xs′i − X̄s′)√∑I

i=1(Xsi − X̄s)2
√∑I

i=1(Xs′i − X̄s′)2
,

où Xs = (Xs1, . . . , XsI) et Xs′ = (Xs′1, . . . , Xs′I)
′ sont les vecteurs des effectifs ou fréquences

aux instants s et s′, et X̄s (resp. X̄s′) est la moyenne des composantes du vecteur Xs (resp.
Xs′). Ensuite, l’estimateur ρ̂ est obtenu en faisant la moyenne de toutes les corrélations hors
diagonale, c’est-à-dire la moyenne des corrélations entre toutes les paires distinctes d’instants.
Cette moyenne est calculée en sommant les corrélations rss′ pour tous les couples (s, s′) tels
que s < s′, puis en divisant par le nombre total de paires distinctes, qui est égal à S(S−1)

2
:

ρ̂ =
2

S(S − 1)

∑
1≤s<s′≤S

rss′ .

Cette moyenne représente la corrélation intra-temporelle moyenne et permet d’ajuster les
modèles statistiques en tenant compte de la dépendance existant entre les observations tem-
porelles. Ignorer cette corrélation peut conduire à une sous-estimation de la variance réelle et
à des erreurs dans les tests d’hypothèses. Ainsi, cette estimation est cruciale pour améliorer
la robustesse et la fiabilité des analyses portant sur des données temporellement corrélées.

Une fois l’estimateur ρ̂ de la corrélation intra-temporelle obtenu, il devient possible d’ajus-
ter les statistiques-test classiques en introduisant un facteur de correction noté Fc, permettant
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de compenser l’excès de variation induit par la dépendance entre les observations. Ce fac-
teur de variation supplémentaire Fc est crucial pour éviter la sous-estimation de la variance
et rendre les inférences valides. Plusieurs méthodes existent pour estimer Fc. Une approche
simple, largement utilisée et facilement implémentable dans les logiciels statistiques, consiste
à s’appuyer sur la statistique de Pearson issue du test d’indépendance dans un tableau de
contingence à double entrée de dimension I × S.

Dans ce cadre, une estimation pratique de Fc est donnée par :

F̂c =
T

(I − 1)(S − 1)
,

où T désigne la statistique de Pearson calculée à partir du tableau de contingence, c’est-à-
dire :

T =
I∑

i=1

S∑
s=1

(Xsi − Esi)
2

Esi

,

avec Xsi les effectifs observés et Esi les effectifs théoriques attendus sous l’hypothèse d’indé-
pendance, donnés par :

Esi =
(
∑

s′ Xs′i)(
∑

i′ Xsi′)

N
,

où N est le total général du tableau.
Cette approche, bien que simple, fournit une estimation consistante du facteur de correc-

tion Fc et permet ainsi de réajuster les variances estimées dans les tests asymptotiques. Il est
aussi possible d’estimer Fc à l’aide de modèles de régression ou des méthodes de type ANOVA
(§1.14), comme suggéré par Koehler et Wilson (1986), ou encore par les techniques proposées
par Brier (1980) pour quantifier l’effet de regroupement. Toutefois, dans le cadre de l’analyse
de données catégorielles à structure temporelle, l’usage de la statistique de Pearson comme
base pour le calcul de F̂c reste une méthode efficace, simple à mettre en œuvre, et suffisante
dans la plupart des cas pratiques.

2.4.4 Test des hypothèses du modèle

Dans l’application du modèle multinomial généralisé, deux hypothèses fondamentales sont
généralement posées :

(a) H0 : Les corrélations entre les unités Xs et Xs′ sont constantes pour tout s ̸= s′.
(b) H ′

0 : Les vecteurs aléatoires Xs sont identiquement distribués selon une loi multino-
miale.

Dans cette section, nous présentons des tests statistiques permettant de vérifier la validité
de ces hypothèses.
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Test de la constance des coefficients de corrélation

Soient I observations dans chaque population et S catégories. On note Xis la k-ème
composante du vecteur d’observations de la i-ème unité.

La corrélation empirique entre les catégories s et s′ est donnée par :

rss′ =

∑I
i=1(Xis − X̄s)(Xis′ − X̄s′)√∑I

i=1(Xis − X̄s)2 ·
√∑I

i=1(Xis′ − X̄s′)2
, (2.4.1)

où X̄s =
1
I

∑I
i=1Xis est la moyenne empirique dans la catégorie s.

Pour chaque catégorie s, on calcule la moyenne des corrélations avec les autres catégories :

rs =
1

S − 1

S∑
s′=1
s′ ̸=s

rss′ . (2.4.2)

Ensuite, on définit la corrélation moyenne globale entre catégories :

r̄ =
2

S(S − 1)

∑
s<s′

rss′ . (2.4.3)

Puis, on introduit la quantité suivante :

w = (S − 1) ·
[
1− (1− r̄)2

]
·
[
S − (S − 2)(1− r̄)2

]−1
. (2.4.4)

La statistique-test pour évaluer la constance des corrélations est donnée par :

χ2 = (S − 1)(1− r̄)−2

[∑
s<s′

(rss′ − r̄)2 − w
S∑

s=1

(rs − r̄)2

]
. (2.4.5)

Sous l’hypothèse nulle de constance des corrélations entre toutes les paires de catégories,
la statistique χ2 suit approximativement une loi du χ2 avec (S+1)(S−2)

2
degrés de liberté.

H0 : πs = π0, pour tout s = 1, . . . , S. (2.4.6)

où πs est le vecteur des probabilités de la loi multinomiale associée à la s-ème population,
et E[Xs] = nπs.

On définit :
— L’estimateur empirique de chaque vecteur πs :

π̂s =
1

n
Xs,

— L’estimateur global moyen :

π̂0 =
1

S

S∑
s=1

π̂s.
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La statistique du test d’ajustement est donnée par :

T = (Π̂(S) − π̂0)
′
[
ImS − 1

S
1S1

′
S ⊗ Im

]
(Π̂(S) − π̂0), (2.4.7)

où :
— Π̂(S) est le vecteur concaténé de tous les π̂s,
— ImS est la matrice identité de dimension mS,
— 1S est un vecteur de dimension J contenant des 1,
— ⊗ désigne le produit de Kronecker.
Sous l’hypothèse nulle, cette statistique suit asymptotiquement une loi du χ2 avec (m−

1)(S − 1) degrés de liberté, où m est le nombre de modalités de la variable catégorielle.

Interprétation

Ces deux tests permettent de valider les deux fondements du modèle multinomial géné-
ralisé :

1. La structure de corrélation constante entre les unités .
2. L’homogénéité des loi multinomiales entre les populations .

Le rejet de l’une de ces hypothèses remettrait en cause l’adéquation du modèle aux données.

2.5 Conclusion
Ce chapitre a permis d’introduire et d’approfondir les modèles statistiques utilisés pour

traiter les données catégorielles en présence de dépendance intra-groupe et de surdisper-
sion. Après avoir présenté le modèle multinomial généralisé, nous avons examiné en détail le
modèle Dirichlet-Multinomial et sa généralisation.

Le modèle Dirichlet Multinomial Généralisé constitue une avancée significative pour mo-
déliser des données issues de plans expérimentaux complexes ou de contextes où l’indépen-
dance des observations au sein des groupes ne peut être garantie. L’introduction de la struc-
ture de corrélation intra-groupe à travers le paramètre ρ et le facteur de correction supplé-
mentaire Fc permet de mieux capturer la variabilité réelle des données.

Nous avons donnée les expressions explicites de l’espérance et de la variance de ce modèle,
ainsi que les méthodes d’estimation des paramètres impliqués. Des tests statistiques ont
également été présentés afin de vérifier les hypothèses de validité du modèle, notamment
l’homogénéité des vecteurs de probabilité et la constance de la corrélation intra groupes.
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3.1 Introduction
L’analyse des données médicales catégorielles longitudinales, telles que le suivi des symp-

tômes chez des patients asthmatiques, pose des défis statistiques importants. En effet, ces
données sont souvent caractérisées par une dépendance temporelle entre les observations
répétées sur un même individu, ainsi que par une surdispersion par rapport au modèle mul-
tinomial classique.

Le modèle Dirichlet-Multinomial généralisé (DMG) constitue une extension pertinente du
modèle multinomial en intégrant une structure de corrélation intra-temporelle, ce qui permet
de mieux capturer la variabilité et la dépendance présente dans les données. Ce modèle offre
ainsi une meilleure flexibilité et une plus grande précision dans les estimations des paramètres,
ainsi que dans les tests d’hypothèses.

Ce chapitre est dédié à l’application du modèle DMG à un jeu de données médicales
-simulées, correspondant au suivi quotidien de cent (100) patients asthmatiques pendant 5
jours, avec observation des symptômes respiratoires principaux.
Nous décrivons d’abord les données, puis présentons les méthodes d’ajustement et d’estima-
tion des paramètres du modèle. Enfin, nous interprétons les résultats obtenus, en réalisant
des tests de validation des hypothèses du modèle et en discutant de leur pertinence dans ce
contexte médical.

3.2 Description des données
Les données utilisées dans cette étude proviennent d’un suivi longitudinal simulé por-

tant sur 100 patients asthmatiques observés quotidiennement pendant une période de 5 jours
consécutifs. Chaque patient est interrogé chaque jour afin de déterminer le symptôme respi-
ratoire principal ressenti.

Les modalités observées pour le symptôme sont au nombre de quatre :
— A : absence de gêne respiratoire,
— T : toux,
— E : essoufflement,
— S : sifflements respiratoires.
Ainsi, pour chaque patient et chaque jour, la variable enregistrée est qualitative (caté-

gorielle), prenant une des quatre modalités ci-dessus. Les données ont donc une structure
longitudinale, avec des observations répétées sur chaque individu.

La table de contingence des fréquences par symptôme et par jour est présentée dans le
tableau 1, illustrant la répartition des modalités observées au fil du temps.

Cette structure de données permet d’étudier l’évolution des symptômes dans le temps,
ainsi que la dépendance potentielle entre les observations quotidiennes, ce qui justifie l’utili-
sation d’un modèle statistique prenant en compte cette corrélation intra-temporelle.

Listing 1 – Simulation et graphique des symptômes
s e t . seed (42)
n <− 100 # nombre de pa t i e n t s
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Table 1 – Tableau de contingence des symptômes par jour
Symptôme Jour 1 Jour 2 Jour 3 Jour 4 Jour 5
A 26 24 27 23 25
T 38 36 34 39 35
E 23 26 24 25 27
S 13 14 15 13 13

S <− 5 # nombre de j ou r s
moda l i t e s <− c ("A" , "T" , "E" , "S")
probs <− c (0 . 2 5 , 0 . 35 , 0 . 25 , 0 . 15 )

data <− r e p l i c a t e (S , sample ( modal i tes , n , r ep l a c e = TRUE, prob = probs ) )
colnames ( data ) <− paste0 (" Jour_" , 1 : S )

table_sympt <− sapply ( 1 : S , f unc t i on ( j ) t ab l e ( f a c t o r ( data [ , j ] , l e v e l s = modal i t e s ) ) )
colnames ( table_sympt ) <− paste0 (" Jour_" , 1 : S )
rownames ( table_sympt ) <− modal i t e s

p r i n t ( table_sympt )

i f ( ! r e qu i r e ( ggp lot2 ) ) i n s t a l l . packages (" ggp lot2 ")
l i b r a r y ( ggp lot2 )
l i b r a r y ( reshape2 )

df <− as . data . frame ( table_sympt )
df$Symptome <− rownames ( df )
df_long <− melt ( df , id . vars = "Symptome" , v a r i ab l e . name = "Jour " , va lue . name = " E f f e c t i f s ")

ggp lo t ( df_long , aes ( x = Jour , y = E f f e c t i f s , group = Symptome , c o l o r = Symptome ) ) +
geom_line ( s i z e = 1 . 2 ) +
geom_point ( s i z e = 2) +
labs ( t i t l e = " volution des sympt mes r e s p i r a t o i r e s sur 5 j ou r s " ,

x = "Jour " ,
y = "Nombre de pa t i e n t s " ,
c o l o r = "Sympt me ") +

theme_minimal ( )
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3.3 Ajustement du modèle Dirichlet-Multinomial Géné-
ralisé

Le modèle Dirichlet-Multinomial généralisé (DMG) est une extension du modèle multi-
nomial classique qui permet de modéliser la surdispersion et la corrélation intra-temporelle
dans des données catégorielles observées de manière répétitive (dans le temps).

Présentation du modèle

Soit S le nombre d’instants d’observation (ici, 5 jours) et m le nombre de modalités/-
catégories (ici, 4 symptômes). Pour chaque instant s = 1, . . . , S, on observe un vecteur de
comptages Xs = (Xs1, Xs2, . . . , Xsm) représentant les effectifs de chaque modalité.

Sous le modèle DMG, ces vecteurs Xs sont corrélés, et la distribution conjointe tient
compte d’une corrélation intra-temporelle moyenne ρ entre les différentes observations.

Estimation des paramètres

Les paramètres principaux à estimer sont :
— Les proportions marginales π = (π1, . . . , πm) représentant la probabilité d’observer

chaque modalité.
— La corrélation intra-temporelle moyenne ρ̂, estimée à partir des corrélations de Pearson

entre les vecteurs de fréquences des jours.
— Le facteur de correction F̂c, qui ajuste la variance des tests pour tenir compte de la

dépendance entre observations.
L’estimation de π est obtenue par la moyenne empirique des proportions sur les jours :

π̂ =
1

S

S∑
s=1

π̂s, avec π̂s =
Xs

ns

,

où ns est le total des observations au jour s.
La corrélation intra-temporelle ρ̂ est estimée par la moyenne des coefficients de corrélation

de Pearson entre tous les couples distincts de jours :

ρ̂ =
2

S(S − 1)

∑
1≤s<s′≤S

rss′ ,

où rss′ est la corrélation empirique entre les vecteurs Xs et Xs′ .
Le facteur de correction F̂c est calculé à partir de la statistique de Pearson T issue du

tableau de contingence des modalités par jours :

F̂c =
T

(m− 1)(S − 1)
, avec T =

m∑
i=1

S∑
s=1

(Xsi − Esi)
2

Esi

,

et Esi les effectifs théoriques sous l’hypothèse d’indépendance, calculés par :
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Esi =
(
∑

s′ Xs′i) (
∑

i′ Xsi′)

N
,

où N est le total général des observations.

Implémentation sous R

L’ajustement du modèle a été réalisé à l’aide du logiciel R, en suivant les étapes suivantes :
— Simulation des données de comptages par jour et par modalité ;
— Calcul des tableaux de contingence ;
— Estimation des proportions marginales et de la corrélation intra-temporelle,
— Calcul du facteur de correction F̂c ;
— Réalisation des tests statistiques pour valider les hypothèses du modèle.
Un extrait du code R utilisé est présenté ci-dessous (voir section 3.1 pour le code complet) :

Listing 2 – Estimation des paramètres du modèle DMG
# Estimation des propor t i on s marg ina le s
pi_hats <− apply ( table_sympt , 2 , f unc t i on ( c o l ) c o l / sum( co l ) )
pi_bar <− rowMeans ( pi_hats )

# Estimation de l a c o r r l a t i o n int ra−tempore l l e
r s s <− matrix (0 , S , S)
f o r ( s in 1 : ( S − 1) ) {

f o r ( s2 in ( s + 1 ) : S) {
r s s [ s , s2 ] <− cor ( table_sympt [ , s ] , table_sympt [ , s2 ] )
r s s [ s2 , s ] <− r s s [ s , s2 ]

}
}
rho_hat <− mean( r s s [ upper . t r i ( r s s ) ] )

# Calcu l du f a c t eu r de c o r r e c t i o n Fc
N <− sum( table_sympt )
row_totals <− rowSums( table_sympt )
co l_to ta l s <− colSums ( table_sympt )
E <− outer ( row_totals , c o l_to t a l s ) / N
T_stat <− sum( ( table_sympt − E)^2 / E)
Fc_hat <− T_stat / ( (m − 1) ∗ (S − 1) )
c o l o r = "Sympt me ") +

Cette procédure permet de prendre en compte la dépendance entre observations et d’ob-
tenir des estimations robustes pour le modèle Dirichlet-Multinomial Généralisé adapté aux
données longitudinales médicales.
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3.4 Interprétation des résultats
L’application du modèle Dirichlet-Multinomial Généralisé aux données médicales simulées

a permis d’estimer les principaux paramètres du modèle, à savoir les proportions marginales
des symptômes, la corrélation intra-temporelle moyenne entre jours d’observation, et le fac-
teur de correction lié à la surdispersion. Des tests statistiques ont également été réalisés afin
de valider les hypothèses fondamentales du modèle.

1. Proportions marginales estimées
Le vecteur des proportions marginales π̂ des symptômes, obtenu comme moyenne

des proportions journalières, est le suivant :

π̂ =


π̂A

π̂T

π̂E

π̂S

 =


0,25
0,36
0,25
0,14


Cela signifie que la toux est le symptôme le plus fréquent, suivi à parts égales de
l’essoufflement et de l’absence de gêne respiratoire. Les sifflements sont moins fré-
quemment observés.

2. Corrélation intra-temporelle
L’estimation de la corrélation moyenne entre les jours d’observation donne :

ρ̂ = 0,956.

Cette valeur très élevée indique une forte dépendance entre les distributions observées
à différents jours. Ce résultat confirme l’importance de prendre en compte la structure
de corrélation dans l’analyse, ce que permet le modèle DMG.

3. Surdispersion et Facteur de correction
Le facteur de correction F̂c, estimé à partir de la statistique de Pearson issue du

tableau de contingence, est :
F̂c = 2,468.

Ce facteur supérieur à 1 indique la présence d’une surdispersion significative dans les
données, c’est-à-dire d’une variabilité plus importante que celle prédite par un modèle
multinomial classique.

4. Résultats des tests statistiques
Deux tests ont été réalisés pour valider les hypothèses de structure du modèle.

— Test de constance des Corrélations : la statistique du test est χ2 = 1,57 avec 6
degrés de liberté. La p-valeur étant supérieure à 0,1, on ne rejette pas l’hypothèse
nulle (de constance des corrélations entre jours).

— Test d’Homogénéité des lois multinomiales : la statistique obtenue est T =
10,8, suivant approximativement une loi du χ2 à 12 degrés de liberté. La p-valeur
d’environ 0,55 ne permet pas de rejeter l’hypothèse d’homogénéité des distribu-
tions. Les lois peuvent donc être considérées homogènes à travers le temps.
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Les résultats numériques montrent que le modèle DMG est bien adapté aux don-
nées étudiées. Il permet de tenir compte à la fois de la forte corrélation entre observa-
tions répétées et de la surdispersion présente dans les données. Les tests de validation
confirment que les hypothèses du modèle sont raisonnablement satisfaites. Ce modèle
se révèle ainsi pertinent pour l’analyse de données médicales longitudinales catégo-
rielles.

3.5 Discussion
L’application du modèle Dirichlet-Multinomial généralisé (DMG) aux données médicales

de suivi des symptômes asthmatiques a mis en évidence plusieurs points importants.
Tout d’abord, l’estimation d’une corrélation intra-temporelle significative souligne l’im-

portance de prendre en compte la dépendance entre observations répétées. Ignorer cette cor-
rélation, comme c’est le cas dans un modèle multinomial classique, conduirait à sous-estimer
la variance des estimateurs et pourrait biaiser les conclusions statistiques.

Le facteur de correction F̂c, supérieur à 1, confirme la présence d’une surdispersion, phé-
nomène fréquent dans les données médicales longitudinales où les individus peuvent présenter
des profils hétérogènes ou des comportements similaires à travers le temps.

Les tests réalisés ont validé les hypothèses fondamentales du modèle : la constance des
corrélations entre les différents jours et l’homogénéité des distributions marginales. Ces ré-
sultats renforcent la pertinence du modèle DMG dans ce contexte, et garantissent la validité
des inférences statistiques effectuées.

Cependant, certaines limites doivent être soulignées. La taille de l’échantillon, ici fixée à
100 patients, pourrait influencer la précision des estimations et la puissance des tests. De plus,
la simulation ne reflète pas nécessairement toute la complexité des données réelles, comme
covariables cliniques ou des effets individuels, qui pourraient être intégrés dans des extensions
du modèle.

Enfin, l’application de ce modèle offre un cadre statistique robuste pour l’analyse de don-
nées médicales longitudinales catégorielles, mais son implémentation demande une (bonne)
maîtrise des outils statistiques et informatiques, notamment en R. L’amélioration des mé-
thodes d’estimation et la prise en compte de structures temporelles plus complexes restent
des pistes intéressantes pour des travaux futurs.

Ainsi, le modèle DMG constitue une avancée notable pour la modélisation des données
corrélées, et son utilisation dans le domaine médical est prometteuse pour une meilleure
compréhension des phénomènes cliniques observés dans le temps.

3.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons appliqué le modèle Dirichlet-Multinomial Généralisé à un

jeu de données médicales simulées, représentant le suivi quotidien de cent (100) patients
asthmatiques sur une période de cinq (5) jours. L’objectif était de modéliser la distribution des
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symptômes respiratoires catégoriels en tenant compte à la fois de la dépendance temporelle
entre les observations répétées et du phénomène de la surdispersion.

Après avoir décrit la structure des données, nous avons procédé à l’ajustement du modèle,
estimé les proportions marginales des symptômes, la corrélation moyenne entre les jours, ainsi
que le facteur de correction F̂c permettant d’ajuster les variances lors de l’estimation et des
tests d’hypothèse.

Les résultats ont mis en évidence :
— une forte corrélation intra-temporelle (ρ̂ = 0,956) confirmant la dépendance des ob-

servations dans le temps ;
— une surdispersion significative (F̂c = 2,468) par rapport au modèle multinomial clas-

sique ;
— la validité des hypothèses du modèle (corrélation constante et homogénéité des lois

multinomiales), justifiée par des tests statistiques non significatifs.
Ces résultats confirment la pertinence du modèle DMG dans le contexte des données

médicales longitudinales catégorielles. Il permet de capturer des caractéristiques importantes
des données, souvent ignorées dans les modèles plus simples, et améliore la robustesse des
inférences statistiques. Ce travail ouvre ainsi la voie à des analyses plus poussées, notamment
l’introduction de covariables cliniques ou environnementales pour expliquer la variabilité
observée.
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Conclusion Générale

L’objectif de ce mémoire était de présenter et d’appliquer le modèle Dirichlet Multino-
mial Généralisé (DMG), une extension puissante du modèle multinomial pour l’analyse de
données catégorielles comportant de la surdispersion et de la dépendance temporelle.

Dans une première partie, nous avons rappelé les notions fondamentales relatives à
quelques lois de probabilité discrètes -utiles au thème abordé dans ce travail, ainsi que les
outils d’inférence statistique nécessaires à la compréhension du modèle DMG. Ensuite, nous
avons détaillé la construction du modèle Dirichlet Multinomial Généralisé, ses propriétés
théoriques, ainsi que l’estimation des paramètres et les tests d’hypothèses permettant de
valider son application.

L’analyse empirique (application) menée dans le troisième chapitre, basée sur des don-
nées médicales simulées, a permis de mettre en évidence les apports du modèle DMG et son
utilité, voire sa nécessité. Les résultats ont, d’ailleurs, montré une forte corrélation entre les
observations répétées et une surdispersion notable, deux caractéristiques prises en compte
par ce modèle. Les tests statistiques ont confirmé la validité des hypothèses sous-jacentes,
renforçant la crédibilité des inférences réalisées.

Ce travail met en lumière l’importance d’utiliser des modèles adaptés à la structure des
données, en particulier dans les contextes médicaux ou les observations sont souvent dépen-
dantes dans le temps. Le modèle DMG s’inscrit ainsi comme un outil flexible, puissant, et
pertinent pour des analyses futures, notamment lorsqu’il s’agit d’introduire des covariables
ou de comparer plusieurs groupes.

Des perspectives d’amélioration et d’extension du modèle sont envisageables, notamment
en explorant des versions hiérarchiques, bayésiennes, ou mixtes du modèle DMG. De même,
l’application à des données réelles plus complexes constituerait un prolongement naturel de
cette étude.
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