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Introduction générale

Durant ces derniéres années, nous observons un nombre croissant de travaux sur
I’application de la dérivation non entiére et le calcul fractionnaire dans beaucoup de domaines
liés a la modélisation et a la commande des systemes.

En modélisation, la dérivation non entiére permet une meilleure représentation et donc
une meilleure compréhension des phénoménes physiques tels que la viscoélasticité, la
relaxation, la diffusion et autres phénoménes a mémoire longue. Ces phénomenes se
retrouvent dans la plupart des systémes physiques comme les systémes thermiques, les lignes
de transmission, les systémes chimiques, qui sont régis par le formalisme classique
d’équations différentielles a paramétres répartis. Les opérateurs intégro-différentielle d’ordre
non entier permettent une représentation plus compacte mettant en jeu un nombre de
parameétres réduit.

Dans la synthése des systémes de commande, il est toujours recherché des correcteurs
robustes qui sont capables de palier aux insuffisances d’un modeéle pour représenter
fidelement le systeme réel. En effet, le correcteur est souvent déterminé sur la base d’un
mode¢le dit nominal afin de satisfaire un cahier de charge dans lequel sont spécifiées les
performances nominales. Pour prendre en compte 1’¢loignement incertain du modele nominal
de la réalit¢ du systeme, des précautions, exprimées sous forme de marges de sécurité,
(comme par exemple les marges de stabilité), sont prises en compte dans la conception du
correcteur. Ces précautions permettent de garantir le maintien des performances lorsque le
correcteur est implémenté réellement sur le systeme. Ce correcteur capable donc de
reconduire les performances nominales sur le systéme réel en présence des incertitudes est dit
« robuste ». A titre d’exemple, un PID offrant des marges de gain et des marges de phase
suffisantes peut étre considéré robuste envers certaines incertitudes comme les variations de
phase et de gain sur le systéme réel.

L’introduction de la dérivation et de I’intégration non enti¢res a ouvert de nouveaux
horizons dans la conception de régulateurs robustes. En effet, en plus des paramétres
classiques de conception comme les constantes proportionnelle, d’intégration et de dérivation,
les ordres non entiers sont des degrés de liberté supplémentaires qui offrent la possibilité
d’atteindre des performances en robustesse meilleures. Parmi les régulateurs d’ordre non
entier ou fractionnaire proposés dans la littérature, nous pouvons citer le régulateur CRONE

(Commande Robuste d’Ordre Non Entier) et le PI“DP qui est I’extension du PID classique.

L’un des inconvénients majeur des régulateurs fractionnaires est leur implémentation.
Cela a cause de leur caracteére de dimension infinie, il est impossible avec les moyens logiciels
ou les dispositifs matériels actuels d’implémenter ou de réaliser le régulateur fractionnaire.
Pour palier a ceci, des méthodes d’approximation permettant de trouver un équivalent entier
(de dimension finie) au régulateur fractionnaire (de dimension infinie) ont €té proposées.

D’autre part, il est bien admis de nos jours que 1’ordinateur prend une place privilégi¢e
dans la commande des systémes. L’ implémentation d’un régulateur sur ordinateur nécessite
I’opération de discrétisation ou d’échantillonnage. Le probléme de I’implémentation
numérique des régulateurs fractionnaires se pose donc de manieére cruciale. Plusieurs travaux
ont été dédiés récemment a apporter diverses solutions.

C’est dans cette problématique que s’inscrit notre projet. L’objectif est d’étudier les
différentes méthodes de discrétisation des régulateurs fractionnaires, de les illustrer sur des
exemples numériques et de les comparer en confrontant leurs résultats de simulation.
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Pour mener cette étude, nous avons organisé notre mémoire comme suit :

- Dans le premier chapitre nous donnons les définitions et les propriétés de la
dérivation et de I’intégration non enticre

- Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des régulateurs fractionnaires en temps
continu.

- Dans le troisieme chapitre, nous présentons les différentes méthodes de
discrétisation. La méthode directe est étudiée de manicre détaillée.

- En dernier chapitre, deux exemples numériques sont traités. La premicre porte sur
la discrétisation d’un intégrateur fractionnaire et le second sur la discrétisation
d’un régulateur fractionnaire inséré dans la chaine d’asservissement en position
d’un moteur a courant continu. Des résultats obtenus par des simulations
effectuées sous Matlab sont interprétés.

- En conclusion, nous proposons quelques perspectives a notre travail.
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1-Introduction :

Bien que le concept de la dérivation d’ordre non entier ne soit pas nouveau, son intérét
n’est reconnu que durant les deux derniéres décennies du 20°™ siécle. Durant cette période
beaucoup de travaux ont trait a théorie. Dan ce chapitre, on présente les notions de base e ce
concept, en essayant d’expliquer le plus simplement possible ces notions qui font I’objet des
paragraphes (2) et (3). Dans le paragraphe (4), 1’utilisation de la dérivation non enti¢re en
automatique, notamment dans la synthése de régulateurs robustes dans une chaine
d’asservissement est illustrée par un exemple. Les définitions et les propriétés données ci-

apres sont détaillées dans [1] et [2].
2- Intégration d’ordre non entier :

Soit une fonction réelle f(¢), de la variable réelle t, continue et intégrable sur [0, + oo [.

L’intégration répétée k fois de la fonction f(r), également appelée I’intégrale k™™ de f(¢),

s’exprime par la formule de Cauchy :

t

]kf([)=j;dtn;fdtn—1 .......... ;'jdtz;'jf(tl)dll =(k11)!.|.(t_g)k1f(g) dv (I-1)

fy

k doit étre un nombre entier positif a cause de 1’utilisation de la fonction factorielle qui n’a de
sens que pour des valeurs entiéres. Pour généraliser la formule de Cauchy (I-1) a un nombre
réel o € R, . La fonction factorielle peut étre généralisée aux nombres réels, sous la forme de
la fonction gamma (I" ) dite fonction d’Euler définie par :

0

r(A)= j Ve d 9. VielR 1-2)

0

On obtient alors la fonction d’intégration non enti¢re suivante :

1°£() =$ [t-0" f(rrar (13)
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L’intégrale unilatérale (I-2) d’ordre réel et souvent appelée intégrale de Riemann-Liouville. 11

a-1

est intéressant de souligner que dans la relation (I-2), la quantité vaut 1 lorsque

['(a)
I’ordre d’intégration a est égal a 1’unité. L’intégrale classique d’ordre 1 de la fonction f(¢)
correspond alors a I’aire délimitée par la fonction f(¢)et ’axe des abscisses sur 1’intervalle

[to, t]. Dans le cas ou a et non entier, 1’équation (I-2) peut étre écrite sou la forme :

1" f@) = p, ()® f(1) (1-4)

a-1

')

Avec: p, (1) = et ® étant le produit de convolution.

La fonction p,(¢#) vient ainsi pondérer différemment chaque valeur de la fonction f(¢).
L’intégrale d’ordre non entier de la fonction f(¢) peut alors étre interprétée comme I’aire
entre ty et t que délimite, par rapport a I’axe des abscisses, la fonction f(¢#) pondérée par la
fonction de la variable t, p, (¢) : ordre non entier a permet de moduler la pondération de la
fonction f(¢) a chaque pas d’intégrationdr . Lorsque a<1, la valeur de 1’intégrale en un point

t est plus influencée par les points de son voisinage que par des points plus éloignés. Dans [1],
la fonction de pondération py(t) est dénommée facteur d’oubli. La figure (I-1) montre les
variations de p(t) pour différentes valeurs de a. La transformation de Laplace de I’intégrale
d’ordre a de f'(¢)causale ( f(¢#)=0, pour t < 0), a la méme expression que la transformation
de Laplace de I’opération d’intégration entiere, il suffit de remplacer I’ordre d’intégration

entier par 1’ordre non entier a. Elle est donnée par :

LI ()] =S%L[f<r>] (1-5)
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1.8 — —
1.6 — —
1.4 — —

1 1
20 -18 -6  -14 12 10 temps ()
Figure-I-1 : Variation du facteur d’oubli p, (t) pour 0<a<I.

3- Dérivations d’ordre non entier :

La dérivation d’ordre non entier est la généralisation de la fonction de dérivation enti¢re a des
ordres non entiers quelconques. Cette généralisation peut étre obtenue a partir de 1’intégration
non entiere (I-2), donnant ainsi la définition de Riemann-Liouville et la définition de Caputo.
Une autre généralisation, basée sur la définition usuelle de la dérivation enticre, est proposée
par Grunwald-Letnikov. Pour expliquer I’essence des deux premiéres définitions, considérons
le schéma de principe de la figure (I-2). Ce schéma montre que la dérivée de la fonction
f(¢t)a I’ordre non entier a (ici 0=2.3) compris entre r-1 et r (r étant un nombre entier positif,
ici r=3), peut étre déduite en utilisant la définition de I'intégration non entiere (I-2) et la
fonction de dérivation entiere usuelle. On peut alors procéder de deux manicres différentes

donnant ainsi la définition de Riemann-Liouville et a la définition de Caputo.
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Dérivation Intégration
D3 D2.3 DZ Dl 10.7 Il IZ I3
| 3 |
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D> fp| L :
dt |
rof
IO.7

D

Figure I-2 : Principe de généralisation de I’opération de dérivation a des ordres non
entiers.

3-1- Définition de Riemann-Liouville :

La premiére méthode peut étre obtenue en deux étapes :
-intégrer d’abord la fonction f(¢) a I’ordre non entier r- a.
-dériver le résultat ainsi obtenu a I’ordre entier r.

Cette définition est appelée la définition de Riemann-Liouville, son expression mathématique

est donnée par :

R\ d’ 1 _
foD, 0= oo tj (t-0)" " f(z)dr (I-6)
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Le symbole :D,"‘ f(¢) désigne la dérivée d’ordre non entier a par rapport a t de la fonction

f(¢)entre ty et t selon la définition de Riemann-Liouville.

La transformation de Laplace de la dérivée d’ordre a de la fonction f(¢) causale selon cette

définition est donnée par :

LtDf f )= s Lr @)X s D £, -7)
Ou:
p @il |t:0 f (t) représente la dérivée (a-i-1)ieme de f(¢) lorsque t=0.
Ainsi, les conditions initiales s’expriment en fonction des valeurs en 0 des dérivées
Dl rtyde (1), (i=0,......r-1).

3-2- Définition de Caputo :

A la fin des années 60, dans le cadre de ses travaux sur la dissipation dans un matériau
viscolenéaire, Caputo a introduit une autre définition de la dérivation non enticre, elle est

aussi obtenue en deux étapes :

- Dériver la fonction f(¢) a I’ordre entier r.

- Intégrer le résultat ainsi obtenu a I’ordre non entier (a-r) 1’expression mathématique de cette

définition est :

D () =ﬁ [t=ry = 1 (@) (1-8)

") (r) étant la dérivée d’ordre entier r, par rapport a 7, de la fonction f(z).

,f D" f(t) désigne la dérivée d’ordre non entier « de la fonction f(¢)entre to et t selon la

définition de Caputo. La transformation de Laplace de la dérivée d’ordre a, par rapport a t, de

la fonction f'(¢) causale selon la définition de Caputo est donnée par :
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1] cp7 ro]=s"Llro)- is“‘i‘lDi f®) 2 (1-9)

Ou: D' f (Z)L: , représente la i dérivée de f(¢) lorsque t=0. Dans ce cas, les conditions

initiales s’expriment en fonction des valeurs en 0 des dérivées entieres D' f(@) de f(1),
(i=0,...,r-1). La définition de Caputo requiert donc que la fonction f(¢)ainsi que ses r

dérivées successives soient nulles pour t<0, ce qui la rend plus restrictive que la définition de

Riemann-Liouville, qui exige la seule causalit¢ de f(¢#). Dans la résolution des équations

différentielles d’ordre non entier, la solution obtenue en utilisant la définition de Riemann-

. . ) . ) d”
Liouville, s’exprime en fonction de valeurs initiales d’ordre non entier ( Yo g y(0)..... j, alors
t(l

que ['utilisation de la définition de Caputo permet d’exprimer la solution en fonction des
valeurs initiales enti¢re. Dans le domaine de la science physique ou les valeurs initiales des
dérivées entieres sont plus perceptibles que leurs dérivées non entieres, la définition de
Caputo semble donc plus adaptée dans ce cas. Une autre différence majeure entre les deux
définitions apparait lorsque la fonction a dérivée est une constante. En effet la dérivé a I’ordre
non entier d’une constante selon la définition de Riemann-Liouville est une fonction non nulle
dépendante de la variable t, alors que sa dérivée non entiere selon la définition de Caputo est

nulle.

RDaC _ C(t_lo)ia

kpec = et ED*C=0 (1-10)
’ rl-a) !

L’analogie avec la dérivation entiere induit plutot a adapter la définition de Caputo
particulierement pour la modélisation des phénoménes physiques pour lesquels il est plutot
facile de donner un sens aux conditions initiales. Alors que la définition de Riemann-Liouville

est couramment utilisée en mathématique en raison de son caractere plus général.

3-3- Définition de Grunwald-Letnikov :

La dérivée généralisée d’une fonction f(z), peut également étre obtenue de fagon plus

naturelle en utilisant la définition entiere usuelle. C’est la définition proposée par Grunwald.
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Elle est plus adéquate au calcul numérique de la dérivation non entiére. En effet, partant de la

dérivée premicre :

OEAG)) (L1

D'f()=lim p

h :étant le pas de discrétisation, la dérivée seconde donne :

D 1(0) = iy L0 2/ U=+ [ =20 12

2
-0 h

Un premier niveau de généralisation a I’ordre n € |N donne :

D" (O =1im— Z [(—l)"(’;jf(t —jh)} (I-13)

h—0 hn

J représente la combinaison de j éléments parmi n

n : étant un nombre entier, la notation (
J

dont I’expression est donnée par :

['Tj n! (1-14)

i) -

L’extension de 1’équation (I-13) a des valeurs non enti¢res « € |R+ de I’ordre de la dérivation

étant immeédiate.

D*f()=lim i{(—l)j[ijf(t—jh)} (I-15)

h—0  j=0

. a
La notion (
J

J désigne le bindbme de Newton généralisé a des ordres réels :

(a] _ T(a+1) (L-16)

i) jT(a-j+1)
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Pour des ordres de dérivation entiersa =n € N, la somme de I’équation (I-15) est limitée a
n+1 termes. La valeur de la drivée a un instant t est alors une combinaison linéaire des n+1

valeurs de la fonction f (t— jh), j=0....,n. La dérivation entier donne ainsi une

caractérisation locale de la fonction. Par contre, pour des ordres de dérivation enticre, la
dérivation non entiere donne une caractérisation globale de la fonction. La formule de
Grunwald s’appréte donc mieux pour 1’¢laboration d’un algorithme de calcul numérique de la

dérivation non entiére d’une fonction.
Algorithme de calcul :

Dans le cas ou la fonction f(¢)est causale, en posant t=kh, cette condition se traduit par
f ((k — j)h)= 0 pour k-j<0. Ainsi dans 1’opération (I-15), la somme étendue de j=0a j=«

se réduit a la somme étendue de j=0 a j =K . Posons alors :

()= (—1)-/(?}

h* J (1-17)
La loi de récurrence entre les coefficients c(j) et ¢ (j-1) est donnée :
1
cl0)=—
(0)=-1
. —a-1 =1k (I-18)
e(j)=e(j-1)2

L’équation (I-15) s’écrit alors sous la forme plus adéquate au calcul numérique sous la forme :

K (I-19)

Df (ki) =" c(j)f (k- j)n)

Jj=0

D f(kh) représente la valeur de la dérivée ™ de f(¢) a I’instantkh . Cette relation

permet de montrer deux caractéristiques particuliéres de la dérivation non entiére. Pour

montrer la premicre, calculons les valeurs de la dérivée d’ordre a d’une fonction f(¢) pour les

quatre premicres valeurs de t échantillonné au pas h. elles sont données par :

10
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(1-20)

o
D
~
—
=
N—
+
o
—~~~
N
~
s
o
=
N—
+
o
—~
=
=
(98]
=
N—

Plus la variable t augmente, plus le nombre de coefficient a ajouter devient important. De

plus, pour calculer la dérivée a t=kh, les produits des coefficients c(j) et des valeurs de la
fonction f((k — j)k) ne sont pas les mémes que ceux utilisés pour calculer les valeurs

précédentes de la dérivée. Cet algorithme nécessite donc un tems de calcul trés important.

1 | % Alpha=0.1 *—

08 [—] o Alpha=0.1 * -
° Alpha=0.1

06 [T « Apha=0.1 —

0.4 |[—1 ® Apha=01 —

02 [— -

0 [— % ¥ * —

*

-0.2 — o —

04 [— a —

06 [— ® —

-0.8 — * .

-1 — ° —

| | | | | | | | | | | |
-5 -45 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0 (s)

Figure I-3 : Variation des coefficients c(j) en fonction de j pour différentes valeurs de a

Pour montrer I’autre caractéristique de la dérivation non entiére, considérons la figure (I-3)
qui montre les valeurs relatives des coefficients c(j) par lesquels les valeurs passées de la
fonction doivent étre pondérées pour calculer la valeur de la dérivée de la fonction a I’instant
présent, et ce, pour plusieurs valeurs de I’ordre non entier. Pour des ordres o non entiers, les
coefficients de pondération ne sont pas nuls, mais leurs valeurs diminuent au fur et & mesure

u’on s’éloigne de I’instant présent, confirmant ainsi le caractére « facteurs d’oubli »
9

de ces coefficients. Par contre, pour une valeur entiére de a (ici a=1), les coefficients de
pondération sont tous nuls sauf pour j=0 et j= -1. En effet, la dérivée d’ordre 1 d’une fonction

a D’instant t dépend uniquement de ses valeurs a ’instant t (j=0) et 1’instant précédent t-h

11
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(G=1). La formule de Grunwald considére 1I’approximation d’Euler au premier ordre. Pour
avoir des résultats précis, il faut que la période d’échantillonnage soit tres petite. Cependant,
en raison du nombre de calcul et du nombre important de paramétres a stocker a chaque pas
(mémoire longue), le choix d’un pas trop faible risquerait une explosion de calcul et une
convergence non garantie et ce a cause des erreurs d’arrondi. Les calculs deviennent encore

plus complexes dans le cas non commensurable ou les c(j) sont des matrices.

4- Modélisation des systémes a mémoire longue par des modéles

d’ordre fractionnaire :

L’intérét de la modélisation a I’aide des équations différentielles linéaires a
parametres constants utilisant la dérivation entieére usuelle est maintenant bien établie grace a
leur capacité a caractériser et représenter le comportement dynamique de la plupart des
systémes physiques. Néanmoins, 'utilisation de ces modeles nécessite parfois de négliger,
voire méme d’ignorer quelques caractéristiques du phénomeéne a modéliser. Cela est le cas
d’une large classe de systeémes physiques mettant en jeu des phénoménes a mémoire longue,
diffusifs, de viscoélasticité ou de relaxation. . Lorsque ces caractéristiques doivent étre prises
en compte, cela conduit a des modeles entiers de trés grande dimension utilisant ainsi un
nombre important de parameétres et de variables d’état. Ces phénomeénes sont rencontrés dans
beaucoup de domaines de la science et de la technologie (systémes thermiques, mécaniques
chimiques, etc.). Pour leur modélisation adéquate, on doit alors faire appel aux opérations de

dérivation et d’intégration d’ordre non entier (ou fractionnaires).
4-1-Exemple : Le transfert de chaleur [3]:

Les phénomeénes de diffusion ont été identifiés par des modeles non entiers dont
les ordres sont fixées a priori ¢égaux a 0,5, ou par modeles fractionnaires d’ordre
commensurables, ce qui limite le degré de liberté des modeles considérés, et exige un certain
nombre de paramétres pour la description du phénoméne. La simulation du transfert de
chaleur a I’interface de diffusion est basée sur la méthode numérique des différences finies
qui permet de générer les données temporelles et fréquentielles indépendamment du caractere
fractionnaire, et permet ainsi 1’analyse des réponses temporelles et harmoniques ainsi que la

validation des modéles estimés.
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Equation de diffusion de chaleur :

Le transfert de chaleur idéalisé a une dimension est régi par I’équation suivante
(Equation de la chaleur) [4]

OT(r,1) e _® OT(r,1)

) quand 0 <R <owoet t>0
0J) P2 Or Or

Ou : g représente le coefficient de diffusivite.

R est I’abscisse du point de mesure.

Ac est la conductivité thermique du milieu, supposée constante.

C, représente la chaleur massique du milieu

p représente la densité massique du milieu

La géométrie du matériau considéré est caractérisée par la variable p telle que :
p=0 pour une géométrie plane.
p = 1 pour une géométrie cylindrique
p = 2 pour une géométrie sphérique

Etude de transfert de chaleur dans un mur plan :

L’équation précédente dans le cas du milieu fini plan de section sy, correspond a

p =0, et se simplifie conformément a :

-
2
_OTnD a, i T(Z’t) pour 0<r<oo et t>0
0 Or
< (I1-21)
-1, QT =D(r,t) pour r=0 ett>0
- Or

T(r,t)=0 quand 0<r<oo et t=0

13
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Considérons la configuration simple d’un mur plan homogeéne de langueur L
soumis a I'une des extrémités A a un flux de chaleur (0,t) ( en I’abscisse x = 0), la face B, a

I’autre extrémité, transmet la chaleur au milieu ambiant a travers une résistance thermique R :
_T(L,t)/ . . . . .

O(1,¢) = R la température 7'(x,#) du mur est supposée uniforme en chaque point

du plan parallele aux faces A et B de la paroi. L’objectif étant de déterminer la fonction de

Y(s)

transfert H(s) = Us) du systéme thermique. Ce systéme a pour entrée le flux de chaleur

®(0,¢) = u(t) sur la face A et pour sortie la température 7'(x,¢) = y(¢). Le systéme thermique

¢tant un systéme spatialement distribué¢ , deux cas d’étude doivent étre distingués : le

premier caractérisé par 1’abscisse x = 0 définit [’interface de diffusion thermique du milieu

soit: H(s)= r (0’% (0.5)’ le second correspond a I’étude du transfert défini en un point

situ¢ a une distance x de la surface d’application du flux de chaleur H(s) = T(x,s) D(0,5) -

Les conditions aux limites suivantes sont considérées :
- Sur la face A : ®(0,s) = u(t).
- Sur la face B: ®(L,t) = T(l’%.

La transformation de Laplace de I’équation (I-21) conduit a la solution de la forme :

T(X,S): p(S)e[ \/Z] [ \/Zj

Les termes p(s) et q(s) dépendant des conditions initiales aux limites ; la solution

analytique développée en annexe, lorsque 1’on considére comme hypothése simplificatrice

que la température et égale a zéro (T(Lt) = T,,+ =0, a pour expression [4], [5] :

s

((1-9 [2)

o

- 1-22)

5
Smic Ja__CCOSh (1 a—c)
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¢(o,t Awﬂ)

Figure I-4 : Transfert de chaleur dans un mur plan

w7
&

Etude de P’interface de diffusion :

Le mode¢le étant développé autour d’un point de fonctionnement, I’expression de a

fonction de transfert dans le cas de I’interface de diffusion (x=0) se raméne a celle de Hp (s)

tanh (1 =

.y . tc
exprimée comme suit : Hp (s) = =
A=

s e

Figure I-5 : Diagrammes de Bode théorique
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L’¢tude de l’interface de diffusion montre les comportements asymptotiques

suivants :
lim H,(s) !
11m S)—=
p 2
5=0 SmA'C (1 4 L_ S)
ac
Et
ch
lim Hy(s) = —— [—
s—roop STTIAC

Cette relation exprime un résultat bien connu: en hautes fréquences (régime
transitoire t—0), I’interface de diffusion agit comme un intégrateur fractionnaire d’ordre 0,5

et les diagrammes de Bode du systéme en figure (I-6) si dessus montrent une pente de 10d

B/décade et une phase de -45 ° en régime transitoire, et le modele devient d’ordre entier pour

les bases fréquences (t — ©0) . La réponse indicielle représentée dans la figure suivante
montre un gain statique : ggp, = 0,045, et le régime permanent est atteint au bout de t =

150 s, ce qui qualifie le systéme au systéme relativement lent.

16
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Figure I-6 : Réponse indicielle pour une géométrie plane
Représentation d’état fractionnaire de I’interface de diffusion :

Dans le but de déterminer le modele d’état théorique de I’interface de diffusion,
les fonctions hyperboliques dans I’équation (I-22) sont remplacées par leur développement en
séries. L’approximation obtenue est un modele entier qui ne prend pas en compte le
comportement fractionnaire du régime transitoire. Celui-ci peut étre retrouvé en écrivant les
fonctions hyperbolique sous la forme : [§]

e Z(e?2+1) ) e?2q
coshz = % etSinhz = %

Ensuite en développant en série a un ordre de troncation Ny > 1;

I’approximation obtenue pour un ordre Ny = 2 estde la forme :

o + E¢ O
h(s) - Al A-12 2
2ct + 3 52

14 >

@c

bo + bl SO’S+ sz
ap+ a; s% + by + s3/2+by + a,s

H(s) = avec ag=a; =0

Celle-ci conduit au modéle d’état fractionnaire d’ordre 0,5

Tel que : D’= A x(t)+B

Y() =Cx(t)

En conclusion, 1’étude théorique du transfert de chaleur dans une géométrie plane
a montré que ce systeme peut étre qualifi¢ de systeme relativement lent, et que sa
modélisation nécessitait deux modeles différents : I’un entier décrivant le régime permanent et

’autre fractionnaire pour le régime transitoire.
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Ou S = diag[so‘1 s%2 .. s“n}

Lorsque les matrices A, B, C possedent les formes particuliéres qui rappellent la forme

canonique commandable des modé¢les entiers données sous la forme :

r 0 1 0 .0 0 [0
0 0 1 .0 0 0
A= . . , Bl. (1-23)
0 0 0. ... 0 1 0
—Qp —Ap—1—An—3 = .- —A3— 0 1
¢ = [€162 e e s e e €1 G
= [0 o s e e e e Koy 1 & €]

Dans ce cas le mod¢le transfert test donné par:

6(s) C1SB1 4+ €SB+ v i HCSB 4+ . C, SR
g) = — — — - — —
S%n + alS“n_l T o a,;S“n_‘ + a,n_QS‘xn + a-n_]_Socl + a,
Avec
By =0,B, =%y, B; = ¥;71;, , By = L]_]
n=i n
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4-2- Types de modéles d’ordre fractionnaires

4-2 —1- Représentation transfert des systémes non entiers :

Lorsque les conditions initiales sont nulles, les transformations de la place de
D%iy(t) et DBfu(t) sont respectivement S“ty(s) et SBfu(S) . y(s) et u(s) étant les

transformations de Laplace respective de y(t) et u(t).

En calculant la transformation de Laplace de 1’équation différentielle suivante :

Py aj D¥iy(0 +ao y(t)= X%, b; DPu(v) + by u(t)

On obtient la fonction de transfert du systéme non entier donnée par :

y(s) _ ZTibis® + by
u(s) 1a;5T 1+ ag

G(s) =

Dans e cas des syst¢tmes d’ordre commensurable &(;, cette fonction de transfert
s’écrit simplement :

y(s) _ XJL, bysI%+ by _ I™,bj (sT)+b,

u(s) =1 2is'+ ay ¥R, a;5% +a

G(s) =

Dans le cas général des systémes non entiers multi variables, ayant 1 entrées et q
sorties, décrit par le systéeme d’équation différentielles d’ordre non entier, la matrice fonction

de transfert s’écrit :

Guls)  Ga(s)
G(s)= :
qu(s) qu(s)

Ou chaque G;;(S) est une fonction de transfert.
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4-2-2 Représentation d’état des systémes non entiers

Le modele d’état d’un systéme d’ordre non entier, multi variable continu invariant est

défini , comme dans le cas entier, par deux équations :

e Une équation d’état dans laquelle chaque variable d’état xi(t) est dérivée a
un ordre non entier o(; . dans cas on parle de la représentation d’état

généralisée. Dans les systémes commensurables, tous les états  x;(t) sont

dérivés a un méme ordre non entier o .

e Une équation de sortie qui est une combinaison linéaire des états, comme dans
le cas entier.

Le modele d’état s’écrit alors sous la forme :
D@ (x) = Ax+ BU (1-24)

Y=Cx+DU

D) (x) [D*x; D% x, .. . pan Xn |

Dans le cas des systémes commensurables le modele d’état s’écrit :

D@ (x)= Ax+ BU (1-25)
Y =Cx+DU
i — D Py e ]T (1- 26)
1, AT, Y
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La relation entre les matrices du modele d’état (I-42) et le modele transfert G(s)
peut étre facilement calculée en utilisant la transformation de Laplace et en considérons les

conditions initiales nulles. On obtient :

G(s)=C [(s("*’hh,,l — A)_1 B] + D (1-27)

4-3 — Equation différentielle d’ordre non entier :

De maniére générale, un systéme d’ordre non entier mono variable, linéaire a

temps invariant est décrit par une équation différentielle généralisée de la forme :
"y aj D¥iy() + ag y(t)= X7, by DPiu(r) + by u(t) (I- 28)

D™ Désigne I’opérateur de dérivation d’ordrect. Les ordres de dérivation o< et f sont des

nombres réels positifs qu’on suppose, sans perte de généralité, tels que :
0<aq < ap, <--.< a, et 0<B; < B, <--.< B,

L’équation caractéristique associée a I’équation différentielle (I-21) est :
Dpe(D) X1 1a; A% +ag=0

Cette équation est de forme polynomiale mais avec des puissances non entiéres. Nous

donnons ci-dessous la méthode de résolution.

Calcul des racines d’un polynome d’ordre non entier :
Le calcul des racines d’un polyndme d’ordre non entier donné par
D,.(S)=a,s+a,_ ;s 1+.. . +a;s"+ay=0

doit étre considéré avec beaucoup de précautions en raison du caractére non entier des

puissances de la variable s qui implique la multiformité de 1’équation. En effet, si la variable
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complexe s est écrite sous la forme s= |S|€J5 avec § = 0y + 2 km, il est possible

d’exprimer une quelconque puissance de s par :
_ ; a; s 2.
S - Islej(69+ 2km™t _ |5|“f€"a18° 612“;-’5” (1-29)

echrik:-'r

- Lorsque @; estun nombre entier, =1V k, ce qui exprime que S%

a un seul sens, traduisant ainsi I’uniformité du polynome (I-24), dans ce cas entier.

ejZaf,;k:rr

- Dans le cas ou &; est nombre réel, le terme dépend de k, exprimant

que S ™ a plusieurs sens et traduit ainsi la multiformité du polynéme non entier (I-24). Pour
rendre cette équation uniforme, il faut éviter que I’argument de s décrive un tour complet, ce

qui est possible en effectuant une coupure du plan complexe. Cependant, une telle coupure

doit étre effectuée suivant I’axe IR pour répondre au caractére indéfini de S % pour s € R et
X; € IR — Z . la coupure ainsi définie impose la détermination] — 77, 7t pour I’argument
de S et est bien conforme a la condition sur S, soit S € IR (Figure 1-4).

Principe de la méthode :

On présente dans ce qui suit la méthode proposée par Oustaloup [1] pour résoudre

le polyndme non entier (I-24), dont le principe consiste a remplacer les puissances non

entiers &(; par des nombres fractionnaires de la forme :
;= L+ e (i=1,....n) (I- 30)

q et r; sont des nombres entiers et e; est I’erreur de rationalisation de la puissance

réelle o(;

L’entier q est calculé de sorte que la somme des erreurs de rationalisation e; soit
minimale et que les valeurs des entiers r; aient des valeurs admissibles. Ainsi, le polynome

non entier Dy(s) (I-24) devient un polyndme fractionnaire et peut étre écrit sous la forme :
Df (s) = a,s™+a, sn-1/% a;s"H9 4+ qy=0 (I- 31)

En effectuant le changement de variable :
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p= st/a (1-32)

Le polynéme fractionnaire (I-27) devient un polynome entier donné par :

D(p)= a,P"+a, 1P 1+ ... alP?’”:l +ap=0 (I- 33)

Ce polynome possede alors r, racines simples ou multiples. Connaissant ces
racines, on peut, grace au changement de variable (I-28), déduire les racines de polyndme
fractionnaire D(s) de 1I’équation ( I- 27) qui sont les approximations des racines du polynome
non entier (I-24) . En effet, si p; est une racine du polyndme entier D(p) elle peut étre écrite

sous la forme

P; |P;|e®8®d) (i=1,...,1) (I- 34)

(p;)et arg (p;) sont respectivement le module et I’argument de la racine p; les racines

du polyndme fractionnaire Dffs), notées S = (s5)e/*4"9 (5) correspondantes sont données par

(Isl= Ipilf
< arg(s) =qarg(p;) + 2qgkm; k =0,+1,+2, ..... (I-35)
\ _L_M{:k{:i_m

2q 2m 2q 2m

La troisieme relation de (I-31) permet de vérifier I’existence ses racines du polyndme

fractionnaire, les deux premicres relations permettent de les calculer. Il faut noter alors que :

- Lorsque D(p) possede une racine réelle négative, en raison de la coupure du plan
complexe, il ne lui correspond aucune racine de Dgs) donc de D, (s), c’est ce que I’on

appelle les racines multi modes apériodiques.
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- Une méme racine de D(p) peut engendrer plusieurs racines de Dy (s). (lorsque
plusieurs valeurs de k vérifient la condition de I’équation (I-31) ) d’un autre coté, une
racine de D(p) peut n’engendrer aucune racine deDy. (s) (lorsqu’il n’y a aucune valeur

de k qui vérifie cette méme condition).
On peut alors tirer les conclusions suivantes (caractéristiques des polyndomes non entiers)

- Le nombre de racines d’un polyndme d’ordre non entier ne peut étre déterminé au
préalable ni a partir de la puissance la plus élevée de sa variable, ni a partir du nombre

de ses coefficients.

- un polyndéme non entier, peut avoir un nombre de racine beaucoup plus grand que le
polyndéme entier qui lui correspond par le changement de variable p= S%, comme il

peut en avoir aucune alors que le polyndme entier en possede 7;,.

- de ces deux conclusions on peut en déduire une autre caractéristique propre aux
polyndme non entier . on ne peut pas reconstituer le polyndome non entier a partir de

ces racines comme dans le cas des polyndmes entiers.
5- Conclusion :

En automatique, on utilise cet outil de dérivation et intégration non enti¢res pour
synthétiser des correcteurs d’ordre fractionnaire, tels que : le correcteur CRONE qui se divise
en trois générations, le correcteur PID fractionnaire, etc. L’étude de ces correcteurs fera

I’objet du chapitre suivant.
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1-Introduction

Dans une chaine de commande, le systéme a commander peut étre représenté par
un modele dynamique fractionnaire ou par un mod¢le classique d’ordre entier. Dans les deux
cas, la commande par régulateur fractionnaire consiste a insérer un correcteur de type
fractionnaire. Dans ce présent mémoire, on s’intéresse exclusivement a la commande d’un
procédé d’ordre entier linéaire monovariable par des correcteurs d’ordre non entier et ce dans

le but de relever ’apport de ces derniers, notamment en matiere de robustesse.

La synthése des correcteurs non entiers se base sur des spécifications qui sont
relevées de la théorie de la commande fréquentielle classique, et qui doivent refléter aussi
bien la stabilit¢ que la robustesse du systeme en boucle fermée. Ces performances sont
rappelées dans ce chapitre.

2-Généralités sur la commande fréquentielle

La figure (II-1) représente le schéma fonctionnel d’une commande automatique

standard, ou C(s) et P(s) sont respectivement les fonctions de transfert du correcteur et du

ld
t y
r +< > e C(s) u |< ) > P(s) |
+

procédé a commander.

Figure II-1 : description de la boucle de commande.

Différentes entrées agissent sur le systéeme en boucle fermée : r : représente la consigne,d : la
perturbation de charge, n : le bruit de mesure. La grandeur a commander y, 1’écart e ainsi que

I’entrée de commande u sont les signaux d’observation présentant un intérét pour 1’analyse.
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Le signe "-"" associé au bruit de mesure a été¢ introduit uniquement pour simplifier I’écriture

des relations.

Soit L(s) la fonction de transfert de la boucle ouverte

L(s)= C(s) P(s) (II-1)

Comme le systéme est linéaire, les relations fondamentales entre les entrées r, d et n, la sortie

y et les grandeurs internes e et u, peuvent étre exprimées a I’aide des fonctions de transfert.

Soit R(s), E(s), D(s), Y(s) et N(s) les transformées de Laplace respectives de r(t), e(t), u(t),
d(t), y(t) et n(t) ; les relation suivantes peuvent étre obtenues a partir du schéma de la figure

(II-1) :

1+ L(s) 1+ L(s) 1+ L(s)
El)=1; IL(S)R(S iy (LS()S)D )= 1L(S)N () a-2)

On remarque que plusieurs fonctions de transfert intervenant dans les équations (II-2). Elles
sont identiques et sont dénommées « les quartes fonctions de sensibilité ». Elles permettent de

décrire entiérement les relations entre les grandeurs d’intérét du systéme de commandes :

= Fonction de sensibilité complémentaire

S(s)= 1 Fonction de sensibilité

Fonction de sensibilité de charge (I1-3)

Fonction de sensibilité de bruit
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Avec : T(s)+S(s)=1

Ces fonctions de transfert possedent des propriétés intéressantes pour la conception du
systéme de commande, tout particuliérement les fonctions de sensibilité S(s) et de sensibilité
complémentaire 7(s). En effet, le module de S a s=0 quantifie le rejet de la perturbation de
charge ainsi que la sensibilité a de petites variations des paramétres de procédé. Le module de
T (s) quantifie la réponse a la consigne ainsi qu’au bruit de mesure.

2-1- Stabilité :

La stabilité¢ est une propriét¢ fondamentale que doit satisfaire toute commande

automatique, sa perte peut mettre le systéme en risque. Elle est définie comme suit :

Définition 1 : un systéme est stable si a une entrée bornée il fait correspondre une sortie

bornée.

Définition 2 : un systéme est stable si sa réponse libre tend vers zéro quant le temps t tend

vers ’infini.

Un systéme asservi de fonction de transfert en boucle ouverte L(s) est stable si son polynome
caractéristique /+L(s) ne possede pas de racines a partie réelle positive. Mais, ce critére ne
peut pas étre utilis€ lorsque la conception de régulateur doit se faire dans le domaine
fréquentiel. Le critére de Nyquist est plus indiqué puisqu’il est basé sur le lieu de la fonction
de transfert en boucle ouverte L(s). Le criteére de Nyquist consiste en une interprétation de
principe de I’argument. Le contour de Nyquist € parcourt 1’axe imaginaire du plan complexe
de —joo a +joo ainsi qu’un demi cercle de rayon infini qui englobe le demi-plan droit du plan
complexe. Lorsque s (s=c+jm) parcourt une fois le contour €, L(s) d’écrit une courbe appelée

diagramme de Nyquist. Le critére de Nyquist peut alors étre formulé de la manicre suivante :

Soit m le nombre total de zéros instables de la boucle ouverte. Le systéme en boucle fermée
est BIBO stable si et seulement si le diagramme de Nyquist évite le point critique -1 et
I’encercle exactement m fois dans le sens trigonométrique géométrique direct. Dans le cas des
systemes a déphasage minimal, le critére se simplifie. Le systeme est BIBO stable si le lieu de
Nyquist de L(jw) lorsque w varie de 0 a + o n’encercle pas le point critique (-1,0) du plan

complexe.
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Im
A

Figure I1-2 : Contour de
Nyquist

2-2 Degré de stabilité :

Si la position de lieu de la réponse fréquentielle en boucle ouverte vis-a-vis du
point critique détermine la stabilité de la boucle fermée, la distance minimale par rapport a ce
point va caractériser la « réserve de stabilité » ou « la robustesse en stabilité » vis-a-vis des
incertitudes du modéle du procédé a commander. Quantitativement, cette notion s’exprime

par le «degré de stabilité » du systéme, qui peut étre mesurée par les parameétres suivants :

e Les marges de stabilité : que constituent les marges de gain et de phase, et

quantifient la distance au point -1

Soit M 139 la fréquence ou la phase de L (ja)) est de -180°, la marge de gain Mg

nous indique de combien le gain peut étre augmenté pour atteindre la limite de

stabilité, elle est donnée par :

1

Mg=———
‘L(jwlso ] db

(11-4)

Soit M. la fréquence ou L (j a)) un gain égale a 1, la marge de phase Mg est

¢gal au retard de phase requis pour atteindre la limite de stabilité, elle est donnée

par:

29



Chapitre 1l Etude des régulateurs d’ordre fractionnaire

My =r+arg(L(jo,)) (11-5)

. est la fréquence de gain unité mais également la fréquence de croisement, elle

est approximativement égale a la fréquence de coupure en boucle fermée. Des
valseurs typiques pour le choix de Mg sont entre 30° et 60°, et pour M, entre 2 et

5.[9]

La figure (II-3) donne la signification graphique des marges de phase et de gain dans le plan

de Black.

|L(Ja’) dB |L(Ja))| dB
A A
Mg
¥
Facteur de |
; |
résonance
Q |
|
[
|
|
) >
¢ arg
M,
=0

Figure (I1-3) : Marges de stabilité dans le plan de Black

e Le facteur d’amortissement en boucle fermée : il caractérise le temp de
décroissance des dépassements du mode oscillatoire de la réponse libre ou

indicielle.
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e Le facteur de résonance en boucle fermée : il est donné par la graduation du
contour d’amplitude de 1’abaque de black tangent au lieu de black de la

boucle ouverte.

e Le premier dépassement réduit : il caractérise I’importance des oscillations

transitoires de la réponse libre ou indicielle de la boucle fermée.
2-3- Comportement du procédé autour de la fréquence de croisement :
Trois types de comportement sont distingués :

e Un comportement asymptotique : il correspond a un domaine de fréquences
pour lequel le diagramme de phase est assimilable au diagramme asymptotique

correspondant (figure 11-4)

Un procéder peut présenter un ou plusieurs comportement asymptotique, il est dit I’ordre p

lorsqu’il correspond a un blocage de phase a pn/2.

Un comportement quasi asymptotique : il est caractérisé par une phase

variante lentement avec la fréquence (figure 11-5).

Un comportement quasi asymptotique d’ordre p correspond a un pseudo blocage de la phase a

-pm/2.

e Un comportement quelconque : il est défini comme un comportement qui
n’est ni asymptotique ni quasi asymptotique (figure II-6). Il est donc
caractérisé par une phase qui varie rapidement avec la fréquence, et
correspond a un domaine de fréquences qui avoisine ou contient une ou

plusieurs fréquences transitionnelles.

31



Chapitre 1l Etude des régulateurs d’ordre fractionnaire
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Arg (p (jw))
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Arg (p (jo))
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Figure II-5 : Comportement quasi asymptotique d’ordre p

|
S Arg (p (o))

Figure II-6 Comportement quelconque
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Les figures (II-4, II-5, II-6) représentent le comportement de procédé P(s) autour de la

fréquence de croisement.
3-La commande d’ordre fractionnaire :

Dans le cadre d’une approche fondée sur les marges de stabilité, la commande
d’ordre fractionnaire préconise de réaliser, autour de la fréquence de croisement, un
comportement fréquentiel en boucle ouverte le plus proche possible de celui de fonction
idéale de Bode. Le lieu de Black du dérivateur généralisé qui décrit cette fonction sous forme
d’une droite verticale centrée sur la fréquence de croisement, permet une marge de gain
infinie et une marge de phase constante, donc un degré de stabilité, robuste vis-a-vis des
variations du gain en boucle ouverte. En effet, cette variation se traduit par une translation

verticale du lieu de Black, permettant le maintient de la marge de phase.
3-1-La commande CRONE :

La commande CRONE (commande robuste d’ordre non entier) a pour objectif le
maintien des performances dynamiques fréquentielles ou temporelles en présence de variation
de certains parametres du systéme. L’idée est d’avoir la fonction de transfert corrigé
indépendante de ces parametres et qui ne dépend que de I’ordre non entier de dérivation. La
premicre fonction de ce type a été proposée par Bode en 1945 appelée fonction idéale de
Bode. La commande CRONE se conjugue en trois générations, le choix d’une génération se
base conjointement sur le comportement du systéme autour de la fréquence de croisement, et
sur la nature des modifications sur le gain et sur la phase. La premiére et la deuxieme
génération se basent sur la fonction idéale de Bode, elles sont applicables lorsque la

réparamétrisation conduit uniquement a des variations sur le gain.
3-1-1-La commande CRONE de premiere génération :

Afin d’assurer la robustesse du degré de stabilisation a travers celle de la marge de
phase, la commande CRONE de la premicre génération préconise, lorsque le systéme présente
un comportement asymptotique ou quasi asymptotique autour de la fréquence de croisement,
de lui associer un correcteur a phase constante. Cette phase doit étre calculée de sorte a placer

judicieusement le gabarit fréquentiel selon la marge de phase requise.
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Etant donné la boucle de commande représentée par la figure (II-1). Lors d’une

réparamétrisation du systéme, sa réponse en fréquences P (jo) devient :
P'(jew)= P(jo)+AP(jo)... (11-6)
De méme, pour la fréquence de croisement :
0'=0, +Ao, (11-7)

L’expression définissant la marge de phase est égale a :

M, +7r+argC(ja)c)+argP(ja)c) (II-8)
Celle ci devient aprés réparamétrisation :

M, :ﬂ+argC(ja)c’,)+argP(ja);) (I1-9)

Ce qui correspond a une variation de marge de phase donnée par :

AM , = M(’2 -M,=argC(jo', )+arg P(jo',)—argC(jw,) —arg P(jo,) (-10)
Soit : AM , =AM , + AMr (II-11)
En posant :

AM , = arg P(jo)-arg Pjo,) (I1-12)
et: AM, = arg C(jo!)-arg C(jw,) (I1-13)

AM , représente la variation de la phase du procédé lorsque P( ja)) varie de AP( ja)) et
deAw,.. AM  représente la variation de la phase du correcteur lorsque la fréquence @, varie
de Aw, .Ces expressions montrent que les variations de la marge de phase de la boucle ouverte

résultent de la somme des variations de la phase du procédé et des variations de la phase de

correcteur. La stratégie consiste a réaliser :

AM ,=0 (11-14)
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Cette condition sera assurée par un correcteur a phase constante autour de @,, que réalise un

dérivateur généralisé qui présente une phase constante sur tout I’intervalle des fréquences.
Pour des considérations pratiques le dérivateur généralis¢ (idéal) est remplacé par un

dérivateur généralisé borné en fréquence. Le correcteur sera donné par:

1+
———|neR II-15
(

La figure (II-7) représente les diagrammes de Bode du dérivateur généralis€ borné en

fréquences qui définit le correcteur, et la figure (II-8) schématisé le principal de placement en

phase du gabarit fréquentiel, qui sera appelé ,6’( ja)). Pour un comportement asymptotique

d’ordre P du procédé, et un placement en phase égale a — n’% du gabarit, le correcteur doit

apporter un déphasage constant de n %

arg(P(jo)). arg(B(jo))
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C, (]a)j db

0dB G,db/oct

Co

arg(c, (/)

[
»

Figure I1-8 : Effet du correcteur CRONE de
premiere génération sur le comportement du
procédé entre wA et wB

Figure II-7 : Diagrammes de Bode du
régulateur CRONE premiére
génération
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Il reste a déterminer 1’ordre n, la figure (I1I-8) traduit la relation :
arg C(jw) = arg Bjo) - arg P(jo) (I1-16)

Soit :w € [w,,w,.]

argC(jw)=—n'%—(—p%)=(p—n’)% (I1-17)

Sachant que arg C( j a)) =n” X I’ordre non entier n du correcteur est donc donné par :

n=p-n' (II-18)

n'se déduit des spécifications sur le degré de stabilité qui doit étre chiffré par la marge de

phase, le facteur de résonance, ou le coefficient d’amortissement.
e A partir du facteur de résonance Q :

A partir de la formule définissant la marge de phase, on peut écrire :
B 4 T ’
MQ:7z+argﬂ(]a)):7z—”%:5(2—n) (11-19)

n  estalors donné par :

-7
n'=21-—= (11-20)

T

Si les spécifications sont données par la valeur du facteur de résonance Q :

1
0= ; (I1-21)
inln'7
sin|” A
De la on déduit n' :
n'= 2 arcsin(ij (11-22)
7 0
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e A partir du coefficient d’amortissement & :

Lorsqu’on veut imposer la valeur du coefficient d’amortissement &, on utilise cette formule :

£=—cos > (11-23)
n
D’ou on tire :
T
n=——— 11-24
ar cos(— &) ( )

Enfin, pour que le correcteur puisse annuler les erreurs de position et de trainage, ou lui

associe en série la transmittance suivante :
a), nb
c,(s)= (—b + 1] Avec o, <o, (II-25)

Si n,,représente 'ordre du comportement asymptotique du systeme en basses fréquences,

I’ordre n;, s’obtient comme suite :

e Lorsque n, =0 : n, =1pour annuler I’erreur de position.
Et n, =2 pour annuler I’erreur de trainage.
e Lorsque n, =1: n, =0 pour annuler I’erreur de position
n, =1 Pour annuler ’erreur de trainage.

e Lorsquen,, >2: n, =0 pour annuler les erreurs de position et de

trainage.

Et afin d’atténuer le bruit en haute fréquences, on lui associe ¢galement en série un filtre passe

bas d’ordre ny, tel que :

1
¢, (s)=—— Avec o) > o, (11-26)
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n, =0 Pour que la sensibilité de I’entrée demeure en hautes fréquences.
n, 21 pour que la sensibilisé de I’entée diminue avec les hautes fréquences.

3-1-2-La commande CRONE de deuxiéme génération :

Un régulateur CRONE de premiére génération n’a de sens que si le procédé présente
un comportement asymptotique, ou a la rigueur quasi asymptotique, autour de la fréquence de
croisement. Le correcteur de deuxiéme génération apporte la solution dans le cas d’un

comportement quelconque.

L’objectif consiste alors a annuler les variations de la marge de phase par la réalisation des

deux exigences suivantes (figure 11-9) :
e Un gabarit verticale que doit fermer le lieu de black en boucle ouverte, et
qui doit avoir une phase comprise entre A et B qui doit avoir une phase
. T . o
comprise entre — By et —z autour dew,, pour I’état paramétrique

nominal du procédé.

e Un glissement de gabarit sur lui-méme lors d’une réparamétrisation du
possédé, cette condition étant vérifiée lorsque la réparamétrisation conduit
uniquement a des variations du gain autour de @, .

La variation du gain en boucle ouverte peuvent étre occasionnées par :

e Une modification de I’ensemble des paramétres du procédé si o,

appartient a un comportement asymptotique du procédé.

e Une modification de gain et des fréquences transitionnelles éloignées de
@, dans le cas ou cette derniére appartient a un comportement

quelconque du procédé.

La forme et le glissement vertical du gabarit assurent non seulement la constance de la marge
de phase, mais également (figure II-10) :

e La constance du facteur de résonance, a travers la tangence du gabarit a un méme
contour d’amplitude.

e La constance du coefficient d’amortissement, a travers la tangence du gabarit & un
méme contour d’iso amortissement.
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A |ﬂ(]a)1 1 |,B(]0)) db
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Figure II-10 : Glissement vertical du gabarit

Figure I1-9 : Représentation du gabarit assure a la fois Ia robustesse de

dans le plan de black, I’ordre n associé
au gabarit détermine son placement en Mqo.QETE

5_ N7
phase a A

L’observation de la figure II-9 montre que la fonction de transfert en boucle ouverte est

décrite par un intégrateur d’ordre non entier compris entre 1 et 2, soit :

S

Bls)= (” ] el (11-27)

De fréquence de croisement @, , et a phase constante :

nw

argﬂ(ja)): ey (I1-28)

Le comportement dynamique en boucle fermée est complétement caractérisé par la fonction

de sensibilité S(s) et la fonction de sensibilité complémentaire T(s), soit selon (II-3) :
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T(s)+- f S()S) - (11-29)
1+(aij
S(s) L _ (%) ) (11-30)

)

La fonction T(s) présente une fréquence de résonance @, et un facteur de résonance Q dont il

est utile de donner les expressions :

b
0, = (— cos(n %D o, (I1-31)

Et

0ln) - |TT(Z;)))|)| - Sm(L 72[)

(11-32)

Cette expression montre que le facteur de résonance est exclusivement lie a I’ordre non entier
n permettant ainsi d’introduire la notion de résonance robuste. Les podles de 1’équation

caractéristique de la boucle fermée sont donnés par :

s=afeof ) sn(2))
smofof 5 se7)

(11-33)

Puisque 1<n<2, s; et s, sont complexes conjugués et forment un angle au centre 26  avec

0= (72' - gj (figure (II-11).)
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Les poles se déplacent avec un angle constant (fixé par 1’ordre n), lorsque @, varie. La

robustesse dans le plan s (complexe) est donc illustrée par deux demi-droites formant le méme

angle o par rapport a I’axe des réels et appelées demi-droites d’iso amortissement.

L(s)

s, 2w,
Demi-droites d’is/

amortissement
oc=r— 77
n

A\

U
D/ Re(s)

,jfy
n

5, =w.e

Figure 1I-11 : Lieu des péles de la boucle fermée dans le plan complexe.

La fréquence naturellew, la fréquence propre w, et le facteur d’amortissement & qui

constituent les parameétres caractéristiques du mode oscillatoire sont donnés par :

0, =0, =|s,,| (11-34).
E(n)=cosf = —cos(z) (II-35).

n

®, =0,sin0=o,1-& (I1-36).

42



Chapitre 1l Etude des régulateurs d’ordre fractionnaire

L’expression (II-35) montre que le facteur d’amortissement est exclusivement

lié a ’ordre de dérivation n illustrant la notion du mode oscillatoire.

Synthése de régulateur CRONE de deuxieme génération :

La fonction de transfert en boucle ouverte est décrite par un intégrateur d’ordre
fractionnaire, en remplacant celui-ci par D’intégration d’ordre fractionnaire borné en

fréquences correspondantes, et en lui associent les transmittance ¢, et c,, (s) décrites

précédemment on obtient :

N h
, n, I+— ‘
. a) a)c a)n
Blio)= {kb (—b + lﬂ : (11-37)
§ Dol 14| 1+
w, @'
Ou
J\2 7%
k, = (&J 41 (11-38)
a)c
Et

SRR P2
k, = K t: j +1} (11-39)
w'h

o(s)= plie) (11-40)
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3-2-Régulateur PID fractionnaire (PI" D™) :

La fonction de transfert du régulateur proportionnel, intégral et dérivé fractionnaire
PI" D™) se déduit de celle de PID classique, en généralisant I’intégration et la dérivation a
q g g

des ordres réels n et m respectivement, soit :

Cls)=k, + k— +h,s" n,me [0.2] (I1-41)

S
Les conditions a réaliser, sont comme suite :

e Marge de phase Mg et fréquence de gain unité@,, ceci est réalisé par les deux

conditions suivantes :
arg(L(Ja, )+ arg(C(jo, )+ arg(P(joo, )= ~7 + Mg (11-42)

IL(Jw, ), =|Ca.)P(Jo, ), =0d4B (11-43)

db

e Robustesse vis-a-vis des variations du gain, par I’annulation des variations de la

phase en boucle ouverte :

{d [arg(C(i" Z)P (j a)))]} -0 (11-44)

e Robustesse vis-a-vis du bruit de mesure, on a vu que pour une bonne atténuation
du bruit de mesure influant en hautes fréquences, il faut garantir un faible gain,
dans cette région fréquentielle, pour la fonction de sensibilit¢ complémentaire

T(s), soit alors :

SN C(ja))P(ja))| i
T(]a))_1+c(jw)P(jw)|dbSAdb Vo>o)o, (11-45)

Et parce que les systémes physiques sont des systémes passe-bas cette condition peut

se réécrire sous la forme :
44



Chapitre 1l Etude des régulateurs d’ordre fractionnaire

T(jeo, ), = Adb (11-46)

e Robustesse vis-a-vis de la perturbation de charge, pour un bon rejet des
perturbations de charge influant en basses fréquences, il faut garantir un faible
gain, dans cette région fréquentielle, pour la fonction de sensibilité S(s), soit

alors :

L

S(ja)): 1+C(ja))P(jw>|db

<Bdb Voio/lo, (I11-47)

Pour les mémes raisons que précédemment, cette condition devient :
S(jw, )| = Bdb (11-48)

Les constantes A et B sont généralement prise comme étant égale a -20 db, et
I’annulation de I’erreur statique est assurée par I’intégration d’ordre n. les parameétres
positifs Kp, Kj et K4 et les ordres n, et m s’obtiennent par la résolution de probléme
d’optimisation non linéaire multivariable avec contrainte, en considérant la partie
gauche de I’expression (II-44) comme fonction objective a minimiser, et expressions

(I1-42), (11-43), (11-46) et (II-48) comme étant les contraintes.
-Résolution du probléeme d’optimisation non linéaire multivariable :

La résolution de probléme d’optimisation s’effectue au moyen la toolbox
d’optimisation du logiciel MATLAB, a travers [’'utilisation de la fonction

FIMINCON. Il s’agit alors de poser le probléme suivant :

min /()
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F(x) étant la fonction non linéaire multivariable a2 minimiser, x le vecteur des
parametres, C,, (x) est le vecteur des égalités non linéaire, C(x) est le vecteur des
inégalités non linéaires, lb et ub sont respectivement les bornes inférieure et
supérieure du vecteur des parameétres. L’instruction se formule de la maniére

suivante :

[Parameter, error]=FMINCON (‘main-fun’,init-cond,[ ],[ ],[ ],Ib,ub, constraint-

fun’,options).

Ou:

» Main-fun est la fonction a minimiser f(x).

» init-cond est un vecteur d’estimées initiales de la solution.

» constraint-fun fonction contenant I’ensemble des contraintes sous forme
d’égalité puis d’intégralité.

» Options est la structure dans laquelle on définit les paramétres
d’optimisation, tels que le nombre maximal d’itération, et les critéres d’arrét.

» Parameter contient la solution finale.

» Error est la valeur de la fonction objective a la solution finale.

4-Conclusion :

Nous avons cité dans ce chapitre les principaux régulateurs fractionnaires. Leur synthese est
effectuée dans le domaine fréquentiel. Dans le cadre de la commande fractionnaire, la boucle
ouverte prend une forme d’un intégrateur fractionnaire, du moins sur intervalle fréquentiel
défini autour de la fréquence de croisement. Cela confére au systéme en boucle fermée la
propriété de robustesse du degré de stabilité vis- a —vis des variations du gain de la boucle
ouverte. La commande CRONE de premicere et de deuxieme génération applique directement
ce principe. Pour ce qu’est de la synthése du correcteur PID fractionnaire, le calcul des

valeurs optimales s’effectue par la résolution d’un probléme d’optimisation non linéaire et
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non convexe auquel il est difficile de trouver une solution satisfaisante. La synthése de ces
correcteurs nécessite I’implémentation analogique en utilisant des approximations telles que
I’approximation d’Oustaloup, 1’approximation de Charef, 1’approximation de Matsuda.
L’implémentation numérique de ces correcteurs dans le cadre de la commande par ordinateur

nécessite I’opération de discrétisation. Ceci fera 1’objet du chapitre suivant.
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1-Introduction :

De nos jours, la commande par calculateur numérique est largement utilisée. La mise en
ceuvre d’une commande numérique par calculateur peut se faire de deux maniéres. La
premiere est d’obtenir d’abord I’équivalent discret du modele en temps continu du procédé
puis de synthétiser la commande numérique en utilisant les méthodes discretes. La deuxiéme
consiste d’abord a synthétiser le correcteur en temps continu puis d’obtenir sa version
numérique en utilisant les méthodes de discrétisation. C’est cette derniére approche que nous
allons utiliser dans ce chapitre. L’ implémentation d’un correcteur sur un ordinateur nécessite
I’opération de discrétisation qui consiste a trouver I’équivalent discret C(z) du correcteur
analogique C(s).

Si dans le cas entier le passage d’une fonction de transfert en temps continu C(s) a son
équivalent discret en temps discret C(z) peut étre obtenu par les méthodes de discrétisation
simples (transformée en z) ; ceci n’est plus évident dans le cas fractionnaire. Le principe de
discrétisation repose sur le remplacement de ’opérateur « s » par une fonction « w(z) »
appelées opérateurs. Il y a deux classes de méthodes de discrétisation : les méthodes directes
et les méthodes indirectes.

Dans ce chapitre, nous nous sommes limités a 1’étude de la discrétisation directe
utilisant différents operateurs (Tustin, Al-alaoui, Euler, Simpson). La contribution majeure de
ce chapitre est d’introduire la formule récursive de discrétisation avec des ordres
d’approximation différents. Cette derniére simplifie le travail en utilisant les troncations
approximateurs tels que : la CFE, PSE.

2-Classes des méthodes de discrétisation :

2-1- Méthodes directes :

Elles consistent a remplacer I’opérateur d’ordre fractionnaire s* par une fonction
génératrice [w(z)] * (dimension infinie) dans C(s) (aprés avoir limiter ’ordre) pour obtenir
C(z) qui est la fonction de transfert discrétisée de C(s).

2-3- Méthodes indirectes :

La discrétisation par les méthodes indirectes se fait en deux étapes. La premiere
consiste a donner un mode¢le fractionnaire en temps continu en utilisant un équivalent

: : n s , o , , ) .
rationnel qui peut étre déduit par I’approximation de 1’operateur d’ordre fractionnaire § par
un mode¢le entier. La deuxiéme étape est la discrétisation classique de la fonction de transfert
en s obtenue dans la premiére étape.
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3- Méthodes de discrétisation directes :
Nous distinguons deux étapes :
e Etape 1:

. . . ‘. . o _ o
Remplacer I’operateur d’ordre fractionnaire par une fonction génératrice : § = [W(Z)] .
Quatre fonctions génératrices sont proposées a partir desquelles découlent les quatre
méthodes :

1. Méthode d’Euler (Grunwald) :
a 1 -1 ‘ 1 a, (a=1)
s =|=(1- =—\l-az7 +—z" +...
[ S-z )} S R

2. Méthode de Tustin :

s =[£ (1_21)} =(£ja(l—2az"l +2a%z7 +)
T(l+z‘1) T

3. Méthode de Simpson :

5 = Kij (-t fiez )T = (ija(l—mzl +2a(4a+3)7 +...)

T (l+4271+272) T

4. Méthode d’Al-Alaoui :

T représente la période d’échantillonnage.
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e Etape 2:

Nous avons remarqué que 1’expansion de ’operateur d’ordre fractionnaire par les
différentes méthodes citées précédemment, conduit a des séries infinies qu’on doit
approximer en utilisant des méthodes d’approximation comme CFE et PSE.

1. Approximation discréte en utilisant I’expansion de séries enti¢re (PSE) :

En utilisant une fonction génératrice correspondante a une des méthodes
précédentes (Tustin, Euler,. . .) et en utilisant I’expansion de série entiére
(PSE) de cette fonction, on obtient la fonction de transfert rapprochant
I’operateur d’ordre fractionnaire suivante :

D*(z) = APSE[u] = A.lim | 4,(=",a)/ 4,(z"',-a) |
n—»o0
Ou: A0 (z', w=1
An (Z, 0)=An1 (2, 0)-Cn 2" An1 (2, 0)

a/n pour n impair
Cn

0 pour n pair

Donc: D*2)~A.4, (", a)/4, (" -a)

Avec: A qui change selon la fonction génératrice comme suit :

oem Tustin
(8/77) Al-alaoui
- <
(/T Euler (Grunwald)
@3/m* Simpson
N~

PSE[u] représente I’expression qui résulte de I’expansion de série enticre de la fonction u.
Avec : u qui change selon la fonction génératrice comme suit :
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4 1

(1-zH* Euler
[(1-z") (1+zH)]“ Tustin
[(1-z") (142" (1+4z 4272 Simpson

[(1-z"Y (1+z'/7)]® Al-alaoui

&

Le tableau suivant présente les expressions des An (z-1, o) pour n=1,... .9

An(z”, 0)

1

-0z +1

-(1/3) az>+ (1/3) 02z -0z "+1

-(1/5) az™+ (1/5) 02z *-[(a/3) + (0/15)] z°+ (2/5) 02z -0z +1

N N W=

(/7 "Ho /1 T)Z - [(0/5)+H(2a7/35)]2 +[(26/105) o’ +H(0*/105) 2 *-[(1/3)o+(1/2 1)’ ]2z

+(3/7) 02z -0z +1

9 “(0/9)2 +(a*/9)Z - [(a/7)H(o*/21)]z +[(34/189)a™+H(2/189)a |z °-[(1/5)a+(16/189)0+(1/945)0”)z”

+H[(17/63)a?+(1/63)a* 1z *-[(1/3)a+(1/9)a’ 1z +(4/9) o’z -0z ' +1

Tableau III-1-les formules de An (z'l, o) pour n=1,...,9

2. Approximation discréte en utilisant ’expansion de fraction continue
(CFE) :

Une autre méthode pour obtenir 1’équivalent discret de 1’opération d’ordre
fractionnaire, qui combine la régle trapézoidale et 1’expansion des fractions
continues, cette méthode implique 1’utilisation de la fonction génératrice. La
fonction de transfert résultante, rapprochant 1’opérateur d’ordre fractionnaire
peut étre exprimée sous la forme suivante :

D*(z)=Y(z)/F(z)=A. CFE [u]

=A. P, (z")/Q, (z"

ou

-CFE[u] : dénote la fonction de transfert résultante de I’application de
’expansion continue de la fonction u.

-A et u : changent comme précédemment.

-p et q : sont les ordres de I’approximation (p=q=n).
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-P et Q : sont des polynomes de degré p et q correspondants aux
variables z'. Les formules de P et de Q seront présentés dans le tableau
suivant :

p=q |P,(z") (k=1),et Q(z") (k=0)

1 (-Dfoz'+1
3 (- (o-40)z > +H(60*-9)z *+(-1) 150z "+15
5 (-D¥(0’-2007+640)z +H(-19507+150"+225)z *+(-1)5(1050’-7350)z>+(4200°-1050)z~

+ (-1)*9450z'+945

7 (-D)*(7840’+a'-560°-23040)z ' +(1061207-11900-11025+280°)z°
+ (-1)(53480+3780-113400 )2 >+(99225-598500*+3 1500 ")z

+ (-1)5(1732503-1732500)2 > +(-218295+623700%)z > +(-1)*1351350z ' +135135

9 (-1)¥(-5248007+1474560+0’-1200'+43680° )z +(450°+1203300'-90976 50
44100°+893025)z8+(-1)(-57424950-762300°+14518350°+9900 ")z "+
(-13097700+95148900>-7969500+138600°)z +(-1)*(336486150 -
45054000°+1351350°)2 > +(-2364862507+5101030+9459450 %)z +(-1)"(-641864250.

+47297250%)2 +(162162000-72972900)z>+(-1)3445942 50z +344599425

Tableau ITI-2- les formules de P,(z") et de Q,(z") pour p=q=1,...,9
4- Exemples :

Exemple 1 :

La discrétisation de s avec une période d’échantillonnage T=0.001s,
en utilisant la méthode de Tustin approximée par I’expansion de série entiere
(PSE), donne les mod¢les suivants :

44,727 -22.36
Gl(Z) =
z + 0.5
44.727°-22.367°+3.7272-7.454
Gs(z) =
7°40.57°+0.083332+0.1667
44.727"-22.367°+4.7922°-7.9867*+2.79572°-4.7927°+1.5972-3.194
Gy(z) =

127+0.525+0.10712°+0.17862*+0.06252°+0.10712°*+0.03572+0.07143
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44.727°-22.362°+4.9697-8.0752°+3.0612°-4.9477*+2.0412°-
3.6417°+1.2427+2.485

Go(z) =
127+0.52°+0.111127+0.18062°+0.068452°+0.11062*+0.045637°
+0.077382°40.027782+0.05556

Exemple 2 :

On refait le méme travail que I’exemple 1, mais en utilisant I’approximation par
I’expansion de fraction continue (CFE), on obtient les mod¢les suivants :

z-0.5
Gi(z) =44.72
z+0.5
3 2
72-0.572-0.52+0.125
Gs(z)= 44.72
72°40.522-0.52-0.125
77-0.52%-1.52°+0.6252*+0.6252°-0.187522-0.06252+0.007813
G(z)=44.72
7/40.52°-1.52°-0.6252*+0.6252°+0.18757°-0.06252-0.007813
7°-0.578-22"+0.8752°4+1.3132°-0.46882*-0.31252°+0.078 132%+
0.019532-0.001953
Go(z)=44.72

12°+0.52°-227-0.8757°+1.3132°+0.46882*-0.31252°-0.078 13 7>
40.019532+0.001953

Les diagrammes de Bode présentés par la figure (I1I-1) montrent que 1’approximation
est d’autant meilleure que ’ordre d’approximation est élevé. D’autre part, les courbes de
modules sont mieux approximées que celles de la phase. La méthode de Tustin combinée a
CFE offre de meilleurs résultats. Enfin, 1’approximation n’est valable que sur un certain
nombre de décades qui dépend de la période d’échantillonnage et de I’ordre d’approximation.
On doit noter que la méthode de discrétisation introduite donne toujours une fonction de
transfert en z avec une phase minimale stable.
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Figure I1I-1-b : Tustin + CFE

Figure ITI-1- Discrétisation approximée de s" a T=0.001s
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5-Conclusion

Les méthodes de discrétisation sont essentielles dans I’implémentation digitale des régulateurs
d’ordre fractionnaire. Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes de discrétisation
directes (Tustin, Al-alaoui, Euler (Grunwald), Simpson). Ces méthodes nécessitent une étape
d’approximation. Nous avons ainsi étudi¢ deux méthodes d’approximation (PSE, CFE). Ces
méthodes sont illustrées sur deux exemples d’application.
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1- Introduction

Dans ce chapitre deux exemples d’implémentation numérique de régulateurs fractionnaires sont
présentés. La méthode d’approximation CFE est choisie en raison de meilleurs résultats qu’elle peut
apporter comme cela a été remarqué dans le précédent chapitre. Les différentes fonctions
génératrices seront utilisées afin de comparer leur efficacité.

2- Exemple 1 : discrétisation d’un intégrateur d’ordre fractionnaire
Soit I’intégrateur d’ordre fractionnaire suivant 8" avec a =-0.5. En le discrétisant par les

différentes méthodes citées auparavant en faisant varier la période d’échantillonnage T. Les
résultats de simulation seront présentés par les figures ci-dessous :

10 T T T
amplitude exacte
amplitude approximée |

phase exacte
phase aosproximée [

T, ) S [ \ ----------- o .

i i i =
(1] 2 4 ;] 30

107 10 10 10 10 107 10° 10 10 10

Tustin+CFE pour T=0.001s

10 o : : 0 -— .
N : amplitude exacte : phase Fxarcts
Of--mmmmenes R P — amplitude appraximée |4 phase zpproximés
AN . . B R Sl .
P : : :
10 P i i : :
e : L R T -
B FRRSRI FRSIAN S S—— | | |
: :\a\\ : 30 : : :
30\\ -------------- : ' :
i : N : . i
771 S U TR R e AR s S
: : : \\_— : : :
B0 H i,. i 50 i i.. 1
10° 10° 10° 10" 1 10® 10’ 10° 10’ 10°

10 T T T 0 ; r r
amplitude exacte \ — phase exacte
Of-----mmm-e- R amplitude approximee A0k ) — phase approximée | |
) S SR R S —
; : : s S -
Y] E— — AN —
E E E B SRETrt LRl [EERREERRNS Sy SRR .
1| - S SIS N ———
e o T B o I WA
e i P i 50 : . ’
107 10° 10° 10* 10° 107 10° 10° 10° 10°

Euler+CFE pour T=0.001
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10 T T T 0 ; - v
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10° 10° 10° 10* 10° 10° 10° 10° 10° 10°

Simpson+CFE pour T=0.001

Figure IV-1- : discrétisation de s™° et la comparaison des résultats avec ceux du cas continu
pour T=0.001s
0 -
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N .
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Figure IV-2- : discrétisation de s™etla comparaison des résultats avec ceux du cas continu
pour T=0.01s
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10 T r 0 - :
amplitude exacte i | —— phase exacte
amplitude approximée |1 _qpl....__ % ---| —— phase approximée |-

B N S . S i
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T . s, S 777 SR PSR P U
40 5 5 50 i i

10° 10° 10° 100 107 10° 10° 10*

Simpson+CFE pour T=0.1s

Figure IV-3- : discrétisation de st la comparaison des résultats avec ceux du cas continu
pour T=0.1s

Interprétations :

Les diagrammes de Bode présentés par les figures (IV-1),(IV-2),(IV-3), montrent
que la discrétisation par la méthode de Tustin approximée par CFE , donne de meilleurs résultats
par rapport aux autres méthodes ; les tracés sont trés proches de ceux du continu. Donc nous
pouvons conclure que la discrétisation par la méthode de Tustin est la plus efficace pour reproduire
les performances du cas continu.

3- Exemple 2 : Asservissement de position d’un moteur

Le systéme de banc d’essai d’un servomécanisme de position est un moteur a
courant continu avec un arbre ¢lastique. Le modele utilisé¢ dans notre simulation, schématis¢ par la
figure (IV-1), est un banc d’essai qui se compose d’un moteur a courant continu, d’une boite de
transmission, d’un arbre élastique et d’une charge.

R
boite de
s transmission
— I'd \
Vv ( —H\"i— | T ) charge oL
7 UM NS
B J
modeéle du A
moteur

Figure IV-4- Le modéle du banc d’essai d’asservissement de position

Le systéme de banc d’essai de la figure (IV-4) peut étre modélisé par les équations différentielles
suivantes :
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dt J, P J,

(Iv-1)
do,, _ kq [V_kTa)MJ Buoy n kg (9 Q_Mj
o J, R J, pJ, Ut p

Ou : V est la tension appliquée au moteur.
T est le couple agissant sur la charge
oL est la vitesse angulaire de la charge.
oM est la vitesse angulaire du moteur.
Jm et JL sont les moments d’inertie du moteur et de la charge nominale.
ko et kT sont la rigidité en torsion et la constante du moteur.
BMm et BL sont les coefficients de frottement visqueux.
p est le rapport de réduction.
R est la résistance de I’armature.

En définissant les variables d’état comme suit :  [OL L Om ©wm], le modéle ci-dessus peut étre
converti en une forme dans 1’espace d’état, linéaire en temps invariant (LTI) :

0 1 0 0 F o
ke B K 0
: JL JL pJL 0
X, = 0 0 0 L x,+t 0 [V
k, . k, _,BM+kT/R RkJT
_,OJM p2JM Iy i -
6,=[l 0 0 O, (IV-2)

La seule mesure disponible pour I’asservissement est OL. La position angulaire de la charge
doit étre fixée a une valeur désirée en réglant (ajustant) la tension appliquée V. L’arbre €lastique a
une force de cisaillement limitée (finie) si bien que le couple T doit rester a I’intérieur de limites
spécifiées. Du point de vue entrée-sortie, 1’installation (le procédé) a une seule entrée V, qui est
manipulée par le régulateur. Il a deux sorties, une mesurée et réinjectée au régulateur (OL) et une
non mesurée T. Les parameétres du systéme asservis expérimental de position sont donnés dans le
tableau suivant :
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symboles | valeurs symboles valeurs
k, 1280.2 P 20
k, 10 By 0.1
Jy 0.5 B, 25
J, 25 R 20

Tableau IV-1- les parametres du systéme servomécanisme

En remplagant ces valeurs dans I’équation (IV-2), on obtint la fonction de transfert du systéme
suivante :

2.56

G(s)= (IV-3)

s*+1125°+67.81 s°+528.7s-1.918 107"

Les expériences [5], ont fait le choix d’associer a ce systeme un régulateur d’ordre fractionnaire
(PID fractionnaire) a la place d’un PID classique grace aux améliorations qu’il apporte au systéme.
Ce PID fractionnaire a la forme suivante :

C(s) = 135.12+(0.01/5°7)-31.6 s*° (IV-4)

Les résultats de simulations sont donnés par la figure (IV-5):

Siep Response Bode Diagram
100 T
% S0
1.2 = ——
E r|_______________.__—.=.-._,__.‘_.:.______ _____________ —
Ly B S
! o -0 —
fiv) I = .
E] 08 | 1 _100t+ -
2 [
E 06 [ -150 - -
< |I .';00 T T
Li — — — —
0.4 | BOIB0— = = I.__._._.:?-_-.-.\ _____________
=
0.2 J g o0 e
£ ———
i ll» A 80— —————— === e —
0.2 L L L L 1 =360 5 Il.'l ;

0 10 20 30 40 50 60 107 10 10 10 10°
Frequency {radfsec)

Time {sec)
Figure I'V-5- Réponse indicielle et diagramme de Bode du systéme corrigé par un PID
fractionnaire en temps continu

Notre travail consiste a discrétiser le régulateur PID fractionnaire et I’associer au systeme
continu. On prend comme méthode de discrétisation celle de Tustin approximée par CFE a un ordre
n=5, et comme période d’échantillonnage T=0.8s (0.5<T<1.5, théoréme de Shanon), on obtient un
régulateur PID fractionnaire échantillonné de la forme suivante :
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34340 z° + 24650 7° - 63610 z* - 14900 Z° + 22570 Z* + 2208 z - 1935
C(z) = (IV-5)
42737%-4273 2 - 5477+ 4059 22+ 164.3 22- 6.782 z - 10.19

Les résultats de simulation sont représentés par la figure (IV-6) :

Step Response Bode Diagram
12 100 T T

)]
(=]
T
1

Magnitude (dB)
=)
1

tn
=]
T
1

-100

Amplitude

Phase (deg)
=
1

Figure I'V-6- la réponse indicielle et le diagramme de Bode du systéme contré6lé par un PID
fractionnaire échantillonné

La figure (IV-6) présente la réponse indicielle et les diagrammes de Bode du systéme entier
continu contrdlé¢ par un régulateur PID fractionnaire discrétis¢ par la méthode de Tustin. On
remarque que le systéme est stable et a une réponse indicielle de mémes caractéristiques que celle
du cas continu. Ceci est aussi vrai pour les diagrammes de Bode de phase.

4- Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons appliqué les méthodes de discrétisation sur deux
exemples. Le premier exemple consiste a illustrer les performances de ces méthodes sur un
intégrateur. Dans le second exemple, nous avons considéré un asservissement controlé par un
régulateur d’ordre fractionnaire. Il s’agit de montrer la possibilité d’implémenter numériquement
un régulateur fractionnaire et d’analyser les performances et les dégradations introduite.
L’exemple 1 a bien montré I’efficacité de la méthode de discrétisation de Tustin pour reproduire les
performances du cas continu. Cette méthode a donc été appliquée sur le deuxieéme exemple. Les
résultats obtenus sur les performances de 1’asservissement sont proches de ceux du cas continu.
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Notre travail a pour objectif [’étude des méthodes de discrétisation de régulateurs
fractionnaires en vue de leur implémentation sur un ordinateur. Cette étude est illustrée par deux
exemples numériques qui nous ont permis de comparer les différentes méthodes.

Nous avons étudi¢ la méthode directe qui consiste dans une premicre étape a remplacer
I’opérateur symbolique fractionnaire par une fonction génératrice dans le domaine discret puis dans
une seconde étape a approximer la fonction de transfert fractionnaire en z ainsi obtenue par des
méthodes d’approximation.

Au terme de notre étude et sur la base de I’analyse des résultats de simulation, nous avons pu
dégager les conclusions suivantes :

- La méthode d’expansion en fraction continue CFE donne de meilleurs résultats parmi les
autres méthodes d’approximations (PSE, Taylor).

- La fonction génératrice de Tustin est la plus appropriée car elle permet de reproduire
fidélement les performances obtenue dans le domaine en temps continu.

- L’approximation est d’autant meilleure que 1’ordre de troncature est plus grand.

- La période d’échantillonnage influe sur la plage de fréquences ou I’approximation est
réellement réalisée.

Cette comparaison ne peut étre ni exhaustive ni irréfutable. Elle est basée sur un examen plus
ou moins visuel sur des tracés de simulation obtenus sur deux exemples. Cependant, elle constitue une
base de réflexion pour une étude plus approfondie et éventuellement obtenir des arguments théoriques
permettant de comparer I’efficacité des différentes méthodes.

Ce projet nous a permis de découvrir un outil tout a fait nouveau qui est celui de la dérivation
non entiére et ’intérét qu’il posséde dans la modélisation des systémes physiques et dans leur
commande.

Comme perspective a notre travail, nous envisageons les directions suivantes :

- Implémentation réelle du régulateur fractionnaire échantillonné sur le banc d’essai
expérimental constitué d’un aérotherme existant au laboratoire L2CSP et comparer ses
performances en robustesse a celles de la commande adaptative déja mise en ceuvre.

- Etude des méthodes indirectes.

- Proposition d’une méthode unifiée paramétrée afin de faciliter le choix de
I’implémentation.
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Conclusion géneérale

Notre travail a pour objectif 1’étude des méthodes de discrétisation de régulateurs fractionnaire
en vue de leur implémentation sur un ordinateur. Cette étude est illustrée par deux exemples
numériques qui nous ont permis de comparer les différentes méthodes.

Nous avons étudi¢ la méthode directe qui consiste dans une premiére étape a remplacer
I’opérateur symbolique fractionnaire par une fonction génératrice dans le domaine discret puis dans
une seconde étape a approxime la fonction de transfert fractionnaire en z ainsi obtenue par des
méthodes d’approximations.

Au terme de notre étude et sur la base de I’analyse des résultats de simulation, nous avons pu
dégager les conclusions suivantes :

- La méthode d’expansion en fraction continue CFE donne de meilleurs résultats parmi les
autres méthodes d’approximations (PSE, Taylor).

- La fonction génératrice de Tustin est la plus appropriée car elle permet de reproduire
fidélement les performances obtenue dans le domaine temps continu.

- L’approximation est d’autant meilleure que 1’ordre de troncature est plus grand.

- La période d’échantillonnage influe sur la plage de fréquences ou I’approximation est
réellement réalisée.

Cette comparaison ne peut étre ni exhaustive irréfutable. Elle est basée sur un examen plus ou
moins visuel sur des tracés de simulation obtenus sur deux exemples. Cependant, elle constitue une
base de réflexion pour une étude plus approfondie et éventuellement obtenir des arguments théoriques
permettant de comparer 1’efficacité des différentes méthodes.

Ce projet nous a permis de découvrir un outil tout a fait nouveau qui est celui de la dérivation
non entiére et ’intérét qu’il posséde dans la modélisation des systémes physiques et dans leur
commande. Il nous a permis aussi

Comme perspective a notre travail, nous envisageons les directions suivantes

- Implémentation réelle du régulateur fractionnaire échantillonné sur le banc d’essai
expérimental constitué¢ d’un aérotherme existant au laboratoire L2CSP et comparer ses
performances en robustesse a celles de al commande adaptative déja mise en ceuvre.

- Etude des méthodes indirectes

- Proposition d’une méthode unifiée paramétrée afin de faciliter le choix de
I’implémentation.
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