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Introduction générale

De tout temps, l’homme a cherché à connaître l’avenir, avec des intentions
diverses, que ce soit pour se prémunir des catastrophes, des guerres, ou

bien tout simplement pour satisfaire sa curiosité. Les premières tentatives de
prévision reposaient souvent sur des croyances ésotériques telle que l’astrolo-
gie.

Au fil du temps, la science a bien évolué sur le sujet, ouvrant la voie à
des méthodes de prévision plus développées et scientifiquement fondées,
l’une d’entre elles étant l’analyse des séries temporelles.

D’après Kendall (1973) les premiers à avoir fait usage des séries chrono-
logique sont les astronomes de l’antiquité, ils enregistraient des données
nombreuses et précises sur l’orbite des planètes et s’en servaient pour prédire
des phénomènes astronomiques. Depuis, de nombreuses avancées théoriques
et méthodologiques ont été réalisées pour mieux comprendre et analyser les
séries temporelles : les développements statistiques, tels que les tests de sta-
tionnarité, les modèles de régression et les techniques de lissage, ont permis
de capturer les motifs et les tendances des données.
Au cœur de l’étude formelle des séries temporelles se trouve la recherche d’un
modèle mathématique qui explique le mieux les données observées. A partir
de ce modèle, des prédictions peuvent être faites, mais leurs précisions dépen-
dra fortement du modèle choisi, on privilégiera toujours celui qui minimise
l’erreur. Pour le cas des séries chronologiques univariées, elles ont bénéficié
d’une théorie très développée on peut citer la méthode de Box et Jenkins
(1970) qui repose sur la fusion des modèles autorégressifs et des modèles à
moyenne mobile. Cette approche est largement documentée et reconnue dans
la communauté scientifique.

Il existe un autre type de séries chronologique qu’on peut observer dans
divers domaines scientifiques, les séries chronologiques à valeurs entières,
c’est à dire des séries qui prennent leurs valeurs dans un ensemble fini ou
infini dénombrable.

Les deux grands exemples de séries temporelles discrètes sont les proces-
sus de naissance,mort et les séries de comptage où on s’intéresse au nombre
d’occurrences d’un événement particulier dans un intervalle de temps spéci-
fique.

On les retrouve notamment dans les disciplines telles que l’économie, la
médecine, les télécommunications, les assurances et pleins d’autres encore.
On peut citer pour exemple : le nombre de patients par jour dans un hôpital,
le nombre de réclamations que reçoit une société d’assurance, le nombre de
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Introduction générale

lignes occupés dans un réseau téléphonique etc.. D’où l’intérêt d’avoir un
modèle spécifique permettant de reproduire et d’expliquer l’évolution de ce
type de séries chronologiques. Cependant avant les années 80 ce domaine de
recherche n’était que peu étudié, MckenZie (2003) a donné comme explication
la complexité du sujet, en effet la modélisation des séries temporelles discrètes
est rendue difficile car la plupart des représentations traditionnelles de la
dépendance deviennent soit impossibles, soit impraticables.

Dans certains cas, les valeurs de la séries chronologique sont assez grandes et
peuvent être modélisées par des modèles à valeurs continues (modèles auto-
régressifs ARMA) mais pour des séries aux plus petits nombres l’efficacité de
ce modèle est limitée, en effet le simple fait de multiplier une variable entière
par une constante réelle conduit à une variable aléatoire non entière, c’est
pour palier à ce problème que Stautel et Van Harn (1979) ont introduit une
alternative à la multiplication pour le cas des valeurs entières appelé opérateur
d’amincissement.

Au cours des quatre dernières décennies, l’analyse des séries chronologique
a connue un intérêt croissant, plusieurs modèles basée sur cet opérateur
aléatoire ont des lors été présentés, l’un des premiers est le modèle INAR(1)
(Integer-valued AutoRegressive of order 1) ou Modèle autorégressif d’ordre 1

à valeurs entières, introduit par McKenzie (1985), Al Osh et Al Zaid (1987),
s’en est suivie une extension direct le modèle INAR(p) étudié par Al-Osh et
Al-Zaid et Du & Li (1991).

L’objectif de ce mémoire est d’explorer les principaux concepts et méthodes
utilisés dans l’analyse des séries chronologique à valeurs entières, en mettant
l’accent sur les modèles INAR. Nous étudierons les techniques d’estimation
des paramètres, les méthodes de prévision et les outils de diagnostic pour
évaluer la performance des modèles, il est scindé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous allons dans un premier temps revoir des
notions générales sur les séries chronologiques, en étudier les différentes
composantes et présenter le modèle de régression linéaire classique, le modèle
ARMA.
Dans le second chapitre, Nous nous intéressons au processus autorégressif à
valeurs entières INAR(1), on passera en revue ses principales caractéristiques
et nous explorerons ses méthodes d’estimation et de prévision. Nous exami-
nerons aussi les avantages ainsi que les limites du modèle.
Dans le troisième chapitre, on abordera les INAR(p) (Integer-Valued Pth-Order
Autoregressive Model), on verra la définitions des deux différents modèles,
celle donné par Al-Osh et Al-Zaid et celle donné par Du et Li.
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1Généralités sur les séries

chronologiques

1.1 Introduction

Les séries chronologiques constituent un domaine essentiel de l’analyse
de données et de la modélisation statistique. Elles sont omniprésentes dans
de nombreux domaines tels que l’économie, la finance, la météorologie, la
démographie et bien d’autres. L’étude des séries chronologiques permet de
comprendre et de modéliser l’évolution temporelle d’une variable d’intérêt,
fournissant ainsi des informations précieuses pour la prise de décisions, la
prévision et la compréhension des phénomènes dynamiques.
Une série chronologique est une collection de données ordonnées dans le
temps, où les observations sont enregistrées à des intervalles réguliers. Ces
données peuvent représenter diverses mesures, telles que des valeurs écono-
miques, des mesures de performances, des températures, des ventes, des taux
de croissance, etc. L’analyse des séries chronologiques vise à extraire des mo-
dèles, des tendances, des motifs saisonniers, des cycles et des comportements
imprévisibles de ces données.
L’objectif de ce chapitre est de :

— Présenter les concepts fondamentaux et les principaux outils d’analyse
des séries chronologiques. Nous commencerons par explorer les carac-
téristiques spécifiques des séries chronologiques qui les distinguent des
autres types de données.

— Étudier les différentes composantes qui peuvent influencer une série
chronologique, notamment les tendances, les saisons et les cycles. Nous
discuterons des méthodes de décomposition qui permettent de sépa-
rer ces composantes afin d’obtenir une meilleure compréhension du
comportement de la série. De plus, nous aborderons les notions de sta-
tionnarité, qui sont cruciales pour choisir les méthodes d’analyse et de
modélisation appropriées.

— Introduire les concepts de modélisation et de prévision des séries chro-
nologiques. Nous présenterons les modèles classiques tels que les mo-
dèles ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving Average) et les mo-
dèles de régression linéaire.

En conclusion, ce chapitre fournira une base solide pour la compréhension des
séries chronologiques en exposant les concepts clés, les méthodes d’analyse et
les modèles de prévision. Une fois les principes de base établis, les chercheurs
et les praticiens seront en mesure d’appliquer ces connaissances pour explorer,
analyser et anticiper les tendances futures dans leurs domaines respectifs.

3



Chapitre 1. Généralités sur les séries chronologiques

1.2 Processus Aléatoires

Définition 1.1 Un processus aléeatoire est une famille de variables ou de vecteurs aléatoires (Xt)t∈T,
indexée par l’ensemble T des temps dénombrable ou continu, définie sur un espace
de probabilité (Ω, T, P) et à valeurs dans un espace d’états E. La variable ou le vec-
teur aléatoire Xt décrit l’état du processus du temps t. A toute occurrence ω on fait
correspondre la trajectoire de la réalisation (Xt(ω))t∈T du processus définie par l’ap-
plication :

t ∈ T −→ Xt(ω) ∈ E (1.1)

Remarque 1.1 — Si T est dénombrable (T ⊆ N ⊆ Z), X = (Xt)t∈T est une suite de variables
aléatoires ou un processus à temps discret.

— Si T ⊆ R a la puissance du continu (intervalle ou combinaison d’intervalles
(Xt)t∈T est dit processus à temps continue ou processus stochastique.

— Si E est discret (dénombrable fini ou infini) X est dit processus discret.
— Si E ⊆ R a la puissance du continu, X est dit processus continu.
— par abus de langage les réalisations dans une durée finie d’un processus sont

notés série chronologique.

1.3 Séries chronologiques

Définition 1.2 Une série temporelle est une collection de données ordonnées dans le temps, qui sont
mesurées à des intervalles réguliers ou irréguliers.
Une série temporelle est donc une suite de variables aléatoires indexées par le temps,
c’est-à-dire un ensemble de valeurs numériques X1, X2, ..., Xt, où t est un entier
représentant l’instant de temps correspondant à chaque valeur de la série. Les valeurs
de la série temporelle peuvent être discrètes ou continues. Une série temporelle peut
également avoir des propriétés telles que la stationnarité, l’autocorrélation, la périodi-
cité, etc., qui peuvent être utilisées pour modéliser et analyser la série temporelle.

Les exemples courants de séries temporelles incluent les données économiques telles
que les ventes mensuelles d’une entreprise, les données météorologiques telles que les
températures quotidiennes, les données financières telles que les prix quotidien des
actions, etc.

1.3.1 Composantes principales d’une série chronologiques

1. La tendance (Trend) (Zt) : Représente l’évolution à long terme de la série
étudiée. Elle traduit le comportement moyen de la série.

2. Composante saisonnière (St) : Correspond à un phénomène qui se ré-
pète à intervalles de temps réguliers (périodiques). En général, c’est un
phénomène saisonnier dans la variation saisonnière.

3. Composante résiduelle (bruit ou résidus) (εt) : Correspond à des fluc-
tuations régulières, en général de faible intensité, mais de nature aléa-
toire. On parle aussi d’aléas.
Des phénomènes accidentels peuvent notamment intervenir (grèves,
conditions météorologiques exceptionnelles, crash financier).

4



Chapitre 1. Généralités sur les séries chronologiques

Figure 1.1 – Représentation graphiques des composantes d’une série chronologique

1.3.2 Modélisation des séries chronologiques

Un modèle est une représentation simplifiée de la réalité, conçue pour ex-
pliquer les mécanismes sous-jacents d’un phénomène étudié et faciliter sa com-
préhension. Certains modèles sont plus efficaces que d’autres pour décrire la
réalité, ce qui soulève des questions importantes : comment évaluer la qualité
d’un modèle ? Comment diagnostiquer ses performances ?
Nous avons deux principaux modèles :

Les modèles déterministes

Les modèles déterministes supposent que l’observation d’une série tem-
porelle à la date t, représentée par Xt, est une fonction du temps t et d’une
variable d’erreur centrée, notée εt . On suppose également que les erreurs εt
sont décorrélées. Ainsi, le modèle déterministe peut être exprimé par l’équa-
tion :

Xt = f (t, εt) (1.2)

Les diverses composantes peuvent être regroupées en fonction de l’un des
trois modèles (descriptifs) ci-dessous :

— Modèle additif : Dans un modèle additif, on suppose que les 3 com-
posantes : tendance, variations saisonnières et variations accidentelles
sont indépendantes les unes des autres.

Il convient de noter que le modèle additif est approprié lorsque la
magnitude des variations saisonnières est relativement constante au fil
du temps. Si la magnitude des variations saisonnières change avec la
tendance de la série, le modèle multiplicatif peut être plus approprié.
il se présente sous la forme suivante :

Xt = Zt + St + εt (1.3)

5



Chapitre 1. Généralités sur les séries chronologiques

Figure 1.2 – Modèle additif

— Modèle multiplicatif : On suppose que les variations saisonnières dé-
pendent de la tendance. On considère qu’il s’écrit de la manière sui-
vante :

Xt = Zt ∗ St ∗ εt (1.4)

Figure 1.3 – Modèle multiplicatif

— Modèle mixte Le modèle mixte combine les caractéristiques des mo-
dèles additif et multiplicatif pour la décomposition des séries chrono-
logiques. Il est utilisé lorsque la série présente à la fois des variations
saisonnières dont l’amplitude change avec la tendance et des variations
aléatoires. La décomposition se fait en deux étapes : une décomposition
additive suivie d’un ajustement multiplicatif des variations saisonnières
en fonction de la tendance. Cela permet de capturer les relations com-
plexes entre la tendance et la saisonnalité, offrant une décomposition
plus précise et réaliste de la série. Il s’écrit sous la forme suivante :

Xt = Zt ∗ St + εt (1.5)

Les modèles stochastiques

C’est du même ordre que les modèles déterministes mais à la différence
de ceux ci, les variables εt ne sont pas i.i.d. mais disposent d’une structure de
corrélation non nulle : εt est une fonction qui dépend des valeurs précédentes
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et d’un terme d’erreur nt.

εt = g(εt−1, εt−2, . . . , nt) (1.6)

La classe des modèles de ce type la plus fréquemment utilisée est la classes
des modèles SARIMA (et de ses sous-modeles ARIMA, ARMA,...).

1.3.3 Analyse de la composante tendance-cycle

Définition 1.3 La tendance, également appelée mouvement de fond ou structurel, est un phénomène
qui se manifeste comme un mouvement de longue durée, représentant l’évolution gé-
nérale du dit phénomène. Elle est considérée comme la composante la plus significative
au sein d’une série chronologique et est souvent exprimée en fonction du temps. La ten-
dance peut adopter différentes formes, telles qu’une progression linéaire, exponentielle,
ou présenter des modèles plus complexes, tels que la progession logistique ou d’autres.

On parle de tendance linéaire lorsque la série peut se décomposer en :

xn = an + b + en pour n = 1, 2, . . . (1.7)

Plus généralement, on parle de tendance polynomiale lorsque la série peut se
décomposer en :

xn = a1np + a2np−1 + . . . + ap+1 + en pour n = 1, 2, . . . (1.8)

dans laquelle en est un résidu où ne figure plus la tendance et qui, de ce fait, a
une allure relativement homogène dans le temps. Ceci sera précisé par la suite.
De même, on peut définir des tendances logarithmiques, exponentielles, etc.

1.3.4 Analyse de composante saisonnière

Pour modéliser un effet saisonnier, admettant du bruit mais pas de ten-
dance, nous utilisons le modèle simple suivant :

Xt = St + εt (1.9)

où St est une fonction périodique de t, de période d i.e, pour tout t, St−d = St.
Un choix convenable pour St est une somme des fonctions harmoniques défi-
nies par :

St = α0 +
k

∑
j=1

[αj cos (λjt) + bj sin (λjt)] (1.10)

ou α0, α1, . . . , αk et b1, b2, . . . bk sont des paramètres inconnus et λ1, . . . λk sont
des fréquences fixes, chacune étant un multiple entier de 2π/d : λj =
2π j/d, ∀j = 1, 2, . . . , k.

1.4 Notions de Stationnarité, auto-covariance, auto-
corrélation

La stationnarité est un concept clé dans l’analyse des séries chronologiques.
Une série stationnaire suppose que les caractéristiques statistiques de la série
restent constantes au fil du temps, sans tendance significative ou variations
systématiques. Dans cette section, nous explorerons les critères utilisés pour
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évaluer la stationnarité d’une série. Comprendre ces notions est essentiel pour
analyser de manière précise et fiable les données temporelles.
Avant de définir les notions de stationnarité faible et forte, nous allons d’abord
expliquer ce qu’est le "bruit blanc".

1.4.1 Bruit Blanc

Définition 1.4 Un processus (Xt; t ∈ Z) est un bruit blanc faible ou bruit blanc de moyenne nulle et
de variance σ2 noté {Xt, t ∈ Z} ∼ BB(0, σ2), (BB est une abréviation pour Bruit
Blanc)
Si Xt est de moyenne nulle et de fonction d’autocovariance définie par :

γ(h) =
{

σ2 si h ∈ E
0 sinon. (1.11)

1.4.2 Stationnarité au sens stricte

Définition 1.5 Une série temporelle {Xt, t ∈ T} est strictement ou fortement stationnaire si ∀ le n-
uple du temps t1 < t2... < tn tel que ti ∈ T et pour tout temps h ∈ T avec ti+h ∈ T
∀i, i = 1...n. La suite (Xt1+h , ..., Xtn+h) a la même loi de probabilité que (Xt1 , ..., Xtn).
La loi de probabilité qui correspond à la suite (Xt1 , ..., Xtn) est caractérisée par sa
fonction de répartition d’ou la définition équivalente de la stationarité forte.

∀(Xt1 , ..., Xtn), ∀(t1, t2, ..., tn), ∀h

P[Xt1 < x1, ...., Xtn < xn] = P[Xt1+h < x1, ...., Xtn+h < xn]. (1.12)

Ainsi une série chronologique est strictement stationnaire si toutes ses caractéristiques,
c’est-à-dire tout ses moments sont invariants pour tout changement à l’origine du
temps.

1.4.3 Stationnarité faible

Définition 1.6 Une série chronologique est faiblement stationnaire si et seulement si :

1. E(X2
t ) < ∞.

2. E(Xt) = E(Xs) = µ.

3. Cov(Xs, Xt) = Cov(Xs+k, Xt+k).

Autrement dit, Xt est faiblement stationnaire si seul les moments d’ordre 1 et 2 sont
stationnaires, par exemple, si E(X3

t ) dépend du temps t alors le processus est faiblement
stationnaire.

1.4.4 Fonction d’auto-covariance

Définition 1.7 La fonction d’autocovariance du processus stationnaire Xt, t ∈ Z, notée γ(h), est défi-
nie par :

γ(h) = cov(Xt, Xt−h) = E[(Xt − E(Xt))(Xt−h − E(Xt−h))], ∀t, h ∈ Z. (1.13)

Remarque 1.2 Nous remarquons que pour h = 0, Var(Xt) = γ(0) et que :

1. γ(−h) = γ(h), ∀h ∈ Z (la fonction d’auto-covariance est symétrique).

2. |γ(h)| ≤ γ(0) = Var(Xt), ∀t, h ∈ Z.
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1.4.5 Fonction d’auto-corrélation

Définition 1.8 La fonction d’auto-corrélation au pas h (h ∈ Z) d’un processus stationnaire du second
ordre de moyenne E(Xt) = µ, notée ρ(h), est définie par :

ρ(h) =
Cov(Xt, Xt−h)√

Var(Xt)Var(Xt−h)
=

Var(Xt)

Var(Xt−h)
∀h ∈ Z (1.14)

Propriété 1.1 — ρ(0) = 1 ∀h ∈ Z.
— |ρ(h)| ≤ 1 ∀h ∈ Z.
— ρ(h) = ρ(−h) ∀h ∈ Z.

Remarque 1.3 — La représentation graphique de ρ(h) est appelée corrélogramme.
— Si la fonction d’autocorrélations ρ(h) décroit rapidement quand le nombre de

retards augmente, cela signifie que la série est stationnaire.

1.5 Modèle classique de Box et Jenkins

La méthode de Box-Jenkins est une approche largement utilisée pour
l’analyse et la prévision des séries chronologiques. Cette méthode a été déve-
loppée par George Box et Gwilym Jenkins dans les années 1970 et a depuis
été largement appliquée dans de nombreux domaines. Elle est basée sur la
modélisation des parties autorégressive (AR) et moyenne mobile (MA) des
séries chronologiques et sur l’utilisation de tests statistiques pour vérifier
l’adéquation du modèle aux données.

En utilisant la méthode de Box-Jenkins, il est possible de prévoir les va-
leurs futures de la série chronologique et d’évaluer la qualité des prévisions
obtenues. Cette méthode est particulièrement adaptée aux séries chronolo-
giques présentant une saisonnalité et/ou une tendance, car elle permet de
modéliser ces composantes de manière précise.

1.5.1 Élimination de la tendance et de la composante saisonnière par diffé-
rentiation

Opérateur retard et opérateur différence

L’opérateur retard B décale le processus d’une unité de temps vers le passé :

BXt = Xt−1

Si on applique j fois cet opérateur, on décale le processus de j unités de temps :

BjXt = B(B(. . . (BXt) . . .))︸ ︷︷ ︸
j f ois

= Xt−j

L’opérateur différence ∆ fait la différence entre le processus et sa version déca-
lée d’une unité de temps :

∆Xt = Xt − Xt−1 = (1− B)Xt
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Élimination de la tendance

L’opérateur différence ∆ élimine les tendances linéaires. Par exemple, pour
un processus de la forme :

Xt = a + bt + et

On a
∆Xt = −b + et − et−1.

De façon générale, l’opérateur ∆d élimine les tendances polynomiales de degré
d. Par exemple, pour une tendance de degré 2

∆2Xt = ∆2(a + bt + ct2 + et) = 2c + (et − 2et−1 + et−2)

Élimination de la composante saisonnière

L’opérateur ∆d = (1 − Bd) élimine une saisonnalité de période d. Par
exemple, pour un modèle général,

Xt = mt + st + et,

où st est de période d, on obtient

∆dXt = mt −mt−d + et − et−d

où mt −mt−d représente la tendance et et − et−d le bruit.

1.5.2 Étapes de la méthode de Box et Jenkins

La méthode de Box et Jenkins consiste en quatres étapes principales : l’iden-
tification, l’estimation, le diagnostic et la prévision.

Identification du modèle

La première étape dans la méthodologie Box-Jenkins est d’examiner le
graphe chronologique de la série pour déterminer son comportement (station-
narité, tendance, saisonnalité, etc.). Si la série présente une tendance et/ou
une saisonnalité, des transformations sont nécessaires pour stationnariser la
série. Pour identifier les ordres p et q, la comparaison entre la structure des
corrélations estimées de la série à travers le corrélogramme et la structure
de corrélation théorique exhibée par des modèles bien connus est effectuée.
La fonction d’autocorrélation simple et la fonction d’autocorrélation partielle
peuvent indiquer la présence d’un modèle de moyenne mobile ou autorégres-
sif, respectivement. Si la fonction d’autocorrélation simple décroît rapidement
vers 0 et que la fonction d’autocorrélation partielle présente un cut-off après
p retards, on peut conclure que la série provient d’un processus AR d’ordre
p (AR(p)). Si la fonction d’autocorrélation simple présente un cut-off après q
retards et que la fonction d’autocorrélation partielle décroît rapidement vers
0, alors on peut conclure que la série est générée à partir d’un modèle de
moyenne mobile d’ordre q (MA(q)). Si les fonctions d’autocorrélation simple
et partielle présentent une forme exponentielle ou sinusoïdale, on est en pré-
sence d’un processus autorégressif-moyenne mobile ARMA(p, q). Cette étape
est complexe et nécessite de l’expertise, mais il existe des méthodes d’identifi-
cation automatiques basées sur le critère d’information.
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Critère d’information

Des critères d’information sont disponibles pour guider le choix du mo-
dèle, évitant ainsi la sélection arbitraire des paramètres p et q. Les critères
d’information mesurent l’écart entre la loi inconnue réelle et celle du modèle
proposé. Différentes estimations de la qualité de l’information ont été propo-
sées, telles que :

1. Critère d’Akaike (1973) appelé aussi AIC tel que :

AIC = log σ2 + 2(p + q)/N

2. Critère bayesien (1978) appelé aussi BIC tel que :

BIC = log σ2 + (p + q) log(N)

Estimation des paramètres

Après l’étape d’identification, il est nécessaire d’estimer les paramètres du
modèle, tels que les coefficients des polynômes AR et MA ainsi que la variance
des résidus σ2. La méthode d’estimation la plus courante est celle du maximum
de vraisemblance ou des moindres carrés. Cette méthode consiste à maximiser
le logarithme de la fonction de vraisemblance par rapport aux paramètres θi et
θj (avec i = 1...p, j = 1...q), permettant ainsi de trouver les valeurs numériques
les plus plausibles pour ces paramètres. Une fois l’étape d’estimation terminée,
il est important de valider le modèle estimé.

Validation

Une fois l’étape d’estimation terminée, nous disposons de plusieurs mo-
dèles ARMA dont les paramètres ont été estimés. La prochaine étape consiste
à valider ces modèles afin de les comparer et de déterminer lequel est le plus
approprié. Pour ce faire, nous effectuons des tests sur les paramètres et les
résidus de chaque modèle. Si plusieurs modèles sont validés, nous devons
poursuivre la validation en comparant leur qualité respective.

Prévision

Soit (Xt)t ∈ Z un processus au second ordre réel centré dont la fonction
d’autocovariance est notée γ(i, j) = E(XiXj). Soit (X1, X2, ..., Xn) un échantillon
de (Xt)t ∈ Z. On note Hn = [X1, X2, ...Xn] le sous-espace fermé de L2(Ω,A, P)
engendré par (Xj)1 ≤ j ≤ n. On pose que X = 0 et Xj = Hn−1(Xj).

On suppose que la matrice K(i, j) est définie positive, alors on montre que
H(n) = [(X1 − X), ..., (Xn − X)] et on déduit que :

Xn+1 =
n

∑
j=1

θn,j(Xn+1−j − X̂n+1−j) pour, n ≥ 1 (1.15)

(c’est-à-dire la prévision d’horizon d’ordre 1)
Pour des prévisions d’ordre h ≥ 1, on a :

Xn+h =
h−1

∑
j=0

θn+h−1,j(Xn+h−j − X̂n+h−j) pour, n ≥ 1 (1.16)
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Si on écrit (Xt) sous forme d’une moyenne mobile infinie :

Xt = εt +
∞

∑
j=1

bjεt−j (1.17)

On a l’intervalle de confiance au niveau α = 5% :

Xt ∈

Xt+h − 1.96σε

√√√√P−1

∑
j=0

b2
j , Xt+h + 1.96σε

√√√√P−1

∑
j=0

b2
j


1.6 Modèle ARMA

Dans cette section, nous examinons les modèles linéaires proposés par Box
et Jenkins, qui sont couramment utilisés pour modéliser une série chronolo-
gique Xt. Ces modèles incluent l’autorégression, la moyenne mobile et l’ARMA
qui combine ces deux modèles.

1.6.1 Modèle mixte ARMA

Définition 1.9 Soit (Xt)t ∈ Z un processus stationnaire au second ordre et centré. (Xt)t ∈ Z est un
processus ARMA(p, q) s’il existe un bruit blanc εt défini sur (Ω,A, P) et des nombres
réels φj (avec φ0 = 1), φ1, . . . , φp et θj (avec θ0 = 1), θ1, . . . , θq tels que :

p

∑
i=0

φiXt−i =
q

∑
j=0

θjεt−j (1.18)

avec εt un bruit blanc de moyenne nulle et de variance σ2
ε .

1.6.2 Modèle AR

Définition 1.10 On dit que Xt est un modèle autorégressif ("Auto-Regressive") d’ordre p (p ≥ 1),
abrégé AR(p) si :

Xt = Φ1Xt−1 + Φ2Xt−2 + ...ΦpXt−p + εt =
p

∑
j=1

ΦjXt−j + εt (1.19)

ou Φ1, Φ2, ..., Φp sont des constantes (Φp 6= 0) et εt ∼ BB(0, σ2
ε ). On utlise généra-

lement la notation suivante :
Φ(L)Xt = εt

avec Φ(L) = 1−Φ1L−Φ2L2 − ...−ΦpLp

On dit dans ce cas, qu’un modèle AR(p) est stationnaire si toutes les racines
du polynôme caractéristique Φ(z) sont de module supérieur strictement à 1.

1.6.3 Modèle MA

Définition 1.11 On dit qu’un processus (Xt)t∈Z est un processus à moyenne mobile d’ordre q, noté
MA(q), s’il vérifie l’équation suivante avec p = 0, c’est-à-dire :

∀t ∈ Z, Xt =
q

∑
j=0

θjεt−j (1.20)

où (εt) est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance σ2
ε .
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Ce processus est toujours stationnaire. Nous allons caractériser les proces-
sus AR(p) et donner, sans démonstration, quelques résultats sur les processus
ARMA(p,q).
Les processus AR(p) jouent un rôle important dans les applications car ce sont
ceux qui, à tout instant t, peuvent être extrapolés linéairement à partir des p
valeurs précédentes Xt−1, . . . , Xt−p à un bruit blanc près. Si A désigne le poly-
nôme unitaire (c’est-à-dire A(0) = 1) de degré p

A(z) = 1 +
p

∑
i=1

φizi (1.21)

1.6.4 Causalité

Définition 1.12 Un model ARMA(p,q) est causale si la série chronologique {xt,±1,±2, . . .} peut
s’écrire comme un processus linéaire unilatéral.

xt =
∞

∑
j=0

ψjwt−j = ψ(B)wt (1.22)

ou ψ(B) = ∑∞
j=0 ψjBj et ∑∞

j=0 |ψj| ≤ ∞ ; On pose ψO = 1

Propriété 1.2 Un modèle ARMA(p, q) est causal si et seulement si Φ(z) 6= 0 pour |z| ≤ 1 Les coef-
ficients du processus linéaire donnés dans (1.22) peuvent être déterminés en résolvant :

ψ(z) =
∞

∑
j=0

ψjzj =
θ(z)
Φ(z)

, |z| ≤ 1 (1.23)

1.6.5 Inversibilité

Définition 1.13 Un modèle ARMA(p,q) est inversible si la série chronologique {xt,±1,±2, . . .} peut
s’écrire :

π(B)xt =
∞

∑
j=0

πjxt−j = wt (1.24)

ou π(B) = ∑∞
j=0 πjBj, et ∑∞

j=0 |πj| ≤ ∞, on pose π0 = 1

Propriété 1.3 Un modèle ARMA(p, q) est inversible si et seulement si θ(z) 6= 0 et |z| ≤ 1 le
coefficient πj de π(B) donné dans (1.24) peut être déterminé en resolvant :

π(z) =
∞

∑
j=0

πjzj =
Φ(z)
θ(z)

, |z| ≤ 1 (1.25)

Autrement dit, le processus ARMA est inversible uniquement lorsque les racines de
θ(z) se trouvent à l’extérieur du cercle unité ; c’est-à-dire, θ(z) = 0 uniquement
lorsque |z| ≥ 1.

1.7 Méthodes de vérification de la stationnarité

Il existe plusieurs méthodes pour vérifier la stationnarité d’une série chro-
nologique, les plus couramment utilisés sont :

— Analyse visuelle de la série : Analyser graphiquement la série tempo-
relle et observer si il y’a des tendances ou des variations systématiques
au fil du temps.
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— Décomposition de la série : Comme nous l’avons vu plus haut : on
peut séparer la série en ses composantes de tendances, saisonnalité et
résiduelle et ainsi examiner si la composante résiduelle présente des
caractéristique de stationnarité.

— Il existe aussi des tests statistiques qui sont utilisé pour vérifier la sta-
tionnarité comme le test de Philippe-Perron et le test de Dickey-Fuller
augmenté (ADF).

Dans cette section nous allons présenter comme méthode de vérification de la
stationnarité le test de Dickey-Fuller augmenté (ADF).

1.7.1 Test de Dickey-Fuller

Le test de Dickey-Fuller est un test statistique couramment utilisé pour tes-
ter la présence d’une racine unitaire dans un ensemble de données de séries
temporelles. L’hypothèse nulle du test est qu’il existe une racine unitaire dans
la série temporelle, ce qui implique que la série est non stationnaire et pré-
sente une tendance. Le test de Dickey-Fuller est basé sur l’équation de modèle
suivante :

Yt = c + βt + αYt−1 + Φ∆Yt−1 + εt (1.26)

L’hypothèse nulle du test de Dickey-Fuller est que α = 1, ce qui implique la
présence d’une racine unitaire dans la série temporelle. L’hypothèse alterna-
tive est que α < 1, ce qui indique que la série temporelle est stationnaire et ne
possède pas de racine unitaire.
Le test de Dickey-Fuller augmenté (Augmented Dickey-Fuller test en anglais)
est une évolution du test de Dickey-Fuller basé sur l’équation mentionnée pré-
cédemment. Il s’agit de l’une des formes les plus courantes de test de racine
unitaire.

1.7.2 Test de Dickey-Fuller augmenté

Le test de Dickey-Fuller augmenté (ADF) est une extension du test de
Dickey-Fuller (DF) qui tient compte des processus autorégressifs d’ordre su-
périeur et d’autres variables pouvant affecter la série temporelle. Le test de DF
est basé sur une régression de la première différence de la série temporelle sur
ses valeurs passées, et la statistique de test est comparée à des valeurs critiques
d’une table pour déterminer la significativité statistique.
En revanche, le test ADF ajoute des termes retardés supplémentaires de la
première différence de la série temporelle à l’équation de régression du test
DF pour tenir compte des processus autorégressifs d’ordre supérieur. Le test
ADF inclut également d’autres variables, telles qu’une tendance linéaire, pour
prendre en compte les facteurs qui peuvent affecter la série temporelle.
L’hypothèse nulle du test ADF est similaire à celle du test DF, selon laquelle
la série temporelle possède une racine unitaire, tandis que l’hypothèse alter-
native est que la série temporelle est stationnaire. L’équation de régression du
test ADF prend la forme suivante :

Yt = c + βt + αYt−1 + Φ1∆Yt−1 + Φ2∆Yt−2 + . . . + Φp∆Yt−p + εt (1.27)

où ∆Yt représente la première différence de la série temporelle à l’instant t, Yt−1
est le niveau retardé de la série temporelle à l’instant t-1, α est le coefficient des
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termes retardés, βt est un terme de tendance linéaire,Φ1, Φ2 et Φp sont les
coefficients des différences des termes retardés respectifs et εt est l’erreur.

Les étapes du test

1. Tout d’abord, nous soustrayons la valeur retardée de Y de la valeur ac-
tuelle de Y pour obtenir la première différence, notée ∆Yt. Ensuite, nous
remplaçons Yt−1 par ∆Yt−1 dans l’équation de régression.

2. Nous estimons l’équation de régression à l’aide des moindres carrés ordi-
naires (MCO) pour obtenir les coefficients des variables dans l’équation,
y compris le coefficient de tendance βt, le coefficient de la valeur retardée
de Y, et les coefficients α des différences retardées de Y, Φ1, Φ2, . . . , Φp.

3. Nous calculons la statistique de test en utilisant la statistique t du coeffi-
cient α. La statistique de test est ajustée en fonction du nombre de diffé-
rences retardées incluses dans l’équation de régression. La statistique de
test est donnée ci-dessous.

4. Nous comparons la statistique de test aux valeurs critiques d’une table
qui dépendent de la taille de l’échantillon et du niveau de signification
choisi. Si la statistique de test est inférieure à la valeur critique, nous re-
jetons l’hypothèse nulle selon laquelle la série temporelle a une racine
unitaire et concluons que la série temporelle est stationnaire. Si la sta-
tistique de test est supérieure à la valeur critique, nous ne rejetons pas
l’hypothèse nulle et concluons que la série temporelle a une racine uni-
taire et est non stationnaire.

La statistique de test ADF est calculée comme suit :

ADF =
α− 1
SE(α)

où SE(α) représente l’écart-type de β. La distribution de la statistique ADF
dépend du nombre d’observations, de la présence de termes d’erreur autocor-
rélés et du choix du nombre de retards inclus dans le modèle.

Étapes de réalisation du test de Dickey Fuller dans R

1. Création des données de la série temporelle :

install.packages("tseries")
library("tseries")
# Creation des données
vect <- c(3, 8, 2, 1, 3, 3, 9, 8, 7, 3, 10, 3, 4)

2. Visualisation de la série temporelle : Avant de pouvoir effectuer le test
augmenté de Dickey-Fuller, nous créons d’abord un graphique pour vi-
sualiser les données créées.

plot(vect, type=’l’)
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Figure 1.4 – Série temporelle pour test de dickey et Fuller

3. Réalisation du test de Dickey-Fuller augmenté : pour effectuer le test on
utilise la fonction adf.test() fournit dans la bibliothèque "tseries".

adf.test(vect)

4. Résultats du test : On obtiens les résultats suivants :

Augmented Dickey-Fuller Test

data: vect
Dickey-Fuller = -1.6846, Lag order = 2, p-value = 0.6925
alternative hypothesis: stationary

Interprétation des résultats

La statistique de test et la valeur p s’avèrent être respectivement égales à
-1,6846 et 0,6925. Étant donné que la valeur p est supérieure ou égale à 0,05,
nous ne pouvons pas rejeter l’hypothèse nulle. Cela implique que la série tem-
porelle n’est pas stationnaire. En d’autres termes, on peut dire qu’elle possède
une structure dépendante du temps et ne présente pas de variance constante
au fil du temps.
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Conclusion du chapitre

En conclusion de ce premier chapitre, nous avons jeté les bases essentielles
pour comprendre les séries chronologiques. Nous avons exploré en détail les
notions de stationnarité, en nous concentrant notamment sur la distinction
entre la stationnarité faible et forte, ainsi que l’importance cruciale du bruit
blanc dans l’analyse de ces séries. Ce chapitre introductif nous a ainsi fourni
une solide compréhension des principes fondamentaux nécessaires pour la
suite de notre étude. Les chapitres à venir nous permettront d’approfondir
notre analyse en explorant des méthodes et des techniques avancées afin de
modéliser, prévoir et interpréter avec finesse les séries chronologiques à valeurs
entières.
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2Modèle autorégressif d’ordre

1 à valeurs entières INAR(1)

2.1 Introduction

Au cours de ce deuxième chapitre, nous allons explorer une version à va-
leurs entière du modèle autoregressif d’ordre 1, le modèle INAR(1) introduit
par McKenzie (1985, 1988) et Al-Osh et Alzaid (1987) afin d’analyser et modé-
liser les séries chronologiques de comptage.

2.2 Processus de comptage

Définition 2.1 Un processus de comptage {Nt ; t ∈ Z} est un type de processus stochastique qui
modélise le nombre d’événements se produisant dans un intervalle de temps donné
[0, t] Un processus stochastique est dit processus de comptage si :

1. Nt ∈N, ∀t ∈ R+

2. ∀t > s , N(t) > N(s)

Dans un processus de comptage, les valeurs qu’on observe sont des entiers positifs, et
la distribution des événements peut être dépendante du temps. Dans un processus de
comptage de Poisson par exemple, le nombre d’événements se produisant dans un in-
tervalle de temps donné suit une distribution de Poisson avec un taux moyen constant.
Dans d’autres cas, la distribution des événements peut varier dans le temps, dans ce
cas cela peut être modélisé à l’aide de processus de comptage plus complexes tels que
les processus autorégressifs d’ordre un à valeurs entières (INAR(1)).

2.2.1 Notations et caractéristiques préliminaires des processus de comp-
tages

Quelques notations et caractéristiques spécifiques aux processus de comp-
tage seront retouvées dans les deux tableaux suivants :

Table 2.1 – Définition et notation des moments d’une variable aléatoire de comptage X.

Notation Moment Description
µn E[Xn] Le n-ème moment de X
µn E[(X− µ)n] Le n-ème moment centré de X

µ(n) E[X · · · (X− n + 1)] Le n-ème moment factoriel de X
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Table 2.2 – Définition et notation des fonctions génératrices d’une variable aléatoire de comp-
tage X.

Fonction Définition
Probabilité (pgf) pg f (z) = E[zX] = ∑∞

k=0 pk · zk

Moment (mgf) mg f (z) = pg f (ez) = 1 + ∑∞
j=1

µj
j! · zj

Cumulant (cgf) cg f (z) = ln(pg f (ez)) = ∑∞
j=1

κj
j! · zj

Factoriel-cumulant (fcgf) f cg f (z) = ln(pg f (1 + z)) = ∑∞
j=1

κ(j)
j! · zj

2.2.2 Domaines d’application

Les processus de comptage ont un large domaine d’application, on peut
citer par exemple :

— Les sciences économiques, la finance : Les séries de comptages peuvent
être utilisées pour modéliser des données financières telles que le
nombre de transactions boursières, le nombre de faillites, les sinistres
d’assurance, les défaillances d’entreprises, etc.

— La médecine : Suivre le nombre de cas de maladies, le nombre de pa-
tients par jour dans un hôpital..

— Télécommunication : pour compter le nombre de communications dans
un intervalle de temps donné.

Voici quelques exemples d’utilisation des séries de comptages dans la littéra-
ture :

— Kennan (1985) donne le nombre mensuel de grèves contractuelles aux
États-Unis. Dans son analyse, Kennan se concentre sur la durée des
grèves plutôt que sur leur nombre en soi.

— McCullagh et Nelder (1989) examinent l’incidence de certains dom-
mages de navires causés par les vagues en utilisant les données fournies
par une compagnie d’assurance. Ils modélisent le nombre d’incidents
quel que soit le niveau de dommage.

— Dionne, Gagné, Gagnon et Vanasse (1997) ont étudié la fréquence des
accidents (et incidents) de ligne par transporteur au Canada sur une
base trimestrielle entre 1974 et 1988.

2.2.3 Quelques processus de comptages

Ci-dessous les processus de comptages les plus couramment utilisés :

Distribution de Poisson

‘

Définition 2.2 Soit X une variable aléatoire ayant une distribution discrète définie sur N ∪ {0} =
{0, 1, 2, . . .}. X suit une distribution de Poisson de paramètre λ, notée X ∼
Poisson(λ), si et seulement si sa densité de probabilité est la suivante :

P(X = k) =
e−λλk

k!
pour λ ∈ R+ , k = 0, 1, 2, . . . (2.1)

Les moments de premier et de second ordre de la distribution de Poisson
sont :

E(X) = λ Var(X) = λ
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L’égalité entre la moyenne et la variance est une caractéristique de la distribu-
tion de Poisson. Cette égalité est appelée équidispersion. Les écarts par rapport
à l’équidispersion peuvent être soit une surdispersion (la variance est supé-
rieure à la moyenne), soit une sous-dispersion (la variance est inférieure à la
moyenne). Toute violation de cette égalité indique une violation de l’hypothèse
de Poisson.

Distribution binomiale négative

Définition 2.3 Une variable aléatoire X suit une distribution binomiale négative avec les paramètres
α ≥ 0 et θ ≥ 0, notée X ∼ Negbin(α, θ), si la fonction de probabilité est donnée par

P(X = k) =
Γ(α + k)

Γ(α)Γ(k + 1)

(
1

1 + θ

)α ( θ

1 + θ

)k

, k = 0, 1, 2, . . . (2.2)

où Γ(·) représente la fonction gamma telle que Γ(s) =
∫ ∞

0 zs−1e−zdz pour s > 0.

Les moments de premier et de second ordre sont :

E(X) = αθ, Var(X) = αθ(1 + θ) = E(X)(1 + θ)

Distribution Binomiale

Définition 2.4 Une variable aléatoire X suit une distribution binomiale avec les paramètres n ∈N et
p ∈ (0, 1), notée X ∼ B(n, p), si la fonction de probabilité est donnée par :

P(X = k) =
(

n
k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n (2.3)

Les moments de premier et de second ordre sont :

E(X) = np Var(X) = np(1− p)

Distribution logarithmique

Définition 2.5 La variable aléatoire X suit une distribution logarithmique si :

P(X = k) =
αθk

k
, k = 1, 2, . . . , 0 < θ < 1 (2.4)

Les moments de premier et second ordre sont :

E(X) = αθ(1− θ)−1 Var(X) = αθ(1− αθ)(1− θ)−2
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Figure 2.1 – Distributions de données de comptage (E(X) = 3.5)

2.2.4 Autoregression et dependance à 1 pas

Une dépendance a un pas (lag 1), également appelée dépendance tempo-
relle de premier ordre, fait référence à la relation entre une variable et sa valeur
précédente immédiate. Cela signifie que la variable dépend linéairement de sa
valeur au pas de temps précédent, c’est-à-dire du pas 1. Dans le contexte
des séries temporelles, une dépendance à un pas peut être observée dans un
modèle autorégressif (AR) d’ordre 1. Cette dépendance peut être importante
dans l’analyse des séries temporelles car elle indique qu’il existe une influence
significative de la valeur précédente sur la valeur actuelle. Cela peut avoir des
implications sur la prévision et l’interprétation des données temporelles.

2.3 Le modele INAR(1 ) (the integer-valued autoregressive of order
1)

Avant de définir le modèle autoregressif d’ordre 1 à valeurs entières (INAR
1), nous devons d’abords introduire une notion fondamentale, celle de l’opé-
rateur d’amincissement binomiale.

2.3.1 L’opérateur d’amincissement binomiale "o"

Une multitude d’opérateurs d’amincissement ont déjà été défini, on peut
citer l’opérateur d’amincissement binomiale étendue, l’opérateur d’amincisse-
ment de Cox, cependant le plus connu est celui qui a été défini par Stautel et
van Harn (1979). On l’appelle opérateur d’amincissement binomiale (thinning
operator)
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Définition 2.6 Soit X une variable aléatoire à valeurs entières non négatives ; alors pour tout a ∈ [0, 1],
l’opérateur d’amincissement ’o’ est défini par :

α o X =
X

∑
i=1

Yi (2.5)

où Yi est une séquence de variables aléatoires de Bernouilli i.i.d. indépendantes de X
de paramètre α ∈ [0, 1] , telles que P(Yi = 1) = 1− P(Yi = 0) = α.
Cette suite est appelé série de comptage de α o X. Ainsi la variable aléatoire α o X suit
une loi binomiale de paramètre X et α.

Propriété 2.1 À partir de la définition de l’opérateur ’o’, il est clair que :

1. 0 ◦ X = 0.

2. 1 ◦ X = X.

3. E(α ◦ X) = αE(X).

4. V(α ◦ X) = α2V(X) + α(1− α)E(X).

5. Pour tout β ∈ [0, 1], β ◦ (α ◦ X) = (βα) ◦ X.

6. Cov(α ◦ X, X) = α ·V(X).

Démonstration. — Les deux premières propriétés découlent de la définition
même de l’opérateur d’amincissement.
en effet :
Quand α = 0, cela veut dire que Yi est une variable aléatoire de Ber-
nouilli avec comme probabilité de succès 0 . alors, quelque soit la valeur
de X, la somme ∑X

i=1 Yi sera toujours égale à zéro, car chaque terme
dans la somme sera égal à zéro. Ainsi, on peut effectivement dire que
0 ◦ X = 0 lorsque α = 0.
De la même manière, on peut démontrer que 1 ◦ X = X, Yi étant une
variable aléatoire de Bernouilli avec α = 1 comme probabilité de succès.

— Pour prouver que E(α ◦ X) = αE(X) on va se référer à Weiss qui a pour
cela utilisé la loi de l’espérance totale :

E[α ◦ X] = E[E[α ◦ X|X]

Remarque 2.1 L’opération d’amincissement peut également être définie dans un contexte multivarié.
Ainsi soit X = [X1 . . . Xp]T un vecteur aléatoire et A = ai,j une matrice (p × p)
vérifiant 0 ≤ aij ≤ 1 pour i, j = 1 . . . p alors l’opération d’amincissement vectorielle
A ◦ X , est définie comme un vecteur aléatoire dont la ième composante est donnée par
(Franke et Subba Rao,1995).

[A ◦ X]i =
p

∑
j=1

aij ◦ Xj, i = 1 . . . p (2.6)

où les séries de comptage de tout les aij ◦ Xj, i, j = 1 . . . p, sont supposées indé-
pendantes.
Notez que l’opération d’amincissement vectoriel satisfait des propriétés analogues à
l’opération univariée. Pour un compte rendu de ces propriétés, voir Franke et Subba
Rao (1995), Latour (1997) et Oliveira (2000)
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2.3.2 Modele INAR(1)

Maintenant, nous définissons le processus INAR(1) {Xt : t = 0± 1± 2 . . .}
par :

Xt = α o Xt−1 + εt, (2.7)

tel que :

α ◦ Xt−1 =
Xt−1

∑
j=1

Yj (2.8)

où α ∈ [0, 1] et εt est une suite de variables aléatoires à valeurs entières non
négatives non corrélées, ayant une moyenne µ et une variance finie σ2.

Et (Yj) est une suite de variables aléatoires i.i.d, suivant une loi de Ber-
noulli de paramètre α, indépendante de Xt−1, et (εt) est indépendante de (Yj).
Par conséquent, (α ◦ Xt|Xt) suit une loi binomiale de paramètres Xt et α.

Le processus INAR(1) est une chaine de Markov avec la transition en une
étape donnée par (McKenzie, 1985 ; Al-Osh & Alzaid, 1987)

pk|l = P(Xt = k|Xt−1 = l)

=
min{k,l}

∑
j=0

(
l
j

)
αj · (1− α)l−j · P(εt = k− j)

(2.9)

Pour la moyenne conditionnelle et la variance conditionnelle, nous avons
(Alzaid & Al-Osh, 1988) :

E[Xt | Xt−1] = α · Xt−1 + µε
V[Xt | Xt−1] = α(1− α) · Xt−1 + σ2ε

(2.10)

Ce sont toutes les deux des fonctions linéaires de Xt−1. Pour la dérivation des
équations (2.10), il convient de noter que α ◦Xt−1 et εt sont indépendants. Étant
donné que la moyenne conditionnelle est linéaire en Xt−1, le modèle INAR(1)
appartient à la classe des modèles AR(1) linéaires conditionnels, comme dis-
cuté par Grunwald et al. (2000). Notez que la variance conditionnelle diffère
du cas AR(1) car elle varie avec le temps.

Démonstration. — On a :

E(Xt|Xt−1) = E(α ◦ Xt−1 + εt|Xt−1)

= αE(Xt−1|Xt−1) + E(εt|Xt−1)

= αXt−1 + µε

Ici, nous utilisons l’indépendance entre εt et Xt−1.
— On a :

Var(Xt|Xt−1) = Var(α ◦ Xt−1 + εt|Xt−1)

= Var(α ◦ Xt−1|Xt−1) + Var(εt|Xt−1)

= Var(α ◦ Xt−1|Xt−1) + σ2

= α(1− α)Xt−1 + σ2

Ici, nous utilisons la propriété 3 et 4 de l’opérateur d’amincissement
binomial et l’indépendance entre εt et Xt−1.
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Remarque 2.2 Si nous avons donné la distribution des innovations en termes de la fonction génératrice
de probabilités (pgf), alors la distribution marginale stationnaire des observations est
déterminée par l’équation (Alzaid & Al-Osh, 1988) :

pg f (z) = pg f (1− α + αz) · pg fε(z). (2.11)

2.3.3 Propriétés de distribution du modèle INAR(1)

La moyenne et la variance du processus {Xn} sont simplement :

E(Xt) = αE(Xt−1) + µ = αtE(X0) + µ
t−1

∑
j=0

αj (2.12)

et

var(Xt) = α2var(Xt−1) + α(1− α)E(Xt−1) + σ2

= α2tvar(X0) + (1− α)
t

∑
j=1

α2j−1E(Xt−j) + σ2
t

∑
j=1

α2(j−1) (2.13)

On peut voir d’après ces expressions que la stationnarité d’ordre deux requiert
que la valeur initiale du processus, X0, ait :

E(X0) =
µ

1− α
et var(X0) =

αµ + σ2

1− α2 . (2.14)

Pour tout entier k non négatif, la covariance avec un décalage de k, γ(k), est :

γ(k) = cov(Xt−k, αk o Xt−k + cov(Xt−k,
k−1

∑
j=0

αj o εt−j))

= αkVar(Xt−k) +
k−1

∑
j=0

αjcov(Xt−k, εt−j) = αkγ(0) (2.15)

L’équation (2.15) montre que la fonction d’autocorrélation, γ(k), décroît expo-
nentiellement avec le décalage k et a la même forme que l’équation de Yule-
Walker dans le modèle AR(1). Cependant, contrairement à la fonction d’auto-
corrélation pour le modèle AR(1) standard, φ(k) est toujours positif pour le
modèle INAR(1). La dérivation de γ(k) se fait directement, après avoir noté
que :

1. cov(αk o εt−k, αs o εt−i) = 0 pour l 6= k et tout entier positif s.

2. aj+k o εt−j = αk o αj o εt−j.

En ce qui concerne les propriétés de distribution du processus INAR(1), on
remarque que ce processus a des propriétés de distribution similaires à celles
du modèle AR(1). Par exemple, lorsque Xt = Xt−1 et Xt−1 est indépendant
de εi dans (2.7), la validité de (2.7) pour tous les α ∈ (0, 1) implique que Xt a
une distribution discrète auto-décomposable (voir par exemple Stuetal et Van
Harn, 1979). Après avoir mentionné cette propriété, d’autres propriétés pour
Xt en découlent, telles que l’unimodalité et le fait que la distribution de Xt est
uniquement déterminée par la distribution de εi.

Il en résulte que Xt suit une distribution de Poisson si et seulement si εt
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suit une distribution de Poisson. Par conséquent, le rôle joué par la distribu-
tion de εt dans la détermination de la distribution de Xt dans le processus
INAR(1) est similaire au rôle joué par la distribution normale des erreurs dans
le processus AR(1).

2.4 Le modèle Poisson INAR (1)

Un des modèles les plus populaire de la famille des INAR(1) est le modèle
Poisson INAR(1) qui a été introduit par McKenzie (1985) et Al-Osh & Alzaid
(1987).

Définition 2.7 Un processus du second ordre {Xt, t ∈ Z} appartient à la famille INAR (1) d’inno-
vations poissonienne POINAR (1), s’il est de la forme :

Xt = α ◦ Xt−1 + εt, t ∈ Z (2.16)

tel que :

α ◦ Xt−1 =
Xt−1

∑
j=1

Yj (2.17)

Et que les observation εt sont i.i.d qui suivent une loi de poisson de paramètre λ tel
que :

εt ∼ P(λ)

et µε = σ2 = λ

Les moments de ce modèle sont définis tel que :

E(Xt) =
λ

1− α
V(Xt) =

λ

1− α

Et sa fonction d’auto-corrélation :

ρ(k) = Corr(Xt, Xt−k) = αk, ∀k ∈N (2.18)

Remarque 2.3 Étant donné que toutes les probabilités de transition P(εt = j) sont réellement po-
sitives, cela s’applique également à toutes les probabilités de transition Pk|l à partir
de l’équation (2.9). Par conséquent, un processus Poisson INAR(1) est une chaîne de
Markov irréductible et apériodique.

2.5 Stationnarité stricte

Un processus Poisson INAR(1) est une chaîne de Markov irréductible et
apériodique, ce qui implique qu’il est strictement stationnaire avec une distri-
bution marginale stationnaire. Il est bien connu que cette distribution margi-
nale stationnaire est également une loi de Poisson, P(µ), avec :

µ =
λ

1− α
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2.5.1 Propriétés

Les définitions précédentes découlent de deux propriétés d’invariance im-
portantes de la distribution de Poisson :

— L’invariance par rapport à l’opérateur d’amincissement binomial : si
X suit une distribution de Poisson avec un paramètre µ, alors α ◦ X
suit également une distribution de Poisson avec un paramètre αµ. En
d’autres termes, si nous multiplions chaque occurrence d’un événement
par un facteur α, la distribution de Poisson reste la même, seule la valeur
du paramètre est ajustée.

— L’additivité : si Z ∼ P(αµ) et ε ∼ P((1− α)µ) et si Z et ε sont indépen-
dantes, alors Z + ε ∼ P(αµ + (1− α)µ = P(µ)

2.5.2 Simulation du modèle

Dans cette exemple, on va générer 100 observations à simuler, avec un taux
moyen λ = 2 et un paramètre d’autoregression φ = 0, 7.

#Installer le package tseries
install.packages("tseries")
# Charger la bibliothèque requise
library(tseries)

# Définir les paramètres du modèle
lambda <- 2 # Paramètre de taux moyen des comptages
phi <- 0.7 # Paramètre d’autorégression

# Définir le nombre d’observations à simuler
n <- 100

# Initialiser un vecteur pour stocker les observations simulées
observations <- numeric(n)

# Générer les observations du modèle INAR(1)
observations[1] <- rpois(1, lambda) # Générer la première observation

for (i in 2:n) {
observations[i] <- rpois(1, lambda + phi * lambda)

}

# Afficher les observations simulées
print(observations)

# Tracer le graphique de la série
plot(observations, type = "b", xlab = "Temps", ylab = "Observations",
main = "Modèle INAR(1)")
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Figure 2.2 – Simulation d’un processus INAR(1)

2.6 Exemple de simulation

(Trajectoires d’échantillon) Les Figures suivantes montre deux trajectoires
d’échantillon pour des processus simulés Poisson INAR(1). Les deux modèles
ont été calibrés pour donner la même moyenne observée, µ = 3, mais le
paramètre d’auto-corrélation α diffère, et donc la moyenne des innovations
λ = µ(1− α). Dans la Figure 2.3, nous avons α = 0, 5 et λ = 1, 5, et ce niveau
modéré d’auto-corrélation devient visible à travers les mouvements à court
terme en montée et en descente.
La situation dans la Figure 2.4 est beaucoup plus extrême :λ = 0, 15 implique
que rarement une innovation véritablement positive (et donc un mouvement
ascendant) est générée. α = 0, 95 entraîne que α ◦ X soit égal à X la plupart du
temps, d’où les segments constants, et sinon à un comportement de descente
lente (extinction progressive). Les segments constants sont également accom-
pagnés d’une variance conditionnelle très petite et presque constante selon
(2.6) ; notez que le coefficient linéaire α(1− α) tend vers 0 pour α −→ 0 ou
α −→ 1. Ce comportement en descente lente et en morceaux constants est une
caractéristique commune de nombreux modèles basés sur l’éclaircissement bi-
nomial (avec de grandes probabilités d’éclaircissement).

27



Chapitre 2. Modèle autorégressif d’ordre 1 à valeurs entières INAR(1)

Figure 2.3 – Exemples de trajets simulés de processus INAR (1) Poissonien avec µ = 3 et
α = 0, 5

Figure 2.4 – Exemples de trajets simulés de processus INAR (1) Poissonien avec µ = 3 et
α = 0 : 95

2.7 Modèles INAR(1) avec des innovations généralisées

Le modèle INAR(1) devient particulièrement simple si les innovations sont
choisies selon une distribution de Poisson, Cependant, il est possible d’obtenir
une plus grande flexibilité en termes de distributions marginales. Une option
consiste à choisir un modèle approprié pour les observations Xt, puis à calcu-
ler la distribution correspondante des innovations à partir de l’équation (2.11) ;
voir McKenzie (1985).
Une autre option consiste a choisir la distribution des innovations εt pour ob-
tenir certaines propriétés pour la distribution des observations.
En général, comme indiqué dans l’équation (2.14) le comportement de dis-
persion des observations est facilement contrôlé par celui des innovations.
De plus, la probabilité d’observer un zéro est influencée par les innovations :
puisque la probabilité d’obtenir un zéro est simplement égale à pg f (0). (2.11)
implique que :

P(X = 0) = P(ε = 0)
∞

∏
k=1

pg fε(1− αk). (2.19)
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Ensuite, examinons des cas particuliers. L’extension la plus naturelle au-delà
des distributions de Poisson est de considérer la famille des distributions
autos-décomposables discrètes (DSD) pour Xt,une distribution est dite DSD
si sa fonction génératrice de probabilités (pgf) satisfait l’équation :

pg f (z)
pg f (1− α + αz)

est elle même une pgf pour tout α ∈ (0, 1). (2.20)

D’après (2.11), (2.20) implique que les distributions DSD sont les distributions
marginales d’un processus INAR(1), qui peuvent être préservées pour n’im-
porte quel choix de α ∈ [0, 1] ; la pgf des innovations correspondantes est alors
donnée par (2.20). Notez que toute distribution DSD est également infiniment
divisible et, contrairement à la distribution de Poisson, elles présentent une
surdispersion et une inflation de zéros.

2.7.1 Le Modèle Géométrique INAR(1)

La distribution géométrique Geom(π) est DSD, ce qui en fait une distribu-
tion marginale possible pour un processus INAR(1).
Si X ∼ Geom(π) alors α ◦ X suit aussi une loi géometrique avec comme pgf :

pg fα◦X(z) = pg f (1− α + αz) =
π

1− (1− π)(1− α + αz)
=

π
π+α(1−π)

1− α(1−π)
π+α(1−π)

z
,

Alors α ◦ X ∼ Geom
(

π
π+α(1−π)

)
.

En conséquence, les innovations (εt) doivent avoir une pgf donnée par :

pg fε(z) =
pg f (z)

pg f (1− α + αz)
= α + (1− α)

π

1− (1− π)z
,

Cette pgf correspond à une distribution géométrique avec inflation de zéros,
où la distribution parente est Geom(π) et le paramètre d’inflation est α.

2.7.2 Le modèle Poisson composé INAR(1),noté CP-INAR(1)

Un processus INAR(1) {Xt, t ∈ N} , est appelé processus CP-INAR(1) si les
innovations {εt}t∈N sont i.i.d. et suivent une loi de Poisson composé CPv(λ, H)
De plus, les innovations εs ∼ CPv(λ, H) ont une moyenne finie à condition
que H′(1) < ∞. Étant donné qu’un processus CP-INAR(1) est également irré-
ductible et apériodique (Schweer & Weib, 2014), on en déduit qu’un processus
CP-INAR(1) avec H′(1) < ∞ possède une distribution marginale stationnaire
unique.
Ainsi, la distribution des observations est effectivement surdispersée, mais pré-
sente également une inflation de zéros.
Une instance spéciale largement utilisée du modèle CP-INAR(1) est le modèle
NB-INAR(1), dans lequel les innovations suivent une distribution binomiale
négative.

2.7.3 Le modèle NB-INAR(1)

Dans le modèle NB-INAR(1), les innovations suivent une distribution bino-
miale négative, εt ∼ NB(n, π) avec un indice de dispersion Iε =

1
π .
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La probabilité d’obtenir zéro est approximée par :

p0 ≈
π(M+1)n

∏M
k=1(1− (1− π)(1− αk))n

.

Les probabilités de transition sont calculées à l’aide de :

P(εt = k) =
(

n + k− 1
k

)
· (1− π)k · πn, pour k ∈N

2.8 Estimation

Le problème d’estimation lié au processus INAR(1) est plus compliqué que
celui du processus AR(1). La complication provient du fait que la distribution
conditionnelle de Xt sachant Xt−1 dans le processus INAR(1), est la convo-
lution de la distribution de εt et celle d’une binomiale avec un paramètre
d’échelle α et un paramètre d’indice Xt−1.
Tout au long de cette section, nous supposerons que la séquence εt suit une dis-
tribution de Poisson avec un paramètre λ. Dans ce qui suit, nous présenterons
plusieurs méthodes pour estimer les paramètres α et λ

Estimateur de Yule-Walker

La manière la plus simple d’obtenir un estimateur pour α est de remplacer
γ(k) par la fonction d’auto-covariance dans l’équation de Yule-Walker et la
résoudre pour α afin d’obtenir

α̂ =
∑n−1

t=0 (xt − x̄)(xt+1 − x̄)

∑n
t=0 (xt − x̄)2 (2.21)

ou x̄ est la moyenne de l’échantillon.
Une estimation de λ peut être obtenue en calculant ε̂t = xt − α̂xt−1 pour t =
1, 2, ..., n.
Étant donné que Xt suit une loi de Poisson de paramètre λ alors l’estimateur
de λ est :

λ̂ =
n

∑
t=1

ε̂t

n
(2.22)

Estimateur du moindre carrée conditionnel

Contrairement au modèle AR(1) standard, on constate pour le processus
INAR(1) que, étant donné Xt−1 et εt, Xt est toujours une variable aléatoire.
La moyenne conditionnelle de Xt sachant Xt−1 est donnée par

E(Xt|Xt−1) = αXt−1 + λ = g(θ, Xt−1) (2.23)

où θ = (α, λ′) représente l’ensemble des paramètres à estimer. La procédure
d’estimation que nous allons appliquer est basée sur la minimisation de la
somme des écarts quadratiques par rapport à l’espérance conditionnelle. Ainsi,
les estimateurs des moindres carrés conditionnels pour α et λ sont les valeurs
qui minimisent :

Qn(θ) =
n

∑
t=1

[(Xt − g(θ, Xt−1)]
2 (2.24)
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par rapport à θ. En évaluant les dérivées de (2.24) par rapport à α et λ, on
obtient :

α̂ =
∑ xtxt−1 − (∑ xt ∑ xt−1)/n

∑ x2
t−1 − (∑ xt−1)2/n

(2.25)

et
λ̂ =

1
n
(∑ xt − α̂ ∑ xt−1) (2.26)

où toutes les sommes sont effectuées sur t, prenant des valeurs de 1 à n. Étant
donné que l’on s’attend, pour les processus stationnaires, à ce que les esti-
mations de la moyenne et de la variance calculées à partir des premières n
observations soient très proches de celles calculées à partir de l’ensemble des
(n + 1) observations, on constate que les estimateurs CLE dans (2.25) et (2.26)
sont très proches des estimateurs dans (2.21) et (2.22). Il est facile de vérifier
que les fonctions g, dg/dα,dg/dλ et d2g/dαdλ satisfont toutes les conditions
de régularité du théorème de Klimko et Nelson (1978). Par conséquent, les esti-
mateurs des moindres carrés conditionnels dans (2.25) et (2.26) sont fortement
convergents.
De plus, si E(θ, Σ) < ∞, ce qui est le cas pour une distribution de Poisson,
alors selon le théorème de Klimko et Nelson, (θ, Σ) sont asymptotiquement
distribués normalement lorsque :

n1/2(θ̂ − θ0) ∼ MVN(0, V−1WV−1)

où θ̂ = (α̂, λ̂)′ et θ0 = (α0, λ0)′ représente la valeur "vraie" des paramètres. V
est une matrice 2× 2 avec des éléments

Vij = E(
δg(θ0, Xt−1)

δθi
,

δg(θ0, Xt−1)

δθi
) i, j = 1, 2

et les éléments de W avec la forme :

Wij = E(u2
t (θ

0)
δg(θ0, Xt−1)

δθi
,

δg(θ0, Xt−1

δθj
)

avec
ut(θ

0) = Xt − g(θ0, Xt−1)

L’estimateur du maximum de vraisemblance

La fonction de vraisemblance d’un échantillon de (n + 1) observations du
processus INAR(1) peut être écrite comme suit :

L(x, α, λ) =

(
n

∏
t=1

Pt(xt)

)
[λ/(1− α)]xO

x0!
exp[−λ/(1− α)] (2.27)

où

Pt(x) = exp(−λ)
min(xt−1,xt)

∑
i=0

λx−i

(x− i)!

(
xt−1

i

)
αi(1− α)xt−1−i pour t = 1

et x = (x0, x1, . . . , xn)
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Nous allons d’abord considérer les estimateurs du maximum de vraisem-
blance conditionnelle de α et λ lorsque x0 est donné. Dans ce cas, la fonction
de vraisemblance conditionnelle est de la forme :

L(x, α, λx0) =
n

∏
t=1

Pt(xt)

Sprott (1983) a proposé une méthode pour maximiser la fonction de vraisem-
blance conditionnelle L(x, α, λ/x0) par rapport à α et λ, en supposant que P(x)
est indépendant de t, c’est-à-dire du paramètre d’index des observations. Cette
méthode peut également être appliquée dans notre cas. En utilisant l’approche
de Sprott, les dérivées de la fonction de log-vraisemblance conditionnelle par
rapport à λ et α sont les suivantes :

Sλ =
n

∑
t=1

∂logPt(xt)

∂λ
=

n

∑
t=1

Pt(xt − 1)/Pt(xt)− n =
n

∑
t=1

H(t)− n (2.28)

et

Sα =
n

∑
t=1

∂logPt(xt)

∂α
=

n

∑
t=1

[(xt − αxt−1 − λH(t)]/α(1− α) (2.29)

Pour trouver l’estimateur de maximum de vraisemblance conditionnel (CMLE)
on fixe St = 0 et Sα = 0 ce qui, d’après (2.29)

∑ xt = α ∑ xt−1 + nλ (2.30)

L’équation (2.30) peut être utilisée pour éliminer l’un des paramètres, disons
α, puis Sλ dans (2.28) peut s’écrire en fonction de λ uniquement. Ainsi, les
CMLE peuvent être trouvés en itérant sur Sλ. Il convient de noter que si l’on
utilise (2.30) pour éliminer λ, on obtiendrait un estimateur de λ en fonction
de α qui aurait la même forme que celui dans (2.26). Cependant, on ne peut
rien dire analytiquement en comparant l’estimateur α dans (2.21) avec celui qui
résulterait de la minimisation de (2.29). Maintenant, en considérant la fonction
de vraisemblance inconditionnelle telle que donnée par (2.27), on peut voir que
les dérivées de la fonction de log-vraisemblance par rapport à λ et α sont :

S0
λ =

∂logL
∂λ

= Sλ +
x0

λ
− 1

1− α
(2.31)

Et

S0
α =

∂logL
∂α

= Sα +
1

1− α

(
x0 −

λ

1− α

)
(2.32)

Le MLE (Maximum Likelihood Estimator) peut être trouvé en fixant S0
λ = 0 et

S0
α = 0, à partir desquelles nous obtenons :

λ =

(
n

∑
t=0

xt − α
n

∑
t=0

xt

)
/
(

n +
1 + α

1− α

)
(2.33)

L’équation (2.33) peut être utilisée pour éliminer λ dans (2.32), ce qui permet
de trouver le MLE de α en itérant cette équation. Cependant, il est évident à
partir des équations (2.31), (2.32) et (2.33) que les MLE ne sont pas faciles à
manipuler comme dans le cas des CMLE.
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La matrice de covariance asymptotique estimée pour les estimations des
paramètres peut être calculée en prenant la deuxième dérivée de la fonction de
vraisemblance. Cependant, comme l’a souligné Sprott, les estimations des pa-
ramètres dans une convolution sont généralement fortement corrélées, ce qui
signifie que les inférences sur les paramètres sont fortement interdépendantes.

Dans la dérivation du MLE, nous avons supposé que (εt) suit une distribu-
tion de Poisson. Il convient de mentionner que Sprott (1983) a noté que cette
procédure peut également être appliquée pour trouver le MLE des paramètres
d’une convolution de deux membres de la famille de distribution de la série
de puissances. Par conséquent, cette méthode peut être modifiée de manière
similaire pour obtenir les estimations des paramètres du processus INAR(1)
dans le cas où εt n’a pas nécessairement une distribution de Poisson.

2.9 Prédiction dans le modèle INAR(1)

Il existe deux approches principales pour faire de la prédiction dans les
modéles INAR(1) :

— La méthodologie classique : Les méthodes classiques sont largement
utilisées et relativement simples à mettre en œuvre. Elles reposent sur
des calculs analytiques ou numériques pour estimer les paramètres du
modèle INAR(1) à partir des données historiques. elles comprennent
la méthode des moments, la méthode du maximum de vraisemblance
et la méthode de moindres carrés. Une fois les paramètres estimés, les
prédictions sont générées en utilisant les équations de récurrence du
modèle INAR(1). Les méthodes classiques sont efficaces lorsque les hy-
pothèses du modèle sont respectées et fournissent des résultats précis
et fiables.

— La méthodologie bayesienne : C’est une approche assez différente de
la méthode classique, ici on considére que les paramètres du modèle
sont des variables aléatoires et on utilise les principes de l’inférence
bayésienne. Elles nécessitent la spécification de distributions a priori
pour les paramètres du modèle. En utilisant le théorème de Bayes, la
distribution a posteriori des paramètres est calculée en combinant l’in-
formation a priori et les données observées. Les prédictions sont en-
suite obtenues en échantillonnant à partir de la distribution a poste-
riori des paramètres. Les méthodes bayésiennes sont particulièrement
utiles lorsque les données sont limitées ou lorsque des connaissances a
priori sur les paramètres sont disponibles. Elles permettent également
de quantifier l’incertitude associée aux prédictions et d’intégrer formel-
lement des connaissances préalables.

Théorème 2.1 La fonction génératrice des moments de Xn+h sachant Xn est :

ρXn+h|Xn(s) = [αhes + (1− αh)]Xn exp
[

λ
1− αh

1− α
(es − 1)

]
(2.34)

L’expression (2.34) montre que la distribution de Xn+h|Xn est une convolu-
tion d’une distribution binomiale de paramètres αh et Xn, et d’une distribution
de Poisson avec le paramètre λ(1− αh)/(1− α). Autrement dit, la fonction de
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probabilité de Xn+h|Xn est donnée par :

f (xn+h) = P(Xn+h = xn+h|Xn = xn)

= exp
(
− λ

1− αh

1− α

) Mh

∑
i=0

1
(xn+h − i)!

×
(

λ
1− αh

1− α

)xn+h−i (xn

i

)
(αh)i(1− αh)xn−i, xn+h = 0, 1...,

(2.35)

ou Mh = min(Xn+h, Xn), par conséquent, nous avons le corollaire suivant :

Corrolaire 1

2.9.1 Prédiction avec la méthode classique

Le prédicteur à h pas en avant basé sur l’espérance conditionnelle de
l’INAR(1) :

X̂n+h|Xn = E[Xn+h|Xn] = αh
[

Xn −
λ

1− α

]
+

λ

1− α
h = 1, 2, 3, . . . , (2.36)

a été obtenu par Brännäs (1994) et Freeland et McCabe (2003), mais il produira
difficilement des prévisions à valeurs entières. Afin d’obtenir des prédictions
cohérentes pour Xn+h, Freeland et McCabe (2003) suggèrent d’utiliser la valeur
qui minimise l’erreur absolue attendue donnée l’échantillon, c’est-à-dire la va-
leur qui minimise E[|Xn+h− X̂n+h| | Xn]. Ainsi, ils ont conclu que X̂n+h = m̂n+h
est la médiane de la distribution conditionnelle à h pas en avant f (xn+h|xn).

2.9.2 Prédiction avec la méthode bayesienne

La fonction de probabilité prédictive bayésienne est basée sur l’hypothèse
selon laquelle l’observation future Xn+h et le vecteur des paramètres inconnus
θ = (α, λ) sont aléatoires. Comme nous le savons que l’information sur θ est
donnée par l’échantillon observé xn et quantifié dans le prédicteur a posteriori
π(θ, xn).

Définition 2.8 Soit θ ∈ Θ le vecteur des paramètres inconnus. La distribution prédictive a posteriori
bayésienne à h pas en avant est donnée par :

f (xn+h|xn) =
∫

Θ
f (xn+h; θ|xn)dθ =

∫
Θ

f (xn+h|xn; θ)π(θ|xn)dθ, (2.37)

où π(θ|xn) est la fonction a posteriori θ et f (xn+h|xn; θ) est la distribution prédictive
(classique) donnée par (2.35).

La distribution prédictive à h pas en avant de Xn+h|Xn, donnée par l’ex-
pression (2.37).
Le prédicteur bayésien à h pas en avant peut être obtenu en utilisant la valeur
attendue, la médiane ou le mode de Xn+h sachant Xn.
Les distributions Beta et Gamma sont utilisées comme lois a priori pour les
paramètres du modèle INAR(1), α ∼ Beta(a, b), a, b > 0 et λ ∼ Gamma(c, d).
En considérant l’indépendance entre α et λ,la loi a priori de (α, λ) est donnée
par :

P(α, λ) ∝ λc−1e−dλαa−1(1− α)b−1, λ > 0, 0 < α < 1, (2.38)
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Les paramètres a, b, c et d sont des paramètres connus. Remarquez que lorsque
a→ 0, b→ 0, c→ 0 et d→ 0, nous avons une loi a priori vague.
La loi a posteriori de (α, λ) peut être écrite comme :

P(α, λ|xn) ∝ L(xn, α, λ|x1)P(λ, α)

= exp [−d + (n− 1)λ] λc−1αa−1(1− α)b−1

×
n

∏
t=2

Mt

∑
i=0

λxt−i

(xt − i)!
αi(1− α)xt−1−i (2.39)

En conséquence, pour le modèle PoINAR(1), la fonction prédictive bayésienne
de Xn+h étant donné Xn est donnée par :

f (xn+h|xn) ∝
∫

α

∫
λ

(
Mh

∑
i=0

(
xn

i

)
(αh)

i
(1− α)xn−i

)
1

(xn+h − i)!

× exp
(
−λ

1− αh

1− α

)(
λ

1− αh

1− α

)xn+h−i

exp[−(d + n)λ]λc−1

× αa−1(1− α)b−1
n

∏
t=2

Mt

∑
i=0

λxt−i

(xt − i)!

(
xt−1

i

)
αi(1− α)xt−1−idαdλ

(2.40)
La complexité de f (xn+h|xn) ne nous permet pas de travailler directement avec
cette fonction. Afin d’estimer xn+h, nous pouvons utiliser l’algorithme suivant :

1. À partir de l’échantillon (X1, X2, ..., Xn), calculer (via la méthode clas-
sique) une estimation initiale pour α, notée α0.

2. Utilisant l’échantillonnage adaptatif de rejet dans la méthodologie
Gibbs (voir Gilks et al., 1995), calculez à partir des distributions
conditionnelles complètes des paramètres α et λ, un échantillon
(α1, λ1), (α2, λ2), ..., (αm, λm).

3. Pour chaque i (i = 1, ..., m), échantillonnez Xn+h,i à partir de
f (xn+h|xn, αi, λi) en utilisant la méthode de transformation inverse
adaptée aux variables entières, c’est-à-dire :
— Échantillonnez u à partir d’une uniforme U(0, 1).

— Calculez le plus petit entier s tel que
s

∑
i=0

f (xn+h|xn, αi, λi) ≥ u.

— Considérez Xn+h,i = s.

Après avoir échantillonné Xn+h,1, Xn+h,2, ..., Xn+h,m le prédicteur Xn+h peut être
calculé à partir de la moyenne de l’échantillon X̂n+h, de la médiane m̂n+h ou du
mode m̂on+h. Pour plus de méthodes se référer à Silva et Pereira (2009). Ainsi
le prédicteur peut être écrite ainsi :

X̃n+h = Xn

(
1
m

m

∑
i=1

αh
i

)
! +

(
1
m

m

∑
i=1

1− αh
i

1− αi λi

)
! (2.41)

2.9.3 Intervalle de prédiction

Dans cette partie, nous allons calculer les intervalles de prédiction :
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Méthode Classique

Un intervalle de confiance pour le prédicteur X̂n+h peut être calculé en
utilisant la fonction de probabilité de l’erreur de prédiction à h pas en avant,
donnée par :

Xn+h|Xn = Xn+h|Xn − X̂n+h|Xn (2.42)

En remplaçant X̂n+h|Xn donné par (2.36), nous obtenons :

ên+h|Xn = Xn+h − αhxn − λ
1− αh

1− α
(2.43)

Puisque ên+h|Xn est une fonction de la variable aléatoire discrète Xn+h, nous
avons :

ên+h|Xn = k− αhxn − λ
1− αh

1− α
ou k = 0, 1, 2, . . . . (2.44)

Ainsi,

P(en+h = k− αhxn − λ
1− αh

1− α
| Xn) = P(Xn+h = k | Xn = xn)

= exp−λ
1− αh

1− α

Mh

∑
i=0

1
(k− i)!

×
(

λ
1− αh

1− α

)k−i (xn

i

)
(αh)i(1− αh)xn−i. (2.45)

À partir de l’expression (2.45), nous obtenons un intervalle de confiance de
niveau γ pour Xn+h :

(X̂n+h + et1 , X̂n+h + et2) (2.46)

où X̂n+h est donné par (2.36), et1 est la plus grande valeur de en+h telle que
P(en+h ≤ et1) ≤ (1 − γ)/2, et et2 est la plus petite valeur de en+h telle que
P(en+h ≤ et2) ≥ (1 + γ)/2.

Méthode Bayesienne

Nous proposons une généralisation adaptative de la méthode utilisée pour
obtenir le plus haut intervalles de densité postérieure (HPD) des paramètres
du modèle, dans lesquels nous considérons la distribution prédictive au lieu
de la loi a posteriori.

Définition 2.9

P(XL ≤ Xn+h ≤ XR) =
XR

∑
Xn+h=XL

f (xn+h|xn) (2.47)

Cependant, étant donné que f (xn+h|xn) n’est pas toujours symétrique, les intervalles
avec une probabilité prédictive postérieure maximale sont plus souhaitables que les
intervalles prédictifs.

Définition 2.10 R(γ) = (XL, XR) est un intervalle HPD à 100γ% pour Xn+h si

P(XL ≤ Xn+h ≤ XR) =
XR

∑
Xn+h=XL

f (xn+h|xn) ≥ Kγ, (2.48)
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où Kγ est la plus grande constante telle que P(Xn+h ∈ R(γ)) ≥ γ.
En raison de la complexité de la fonction de probabilité prédictive (2.40), il

n’est pas possible de calculer l’intervalle HPD exact pour Xn+h. Nous pouvons
fournir une approximation pour R(γ) en utilisant l’algorithme de Chen et Shao
(1999) :

1. Générer un échantillon de taille M à partir de la loi a posteriori de α et
λ à l’aide d’une méthode MCMC, telle que l’algorithme de Metropolis-
Hastings.

2. Pour chaque échantillon i (i = 1, . . . , M), générer un échantillon Xn+h,i
à partir de la distribution prédictive f (xn+h|xn, αi, λi) en utilisant une
méthode appropriée, par exemple la méthode de rejet adaptatif.

3. Calculer les quantiles α/2 et 1− α/2 de l’échantillon Xn+h,1, . . . , Xn+h,M
pour obtenir les limites inférieure et supérieure de l’intervalle approxi-
matif R(γ).

En utilisant l’algorithme de Chen et Shao, nous pouvons obtenir une ap-
proximation de l’intervalle HPD pour Xn+h sans avoir besoin de la forme
exacte de la fonction de probabilité prédictive f (xn+h|xn). Cela permet d’es-
timer l’intervalle avec une précision raisonnable malgré la complexité de la
fonction.

2.10 Exemple de données réelles

Nous appliquons la méthodologie proposée à un ensemble de données
analysées par Freeland (1998), comprenant 120 comptages mensuels de tra-
vailleurs bénéficiant d’indemnités de perte de salaire pour des blessures par
brûlure. Tous les détails descriptifs de l’ensemble de données se trouvent dans
l’étude de Freeland (1998), qui conclut que le modèle PoINAR(1) est un choix
plausible pour modéliser les données. Afin d’évaluer et de comparer les diffé-
rentes méthodes de prévision, des prévisions à h pas en avant (h = 1, 2, 3, 4,
5, 6) sont produites pour la période de juillet à décembre 1994, pour laquelle
nous connaissons les valeurs observées. Les prévisions ponctuelles basées sur
la moyenne, la médiane, le mode et les valeurs observées sont présentées dans
le Tableau suivant. En général, on peut noter que les valeurs MAPE des prédic-
tions ponctuelles classiques sont plus petites que celles des prédictions bayé-
siennes. Ce résultat est attendu étant donné les résultats de simulation présen-
tés dans la dernière section, car la valeur estimée pour alpha est de 0,4.
Des prédictions d’intervalle pour la période de juillet à décembre 1994 sont
obtenues en utilisant les deux approches proposées données par (3.1). Les in-
tervalles obtenus, présentés dans ci-dessous, sont analogues, bien que les pré-
dictions bayésiennes aient une largeur plus petite.
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Figure 2.5 – Prévisions à h pas en avant des demandes mensuelles de juillet à décembre 1994.
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3INAR(p) et estimation

3.1 Introduction

l’intervalle de confiance de niveau γ pour Xn+h :

(X̂n+h + et1 , X̂n+h + et2) (3.1)

Dans une perspective de généralisation, nous introduirons l’opérateur d’amin-
cissement généralisé ? et on présentera le modèle qui y est directement associé
le modèle GINAR(p).

3.2 modèle INAR(p)

Le modèle INAR(p) également connu sous le nom de Integer-valued pth-
order Autoregressive process est une extension du modèle INAR(1) étudié par
Al-Osh et Al-Zaid (1987).

Définition 3.1 Soit {Xt}t∈Z une suite de variables aléatoires à valeurs entières positives ; {εt}t∈Z,
une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs entières positives, avec E(εt) = µε > 0
et var(εt) = σ2 > 0, p ∈ N∗ et {αj}j∈1...p une suite de constantes telles que
0 ≤ αj < 1 , ∀j et (αp > 0). Alors {Xt, t ∈ Z} est un processus INAR(p) s’il est
de la forme :

Xt =
p

∑
j=1

αj ◦ Xt−j + εt, ∀t ∈ Z (3.2)

Avec :

αj ◦ Xt−j =
Xt−j

∑
k=0

Yjk

La série de comptage (Yjk) est une suite de variables aléatoires i.i.d. qui suit
une loi de Bernouilli de paramètre αj, et indépendante de Xt−j., de plus (εt)
est indépendante de (Yjk)

3.2.1 Propriétés du modèle

Les caractéristiques ou propriétés du modèle INAR(p) comprennent l’es-
pérance conditionnelle et la variance de Xt, où ces propriétés sont utilisées
pour prouver l’espérance et la variance inconditionnelles. Ensuite, les fonc-
tions d’autocovariance et d’autocorrélation seront également présentées.

Espérance conditionnelle de Xt : E[Xt|Xt−1, . . . , Xt−p] = µε + ∑
p
k=1 αkXt−k.

Variance conditionnelle de Xt : Var[Xt|Xt−1, . . . , Xt−p] = σ2
ε + ∑

p
k=1 αk(1 −

39



Chapitre 3. INAR(p) et estimation

αk)Xt−k.
Autocovariance de Xt : γk = α1γk−1 + α2γk−2 + . . . + αpγk−p = ∑

p
i=1 αiγk−i.

Autocorrélation de Xt : ρk = α1ρk−1 + α2ρk−2 + . . . + αpρk−p = ∑
p
i=1 αiρk−i.

Pour obtenir les espérances et la variance inconditionnelles du modèle
INAR(p), il est nécessaire de faire une hypothèse de stationnarité. L’hypothèse
de stationnarité dans le modèle INAR(p) suit l’hypothèse de stationnarité dans
le modèle AR(p), où la série temporelle est stationnaire si α1 + α2 + . . .+ αp < 1
et |αp| < 1. Ainsi, les espérances et la variance inconditionnelles du modèle
INAR(p) peuvent être exprimées comme suit :

Espérance inconditionnelle : E[Xt] =
µε

1− α1 − α2 − . . .− αp
,

Variance inconditionnelle : Var[Xt] =
σ2

ε

1− α1 − α2 − . . .− αp
.

3.2.2 Propriétés de corrélation

En étudiant les propriétés de corrélation du processus INAR(p), On utilise
l’hypothèse selon laquelle, étant donné Xn = xn, la variable aléatoire αixn ne
depend pas des valeurs passées du processus (Xn−k) ainsi que de αj ◦ Xn−k

pour i, j = 1, 2, .., p et k > 1. À présent, il est possible de constater à partir de
(3.2) que

E(Xn) =
p

∑
i=1

αiE(Xn−i) + µε (3.3)

où µε = E(εn). Sous l’hypothèse de stationnarité faible, nous avons :

µx = E(Xn) =
µε

1−∑
p
i=1 αi

Pour calculer l’auto-covariance en, γ(k), on a :

γ(k) = cov(Xn−k, Xn) =
p

∑
i=1

cov(Xn−k, αi ◦ Xn−i) + δk(0)σ2
ε (3.4)

=
p

∑
i=1

γ(k− i, αi) + δk(0)σ2
ε

où γ(l, αi) = Cov(Xn−l , αi ◦ Xn) et γk(0) = 1 si k = 0 et 0 sinon.
à partir de la définition de γ(l, αi)

γ(l, α) = αγ(l), l ≥ 0 (3.5)

En utilisant un raisonnement conditionnel et en supposant que, étant donné X
= x, le vecteur (α1 ◦ x, α2 ◦ x, ..., αp ◦ x) suit une distribution multinomiale avec
des paramètres (α1, α2, ..., αp, x), nous obtenons :

Cov(αj ◦ Xn−k, αi ◦ Xn−l) =


αjγ(k− l, αi) pour k < l
αjαiγ(0) + αj(δj(i)− αi)µx pour k = l
αiγ(l − k, αj)pour pour k > l

(3.6)
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γ(−l, αi) peut être déterminé de manière récursive en utilisant (3.6).
On commence avec l = 1, nous avons :

γ(−l, αi) = α1αiγ(0) + α1(δi(1)− αi)µx + αi

p

∑
j=2

γ(αj, j− 1) (3.7)

= αiγ(−1) + α1(δi(1)− αi)µx

Soit µ(l, αi) ≡ γ(l, αi)− αiγ(l), l’équation (3.5) donne µ(l, αi) = 0 pour l ≥ 0 et
d’après (3.7), on a µ(−1, αi) = α1(δi(1)− αi)µx
De même :

µ(−2, αi) =
p

∑
j=1

cov(αj ◦ Xn−j, αi ◦ Xn−2)− αiγ(−2)

= α1γ(−1, αi) + α2αiγ(0) + α2(δi(2)− αi)µx

+αi

p

∑
j=3

cov(αj ◦ Xn−j, Xn−2)− αiγ(−2)

α1µ(−1, αi) + α2(δi(2)− αi)µx

En utilisant cette méthode itérative, nous obtenons :

µ(−l, αi) =
l−1

∑
j=1

αjµ(j− l, αi) + µi,l (3.8)

ou µi,l = αi(δi(l)− αl)µx. ça signifie que µ(−l, αi) représente la fonction linéaire
de la moyenne du processus µx.
En utilisant la définition de µ(l, αi), on peut voir que γ(k − i, αi) dans (3.4)
satisfait :

γ(k− i, αi) = αiγ(k− i) + µ(k− 1, αi) (3.9)

ou µ(k− 1, αi) est déterminé par (3.8) pour k < i et µ(k− 1, αi) = 0 pour k ≥ i.
En utilisant (3.9) on a :

γ(k) =
p

∑
i=1

αiγ(k− 1) +
p

∑
i=k+1

µ(k− i, αi) + δk(0)δ2
ε (3.10)

Il est clair à partir de l’équation (3.10) que l’autocovariance du processus
INAR(p) a la même forme que celle du processus ARMA(p, p− 1) gaussien.
Ce comportement de γ(k) est dû à la structure de dépendance mutuelle entre
les composantes de Xn, c’est-à-dire aioXn−i pour i = 1, 2, ..., p apparaissant à
des moments différents comme discuté dans la section précédente.

Remarque 3.1 La sélection des séries de comptage joue un rôle crucial dans la détermination de la
structure de corrélation d’un processus. Il est primordial de faire un choix judicieux
des séries de comptage afin de capturer au mieux les dépendances et les relations entre
les observations.
Ainsi le modèle INAR(p) comporte deux structures spécifique distinctes :

— L’une proposé par Al-Osh et Al-Zaid (1990) : ce dernier étant une extension
directe du modèle INAR(1), ici les auteurs estiment que la distribution condi-
tionnelle du vecteur aléatoire (α1 ◦ Xt, α2Xt, . . . αpXt) sachant Xt = xt est
multinomiale de paramètre (α1, . . . , αp, Xt) et indépendante de ses valeurs pas-
sées c’est à dire Xt−k et de tout les amincissement de celui-ci ∀k > 0.
Dans cette approche, le modèle INAR(p) dispose de la même structure de cova-
riance de le modèle ARMA(p,p-1).
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— et une alternative proposé par Du & Li (1991) où les auteurs supposent que les
séries de comptage sont mutuellement indépendantes.
Cette structure du second ordre est similaire à celle du modèle AR(p).

Dans la suite de ce travail, c’est l’approche de Du & Li qui sera adoptée.

3.3 Modèle INAR(p) de Du et Li

Du et Li (1991) définissent le modèle INAR(p) comme suit :

Xt = α1 ◦ Xt−1 + α2 ◦ Xt−2 + . . . + αp ◦ Xt−p + εp (3.11)

où

1. {εt} est une séquence de variable aléatoires entières non négative i.i.d.
avec E[εt] = µε, Var[εt] = σ2, E[ε3

t ] = γε, et E[ε4
t ] = κε.

2. Toutes les séries de comptage {Yi,j} des opérations d’amincissement :

αi ◦ Xt−i =
Xt−i

∑
j=0

Yj,i i = 1, . . . , p (3.12)

Sont mutuellement indépendants, et indépendants de εt, tels que
E[Yj,i] = αi, Var[Yj,i] = σ2, E[Y3

j,i] = γi et E[Y4
j,i] = κi

Une représentation alternative du processus INAR(p) en tant que processus
INAR(1) p-dimensionnel a été obtenue par Franke et Subba Rao (1995). De ce
fait, en utilisant l’opération d’amincissement vectoriel donnée dans (2.1), le
processus INAR(p) peut s’écrire :

Xt = A ◦ Xt−1 + Wt (3.13)

Xt = HXt (3.14)

où : 
α1 α2 · · · αp−1 αp
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

 (3.15)

Pour αi ≥ 0 i = 1, . . . , p − 1 et αp ≥ 0 H = [1 0 · · · 0], Xt =
[Xt Xt−1 · · · Xt−p+1]

T et Wt = [εt 0 · · · 0]T, pour {εt} une sé-
quence de variables aléatoires i.i.d. avec E[εt] = µε Var[εt] = σ2, E[ε3

t ] = γε, et
E[ε4

t ] = κε < ∞.

De plus, le (3.13) peut être exprimé comme suit :

Xt = A ◦ Xt−1 + Wt
= A ◦ (A ◦ Xt−2 + Wt−1) + Wt
d
= A2 ◦ Xt−2 + A ◦Wt−1 + Wt
...
d
= Ak ◦ Xt−k + ∑k−1

j=0 Aj ◦Wt−j,
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où d
= représente une distribution égale.

Alors les équations (3.13) et (3.14) peuvent s’écrire :

Xt
d
=

k−1

∑
j=0

Aj ◦Wt−j (3.16)

Xt
d
= HXt (3.17)

3.4 Stationnarité d’un modèle INAR(p)

Un modele INAR(p) est stationnaire si il respecte les conditions suivantes :
— Les coefficients d’amincissement αk doivent respecter la condition :

0 < αk < 1

— La sommes des coefficients doit être inferieur à 1 :

p

∑
k=1

αk < 1

De plus, on peut dire que la condition de stationnarité pour le processus
INAR(p) est que le rayon spectral de la matrice A définie en (3.15) est
inférieur à 1, c’est à dire ρ(A) < 1.

Propriété

Soit R(·) la fonction d’auto-covariance du processus INAR(p) {Xt}. Alors
R(·) satisfait un ensemble d’équations de différence de type Yule-Walker, qui
peuvent être écrites, respectivement, sous forme scalaire et vectorielle, comme
suit : {

R(0) = Vp + ∑
p
i=1 αiR(i)

R(k) = ∑
p
i=1 αiR(i− k)

⇔ Rpα =


−Vp

0
...
0

 (3.18)

où
Rp = [R(j, k)] = [R(p + 1− k, p + 1− j)] = [R(j− k)]

=


R(0) R(1) · · · R(p)
R(1) R(0) · · · R(p− 1)

...
...

...
...

R(p) R(p− 1) · R(0)

 (3.19)

α =
[
−1 α1 · · · αp

]T (3.20)

3.5 Estimation d’un INAR(p)

Pour estimer les paramètres d’un modèle INAR(p) plusieurs approches
peuvent être utilisé notamment :
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3.5.1 Estimation de Yule Walker

L’estimation de Yule Walker a été la premiere méthode proposée par (Al-
Osh et Alzaid, 1987, Du and Li, 1991) pour estimer les paramètres INAR,
, une méthode des moments, qui consiste à remplacer la fonction d’auto-
covariance théorique par la fonction d’auto-covariance empirique dans les
equations de type Yule Walker. Pour k = 1, 2, ..., p de l’équation d’autocorréla-
tion ρk = α1ρk−1 + α2ρk−2 + ... + αpρk−p, l’équation de Yule-Walker est définie
comme suit :

Γα = ρ,

où Γ = [ρ|i−j|]p×p, α = (α1, α2, ..., αp)ᵀ, et ρ = (ρ1, ρ2, ..., ρp)ᵀ.
En remplaçant l’autocorrélation théorique ρk par l’autocorrélation échan-

tillonnale rk, on obtient l’estimation des paramètres de Yule-Walker α̂ pour α :

Γ̂α̂ = ρ̂. (3)

Pour obtenir l’estimation des paramètres, en plus de résoudre l’équation
matricielle ci-dessus, on peut également résoudre l’équation linéaire de Yule-
Walker :

ρ1 = ϕ1 + ϕ2ρ1 + ... + ϕpρp−1,

ρ2 = ϕ1ρ1 + ϕ2 + ... + ϕpρp−2,

...

ρp = ϕ1ρp−1 + ϕ2ρp−2 + ... + ϕp.

Après avoir estimé les paramètres α, l’espérance inconditionnelle Xt peut
être estimée afin d’obtenir une estimation de l’erreur moyenne du modèle, à
savoir :

µε = µX

(
1−

p

∑
k=1

α̂k

)
= µX

(
1− α̂1 − ...− α̂p

)
.

Veuillez noter que ϕ est utilisé ici pour représenter les coefficients autoré-
gressifs estimés, et µX représente la moyenne de la série temporelle.

3.5.2 Estimation par la méthode des moindres carrés

Soit
Ft = F (X1, X2, . . . , Xt)

B = (µ, α1, . . . , αp)
t=̂(β1, β2, . . . βp+1)

t

g(β, Ft) = E(Xt|Ft−1)

= µ + α1Xt−1 + . . . + αpXt−p (t > p) (3.21)

QN(β) =
N

∑
t=p+1

{Xt − g(β, Ft)}2 (3.22)

On selectionne la valeur de p qui minimise QN(β) comme l’estimateur de B,
c’est-à-dire :

QN(β̂) = minQN(β) (3.23)
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β̂ est appelé l’estimateur des moindres carrés conditionnels (CLS) de β (Klimko
et Nelson, 1978). β̂ peut être résolu à partir de :

∂QN

∂µ
= 0 (3.24)

∂QN

∂αl
= 0 (l = 1, 2, . . . , p) (3.25)

ce qui donne :

µ̂∗ = X̄(0)
N −

p

∑
j=1

α̂∗j X̄(j)
N (3.26)

Γ̂∗α̂∗ = ρ̂∗ (3.27)

avec : β̂ = (µ̂∗, α̂t∗)t ou :

X̄(j)
N =

1
N − P

N

∑
t=p+1

Xt−j

γ̂∗k−j =
1

N − P

N

∑
t=p+1

(Xt−j − X̄(j)
N )(Xt−1 − X̄(k)

N )

ρ̂∗k−j =
ˆγ∗k−j

γ̂∗0

Γ̂∗ = [ρ̂∗|i−j|]p×p

ρ̂ = [ρ̂∗1 ρ̂∗2 . . . ρ̂∗p]
t

On peut voir à partir de (3.26) et (3.27) que lorsque N est suffisamment grand
Γ̂∗ − Γ̂, ρ̂∗ − ρ̂ et X̄(j)

N − X̄ tendent vers 0, de sorte que α̂∗ et α̂ sont très proches,
de même pour µ̂∗ et µ̂.
On définit :

g(t) = g(β, Ft) (t ≥ (p + 1)

Up(β) = Xp+1 − α1Xp − . . .− αpX1 − µ (3.28)

Nous savons de Klimko et Nelson (1978) que l’estimation CLS est asymptoti-
quement normal avec la variance asymptotique V−1WV−1, où

W =

[
EU2

p(β)
∂gp+1

∂βi

∂gp+1

∂β j

]
(p+1)×(p+1)

(3.29)

V =

[
E

∂gp+1

∂βi

∂gp+1

∂β j

]
(p+1)×(p+1)

(3.30)

Pour i ≥ 2, j ≥ 2

Vij = E
∂gp+1

∂βi

∂gp+1

∂β j
= EXt−iEXt−j = γt−j + µ2

x

où µx = EXt, V1,j = EXt−j = µx de sorte que :

V =

(
1 µ1τ

µx1 G + µx11τ

)
(3.31)
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Où : 1 = (1, 1, . . . , 1) et G = [γi−jτ]p×p de (3.31), on a :

V−1 =

(
1 + µ2

x1τG−11 −µx1τG−1

−µxG−11 G−1

)
(3.32)

Pour 2 ≤ p ≤ p + 1, 2 ≤ j ≤ p + 1

Wij=̂EU2
p(β)

∂gp+1

∂βi

∂gp+1

∂β j

Ce qui en le conditionnant ce réduit à :

Wij =
p

∑
k=1

αk(1− αk)EXp−k+1Xp+2−iXp+2−j + σ2EXp+2−iXp+2−j

=
p

∑
k=1

αk(1− αk)EXp−k+1Xp+2−iXp+2−j + σ2Vij (3.33)

De manière similaire, nous pouvons trouver :

W1j=̂EU2
p(β)

∂gp+1

∂β1

∂gp+1

∂β j

=
p

∑
k=1

αk(1− αk)EXp−k+1Xp+1−j + σ2V1j (3.34)

De (3.33) et (3.34) on a :

Wij =
p

∑
k=1

αk(1− αk)EXp−k+1Xp+2−iXp+2−j + σ2Vij (3.35)

Pour 1 ≤ i ≤ p + 1, 1 ≤ j ≤ p + 1 avec la convention temporaire que Xp+1 = 1.
Alors on obtiens le théorème suivant.

Théorème 3.1
β̂ = (µ∗, α̂τ∗)τ

est fortement cohérent. Si E(ε3
t ) < ∞, alors :

(N − P)1/2(β̂− β) −→ MVN(0, V−1WV−1) (3.36)

.

3.6 Généralisation

Afin d’enrichir la famille des modèles autoregressif qui permettent l’étude
des séries chronologiques à valeurs entières Gautier et Latour (1994), Dion et
al (1995) et Latour (1998) ont proposés une extension du modèle INAR(p),
noté GINAR(p) pour Generalized Integer-valued Autoregressive of order p ou
en Français (Modèle Autorégressif Généralisé à Valeurs Entières d’ordre p. Ce
modèle se sert l’opérateur généralisé de Stautel et Van Harn pour offrir une
flexibilité supplémentaire dans l’analyse et la modélisation des dépendances
entre les observations d’une série chronologique à valeurs entières.
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3.6.1 L’opérateur d’amincissement généralisé noté α?

Définition 3.2 Soit X une variable aléatoire à valeurs positives ; Y une variable aléatoire à valeurs
entières et positives de moyenne finie α et de variance fini σ2 et (Yk) une suite de
variables aléatoires indépendantes, indépendantes de X et distribué selon la même loi
que Y alors l’opérateur α? est défini par :

α ? X =
X

∑
k=1

Yk (3.37)

La suite (Yk) est aussi une série de comptage. de plus en suppant que β? est un autre
opérateur d’amincissement généralisé de X, basé sur une série de comptage Zk alors les
opérateur α? et β? sont indépendants si est seulement si les séries de comptage (Yk) et
(Zk) sont mutuellement indépendantes.

3.6.2 Le modèle GINAR(p)

Soit {Xt, t ∈ Z} une suite de variables aléatoires à valeurs entières po-
sitives, {εt, t ∈ Z} une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs entières
positives, ayant une moyenne finie µ et une variance finie σ2 :

E(εt) = µ, V(εt) = σ2 pour tout t. (3.38)

Alors, {Xt, t ∈ Z} est un processus GINAR(p), s’il est de la forme :

Xt =
p

∑
j=1

αj ? Xt−j + εt, ∀t ∈ Z, (3.39)

Ici toutes les séries de comptage (Yjk)k∈N associé à αj? pour j = 1, 2, . . . , p
sont indépendantes entre elles et indépendantes de εt, de plus selon Gautier et
Latour elles ne doivent pas obligatoirement suivre une loi de bernouilli, ce qui
différencie leurs résultats de ceux de Du & Li (1991).

3.6.3 Condition de stationnarité

Le processus Ginar(p) est stationnaire si :

p

∑
j=1

αj < 1 (3.40)

3.6.4 Moments du premier et du second ordre

Les moments du premier et du second ordre du processus GINAR(p) sont
tels que :

E(Xt) =
µεt

1−∑
p
j=1 αj

= µx, Var(Xt) = µx

p

∑
j=1

λj +
p

∑
j=1

αjγ(j) + σ2
ε (3.41)
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3.7 Prévision dans les modèles INAR(p)

Dans cette section, nous abordons la problématique de la prévision dans
les modèles INAR(p) en utilisant deux différentes approches :

3.7.1 Prédiction : Méthode de prédiction médiane

La méthode la plus courante dans la prévision des séries chronologiques
consiste a utiliser des anticipations conditionnelles en tenant compte des ob-
servations en raison de la faible erreur quadratique qui en découle.
Cette méthode est principalement utilisé pour les modèles AR(p), cependant
elle est moins pertinente pour les séries chronologiques à valeurs entières car
elle produit des résultats continues.
D’autres méthodes peuvent être appliquées pour résoudre ce problème comme
la méthode de prévision médiane ou la méthode bayesienne. Ici nous utilise-
rons la méthode de prévision médiane pour produire une prévision de la pé-
riode d’étape h à venir avec une probabilité conditionnelle.
La méthode de prévision utilisant la méthode de prévision médiane utilise la
probabilité conditionnelle en calculant la probabilité des valeurs qui pourraient
être prédites dans la prochaine période.
On sait que α1 ◦ Xt−1, α2 ◦ Xt−2, . . . αp ◦ Xt−p ont une distribution binomiale de
paramètre X et α, On suppose aussi que l’innovation suit une distribution de
Poisson alors, les probabilités conditionnelles pour le modèle Poisson INAR(p)
sont :

P(Xt|Xt−1, ..., Xt−p) =

min(Xt−1,Xt)

∑
i1=0

(
Xt−1

i1

)
αi1

1 (1− α1)
Xt−1−i1

min(Xt−2,Xt−i1 )

∑
i2=0

(
Xt−2

i2

)
αi2

2 (1− α2)
Xt−2−i2 · · ·

[Xt−p,Xt−(i1+i2+...+ip)]

∑
ip=0

(
Xt−p

ip

)
α

ip
p (1− αp)

Xt−p−ip
e−λXt−(i1+i2+...+ip)

[Xt − (i1 + i2 + ... + ip)]!

(3.42)
Et les probabilités conditionnelles pour les h étapes suivantes :

P(Xt+h|Xt+h−1, ..., Xt+h−p) =

min(Xt+h−1,Xt+h)

∑
i1=0

(
Xt+h−1

i1

)
αi1

1 (1− α1)
Xt+h−1−i1

min(Xt+h−2,Xt+h−i1
)

∑
i2=0

(
Xt+h−2

i2

)
αi2

2 (1− α2)
Xt+h−2−i2 · · ·

min[Xt+h−p,X(t+h)−(i1+i2+...+ip)]

∑
ip=0

(
Xt+h−p

ip

)
α

ip
p (1− αp)

Xt+h−p−ip

e−λλX(t+h)−(i1+i2+...+ip)

[Xt+h − (i1 + i2 + ... + ip)]!

(3.43)

Cette probabilité conditionnelle sera utilisée pour calculer les résultats de pré-
vision pour le modèle INAR(p) à h pas en avance avec la méthode de prévision
médiane.
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Soit mh le plus petit entier résultant de
mh

∑
x=0

P(Xt+h|Xt+h−1, ..., Xt+h−p) ≥ 0, 5,

alors mh est appelée la valeur médiane conditionnelle de Xt+h sachant
Xt+h−1, ..., Xt+h−p et peut être utilisée comme valeur prévisionnelle pour le mo-
dèle INAR(p).

3.7.2 Approche des chaines de Markov

Comme nous l’avons vu précédemment, le processus INAR(p) peut être
considéré comme une chaîne de Markov prenant différentes valeurs dans un
ensemble fini.
En principe le nombre d’états d’une chaîne de Markov est infini, cependant
pour un ensemble de données donné, on suppose qu’il existe un entier positif
M suffisamment grand tel que la probabilité d’observer un comptage supé-
rieur à M est négligeable. Ainsi, nous pouvons limiter les valeurs prises par le
processus à l’ensemble fini {0, 1, ..., M}.

Exemple 3.1 Dans le cas où p=2, on peut considérer que les états du système sont donnés par des
paires de valeurs consécutives du processus, ainsi, à l’instant t-1, la chaîne pourrait
être dans l’un des états suivants :

S = {(0, 0), (0, 1), ..., (0, M), (1, 0), (1, 1), ..., (1, M), (2, 0), ...}

où (Xt−2, Xt−1) prend les valeurs (i2, i1) ∈ S À l’instant t, le processus passe
à une nouvelle paire de valeurs dans le même espace d’états, et les probabilités
de transition d’un état à un autre sont données par :

P(Xt = j1, Xt−1 = j2 |Xt−1 = i1, Xt−2 = i2) = P(Xt = j1 |Xt−1 = i1, Xt−2 = i2)
(3.44)

Si j2 = i1 et 0 sinon.
La probabilité à droite est donnée par (3.43) avec p = 2 pour le modèle PoI-
NAR(p). La probabilité zéro se produit lorsque j2 6= i1 car les deux valeurs se
réfèrent au processus X à la même période t− 1. Ce schéma peut être étendu
pour prendre en compte des valeurs plus grandes de p. Ainsi, à n’importe quel
instant t donné, il y a (M + 1)p états différents dans l’ensemble S, déterminés
par {Xt−p+1, Xt−p+2, ..., Xt}. Les éléments de S sont des vecteurs de taille p× 1,
et pour chacun de ces vecteurs, le premier composant réfère à Xt−p+1, le
deuxième se réfère à Xt−p+2, et ainsi de suite.
Nous définissons le vecteur S(Xt) de dimension (M+ 1)p× 1 pour représenter
les éléments des vecteurs de l’ensemble d’états S correspondant à Xt. Pour une
chaine de Markov à états finis, la distribution de prévision de chaque état à
un instant t peut être obtenue à l’aide de la méthode de la matrice de transition.

Soit Q la matrice de transition de probabilité de dimension (M + 1)p ×
(M + 1)p d’un modèle INAR(p) avec un décompte maximal possible M. Cette
matrice nous permet d’obtenir les prévisions de probabilité pour chaque état.
Nous utilisons également un vecteur de probabilité πt de dimension
(M + 1)p × 1 pour représenter les probabilités de chaque état à un instant
donné t. De plus, pour chaque valeur i de 0 à M, nous utilisons un vecteur de
sélection Si de dimension (M + 1)p × 1, qui identifie les positions correspon-
dant à l’état Xt = i.
Ce vecteur a des entrées égales à 1 aux positions correspondant aux éléments
de S(Xt) pour lesquels Xt est égal à i, et des entrées nulles pour les autres
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positions. Ainsi, nous pouvons exprimer la probabilité de Xt = i comme π′Si,
Par conséquent, pour un processus INAR(p) général, les prévisions de proba-
bilité conditionnelle pour XT+h peuvent être obtenues à partir des prévisions
du vecteur de probabilité πT+h. Autrement dit :

P(XT+h = i|XT, . . . , XT−p+1) = π′T+hSi (3.45)

Soit Q et Qh les matrices de transition à un pas et à h pas, respectivement, pour
un système de Markov homogène d’ordre p. Alors :

Q(h) = Q(h−1)Q = Qh, (3.46)

et
π′T+h = π′T+h−1Q = π′tQ

h. (3.47)

L’équation (3.46) indique que la matrice de transition à h pas est égale à la
puissance h de la matrice de transition à un pas, et l’équation (3.47) indique
que la prévision à h pas en avant du vecteur de probabilité πT+h est égale au
produit du vecteur de probabilité courant πT avec la matrice de transition à h
pas. Ainsi, le vecteur de probabilité courant et la matrice de transition à un pas
sont tout ce qui est nécessaire pour produire des prévisions pour n’importe
quel nombre de périodes à l’avance. Nous pouvons résumer les développe-
ments précédents dans la proposition suivante :

Proposition 1 Pour un processus INAR(p) général avec une valeur maximale possible M pour les
comptages, la prévision à h pas en avant de la probabilité conditionnelle de XT+h | T =
i, pour i = 0, 1, . . . , M, est donnée par :

P(XT+h = i |XT, . . . , XT−p+1) = π′TQhSi; (3.48)

Ici, πT représente le vecteur de probabilité actuel, si représente le vecteur de sélection
pour la valeur i et Qh est la puissance h de la matrice de transition Q du processus.

La matrice de transition pour le processus PoINAR(p) peut être calculée à
partir de l’équation (3.43), qui dépend des paramètres sous-jacents α1, . . . , αp
et λ.

3.8 Diagnostic du modèle

Après l’estimation des paramètres et la prévision du modèle INAR(p), il
est nécessaire de déterminer si le modèle est bon et s’il décrit correctement le
processus observé.
On procède en premier lieu à la sélection du meilleur modèle à l’aide d’infor-
mations des critères tels que AIC ou AICc pour un petit échantillon de données
de comptage. Ensuite, il est également nécessaire de diagnostiquer les résidus
du modèle.
AIC est l’estimateur du maximum de vraisemblance de la distance moyenne
attendue de l’information de Kullback-Leibler du modèle estimé au modèle
réel avec le paramètre K, où :

AIC = −2 log(L(θ̂|x1, x2, ..., xn)) + 2K (3.49)

L’AIC est une estimation biaisée si le modèle INAR a une petite taille d’échan-
tillon. Ce biais peut être géré en ajoutant une composante non stochastique à

50



Chapitre 3. INAR(p) et estimation

l’AIC qui se traduit par les critères de modification des informations d’Akaike
ou l’Akaike corrigé Critère d’information (AICc) qui peut s’écrire comme suit :

AICc = AIC +
2(k + 1)(k + 2)

n− k− 2
(3.50)

De plus, l’estimation du paramètre θ à l’aide du maximum de vraisemblance
pour le modèle INAR est analytiquement difficile à faire, de sorte que la valeur
AIC est difficile à obtenir et aide à obtenir des informations sur les critères pour
le modèle INAR. Ainsi, AICc peut aussi être défini comme :

AICc(p) = N log(V̂p) + N
(1 + p/N)

(1− p + 2/N)
(3.51)

Où :

V̂p = E
[
(XN+1 − X̂N+1)

2] = σ2
ε +

µX

p

p

∑
i=1

σ2
i . (3.52)

V̂p est la variance de l’erreur de la prévision pour la période suivante, N est le
nombre de données, et σ2

k est la variance de αk ◦ Xt−k.

3.8.1 Analyse des résidus

L’hypothèse de distribution de Poisson de son résidu ou de son innovation
sur la formule de probabilité conditionnelle utilisée pour prévision, doit être
testée avec le test de qualité d’ajustement.
Le résidu est obtenu en calculant la différence entre la valeur observée ou
donnée et la valeur prédite précédemment obtenue en utilisant la médiane
méthode de prévision de la valeur. Le résidu pour le modèle INAR(p) pourrait
également être écrit comme rkt = E[αk ◦ Xt−k]− αkXt−k.
Le test statistique du test d’ajustement est χ2 = ∑ (O−E)2

E où O est la fréquence
observée à partir de la fréquence de chaque catégorie de valeur possible et E
est la fréquence attendue qui pourrait être calculée à l’aide de la fonction de
masse de probabilité de distribution de Poisson. L’hypothèse nulle est rejetée
si la valeur du test statistique calculé est supérieure à la valeur de la table du
χ2
(α,k−p−1).

3.9 Exemple de Simulation

Dans cette section, les méthodes exposées précédemment sont appliquées à
un ensemble de 115 données discrètes simulées, générées de manière aléatoire
et dont la plage va de 0 à 10.

Le graphique de la série temporelle des données simulées est présenté dans
la figure 3.1.
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Figure 3.1 – Diagramme de série chronologique de 115 observations à partir de données
simulées.

Selon le test de Dicky Fuller augmenté (ADF), la série temporelle est sta-
tionnaire.

Ensuite, à l’aide des fonctions d’autocorrélation (ACF) et d’autocorrélation
partielle (PACF) représentées dans la Figure ci dessous on observe que la série
temporelle des données est significative jusqu’à l’ordre 3 et peut être modélisée
par un processus INAR(3) ou AR(3).

Figure 3.2 – a-ACF b-PACF

Le modèle de série temporelle INAR(3) estimé avec la méthode de Yule-Walker
fournit les estimations suivantes pour les paramètres :α1 = 0.2115, α2 =
0.0982, α3 = 0.1509.Le modèle peut être écrit comme suit :

Xt = 0.2115 ◦ Xt−1 + 0.0982 ◦ Xt−2 + 0.1509 ◦ Xt−3 + εt

Avec εt ∼ Poisson Ce modèle indique que le nombre d’événements au temps t-
1 contribue à hauteur de 0.2115 au nombre d’événements au temps t, au temps
t-2 avec une contribution de 0.0982, et au temps t-3 avec une contribution de
0.1509. Au temps t, un nouvel événement se produit selon une distribution de
Poisson avec une moyenne λ de 1.66.
Nous souhaitons maintenant observer les valeurs de prévision pour une pé-
riode future de h étapes en utilisant le modèle AR(3).

X̂115(1) = 3.25; X̂115(2) = 2.69; X̂115(3) = 2.84; X̂115(4) = 3.01; X̂115(5) = 2.98.
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Comme indiqué précédemment, ces résultats continus ne sont pas des ré-
sultats satisfaisants et ne peuvent pas être représentés en conditions réelles
parce que nous nous attendions à des résultats discrets. Nous allons donc mo-
déliser les données simulées en utilisant le modèle INAR(3) et calculer la pro-
babilité conditionnelle des valeurs prédites pour la période future de h étapes,
comme résumé dans le tableau 3.1 Le tableau 3.1 présente la probabilité condi-
tionnelle de 15 valeurs discrètes possibles pour une période de cinq étapes à
venir. Selon le tableau 3.1, les valeurs prévues seront la médiane ou le plus
petit nombre ayant une probabilité conditionnelle cumulative supérieure ou
égale à 0,5, à savoir :

De plus, les résidus des données ont été testés par un test d’adéquation
aux données et ont été prouvés suivre une distribution de Poisson. Ensuite,
nous pouvons diagnostiquer le modèle en comparant les modèles AR et INAR
pour voir lequel est le meilleur pour les données simulées, en se basant sur les
critères d’information présentés dans le Table. D’après le deuxième tableau, le
modèle INAR(3) présente une valeur inférieure de l’AIC, de l’AICc et du BIC
par rapport au modèle AR(3), ce qui prouve que ce modèle INAR est meilleur
pour prévoir les données discrètes simulées pour les 115 périodes.

X̂115(1) = 3; X̂115(2) = 2; X̂115(3) = 3; X̂115(4) = 3; X̂115(5) = 3.

De plus, modèle INAR(3) présente une valeur inférieure de l’AIC, de l’AICc et
du BIC par rapport au modèle AR(3), ce qui prouve que ce modèle INAR est
meilleur pour prévoir les données discrètes simulées pour les 115 périodes.

Table 3.1 – Probabilité conditionnelle de X115+h sachant X112+h, X113+h et X114+h pour une
série chronologique de données simulées.

h ph(X115+h|Ih)
1 2 3 4 5

ph(0|Ih) 0.03407 0.06464 0.06277 0.04660 0.04950

ph(1|Ih) 0.12078 0.18461 0.18043 0.14966 0.15555

ph(2|Ih) 0.20766 0.25485 0.25169 0.23252 0.23662

ph(3|Ih) 0.23112 0.22735 0.22768 0.23343 0.23276

ph(4|Ih) 0.18752 0.14783 0.15056 0.17064 0.16687

ph(5|Ih) 0.11843 0.07491 0.07778 0.09707 0.09317

ph(6|Ih) 0.06072 0.03089 0.03276 0.04483 0.04228

ph(7|Ih) 0.02602 0.01068 0.01159 0.01732 0.01607

ph(8|Ih) 0.00953 0.00317 0.00352 0.00573 0.00523

ph(9|Ih) 0.00303 0.00082 0.00093 0.00017 0.00148

ph(10|Ih) 0.00085 0.00019 0.00022 0.00042 0.00037

ph(11|Ih) 0.00021 0.00004 0.00005 0.00009 0.00008

ph(12|Ih) 0.00005 0.00001 0.00001 0.00002 0.00002

ph(13|Ih) 0.00001 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

ph(14|Ih) 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

ph(15|Ih) 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000 0.00000

Table 3.2 – Diagnostic du modèle AR(3) et INAR(3).

Modèle AIC AICc BIC
AR(3) 485.95 486.5 499.67

INAR(3) 242.89 243.11 119.87
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3.10 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, on a pris connaissance des modèles INAR(p) et de leurs
estimations, on a examiné leurs principales propriétés, les méthodes d’estima-
tion et de prévision. On a jeté les bases nécessaires pour une compréhension
approfondie des modèles INAR(p) pour la modélisation des séries chronolo-
gique à valeurs entières.
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Conclusion générale

Au cours de ce travail, nous avons passé en revue quelques notions géné-
rales sur les séries chronologiques, pour ensuite nous attarder sur des modèles
spécifique aux séries à valeurs entière.

Nous avons exploré un type particulier de modèle, les INAR, d’ordre 1

dans un premier temps et d’ordre p dans un second temps.

Nous avons présenté différentes techniques d’estimation et de prédiction.

On a terminé l’analyse du modèle par le diagnostic de celui-ci, en mettant
en évidence l’analyse des résidus pour évaluer la qualité de l’ajustement du
modèle aux données.

En conclusion, cette étude a permis de comprendre l’importance de ces
modèles de séries temporelles dans les domaines ou les données de comptages
sont couramment utilisés.

Il est important de noter que ce travail n’a fait qu’effleurer la surface d’un
vaste domaine. Il existe ainsi de nombreux autres modèles de séries chronolo-
gique à valeurs entières à explorer, offrant ainsi des perspectives de recherches
futures.
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Résumé

Nous nous proposons d’étudier des modèles de séries chronologiques à
valeurs entières, principalement un modèle basé sur l’opérateur d’amincisse-
ment binomiale, le modèle autoregressif à valeurs entières d’ordre 1 (INAR(1))
et d’ordre p (INAR(p)).
On s’intéressera à leurs modèle probabiliste, méthodes d’estimations et de pré-
diction.

Abstract

We aim to study models of time series with integer values, primarily a model
based on the binomial thinning operator, the autoregressive integer-valued
model of order 1 (INAR(1)), and order p (INAR(p)).

We will focus on their probabilistic modeling, estimation methods, and
prediction techniques.
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