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INTRODUCTION GENERALE

Le développement technologique soumet I'homme aux contraintes d'un systéme
de relations économiques de plus en plus complexe. On constate qu'il y a de plus
en plus d'éléments nouveaux qui doivent étre pris en considération lors des prises de
décisions concernant une action donnée (organisation d'une production, un réseau
de transport...etc) et que ces prises de décisions deviennent l'objet de véritables
recherches qui ne peuvent étre meneées sans l'aide d'outils mathématiques. C'est
ainsi que s'est développé un domaine des mathématique base sur l'activité de
décision : appelé Recherche Opérationnelle.

Les premiers problemes qui marquent le début des recherches opérationnelles ont

été posés pendant la seconde guerre mondiale. A cette époque I'homme était préoccupé
par I'organisation des opérations militaires et surtout aérienne (nombre d'avions, la
formulation a adapter, la fréquence des vols pour avoir le maximum d’efficacité...etc).
Par la suite, les méthodes de recherches opérationnelles se sont de plus en plus appliqués aux
problemes économiques et commerciaux.

Elles se sont imposees aupres des dirigeants des grands organismes économiques et
industriels comme les seuls outils permettant de prévenir aussi objectivement que
possible sur les conséquences de leurs actions.

Une des parties essentielles de la Recherche Opérationnelle est la programmation
linéaire, qui étudie la maximisation ou la minimisation de fonctions linéaires soumises
a des contraintes linéaires.

La programmation linéaire est un outil tres puissant qui permet d'aborder un
grand nombre de problemes d'optimisation en apparence trés différents, dans des
contextes tres divers relevé des mathématiques de la recherche opérationnelle et a
des applications en gestion ainsi en économie, en statistique, physique...etc.

Il s'agit d'un outil versatile et puissant, régulierement cité par des entreprises
comme un des modeéles les plus utilisés de la Recherche Opérationnelle.

La programmation linéaire est un systeme d'équations ou d'inéquations appelées
"contraintes™ qui sont linéaires et a partir de ces contraintes on doit optimiser une
fonction également linéaire appelée « Fonction objectif ».

Dans le premier chapitre nous proposons de résoudre un probleme de programmation linéaire
par la méthode adaptée.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la résolution du probléme min-max avec des
contraintes simples en programmation lineaire par la méthode adaptée. Et en suite
nous généraliserons les contraintes dans le troisieme chapitre (methode primale).
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Le quatrieme chapitre nous allons étudier les notions de base du contréle optimal et la
controlabilité des systemes linéaires, tout en donnant un petit apercu sur le Principe du
Maximum de Pontryagin.

A lafin, dans le dernier chapitre, on terminera par définir le logiciel de programmation
MATLAB, et I’application des exemples étudier sous MATLAB.
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CHAPITRE |
RESOLUTION DU PROBLEME DE PROGRAMMATION
LINEAIRE PAR LA METHODE ADAPTEE

INTRODUCTION :

Dans ce chapitre, nous proposons de résoudre un probléme de programmation linéaire par la
méthode adaptée. Cette méthode a été inventée par les professeurs R.Gabasov et

F.M Kirillova de I"université de Minsk, en Biélorussie dans les années 80. Elle est dite
adapteée car elle garde certaines structures de la méthode du simplexe comme elle permet
d’avoir une solution approchée.

I.L POSITION DU PROBLEME :

Considérons le probléme suivant :

f (x) = C'x — max )

(P1)< Ax=Db )
d, <x<d,

3)

Oux,c’,d,,d,sont des n-vecteurs réels. best un m-vecteur réel ; C'transpose de C
A= A[l,J]: Une mxnmatrice.
| ={l...m} : L’ensemble des indices lignes de A.
J ={L...n} : L’ensemble des indices colonnes de A.
Définition 1.1 :
Tout vecteur x = x(J) vérifiant les contraintes (2) et (3) est dit plan du probléme (P1)
> Unplan x°est optimal si C'x° = max C'x
> Unplan x‘ est e-optimal “solution approchée a e-prés ”si f(x?)— f(x*)<¢e

& >0réel donné.
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Définition 1.2 :

L’ensemble des indices J; = J,|J5|=m est appelé support (appui) du probléme (P1) si :
det A, =0 tel que : A; = A[I ,J B] est la matrice du support (matrice d’appui).

De la en choisissant un support J , tout vecteur x(J) peut s’écrire sous la forme :
X(J)=(x(Jg),x(Iy)), Iy =3 —J;, 0U

X(Jg) Est I’ensemble des composantes sur les indices du support,

X(J,,) Est’ensemble des composantes sur les indices hors-support,

De la méme maniere la matrice A peut s’écrire de la fagon suivante :

A(lLJ) =(A(1,35),A,3,))

En utilisant cette derniére décomposition le systeme Ax =b prend la forme suivante :

Ax=(A(l,J5),A(1,3,4))- (X(Jg), Xx(4)) =b
Ax=A(1,d,)-Xx(3,)+A(1,J,,)-x(3,) =b

Comme Agest inversible (det A; = 0), on peut calculer les composantes x, en fonction de
Xy -

Xs = x(J5) = A (b— Ay x,,), 0l A, =A(I,J,).

Définition 1.3 :

La paire {x,J, } formée du plan x et du support J,, est appelé support-plan (plan d’appui) du
probleme (P1).

Définition 1.4 :
Le support plan {x,J | est dit non-dégénéré si : d,; <x; <d,;, jeJ;

1.2 ACCROISSEMENT DE LA FONCTIONELLE :

Soit {x, JB} un support plan de départ non dégénéré et X = X+ Ax un autre plan

(Ax accroissement de x ),

AF(x) = f(X)— f(X)=CX-Cx

D’un coté :
=C'(x+Ax) —-C'x = C'Ax
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Ax=Db
D’un autre coté :{ = AAx=0

AX = A(X+AXx)=b

= AgAXg + Ay Ax, =0
On multiplie par Azt = Axg =—AS'A, AX,
= AF (x) =—(Cg A’ A, —Cy)Ax,,

Posons les vecteurs suivants :
y'=CLA;" Vecteurs des potentiels.
A =y'Al, J)-C, < A'=y'A-C’ jeJ (AVecteurs des estimations).
Remarque 2.1 :

Par construction, les composantes de support du vecteur A sontnulles: A; =A(Jg) =0

Considérons un autre plan X = x + Axet calculons la quantité définissant 1’accroissement de la
fonctionnelle :

Af (x) = f(X) - f(x) =CX—C'x =C'(x+Ax) —C'x = C'Ax
_C'(J,)-AX(J,)+C'(3,,)-AX(J,,) =C, Axg +C,, AX,
Comme Ax=Db et A-x=b alors
A-AX=0= A, -AXz + A, -Ax, =0
= Mg = AA - AX,
En remplagant Ax;dans Af (x), on obtient :

AF(X) = (-CE A" A, +C') - AXy =—A} - AXy == D A, - AX, (4)

jedn
Comme Xest un plan admissible (réalisable) alors, I’accroissement AX Vérifie :
dy; —X; SAX; <d,; =X, jeJ ()

Le maximum de ’accroissement de la fonctionnelle (4) sous les contraintes (5) est atteint
pour :

AX; =d,;; - X, SI A; >0,
Ax; =d,; - X, si A; <0, jeld,
A, =0,

d;; —x; SAX; <dy; X Si

Page 5



RESOLUTION D’UN PROBLEME MIN-MAX EN PROGRAMATION | 2019/2020
LINEAIRE PAR LA METHODE PRIMALE ET CONTROL OPTIMALE

Etestégal a:

B=BxJ5)=D A, (x;—dy;)+ D A;(x;—d,;), j € I, = appelé valeur de sub-optimalité.

Aj20 A;<0
De la il en résulte que :
Af(x)=F(X)— F(X) < B(x,Jg)
Et pourx = x°, onaura f(x°)— f(x)<B(x,J;).
De cette derniére inégalité, on déduit le critére d’optimalité suivant :

THEOREME 2.1 : (critére d’optimalité).

Les inégalités :

X; =d si A, >0,

X; =0, si A; =0, S (6)
— €

xje[dlj,d2j i Ay =0, JE€n

Sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont nécessaires pour
I’optimalité du support plan{x, J, }.

PREUVE :
Conditions suffisantes :

Si les inégalités (6) sont vérifiées alors B(x,Jz)=0 et comme
Af (x) = f(X)— f(x) < B(x,J5) =0, pour toutx , donc

f(X) < f(Xx), VX = Xest optimal.
Conditions nécessaires :

Soit{x,J, } un support optimal non dégénéré et supposons que les inégalités (6) ne sont pas

vérifiées, c’est-a-dire, il existe un indice J, € J, tel que :
Ajo >0’ on >dljo Ou AJ.o <0’ on <d2]o
Prenons par exemple le 2°™cas : A; <0, x; <d,;

0 Jo Jo
Construisons un nouveau plan x de la maniére suivante :

X=X+AX=X+6-¢, 6 unréel positif non nul et ¢ un vecteur (direction).

Il faut trouver 6,/ tel que: A-X=Db,d, <X <d,. Pour cela:

e surJ,, posons:
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Ax={0 eI
0 Si 1=

Avec 6>0

AX(Jg) =—Ag'AAX(3,,) =60, , X vérifie AX=bet pour que X vérifie d, <x<d, ,

il faut prendre un @ suffisamment petit, d’autant plus que le support plan {x, Jg }eSt non

dégénére.

En portant X = X+ Ax =X+ &- ¢ dans la formule d’accroissement, on obtient :

AF(X)=Af(X)-f(x)=-0-A, -¢;, >0.
Ce qui contredit I’optimalité de {x, Js } .

THEOREME 2.2 : (Critére de sub-optimalité).

Soit & > 0donné, pour I’ ¢ -optimalité du plan X, il est suffisant de trouver un tel support J,,

pour lequel la valeur de sub-optimalité vérifie I’inégalité suivante : B(x,Jz) < €.

PREUVE :

Conditions suffisantes :

Si B(x,J;) <&= Af (X) <& = xest ¢-optimal, ce qui permet d’obtenir le résultat anticipé.

Faisons une décomposition de B(x, J;) :

Pour cela construisons le probléme dual de (P1) :

O()=b'u-v'd, +w'd, - min

Au-v+w=C,
V>0wW>0ueR"

Le vecteur A = (u,v,w)construit de la maniére suivante :

H=Y,

vj:Aj,Wj:O S AJ.ZO,
v, =0,w, =—A. si. A;<0,jel

Est un plan dual (solution admissible du dual).
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B(x,Jg) = ZA,'(XJ' —dy) + ZA,'(X] —dy;) jedy

Aj>0 Aj<0
=D A= 2 Ad = > Ady j e,
jed A>0 Aj<0
= A'X—A'd, —A'd,

=(y'A-C')x—v'd, +w'd,

=-Cx+yb-v'd, +w'd,

=—-CX+0O(u,v,w)

=CX° —Cx+0O(u,v,w) —C'x°;

B(%J5) =CX° =Cx+0(1,v,w) —O(u°,v°, W)
ﬂ(X’JB) =:Bx +IB(‘]B);

B, : Mesure de la non optimalité de x,

P(J;) : Mesure du non optimalité de ’appui J; .

B(x,35) =Cx"=Cx+p(Jg) - fJe) ;

Pour Jg = Jg c’est-a-dire B(J;) = B(J3) = B(X,J;) =Cx°* —C'x < ¢, car xest & -optimal.

Remarque 2.2 :

Soit {x, Jg }un plan d’appui non dégénéré de départ :

Si B(x,Jg)=0= x est optimal.

Si B(x,J;) <& = x est ¢-optimal.

Si B(x,J5) > & = on passe a I’itération de 1’algorithme.

1.3 DEROULEMENT DE LA METHODE :

La méthode de résolution est constituée de 02 procédures :

e Changement de plan : consiste a augmenter C'x

e Changement de support (appui) : consiste a diminuer &(4)..

1.3.1 ETAPE 1: CHANGEMENT DE PLAN

Soit x un nouveau plan qui sera construit de la maniére suivante :

X=X+6¢ ; (: étant la direction du changement,

6 : (Un réel positif) le pas maximale le long de la direction / (tel que f(X) > f(x)).

Le vecteur de direction ¢ =(¢(J4),¢(J,)) est construit de la maniére suivante :
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Sur J, ,onpose O =1et

d;; — X, si A >0,
Uy =10z =X, si. A4;<0, (7)
0 S A;=0,jedy,

et £(Jz)=—Ag"A, -/(J,,) pour avoir Ax=b.

Pour que x vérifie d, < x <d, il faut calculer

dlj—xj si ¢,<0
¢
. ¢ >0
0, = dy; — X si .
¢ .
© SI 0;=0,jel,

0, =min(; ) pour jeJ,

Et le pas maximal sera 6° =min(1,6, ).

De 13, le nouveau plan sera: x = x+6°¢ et la valeur de sub-optimalité pour le nouveau plan
sera:

B(X,Jg) = ZAj()_(j _dlj)+ ZAj()_(j _dzj)

JeJH+ JeJH,

=p(X,35)+6° ZAjéj (en remplagant les ¢ ; données par (7))

jedn
= B(x,35) = 0" B(x,35) = (1-6") B(x, I).
De cette derniere expression on conclut :
% Si % =1= X est optimal
*  Si ﬂ(>_<,JB) <& = Xest ¢-optimal

*  Si B(X,Jdg)>&=> on passe au changement du supportJ; — J5 (A, — KB).
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1.3.2 ETAPE 2 : CHANGEMENT DU SUPPORT

Le changement du support A; — Ae consiste a faire un changement du co-plan Avers A et
du vecteur des potentiels y vers y de telle sorte que :

B(X,J5) < B(X,J;), pour cela on pose :

{Z(J) =A)+o,t(J)eR" ®)
y(I) = y(1) +opt(l) e R" 9)
Ou t : est la direction de diminution de la fonction duale,

o, - est le pas maximal le long de cette direction.

Calcul de tet oo:

En utilisant la définition de A et y on obtient :

A=YA-C' =(y' +o,t'(1)A=C' = A" +o,t'(1)A

De la: t'(J) =t'(Q)A(I,J)=>t'(J,) =t'(DA(I,Jg) =>t' (1) =t'(J5)- A

Ce qui nous donnet'(J,,) =t'(J5) A - A(lLJ,).

Apres calcul du plan X = x+6°¢, le pas 6° est donné par 6° = min(1, 0,)=0,:],€y
On cherchera un indice j; € J,, qui entrera dans la base a la place de j, .

Pour cela posons :

t —signe(? ;) si I=1o

e 0 si jeds—1o
t’(JH):t’(JB)A‘;l-A(l,JH)

Et calculons : o, =0, =min(o;)
jedy
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_ﬁ si Ajt; <0
L
A;=0,x; #d;;,t; >0 ou
o, =10 YA =0x,#d,,,t, <0,jed,
+ 00 dans les autres cas

A Le calcul de o, vérifieAjA; >0,VjeJ .

L A(j,) =0.

Le nouveau support seraJ, = (J5 — j,) U j,, et on remarque que la quantité B(X,J;)est égale

(X T) = 2 A (X —dyy)+ DA (X —dy))

jednt jedn-
Ou:Jn ={jedy, /A; >0}, Ju ={jed, /A; <0},
Selon la relation (8) et sur J, :

B(X,J5) = ZAj()_(j—dlj)+ ZAj()_(j—dzj)+O'o( th()_(j_dlj)+ th()_(j_dzj))

jeJHJr jedy_ jeJHJr jedy_
ﬂ()_(y‘]_s)=(1_00)',B(X’JB)+O'O( th()_(j _dlj)+ th()_(j _dzj))
jeJHJr jedy_

t-/=0car A-/=0t'(J;) =t'(3)A(I, Iz )et '(J,) =t'(J) A - Al J ).
Par construction toutes les composantes de t'(J,,) sont nulles sauf & I’indice J, .

Posons o =a, = Dt (X, —dy;)+ D t;(X; —d,)=—(1-6°)- D t;¢;, =1-6°)t;¢,

jeJHJr jedy_ jeJH,

X, 4+, —d;

lo Jo Jo

sit, =1
a=o,= (1—490)th€]0 =
—(xj, +0;,=dy;,) Sit=-1

Donc (X, Jg) =(1—6°)- B(X,I5) —oplay) -
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14 ALGORITHME DE RESOLUTION :

e soit {X,J, jun support plan de départ
1. Calculer

oy =CiA
> A'=yA-C'
> (X J)
Si B(x,J5)=0= {x,J,} estoptimal = arrét du processus

Si B(x,3,) < &= {x,J, }esté-optimal = arrét du processus

Sinon =aller a 2.

> Déterminer le vecteur ¢(J),

» Déterminer le vecteur X(J) ,

> Calculer (1_‘90)',8
Si(l-6°)-B<e , {X,d,} est ¢-optimal=> arrét du processus.
Sie° =1, {7(, JB} est optimal = arrét du processus.
Si(1-6°)-f>¢ allera3.

3. Changement de support :

» Calculer le vecteur t

> Calculer o; =min(o;)
jedy

v

le nouvel support estJp = Je—Jo)Y

» Aller al (on passe a une nouvelle itération avec un support plan {)_(, Jg }).
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1.5 EXEMPLE D’APPLICATION :

Nous allons résoudre le probleme suivant par la méthode adaptée :

X, — 2X, +3X; —4X, +5Xg + 6X; = max

SX, +3X, +2X; +4X, +5%X; — Xz =2
— X, +2X5 + X, +4X; +5X; =2

2X; +4X, +4X; +5X, + X +5, =3
—6X, +5X, +4X, +3X, +2X; + X, =4
(1
—4<x,<2
-4<x,<3
—-4<x,<4
-5<Xx,<5
-6<X,<6
—1<Xs <7

Avec :
X" = (Xy; X5 X35 X405 Xg5 Xg),5;d; = (—4,—4;,—4,—5;,—6;—-7),;
d, = (2;3;4;5;6;7),;¢ = (1,—2;3,—4:;5;6),;b = (2;2;3;4)

5 3 2 4 5 -1

0 -1 2 145
A:

2 4 4 515

-6 5 4 3 21

Par la méthode adaptée : nous prenons comme solution initial le vecteur défini comme suit

(en prenant X, = X; =0)

—9.3655
7.2507
0.6797
X= J, ={1,2,35}
0
0.1782

0
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1°"¢ Itération :
A X [ g X t
0 -31//3310 1001/331 9/13 448/1381 0
0 2400/331 | -3124/331 337/781 -1125/913 0
0 1269/1867 | 6629/276 325/2351 4 -1
1860/331 0 -5 1 -1099/1590 239/331
0 59/331 -1363/312 | 2045/1446 | -564/1325 0
3029/200 0 -7 1 -925/956 -965/331
B =3, =22799/170,(1— 6,) 3, =19185/166
2°Me |tération

A X / g X t

0 448/1381 852/529 / 1317/965 /

0 -1125/913 689/551 / 1201/558 /
-5013/965 4 o / 4 /
1803/965 | -1099/1590 | -2986/693 / -5 /

0 -564/1325 300/509 / 158/965 /

0 -925/956 731/685 / 96/956 /

B, =4052/491,(1—6,) B,=0

Donc {(1317/965, 1201/558, 4, -5, 158/965, 96/956)} est optimal.
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CHAPITRE II
RESOLUTION D’UN PROBLEME min-max AVEC

CONTRAINTES SIMPLES EN PROGRAMATION LINEAIRE
AVEC LA METHODE ADAPTEE.

INTRODUCTION :
Nous nous sommes intéressés dans ce chapitre a la résolution de probleme min-max avec

des contraintes simples en programmation linéaire avec la méthode ADAPTEE mise en avant
par R. Gabasov et F.M. Kirillova .

11.1 POSITION DU PROBLEME :
Considérons le probleme min-max en programmation linéaire suivant :

f(X) = min (ckx + &) = max
k e K X

(P2)
d; $x<d,,

Ou «,d,,d, sontdes n-vecteurs réels, c, ,k <K des n-vecteurs |,

a, Des scalaires, ¢, le transposé du vecteur ¢, , k <K,
K={1.........p}: L’ensemble des indices des composantes de la fonctionnelle f .

Définition 1.1 :
e Tout vecteur X vérifiantd,; < x; <d,;, j < J, estdit plan du probleme (P2).
e Unplan x°est optimal si x° réalise le maximum de la fonctionnelle du

probléme (P2).

e Unplan X’ est dit &- optimal si: f (x°)— f (x?)<g, ( €>0, réel donné).

Définition 1.2 :
Soit X un plan du probléme (P2) et considérons 1’ensemble K(X) défini comme suit :
K(x)={ke K, f(x) = ¢, x + e }-
K(X), est appelé ensemble des indices des composantes actives de la fonctionnelle f .

K(X) =@, pour tout plan xdu probleme (P2) .

On définit le vecteur des écarts des composantes de la fonctionnelle £ :
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w (K) = (o ke K)
o = o (x) = gx + o -0 keK, (10)

Conséquences : En prenant un autre plan X = X +Ax, on construit le vecteur
Awk:wk()_()-a)k(x) ,kE K.

e o(x) 20 ke K.
* min o (x) =0.
o Awp> -0, ke K, eneffet, A o, = 0, (X) - o, (x) = ¢, Ax+ f(x) - f(X)
ke K, etonremarque que A o, + o = ¢, Ax - f(X) + cix + o
=, (x TAX)+ o - f(X)
=, X+t -f(x)20

3Aa)k2-a)k , ke K.
11.2 SUPPORT DE LA FONCTIONNELLE :

Considérons les sous-ensembles d’indices J;, K ,K; cK et J;, cJ, tel que

| Kil=lJ;|+1 (]|.]|désigne le cardinal ),

Et formons la matrice

Aj=(Aj(Ke o) e(Ky)) (11)
Ou:
A(K,3)=—c(k,3) et &(K)=(e, =LkeK) (12)

C(K, J) est la matrice formée par les P vecteurs lignes ¢, , keK.

L’ensemble Q; ={Kf ,Jf}est appelé support de la fonctionnelle si :

La matrice A inversible.
11.3 SUPPORT PLAN :

La paire {X,Qf}formée du plan x et du support Q;est appelée support plan du probléme
(P2).
Le support plan {X1Qf }est dit non dégénéreé si :

o d,<x,<d, , jed;

e cx+a>fx , KeK,=K-K;
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1.4 ACCROISSEMENT DE LA FONCTIONNELLE :

En utilisant le supportQ;, on construit le vecteur des estimations A(J):
A'(J):y'(Kf)_A(Kf,J), (13)

Ou y'(Kf) est la derniere ligne de la matriceA;l, en sachant que cette derniere peut se
mettre sous la forme suivante :

DU, Ky)
A7 =| (14)
(7/ (Ky) ]

De 13, on a les relations suivantes :

o 7(K)=(0QU)DAT (15)
° Z]/k =1.
keK
(16)
A A(‘Jf)zo(‘]f) (17)
Définition 4.1 :

¢ Lesupport Q; de la fonctionnelle est dit régulier si y; = 0,k € Kf.

¢ Lesupport Qq {Kf I }avec Ji =¢ estrégulier, par définition.
Par la suite, on ne considérera que des supports réguliers.

Considérons un support plan {X,Qf }de départ du probléme (P2) et soit un autre plan

X = X+ AX, calculons la quantité suivante :

AF () = F(X) — f(X).
(18)

De la relation (1) et du plan X, ona:
o, =C,X+a, — f(X), keK,dela il en résulte que :

@(K) — o(K) = Ao(K) = —A(K, J).Ax — e(K).Af (X), (19)
Qui nous donne le systeme de cramer suivant :
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AX,

Af(X)J—A(Kf,JH),AXH.

Aw(Kf)z—(A(Kf,Jf),e(Kf){

De la on obtient la solution suivante :

AX _ Al Al
(Af(x)}_ tAo(K ) Af(A(Kf’JH)AXH)'
En utilisant la relation (14), on obtient :

M3, )=-D(3,, K, JA(K,, 3, IAx(3,,)- DI, . K, hax(K,). (20)

Af(x) =—-A"(J)AX(J ) - 7'(K¢ )Aa(K ). (21)

Le maximum de (21) sous les contraintes suivantes :

° Aa)kz—a)k, kEKf

Est atteint pour :

AX; =d,; — X siA; <0
AX; =d;; — X siA; <0
Ao, =-o;keK;,Jel,
Etest égal a:
ﬁzﬂ(X’Qf): ZAi(Xj _dlj)+ ZAJ(XJ' _d21)+ 2Tk, (22)

jedh jedi keK;
Appelée valeur de sub-optimalité du support plan { x,Q,},
ou: J;={jed, /A 20}, J;={jed, /A, <0
Delaona:

A (X) = F(X) - F(X) < B(XQ,) et pour % = x°
On obtient
0< f(x)-f(x)<pxQ,) (23)

De cette derniere inégalité, on déduit le critére suivant :
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THEOREME 4.1 :(Critere d’optimalité).
Les relations suivantes :

>
i =dy A;20
Xj:dzj AjSO
d, <x,<d, A, =0 jea. (24)

Sont suffisantes et dans le cas de la non degénérescence, elles sont nécessaires pour

I’optimalité du support plan {X, Q; }

Condition suffisante : Soit {X,Qf }un support plan du probléeme (P2), pour lequel les
conditions (24) sont vérifiées, alors la relation (22) donne ﬂ(x, Q )= 0. Enoutre
quelque soit x , d’aprés la relation (24) f()_()— f(X)S ﬂ(X, Q; )= 0, d’ou I’optimalité du

support plan {X,Qf }

Condition nécessaire : Soit {X,Qf } un support plan optimal non dégenéré et supposons que
les conditions (24) ne sont pas vérifiées, on a alors les deux cas possibles:

l. HjoeJH/AjO>O, on>d1,-0 ou A; <0, on<dzjo'
n. 3K, eK;/y, >0 0 >0

Construisons alors un nouveau plan X=x+ & avec 6>0.
Pour cela choisissons
% LECAS I:

Joedy /A, >0, x; >d,;
Posons : £ ; =signe(a,)ou oy =d;; —X;  siA >0 et x; >dy; |
l, :O,VjeJH_jO,Aa)k =0,k eK;
Et E(Jf)z—D(Jf,Kf )A(Jf Ky )K(JH) d’aprés la relation (21)
_glzdljo.

A, >0 et x; >dy; ,36,>0/%; =X,

On obtient donc dans ce cas X; =X — 6,signe(er, ), X;=X;,Vjed, —J,
=>Vjedy, X;=x;-0,(;,0,>0,d,; <x; -6/, =X; <d,,

D’autre part, puisque {x, Q/} est un support plan non dégénéré, on a:
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dy; <x; <dy;Vjed il existe o, >o0 tel qued;; <X; —6,0; <d,;,Vjed,.

Donc pour8 , suffisamment petitX =x + &/, est un plan du probléme (P2) eton
obtient :Af (x) = —64;, signe(a,) > 0, ce qui contredit I’optimalité du

support plan {X,Qf }

% LECAS II:
Posons Ao, =-6,0, ,6,>0,An, =0,vke K, —K; et ¢(3,)=00,)
/(3,)=D(3, K, JolK , )D’aprés Ia relation (21)).

Comme {X, Q; }est un support plan non dégéneré, alorson a:
dy; <x; <d,;VjeJ,, donc il existe o, >0 tel qued,; <X; -6,/ <d,;,VjeJ,

Donc pour un 6 suffisammentX =x+ &/, estun plan du probléeme (P2),
et on obtient :

Af (X) =0y, @, >0, ce qui contredit I’optimalité du support plan {X, Q; }

THEOREME 4.2 : (Critére de sub-optimalité).
Soit &> Oun nombre réel donné. Pour 1’g-optimalité du plan x , il est suffisant de trouver

un tel support Q; pour lequel la valeur de sub-optimalité vérifie I’inégalité suivante :
AlxQ )<e. (25)

PREUVE : Condition suffisante.

Si ,B(X,Qf )Se, alors de la relation (24), on obtient

Af(x)< &, cequi implique que x est e-optimal.

Faisons une décomposition de ﬂ(X, Qs ).R

Pour cela construisons le probleme dual de (P2) :
O(X)=A'a+Vv'd, +wd, - min

-A'(K).C(K,J)-Vv'(J)+w'(J)=0"(J)

(D2) A'(K)e(K)=1

AeRP

v,weR!
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Le vecteur X = (A4, v, w), construit de la maniere suivante

A(K)=01(0,)nat, A'(K,)=0
Vi=A;w;=0 si A;20

v, =0,w;=-A; si A;<0

Est un plan du probleme dual (D2).
ﬂ(X!Qf ): ZieJﬁ Aj(x; —dy;) + Zjem Aj(x;—dy)+ Zker Yk W
En introduisant le plan dual ci-dessus, on obtient :
ﬂ(X’Qf ):_ZJEJ; AJ’ (dlj >_Zje;|;| Aj (de )+ZjeJH AJ’ (Xj)+ZkEKf Yk Wk
7'(Kf )CU(Kf ):_A(‘]H X3, )+7/’(Kf )a(Kf )_ f(x).

Bx,Q )=A'a—vd, +wd, - f()+ f(x°)-©(x°)

(©x)-6(x° )+ (£ ) £(x)

Désignons par :
A=(f () - ()
A, )=(e(x)-6(x°)

Donc A(x, Q; )Z,B(X)*‘/’)(Qf )

Ou g(x)est appelé, I’écart de non optimalité du plan x ,
Et ﬁ(Qf )est I’écart du non optimalité du support Q;
Remarque 4.1 :

A partir de I’expression ﬂ(X, Qq )Z ﬁ(X) + ﬁ(Qf ), on conclut que ’amélioration du support
plan {X, Qq } peut se faire indépendamment les uns des autres.

Si ﬂ(X, Q )> &, alors on passe au changement du support plan {X, Q; }

1.5 ITERATION DE L’ALGORITHME :

La méthode de résolution est constituée de deux procédures :

e Changement de plan,
e Changement du support.
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11.5.1 ETAPE 1:LE CHANGEMENT DE PLAN

Le changement du plan x au plan X, a pour effet d’augmenter la valeur de la fonctionnelle
f:f(x)=>f(x)

On construit alors un nouveau plan x = x + 8°¢, ol le vecteur £est la direction
d’amélioration du point x et 8°(6° > 0) le pas maximal le long de cette direction .

La vectrice direction ¢ est définie comme suit:

dlj_xj' si A;>0
fj dzj_xj1 Si AJ-<0 ,jGJH
0 sinon

En vertu du fait que Aa)(Kf )2 —a)(Kf )
On peut écrire Aa)(Kf ): —Ga)(Kf )avec 6 < 1, ce qui résulte a partir de (20) que :

g(‘]f): D(Jf’fo_A(Kf"]Hy(‘]f)"'w(‘]f))

Soit 8° la valeur maximale du pas pour lequel les deux conditions suivantes sont vérifiées :

I d; <x+6°<d,;,Vjel.
. Ao, 2-o,,vkeK.

La condition I) est vérifiée sur J,; pour 6 € [0,1], et sur J;, pour 6 € 6;,

dj; —Xx; si,¢; <0

d,. — x.
0, =125 iy 50
14

—

Si,fj-:O,jeJf

0, :min(ﬁj) pour jeJ;.

Quant & la deuxiéme condition 11), elle est vérifiée pour 6 < 1sur K etsur K,

Pour : 6 = y,,6,, =min(6, )

keKy
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CX+a, — f(x)

AiQ, e S <Ak Q)

Oy =

o0 .
SL.non

Le pas maximal 6° est donc :6° :min(l, eko,ejo)

Donc : A%, Q; )=[L-6°)8(x.Q, )
Alors :
Si 9° =1alors le support plan {)_(,Qf } est optimal.

Si /5’(>_(,Qf )SE alors le support plan {X,Qf}est e-optimal.

Si ,b’()_(, Q, )Z ¢ alors on passe au changement de support.

11.5.2 ETAPE 2 : LE CHANGEMENT DU SUPPORT

Le changement du support s’accompagne de la diminution de la fonctionnelle duale :

c’est-a-dire que le changement de Q; vers (jf entraine le changement du plan dual, (4, v, w)

vers (1,7 ,w). De la posons
A=A+00=A+ot(K)
V=V+dv
W =W+ dw

Ou t est la direction admissible du changement du plan dual,
o, le pas maximal le long de cette direction .

Ici on remplace v, w par A1 A=A+ ot(J).
Le calcul de ladirection admissible et du pas maximal se fait comme suit :
A partir de A :A+at(J),

t'(3)=52"(K)A(K, J) (car 2'(K)=0) , on obtient t'(Jf)zﬁ(K)A(K,Jf).

Comme s51/(K )e(K)=0ce qui donne :

(9 Jo)=ar (K, falk;. 9 helk )+ a1k, Nalks, 9 Jelki, )

Alors

(K, )=, JoaT — a2 (K, Nalk,, 3, helk, AT

Donc
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v, )= (K, lk;, 3, )+ o2k, Jalk,3,0)

t'(J f )et s2'(K,, ) sont construit de maniere a assurer une diminution de la fonctionnelle du
probleme duale (D2)

= 9= 9j0 , on posetjo = —signe(€ jo)

= 0°=0, , onposedt, =LK, )=0(J,)=0

o

Le calcul du pas maximal ¢°:
o’ :min(a. o )
h 1

ouc, =min(o; Jpour je3,

~A; si At <0
Ly
0,50 si A;=0,x; #d;;,t; >0
A;=0,x; #d,;,t; <0
+o00 dans lesautrescas

Et d’autre part oy, = min(ay) ,k € Kr,

Ak .
- Si
Uk 6/1](
40 sinon

n
On construit le nouveau support Qfo comme suit : -

» Si 9% =6 et 6°=a,, alorsd;=J; —j,,K; =K -k
» Si0%=6 et 0 =0, alors I, =3, —j,)Ui. K, = K,

> Si 0% =0, et o° =0 alors J;, =3, — j,,K, =K, Uk,

> Si 00 =6, et 0° =0, alors J;=J; K, =(K; —k;) Uk,

La construction du nouveau support @ :{Kf ,.J_f } détermine une itération de la

méthode, si bien que tous les résultats sont résumés dans 1’algorithme de résolution suivant :
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1.6 ALGORITHME DE RESOLUTION::

1. Soit le support plan {X,Qf } du probleme (P2)et & > 0, un nombre réel donné .

2. Calculer ,B(X,Qf )
Si ﬂ(X, Q; )= 0 alors {X, Q; }est optimal
Si ﬂ(X, Q )< galors {X, Qq } est g-optimal

Si ﬂ(X, Q; )> ¢ alors continuer le processus
3.Calculer

s K(JH );f(\]f)
o 0°=min(L6,:6,)

e calculer x=x+ 6%

Si ﬂ()‘(, Q, ): Oalors {)‘(, Qq }est optimal

Si ,b’(_, Q; )< ¢ alors {7(, Q; }est g-optimal
Si /3(7(, Q, )> & alors continuer le processus
4.5160° =0,

S, =LA (K, —k,)=0;t{J )=0
5&'(Kf ):_51'(KH )(A(K Ju ’e(KH ))A}l

(3, )=sa(KXak, I, ))
Faire (6)

e Sif°=9;
t, — —signel/ jO)t’(;lf ~J,)=0
SA'(K,)=0
o (K, )=, Jola
t(,)=a1(K; Jalk, .3, )

Faire (5)

5. calculer ¢°

GOZGh =0 — I Vi Ky =K,
O'OZGk1 =0 — ol Ky =K, =k
Aller a (2)

6. calculer &°
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c’=c 3, =], Uj,K, =K, Uk,

J
00=0'k1 J, =J3,,K, =(K, —k,) Uk,
Aller a (2)

11.7 EXEMPLE D’APPLICATION :

Soit le probléeme min-max suivant :

5X; —3X, +2X;—4X, +5X; — Xs —2
X, +2X3—X, +4Xs —5Xg — 2

min — max, avec

k | 2%, —4X, +4X;—5X, + X5 —5X; —3
6X, —5X, +4X,;-3X, +2X; — X + 4

Avec :

-4<x,<2
-4<x,<3
—4<x,<4
-5<x,<5
-6<Xx,<6
—T7<X, <7

X' = (X5 %55 X33 X453 X553 Xg),; Ay = (—4;—4,—4,—5,—6,—-7),;

d, =(2;3;4;5;6;7),;a = (—2,—2,—3,4)

5 -3 2 -4 5 -1
g0l 2145
“ 12 -4 4 -5 1 -5
6 -5 4 -3 2 -1
1°¢ jtération :
A X / X t
5 -4 6 -517 5
3 -4 0 -4 -4
-2 -4 8 8/21 0
4 -5 0 -5 -3
5 -6 12 417 1
1 -7 0 -7 4

B(x,Q,)=106 , A(X,Q,)=3117/65
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2¢Me jtération

A X l g X t
-5/4 -5/7 1494/545 / 19/35 3/2
0 -4 19/4 28/19 -9/5 0
-2 8/21 76/21 / 72135 -2
714 -5 0 / -5 -5/2
-17/4 4[7 38/7 / 108/35 712
4 -7 0 / -7 2
L(x,Q,)=2831/84, p(X,Q,)=2533/140
3Me jtération
A X [ g X t
-1 19/35 1444/991 / 2 /
0 -9/5 17/15 72117 -2/3 /
-713 72/35 27/14 / 4 /
4/3 -5 0 / -5 /
11/3 108/35 102/35 / 6 /
13/3 -7 0 / -7 /

B(x,Q;)=1751/105, B(X,Q;)=0. Donc {%,Q; | est optimal.
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CHAPITRE 111

LA RESOLUTION D’UN PROBLEME min-max AVEC DES
CONTRAINTES GENERALISEES EN PROGRAMMATION
LINEAIRE PAR LA METHODE ADAPTEE

INTRODUCTION :

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la résolution d’un probléme min-max avec des
contraintes généralisées (méthode primale) dans la programmation linéaire par la méthode adaptée

mise en avant par R.Gabasove et F.M Kirillova.

I11.1PRESENTATION DE PROBLEME :

On appelle probléeme min- max en programmation linéaire tout probleme ; qui consiste a
maximiser (resp minimiser) une fonctionnelle f définie par: f(x) = rknllp (Cix+a,)
€
(resp f(x) = rpaé((qx +a,) ) sur un sous-ensemble de 9" défini par des contraintes
€
linéaires.
Considérons le probléme suivant :
f(x)= rknin(C;x+ak) — max
eK X

Ax =D
d, <x<d,

(P3)

Ol x,d,,d,sont des n-vecteurs réels, C,,k € K des n-vecteurs.

bun m-vecteur, 4, .k € K des scalaires, CIZ la transposé du vecteur C, keK,
A= A[l,J]: (m=n)matrice, rang A=m<n.

K ={l...p} : L’ensemble des indices des composantes de la fonctionnelle f .
I = {1...m} : L’ensemble des indices des lignes de A .

J = {1...n} : L’ensemble des indices des colonnes de A .

C[K, J] : (p *n) matrice formée par les vecteurs lignes CokeK.
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111.2DEFINITIONS DE BASE:

1. Plan admissible : On appelle plan admissible (solution réalisable) ; tout vecteur Xde

R" vérifiant les contraintes du probléme (P3)

2. Plan optimal : Un plan x°est optimal s’il réalise le maximum de la fonctionnelle du
probleme (P3) ie. f(X)< f(x") plan admissible.vx plan de (P3).

o e f(x)< f(x%),VXplan admissible.

3. Plan sub-optimal (ou plan ¢-optimal): Soit & > 0réel donné.
Tout plan x* vérifiant I’inégalité suivante f (XO) —f (Xg) < & est dit plan sub-optimal
(ou plan g-optimal).

4. Support plan : Soit J; < J /|JB| =M «un ensemble d’indices de J ».
L’ensemble J_ est appelé « support des contraintes de (P3) » si et seulement si :
det A(1,J,) =0« A, inversible,
= A(l,J;) = A, est dite « matrice du support ».

La paire {x,J, }formée du plan Xet du support J, est appelée « support-plan ».

I11.3VECTEURS DES ECARTS DE LA FONCTIONNELLE :

SoitX un plan du probléme (P3) et K(x) ensemble des indices des composantes actives de la
fonctionnelle

K(X)=fk eK: f(x)=Clx+a,|
K (x) =@, pour tout plan X du probléme (P3).
On définit le vecteur des écarts des composantes de la fonctionnelle f :
o(k) = {o,, k eK} Avec:
o, =0, (X)=C/x+a, - f(x),keK (26)
Conséquences :

@, (%) >0k eK
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«min o, (X)=0,vkeK

Ao, 2 -, K €K,

111.4SUPPORT(APPUI) DE LA FONCTIONNELLE :

Considérons les deux sous-ensembles d’indice K et J; avec :
Ki cKet 3, /K, |=[3,|+1
Construisons la matrice suivante :
A(K,J)=C(K,J5)A"A(1,3) -C(K,J) (27)
Soit le vecteur e(K) = (ek =lke K)
En formant par la suite la matrice :

A, =(AK,,3,).e(K ) (28)

L’ensemble Q; = {Kf Jy }est appelé «support de la fonctionnelle » si la matrice A; correspondante

est réguliere i.e. geta, =0-

Support plan non degénéré : Le support-plan {x, J, } est dit « non dégénére »si et seulement
Si :

® d,; <x;<d,;Vjelgud,

o CX+a,>Tf(x).keK,=K-K,.

Définition 4.1 :

On définit le vecteur des estimations A(J) par

A'(J) =7 (K AK;,J) (29)
H(1)=7'(K:)C(K;,Ig). A (30)
ou 7'(K;) est la derniére ligne de la matrice A}l_

Et /(1) est le vecteur des potentiels.
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De I3, on retire les relations suivantes :

o 7(K)=(0@,)1}
e 7K )ek,)=1

e A(J,)=00,).

* A@Js)=0(J).

Remarque 4.1 :

L’ensemble Qp = {JB,Qf }formé du support des contraintes et du support de la fonctionnelle
est appelé support du probléme (P3).

¢ Lesupport Q; de la fonctionnelle est dit régulier Siy, =0 keK;.

¢ Lesupport Q, du probléme est dit régulier si Q;est régulier.

¢ Le support Q; {Kf J }avec J; =Dest régulier, par définition.

Par la suite, on ne considere que des supports réguliers.

La paire {X,Qp }formée du plan Xet du support Qpest appelée support-plan (plan d’appui) du
probleme (P3).

111.5FORMULE D’ACCROISSEMENT DE LA FONCTIONNELLE :

Soit {X,Qp} OUQp un plan d’appui de départ non dégénéré du probléme (P3) et X = X+ AX un
plan quelconque, et nous calculons la quantité représentant I’accroissement de la fonctionnelle f ,
telle que :

Af(X)=f(Xy— £ (%)

(31)

Soit Awle vecteur d’accroissement des écarts de la fonctionnelle tel que :

Ao(K) =C(K,J).Ax —e(K).Af (Xx) (32)
A partir de la relation (27), on aura :

Ao(K) =—-A(K,J).Ax—e(k).Af (X) (33)

On obtient alors :

AX¢ o 4 o
[Af(x)j‘AfA”(Kf) AFAK 3 DA 3y =3 =35 03)

Page 31



RESOLUTION D’UN PROBLEME MIN-MAX EN PROGRAMATION | 2019/2020
LINEAIRE PAR LA METHODE PRIMALE ET CONTROL OPTIMALE

En utilisant la décomposition de la matrice A}l et on aura comme derniére solution :

AX(Jf):_D(‘]f’Kf)'A(Kf"JH)AX('JH)_D(‘Jf’Kf)'Aa)(Kf) (34)
Af () =-A"(J5)AX(J ) - 7'(K)Aa(K,) (35)
L, (DU K
A _{7’(Kf) J

Le maximum de 1’accroissement de la fonctionnelle (35) sous les contraintes suivantes :

*Aw, 2-o, K eK;

Est atteint pour :

Ax; =d,; —X si A; <0,

AX; =d;; =X, S| A; >0,

Ao, =-0, jed, kekK;

Et est égale a

ﬂzﬂ(XlQp) = ZAJ'(X] _dlj)+ ZAj(Xj _d2j)+ Z?’kwk (36)

o i KK,
Sachant que :
Ji=liedy /A, 200 I =ljed, /A, <0f
B(X,Q,) est appelée valeur de sub-optimalité du plan d’appui %.Qy -

Remarque 5.1 :

Pour tout plan admissibleX, du probleme (P3), la valeur de sub-optimalité
B(x,Q,) du support plan {X, Q, }vérifie :

AT(x)=T(X)-f(0<p(xQ)) @37)
En particulier pour un plan optimal x = x°on obtient :

0< f(x°)—f(x)<B(x.Qp) (38)
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A partir de I’inégalité (29), on déduit le critére suivant :
THEOREME 5.1 : (Critére d’optimalité)

Soit les relations suivantes :

xj:d1j Si A2

)(j:d2j Si AJ-SO

dyj <Xj <dy; si Aj=0 jely (39)
o, 20 si 7 =0 keK;

o, =0 Si 720 keK,

Sont suffisantes pour I’optimalit¢ et dans le cas de la non dégénérescence, elles sont aussi

nécessaires pour I’optimalité du support plan {X, Qp }

Preuve :

e Condition suffisante :

Soit {X,Qp} un support plan du probleme (P3), et supposons que les conditions (39) sont vérifiées

pour le plan d’appui {X, Q, } pour cela on aura que B(x,Q,)=0

De la, pour tout plan admissibleX, et d’apres la relation (39)

F(x)-f(x)< B(x,Q,) =0, donc f(x )— f(x)=0dou {X,Qp}est un plan optimal.
e Condition nécessaire :

Soit {X,Qp} un support plan optimal non dégénéré du probléme (P3), et pour lequel les conditions
(39) ne sont pas verifiées, alors on distingue deux cas suivants :

L J,edy/ A, >0,x; >d1jO ouA; <0,x; <d2jO (40)
. 3k, K¢/ y >0,0, >0. (41)

Construisons alors un nouveau plan X =x+ 6/ tel que f(i ) > f(x),avec
6 :Le pas admissible ;8> 0.
¢ :La direction admissible.

Considérons d’abord le premier cas :
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s LECAS I:

. Ajo >0 Xio > dljo
-3J, € I tel que

AJ <0 Xio <d2]o
o

Onpose £; =signe(a,) ou

= Si
% d, —x, A, <0, x; <d,;
Jo Jo

{dljo - on s Ajo >0, on > dljo

0,=0vjedy, ; Ao, =0keK;,
1) =—AA(Ld,, U ), U, et
K(‘]f):_D(‘]f’Kf)A(‘]f'Kf)K(JH)

Ajo >0,ij >d1j0,E|91 >O/)‘(jo =X -6, zdljo.

A, <0,x; <dy; ,36,>0/X; =X, +6,<d,; .
On obtient dans ce cas X; =X; +6, signe(ao),>_(j =X;Vje Juj,

>Vjed, X =x,+6/,,d; <x;+0/, =X, <d,

i
D’autre part, puisque {X,Qp} est un support plan non dégénéré, alors on a :
dy; <X, <d,;,Vied; Ul

il existe o, >otel que :dy; <X; =X, +6,0; <d,;,VjeJ; Uly

Pour 6° =min(6,,6,),X = X+6°/ et par construction de 0(3,)et £(J)est aussi un plan du

probléme (P3) et on obtient :

AF (X) = —6°A signe(a,) > 0 ce qui contredit I'optimalité du plan 1%, Q, |.
% LECASII:

Dans ce cas on pose Ag, =0, ,0>0 et Ag, =0VkeK, Vo J.

Et £, =0(J,)

0(35) ==AAX1Ld, LI, U, ) et

Page 34



RESOLUTION D’UN PROBLEME MIN-MAX EN PROGRAMATION | 2019/2020
LINEAIRE PAR LA METHODE PRIMALE ET CONTROL OPTIMALE

((J)=D(;,K¢) a(Ky).

Comme {X,Qp} est un plan non dégénéreé, alors on a :
dy; <X;<d,;,VjeJ; Uy, donc 30, > otel que::
dy; <X; =X, +0,0; <d,;,VjeJ; UJy

Donc pour un 8, suffisamment petit tel que o, = min(8,, 8). x = x + &,¢ est un plan du probléme
(P3).

Et on obtient :

AF(X) =6,y o > 0.

Ce qui contredit I’optimalité du plan d’appui {X, Qp }

THEOREME 5.2 : (Critere de sub-optimalité)

Pour & > Oun réel donné, la condition suivante :

B(x.Q,)<¢ (42)
Est suffisante pour I’ £ — optimalité du plan d’appui {X, Qp }
Preuve : (condition suffisante)
Si B(x,Q;) <&, alors de la relation (38) ; on obtient Af (x) < &, ce qui implique que X est
¢-optimal.

En faisant une décomposition de ﬂ(X,Qp) pour cela nous construisons le probleme dual du probleme
(P3) suivant :

Dd(X)=Aa+yb-vd, +wd, - min

—AV(K)-C(K, )+ y'(DHA(,I)-Vv'3)+wW(IJ)=0(J)

(D3) _ (43)
A'(K)-e(K)=1

AeR? vweR!, yeR"

—
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X (A,y,v;w) vecteur dual construisons un vecteur admissible de (D)

Construit de la maniére suivante :

(2(K)=(@F)DAL = A(Ky)=0
y'(1) = 2(K).C(K,, I5)A?

v;=A;,w; =0

s A >0
Vv =0,w, =-A, si A <0

Est un plan du probléme dual (D).

B(x,Q,) = ZAJ-(XJ' —dy;)+ ZA,-(X] —dy;)+ Z?”kwk
jedy jedn keKy

En introduisant le plan ci-dessus, on obtient :

ﬂ(XlQp):_ZAj(dlj)_ ZAj(dzj)+ ZAJ'(X;)"‘ ZVka)k
jedr, il jedn KeK,

7(K)o(K,) =7 (K, )(C(K,,3)x(3) +a(K, ) —e(K  ).x(3))
Introduisons la matrice A(K, J) , on obtient alors :

7(K )oK, ) ==A"(3,)X(2)+7'(K,)C(K, . 35) At~ f () + A2
A(x,Q,) = Aa+yb-vd, +wd, - f(x)

=Aa+yb-vid, +wd,—f(x)+f(x°)-d(X°)
=([@(X) - (X )+ (f (x) - F(x))

BQp) B(x)

D’ou le résultat :

B(x.Q,) = B(x)+ £(Q,)
ou

B(x) : Est la mesure du non optimalité du plan X.
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,B(Qf ) : Est la mesure du non optimalité du support Q .

1.6 DEROULEMENT DE LA METHODE :

La méthode de résolution est constituée de deux procédures suivantes :

e Changement de plan
e Changement de support

111.6.1 ETAPE 1 : CHANGEMENT DE PLAN.

Dans cette étape de I’itération, consiste a construire un nouveau plan admissible X

Telque: x =x+ 6%

Désignons par :

6°: Est le pas admissible maximal le long de la direction ¢(& > 0, réel)

¢ : Est une direction admissible au points X.

Le changement du planx, a pour effet d’augmenter la valeur de la fonctionnelle

fof(x)>f(x)

*Pour j < J,, onpose:

_ Sl
dy; —x;
— Sl
li= d,; =X,
0 Si

Pour avoir AX =b, on prend £(J;) =—A;"A(l,J, U I )(J,, uI et ((J;).

est calculé de la maniére suivante :

Aj>0
Aj<0
A=0

(44)

En vertu du fait que Ao(K,)>-o(K,) peut s’écrire Ao(K,)=-0w(K;)avecd <1, ce qui

résulte a partir de la relation (34)

((3¢)=DQ¢, KA, I ) ¢) +o(3,))

Soit #°la valeur maximale du pas pour lequel les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. dy;<x+6°<d,, Vjel

2. Ao, 2-0,,YKeK.
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La condition 1. est vérifiée sur 3, pour ¢ < [0,1] , etsur J; UJg, pour =0,

dy; =X Si
EJ'

0= d,; - X si
Ki

oo Sl

0, =min(0;)  etpourjed; U,

Quant a la deuxieme  condition
0, =min(4, ),k e K,

Cix+a, —f(x) si
0, = B(%Q,)—Cyl

o si non

0.=0,jed; ul,

2. est vérifiée & <1sur

Cil < p(x.Qp)

Le pas maximal ¢° est donc 6° = min(l, 0,9,

Donc A(X,Q,) =(1-6°)5(x.Q,).

Alors :

(45)

Ky, et sur

Sif°=1= B(X,Q,)=0=> Xest optimal i.e. le support plan {)?,Qp }est un plan optimal.

Si B(X,Q,) < &= Xest e-optimal i.e. le support plan {7(, Qp} est e-optimal.

si B(X,Q,) > &= on passe au changement du support.

K, pour
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111.6.2 ETAPE 2 : CHANGEMENT DE SUPPORT.

Le changement d’appui se poursuit par la diminution de la fonctionnelle duale c¢’est-a-dire :
Le changement de Qp —>(§p entraine le changement du plan dual (A,y,v,w)vers (1,77,\7,W).
De Ia, on pose :

A=A+0. =A+0ct(K)

V=v+ov

W =W+ ow

y=y+o-&

Ou :

t: est la direction admissible du changement du plan dual ;

0 .le pas maximal le long de cette direction.

Ici on remplace vV, W par A: A=A+ct(d).

Le calcul de la direction admissible et le pas maximal se fait comme suit :
A partir de A=A+ct(J).

t'(A) =y’ (1A, J) -V (K)C(K, J). (46)
Ce qui résulte que t'(J,) = &'(1) A, — A (K)C(K, ;)

Donc &'(1) =t'(J5) At + ' (K)C(K, I ) A

On remplacant dans (37) on aura :
t(3) =t'(J5) AP AL 3) + ' (K)A(K, J)
Ce qui donne

(t'(3).0) = X' (I)AFA(LL I ).0)+ S (K )AK 3, )e(K, )+ S (K, AK,, I ) e(K,,)
Alors

S(K,) = E'(3,).0) - ' (J5)AAU, 3,).0) - 52 (K, (A(K 3, ),e(K, ) AT

Donc

Uu) =t'e)Ag Al J,) + (K NAK,, 3y) + 04 (K )(AKK,, 3,4))

t'(Jf), t'(J;) €t S1/(K,)sont construit d’une maniere a assurer une diminution de la

fonctionnelle du probléme dual (D).

o0 =0, ,on pose t; =—Signe(fjo),t(~]f UJs=J9)=0, s1(k,,) =0
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00’ =0, onpose o, =1, A(K,, )=0,t(J; LIy)=0
-calcul du pas maximal o° :
o’ = min(o; , o} )

ou o, =min(c;)/ jed,

—_ﬁ si Ajtj<0
t;
0 si A;=0,x;=d,;,t;>0
O-j — ou
A; =0,x, ;tdzj,tj <0
4+ 00 dans les autres cas

o ; assure la diminution de la valeur de sub-optimalite.

D’autre part : oy = Ln||<n (o)

CAS 8,4, <0
0y 5,
400 si non

O\, assure la régularité de I’appui 6,,-

On construit le nouveau plan Gp comme suit :

5i6°=0;,],€d et 0° =0y alors Iy =Jg, I, =(J; —Jo) K, =K, =k,
5i0°=0,,jpediet 6° =0 alorsIg =I5, I, =(J; — o) Ui, K, =K,

-Si 0° =0, Jy€Jgalors:

-Si3j, €d; IPI)AAL J,) #0alors I5 = (I — o) U by, I, =3 = ) U,

Faire comme le cas 6° =6, j,€J;
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Sinon si aozaklalorsjB =J,, 3, =3, —j,, K, =K, -k,

sinon 3j, € J; 1t'(J) A A(l, j,) =Oalors o’ =y, Jg = (Jg —jo) Vi, Iy =3, K, =K,
si0° =6, et cf(’:aj-lalorsjB =Jg, J, =), Uj, K, =K, Uk,

si0° =6, et a°=ak1alorsjB =Jg, J; =J;, K, =(K, —k,) Uk,

La construction du nouveau support(jp = {Rf ,35}, détermine une itération de la méthode, si bien

que tous les résultats sont résumés dans 1’algorithme de résolution suivant :

111.7ALGORITHME DE RESOLUTION :

1. Soit le plan d’appui {X,Qp }du probleme (P3) et £ >0 un nombre réel donné.
2. Calculer B(%,Q,):
Si B(x,Q,) =0 alors {X,Qp} est optimal, arrét du processus.

Si B(x,Q,) < ¢ alors {X,Qp} est & —optimal, arrét du processus.

Si ,B(X,Qp) > & alors on passe a I’itération.

3. Calculer:
° Z(‘]H);Z(J f );E(‘]B)

« 6° =min(; 6.:9;)
e Xx=x+0%
Si,B(>_<,Qp) =0 alors &,Qp} est optimal, arrét du processus.

Si,B(;(,Qp) < ¢ alors &,Qp} est & —optimal, arrét du processus.

Si ,B(>_<,Qp) > ¢ alors continuer le processus.

4. Si6° =6,

5/1,(0 =LA(K, —K,)=0;t(J, LI;)=0
SA(K,) = =52 (K ) (A(Ky, 3, )ie(K,)AT
t'(Jd,) = SA(K)(A(K, J,,)) Faire (6).
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oSi &° =0, €

tjo = _SignE(g jo);t,(‘]B - JO) = O’tl(‘] f ) = 0
SA'(K,,) =0

SA(K,) =—(t'(35)AA(L I ,).0)A7}

t'(3y) =t(Je) ATA(L 1) + A (K DAK,, 3,y
Faire (4).

«Si 0°=0,,j,€;

tjo = —signe(/ jo);t'(“]f —Jo)=0,t'(Jg)=0

SA'(Kyy) =0,62(K,) = (t'(35)-0)A7,t'(3 ) = SA' (K )A(K, 3 y,)

Faire (5).

Si J, € d, It'(I)A AL ) #0alors Je =g — o)V ipndt = (35 — Jo) U o

- 0 -
Faire comme le cas 6" =0, , J, € J;

Si O'0=O'J-* alors Jg =Js,J 1 =, - jO)Uj*,Rf =K;.

Sinon si UOZ% alors Jg =Js,J =J; — jo,Rf =K; —k,.

Aller a (2).

sinon t'(J5)A;'A(l, ,) =0, pour tout j, € J1 alors &° =0,

Et Js=Jg—j)Uindr=J,.Kr=K,
Aller a (2).

5. Calculers°:Si

o’=0o, alors Je=J8,dr=(J; — jo) U jp.Kr =

oozakl alors Js=Js,Jr =J; — J,, K =K, —k;.

Aller a (2).

6. Calculers®:

o’=o, alors Js=J5,dr=J; U jo,Kr =K, UKk,

o’=0, alors Je=J5Jr=J,,Kr=(K,—

Aller a (2).
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1.8 EXEMPLE D’APPLICATION :

Soit le probleme min-max suivant :
X, —2X, +3X; —4X, +5X; +6X, —2
f(x):mkin 6X, —5X, +4X; —7X, +2X; — X, — 2 — max
X, —3X, +5X; = 7X, +2Xg — Xz —3

-3 7 37 21 43
— X +3K, =Xy —— X, —— X ——X
2 2 10 4 20

%xl—x2 —3X; + X, +4X — X, =2

2X, +3X, +§x3+5x4+7—9x5—zx6:3

(P3) 4 100 4
—9X; +5X, +4X; +3X, +2X. + X, =4

—4<x, <2

-4<x,<3

-4<x,<4

-5<x,<5

-6<X;<6

—71<Xs <7

Avec

X" = (X; X535 X35 X3 X3 Xg ), 3 dy = (—4,—4,—4,—5,—6;—7),;
d, =(2;3;4;5:6;7),;b =(2;2;3;4); ¢ = (—2,—2,—-3)

1 -2 3 -456
c,=|6 -5 4 -7 2 -1|k=13;
1 -3 5 -7 2 -1

-3/2 3 7/2 -37/10 -21/10 -43/20

| 9/4 -1 -3 1 4 -1
2 3 35/4 5 79/100 -7/4
-9 5 4 3 2 1
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1°8"¢ jtération
A X ] 0 X t
0 1091/1641 | -5007/590 863/1570 97/10819 0
0 2041/827 | -7454/345 | 5167/17260 | 1396/1391 0
0 1429/1648 | 5195/531 1088/2187 | -294/1441 0
0 413/1114 -853/205 697/540 424/47791 0
-2078/105 0 6 0 342/841 4156/1133
4423/894 0 -7 0 -399/841 -536/1031
plx,Q, )=86350/563, A(%,Q, )=7006/49
2°Me jtération
A X / 0 X t
0 97/10819 | -2318/293 | 534/1033 -1026/547 0
0 1396/1391 | -9829/488 | 827/3329 -4 1
0 -294/1441 | 3183/349 | 1446/3137 1103/535 0
0 424/47791 | -2083/537 | 1977/1507 | -1099/1257 0
-3031/188 342/841 5543/991 / 4979/2772 691/325
4919/1111 | -399/841 | -3191/489 / -4979/2376 | -1455/1151

Blx,Q, )=22147/186 , A(x,Q, )=4564/51
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3¢Me jtération
A X ( 0 X t
0 -1026/547 | 2697/1613 | 452/195 | -1737/1445 0
1415/404 -4 0 / -4 7769/2479
0 1103/535 | 2279/739 | 824/1311 2749/832 0
0 -1099/1257 | -2685/631 | 1459/1505 | -813/314 0
-4572/527 | 4979/2772 | 660/157 / 2216/635 1011/142
0 -4979/2376 | 3248/459 | 1069/831 559/736 0
Blx,Q, )=9847/270, B(x,Q, )=14395/661
48me jtération
A X [ 0 X t
0 -1737/1445 | 1267/1269 | 1889/589 | -1139/1381 0
16299/2456 -4 0 / -4 -275/1104
0 2749/832 790/429 65/172 4 -1
0 -813/314 2175/856 | 760/801 -3198/901 0
-711/457 2216/635 1594/635 / 2774/625 | 1129/1539
0 559/736 2491/590 | 799/540 | 8936/3805 0
Blx,Q, )=2519/645 , A(%,Q, )= 2155/887
5eme jtération
A X [ 0 X t
0 -1139/1381 / / / /
10903/1785 -4 / / / /
-1071/505 4 / / / /
0 -3198/901 / / / /
0 27741625 / / / /
0 8936/3805 / / / /

ﬂ(X,Qp)= 0, Donc {>_(,Qf } est optimal.
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CHAPITRE IV
CONTROLE OPTIMAL, PRESENTATION ET THEORIES

INTRODUCTION

La théorie du contrdle étudie les propriétés des systemes commandeés (ou controlés),
c’est a dire, des systémes dynamiques dépendant d’une variable t qui représente le plus
souvent le temps, sur lesquels on peut agir au moyen d’une commande (ou contréle). Le
but est alors d’amener le systéme d’un état initial donné a un certain état final, en
respectant éventuellement certains criteres.

Les applications sont tres nombreuses et dans des domaines trés divers, comme la mécanique,
I’¢lectricité, la biologie, la chimie, économie, etc...

L’objectif de la théorie du contrble peut étre :

e de stabiliser le systéme, c’est a dire, le rendre insensible a des perturbations ; c’est ce
qu’on appelle la stabilisation
e de déterminer des solutions optimales pour un certain critére d’optimisation ; c’est ce

qu’on appelle le contréle optimal, et c’est I’objectif principal de ce chapitre.

Du point de vue mathématique un systéme contrélé est un systeme dynamique dont 1’état
est décrit par une fonction inconnue dite fonction d’état (ou variable d’état), qui vérifie une ou
plusieurs lois d’évolution (trés souvent ce sont des équations différentielles, mais d’autres
types d’équations peuvent étre envisagées : équations intégrales, aux différences,
stochastiques, etc...). On supposera qu’on peut agir sur le systeme (en fait sur I’état  du
systeme) via une ou plusieurs fonctions qu’on appelle des controles (ou commandes). Un
autre type de probléme qu’on peut rencontrer, mais qui revient au méme sur le plan
mathématique, est le fait que le systeme en lui-méme est mal connu, ¢’est a dire qu’il y a un
ou plusieurs paramétres qui ne sont pas connus, ou qui sont inaccessibles ou difficile a
mesurer directement. On cherche alors a déduire ces paramétres en les voyant comme des
contrdles et en observant 1’état du systéme; c’est ce qu’on appelle le probléme inverse.

IV.1 THEORIES DU CONTROLE OPTIMAL ET DES SYSTEMES
DE CONTROLE :

Le probleme général du contréle optimal est constitué des données suivantes :

1. Objet de la commande :
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Le systeme peut comporter beaucoup de variables ou paramétres. On suppose que N
variables sont nécessaires pour décrire son comportement. L’identification de ces variables et
la description du systéme dépendant de celles-ci est une tache trés importante ¢’est 1’étape de
la modélisation mathématique.

Les variables nommées « variables d’états » seront notées X; ,i =1...n.

Le systéme évolue dans le temps, donc les X; sont des fonctions de L:X; (t)

Les N variables d’états vont étre gouvernées par N équations différentielles du premier ordre

sur un intervalle de temps T = [to,t*] ; ce sont des équations de la forme genérale :
% = T (t,X,..., X, Upyoos U ) i =1..n

Les variables de controle seront notéesU; ('[) j=1...,m.

2. Conditions initiales du systeme :

La condition de départ du systeme, X, = X(to) est un vecteur dans un plan de phase.

En réalité, les composantes de x(t) et de X, peuvent représenter physiquement : la vitesse, la

position , la température et d’autres paramétres mesurables.

3. Le but de la commande :
Dans un probléme de controle optimal, le but de la commande consiste a ramener I’objet de la

condition initiale X, = X(to ), (XO € Mo) a une autre position x™ = x(t*],[x* e Mlj ol ;

M o est I’ensemble de départ,
M, est I’ensemble d’arrivée.

4. Classes de commandes admissibles :

L’ensemble U est I’ensemble des controles admissibles qui peut étre non-borné, borné, ou du
type bang-bang défini ci-dessous.

e Commande bornée :
La commande u(t)est dite commande bornée si elle peut étre minoree et majorée par

Des constantes a;etb;, par la forme suivante :
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q Suj(t)gbj1 i=1...,m, te[to,t*]

Si de plus@; < Uj(t)S b;, et qu’on peut remplacer U; par V; en posant :

uj :%(aj +bj)+%(aj _bj)"j

Et ainsi V| est aussi intégrable et "'ona—1<Vv; <1,
Donc lorsque U est borné, il est toujours pratique de se ramener a des commandes
entre -1 et 1.

e Commande Bang-Bang :

Un controle u €U est appelé contréle bang-bang, si pour chaque instant t et chaque
indice j=1,...,m ;ona :‘uj(t)|=1.
5. Criteres de qualité :

L’objectif lors de la formulation d’un probléme de contrdle, est de fournir la motivation
physique pour la sélection d’une mesure de qualité pour le systeme. Le probléme revient a
définir une expression mathématique qui indique que le systeme atteint un état désirable.

Donc, choisir une mesure de qualité, est une traduction en termes mathématiques des
exigences physiques du systeme.

Le critere de qualité, appelé aussi colt ou fonction objectif, est également décrit par la

formule suivante :

t*
J(x,u)= g(t*,x*)Jr_[t fo(t, x,u)dt
0
Cette fonctionnelle comporte deux termes :

1. g[t* , x*) : est le colt terminal, c’est une sorte de pénalité liée a la fin de I’évolution

du systeme au temps final t = ; il a son importance lorsque t  est libre, sinon il est

constant.

2. _[tt* f,(t,x,u)dt :il dépend de I’état du systéme tout au long de la trajectoire de la
0

solution, définie par les variables d’état. Cette trajectoire dépend aussi du temps {

mais surtout des variables du controle U .
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— Les variables nommées variables d’état seront notées X;,1 =1,...,N. On a des systémes

qui évoluent dans le temps ; donc les X; sont des fonctions de temps notées :

X (t)telt,t*]

— Les composantes du contrdle seront notées uj(t),j=1,..-,m elles doivent étres

intégrables par rapport a t.

— Les N variables d’état vont étre gouvernées par n équations différentielles du premier

ordre, nommées équations d’état de la forme :

x = f(t,x,u), te[to’t*].

X est le vecteur dérivé par rapport au temps t de toutes les composantes de X

IV.2 POSITION DU PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL :

Dans cette partie nous présentons la formule générale d’un probléme de contrdle optimal.

Pour tout controleu eU , on définit le colt de la trajectoire associée a x(t) sur I’intervalle

[to,t*]par:

I(u)= glt, x* )+ jtto*fo(t, x(®)u(t))dt

avec U I’ensemble des contrdles admissibles sur ['[0,'[*].

Donc la formule générale du probléme de contrble optimal est la suivante :

%, (t)= f(t x(t)u(t))
i X(to): X €M

x(t*): X, €M,

~ueU, telzlto,t*J

Ou:
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— M (ensemble de départ) et M, (ensemble d’arrivée) : sont des sous-ensembles de %",
— | unintervalle de R,

- X = X(to) est la position initiale du systeme (2),
- X(t*) est sa position terminale.

En pratique la position du systeme peut représenter la vitesse, la position, la température
...etc.

Le probleme de contrdle optimal est de déterminer les trajectoires x(t) solutions de
x(t)= f (t,x(t),u(t)), qui minimise le colt J(x,u) en satisfaisant les contraintes.

2.1Temps optimal

On parle d’un probléme en temps optimal lorsque :

fo(t, X,U):l, g(t*, X*): 0 et le temps final t* est libre dans I’expression :

.t
muln J.to 1dt .

2.2 Co0t optimal

On parle d’un probléme en cotit optimal lorsque le temps final t* est fixé dans 1’expression :

min g(t*,x*)+_ftto* f, (t, x,u)dt.

Remarque 2.1 :

Il existe des probléemes qui combinent les deux criteres physiques de qualité, et dans ce cas
on parlera d’un probléme en temps et en colit optimal.

2.3 Probléme de Mayer-Lagrange :

L’objectif du probléme de Mayer-Lagrange est de minimiser le cot :
J(t*,u): g(t*,x*)+_[tt f,(t,x,u)dt .
0

e Lorsque g=0 dans I’expression de la fonctionnelle J = on parlera d’un probléme

de Lagrange.

e Lorsque fo =0= on parlera d’un probleme de Mayer.
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IV.3CONTROLABILITE :

La controlabilité est I’un des concepts centraux de la théorie du contrble optimal, elle a été
introduite par Kalman en 1960 pour des systéemes linéaires de la forme :

x(t)= Alt)x(t)+ B(t)u(t)

Un systéme de contrdle est dit controlable si on peut I’amener en temps fini d’un état initial
arbitraire vers un état final prescrit (voir figure 1.1)

1)
P

-Te 1 =2(I)
Figure 1.1 Probléme de controlabilité
Dans cette section, nous allons étudier le probleme de contrdlabilité en présentant certaines de

ses propriétes.

Définition 3.1:

Considérons le systeme contrdlé (48) :

Viel ; x(t)= Alt)x(t)+ Btu(t)+r(t),
X(to ) =Xo-
L’ensemble des points accessibles a partir de Xgen un temps t* >0 est défini par :

Acc(xo,t*): {xu (t*),u eU}.

(48)

Ou X, (t*) est la solution du systéeme (48) associé au contréle U .

Autrement dit : ACC(XO,'[*) est I’ensemble des extrémités des solutions de (1.2) au tempst™,

lorsqu’on fait varier le contréle U (voirfigurel.2)

Figure 1.2 Ensemble accessible
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3.1 Controlabilité des systemes linéaires :

La formulation mathématique d’un systéme de contrdle linéaire est la suivante :
()= AX(D)+ BOu)+ r)  Xb) =%, Vtel,
Ou :
[: Est un intervalle de R ,
A, B et rsont trois applications localement intégrables sur I a valeurs respectivement dans
M, ()M, (R)et oz

M, (iR) est I’ensemble des matrices réelles de dimension/l,

M n,m(in)est I’ensemble des matrices de Nl lignes et M colonnes.

L’ensemble des contrbles Uconsidérés est I’ensemble des applications mesurables localement
bornées sur [ a valeurs dans un sous ensemble U < R™.

Soit F(.):T—M,(R)1a résolvante du systéme linéaire homogéne (t)= A(t)x(t) défini par :

F = Alt)F(t),
F(t,)=1d,
Ou Id désigne la matrice identité.

Pour tout contrdle Ule systéme x(t)= A(t)x(t)+ B(t)u(t)+r(t), X(O)= Xpadmet une unique

solution X(.)Z [ - R"absolument continue donnée par :
x(t)=F(t)x, +J': F@)F(s)*(B(s)u(s)+r(s))ds, tel

0
Si r=0etX, =0, la solution du systéme s’écrit comme suivant :

x(t)= F(t)J't* F(s)"B(s)u(s)s, elle est linéaire enl.

T
Le théoréme suivant donne une condition générale de la contrélabilité des systémes linéaires.
Théoréme 3.1 :
Le systeme x(t)= A(t)x(t)+ B(t)u(t)+ r(t) est controlable en temps t* si et seulement si :
* -1

La matrice C(t*): Lt F(t) B(t)B'(t)F(t)fldt, dite « matrice de controlabilité » est inversible.
0
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Remarque 3.1 :

Cette condition ne dépend pas de X, , c’est-a-dire que si un systéeme linéaire est contrélable en

temps t* depuis X, , alors il est contrdlable en temps t* depuis tout point.

3.2 Controlabilité des systemes linéaires autonomes :

Le systeme (1.2) est dit autonome lorsque les matrices A et B ne dépendent pas det.

: At : X - A .
Dans ce cas, la matrice F(t)= €, et la solution du systéme associée au controle Us’écrit de

la maniére suivante : vt eI X(t)= e’“(x0 + f e " (B(s)u(s)+ r(s))dsj.
0

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de contrélabilité dans
le cas sans contraintes sur le contrdle.

Théoréme 3.2 :

On suppose queU =R". Le systeme x(t)= A(t)x(t)+ B(t)u(t)+r(t) est controlable en temps
t* si et seulement si la matrice C = (B, AB,..., A"'B) est de rang.

Remarque 3.2 :

La matrice C est appelée matrice de Kalman, et la condition « rang C =n »est appelée
condition de Kalman.

Remarque 3.3 :

Dans le cas ou le contrdle Uest contraint, ¢’est-a-dire il appartient a un sous ensemble
U < R"™, les propriétés de contrblabilité globale sont reliées aux propriétés de stabilité de la
matrice A.

IV.4 PRINCIPE DU MAXIMUM DE PONTRYAGIN:

Le principe du maximum de Pontryagin a été formulé par le mathématicien russe Lev
Semenovich Pontryagin en 1956, qui généralise les équations d’Euler-Lagrange du calcul des
variations.

I donne une condition nécessaire d’optimalité, il a été établi a I’origine pour calculer la
trajectoire en temps minimal pour I’envoi d’une fusée sur la lune.

Considérons le probleme de contrdle suivant :
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~ J(t*u)= g(t*,x(t*))+jt: £, (t, x(t), u(t))dt — min , (1),

X(t)= f(t, x(t) u(t)) (2),

7 X(to): Xy € M, 3),
(49)

(' )=x eM, (4,

- ueU, tel=|.t’] (5).

Avant d’énoncer ce principe, nous allons introduire certaines définitions et propriétés
essentielles :

Définition 4.1 :

Le contrble U est dit extrémal sur [to,t*J ; si la trajectoire du systeme (2) du probléme de
contréle (49) associé a U vérifie X(t) 8ACC(X0,t*), tel= [to,t*]

Définition 4.2 :

Un controle Uy (t)t e [to,t*]est dit optimal si Uo(t)est extrémal et J(Uo(t))< J(U(t)) pour tout
controle extrémale (linéaire) U(t)t [to,t*]

Théoréme 4.1 :

Considérons le systeme Vt e I, x(t)= A(t)x(t)+ B(tu(t), X(to): X,

Supposons que le domaine des contraintes noté €2 est compact. Soitt* >0. Le controle U
est extrémale sur 1= [to ,t*] si et seulement si il existe une solution non triviale p(t)teT,
de I’équation p(t)=—p(t)A(t)telle que :

p(t)B(t)u(t) = max p(t)B(t)u (50)
pour presque toutt € [to,t*].
Définition 4.3 :
Le vecteur p('[) e R"est appelé « Vecteur adjoint ».

Dans ce cas, la fonction »(t)= p(t)B(t)est appelée « Fonction de commutation »
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Définition 4.4 :

Le temps L auquel le contrdle extrémal u(t),t < [0, T Jchange de signe est appelé
«Temps de commutation».

Théoréme 4.2 : (Principe du Maximum de Pontryagin)

Considérons le systeme de contrdle dans %" :

X(t)= f (t, x(t) u(t)), (51)

Ou :
. n m n ~ . . 7 \
f i RxR"xR" - R"De classec?, les contrdles sont des applications mesurables bornées a

valeurs dansU — ™. Soient M et , deux sous-ensembles de%".Notons par U
I’ensemble des controles admissibles U dont les trajectoires associées relient un point initial

de Mya un point final de M en tempst . On définit le colt comme suit :
It u) jt fo (t, x(t),u(t))dt + g(t*, x(t*)),

ou fiRxR" xR" 5> R" et g:RxR"xR" >R de classe C*,x()est la solution de (1.51)

associée au controle U .

On considere le probleme de contrdle optimal suivant :

Déterminer une trajectoire reliant M & M, en minimisant le colt J . Le temps final peut étre
fixé ou non. Si le contréle u U associé a la trajectoire x(.)est optimal sur[to,t*], alorsiil
existe une application p(.): [to,t*]_>g}{” absolument continue, appelé «vecteur adjoint », et un
réel po <0tel que le couple (p(.), po)est non trivial et tel que pour presque tout t e [to,t*]

= aa'; (t x(t), p(t), p°,ut)) (52)

:%(t,x(t), p(t), p°,u(t))

(53)

ou H(t,x, P, po,u): p(t)f (t, X,u)+ p’f O(t, X,U) est le Hamiltonien du systéeme, et on a la

condition de maximisation presque partout sur [to : t*]
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HIE (), PO, P°,u(0) =k HE (), PO 7,0 9

Si de plus le temps final pour joindre M, n’est pas fixé, on a la condition au temps final t*

max H (t*,x(t*), p(t*), p°,u)= —p° ‘%g(t*,x(t*)) (55)

ueU

Si de plus Myet m , (ou I'un des deux ensembles) sont des variétés de R"ayant des espaces

tangents en X(t0)= X, € Mjet X(t*)= X, €M, alors le vecteur adjoint peut étre construit de

maniere a vérifier les conditions de transversalité aux deux extrémités (ou 1’une des deux)
p(0) L tyo)Mo, (56)
* 69 * * * (57)
t)—p°® =(t",x(t")) Lt . \M,.
ol )~ o 22 ) L M,
Ces deux conditions sont appelées « Conditions de transversalité sur le vecteur adjoint »

Remarque 4.1 :

Si f et fyne dépendent pas du tempst, d’une autre maniére si le systéme considéré est

autonome, alors I’Hamiltonien H ne dépend pas de tet on a:

Vte [to,t*], max H (t,x(t), p(t), p°,u)=Cste.

. 0 . L. .
+ Laconvention P~ <0 conduit au principe du maximum.

*  Lorsqu’il n’y a pas de contraintes sur le contrdle, la condition de maximisation (54)

oH _
ou

devient 0.
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CHAPITRE V
LOGICIEL MATLAB ET APPLICATION INFORMATIQUE.,

INTRODUCTION :

La programmation informatique est un ensemble d’outils et de techniques permettant de
résoudre des probléemes mathématiques par ordinateurs, elle sert a trouver une solution
optimale de n’importe quel type de probléme.

Le processus de résolution un probléeme mathématique exige un grand nombre de calculs donc
il est mieux de I’exécuter par machine.

Pour cela on a choisi le logiciel MATLAB qui fournit environnement de calcul matriciel
simple, efficace, interactif permettant la mise en ceuvre des algorithmes développés dans le
cadre des projets linpack et eispack.

V.1 DEFINITION DE LOGICIEL MATLAB :

Le logiciel MATLAB (MATrix LABoratory) est spécialisé dans le domaine du calcul
matriciel numérique. Tous les objets définis dans le MATLAB les sont donc au
moyen des vecteurs et des matrices/tableaux de nombres. Un ensemble important
d’opérateurs et de fonctions de MATLAB de base facilitent leur manipulation et des
opérations comme par exemple le produit et 1’inversion matricielles (inv), la
transposition (’) ou encore le calcul des valeurs propres, font partie de la bibliothéque
standard. D’autres fonctions servant a la création et a la manipulation de matrices et
de tableaux (diag, rand, ones, zeros, linspace) sont également disponibles en nombre.

L’environnement MATLAB se présente sous la forme d’un espace de travail
(Workspace), ou un interpréteur de commandes exécute des opérations et des fonctions
de MATLAB. Les sources de celles-ci sont disponibles, écrites en “ langage ”
MATLAB, voir en C ou en Fortran. L’utilisateur peut les modifier, mais en s’en
inspirant, il peut surtout créer et rajouter ses propres fonctions.

Le ”langage” MATLAB contient un minimum de structures de programmation
(structure itérative, structure conditionnelle, sous-routine) mais reste tres
rudimentaire. L avantage est qu’il est trés simple et trés rapide a programmer, offrant
une grande tolérance (syntaxe simple, pas de définition des types, etc.), ce qui permet
un gain appreciable en temps de mise au point. L’ingénieur peut par ce moyen étre
plus efficace dans 1’analyse d’un probléme, en concentrant ses efforts sur celui-Ci et
non pas sur I’outil servant a le résoudre.
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V.2 DESCRIPTION DE LA FENETRE MATLAB :

La barre de titre :

La fenétre MATLAB est surmontée par une barre de titre, contenant a sa gauche
une icone et a sa droit les trois boutons << mise en icbne>>,
<<minimisation/maximisation>> et <<fermeture>>.

Barre de titre Barre de menu Barre d’outils fermeture

File Edit Debug Parallel Desktop Window Help
NS & MB 9 & &0 B | @ | CurentFolder| CAProgram File\MATLAB\RD125\bin ~ @
Shortcuts (2] Howto Add (2] What's New

fe >>

T

Barre d’état

FIG 1 : La fenétre principale de logiciel MATLAB.

La barre du menu : Contient 5 fenétres (en général) :
File (fichier) permet d’obtenir I’éditeur de programme ;

Edit (Edition) permet de couper / coller dans la ligne de commande et autre ;
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Debug permet 1’exécution d’un programme et autres ;
Window (fenétre) permet le passage aux différentes du logiciel ;

Help (aide) accede au menu d’aide.

La barre d’outils : La barre d’outils en 9, qui sont souvent des raccourcis de fonctions
contenues dans les menus. De gauche a droit (entre autre) :

Ouvrir un nouveau fichier dans 1’éditeur ;
Rappeler un ancien fichier dans 1’éditeur ;
Couper ;

Copier ;

Coller ;

Annuler ;

Appeler I’aide.

La fenétre de commande : Elles se divisent en deux zones :

La zone historique, qui ne peut étre modifiée, mais dont on peut copier
des pattiers ;

La zone de commande éditable.
La zone de commande permet (comme le nom 1’indique) de taper une commande
qui sera accepté a I’aide de touche <return> ou <entrée>.

V.3 METHODE DE TRAVAIL :

Edition et sauvegarde des fichiers MATLAB : Dans un premier temps, on peut se
contenter d’introduire ses commandes une a une au niveau de 1’espace de travail ou
elles sont interprétées directement.

Cependant, par la suite, il est beaucoup plus pratique d"écrire sa séquence de
commandes complété au moyen d’un éditeur, puis de sauver le tout dans un fichier
avec I’extension « .m ». Cette séquence pourra alors étre exécutée dans MATLAB par
simple introduction du nom du fichier.

Aide en ligne : En plus de I’aide de Window, une aide en ligne est disponible pour
chaque commande de MATLAB. Il suffit d’introduire : « help nom de commande ».
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V.4 CREATION DE FICHIERS DE COMMANDE ET DE FONCTIONS
UTILISATEUR:

Fichiers de commande (”script files”) : Un fichier de commande (script file) est un
fichier ASCII d’extension « .m » contenant une suite de commandes MATLAB. 1l étre
execute directement en tapant simplement son nom dans 1’espace de travail MATLAB.

Fonctions : De nouvelles fonctions peuvent étre ajoutées a MATLAB par I'utilisateur.
Il suffit de creer un fichier de nom

nom_ de_function.m

Contenant les commandes a exécuter et dont I’entéte a le format :
function [liste des arguments de sortie] = nom de fonction (liste des arguments
d’entrée). Contrairement aux fichiers de commande, les variables intervenant dans les

fonctions sont locales. Les
commentaires documentant les fonctions peuvent étre insérés en les faisant précéder

du symbole %.*

File Edit Debug Paratiel Desktop Window Help
T = & By B = O~ &k v =1 | @ | Cc\Users\pciDocumentsi\MATLAB ~ [..] =
Shortcuts (& How to Add 2] What's New

Command Window Re__.Hi} =

Sx >>

Workspace ~ Command Window

FIG 2 : La fenétre d’édition de fichier.
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4\ Open - L&
Regarderdans : | |, MATLAB ~| « ®ck B
&E: Nom Modifié le Type *
: =) £ antrax 09/05/201314:11  MATLAE
récents ) benin 03/09/2003 23:10 MATuul =
£ ) exemchebsh 07/09/200321:20  MATLAK
- ¥ | exemchebaharezki 08/09/200312:27  MATLAF
Bureau ) exemple02 04/09/2003 00:34 MATLAI
. £) exemple2kar 07/09/2003 20:08 MATLAE
‘ '_"Z;‘I ¥ | gradieny 06/09/2003 09:47 MATLAI
Bbiothéques || hessienmxx 06/09/2003 00:03 MATLAL
) hessiennyy 06/09/2003 00:03 MATLAI
&, £ hessienxx 05/09/200317:53  MATLAI
~ | hessienxy 05/09/2003 17:56 MATLAE
Ordinateur ¢ hessienyy 05/09/20031802  MATLAI
¥ | karmarkarexemole 07/09/20032107  MATLAL ~
Q. ! ) m : ’
Réseau Nom du fichier : |"gadenym“ “hessienroocm” "lm;] Ouvrir |
Typesdefichiers:  |MATLAB fies ] Arer |

FIG 3 : La fenétre d’édition de fichier.
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V.5 RESOLUTION DES EXEMPLES ETUDIES SOUS MATLAB :

Voici les figures suivantes qui nous montrent la résolution des problémes étudiés dans les
chapitres précedents (I, 11 et 111) sous le logiciel MATLAB :

File  Edit Debug Parallel Desktop Window Help -7 Editor - C:\Users\Fayssal-ALPATCHINO\Documents\MATLAB\myfund.m

DE|&™B 9 o | &0f 2 | @ | cunent Directory:| ChUsers\Fayssal-ALPA] [ File  Edit Tett Go Cell Tools Debug Desktop Window Help uax
Sharteuts (2] Howto Add 2] What's New DEM|{MBRec|oD-[Aenhi b -BLRBRE BB |swxE: - BOE IO
Comman d Window BB -0 [+ sl x| 0
»» format rat 1 function £ = myfun4(x) H
F s Gl £{1)= ( 17x(1] - 2%x(2) + 3*x(3] - 4%x(4] + S%x(5) - &7x(8) )*(-1) ; % Objectives
ag= [ 53245 -1 3
0-12145 4
244515 5

654321 ]

by =[2:2:3; 4]

b =[ -4 :-4; -4; -5;: -&: -7 ]

ub =[ 2; 3; 4; 5; & :7 ]

x0 = [0; 0; 0; 0; 0; 0 ]
[x,fval] = fminimax(Bmyfund, =0, [],[],aqbo, b, ub)

| myfund ln 5 Col 1 [OWR

FIG 4.1 : probleme I résolu sous MATLAB.

File Edit Debug Parallel Desktop Window  Help

D B| * % E ] [\ | n ﬁ @ ‘ 9 ‘CurrentD\rectory: Ci\Users\Fayssal-ALPATCHIND\Documents\MATLAE  » E] 3
Shorteuts @ Howto Add (7] What's New

Command Window HE?X

¥ =

1317/985
1201/558
4
-5
158/965
96/965

fval =

-4383/148

FIG 4.2 : probléeme I résolu sous MATLAB.
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File Edit Debug Parallel Desktop Window Help 7 Editor - Untitled2* =B %

DS % WE 9 | #e) 2 | @ | curentDirectory: CUsers\Fayssal-APA [ File gt Tew Go Cell Tools Debug  Desktop  Window  Help ¥ nx
© Shortcuts [2] How to Add [#] What's New MNEH|$RBI6 (oD |hasi[b-BRBRE BB |wxe: -| & DO S0
Command Windaw EEE\-+\+K\%9$%9E\Q
S>> 1b =[ -4 ;-4 ;-4 ;-5; -&; -7 ] 1 function £ = myfund (x) =
2 £(1)= ( S*™=(1) - 3*x(2) + 2*x(3) - 4%x(4) + 57Tx(5) - x(&) -2)*(-1) : % Objectives
uwo =[ 2 :3; 45 :6: 7 ] 3 £(2)= (0™x{1) + =(2) + 2%x(3) - x(4] +  4™x(5] - 5™x(E) -Z)7(-1)
a £(3)= (2*x(1) - 4*x(2) + 4*x(3) - 5%x(4) + x(5) = 5%x(§) -3)%(-1)
x0 = [0; 0: 0 0:0;0 ] 5 £(4)= (6%x(1) - 5%x(2) + 4%x(3) - 37x(4) + 2%x(5) - x(6) +&)*(-1)
[%,fval] = fminimax (@myfund,x0,[1,[1, (1, (], b, ub) e
 myfundm x [Ontied2” x
[ myfun4 ln 6 Co 1 |OWR

FIG 5.1 : probleme Il résolu sous MATLAB.

File Edit Debug Parallel Desktop Window Help

D ﬁ| & B . DN ‘h ﬂ @ | 0 ‘ CurrentD\rettory:‘C:\Uxers\Fayssa\-ALPATCHINO\Documents\MATLAE v E][El
! Shotas 2] Howto Add (2] What's New

fval =

=75 -208/3 -257/3 -208/3

FIG 5.2 : probleme 11 résolu sous MATLAB.
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File Edit Debug Parallel Desktop Window Help 7 Editor - C:AUsers\Fayssal-ALPATCHINO\Documents\MATLAB\myfund.m™ =B8] %

TTIEH | 4 B9 o 0 B | © | CurrentDirectory: CAUsers\Fayssal-ALPA [ file it Tet Go  Cell Tools Debug Desktop Window Help e x
* Shortcuts (2] Howta Add & What's New N sRB9 e 29 - Aef |k -BERREBE BB sekiee - HODHE SO
e d Wind H .

ommand Window _‘E:E‘-+|TX|%3§%?H0.
fg>> ag= [ -1.5 3 3.5 -3.7 -2.1 -2.15 1 function £ = myLund (x)

2.25 -1 -3 14 -1 Z- | E(1)= ( 17m(1) - 2¥x(2) + 3*%(3) - 4*x(4) + 5*x(5) — 6%R(E) -2)F(-1) : % Objsctives

238.755 .79 -1.75 3 - £(2)= (6%x(1) - 5*x(2) + 4*x(3) - 3*x(4) + 2*x(5) - x(8) -2)*(-1)

954321 ] al= £(3)= (1¥x(1) - 3*%(2) + 5*x(3) - T*x(4) + 2*x(5] - x(&) -3]*(-1)

by =[2:2:3; 4]

o =[ -4 ;-% ;=% ;-5; -&; -7 1]

ub =[ 2 ;3 % ;5 ;€: 7 ]

x0 = [0; O; 0 : 0O; 0:0 1]

[%,fval] = fminimax (@myfund,x0, [], [],aq,bg, b, ub)

| myfund ln 4 Col 75 [OWR

FIG 6.1 : probleme 111 résolu sous MATLAB.

File Edit Debug Parallel Desktop Window Help

D 6| & ‘ [E h ‘ ﬁ @ @ | @-‘ ‘ CurrentD\rectory:|C:\Users\FayssaI-ALPATCHINO\Documents\MATLAB v [] [y
! Shottauts 2] Howto Add (2] What's New

’

¥ =

-1139/1381
-4
4
-3198/901
1774/ 625
8936/3805

fval =

-11329/287 -3852/79 -4228/M

FIG6.2 : probléme 111 résolu sous MATLAB.
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COCLUSION GENERALE

Notre but dans le cadre de ce mémoire était la résolution de probleme min-max avec la
méthode primal en programmation linéaire et étudié la théorie du contréle optimal.

En premier lieu, nous avons introduit la méthode ADAPTEE pour la resolution
d’un probléme de programmation linéaire.

Nous nous sommes intéresses ensuite a la résolution du probleme min-max avec
des contraintes simples et généralisées en programmation linéaire avec la méthode
ADAPTEE ainsi que des exemples d’applications.

Dans le chapitre 4, nous avons étudié la théorie du contréle optimal tout en donnant ses
différentes notions & savoir la contrélabilité et le Principe du Maximum de Pontriaguine. En
tirant profit de plusieurs recherches déja effectuées a ce sujet, nous avons clarifié et rappelé
certaines définitions, extensions et généralisations ainsi que leurs parametres fondamentaux
et quelques résultats théoriques.

Le dernier chapitre du travail a été consacré a définir le logiciel MATLAB, ainsi que la
résolution des problemes étudies sous MATLAB.
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