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Avant-propos

Ce polycopié s’adresse aux étudiants de la deuxieme année des filieres techniques, plus
particulierement Licence de Physique, Electrotechnique, Electronique et Automatique, ainsi que les
classes préparatoires des grandes écoles.

Dans ce polycopié, j’ai proposé le cours que j’ai présenté aux étudiants de deuxiéme année
Licence en Electrotechnique ainsi que des solutions aux séries d’exercices.

Je tiens a remercier mes collegues: Madame Mezeghrane Lamia, enseignante a
I’Université de Tizi-Ouzou et Madame Mayout Saliha, enseignante a I’Ecole Supérieure des
Sciences Appliquées d’Alger, pour leurs aides et précieuses remarques dont elles m’ont fait part
lors de la rédaction de ce polycopié. Je remercie également Madame Hamoum Karima, enseignante
a I’Université de Tizi-Ouzou, pour m’avoir fait part de ses remarques lors de la lecture du manuscrit
initial.

L’apprentissage ne peut étre efficace sans combiner étroitement ces trois dimensions :
comprendre, savoir faire et s’entrainer. En revanche, s’il organise intelligemment son travail,
I’étudiant pourra s’améliorer dans toutes les disciplines en gérant au mieux son temps et ses efforts,
principale condition de la réussite. Evidemment, pour tirer le meilleur profit de ce polycopié, le
lecteur ne devra consulter le corrigé qu’apres recherche personnelle approfondie.

Cheballah Yamina
Tizi-Ouzou (Algérie), Novembre 2022
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Chapitre 1. Introduction aux équations de Lagrange

Chapitre 1 : Introduction aux équations de Lagrange

1. 1. Formalisme de Lagrange

Afin d’étudier le mouvement des systémes nous utilisons le formalisme de Lagrange. Ce formalise
est construit autour du concept d’énergie. Il permet de contourner les difficultés du formalisme
newtonien en relation avec les notions de forces et de vecteurs. Avant d’aborder ce formalisme, il
est utile de passer en revue quelques notions de base nécessaires.

1. 1. 1. Coordonnées généralisées

La position d’un point matériel m, dans I’espace, par rapport a une origine O, est déterminée, a
I’instant t, par la connaissance du rayon vecteur : Om = 7, ou de trois coordonnées : x, y,z dans un
repére cartésien, r, 8, z en coordonnées cylindriques, r, 8, ¢ en coordonnées sphériques.

. o, . “ 9 - A, - .2 dO ) \ - .
Pour avoir sa position a I’instant ¢t + At, il faut connaitre, en plus, sa vitesse : v = d—:n c’est-a-dire :

dx dy dz ue 1’on peut noter : x,y, Z
dt’dt’dtq P XY,z

Le mouvement de ce point matériel peut étre caractérisé par une fonction des variables :
xX,¥,7z,XY,Zt.

Un systtme de N points matériels est repéré, dans 1’espace, par 3N coordonnées :
X1, X2, oo XN, Y1, Y20 oo » YN» Z15 225 +e» ZN -

Il est plus commode, pour étudier son mouvement, d’utiliser les coordonnées généralisées :
q1,92, >qi,qn avec n = 3N et leurs dérivees: ¢y, qs, ..., 4, -, Gn (I€s 3N coordonnées sont
indépendantes).

Ce systéme a ‘ n degrés de liberté’ sera caractérisé par une fonction L(q;, q;, t) appelée ‘fonction de
Lagrange’ ou ‘lagrangien’.

1. 1. 2. Liaisons et degrés de liberté

On appelle liaison, des contraintes imposées aux mouvements dans 1’espace de N points matériels,
qui constituent le systeme (les 3N coordonnées ne sont pas indépendantes).

Le nombre de degrés de liberté d’un systéme est le nombre minimal de coordonnées indépendantes
qui détermine complétement la position de ce systéme. Il est donné par: n = N, X M — L.

ou n est le nombre de degré de liberté, N. le nombre de coordonnées, M le nombre de points
matériels et L le nombre de liaisons.

1. 1. 3. Exemples
Donner les liaisons, le nombre de degrés de liberté et les coordonnées généralisées adéquates des
systemes (a), (b) et (¢).

a/ Pendule simple de longueur [ :

n=N,XM-1L
n : nombre de degré de liberté.

N, : nombre de coordonnées. Nous avons 2 coordonnées x, y.
M : nombre de points matériels. Nous avons une masse m.

L : nombre de liaisons, c’est 1 :

x% + y? = 2 (la longueur du pendule est constante).

donc: n=2x1—1=1ddl (un degrés de liberté).

La coordonnée généralisée :
q=20.
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b/ Particule oscille dans le creux d’une glissoire parabolique :

y
n=N,XM-—1L A
N, = 2 :nous avons 2 coordonnées x, y.
M = 1:nous avons une masse m.
L = 1:nombre de liaisons, c’est 1 :
y = a x? (la masse se déplace le long d’une parabole). . Qm'
donc: n=2x1-1=1ddl . adt
La coordonnée généralisée : (b) 0 "X

q=x.

¢/ Un pendule doublé, constitué de deux masses m, et m,, suspendues respectivement aux fils sans
masse inextensibles de longueur [, et [, :

0
2222 X1 Xa

v

n=N,XM-—1L

N, = 2 :nous avons 2 coordonnées x et y.
M = 2 :nous avons 2 masses m, et m,.

L = 2 : nombre de liaisons, c’est 2 : 61 ly
If =x{ +y7

3= —x)*+ (2 —y1)?

donc: n=2x2-2=2 ddl my
Vif----
Les coordonnées généralisées : — L,
q=6,etqu=6,. LI
V2 m,
v
y ()

Le nombre de degrés de liberté d’un systéme correspond au nombre n de mouvements indépendants
de ce systeme.

1. 2. Equation de Lagrange pour une particule
1. 2. 1. Equation de Lagrange

Considérons une particule de masse m astreinte & se déplacer. Soit F la résultante des forces
agissant sur la particule. La relation fondamentale de la dynamique s’écrit :

F d*7 dv
=m—=m—
dt? dt
ou v est la vitesse du systéeme.
Soit dw le travail fourni par la force F lors d’un déplacement infinitésimal &7 :

Le déplacement infinitésimal 87 peut s’écrire en fonction de la variation §q de la coordonnée
généralisée q :
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P or

r = aq
Dans ce cas, le travail §w peut se mettre sous la forme :
Sw=F a?a

w = 34 q

On appelle force généralisée conjuguée de q, la quantité F, définie par :

F_(Sw_eaf
17 8q oq

Par conséquent dw s’écrit :
dw = F;.8q

En tenant compte de la relation fondamentale de la dynamique, cette expression peut également
s’écrire :

dv o7
5w=mE.a—
d’autre part :
d ([, or dv ofr , d (o7
(75) = % 5+ o2 au)
orona:
d (o7 o (dr ov
E<E>=%<5)=%
d’ou:
d [, or dv or  0v
E(U.£)=E.£+U.£

_dvoF_d( oF\_ _ov
dt'aq _de\"aq) Vg
Le vecteur vitesse ¥, peut aussi s’écrire :

di oF aq oF
=—= =——.q

U—E—%.E—%.
d’ou:

aﬁ_af-

dq  dq

donc :

dv 6?_ d (., ov L 0V
dt g de\"

Sachant que :

6(1 2)_ 6(1ﬁq>_1 aﬁwaﬁﬁ 1
ag\2" ) Tag\2"Y) T 2\8qV T5¢") T 2
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etque :

6(1 2)_6(1ﬁﬁ>_1 6ﬁﬁ+61‘5ﬁ _12 AN
aq ZU " dq ZU'U 2 aq” 6qv T2 ”'aq _"'aq

on obtient :

dv or d[6<1 2) 6(1 2)
——=— ==V ==V
dt 0q dtlog\2 dq \2

L’expression du travail dw peut alors s’écrire :

om0 o

Sionnote T = Emv2 I’énergie cinétique de la masse m, on obtient :

o (o) o

on obtient les deux expressions équivalentes du travail Sw :

{d BT] aT}(S —E.s
delagl ~ aqf°1 = w0

On obtient I’équation de d’ Alembert pour un systéme a un degré de liberté :

d BT] aT_F
dtlogl oq ¢

1. 2. 2. Cas des systéemes conservatifs
Dans le cas des systémes conservatifs, la force appliquée au systéme dérive d’un potentiel U et
s’écrit :

L’équation de Lagrange est donnée par :

d[@T) oT _ aU
dtlogl oq  agq
d [0T] o(T —U)
L4 v,
dtloq dq

" )y : . . . s ou
Généralement, 1’énergie potentielle U ne dépend pas de la vitesse, c’est-a-dire que Frie 0.

L’équation de Lagrange peut alors s’écrire :

d [o(T-U)| a(T—-U)

dt| dq aq 0

On introduit la fonction de Lagrange (ou lagrangien du systéme), qui est la différence de 1’énergie
cinétique et de 1’énergie potentielle :

L=T-U
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D’ou la forme de I’équation de Lagrange dans le cas d’un systéme conservatif :

d <6L) oL

dt\og) dq

1. 2. 3. Cas des forces de frottements dépendant de la vitesse

Considérons une situation dans laquelle le systéeme est soumis a des forces de frottement de
viscosité dont la résultante fest de la forme : f = —av

L’équation de Lagrange s’écrit :

d <6L) oL aD

dt\ag) dq  9q

1. 2. 4. Cas d’une force extérieure dépendant du temps

Considérons le cas plus général d’une force extérieure dépendant du temps, agissant sur un systeme
qui est le siege de forces de frottement qui dérivent d’une fonction de dissipation D. Soit F, , la
force extérieure. Dans ce cas, 1’équation de Lagrange peut s’écrire sous la forme suivante :

d (0L\ 0L aD )
a(%) _@ - _E_i' Fe,q - _.Bq +Fe,q

1. 3. Systéme a plusieurs degrés de liberté

Dans le cas général d’un systéme a plusieurs degrés de liberté, il y a autant d’équation de Lagrange
que de degrés de liberté. Ainsi, si le systéme possede N degrés de liberté, il est nécessaire d’avoir N
coordonnées généralisées g;(i = 1,2, 3, ..., N) ; nous aurons ainsi N équations de Lagrange :

d(aL) oL aD+F s
dt\doq,) adq;  ag; ©% (i=123,..,N)
ol F, 4 est une force extérieure.

1. 4. Rappels

1. 4. 1. Energie potentielle

1. 4.1. 1. Energie potentielle gravitationnelle (de pesanteur)

M¢éthode rapide pour le calcul de 1’énergie potentielle gravitationnelle :

- Faire correspondre I’origine de I’énergie potentielle (U, = 0) avec I’origine des coordonnées.
- Trouver I’expression de I’ordonnée z du point matériel, dans le repére choisi.

Uy = tmgZ

Uy > 0 si la masse est au dessus de U, = 0 et U, < 0 dans le cas contraire.

Démonstration
On suppose qu’un objet de masse m passe d’une altitude Z, a Z.

o= . . . Z
Le poids P est une force conservative, donc elle dérive d’un potentiel : R
m
— [ - - ZA -4
P=—gradUg=>Ug=—fP.dZ A
PY
= { 0 Zpl ’ )
~ mg e
= _ (0
dz = {dZ
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Ug =~ ZBmg az = —mg[lefﬁ =-—mg(Zp — Z,)
Za
Onpose:Z =272,—"Zg ZA
donc U, = mgZ Zy 1 ("—\I‘.
On suppose maintenant que 1’objet de masse m passe de I’altitude Zz a Z,, : ~ T
Ug = — ZAmg dZ = —mg[dZ]é‘gl =-mg(Z, —Zg) = —mgZ ot @m
Zp 3

donc U, = tmgZ

Exemple 1 : Calcul de I’énergie potentielle gravitationnelle

U, =

Om=0M=1

Repos (eéquilibre) Mouvement (oscillations)

Ug = Ugm + Ugy = mgh — MgH

Ona:

H
l

~| =

cosf = =>H=h=1cosb

Uy =(m—M)glcos6

Ona:
2
0 <K1=>cosf=1- 97 (Développement de Taylor).
d’ou:
62 1 ,
Uy = (m— M)gl 1—7 = Uy =E(M—m)gl9 +mgl — Mgl

—l — 2 st
:Ug—Z(M m)gle* + C
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Exemple 2 : Calcul de I’énergie potentielle gravitationnelle
Méthode 1

Ug=—jﬁ.d0_m’

Pl
mg

—(xy, =1 sinf
Om{ym =1 cosf

dom %m =16 cos@
dt (y,, = —1 6sin@
0
Uy = —f —mgl sinf df = mglf sin @ d6 = mgl [—cos 9]8
0

= mgl [— cos @ + cos 0 = mgl [1 — cos 9]]

Ona:

92
9<<1:c056:1—7
donc :

6% 1
U, = mgl 1—1+7 =Emg102

Méthode 2

On choisit Uy = 0 a I’origine du repére Uy
Uy = —mgH

Ona:

H
cosBzT:>H=lc059

donc :
Uy = —mglcos @
Ona:
92
9<<1:>cost921—?

d’ou:

U, = [1 o _1 162 l—1 16% + Cst
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Méthode 3
On choisit U, = 0 a la position d’équilibre

Uy = mgh

Ona:
l=d+h=>h=1-d
et

d
c059=7:>d=lc059

donc :

h=1—-1cos =1(1—cosB)
d’ou

Uy = mgl (1 — cos8)

Ona: U, =
E 7
9<<1:cosé?z1—7
d’ou:
62 1 5
Uy = mgl 1—1+7 =Emglt9

1.4.1. 2. Energie potentielle élastique
1
Ue = Ekxz

tel que k est la constante de raideur du ressort.
x est I’allongement ou le raccourcissement du ressort par rapport a la longueur a vide de celui-ci.

Exemples

a/ Ressort vertical

On considere une masse accrochée a un ressort de constante de raideur k. On 1’écarte verticalement
de sa position d’équilibre puis on le lache sans vitesse initiale.

La tension T est une force conservative, donc elle dérive d’un potentiel :

LLLL
T Yo
T0
TY
ressort
ressort en ressort M
avide squili ol
équilibre mouvement Y

l, : longueur a vide.
Y, : allongement du ressort a I’équilibre.
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Tz—gradUe :>Ue=—f?.d—>y

= 0 ]

T = Loi de Hooke
{—l(c)(y + Yo)

dy = {dy

y y 1
Vo= —k+ydy=k [ @) dy=k0+ 707,
Yo 1 —Yo 1
=kl +y0)* = v = y0)*] = 5 k(y +y0)°

Tel que (y + yo) est ’allongement du ressort par rapport a la longueur a vide de celui-ci.

b/ Ressort horizontal

Equilibre

!: Mouvement

S

;;

T =—grad U, =>Ue=—JT.E;
T=—kxi
dx =dx1
X X k 1
U, = —f —kx dx = kf x dx = = [x]§ = s kx?
0 0 2 2
Tel que x est I’allongement du ressort par rapport a la longueur a vide de celui-ci.
1. 4. 2. Energie cinétique

Energie cinétique de translation

1
T = = muv?
va

NB : Pour un systéme de N points T = YN, T;
Energie cinétique de rotation

1 .
T =-]6?

U

Tel que 6 est la vitesse angulaire et J est le moment d’inerte du corps par rapport & un axe de
rotation passant par le centre de gravité.
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1. 4. 3. Moment d’inertie

Moment d’inertie d’un point matériel

Le moment d’inertie J,, par rapport a un axe fixe A, d’un point matériel
de masse m, situé a une distance r de cet axe, est donné par :

Jy = mr?

Moment d’inerte d’un solide

Le moment d’inertie J,, par rapport a un axe fixe A, d’un solide (s)

de masse totale m, est égale a la somme (intégrale) des moments
d’inertie par rapport a ’axe A des masses élémentaires dm le constituant :

]A = J-Tzdm
(s)

Solide

e Moment d’inertie d’une masse ponctuelle m qui tourne autour d’un axe fixe (A), situé a une
distance Ldem : ] =m[?

(d)

e Cylindre de masse M et de rayon R, ou disque plein de masse M et de rayon R :

4)

_1MR2
/=3

A M

@ (RN =

e Barre par rapport a un axe perpendiculaire passant par le centre de gravité G:
]:%Mﬁ

- -----

o~

(&)

10
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Exemple : Calcul de moment d’inertie

x_______
L
1
[
1
v
=

M G L
L
2 () 2

A= % = dM = AdL (A:densité linéique)

NB:danscecasdL =dxetr =x
L L
2 2
J =] =frszzfxszzfxz/ldxz/lfozdxzblf x2dx
— 0
2
(car x? est paire)

22 L 1
=2 =y 12
J=5l=1

e Barre par rapport & un axe perpendiculaire passant par son extrémite, située a une distance d
du centre de gravité :

J == Mi2 + Ma?
12

C’est le théoréme de Huygens-Steiner.

M G

. X |

i< > L

| d

Q)

1. 4. 4. Condition d’équilibre
au
% lg=qo = 0

Tel que : U = Uy + U, c’est I’énergie potentielle du systeme, g la coordonnée généralisée et g, la
coordonnée généralisee a I’équilibre.

1. 4. 4. 1. Condition d’équilibre stable

0%U

— >0
2
9q a=q

0

C’est aussi une condition d’oscillation.

11
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1. 4. 4. 2. Condition d’équilibre instable

02U

Eﬂ;; <0

4a=qo

Exemple : Condition d’oscillation d’un systéme
La condition d’oscillation est :

02U S0
002 |,_,
L’¢énergie potentielle du systéeme ci-contre est donnée par :

1
U= E(ka2 + mgl)6?

Ona:

ou 5

Fri (ka* +mgl)6
02U 5

307 = (ka*+mgl) >0

NB : cette condition est toujours vérifiée.

12
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Chapitre 2. Oscillations libres des systemes a un degré de liberté

2. 1. Oscillations libres des systemes non amorties

Un oscillateur, en régime libre non amorti, est un objet ou une quantité physique qui montre une
variation périodique autour d’une position d’équilibre (un systeme physique est en équilibre, si ses
caractéristiques physiques (position, vitesse, charge électrique,.. sont constantes dans le temps).

Un oscillateur harmonique a un degré de liberté g est un systéme physique dont 1’évolution au cours
du temps, en I’absence d’amortissement et de force d’entrainement extérieure, est régie par
I’équation différentielle linéaire :

G+ wiqg=0

ou w, (rad/s) est la pulsation propre, c’est le nombre d’oscillations effectuées durant un temps
2.

2m
0)0 = 27Tf0 = T_O

Tel que T, est la période propre (s), c’est la durée au bout de laquelle les oscillations se
reproduisent identiques a elles-mémes.

fo= Ti est la fréquence propre (s~ = Hertz), c’est le nombre d’oscillations effectuées par unité
0
de temps.

Si un systéeme, abandonné a lui-méme, évolue de part et d’autre de la position d’équilibre, on parle
alors d’oscillations libres. L’énergie totale du systéme se conserve au cours du temps.

Pour un systéme libre, a un degré de liberté, I’équation de Lagrange s’écrit :

d <6L) oL 0

dt\oq) dq

NB : Le lagrangien est donné par L = T(q,) — U(q;), ou T(q,) et U(q;) sont I’énergie cinétique et

I’énergie potentielle du systéme.

2. 1. 1. Exemples d’oscillateur harmonique

2.1. 1. 1. Systéme masse-ressort

Le systéeme masse-ressort se comporte comme un oscillateur harmonique dans la limite des petites
oscillations, c¢’est-a-dire la force de rappel est proportionnelle a son élongation.

Soit une masse m attachée a un ressort de constante de raideur k. On déplace la masse m le long de
I’axe x, puis on la lache sans vitesse initiale. Elle oscille autour de sa position d’équilibre O.

Equation du mouvement :
d (6L> oL
dt\ox) odx

13
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U=%kx2 ,

k ' om
d’ou : "’ x A I’équilibre

1 1 |

L=Em5c2—5kx2 Oi
oL_1, i
63'6_2 mx =mx .

k T): Ak?m
-\ = :mx 0| N
dt \ox L 1P
oL 1 -«
—=_22 = — VX
o > kx kx X
donc :

miX+kx =0 =>5c'+ax=0
On pose :
k k

2
w :_:>(,L)0: —_—
0 m m

w, est la pulsation propre du systeme ou fréquence angulaire.
d’ou:
¥+ wix=0

C’est I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique.

On cherche des solutions de la forme : x(t) = e™ = x(t) =re™ =rx
eti(t) =r%et =r?x

L’équation différentielle s’écritalors : r’ x + wd x = 0 > r? + w§ = 0 = r = tjw,
La solution est alors de la forme : x(t) = A, e/®ot + B e /@0t

NB : A; et B; sont des complexes conjugués
A, =Cel? etB, = Ce™J?

d’ou:
x(t)=C el (@ot+9) +C e~ J(wot+9)

ej(w()t"'(p) + e_j(w0t+(p)
x(t) = 2C ( )
2
x(t) = 2C cos(wot + @)
Onpose 2C = A
d’ou:

x(t) = A cos(wot + @)
C’est une forme simplifiée de la solution de 1’équation différentielle d’un oscillateur harmonique.

14
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Tel que :

A : amplitude des oscillations, donnée en (m).
¢ : phase initiale a t = 0 s, donnée en (rad).
(wot + @) : phase a I’instant ¢t.

T_27r_2 m
O_wo_ T k
1 1 |k

fo==

Ty 2mm

Déterminationde A et ¢ :
On suppose les conditions initiales suivantes :

at=0s, x=xometx =0m/s.
x(t) = Acos(wyt + @) = x(t) = —A wy sin(wet + @)

Xo

x(0) Cos @ = X, cos ¢
x(0) = —A wysing =0=sinpg=0 =2¢=0,7
Sip=0:

Xo
A - T == xo > 0
(Possible car A est positive donc ¢ = 0)
Sip=m:

Xo

= __1 = _xo < 0

(Impossible car A est positive donc ¢ # m)
d’ou:

x(t) = xg cos(wyt)

2.1. 1. 2. Pendule simple
Un pendule est constitué d’une masse m attachée au bout d’une tige (ou corde) de longueur [.
La position d’équilibre correspond a 6(t) = 0.

On écarte la masse d’un angle 6 et on la lache sans vitesse initiale. 0 X
Z22Z.

Equation du mouvement :

Energie cinétique : o\ |
1

T = -mv?
) mv

m{xf;SIHQ y - -
y =lcos@ P

ﬁ:dm{fc=lcosed6=lé cos 6 y

dt ly=—1sin6do =—10sinb
v=4x%+y = /1262 cos2 0 + 12 §2sin? f = /1262 (cos? 6 +sin26 ) =16
d’ou:

1.
T == m 1?42
zm

15
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Ou bien :
T—1 62
_2]

]=ml2 0

d’ou: U =0 -----mmmemm Z
1 .
T =-ml?6?
>m
Energie potentiel gravitationnelle :
On choisit U; = 0 a I’origine du repére.
Ug = —mgh y
h=1lcosé

d’ou: y

Uy = —mgl cos @
Ou bien :
P est une force conservatrice, elle dérive donc d’un potentiel :

P=—-gradUy,=P=—-——>U =—fP.dx

dx 9
Onaalors:
Ug = —fﬁ.dOm
ﬁ{ 0
mg

dOm{ 16 cos 6
dt (—10sin6

—

P.dOm = —mgldf sin 6

6 0
Uy = —L —mglsin 6 d6 = mgl sin @ d6 = mgl [— cos 0]271/2 = mgl (— cos 0)

TL'/ 37'[/
2 2
= Uy, = —mgl cos

Lagrangien du systéeme :

ml?6? + mgl cos @ — mgl
Equation de Lagrange :

d <6L) oL

dt\go/) 96

16
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

oL sin
5 — —Mmglsin
d’ou:

0z ] . mgl . g .
ml“0 + mglsin =0 =0 +Wsm9 = 0=>6+Tsm9 =0
L’équation du pendule simple est non linéaire. Si on limite le mouvement aux petites oscillations
(8 «< 1), on peut utiliser un développement de la fonction sinus en série de Taylor :

3 95

sin9=9—§+§+---

Dans la limite des petites oscillations, on a :
sinf = 6
Dans ce cas, une solution analytique peut étre trouvée.

d’ou:
6+70=0
On pose :

, 9 g

‘w,’ c’est la pulsation propre des oscillations.

d’ou:

6 + w2 @ = 0, c’est une équation différentielle linéaire de second ordre.

La solution d’une telle équation est de la forme :

0(t) = 0,, cos(wet + @), c’est I’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique.
6, et @ sont définis par les conditions initiales.

NB :
Dans la limite de petites oscillations (6 << 1), 0na:
sind = 0
02
6~1——
COoSs 2

2. 1. 1. 3. Oscillateur électrique - Circuit LC
C’est un systéeme dont 1’évolution est décrite par la variation périodique (ou pseudopériodique)
d’une grandeur électrique.

Considérons un circuit LC constitué d’une bobine d’inductance L et de résistance négligeable et un
condensateur de capacité C, préalablement chargé.
Lorsqu’il se décharge, le condensateur produit un courant
électrique qui renforce le champ magnétique dans la bobine.
Ce dernier, induit un courant électrique dans les enroulements

de cette bobine pour charger le condensateur. Ce processus Uc T —
est répéteé continuellement de fagcon comparable au processus
de balancement d’un pendule simple. Au cours des oscillations

[

<
<

—C L l%

. . . . . , . . , . 1
libres d’un circuit LC, il y a transformation de I’énergie potentiel électrique (EC = qu)

. . . - 1, ., . .
emmagasinée par le condensateur, en énergie magnétique (EL =5 Li ) emmagasinée par la bobine
et réciproquement. Nous parlons donc d’oscillations électriques.

17
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Equation différentielle :
Loi des mailles :
U,+U:=0
Ona:
U di

=Ly
et

alors :
d*q q q
L—+—=-=0=g
a2 ' ¢ 17 7c
On pose :

2 1 1
@0 =T @0 = I

T, = i—’: = 2nVLC, c’est la période propre.

c’est la pulsation propre des oscillations libres du circuit LC.

Onaalors: §+ w3q =0

La solution d’une telle équation est de la forme :

q(t) = qm cos(wot + @)

ouU g,, > 0 est la charge maximale de I’armature positive du condensateur.

qm €t @ sont déterminées par les conditions initiales (valeur de U, a I’instant t = 0 (5s)).

Analogie entre oscillateurs mécanique et électrique
Le tableau suivant montre les analogies entre les systemes mécaniques et électriques.

Systeme Mécanique

Systeme Electrique

Masse m

Constante de rappel k
Déplacement x
Vitesse v = x

Pulsation w, = \/E
m
Période T, = Zn\/%

. .. 1 .
Energie cinétique T = mez
1

Energie potentielle (élastique) U = Ekx2

Self L
Capacité C
Charge g
Intensité i = ¢
Pulsation wy = —
0™ Vit
Période Ty = 2nVLC
Energie magnétique E, = % Li?

Energie électrique E, = iqz

18
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Comment expliquer I’influence de la valeur de la résistance sur le régime de fonctionnement d’un
circuit LC ?

Soit r la résistance interne de la bobine.

Sir=0Q:

A t =0s, le condensateur est complétement chargé et la totalit¢é de 1’énergie du circuit est
emmagasinée dans le condensateur. Le condensateur envoie son énergie vers la bobine. Cette
derniére transfert 1’énergie vers le condensateur qui recommence.

Sir#0Q:

Lorsque la résistance est non nulle, cette derniére consomme une partie de 1’énergie totale échangée
a chaque période. Cette consommation diminue progressivement 1’énergie totale du circuit ce qui
conduit a la diminution de I’amplitude de U.

Au bout de I’expérience, I’énergie du circuit est complétement consommeée dans la résistance sous
forme d’énergie thermique (chaleur) par effet Joule.

2. 2. Oscillations libres des systemes amortis
En pratique, plusieurs forces s’exercent sur un oscillateur harmonique, et tendent a réduire ses
oscillations. On appelle ce genre de forces, les forces d’amortissement. Un mod¢le utile est celui
des forces de frottement qui sont a 1’origine de la perte d’énergie mécanique du systéme sous forme
de chaleur. Nous allons nous limiter, dans notre étude, au cas simple ou les pertes d’énergie sont
dues a des frottements visqueux (le systéme est en mouvement dans un fluide : liquide ou gaz) pour
lesquels les forces de frottement qui s’opposent au mouvement sont proportionnelle a la vitesse v :
F =—av.
a est le coefficient de frottement visqueux (N.s.m™1)

a

[ =
L L

Le frottement visqueux est schématisé par un amortisseur

. RPN . , . .. . , 1
Un amortisseur est associé a une fonction appelée fonction de dissipation, donnée par: D = E“vz'

2. 2. 1. Equation de Lagrange des systémes non conservatifs (dissipatifs)
L’équation de Lagrange associée a de tels systémes est donnée par :

d<6L) 6L_ aD
dt\ag) dq  9q

d’ou:
G+wiq=—-BqeG+pq+w5q=0

C’est une équation différentielle du second ordre qui peut se mettre sous la forme :
j+26q+wiq=0

ou § est le coefficient d’amortissement.

2. 2. 2. Exemple : Pendule élastique horizontal
On considére une masse attachée a 1’extrémité d’un ressort de masse négligeable et de constante de
raideur k. La masse est soumise a une force proportionnelle a sa vitesse : F = —a x.
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La fonction de dissipation est donnée par :

k m
l)zzaxz JovooUoy .y

1 =%
L=T—U=Em5c2—5kx2 T777TT7TI 777777
Equation de Lagrange :
d (dL\ 0L oD N . N . L
—(—,)——:——,:>mx+kx=—ax:>mx+ax+kx=0:>x+—x+—x=0
dt\dx/ Ox dax m m

C’est une équation différentielle du second ordre a coefficient constant, qui peut se mettre sous la
forme: ¥ + 26x+ w3 x =0
a

ouz2é = % =6 = ppE facteur ou coefficient d’amortissement (s~1).

Wy = \/g : pulsation propre (rad/s).

2. 2. 2. 1. Résolution de I’équation différentielle
On cherche des solutions sous la forme x(t) = e = x(t) = re"* =rx
eti(t) =r%et =r?x

L’équation différentielle s’écritalors : 72 x + 28 rx+ wix =0=>r2+28r+wf =0
On obtient une équation de second degré en r dite équation caractéristique.

Les solutions de 1’équation différentielle dépendent du type des racines de 1’équation
caractéristique.

- Calculons le discriminant réduit

Rappel
ar’4+2br+c=0
A=b%—-ac

Ona: r?2+26871+ wi =0, c’est ’équation caractéristique.
A=68%—w?
D’apreés le signe du discriminant, nous aurons trois types de solutions :

2. 2. 2. 2. Régime sur amorti ou apériodique ou régime fortement amorti
A>0=6>w,
L’équation admet deux racines réelles distinctes :

e X

N2 =
’ a

donc
7'1‘2 =-6 i_ ’62 - (L)g

La solution de I’équation différentielle s’écrit :
x(t) =Ae™t + Be™t
donc

x(t) =A e<_6+‘/m>t +B e(_g_‘]m)t

v
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2_,y2 _ 2_ .2
= x(t) =% <A Oy pe® wo't>

A et B sont déterminées a partir des conditions initiales. x
NB : La masse revient lentement a sa position d’équilibre. A

2. 2. 2. 3. Régime critique

A: 0=68= Wy
L’équation admet une racine double :
b
n=r,=——=-6
1 2 a

La solution de 1’équation différentielle est de la forme :
x(t) =Ae™t + Be™t

donc
x(t) = e % (At +B)

A et B sont déterminées a partir des conditions initiales.

v

NB: La masse revient plus vite a sa position d’équilibre comparativement au mouvement

apériodique.

Démonstration
Onauneracinedouble:r, =7, = -6

La solution est donc de laforme : x(t) = Ae %+ Be % = (A+B).e % = (C.e7%

Méthode de la variation de la constante :

x(t) = C(t).e %t

x(t) = C(t).e 0% = 65.C(t). et

() = C(0).e ™ —5.C(t).e7% — [6.C().e 7%t — 52.C(t). %]
=>i(t)=C(t).e 8 —8.C(t).e % —5.C(t).e % + 62.C(t).e™ %
Ona: ¥+28x+ wix=0

d’ou :

C(t).e %t —68.C(t).e % —6.C().e % + 62.C(t).e 8 4+ 26C(t).e %t — 26%C(t). et

+ wiC(t).e %t =0=C(t) —6%.C(t) + wiC(t) =0
Ona:d = wydonc —52.C(t) + w3C(t) =0

d’ou:
CH)=0=C(t)=AetC(t)=At+B

donc x(t) = (At + B).e~ %

2. 2. 2. 4. Régime sous amorti ou pseudopériodique ou faiblement amorti

A< 0=6<w,
L’équation admet deux solutions complexes conjuguées :

—b++A

N2 =
’ a
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donc

r,=-0% /—(wg —62)=—-6+j /a)g — 62

La solution de I’équation différentielle est de la forme :
x(t) = A et + A, e™t

donc
x(t) = Ae % cos(w,.t + @)

Tel que w, = \/w§ — 82 : pseudo pulsation ou pulsation de I’oscillateur amorti.
A et ¢ sont déterminées par les conditions initiales.

x
A
cos(wp. t+ (p)
A S~
- — Ae 0t
/\ /\ /\ ~~~~~~~~~ C’est une sinusoide amortie
7AN comprise entre deux

\Z >t
\/ \/ \/ \/ \/ y _____ enveloppes +4 e~%¢
TN

—AF- —Ae%

Démonstration
L’équation admet deux solutions complexes conjuguées :

r,=-6% /—(wg —62)=—-6+j /wg — 52

La solution générale de 1’équation différentielle s’écrit alors :
x(t) =A; et + A, et

—8+j /wz—tSZ)t <—6—j /wz—tSZ)t
x(t) = A, e< ° +A,e °

Ona:w, =+ wZ — 52: pseudo pulsation de ’oscillateur amorti.

d’ou:

x(t) = Ay eCEHiop)t 4 g o(=8-jwp)t
A, et A, sont des complexes conjugués :
A, = Be/? et A, = Be /¢

d’ou :

x(t) =B e~ ot ej(wp“"/’) 4+ Be 0t e—j(wp“'(l’)
el(wpt+p) o —j(wpt+e)

x(t) = 2B e“”( z

x(t) = 2B e~% cos(wpt + ®)
Onpose 2B =A
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d’ou:
x(t) =Ae % cos(wpt +¢)

NB : Les trois solutions tendent asymptotiquement vers 0, elles correspondent toutes a un régime
transitoire.

2. 2. 3. Grandeurs caractéristiques
a/ Pseudo période
Intervalle de temps séparant deux maximums ou minimums successifs de x(t).

T, _z2m__ 2m 27T/a’o _ Ty
: Wp \/w§—62 1 52 1 52
g wg

NB : T, : période propre du systeme non-amorti.
Ona:T, <T,.
b/ Pseudo fréquence

w, ~w§— 62

T 27m 2m

c/ Décrément logarithmique
Le décrément logarithmique ‘D’ caractérise la décroissance d’amplitude. C’est le logarithme
népérien ‘In’ du rapport de deux extremums consécutifs de méme signe de x(t).

—AF-

x(t) =Ae % cos(a)pt +¢)

Tel que : w, = /w§ — 62

nx(tl) —In x(t1) —In
x(tz)  x(ty +Tp)
=lner =6 T,

Ae %% cos(wpty + )
A e~8(t1+Ty) cos(wy(ty + Tp) + @)

D=1 =1 !
B - n[e'5TP]

NB : Pour plusieurs périodes : T =n T,

!

D
D'=néT,=D=—
n

Remarque
La pseudo période et le décrément logarithmique n’ont de sens que si le régime est pseudo
périodique.
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

d/ Constante de temps et temps de relaxation
Le coefficient d’amortissement § = % tel que 7 est une constante de temps. C’est le temps

nécessaire pour que I’amplitude passe de Apat =0a i—o =037 4,at=r.
En fait, on utilise la quantité ,- appelée temps de relaxation définit par :

T 1
=372

e/ Facteur de Qualité
Le facteur de qualité est une grandeur qui traduit I’aptitude du systéme considéré a garder son
énergie tout en oscillant. On définit le facteur de qualité Q par les expressions :

w
Qzﬁoquworr

Il existe également deux autres définitions de Q liées :

e L’une al’énergie: Q = —2m &
Ou E = E(t) est I’énergie totale du systtme a l’'instant ¢t et AE = E (t+Tp) — E(t) est

I’énergie dissipée pendant la pseudo-période.

Démonstration
Dans le cas d’un régime pseudo périodique (§ < wy) :
x(t) = Ae % cos(wyt + @) ~ Acos(wyt + @)

-8t o, — [2 ~
Care™ = letw, = w5 —6%= w,

En considérant I’exemple du pendule élastique horizontal (§ 2.2.2), 1’énergie totale du systéme est
donnée par :
1 1
E=T+U =Em5c2 +Ekx2
x = Acos(wot + @) = x2 = A% cos?(wot + @)
x = —A wgsin(wyt + @) = %% = A2wi sin?(w,t + @)

d’ou:
1 2 2.2 1 2. 2
E =§mA w§ sin“(wot + @) +§kA cos“(wot + @)
Ona:
k f 5
= —_— =
Wy — mw§
d’ou:
1 2 2.2 1 222 ~nyc2
E =§mA w§ sin®(wot + @) +Em w§A? cos*(wot + @)
1 2 2p.n2 .2 1 2 2
=>E =§mA wglcos?(wot + @) + sin“(wot + @)] =§mA wh

L’énergie dissipée pendant une pseudo-période correspond au travail de la force de frottement
donnée par :

f@®) =—ax(t)
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

tel que a est le coefficient de frottement.

d’ou:
t+T, t+T,
AE = f f(t)dx = f —a x(t) dx
t t
Ona:
dx
X=—>=>dx=xdt
dt
d’ou:
t+T, t+T, t+T,
AE = —a J x2dt=—«a j A?w3 sin?(wot + @) dt = —a A%w? f sin?(wot + @) dt
t t t
Ona:

1 — cos2(wot + @)

sin?(wot + @) =

2
d’ou:
t+T, t+T,
1 — cos 2(wyt + 1 1
AE = —a A?w} f [ ; 0 QD)] dt = —a A*w} f [E_ECOS 2(w0t+(p)] dt
‘ t+T, ‘
t p 1 ) t4T,
= —a A’w? {[EL — 4_a)(, [sin 2(wot + (p)]t p}
= —a A%w} {% [t+Tp —t] — ﬁ [sin 2(wq(t + Tp) + @) — sin 2(wyt + (p)]}
0
Ona:
sin Z(wo(t + Tp) + (p) = sin Z(wot + (p)
eton a
21
Tp =Ty =—
Wo
donc
To 21
AE = —a Azw(z)? =—a Azwgz—wo = —a A’w,T

Le facteur de qualité Q est donné par :

_ E ) %mAzw(z) _ mawy
Q=—2n e =20 o)~

Le coefficient d’amortissement & est donneé par :

a
S=—>=a=2mb
2m

donc :
mw,
Q=-—p=

2mé 26
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

’ 3 0 =9 _Ir
e L’autre a la bande passante B : Q = o = of
ou Aw et Af sont des quantités définies dans le cas des oscillations forcées :
B=Aw=w, — wq, (0, > w;)

w4 et w, correspondent aux amplitudes A(w-) et A(w,), tel que :

Awy) = Alw;) = 22
1 2 ‘\/E
w, et f, désignent respectivement la pulsation et la fréquence de la résonance.
Dans le cas de I’amortissement tres faible (§ < wg), on montre d’une part que —2m & = ;’—; et

d’autre part que AQ ~ 26 et Q, = w,. Il en résulte que les deux derniéres définitions du facteur de
qualité sont dans ce cas équivalentes a la définition donnée en premier : Q = ;’—;.

Notons qu’un grand nombre d’oscillateurs, principalement électriques, sont caractérisés par un
amortissement tres faible et la derniére définition de Q est utilisée.

Remarque
Plus I’amortissement est faible, plus la qualité du systéme est meilleure. Plus le facteur de qualité
est grand, moins le systéme dissipe de I’énergie.

2. 2. 4. Oscillateur électrique
Soit un circuit électrique constitué d’une résistance R, d’un condensateur de capacité C et d’une
bobine d’inductance L, en série.

i((t)

Ona: »>
UR+UC+UL=0

g di e | == ¢ r| | T
Ri+—=+L—=0

C dt L
Ona: ‘_,ma
l._d_CI_. UL(t)
BT
donc
di d’q
dc dez ¢
d’ou:

L"+R'+q 0 "+R'+—1 0
iy =) —_ =
q q I q Lq LCq

Qui s’écrit sous la forme : § + 26G + wiq =0

C’est I’équation d’un oscillateur harmonique amortie, tel que :
R : .

6= 71 facteur ou coefficient d’amortissement.

1, . \
Wo = 7= pulsation propre du systéme.
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

2. 3. Enoncés des exercices

Partie | : Oscillations non amorties

Exercice 1

Une tige de longueur [ et de masse négligeable est suspendue a un support horizontal fixe en 0. Elle
porte a son extrémité une masse m. A une distance OA = a du support, on la fixe a un autre support
vertical par I’intermédiaire d’un ressort. La masse est écartée 1égérement de sa position d’équilibre
(verticale) puis relachée. On étudie les oscillations de faibles amplitudes autour de la position
d’équilibre.

1- Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systéme puis I’équation différentielle du
mouvement.

2- Quelle est la pulsation propre w, des oscillations du systéme. Ce systéme peut-il ne pas osciller ?

1
1
1
1
|
1

. v

Exercice 2

On considére le systeme oscillatoire suivant :

Un cylindre de masse M et de rayon R roule sans glisser, ¢’est-a-dire que lorsqu’il tourne de 6, son
" . . . . 1
centre de gravité se déplace de x. Le moment d’inertie du cylindre est | = EMRZ.

1- Déterminer 1’énergie cinétique et I’énergie potentielle du systeme. En déduire le lagrangien.
2- Trouver I’équation du mouvement. En déduire la période propre des oscillations.

Exercice 3
Un circuit électrique est constitué d’une self d’inductance L de résistance négligeable et d’un
condensateur de capacité C. On lui fournit une charge initiale g, et on I’abandonne a lui méme.
1- Ecrire I’équation qui régit la charge q(t) du condensateur.
2- Résoudre cette équation et déterminer la période propre de cet oscillateur. Faire 1’application
numérique pour L = 0.5 H, C = 0.5 uF.
3- Calculer I’énergie du condensateur ainsi que celle de la self et 1’énergie totale du circuit. Que
remarque-t-on ?
4- Faire I’analogie avec le systéme mécanique constitué d’une masse m attachée a un ressort.
5- Faire I’analogie avec un pendule simple. .
U

<&
<
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

Partie Il : Oscillations amorties

Exercice 4

On considére un pendule simple dans lequel un point matériel de masse m est relié par
I’intermédiaire d’un fil de masse négligeable et de longueur [ constante. On suppose que le pendule
est soumis a une force de frottement fluide exercée par I’air de la forme f = —av, ou a est une
constante positive et v la vitesse.

1- Ecrire I’équation différentielle décrivant le mouvement du pendule.

2- Dans I’approximation des petites oscillations, montrer que I’équation précédente peut se mettre
sous la forme : 8 + Bwof + w20 = 0, ou B et w, sont des coefficients & déterminer en fonction des
paramétres du systéme.

3- A quelles conditions sur S le pendule est-il en régime apériodique, critique et pseudopériodique ?
4- Nous supposerons que la derniere condition est réalisée (régime pseudopériodique). Calculer le
temps t; au bout duquel I’amplitude des oscillations du pendule a diminué de moitié.

Exercice 5

Soit un circuit électrique constitué d’une bobine d’inductance L, d’un condensateur de capacité C et
d’une résistance R.

1- Ecrire 1’équation différentielle que vérifie q(t) la charge du condensateur C.

2- Déduire I’équation différentielle que vérifie la tension U, aux bornes de L.

3- Sachant que L = 3 H et C = 40 nF, trouver la valeur maximale que la résistance R ne doit pas
atteindre pour que le circuit oscille.

4- Avec une résistance R = 600 (2, le circuit oscille mais I’amplitude U, diminue au cours du temps.

Trouver le temps T nécessaire pour que I’amplitude diminue a 1/ ¢ de sa valeur.
5- Calculer le facteur de qualité de cet oscillateur.

Exercice 6

Un condensateur de capacité C portant la charge q, est relié aux bornes d’une bobine d’inductance
L et de résistance interne R (voir figure).

A I’instant t = 0, on ferme I’interrupteur K.

1- Etablir les équations différentielles vérifiées par i(t)
et g(t) dans le circuit. En déduire que le circuit étudié

est un oscillateur harmonique amorti. (o— L,R
2- A quelles conditions doit satisfaire R pour que le régime
d’évolution soit apériodique, critique et pseudopériodique.

3- Déterminer 1’expression de g (t) dans le cas du régime pseudopériodique.
4- Donner le facteur de qualité du circuit.

K

2. 4. Solutions des exercices

Partie | : Oscillations non amorties

Exercice 1

1- Energies cinétique et potentielle du systeme :
- Energie cinétique :

T = %]9‘2 = %mlzéz,] = ml?

- Energie potentielle :

U=U,+ U,
Uy = —mgh
Ona:

h
c059=7=>h=lcose
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

d’ou:
Uy = —mglcos 6
Dans la limite des petites oscillations, ona: cos =~ 1 — 972
donc :
2

U, = [1 U—1 162 l—1 1% — C*t
g =-—mgl{1-—|= Uy =-mglo® —mgl =-mglo” —

1
Ue = Ek(xA)z

Y

Ona:

. X4 .

sinf = —= x4, =asinf
a

On étudie des oscillations de faibles amplitudes
autours de la position d’équilibre, donc :

sinf =~ 6

et

X4 = af

d’ou:
1
Ue = Ekazez
donc :
1 1 1
U= E‘mgle2 + EkaZHZ —Cst = E(mgl + ka?)0% — C**

- Equation différentielle du mouvement :
Equation de Lagrange

d(aL) 6L_0
dt\gg/) 096

1 . 1
L=T-U= Emlzﬁz —E(mgl + ka?)6? + C*t

—_— = leG
00
d <6L ..

—) = ml20
a0
oL

- = 2
50 (mgl + ka*)6

d’ou:
mi?0 + (mgl + ka®)8 =0

mgl + ka?
+(EE =" e =0
m (2

. ka?
=9+<g+ >9=0

I ml2

2- Pulsation propre w, des oscillations du systéeme :
On pose

g ka?

[l ml?

w3 =
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

Onaura:
6+ wif =0
d’ou:

_|g | ka?
@o = 1Tt

- Condition d’oscillation du systeme

02U

W >0

6=0

Ona:
1
U= z(mgl + ka?)8% — C*t

U ,
30" (mgl + ka®)6
02U

397 = (mgl + ka?) >0

Nous avons (mgl + ka?) > 0 = Le systéeme oscille toujours.

Exercice 2

1- Energies cinétique et potentielle du systéeme :
- Energies cinétique :

T = Trransiation + Trotation

1 1.1 11 :
T =2Mi*+]6% = S Mi* + 5= M R 6

2 2 22
Ona:
x=R9=>5c=R9=>9=E
d’ou :

T =2 M52+ 2 M2 = M2
—4 -x 2 -X —4 X
- Energies potentielle :

U=U€=Uk+U2k

Uy = 2k(2x)? Rotation de 6 et translation de x, x = R@, donc le ressort
2 de raideur k s’allonge de x + RO = 2x = 2R6

Uy = %Zk(x)2 Le ressort de raideur 2k se comprime de x = RO

d’ou:

U = 2kx? + kx? = 3kx?

Lagrangien
3.
L=T—U=ZMx2—3kx2
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

2 - Equation du mouvement

d(&L) aL_
dt\ox) odx
aL_3M
ox 2%
d<6L>_3M“
dt\ox) 2%
oL _ 6k

ox X
d’ou:

3M"+6k 0 "+4k 0

—Mx x=0=>X+—x=

2 M

- Période propre des oscillations :

L’équation du mouvement s’écrit sous la forme :
¥+ wix =0, tel que :

B 4k
Wqo = M
Ona:
2T 2T
(1)0=2T[f0=T—0$T0=w—0
d’ou:
Ty =2 M
0= 4T 17k
Exercice 3

1- Equation qui régit la charge q(t) du condensateur :
Loi de la maille :

L"+q 0 "+—1 0
- = = =
On pose :

1

1 . . . . . .
w3 = e Wo= = pulsation propre des oscillations libres du circuit LC.
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

d’ou:
G+ wiqg=0

2- Résolution de 1’équation et détermination de 1 période propre de cet oscillateur :
La solution est de la forme : q(t) = g, cos(wot + @), tel que g, et ¢ sont déterminées par les
conditions initiales.

- Détermination de q,, et ¢ :
Conditions initiales :
at=0,q(0) =qo, i(0) = q(0) =0.

q(t) = qm cos(wot + @) = q(t) = —quwo sin(wot + @)

q(O)=qo=>qmcosw=qo=>qm=cfs(’(p
Gg(0) =0= —quwosing =0=>sing=0=>¢ =0,
Sip=0:
I
qm_cosO_qO
Sip=m:
_ Yo _
qm_cosn_ qo

NB : g,, est la charge maximale de I’armature positive du condensateur, donc :

cosO o
d’ou :
q(t) = qo cos(wyt)

Qm

- Période propre de cet oscillateur :

21
CL)OZZT[fO :T_0:>TO :w_o
d’ou:
21
To =—— = 2nVLC
VLC

AN:L=05H,C=05uF=05x10"°F.
Ty = 2mV0.5 X 05 X 106 = X 1073 s.

3- Energie du condensateur ‘E’ ainsi que celle de la self ‘E}’ et 1’énergie totale ‘E”’ du circuit :
1

E, =—q?

c 2Cq

Ona:

q = qo cos(wot)
d’ou:

E; = %—ng cosl2 (wot)
E, == Li*=5Lg?
L=5 l ) q
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté
car

. _dq |

PR

Ona:

q = qo cos(wot) = ¢ = —qow, sin(wyt)

d’ou :

G = qgwp sin®(wet)

donc :

1
E, = ELquS sin?(wqt)

E=E.+E 1 2 cos?(w t)+lL 2w? sin?(wqt)
= E¢ L_ZCqO 0 2 qo Wy 0

Ona:
1 , 1
N _
™ VIC @ =7c
d’ou :

1 2 2 1 2 1 ia2
E = —q§ cos“(wqt) +§Lq0—sm (wot)

2C

LC

1 1
E = 5= q5(cos?(wot) + sin*(wot)) = 7=q = C**

2C
Remarque
E = ! 2
= 2Cq0

‘E’ c’est I’énergie totale initiale du condensateur. Elle est conservée dans le temps.

Au cours des oscillations libres d’un circuit LC, il y a transformation de 1’énergie potentiel
électrique ‘E.> emmagasinée par le condensateur, en énergie magnétique ‘E;’ emmagasinée par la

bobine et réciproguement.

Dans un oscillateur mécanique, 1’énergie cinétique de la masse se transforme en énergie potentielle
du ressort et vis-versa. L’énergie totale reste constante.
4- Analogie avec le systéme mécanique constitué d’une masse m attachée a un ressort :
Il y a analogie entre I’oscillateur mécanique (m, k) et I’oscillateur électrique (L, C) :

| k m

1, 1,
Tzzmx <—>EL=§Lq
1 1
U=§kx2<—>EC=iq2

Ainsi :

Systeme mécanique

Systeme électrique

Masse m
Constante de rappel k
Déplacement x

Self L
Inverse de la capacité %
Charge g

33
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

5- Analogie avec un pendule simple L.

1 .1 . 1
T=E]92=Em1292<—>EL=ELq2

U 1 16? o E L o2
= - (—) [ p—
zmg C 2Cq

Systeme mécanique Systeme électrique

J=ml?
mgl
0

Q OlR e~

Partie 11 : Oscillations amorties
Exercice 4

1- Equation différentielle décrivant
Le mouvement du pendule :

1 .01 .
T==]6%==m20?
2/ 2™

J=ml?

Uy, = —mgh
Ona:

h
c059=7:>h=lc059

d’ou:
Uy = —mglcos @
Lagrangien

1 .
L=T-U :Emlzﬁz + mglcos@
Equation de Lagrange
d <6L) oL aD
dt\ag) 96 96
1

D == av?
20!1]

2 = [202
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Ona:
{x=lsin9
y =1lcos@
{J'c=l9c059
y=—16sinf
v? = (%% + y?) = 1?62 cos? 6 + 1?62 sin? 0 = 126%(cos? 6 + sin? H) = 126>
donc :

1 .
D=E al?6?
Ona:
JaL
—.—leH
a6
d (0L
—(—.)=ml29
dt \og
aL_ 1 ¢in @
5g = ~mglsin
aD
—_— = al29
a0
d’ou:

N _ . N . _ . al> . mgl
ml?0 +mglsind = —al’0=>ml?0 +al?0 +mglsind =0=6 + 0 + sinf =0

m [? m [?

. oa . g .
=60+—0+-—sinf=0..(1)
m l

2- Montrons, dans I’approximation des petites oscillations, que I’équation précédente peut se mettre
sous la forme :

6+ Bwo 6 + w30 =0..(2)

Pour les faibles oscillations : sin@ =~ 0

L’équation (1) s’écrit alors sous la forme :
. a .

6+— 9+%9 =0..(3)

Par identification entre (2) et (3), onaura:
(04 a

=Pwy=>p =

m mw,

, g g
w0=—=>w0= -

[ l

3- Conditions sur S8 pour que le pendule soit en régime apériodique, critique ou pseudo périodique :
Ona:f + Pwy b + w26 = 0.
On se propose une solution de la forme : (t) = e™ = 6(t) = re™ = 6(t) = r2e™.

d’ou:

2+ Bwer +wd) e™ =012+ fwyr + wi =0

C’est I’équation caractéristique.

A= (Bwo)? — 4(1)(w§) = (B? — D w§

Régime apériodique : A> 0 = (B2 —Dwi >0=> (2 -4)>0=>p2>4>6>2
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Régime critique : A=0=f =2
Régime pseudo périodique : A< 0 = f < 2

4- Nous supposons que la derniére condition est réalisée (régime pseudo périodique) :
- Temps t; au bout duquel I’amplitude des oscillations a diminué¢ de moitié :

Régime pseudo périodique = A< 0 = (%2 — 4 w3 < 0

A= (B? = Dwg = —(4 — pHwi = j* (4 — pHw]

L’équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées :

_ hout VPG FH0f _ —poy VG Fab
2 - 2

N2 = 2

—Bw
N2 = 20+]7\/4 p?

donc la solution de 1’équation du mouvement est de la forme :

9(t)=Ae_B2w COS( NIC [)’2)t+(p)

Tel que : %w/ (4 — B?) = w, : c’est la pseudo pulsation.

Autre méthode :

L’équation 6 + fwy 8 + wi60 = 0 s’écrit sous la forme: 6 +2 8 8 + wi6 =0
Tel que Bw, =26 = 6 = ﬁ;"’

La solution en régime pseudo périodique est sous la forme :

0(t) =Ae 0t cos(wp. t+¢)

2,.2 4w? — B22
wp=,/w5—az=jwé—ﬁf°=J e (Cey D)

d’ou:

G(t)—AeBZw cos( NICE /?)t+(p)

- Temps t; au bout duquel I’amplitude des oscillations du pendule a diminué de moiti¢ :

. . Ca . A ST
L’amplitude maximale A est donnée a t = 0, ’amplitude S est donnée a D’instant ¢ :

A
E:Ae_a'tl
Ona:s = £
2
donc :
1 7% 1 Bo w @
E:e_ 2°-t1:ln(z):1n(e_TO't1):>ln1—ln22—%-’51:)%'1:1:lnz
_21n2
v Bwg
Exercice 5

1- Equation différentielle que vérifie q(t) la charge du condensateur C :

Bilan des tensions :
q

di
U U U-=0=>R L—+—==0
R+ L+ C i+ dt I
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Ona: UL UC UR
== _ |
et

R
di d*q L ¢
dt _dez 1
d’ou :

q R 1
Li+Rg+—= —qg= 1
g+ q+C 0=>q+Lq+LCq 0..(1)

2- Equation différentielle que Vérifie la tension U, aux bornes de L :
On dérive (1) par rapport au temps :

dq+qu+1dq 05 dq+R"+1'—0

dt " Ldt LCdt dt 1T7c17

Ona:

_dq

“ar ¢

et

di _d*q _

at _der !

d’ou :

d(di)+R<di> 1 0o d2i+Rdl 1 C 0.2
a\at) TT\&) Tt a2 tTa Tt (2)
C’est I’équation que vérifie i(t)

On dérive (2) par rapport au temps :

d (d?i\ Rd (di 1 di

de \ dt?2 L dt \dt LC dt

Ona:

U_Ldi di UL d’i U,

LSRR Y@ T L Cde 1L

d’ou :

d (U, +Rd(UL)+1UL 05 U, + 20, +—U,=0..3
dt\ L Ldt\L/) LC L vtpltehe = -(3)

C’est I’équation que vérifie U (t).

3-L=3H,C=40nF =40 x 107° F.

Valeur maximale que la résistance R ne doit pas atteindre pour que le circuit oscille :
Pour que le systeme oscille, il faut qu’il soit en régime pseudo périodique.

L’ equatlon (3) s’écrit sous la forme :

UL + 26UL + (1)0UL =0

avec :

6= ZR;L : facteur ou coefficient d’amortissement.
1 . N

Wo = 7= pulsation propre du systeme.

Régime pseudo périodique :

AN=62—wi<0=6<w, :oi<L =>R<2 L
2L \IC c

AN:R <2 > R <173210Q
40X 109
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

4-R =600 Q

, . , . . 1 )
Le temps t nécessaire pour que I’amplitude diminue de A de sa valeur :

Le circuit oscille sous un régime pseudo périodique :

UL(t) = Ce™% cos(w,t + @)
Tel que : w, = /w§ — 62
In6

C
Ce“sr:gzln(e_&) =1n1—ln6:>—8T=—ln6:>‘r=T

Ona:

6_R
2L

d’ou :
_2Lm6
'=7R
AN :
_2x3xln6

T—T:0.018S

5- Facteur de qualité de cet oscillateur :

w1 2L 1L
Q_26_2\/_Lc'R_R C
AN :

1 / 3
Q= 600 .40 x 10-9 14.43

Exercice 6
1- Equation différentielle vérifiées par i(t) et q(t) dans le circuit :

Bilan des tensions :

U, +U —0=>R'+Ldi+q—0

Ld' CR_ Tractce T ]
[ o9 C —

:E-I—zl-l—ﬁ—o...(l)

- Equation différentielle en i(t) :

En dérivant (1) par rapport au temps :
d2i+Rdi+ 1 dq_o
dt? " Ldt LCdt

Ona:

. dq

Tat

d’ou:

d? Rdi 1
w2 ta et ="
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

- Equation différentielle en q(¢) :
Ona:
di R, ¢

- Déduire que le circuit étudié est un oscillateur harmonique amorti :

Les equations différentielles vérifiées par i(t) et q(t) sont des équations du second ordre, sans
second membre, de la forme ¢ + 25 + wiq = 0, qui représente 1’équation d’un oscillateur
harmonique amortie, tel que :

5_R
2L
et

1
Wy = —
" VIC

2- Conditions sur R pour que le régime d’évolution soit: apériodique, critique et pseudo
périodique :
La solution de I’équation différentielle est sous la forme :
qit) =e" = q(t) =re" = {§(t) =r2e™
d>ou:r? + 267 + wi =0
RZ

A= 6% —wi=——

M ar | |
- Le régime est apériodique (amortissement fort) si

2 2

A’>0:>R—— 2>O:>R—> 25 R2>41202=>R>2L
412 @0 412~ “o @o @o
- Le régime est critique si

AN=0=262-w2=0=26=wy=>—
Wy Wy 2L

- Le régime est pseudo périodique (amortissement faible) si
2

R
A’<O:>ﬁ—a)(2,<0:>R<2Lw0

—w%

=wog=>R=2Lw,

3- Expression de g (t) dans le cas du régime pseudo périodique :
q(t) = qme % cos(w,t + @)

avec :

_’2_2
w, = |wyg—96

- Détermination de g,, et ¢ a partir des conditions initiales :
Conditions initiales :
alinstantt = 0:q(t =0) =qq, g(t =0) = 0.

qo
0 = —3 = = =
q(0) = qo = gm COS P = qo = G cos
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Chapitre 2. Oscillations libres des systémes a un degré de liberté

q(0) =0

Ona:
q(t) = qme ™% cos(w,t + @)
q(6) = =68 qm e % cos(w,t + @) — g, e % sin(w,t + @)

) ) ] sinp -6
4(0) = =6 qp cos(@) — qmw, sin(p) = 0 = —§ cos(¢) = w), sin(p) = o050 = a)_p
stang=—=—0 t(‘5) t(5)
anp = — =———— = ¢ = arctan | ———| = — arctan | ——
Wp wi — §2 Jwi — 62 Jwi — 62
Calcul de —— :
cos ¢
1 cos? ¢ + sin? sin? 52 w2 — 6% + 67 w?
2 (pz (p:1+ z(p:1+t«92(p:1+ 2 2 02 2 202
Cos“ @ cos* @ cos* @ wi— 06 wy— 06 wi—06
donc :
1 Wi W
cosgp JwZ—82 [0 =52
d’ou:
_ do _ qoWo
T = cos g wZ — 52
donc :

w =)
q(t) = 0% p-st cos( ’wg — 2.t + arctan (—))
Jwi — 82 wé — 62
4- Facteur de qualité du circuit :

_wy 1 2L L 1|2 1]L
Q_26_2w/_Lc'R " RVIC R.JLC R.C
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Chapitre 3. Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

Chapitre 3. Oscillations forcées des systemes a un degré de liberté

3. 1. Equation différentielle

Jusqu’a présent, nous avons considéré les oscillations libres, qui ne sont soumises a aucune force
d’excitation. Nous avons vu I’effet de la force de frottement visqueux qui dépend linéairement de la
vitesse. Dans ce qui suit, nous allons voir I’effet des excitations harmoniques sur le systéme
oscillatoire. De telles oscillations donnent lieu au phénomene de résonance, lorsque la fréquence de
la force d’entrainement est proche de la fréquence propre d’oscillation du systéme. La sélection des
ondes radio et télévision, qui sont recues par des antennes, se fait grace au phénomene de la
résonance électrique.

L’amortissement des oscillations est di a une diminution de I’énergie mécanique sous forme de
chaleur dissipée. Afin de compenser ces pertes d’énergie et conserver les oscillations, il faut une
source d’énergie a travers une force extérieure, dite excitatrice (F,,; = A cos wt).

L’équation de Lagrange d’un systéme a un degré de liberté amorti, soumis a une force extérieure :

d <6L) daL _ aD LR
dt\og) adq  o9q
Cas particuliers

Translation

d (c’)L) aL _ aD +F
dt\ax) ox  ax
Rotation

d <6L) daL _ aD +MED)
dt\ag) 96 98 ®)
ou M est le moment de la force F,,;.

3. 2. Excitation harmonique (sinusoidale)
Le systeme masse-ressort-amortisseur est soumis a une force extérieure sinusoidale :
F(t) = F, cos wt.

ressort F(t)
ressort on
au repos eqUIIIbre ressort
en
mouvement
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Chapitre 3. Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

1
T = mez
U=U,+U,
Uy = —mg(x + x9) = —mgx — mgx,

1

U, = Ek(x + x)?
d’ou:

1
U= zk(x2 + 2xxy + x2) — mgx + mgx,

1 1 1

=>U = Ekx2 + (kxo — mg)x +§kx§ + mgx, = Ekx2 + (kxy —mg)x + C5t

Condition d’équilibre
ou mg
™ x=0=0:>kx0—mg=0:>kx0=mg:>x0=T

donc :
1 1
U= Ekxz +§kx§

Lagrangien du systéeme :

1 o2 1 2 1 2
L= T.—U =§7‘nx-—§kx —Ekx0
Fonction de dissipation :

1 1
D= zavz = Ea;’cz
Equation de Lagrange :

d 0L\ OL aD
zil5) 5

L _
&=mx
d (0L
E(&

oL
ox
aD_
ax

>=m5c'
-k x

ax

d’ou:

. . . . L, a . k Fy
mi+kx=—ax+F({t)>mit+ax+kx=F({t)=>i%+ Ex+ax= ;cosa)t
Cette équation s’écrit sous la forme :

F
¥4+ 26x%x+wix= Eocoswt

C’est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficient constant avec second
membre, tel que :

a a
20=—>0=—

m 2m
z_k: _ k
‘Uo—m Wy = m
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Chapitre 3. Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

3. 3. Solution de I’équation différentielle
La solution de I’équation différentielle de second ordre avec second membre, est la somme de la
solution sans second membre (ou solution homogene) x,(t) et d’une solution particuliére de
I’équation avec second membre x,(t) :

x(t) = xp(t) + x,(t)
Nous avons déja résolu I’équation différentielle sans second membre. Nous savons que xp(t)
contient dans tous les cas le terme e~%t. Aprés un intervalle de temps t trés petit, la solution
homogene est pratiquement nulle. Il ne subsistera que la solution particuliére de 1’équation avec
second membre. L’intervalle de temps pour lequel xj(t) est non négligeable est appelé regime
transitoire. A la fin de ce régime transitoire commence I’intervalle de temps pour lequel x,(t) =~ 0
et x(t) = x,(t), c’est le régime permanent ou stationnaire.

On cherche la solution en régime permanent sous la forme sinusoidale suivante :
x(t) = x,(t) = Acos(wt + @)

x(t)
4

W/W Solution homogéne (régime faiblement amorti)
\A/\/\A/\/\/\/\/W Solution particuliere (régime sinusoidal)
'

) Solution totale (solution homogéne +
solution particuliere)

vy
~

—> <
régime régime
transitoire permanent

3. 3. 1. Notation complexe
Détermination de A et ¢ en utilisant la notation complexe

x(t) = Acos (wt + @)
x(t) = Ae/@He) = A eJ®t tel que A = A e/? (A : Amplitude complexe)
X(t) =jwAet

E(t) = — w? A oot

Ona:

.. . 2 FO

X+ 26x+a)0x=zcoswt

d’ou

" : 2 Fo't 2 A ajoot ; jot 2 jwt FO‘t
£+ 263_C+(1)03_C: Eeﬂ" = —w Ae]w +26]wée]w +a)0461w = _—pl®

m
Fy /m

[((wE — w?) + j26w]

2 . FO
:>[(a)0—w2)+]26w]A:E:>A:
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Chapitre 3. Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

(Fo/m) [(wE — w?) — j26w]

(w2 — w2)? + (26 w)?

AR AT

(wE —w?)?2 + (268 w)? —J (w¢ — w?)2 + (26 w)?

> A=

>A=

2 2
(FO/m> (W — w?)? (FO/m> (26 w)?

[((w§ —w??+ 26 w)?]*  [(w§ —w?)? + (26 w)?]?

a=la= [re2(a) + me(a) =

2
<F °/m> [(wE — 0?)? + (28 w)?] (Fo/m)

CAT T i — o  @o e AT Jarm et (zowy

- (Fo/m> (26 w)
Im(4) 3 (w§—0?)?+QR6w)? 26w
Re(4)  (wE — w?)? + (26 w)? <F0/ ) Wi — w?
m

tangp =

(w§ — w?)

Si w3 — w? > 0,0naura:

. 26w
= —arctan | ————
¢ Wi — w?

Rappel
z=a+jb=Ael

A =|z| =+a?+ b2

b
9:Arctg<—) sia>0
tg 0 =— ba
9=Arctg<a>+n sia<O0

donc

F

28w

x(t) = cos| wt —arctan | ———
V(¢ — 02)? + (26w)? Wy — W

C’est la solution en régime permanent.

Cette expression montre que ’amplitude et le déphasage sont des fonctions de la pulsation de

I’excitation.
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Chapitre 3. Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

3. 3. 2. Etude de la fonction A(w)

(s

Alw) =
V(w2 — 02)2 + (26w)?

A(w) est positive, elle est définie sur I’intervalle [0, +oo] .

e Extremums (maximums ou minimums) de A(w)

. l[ <F0/m> ]l _%[\/(w(z) —wd)? + (2500)2] (Fo/m)
" %I[\/(wé —w?)? + (zaw)ZJ ” (w§ — w?)?* + (26w)?

d A(w) B
do

d (w3~ w?)? + (260)7]
=0:>—[\/(wg—w2)2+(26w)2]:0:> w =0
dw 2/ (g — 0?2 + (26w)?

d d
== [(w2 — w?)? + 26w)?] = = [wg — 2 wiw? + w* + 46%w?] =0
= —4wiw + 403 + 86%w = 0 = (4w)(w? —wi +26%) =0

w=0
ﬁ{a)= /a)g—Zé‘z

Donc la fonction A(w) présente deux extremums.

Pour w = \/w§ — 26% = w,, la réponse du systeme est maximale (la fonction A(w) présente un
pic). Ce phénomeéne est appelé résonance et w, est appelée pulsation de résonance.
NB : Pour qu’il y ait résonance, il faut que wz — 262 > 0 = wZ > 262 =2 6§ < % Ona: w, = w,.

e Tableau de variation de A(w)

@o 5>
6<\/§ >\/§
w 0 Wy +oo | O +o0
d A(w) L 0 _ B
dw
A(w,) A(0)
< LN
A(0) 0 0
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Chapitre 3. Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

e Représentation de A(w)

A@)
(")

A
268+ wé — 62

Résonance aigue
(amortissement faible) —_|

Résonance floue
(amortissement moyen)

Pas de résonance

(amortissement fort) \
Fo

2
mw;

(") ()

J@Z— w2 +206%)2+4052(wZ —2062) J406" + 462 wZ — 8 6

() () ()

=\/462w§—454=\/452 (w§—52)=25w/w§—52

()
Fy

v
S

A(wy) =

40 = \/w_g =mw§

Fo
LimA(w)=m=0
w — 400 +eo

- Lorsque § = 0 :

() ()

Alw) = =

Vi —w?)? 05— w?

Lim A(w) — oo (car w, = w,) : amplitude infinie.
w = W,
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Chapitre 3. Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

Un exemple célebre d’amplitude infinie, est celui du pont de Tacoma (7/11/1940), qui s’est effondré
aux Etats-Unis, sous I’action du vent qui a engendré des tourbillons a une fréquence identique a la
fréquence de torsion du pont.

e Facteur de résonance

_ Ay
= AQ)

(s

268wk — 62

(s

2
Wy

F,
o} o}

= FR =

258 Jw? — 62 <p0/m> 28 \Jw? — 62

FR

Alwy) =

A(0) =

d’ou

FR

Ona:Q = ;"—g : facteur de qualité

R @ 2§ __ 0 _ Qo _ Q@
26 Jw-52 L o752 w2 sz 11 \/1_ 1
@o Pty 4 wg 4Q?
Wy W 252

Le facteur de résonance est d’autant plus marqué que le facteur de qualité est grand.

e Bande passante
Afin de caractériser I’acuité (1’intensité) de la réponse d’un oscillateur en fonction de la pulsation,
on définit la bande passante B par ’intervalle Aw :

B=Aw=w, — wq, (0, > w;)
w; et w, correspondent aux amplitudes A(w,) et A(w,), tel que :

A(wr)
Awy) = A(02) ===
e Facteur de qualité
_Yr
Q= Aw
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3. 4. Excitation périodique

Nous avons étudié dans le paragraphe précédent la réponse d’un systéme vibratoire a une excitation
sinusoidales, dite excitation harmonique. En pratique, les excitations mécaniques ne sont pas
toujours parfaitement sinusoidales; elles sont souvent périodiques. En considérant le cas
d’excitation périodiques, nous procéderons a une généralisation du cas harmonique.

Soit une excitation périodique A(t), de période T, son développement en série de Fourier s’écrit :

A(t) = ay + z a, cos(nwt) + 2 b, sin(nwt)
n n

dvec :
T
= 1fA(t) dt
Qo =
0
2 T
a, = Tf A(t) cos(nwt) dt
0
9 T
b, = ?f A(t) sin(nwt) dt
0
NB :

- Une des méthodes les plus utiles dans 1’analyse des signaux est la série de Fourier, permettant la
transformation de n’importe quel signal périodique (plusieurs sources électroniques produisent des
signaux périodiques) en une somme de sinusoides.

- Si A(¢) est une fonction impaire (A(—t) = —A(¢)), a, = 0.

- Si A(t) est une fonction paire (A(—t) = A(t)), b, = 0.

La réponse x(t), en régime permanent, est la somme des réponses calculées pour chaque
harmonique par la méthode exposée au paragraphe précédent :

x(t) =X, + Z Xy n cos(nwt — @) + ZXI:/I,Tl sin(nwt — ¢,)
n n

Le terme X, représente la réponse a 1’excitation constante :
Qo
Xc = —
Wq
aTL
V(wE —n2w?)? + 4 §2n2w?
by

B V(g —n2w?)? + 4 §2n2w?
—26nw

tg (pn = wg _ nzwz

La réponse x(t) a la méme période que ’excitation A(t), mais elle n’a pas la méme forme.

XM,n =

I
Xumn

Exemple
L’oscillateur mécanique, représenté ci-contre, est soumis a une fonction en dents de scie :

F(t):gtdeoaT
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Le développent en série de Fourier de F(t) donne :
F(t) =ay+ Z a, cos(nwt) + Z b,, sin(nwt)
n n

avec :
T

a0=%fF(t)dt

0
T

_ 2
a, = ?J_ F(t) cos(nwt) dt

0
T

b, = ;f F(t) sin(nwt) dt

v
~

Calcul de a,
T T -
—1fF(t)dt—1thdt—F tdt = o i
Q=7 —T) T M T2 TTZ|2) T T22 2
0 0 0

Calcul de a,,
T T T

2 2(F 2F
a, = ?J- F(t) cos(nwt) dt = 7f?t cos(nwt) dt = Ff t cos(nwt) dt
0 0 0

Intégration par partie :

Ona:[f'g=fg—[g'f

On pose :

sin(nwt
f'=cos(nwt)dt = f = f cos(nwt) dt = %
g=t=>g =dt
sin(nwt sin(nwt sin(nwt 1
ft cos(nwt) dt =t ¥—f¥ dt=t (—)——fsin(nwt) dt
nw nw nw
sin(nwt) 1 1 1 ) cos(nwt)
=t —"—— [——cos(na)t)] = —/|t sin(nwt) + ——
nw nw nw nw
donc :
_2F[1 ¢ sin(nowt) +cos(nwt) r
tp =77 || t sin(nw s 0
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2F[ 1 ) cos(nwT)\] 1 ] cos(0)
= a, = —|—|T sin(nwT) + —— || — [—( 0 sin(0) +
T? |lnw nw | |nw nw
21 1
_2F| (L ( 2nT>+COS(nTT) [1]
CT? |l s T nw nw?
_2F cos(2nm) 1
T2 nw? nw?

2F
= Tapa? [cos(2nm) —1] =0

Calcul de b,,
T T T

b—sz(t)'( t)dt—szt'( t)dt—ZF tsin(nwt) dt
n = T Sin(nw = T T Sin(nw = T2 sin(nw

0 _ 0 0
Intégration par partie :

Ona:[f'g=fg—-[g'f

On pose :
f' =sin(nwt) dt = f = f sin(nwt) dt = —
g=t=>g =dt

cos(nwt)
nw

cos(nwt cos(nwt cos(nwt cos(nwt
t sin(nwt) dt=—t¥—f—¥dt:—t ( )+f ( )dt
nw nw

nw nw
cos(nwt
=—t (nwt) + sin(nwt)
nw (nw)?
donc :
2F[ 1 _ cos(nwt)]’
b, = F (n—w)z sin(nwt) — t T .
b = 2F [sin(nwT) . cos(nwT) sin(0) cos(0)
T2 (nw)? nw (nw)? nw
[ . 21 21
b = 2F |sin ("TT) T cos (nTT) op = 2F [sin(2nm) cos(2nm)
nooT2 (nw)? nw T2 (nw)? nw
) _2F< T)_ 2F  2FT _F
" 12\ nw/ nwlT n2nT nm
d’ou
F < /-
FO =5+ (—) sin(nwt)
n=1 o
F F 1
=>F(t)==-— —Z —sin(nwt)
2 @ n
P F F
= F(t) = = — —sin(wt) — —sin(2wt) — --- — —ssin(nwt)
2 7 21 nm
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L’équation du mouvement du systeme :

d (0L\ 0L oD
—=)|——==——4+F LL
dt (ax) PP PRRIO)
L=T-U
T = 1ma’cz = {m
2 1
U=U;+U, = —mg(x+x0)+§k(x+x0)2 m
Condition d’équilibre : k x —mg =0
F(t)
donc :
1 1 1

U= Ekx2 +§kx§ —mgxy, = Ekx2 + Cst
La fonction de dissipation
D=~ ax?

= Eax
Equation de Lagrange :
oL |
ax
d <6L) _
dt\ox/)
oL .
ox X
d’ou
mi+kx=—-ax+Ft)=>mi+ax+kx=F()
it Lt o F L F Gnen - L sinwt) P sin(not)

X+ X X == sin(w 5, Sin(Zw ——sin(nw
qui s’écrit sous la forme :

F F F F
¥+ 28 X + wix = — — —sin(wt) — sin(Rwt) — -+ — sin(nwt)
2m  mwm 2mm nmm

tel que :
a
26——:6—
m

2m
, k
wg == Wy =

La réponse a I’excitation constante F/Z est X, = a0/w2 ola,= F/Zm et wi = k/m
0

a

d’ou

La réponse a chaque harmonique de F(t) a pour amplitude X, ,, et pour phase ¢,, telles que :

b, /m

XM -
" V(g —n2w?)? + 4 §2n2w?
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. _ —26nw

g (pn - wg _ nza)z
donc :
X = ~Flnm _ 1 Ffam

Mn = =

" J(@E —n2w?)? + 4 67n2w? n/(w? —n2w?)? + 4 §2n2w?

et:

© F F sin(wt — ¢,) 1 sin(nwt — @,,)
X = ——— cen —

2k m™m J(WwE = w?)? + 4 5202 n (w2 —n2w?)? + 4 §2n%w?

3. 5. Impédance mécanique

Définition

Considérons un systéme mécanique soumis a une force sinusoidale F(t) = F, cos(wt). En régime
permanent, le point d’application de cette force se déplace avec une vitesse v(t) = v, cos(wt + ¢).
On appelle impédance mécanique d’entrée du systéme, le rapport des amplitudes complexes de la
force et de la vitesse :

F
Z==
v

3.5. 1. Impédance mécanique d’un amortisseur
Dans le cas d’un amortisseur, la force appliquée est reliée a la vitesse par: F(t) = a v(t) =
F(t) =av(t)dou:

3. 5. 2. Impédance mécanique d’une masse
Dans le cas d’une masse, la relation fondamentale de la dynamique s’écrit :
F(t) = dv(t)  dx(t)
M T4 ,
x(t) = Acos(wt + @) = x(t) = A e/ @+

x(t) = jwA /@O = jox(t)

ax(t) d . codx(@®) .
P a(]w_f(t)) =jo—g = x(t)
dx(t) .
E@®) = m—— = E(t) = mjow x(t)
Ona
_EQ@)
m © = jmw
etona:
T i s
e’? = cos§+jsin§ =j
d’ou:
m
Zym =mw e’2
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NB :

I = |Zm|ej6
|Zm| = mw
g = T
)

3. 5. 3. Impédance mécanique d’un ressort

Dans le cas d’un ressort de raideur k, la force appliquée F(t) s’exprime en fonction de
I’allongement par : F(t) = k x(t)

Ona:x(t) = [x(t)dt

dou:F(t) =k [x(t)dt=F(t) =k [ x(t) dt

Ona:

x(t) = Acos(wt + @) = x(t) = A /@) = x(t) = jwAd e/ @)

d’ou:

F(t) = kfja)A el (@t+9) Jr — kja)Afe]'(wt+(p) dt

o1 k
= F(t) = kjwA— el @9 = —x(1)
Jjw Jw—

Ona:
_F@®) k k
TR jo T w
etona:
e_jg = cosz— 'sinz— —j
C sy sy =T
d’ou :

NB
Z = |Zi|e’®
174l = &
K™
9 _ T
)

3. 5. 4. Application
Soit un systeme mécanique constitué d’un ressort de raideur k, d’un amortisseur de coefficient de
frottement visqueux a et d’une masse m, soumis a une force sinusoidale F(t) = F, cos(wt).
Trouvons I’impédance d’entrée de ce systeme :
Ona:

LL

Zo =0, Iy = jmw, Z = =2 K

Ja

d’oﬁ:g=a+jmw—j£=a+j(mw—£)

m
Ou bien :
. . dx(t) . . F(t)
mi+ax+kx=F(t) =>m7+ax(t)+ij(t) = F(t)
Ona:

x(t) = Acos(wt + @) = x(t) = A/ @HP) = x(t) = jwA e/ @) = jux(t)
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dx(t) d

_d. A
—— = g (0x®) =jo o = Jex®)

d’ou :
mdﬁ(t) + ag'(t) + kfﬁ(t) — E(t) = mja) E(t) + ai(t) + i E(t) = E(t)
dt J@

= x(t) [a +j (ma) - g)] =E(®)

YO P = E——

[+ (mo )

Tel que V est I’amplitude complexe de la vitesse.

V= F, :Fo[a—j(mw—%)]:aFO—jFO(mw_%)
) [a+j(mw—%)] a2+(mw—%)2 a’2+(mw—%)2
[
v=ly| aFy 2+ Fy (mw—a) ’ F¢ a2+(ma)——) ]
) B = |
) a + (mo - _)2 @+ (mo - g)z \i [az + (mow - 5)2]
=V = Fo
\/az + (ma) — %)2
k
arg (K) = —arctan <m(‘;—5> K'
Fo
a
0
Z=%=a+j(mw_f)
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arg (£) = arctan

\

k . k . . .
Lorsque w = I;, Z = a et Vest maximale - w = f; représente la pulsation de résonance.

3. 6. Oscillateur électrique
On considere le circuit oscillant RLC alimenté par une source de tension sinusoidale U(t), tel que :
U(t) = U el®t,

Le bilan des tensions :

P T :
dac T T (©)
Ona: R TUR
(=% NGl

dt $)1)

—
et U,
di d?’q
ac aez 1
d’ou
qg U®

. .9 . R _
Lq+Rq+C—U(t):>q+Lq+LC— I
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3. 6. 1. Analogie électromécanique

Les oscillateurs mécaniques et électriques sont régis par le méme type d’équations différentielles.
Ce sont des équations différentielles du second ordre, linéaires, a coefficients constants et avec
second membre :

AX+ Bx+Cx=D(wt)

La solution de cette équation en régime permanent, quand 1’excitation D(wt) est harmonique
s’écrit : x(t) = A(w) cos(wt + @(w)). Elle décrit aussi bien la réponse de I’oscillateur mécanique
(déplacement) que celle de I’oscillateur électrique (charge). Le comportement de ces deux systémes
étant décrit par la méme fonction.

Il est parfois utile de se référer a un systéeme électrique pour comprendre le comportement du
systeme mécanique équivalent.

e Analogie force-tension
Considérant un circuit RLC alimenté par un générateur de tension e(t).
La loi des mailles donne :

di
U +Up+Uc=e(®) = Lo+ Ri+ L= o)
dt C
Ona:
dqg e(t)
et R
di d?q c
a e AT
d’ou
Li+RG+2L=e)

C

Cette équation s’écrit sous la méme forme que 1’équation d’un oscillateur mécanique a un degré de
liberté amorti forcé : m ¥ + a x + k x = F(t).
Ces deux équations sont identiques si I’on fait la correspondance suivante :

x (déplacement linéaire) < q (charge électrique)
x(vitesse linéaire) « i (courant électrique)
m(masse) & L (self)

a(coefficient de frottement) & R(résistance)
k(constante de rappel) & % (inverse de la capacité)

F(t)(force d’excitation) < e(t) (générateur de tension)
La derniére correspondance est a I’origine de I’appellation analogie force-tension.

NB : Dans le cas d’un mouvement vibratoire angulaire, la masse m est remplacée par le moment
d’inertie J. Parfois aussi la constante de rappel k est remplacée par mgl (voir chapitre 1,
oscillations non amorties, exercice 3).

e Analogie force-courant
Nous pouvons aussi faire correspondre a la loi de Newton ¥, F; = mg, la loi de Kirchhoff (loi des
nceuds) I = Y i;.
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Considérant le circuit RLC paralléle alimenté par un générateur de courant I(t).

La loi de Kirchhoff donne :

I ES iL + iR + iC U
RLC étant en paralléle, elles sont soumises 'R b i e
a la méme tension U. 1(t) R ~ L C
U | T
lp = R
o
l, = I
c du
e dt

L’équation devient :
1fUdt+U+CdU—I
L R “dt

Nous pouvons aussi écrire I’équation de 1’oscillateur mécanique en terme de X :

dx

m +a5c+kf5cdt=F(t)

dt

Les deux équations sont analogues. On passe du systéme mécanique au systeme électrique
(paralléle) en faisant la correspondance suivante :

x(vitesse linéaire) & U (tension)

m(messe) < C (capacité)

a(coefficient de frottement) < %(inverse de la résistance)
k(constante de rappel) < % (inverse de la self)
F(t)(force d’excitation) « I(t) (générateur de courant)

La derniere correspondance est a 1I’origine de 1’appellation analogie force-courant.

Impédance complexe
1. Condensateur

U
ZC:_C

3.6.2.
3.6.2.

ic
Soit U, = Ee/®t (on considére que la phase ¢ = 0).
Ona:Q=CU;>dgq=CdU;

Onaaussi:dq = i.dt

d’ou :

. . dUC d(ejwt) : jwt
CdU(;:lCdtﬁlC:CW:CE T=CE]O)€J
alors

E ot 1
Z~ = - =
CTCEjwel®t jCw
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3.6.2. 2. Self
7, =

L
Soit i, = I e/®t (on considére que la phase ¢ = 0).
Ona

— di — : jwt

UL—L%:>UL =Lljwe
d’ou

Lljwel®t
ZL = W =] w L

3. 6. 2. 3. Résistance
Ug
ZR = -
LR

Ona:Ug=RigdoncZz =R

3. 6. 3. Application

On considére un systeme de réception radio modélisé par un circuit RLC en série et alimenté par
une source de tension sinusoidale d’intensité U(t) = U, cos wt

Le circuit est en série, on peut le schématiser comme suit :

i(t:) ICI i(g)
-«—
R [ [Que = Zeq ©
—>
T ~—
L i(t)

L’impédance équivalente est donnée par :
) 1
Zeq =R+ j(lw _a)

Zeq = Zeg e ¢

( 2
1
Zog = |Zeq :JRZ—}_(LO)_E)

Lw —
C
tg(pz Tw

\

Le courant s’écrit
U(t U
LG 0

z \/R2+(Lw—%)

eq
. U 1
Le courant est maximum pour la valeur I, = ?" = Lw——=0.

2

Cw
On obtient alors la valeur de la pulsation correspondante
1
Lwr=er:Lch2=1:wr2=E=>wr=\/T_C=wo
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w, est appelé la pulsation de résonance, qui ne dépend que de 1’inductance et de la capacité.
La bande passante est définit par

Aw = w, —w,

w; et w, sont déterminées en résolvant 1’équation paramétrique suivante

(@) =2
w) =—
V2
Le facteur de qualité s’écrit
_ Wy . L(,l)o
Aw R
Remarques
- On constate que la fréquence de résonance ne dépend pas de la résistance R, par contre la bande
passante et le facteur de qualité varient en fonction de la résistance.
- Pour une bonne application technique du systéme, c¢’est-a-dire avoir une trés bonne réception du
signal, il faut que la résistance du circuit soit faible.
- Montrons que :

A _R
Y=
Ona:
1) =-%.. ()
w)=—..
V2
Tel que
Uo
I, =—
"7 R
Ona:
U U Yo
I(w) = 0 1 > = 0 > = R >
2 _ 1 1 1
\/R +(Lw Cw) lo-75 Lo — 75
R |1+ R 1+ R
Iy
= =...(2)
Lw —%
1+ R
Par identification entre (1) et (2), onaura:
12 1 1
Lw — Lw — Lo——=R..(3)
1+ Cw N Cw—il@ Cw
R R Lo — 1 —R..(4)
Cw - wew

B)=2LCw?>—RCw—-1=0
A= R?C? +4LC >0

_RC—VA
©1=o0TC

_RC+A
©2=577C
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Ona+A=VR2C? + 4LC > ,/(RC)? = RC donc w, < 0, ce qui est impossible.
d’ou:

4L
RC +VRZCT+4lC R+ R+
2LC B 2L
4)=> LCw?+RCw—-1=0
A= R?C? +4LC >0

(1)1=

, —RC—-+A
“1=ToTC

, _—RC+A
“©2=7TC
Ona:

—RC — /A< 0 donc w) < 0, ce qui est impossible.
d’ou:

4L
_ —RC+VRECZ+4IC —RHRP T

2LC 2L
Ona:w,; > w;

Q)]

donc :
f 4L
_ 2 4 2y
1= 2L
et
4]
2 —_
. _R+ /R + C
z2- 2L
f 4L f 4L
Ay — _R+ R2+T —R + R2+T\_2R_R
W= Wm0 = 2L 2L /‘2 1
3. 7. Enoncés des exercices
Exercice 1

. . . 1
Un disque de masse m, de rayon R et de moment d’inertie | (Jpisque = EmRZ) peut rouler sans

glissement sur un plan horizontal. Le disque est relié en son centre a un ressort de constante de
raideur k et a un amortisseur de constante . Une excitation sinusoidale F(t) = F, cos (Qt) est
appliquée sur le disque en son centre.

1- Déterminer 1’équation du mouvement.

2- En utilisant la représentation complexe, déterminer I’amplitude et la phase de la solution
permanente de 1’équation du mouvement.

3- Ecrire la condition de résonance d’amplitude et la pulsation de résonance (2.

—> x

/\ > F(t)

=

%

AAAAANNY
=
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Exercice 2

Considérons le circuit ci-contre constitué d’une bobine d’inductance L, d’un condensateur de
capacité C, d’une résistance R et d’une source de tension sinusoidale E(t) = E,cos (Qt). A
I’instant t = 0, on ferme I’interrupteur K.

1- Ecrire 1’équation différentielle que vérifie la charge q(t) du condensateur.

2- Déterminer a I’aide de la représentation complexe la solution en régime permanent (donner son
amplitude et sa phase).

3- Donner la pulsation de résonance Q.. A quelle condition doit satisfaire L pour qu’il y ait
résonance ?

4- Déterminer le facteur de qualité et le facteur de résonance du circuit, pour R = 1002, C = 1 uF
etL=4H.

_’ )
K r| | tu,
L CTTUC
d8))))
—
U,

Exercice 3
L’équation différentielle que vérifie la charge q(t) aux borne d’un condensateur de capacité C,
monté en série avec une bobine d’inductance L, une résistance R et une source de tension
sinusoidale e(t), est donnée par : 0.2 §(t) + 1.2 q(t) + 5 q(t) = 4 cos (2t).

1- Déterminer dans ce cas, le coefficient d’amortissement &, la pulsation propre w,, la période
propre T, et la pulsation de la tension sinusoidale Q.

2- Donner la solution g, (t) du régime transitoire et montrer que le circuit étudié est un oscillateur
harmonique amorti. En déduire la pseudo-pulsation w,,. Déterminer ce régime en tenant compte des
conditions initiales suivantes : g;(t = 0) = 4etg,(t =0) = 0.

3- Trouver a l’aide de la représentation

complexe la solution en régime permanent

g2 (t) (donner son amplitude A et sa phase ). 0.09

4- Déterminer le facteur de qualité du circuit. 008 IA

Exercice 4 0.07

1- Que représente la courbe ci-contre. 005

2- Déterminer les caractéristiques suivantes : <

pulsation de résonance w,, fréquence de % 0.05 ,’ \

résonance f, , facteur de résonance FR et i’l 0.04 |

bande passante Aw. /

3- Trouver le facteur de qualité. 0.03 // \\
0.02 \\
0.01 N
0.00

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
o (rad/s)

Exercice 5

Un circuit RLC série est alimenté par un générateur délivrant une force électromotrice périodique
E(t), telle que :

E(t) =4E/T.tpour T/, <t <T/,
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et E(t) = ~4E/ .t +2E pourT/4 <t < 3T/,

R
L 1 \ | ___
c —= IU(t) T Er— -
3 _ % R

Déterminer la tension U(t) aux bornes du condensateur.
AN:E=10V,f =1.6kHz L =100mH, C = 0.1 uF, R = 200 Q.

Exercice 6

Le circuit RLC ci-contre est alimenté par un générateur délivrant une force électromotrice
périodique e(t) telle que représenté sur le schéma.

1- Donner le développement en série de Fourier de e(t).

2- Déterminer la tension U(t) aux bornes du condensateur en régime permanent.

3- Faire Dl’application numérique pour: E, =10V, f = 1/T = 1600 Hz, L =100mH, C =
0.1 uF, R =200 2. Que remarque-t-on ? Ce résultat est-il valable pour d’autres valeurs de la
fréguence du générateur ?

e(t)
4

R i) L

e(t)

3. 8. Solutions des exercices

Exercice 1
1- Equation du mouvement :

S
» F(t) = FycosQt

_mJ R

k

AAAALANNY

Le disque roule sans glisser, ¢’est-a-dire que lorsqu’il tourne de 6 son centre de masse (de gravité)
se déplace de x.

- Energies cinétique :

T = Trransiation + Trotation
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_1 2 1 '2_1 .2 1 2 N2
T 2mv +2]9 me +4mR 0
Ona:
x=R9=>5c=R9=>6=E
d’ou :

2 1 3

T = Zma’cz +Zm5c2 = Zm;’cz

- Energies potentielle :

1
U= Ue = Ekxz
- Fonction de dissipation :
D= Lgi2
= > ﬁx-
- Lagrangien :

L=T—U=—m)'c2—lkx2
4 2

- Equation de Lagrange

d(c’)L) aL_ aD+Ft
dt\ox) odx = 0x Q)
oL 3

ox 2%

d(&L)_S .
dct\ox) 2™
oL
ox
oD
ax

—kx
Bx

d’ou:
3 . . 3 .
me+kx = —fx + Fycos Qt :>§mx+,8x+ kx = Fy cos Qt

. 2B . 2k 2 Fy
=X+ x + X = cos Ot

3m  3m 3m
Cette équation s’écrit sous la forme :

. 5 2 2FO
x+25x+a)0x=ﬁ cos (it

avec .
2p B
20=—>6 =—
3m 3m
2_2k=> _ 2k
w°_3m @o = 3m

2- Détermination de I’amplitude et la phase de la solution en régime permanent de 1’équation du
mouvement, en utilisant la représentation complexe :
La solution en régime permanent : x(t) = A cos(Qt + ¢)

x(t) = Ae/+0) = 4 o0l = /% ou A= Ael?
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() = j QA

() = - 02 A

Ona:
2 F

E+20%+wix=—— e/
= = — 3m
d’ou:

2 jQ : jQ 2 iQ 2F iQ
-Q Aelt+28jﬂéelt+woée1t=ﬁeft

2 F 2 F
2F T T [(@§ — Q%) — j250]

2A(W2-—0%4+j26Q0)=—=A=
A (@ J200) =5 = A= T v 280 (wo 02)2 + (26Q)?

(2 FO)( 2 _02) | (2 FO) (25Q)

A= -0+ (200 i - 02) + (2002

GR)womr  (3B) oy

[((wE — Q2)2 + (260)2])? * [((wE — Q2)2 + (260)2]?

A= |a]= [re() +imi(a) =

L |G 200) [} - 2272 + (2607 L (5)

| [@§-a1)?2 + (260)?)2 ~ J(@Z =022 + (260)2
. _Im(4) (2 F“) (26Q) (w2 -02)?+ (260)2
ame= Re(4) (g - 02)?% + (269)2 (2 Fo)( 2 _2)

_ —26Q —26Q
= tan QY = ( s o QZ) = arctan (m)
d’ou:
() ~260

_ m

x(t) = \/(wg ) 1 (230 cos <Qt + arctan <w§ — Qz))

3- Condition de résonance d’amplitude et la pulsation de résonance (), :

Condition de résonance d’amplitude :
dA(Q)

dQ

Pulsation de résonance :

2k B2 2 2
= |wg 282 = —2 = k—
“o 3m 9 m2 \/3m< 3m>
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Exercice 2
1- Equation différentielle que vérifie la charge q(t) du condensateur :

Le bilan des tensions :

U, +U;+Ug = E(t) i
L C R — >
Ldi+q+R'—E Ot @

e I = Ejcos K R TUR
Ona:

dt q _/’m)\_—,_
et —>
di dq Ui
at  dez 1
d’ou:

L"+R'+g:E Coth:>"+E’+i=&coth
T RaTE=Fo T cT L
qui s’écrit sous la forme :

. . 2 EO
Gg+26q+wiq= Tcosﬂt

avec :

6_R
2L
et

1

Wy = Nire

2- Solution en régime permanent a 1’aide de la représentation complexe :
q(t) = Acos(Qt + @)

q(t) = AefO+9) = 4 o9l = A /% o0 A= Ael?
q(t) =j QA

G(t) = — 02 A

Ona:
. . 2 EO jat
Q"‘Z(SQ"“UOQ:T"’
d’ou:
. . . E, .
— 02 AN 25 0AN + 0FA N = = &I
E E .
P S S ¢ (ke B
= —_ = — = =
£1% J L =" @-02)+200 (wf - 022 + (260)2
& 2 _ 02 ﬂ
(D)@i-0  (Pew

A= _
—  (w§ =022+ (260)2 / (wg — 02)2 + (26Q)2
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() wi-or (5 oo
[(w§ — Q%)% + (260)%]* * [(wf§ — 0%)* + (260)%]?

A= la]= [Rex(a) + im?(4) =

2
Lo @) ey eoayy ()
| @i —02)2 + (260)%] ~ JwZ - 02 + (260)?
. _Im(4) -~ (%) (26Q) (w2 -02)?+ (260)2
TP T Re(a) T (wZ —02)7 + (2692 (%) (w? — 02)
=tan @ = _22—60 = ( = arctan (;2_69)
(w§ — Q3?) w§ — 02
d’ou:

B (%) 250
q(t) = G = 1 oy cos (Qt + arctan <—a)§ — Qz))

3- Détermination de la pulsation de résonance Q,. :

(7)
A(Q) = L
V(wZ — 022 + (269)2

aa@) 4 (%) Cos —d%[\/(wé = 0%)7 + (250)7| (%) )
o A | (g — 022 + 260)%| (w¢ — 02)2 + (260)2
d 2 232 2
Al oz 2]= dn (@8 - 99 + 2600
=-5 [\/(‘"0 02)2 + (26Q)%|=0= N CTEOETOE 0

d d
= 5 [(©0§ =07 + (260)%] = - [0f — 2 FQ? + Q* +46%0%] = 0
= —4w20 + 403 + 8520 = 0 = (40)(Q? — w? + 262) =0

Q=0
ﬁ{n: lw? - 252 = q,

A(Q) présente un pic & Q,., ¢’est la pulsation de résonance.
- La condition que doit satisfaire L pour qu’il y ait résonance :

Q, = /wé — 262

La condition de résonance est :

2_282>0=wi>26% 1>2R2=>1>R2=>2L>RZC=>L>CR2
— :>_ — —

“o “o IC 412 C 2L
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4- Facteur de qualité du circuit :
R=100Q,C=1uF,L=4H.

w1 2L 1|2 1L
Q_26_w/_L52R_R LC R.C

AN :

1 4 20
Q_100 10-6

- Facteur de résonance du circuit :

_AQ,)
FR = A00) .
Lo

(D)

V(wZ — 022 + (260)2

E E
. &) &
V(w2 — w2 +2682)2+482(w¢ —262) J48*+ 462wk —86*
E E E
. ®» . ® @
JASZwE —46* 4582 (wE—62) 268w - 62

(®_®

\/F Wy
d’ou:

Eo 2 2
FR = (Z) o S FR= —20
26 \Jw? — 62 (%) 26/w? — 52

AN :
wo =500rad/s
§=125(s"Y) )
R = (500)

=2
2 x12.5 x 4/(500)2 — (12.5)2

Remarque
L’acuité de la résonance (ou facteur de résonance) d’un oscillateur trés faiblement amorti, est égale
au facteur de qualité.

Exercice 3
024G+12¢g+5qg=4cos 2t) = G+6q+25qg=20cos (2t)
qui s’écrit sous la forme

e(t)
i+ 260 + wiq = —=2
Z 1T @9 =77

- Coefficient d’amortissement :

6
26=6 = (5=E=35_1
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- Pulsation propre :
wZ =25 = w, =V25=5rad/s
- Période propre :

2T 2T T
w0=27rf0 =T—0$To=w—0=?= 1.256 s
- Pulsation de la tension sinusoidale :

N =2rad/s.

2- Solution du régime transitoire :
Soit g, (t) la solution de 1’équation différentielle sans second membre (solution transitoire).

Ona:

G + 6 ¢ + 25 q = 0 qui s’écrit sous la forme § + 26 ¢ + w3q =0
AN=62—w2=(3)2—-(5)2=9-25=-16 <0

A'< 0 = C’est le régime pseudo périodique (mouvement oscillatoire amorti).
qg.(t) = g et cos(wp. t+ 1/1)

La pseudo pulsation : w, = \/w? — 82 =v25—9 =16 = 4rad/s.

d’ou :

q:1(t) = qme~>f cos(4.t +1)

Détermination de q,,, et 1, a partir des conditions initiales :

4
q:1(0) =4 = qm cosy =4 = 4m = o5y
. i siny -3
G1(0) =0 = —-3q,, cosyY =4 q,, siny :m =tany = == —0.75
= 1 = arctan(—0.75) = —0.64 rad
d’ou:
= i =5C
Qm = cos(0.64)
donc

q:(t) = 5e 3t cos(4.t — 0.64)

3- Solution en régime permanent :

Ona:§+6q+25q =20cos (2t)

Soit g, (t) la solution de 1’équation différentielle avec second membre (solution permanente).
q,(t) = Acos(2.t + ¢)

Détermination de A et ¢ en utilisant la notation complexe :

q, = AP0 = A eiPel2t = A el2t ol A=Ael?

Gz =j2Ae?

G = —4A et

Ona:

G+6¢+25q=20e%

d’ou:

—4Ae?+6.2.j Ael?t + 254 /%t =20e/2

20 20(21 — j12)

S A=[-4+12/+25] =202 A=[21+/12] =20 > A4 = =
a=1 j +25] A=[21+]12] ST 21 +j12 - QD%+ (12)2
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=>A_20x21—120x12_420—]240_420—]‘240_420 1240
= (@2D?+(12? = 441+144 585 ~ 585 /585

d’ou:

A=0.72-j041

A= |4l = \/Rez(é) + Im2(A) = /(0.72)% + (0.41)2 = 0.83

Im(A) —0.41

" Re(a) 072

= —0.57 = ¢ = —arctan(0.57) = —0.52 rad

d’ou:
q,(t) = 0.83 cos(2t — 0.52)

4- Facteur de qualité :

e = 0.83
256 2x3

Exercice 4
1- La courbe présente le phénomene
de résonance.

0.09
g ,*
- Pulsation de résonance : 0.08
w, =13 rad/s 0.07
, , _ ~ 006
- Fréquence de résonance : <
W, = 2 T[fT ?: 0.05 I’ \
=>f=&=£=207Hz 2w \
" 2m 2m ' /
0.03 /, \
- Facteur de résonance : 0.02
FR = Awr) = w = 0.01 N
A(0) ~ 0.02
0.00
_ Bande passante - 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
B = Awp— W, — a) o (radls)
- - 1
ou : w, et w, Vérifient
A(w,) 0.09
A(w,) = A(w,) = =——=0.064U.4
(1) = A(wy) 72 72

dou:B=16—12=4rad/s

3- Facteur de qualité :
e B4
C=ro=7 3%
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Exercice 5
E(t)
A

Le développement en série de Fourier de E(t) donne :

E(t) =ay+ Z a, cos(nwt) + Z b,, sin(nwt)
n n

avec .
T
= 1fE(t) dt
Qo =
0
T
2
a, = ?J‘ E(t) cos(nwt) dt
0
) T
b, = ?J E(t) sin(nwt) dt

0
NB : E(t) est une fonction impaire, donc : a, = a, = 0, b,, # 0.

Calcul de by, :
9 T
b, = ?J E(t) sin(nwt) dt
0 T 3T 3T
[ N 5 1
2| (aE [ 4E ’ |
= TI f Tt sin(nwt) dt + f _Tt sin(nwt) dt + f 2E sin(nwt) dt |
[_Z T T
tor Y oar a1
[ 37 T T ]
2 |4E _ AE _ _ |
= T f t sin(nwt) dt — T,f tsin(nwt) dt + 2Ef sin(nwt) dtl
I_ I r T J
4 4 4

Calcul de [ ¢ sin(nwt) dt

Intégration par partie :
Ona:[f'g=fg-[g'f

On pose :

f'=sin(nwt) dt = f = f sin(nwt) dt = _ cos(nwt)

nw
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g=t=>g =dt

cos(nwt cos(nwt cos(nwt cos(nwt
ftsm@wﬂdt=—t—l;—2—f———g—ldt=— ( )+f ( )dt
nw nw nw nw
cos(nwt) 1 )
=—t + sin(nwt)
nw (nw)?
donc :
T 3T
_ 2)4E [sin(nwt) cos(nwt) |4  4E [sin(nwt) cos(nwt) |4
T T | (nw)? nw r T | (nw)? nw T
3T
—cos(nwt)| 4
426 [—< >]
nw T
4
. (nm . (3nm
2|12 () _agsin(37)
> b, == S = >
T| T (nw) T (nw)
8E . mm . (3nm
= bn = m [3 Sin (7) — Sin (T)]
Ona:
. (3nm .
Sin (T) = —SIn (7)
donc :
b — 8E 4si (nn)
" T2(nw)? S7
Ona:
4 2
w? = =2
donc :
8E mnm
n = s ()
Pour n pair: n = 2p
8E | /2pm 8E
by = 17 si ( > ) = 7 sin(pm) =0

Pour nimpair:n =2p + 1
8E (@p+Dr
bap+1 = (2p + 1)2n2 st

2
Ona:
sin (—(Zp ; Dn) = (—-1P
donc :
8E(—1)P

bap+1 = (2p + 1)2n2
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d’ou:
8E(—1)P

E(t) = ——=—sin((2 Dot

) Zp + D2 sm(( p+1Dw )
E(t) = 8E (wt) ! (3 t)+ ! (5wt) — i ((2p + Dowt)

= sin(w >sin(3w sin(5w (2k+ L sin((2p )
R
L 811
(O IU(t)

Le bilan des tensions :
UR +UL+UC :E(t)
Ri+L di + 1_ E(t

LHLlgte=EO
Ona:
v, =3y —1dq—1':>'—CU :>di—CU

cTeTYeTCar Tt T T e T g T e
d’ou:

) .. . ) . R. 1 E(t)
Ona:
Uc=U(D)
donC'
U+ U+ ! U= E®
LC~  LC
La reponse a ’excitation E(t) sera calculée a partir de I’équation suivante :
8 1 (—1)k
) 1 .

U+ 28U + wiU = ICn? > |sin(wt) sm(Sa)t) + -+ —(Zk )T sm((Zp + 1)a)t)
Tel que :
5 R

2L
et

1

Wy = —

°"JIC
d’ou:
y . 5 w2 1 (-Dk
U+ 28U + wiU = sin(wt) — —sm(Ba)t) + -+ (Zk—sm((Zp + l)a)t)
La solution en régime permanent :
U = 8Ew}? sin(wt — @g) 1 sin(3wt — ¢,)

J@E = w?)? + 46202 3% [(wZ - 9w?)? + 36 52w?
(=Dk sin((2k + Dt — ¢y) ]
(2k +1)% [(wg — 2k + 1)2w?2)? + 4 (2k + 1)2 §2w?
AN :
R 200

§=—= =103s71

2L 2x100x10°3
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Chapitre 3. Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

1 1

Wn = = =10%*rad.s™ !
"7 VIC V100x 103 x 0.1 x 10-6

Exercice 6

e(t)

N

1/ Développement en série de Fourier de e(t) :
e(t) =ay+ 2 a, cos(nwt) + Z b,, sin(nwt)

NB : e(t) etant une fonction i |mpa|re ca, = 0.

d’ou:

e(t) = Z b, sin(nwt)
n

Tel que :

2
b, = —f e(t) sin(nwt) dt
T

L’intégrale peut étre calculée sur n’importe quel intervalle T ; On prendra I’intervalle [T 5:].

T 3T
—<t<—:
4 4
t
(=20 1
Ae(t) _ e(t)f - e(t)i _ _EO - EO _ 4E0
At -t 3T_T 1
4 4
donc :
AE
e(t)=—TO.t+b
At=£,e(t)=E0
d’ou:
E Ao T +b=b=2E
= - = ph =
0 T 4 0
donc :

AE,
e(t) = —T.t + 2E,

73



Chapitre 3.

Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

37 5t
—<t<—:
4

7 =
_le(t)
e(t) = T't-l- b

Ae(t) _ e(t)f - e(t)i _ EO +EO _ 4E0
At t—t;  5t_3t 7t

4 4
donc :

4E,
e(t) = T.t +b

At=%,e(t)=—E0

d’ou :

E —4E°3T+b:b— 4E
0 — T 4 - 0

donc :

4E,
e(t) = T.t —4E,

Calcul de by, :
T

2
b, = —f e(t) sin(nwt) dt
T

0 3
[ ST

2

3t 5t
4 4

4E, : . 4E, .
= b, = - —Tf t sin(nwt) dt + 2E0f sin(nwt) dt + - f t sin(nwt) dt
37

INE!

57

4

— 4E,
3T

4

Calcul de [ ¢t sin(nwt) dt
Intégration par partie :
Ona:[f'g=fg—[g'f

On pose :

f' =sin(nwt) dt = f = f sin(nwt) dt = —

g=t =>g =dt

t
ft sin(nwt) dt = —t M —
nw
cos(nwt) sin(nwt)
B nw (nw)?

]
f sin(nwt) dt |
|

4

ks

cos(nwt)
nw

t
cos(nwt) it

t t
_ . cos(nw )+ f cos(nwt) it

nw nw nw
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Chapitre 3. Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté

donc :
3t 3t
2\ 4E, cos(nwt) sin(nwt) |4 cos(nwt) |4
bn =N _t > 2 o|l——
T T nw (nw)? |« nw T
4 4
5t 5t
4E, cos(nwt) sin(nwt) |4 — cos(nwt)] 4
+—|—t o |————=
T nw (nw)? |3z nw 3t
4 4
16E, . /nm 16E, . /nm 8E, . /nm
= bn = Ty (7) =i () = apzsin ()
()
Pour n pair: n = 2p
8E, . [2pm 8E, .
= by = 7 sm( > ) = a7 sin(pm) =0

Pour nimpair:n =2p + 1
8E, (@p+ Dr B 8E,(—1)?
(2p + 1)?m? st 2 ~ (2p +1)2m2

= bypr1 =

Ainsi :

8E, o (-1
e(t) = ﬂzo nz:;) TESL sm((Zn + 1)wt)

donc :
_8Ey| 1 L D
e(t) = —Z [sm(wt) — ﬁsm(Bwt) + §51n( wt) — -+ msm((Zp + 1)wt)
R it) L
e(t) C ::T U(t)

2/ Tension U(t) aux bornes du condensateur, en régime permanent :
Le bilan des tensions :
UR + UL + UC = e(t)

., di g
Ri+L—+—==e(t)

dt C
Ona:
=15y —1dq—1'=>‘—CU :>di—CU

CTCcTVeT Ca Tttt TR e T T e
d’ou:

) .. .. . . R. 1 e(t)
RCUC+LCUC+UC=e(t)$LCUC+RCUC+UC=e(t)iUC+ZUC+EUC=E
Ona:

Uc=U(t)

donc :

. R. 1 e(t)
U+-U+-—=U=—=

L LC LC
La réponse a I’excitation e(t) sera calculée a partir de I’équation suivante :
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U+ 26U + wiU = 8E, (wt) ! (Bwt) + -+ (1" in((2p + Dwt)
Wy CT[ sin(w Sll’l w (Zk n 1)2 Sin 1% w

Tel que :
5= R

2L
et

1

Wy = —

° " VIC
d’ou:
. . 8E w2 1 1)k
U+ 26U + iU = 9 [sm(a)t) - —sm(3wt) + -+ (Z(k—)sin((Zp + 1)wt)]
La solution en régime permanent :
U = 8E, w3 sin(wt — ¢g) 1 sin(3wt — ¢;)

m? V(g — 0?)? + 452w? 32 V(w2 —9w?)? + 36 52w?
(=1)* sin((2k + Dwt — ¢y) ]
(2k +1)% [(wZ — 2k + 1)2w?)? + 4 (2k + 1)? §2w?

3/ AN :

R _ 200 103 et

2L 2x100x103 0 °

1 1

Wy = = =10*rad.s™ !

VLC V100 x 1073 x 0.1 X 10~¢

Nous savons que la fréquence de résonance est donnée par :

/a) —26% = wy 1———(4)0\/1—262

103
Tel que : e=2=2_91
Wy 104

Wy = woy/1 — 2(0.1)2 = 0.99 w,

Nous remarquons, d’autre part, que la fréquence de la premiére harmonique w (pour n = 0) est tres
voisine de w,. C’est la fréquence la plus proche de la fréquence de résonance w,. Concernant les

autres harmoniques, leurs fréquences sont trés éloignées de la fréquence de résonance w, ; leur
contribution a la solution générale est négligeable.

La solution générale peut donc s’écrire :

8E,wk sin(wt — @)

ut) =
V(wE — 02)? + 452w?
Tel que :
. _ —20w
g (pO - (Ug _ (1)2

NB : Ce résultat n’est pas valable pour d’autres fréquences du générateur puisque d’une maniére
générale, pour une fréquence donnée, il ne faut retenir que 1’harmonique n dont la fréquence est
voisine de la fréquence de résonance w;..
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Chapitre 4 : Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

4. 1. Introduction

Un systeme est dit a deux degrés de libertés s’il nécessite deux coordonnées indépendantes pour
specifier sa position. Ce systeme peut étre composé de deux sous-systemes, a un degré de liberté,
dont I’évolution au cours du temps de I’un dépend de I’autre. IIs sont dits couplés.

4. 1. 1. Différents modes de couplage
Il existe trois modes de couplages : par élasticité, par amortisseur et par inertie.

Couplage par élasticité Couplage par capacité

k

T T - T°
Le circuit électrique équivalent
Deux pendules couplés par un ressort
Couplage par amortisseur Couplage par résistance

ml mZ

Le couplage par amortisseur en mecanique, et par résistance en électricité entraine une dissipation
d’énergie. L’énergie totale du systéme n’est plus conservée.
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Couplage par inertie Couplage magnétique

Le pendule doublé est un exemple du couplage par inertie, il lui correspond en électricité, le
couplage magnétique par self induction ou par mutuelle induction.

4. 2. Oscillations libres non amorties
Pour étudier des systemes a deux degrés de liberté, il est nécessaire d’écrire deux équations

différentielles du mouvement.

Equations de Lagrange :

d oLy oL
(5a:) 52 =

dt\ag,) adq,
d(éL) aL_O
dt\dg,) dq,

4. 2. 1. Systeme Masses-Ressorts

NI TI7T777777TN777777777777Y7T7777T7T7T7T777
—> —

X1 X2

Soit un systeme constitué de deux oscillateurs (mq,k;) et (m,, k,), couplé par un ressort de
constante de raideur k.

Equations différentielles du mouvement
Energie cinétique
1 o2 1 2
T = E_mlxl +_§ MmyX5
Energie potentielle

1 1 1 1 1
U = Eklx% + Ekzx% + Ek(xz - x1)2 = E (k1 + k)x12 + E (kz + k)x22 - kxle
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Le lagrangien

1 2 1 o2 1 2 1 2
L=T-U= > MaXy +§m2x2 - E(kl + k)xi — E(kz + k)x5 + kxyx,
Equation de Lagrange

d oLy oL
(55) 7% =

dt\ox,) 0x,
d <6L> oL 0
dt\ox,) ox,
oL .

a_xl = m1x1

d <6L ) o

dt \ox,) ~ ™A
oL

a_xl = _(kl + k)x1 + kxz
daL )

6_5(2 = MmyX,

d <6L> o

dt \0x,) — 22

dL
a_xz = _(k2 + k)xz + kx1

Le systéme d’équations différentielles du mouvement

mljél + (kl + k)xl - kxz = 0 (1)
mzxz + (kz + k)xz - kxl = 0 (2)

Les termes —kx, et —kx; sont appelés termes de couplage, et les deux équations différentielles
sont dites couplées.

Résolution du systéme d’équations différentielles
Les solutions particuliéres sont de la forme :

x1(t) = A; cos(wt + ¢,)
x,(t) = A, cos(wt + @)

ou Ay, A,, @€t @, sont des constantes et w est I’une des pulsations propres du systéme.
En notation complexe :

El(t) = A]_ ej(wt+(p1) = Al ejwt f tel que Al = A]_ ejq)l
X%3(t) = Ay €7 @192 = 4, J°t tel que A, = A, e/¥2
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Substituant x; et x, dans le systéme d’équations différentielles :

mlgl + (kl + k)xl - kxz = 0
my¥, + (ky + k)x; —kx; =0

Ona:
x =A% > % = jwh; 9 = 4 = —w? Ay I
X =4 &% = %, = jwh, e/ = F, = —w? 4y e/
d’ou:

_mla)ZAl ejwt + (kl + k)él ejwt - kéz ejwt =0
—myw?4, e/t + (ky + k)A, e/°t — kA, /¥t =0

[—m1w2 + (ky + k)]él — kA, =0
[-m,w? + (k; + k)]A, —kA; =0

(ky +k —miw*)A; —kA; =0
{_kél + (ky + k —myw®)4, = 0
C’est un systeme d’équations lin€éaires homogenes, dont les inconnues sont A; et 4,, qui s’écrit
sous une forme matricielle :

kq+k-m,w? -k A\ _ (0)
-k k2+k—m2(1)2 42 - 0

Le systeme admet des solutions non nulles, si le déterminant A(w) de la matrice est nul.
A(w) est dit déterminant caractéristique.
A(w) = 0 est dite équation caractéristique ou équation aux pulsations propres. Elle est donnée par :

(k1 + k - mlwz)(kz + k - mzwz) - k2 = 0

C’est une équation quadratique en w, admet deux solutions réelles positives w; et w,, appelées
pulsations propres du systeme. Chacune des coordonnées x; et x, posséde deux composantes
harmoniques de pulsations w, et w, :

%1 = A; cos (w1t + @1) + By cos (w,t + ¢,)
X, = A, cos (wyt + @1) + By cos (wyt + @,)

Ou A4, A,, By, By, @4 et @,sont des constantes a déterminer a partir des conditions initiales.
La pulsation w, est appelée le fondamental, tandis que w-, est dite harmonique.

Cas d’un systeme symétrique
ml == mz =m
et

Le déterminant devient :
2k —mw®) 2k —mw?) —k?* =0 2k —mw?)?>—-k?*=0
e 2k —mw? —k)2k —mw? +k) =0 (k—mw?)(3k —mw?) =0
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Chapitre 4. Oscillations libres des systémes a deux degrés de liberté

d’ou

| 3k
sz R=w2

Ce sont les pulsations propres du systeme. Les deux masses ne peuvent vibrer que selon ces deux
pulsations.

4. 2. 2. Modes propres de vibrations
Ce sont les différentes facons de vibration des deux masses, I’une par rapport a I’autre.

Mode 1 (Mode fondamental) w = w, = \/%

Pour trouver le mode de vibration correspondant a w,, on remplace w par \/% dans le systeme
d’équation précédent :
Ona:

2k —mw?)A, — kA, =0

_kél + (Zk - mwz)éz = 0

Onaura:

kY 1
<2k _ma)é1 —kA; =

—kA} + <2k — mE)A1 =0
a1 m) &2

kAL — kAL =0
—kAL + kAL =0

= A1 = 4

Les abscisses x, et x, sont de mémes amplitudes et les deux masses oscillent en phase, donc :

(2)-40)

1 .
(1) représente le vecteur propre 1.
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Equilibre

AVMUMWY

i X1 i X2
: ! Mode 1 : Les deux masses sont vers la
droite ensuite vers la gauche.
—
Xq : Xy :
X1
A
\ / » t
X2
A
f
>t

Les mouvements sont identiques. On dit que le systeme oscille dans le mode fondamental.

NB : Il n’y a pas d’effet du couplage dii au ressort central.
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3k

Mode 2 (Mode harmonique) w = w, = —

. . . N 3k N
Afin de trouver le mode de vibration correspondant a w,, on remplace w par /E dans le systeme

d’équations. On aura :

3k
(Zk —m—)ﬁ kA2 =
m
3k
_kA? + (Zk - m—) A2 =
A —)a

—kAZ — kA3 =0
—kAZ — kA3 =0

= A} = —43

Les abscisses x; et x, sont de mémes amplitudes et les deux masses oscillent en opposition de
phase, donc :

m. m

X2 Mode 2 : Lorsqu’une masse se déplace
! vers la droite 1’autre se déplace vers la
! gauche et vice versa.

Mouvement des masses en sens contraires. On dit que le systeme oscille dans le mode harmonique.

X1 X2

NB : Le ressort central exerce une force de rappel sur les deux masses.
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v
~

v
~

VAN

Solutions particulieres

x4 (t) = Al e/ @1t
Model{ ST AR
x(t) = Ay /91t = A7 e/t

x,(t) = A2 /@2t
Mode 2 S it 5 it
x,(t) = A /92 = —A7 e)*2

La solution générale est une combinaison linéaire de deux solutions particuliéres.

Solution générale

X1 1\ . 1 .
<£2> 21/ ¢ A -1) ¢

avec Al = a e/P1et A2 = B /%2
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d’ou:
X1\ _ 1) Jj(@it+ps) (1) j(@at+2)
<£2>—a(1 e +0 _1 e

En notation réelle

x1(t) = acos (wyt + ¢y) + B cos (w,t + ¢,)
X,(t) = acos (wit + ¢1) — B cos (wyt + ¢p,)

Calcul des constantes a, B, ¢1et ¢,
Utilisons les conditions initiales

(x%1(0) = x,(0) =x
Casl: {5611(0) = 3&22(0) = 00
Ona:
x%1(t) = —aw, sin(w,t + ¢p;) — Bw, sin(w,t + ¢,)
X, (t) = —aw; sin(w,t + ¢1) + Pw, sin(w,t + ¢,)
d’ou :

_ _ acos¢p, + fcosp, = xq ... (1)
%1(0) = x2(0) = xo = {a cos (;bi — [ cos 4)2 = xz (2

) . _ —a w;Sin¢p; — fw,sing, =0...(3)
#(0) = %,(0) = 0= {—a wisin ¢>1 +B wzzsin qbz =0..(4)
3)+ (4) » —2aw,singp; =0=>singp; =0=>¢; =0
(3)—(4) > —2Bw,sing, =0=singp, =0=>¢, =0

En remplacant ¢, et ¢, dans (1) et (2), on aura:
{a+ﬁ=x0:{a=x0
a—p = x p=0

Les solutions seront donc :
{xl (t) = xg cos(wqt)
X, (t) = xy cos(wqt)

Les solutions sont purement sinusoidales.
Les deux masses oscillent en phase avec la méme pulsation w;.

x1(0) = xo
Cas2: x2(0) = —xo
%1(0) =x,(0) =0

d’ou:
{ x1(0) = x, :{ acos ¢, + B cosp, = xp ... (1)
x,(0) = —xq acos¢p, — B cosp, = —x; ... (2)

—a w,sin¢; — Pw,sing, =0...(3)

%1(0) = %,(0) =0 = {—a w1sin¢; + B w,sing, =0...(4)
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3)+ (4) » —2aw,singp; =0=>singp; =0=>¢,; =0
(3)—(4) » —2Bw,sing, =0=>singp, =0=>¢, =0

En remplagant ¢, et ¢, dans (1) et (2), on aura:
a+pf =x N {a =0
(@ — B = —x B = xo

Les solutions seront donc :
x1(t) = xg cos(w,t)
X, (t) = —xq cos(w,t)

Les solutions sont purement sinusoidales.
Les deux masses oscillent en opposition de phase avec la méme pulsation w..

x1(0) = xo
Cas3: x,(0) =0
%1(0) =%,(0) =0

d’ou:
{xl(O) =Xo _, {a cos ¢y + fcosp, = xg ... (1)
x,(0) =0 acos¢p; —fcosp, =0...(2)

—a w;Sin¢; — fw,sing, =0...(3)

%1(0) = ,(0) =0 = {—a w;1Sing, + B wysing, =0...(4)

3)+ (4) » —2aw;singp; =0=>singp; =0=>¢; =0
(3)—(4) > —2Bw,sing, =0=singp, =0=>¢, =0

En remplagant ¢, et ¢, dans (1) et (2), on aura:

Xo
{a’"'ﬁ:xo:} “=7
a—pf=0 ﬁzﬁ
2

Les solutions seront donc :
X
x(t) = ?0 [cos (wqt) + cos(w,t)]

x,(t) = % [cos (wyt) — cos(w,t)]

Ona:

cos (w4t) + cos(w,t) = 2 cos(

(wq + wz)t> cos <(w1 - wz)t>
2 2

cos (wyt) — cos(w,t) = —2sin <(‘U1 -;wz)t> sin <(a)1 —sz)t>
d’ou:
( x1(t) = % 2 cos (M) cos (M)

% (t) = 5 (~2)sin (“‘“ +2“’2)t> sin <<w1 - ‘Uz)t)
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Ona:

<((U1 wz)t>
cos

( (wz — w1)t> — cos ((wz - w1)t>
2 2
(((01 wz)t>
sin

< (wz — w1)t> ~ _sin <(a)2 - w1)t>
2 2
d’ou :

Jxl(t) = X, COS (@2 = wl)t) cos <(w1 + wz)t>

2

lxz(t) = x, sin <(w2 Zwl)t> sin <(‘“1 ‘;wz)t>

Les solutions sont le produit de deux fonctions sinusoidales.

4. 2. 3. Phénomene de battement
Lorsque le couplage est faible et les fréquences propres des oscillateurs sont voisines, il se produit
un phénomeéne de battement.

Considérant I’exemple de 1’oscillateur symétrique et on considére les conditions initiales suivantes :
x1(0) = xo
x(0)=0
%1(0) =%,(0) =0

On avait trouvé :

J{xl(t) = X, COS <(w2 _Zwl)t> cos ((w1 sz)t)

sz(t) = x, sin ((wz _Zwl)t) sin <(w1 ‘;wz)t>

On obtient un phénomene de battement. Les amplitudes sont modulées. Ces battements sont en
quadrature : ’amplitude d’un oscillateur est nulle lorsque celle de ’autre est maximale. L’énergie
est ainsi alternativement transférée d’un oscillateur a 1’autre, alors que dans un mode normal,
chaque oscillateur conserve son énergie.

On définit les paramétres suivants :
Pulsation moyenne :

wq + wy
©moy =5 —

Période moyenne :
21 4

Wmoy W1 + w,

Tmoy =

Pulsation de modulation :
Wy — Wq
w =—
mod 2
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Période de modulation :
2T 41

T = =
mod
Wimod Wy — W1

d’ou:
{xl (t) = x¢ cos(Wmoq-t) cos(wmoy. t)

x2() = X SiN(Wpoq-t) SIn(Wpgy- £)

X4
b
Tmoy Ty
- - -+ L
J‘-'Cb— | i1 |
i |
|
|
1
0 » T
I
|
| |
- ) ! | |
—Xo] - >
Tmod
X2
Fy
Ty Tnoy
C - L -
Xo — (| ) |
| (
|
1
[
]
0 »
|
|
! i
—x g | 1! | !
Tmod
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On définit la période de battement comme la demi-période de la période de modulation :

T—lT _1( 4r )_ 2
B=p tmod T o\, —w,)  wy — w;

4. 2. 4. Coefficient de couplage
Pour caractériser le couplage entre deux oscillateurs, on définit un coefficient y appelé coefficient
de couplage dont la valeur peut varier entre 0 et 1. Celui-ci est déterminé a partir des coefficients
constants des équations différentielles obtenues.
Si les équations s’écrivent :
G1 + a1q1 = b1q;
et
G2 + a2q1 = baqs
alors :
b, b,

a,a;

X:

Lorsque y = 0, le couplage est nul, les oscillateurs sont indépendants.
Si y = 1, on parle d’un couplage serré.
Si y « 1, on dit que le couplage est lache.

NB : Lorsque le couplage est lache, y est trés voisin de 0, donc il s’agit du cas ou w, est trés
voisine de w,, nous observons alors un phénomeéne de battements.

4. 3. Enonceés des exercices

Exercice 1

Soit le systeme électrique de la figure ci-dessous : circuits LC couplés par une capacité.

1- Etablir les équations différentielles en g et g, puis en i, et i,.

2- Déterminer les pulsations propres du systéme pour : L, = L, = L et C; = C, = C, sachant qu’a
t = 0s, C; possede une charge q.

3- Donner le systeme mécanique équivalent en précisant le type de couplage.

Exercice 2

Soient deux pendules simples identiques couplés par un ressort de raideur k et qui effectuent des
oscillations de faible amplitude, repérées par les angles 8, et 6,.

1- Trouver le systéme linéaire des deux équations différentielles couplées, reliant les fonctions
0,(t) et 6,(t).

2- Chercher les modes normaux du systeme.

3- Lorsque t = 0 la premiere tige se trouve écartée de la verticale de I’angle 6, I’autre tige étant
alors verticale et les deux abandonnées sans vitesse initiale. Déterminer dans ce cas la solution du
régime libre.

4- Exprimez le coefficient de couplage C.

89



Chapitre 4. Oscillations libres des systémes a deux degrés de liberté

4. 4. Solutions des exercices
Exercice 1

1- Equations différentielles en g, et q,, puisen i, et i, :

{UL1+UC1+UC=O

UL2+UC2_UC=O Ll

Iy iy L,
Ona: i QI C —L ¢,
Uy, = L1£ —|_ —|_ —|_

di,
T
q1
U =—

qz
Ug, = =
d’ou:

di, g1 q1—4q>
L_ —_— _—
{1dt+61+ C 0

di, q; 42— q1
Ly— +—+ =
23 ., T ¢

0

Ona:

. _dq |
mar
et

di d?q
at dez 1

d’ou :
.. 91 91— Q>
L e —_— O
1G1 + C + C

CIZ_I_CIz—Ch:

L 92
242 + C, C
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. 1 1 1
L1Q1+(C_1+E>Q1_EQZ =0

3 1 1 1
LiG; + (C_2+E)CI2 _th =0
On dérive par rapport au temps :

dg 1 1\ d 1d
Gy (L d)d 1,
c, c/dt cdt

1

dt

dg, (1 1\dq, 1dq,
iLZE*(c_ﬁE)E_EW‘O

d’ou:

L d(di1>+(1 1)_ 1. — o
Vae\ae) "\¢, ") T T

L d(di2> (1 1)_ 1__0
2qc\ae) T\, Tc)tr e T
donc :

[ d%i, (1 1)_ 1 0
—+|=+=)iy—=iy =
Ydez "\¢; "¢/t ¢

Lalzi2 (1 1), 1 0
—t=+=)iy— =iy =
a2 "\¢, ¢/?* ¢t

+

+

2- Pulsations propres du systeme et solution générale :
Ona:
) 1 1 1
L1Gy +(C_1+E)q1 —2= 0
1, 1) L
PG q: qd1 =

L
1‘12+( C

Résolution du systéme d’équation :

Les solutions particuliéres sont sous la forme :
q:(t) = Acos (wt + ¢4)

q2(t) = Bcos (wt + ;)

En notation complexe :
q1(t) = Ae/@teD) = A )@t telque A = A e/¥1
q2(t) = B e/(@t+92) = B ¢J®t tel que B = B e/¢2
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En substituant g, et q, dans le systéme d’équations différentielle :
1 1 1

b+ (g + ) 0= g =0

) 1 1 1
e+ (g +g) 2~ g =0

Ona:
L1=L2=Let C1=C2=C

On aura donc :

. 2 1
L+ =722 =0
2 1
Ly +=qy —=qy =0
Gt~
Ona:
=4 5 ¢ = jodel 5§ = —wPAelt
QZzﬁejwt:’fb:jwﬁejwt:>QZ:—w2§ejwt
d’ou :

) 2 . 1 ,
_ ZLA ]wt+_A jwt__B ]wt:()
w-LA e C_e C_e

o2 1
—w?LB e/t + ZB et — — A/t = 0
w“LB e cBe cAe

(2 L Z)A le_o
c Y )ET 2

1A+<2 L 2)
c2 T\

=

sy

=0

Qui s’écrit sous la forme matricielle suivante :
2 1
P AN
2_,.21\B)" (0)
? Lw —

Le systeme admet des solutions non nulles, si le déterminant A(w) de la matrice est nul.
L’équation caractéristique est donnée par :

2
C

1
C

2 21\
-] - =

C c
C’est une équation quadratique en w, admet deux solutions réelles positives w; et w, :

q, = Ay cos (wyt + @) + By cos (wyt + ¢,)
q, = A, cos (wit + ¢1) + B, cos (w,t + @,)

ou A, A,, By, By, @, €t @,sont des constantes a déterminer a partir des conditions initiales.
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2 22 1\2 2 , 1\ /2 , 1 3 5\ (1 5
<——Lw> —(—) :0=><——Lw +—>(——Lw ——)=O=><——Lw)<——Lw)=0
C C C c/\c C C C

d’ou

3
——Lw? =0

C

1
——Lw?>=0

C

( 1
a):—:
VIC |

=

3

Ce sont les pulsations propres du systeme.

e Mode 1 (Mode fondamental) w = w; =

(2 L>A1 1A1—0
c Lc)= c=r T

1A1+(2 L>A1—0
c=t"\c Lc)=?"

1
VLC

1 1
Eéi —Eé% =0

1 1
__Al _A1=
C_l +C_

=

= Al = 4

q1 et g, sont de mémes amplitudes et sont en phase, donc :

(2)-40)

1 .
(1) représente le vecteur propre 1.

e  Mode 2 (Mode harmonique) w = w, = %
2 L 1
———)AI ——45=0
(c Lc)—1 [
1 2 L
—— A2 (___>A2=0
cA e ®
1 1
——A7 ——A5=0
-] C— €~
1., 1,
—;Al - A5 =0
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= Al = 43

q. et g, sont de mémes amplitudes et sont en opposition de phase, donc :

(&)= (%)

(_11) représente le vecteur propre 2.

e Lessolutions particuliéres :

ai(6) = A eJont

Mode 1 ) .
Go() = A3 /1t = A} &St

q:(t) = A} e/t

Mode 2 ) .
42(1) = A5 €97 = —4f oo

e Lasolution genérale :

q1 1\ . 1 .
(8)-a() omem(l) o

avec Al = a e/P1et A2 = B /%2

d’ou :
gl — (1> jwit+¢y) ( 1 ) J(wat+ez)
<q2> =q«a 1 e +p _1 e

En notation réelle
q1(t) = acos (wit + ¢1) + B cos (w,t + ¢,)
q2(t) = acos (wit + ¢1) — B cos (wyt + ¢3)

Calcul des constantes a, 8, ¢, et ¢, en utilisant les conditions initiales :
at = 0s, C, posséde une charge q :

q1(0) = g,(0) =g, car C; = C;,donc: q; = q, = q.
C'l1(0) = 512(0) =0

Ona:
41(t) = —aw; sin(wt + ¢1) — fw, sin(w,t + ¢,)
q,(t) = —aw; sin(w,t + ¢;) + Bw, sin(w,t + ¢,)

d’ou :

0(0) = g,(0) = g = £ 0P H Feosdz — - U)

acos¢p, —fcosep, =q...(2)
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. . _ —a w,sin¢p; — Pw,sing, =0...(3)
71(0) = ¢2(0) = 0= {—a wisin (;bi + ﬁ’a)zzsin d)i =0..(4)
3)+(4) » —2aw;singp; =0=>singp; =0=>¢; =0
(3) —(4) » —2Bw,sing, =0 =singp, =0=¢p, =0

En remplacant ¢, et ¢, dans (1) et (2), on aura:
a+f=q N {a =q
a—p=q B=0

Les solutions seront donc :
q1(t) = q cos(w4t)
(q2(t) = q cos(w;t)

3- Systeme mécanique équivalent :
1 1 1

(L. (_ _) g, =
iLlQﬁ ¢, T/t 0@{m1561+(k1+k)x1—kx2=0

1 1 1 X, + (ky + k)x; —kx; =0
L1Q2+(_+—)QZ—_Q1=0 Moy + (kg + )k = kxy
27\, ")l

Cariqgex,§ o X, Lom, % o k, donc le systeme équivalent est le suivant :
Couplage par élasticité.

ky m, k m, k,

ATTI7T7T777770N777777777777Y7 7777777777
—>
X1 X3

Exercice 2

1- Systéme linéaire des deux équations différentielles couplées, reliant les fonctions 8, (t) et 6,(t) :

1 .01 .
T:§]91 +§]92

J =ml?
d’ou:

1 . 1 .
T = Emlzef + Emlzezz
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1
Ue = Ek(xz - xl)z

Ona:

. X2 .
sin @, = T = x, = [lsin0,
0, «< donc sinf, =0,
d’ou:
xZ == 192

de méme :
xl == l@l

donc :
1
Ue = Ek(lez - 191)2

Ona:
Uy, = —mghy
Uy, = —mgh,
hy
cosf, =— = h; =lcosb,

l
67
0, < donccosf; =1 — Y

d’ou:

U, = Uy, +U,, = —mgl (1 -

0 (1 %
2 )~ ™ 2

2

1 . 1 . 1 1 1
L=T-U==-ml?0% + -ml?6% — Emgl(é?l2 + 02) + k16,0, — Eklzef — Eklzezz + 2mgl

2 2

Equations de Lagrange :

d(oL) oL _.
dt\ag,) 06,

d(oL) oL _,
dt\ag,) 06,

L .

— =ml?6,

96,

d (oL .
— (= | = m24,
dt \aé,
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dL

— = —(mgl + kl*)6, + kl?6,
26,

dL .

—_— = ml292

26,

d (oL )
— (= = mi?4,
dt\ 06,

L
= _(mgl + kl2)92 + kl291
20,

d’ou :
ml?6; + (mgl + ki*)6; — ki?6, =0
ml26, + (mgl + k1*)6, — k1?6, = 0

6 +(g+k)9 ke =0
1 l m 1 m 2 =
g +(‘g+k>9 Ko, =0
2 l m 2 m 1~
2- Modes normaux :
Résolution du systéme d’équations différentielles :
Les solutions particuliéres sont de la forme :
0,(t) = Acos (wt+ ¢;)
6,(t) = B cos (wt + ¢,)

Détermination des amplitudes et des phases, en utilisant la notation complexe :
0,(t)=A ef_<wf+<ﬂ1> =Ae/ telqued = Ae/®
0,(t) = B e/(@t+02) = B ¢J®t tel que B = B e/*2

Ona:
Ql:éejwt:g'l:jwéeja)t:)Ql:_wZAejwt
szgeja)t$Q'Z:ngejwt:)QZ:_wZerwt

Substituant 8, et 8, dans le systeme d’équations différentielles :

—w?A /¥t + (g+£)A et —EB el®t =0
- I m/— m=—

—w?B elvt + (g + E) B /@t — EA el®t =0
= I m/— m—

Qui s’écrit sous la forme matricielle suivante :

g . k_ 2 _k
l+m w m (é) — (0)
_£ g+£_w2 Q 0

m I m
2

R
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C’est I’équation caractéristique.

0,(t) et 6,(t) possede deux composantes harmoniques de pulsations w4 et w, :

0,(t) = Ay cos (w1t + ¢1) + By cos (w,t + @)
Qz(t) = A2 CoS ((,Olt + §01) + Bz COS ((Uzt + (pz)

ou Ai, A,, By, B,, @1 et @,sont des constantes a déterminer & partir des conditions initiales.

k 2 ky? k k
() () 0= (o)1

Il m m m m

g 2k
o= [Trm=

Ce sont les pulsations propres du systeme.

e Mode 1 (Mode fondamental) w = w; = |7

g .k g k
(F+m—T)at -t =0
k k
i ()0
k
—Al——Al=0
—a-—4
- k 1 k 1
T tRde =0
= A1 = 4}

0, et 8, sont de mémes amplitudes et sont en phase, donc :

(2)=40)

1 .
(1) représente le vecteur propre 1.
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e Mode 2 (Mode harmonique) w = w, = [T+ %

k g k g 2k
i (T =0
k k
— MR- =43 =0
= m m
k k
— AR =
= 4t =4

6, et 6, sont de mémes amplitudes et sont en opposition de phase, donc :

(&)= ()

1 .
(_1) représente le vecteur propre 2.

e Les solutions particulieres :

0:1(t) = Aj e/

Mode 1 ) .
{Qz (6) = A} efrt = A} et

61(t) = A% /2

Mode 2 ) .
{Qz (6) = A3 edont = —p3 efont

e Lasolution générale :

(&) =) omerar(L) e
6,)  ='\1 =1

avec A} = a e/P1 et A2 = p e/®2

d’ou:

<Q1> —u (1) el (@it+s) | 5( 1 ) i (@3t+2)
0, 1 ~1

En notation réelle

0,(t) = acos (wit + ¢p1) + B cos (w,t + ¢,)

0,(t) = acos (w,t + ¢p;) — B cos (w,t + ¢,)

3- Solution du régime libre :

at=0s, la premiére tige se trouve écartée de la verticale de I’angle 6,, I’autre tige étant alors
verticale et deux tiges sont abandonnées sans vitesse initiale.
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6,(0) = 6,
6,(0) =0
91(0) = 92(0) =0

Ona:
0,(t) = —aw, sin(w;t + ¢;) — Bw, sin(w,t + ¢,)
6,(t) = —aw, sin(w,t + ¢1) + Bw, sin(w,t + ¢p5)

d’ou:
{91(0) =0, N {a cos¢p, +fcosp, =6, ...(1)
6,(0) =0 acos¢p; —fcosp, =0..(2)

—a w,Sin¢; — fw,sing, =0 ...(3)

61(0) = 6,(0) =0 = {_a w1Sin ¢, + f w,sing, =0...(4)

3)+ (4) » —2aw;singp; =0=>singp; =0=>¢, =0
(3)—(4) » —2Bw,sing, =0=>singp, =0=>¢, =0

En remplacant ¢, et ¢, dans (1) et (2), on aura:

{a+ﬁ=90:> *=3
0(—,8=0 80
F=3

Les solutions seront donc :

6,(t) = %[cos(mlt) + cos(w,t)]

6,(t) = %[Cos(wlt) — cos(w,t)]

Ona:
cos (w4t) + cos(w,t) = 2 cos %) cos <¥
Cos (G)lt) - COS((th) = —2sin <( 1 > 2) )Sin <( 1 . 2) >

d’ou:

! 6,(t) = %2 cos <M> COS <M>

LBZ (t) = %(—2) sin <(w1 -;wZ)t> sin <(w1 —sz)t>
Ona:

(w1 — wy)t —(w; —wy)t (wy —wq)t
cos <#> = cos (f) = cos (#>
(0 —wy)t [~ (wy —wy)t (0 —wy)t
sin (#> = sin <f) = —sin <#>
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d’ou:
( - t + t
0,(t) = 6, cos (@7 — @) cos (@ + @p)
2 2
- t + t
0,(t) = 6, sin (@2 — 1) sin (@ + @)
2 2
C’est le phénomeéne de battements.
4- Coefficient de couplage :
é+(‘g+k)0 ke—o é+(g+k)9—k9
1 I " m/™" m*?" 1 I " m/' T m?

é+<g+k)9 ke—o é+(g+k)9—k9—0
2 Il m/ % m?t~ 2 Il m) %2 m?t"
de la forme :

{él + a191 = b192

éz + a292 = bzgl

Le coefficient de couplage :
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Chapitre 5 : Oscillations forcées des systemes a deux degrés de liberté

5. 1. Equation de Lagrange
Soit un systeme a deux degrés de liberté, soumis a des forces de frottement et a des forces
extérieures F; (t) et F,(t). Les équations de Lagrange s’écrivent comme sulit :

d <6L> JdL _ 15)))
dt \0q, 09, 94,
d (0L> dL _ aD
dt \dq, 09, 94,

5. 2. Systéme masses-ressorts-amortisseurs
La force F(t) = F, cos wt est appliquée sur la masse m;.

F(t)
a my m; a \

3 k R
A1 2 N
7 5000000
1717777777777 7T7777777777Y7777777777

— —

xl xz

Equations du mouvement
Energie cinétique

T, 1
T = §m1x1 + Emzxz

Energie potentielle
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
U == Eklxl + Ek2x2 + Ek(Xz - xl) == E (kl + k)xl + E (kz + k)xz - kxlxz

Fonction de dissipation

o 1
D= Eaxlz +§ax22

Lagrangien

1, 1 ., 1 21 2
L=T-U =5mi +Em2x2 _E(kl + k)x;i _E(kz + k)x5 + kxyx,

Equations de Lagrange

d<6L) oL aD+Ft
dt\ox,) odx;  0x (©)
d <6L> oL _ oD
dt\ox,) 9dx,  0x,

L ,

a_xl = m1x1

d <6L) o

dt \ox,) ~ ™M
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Chapitre 5. Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté

oL

a_xl = _(kl + k)xl + kxz

ap
a_)'Cl = axq
oL

— = MyX;
axZ

d <6L)_ .
dt \0x,) — 2*2

oL

axz = _(k2 + k)xz + kx1

aD
a—xz=ax2

Le systéme d’équations différentielles du mouvement

{mljél + (k]_ + k)xl - kxz = —aJ'Cl + F(t)
mzjéz + (kz + k)xz - kx1 = _a)‘CZ

N {mljél + a).cl + (kl + k)xl - kxz = F(t)
mzjéz + aJ'CZ + (kz + k)xz - kxl = 0

Solutions en régime permanent
x1(t) = Acos (wt + ¢4)
x,(t) = B cos (wt + ¢,)

Détermination des amplitudes et des phases, en utilisant la notation complexe
x1(t) = Ae/@He) = 4 /@t telque A = A el
x,(t) = B e/(@t*92) = B ¢J®t tel que B = B e/%>

Ona:

X =Ael =% = jod el = % = —w? Aet
£2=§€jwt$£'2=jw§€jwtﬁzz=—(1)2§€jwt
Onaura:

—my w24 e/t + jawA e/®t + (ki + k)A e/®t — kB e/®t = F, e/®t
—myw?B e/t + jawB e/t + (k, + k)B e/t — kA e/®t = 0

[-myw? + jaw + (ky + k)]A— kB = F,
—kA + [-myw? + jaw + (k, + k)]B =0

Qui s’écrit sous la forme matricielle suivante :

ki+k+jaw—m,w? -k A\ _ (Fo)
-k k2+k+ja(l)—m2w2 E - 0
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Chapitre 5. Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté

Cas d’un systéme symétrique et d’un amortissement tres faible :
my=my,=m

et
kl = kz = k3
et
a=0
Onaura:

ky+k-mw? -k A\ _ (FO)

-k kz+k-mw?)\B) ~— \0

A et B existent si et seulement si le déterminant de la matrice est non nul :

A(w) = (k3 + k —mw?)? — k? = (k3 + 2k — mw?) (k3 — mw?)

Les amplitudes complexes sont données par la régle de Cramer.

Rappel
.. (a b
SoitA = (C d)
¢ - ()
c d/\X; B,
|A] = ad — cb
B, b
B, d
X, =
T4l
a B;
c B,
X, =
T4l
donc :
F, —k
2 _ 2
A= 0 ky+k—mo _ Fo(ks + k — mw?) _ Apion
= (ks + 2k —mw?)(ks —mw?) (ks + 2k — mw?)(k; — mw?)
et
ks +k —mw? F,
B — _k 0 — kFO — BeM’z
= (k3 + 2k —mw?)(k; —mw?) (k3 + 2k — mw?)(k; — mw?)
Finalement
A—lAl— F0|k3+k_m0)2| _FO |(Ui_w2|
N kg 4 2k — m?| ks — mw?|  m|w? — w?||w? — w?|
»1 =0
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Chapitre 5. Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté

et
5= |5 - kF, Kk, 1
T kg + 2k — mw?|lk; — mw?]  m? |0k — w?||w? — w?
9, =0
Tel que :

W0, = k3 w0 = k3+2ketw _ |k3tk
1= m' 2 — m A — m

w4 et w, sont les pulsations propres calculées dans le chapitre précédent.

Lorsque w = w4 et w = w,, les amplitudes du mouvement sont infiniment grandes — w; et w,
sont les pulsations de résonance.

Lorsque w = wy, la masse m; est immobile (I’amplitude de A est nulle) et la réponse de la masse
m,, est faible - w, est la pulsation d’antirésonance.

Courbes d’amplitudes en fonction de la pulsation

A(w)
A
I I
1 1
1 1
1 1
1 1
| ]
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1
Fy w} K :
0 4 . !
m w?w? ! : > W
wq Wy )
B(w)
A
I I
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1
2 Pk | |
m? wiws ! !
> W
w1 Wy )
NB:

Dans le cas d’amortissement non négligeable, les amplitudes a la résonance sont atténuées par
I’amortissement. L’amplitude de la masse m, a la pulsation d’antirésonance est trés faible.
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Chapitre 5. Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté

Analogie force-tension :
Trouvons le circuit électrique équivalent au systeme mécanique étudié :

Equations différentielles du mouvement :
{mljél + aJ'Cl + (kl + k)xl - ka == F(t)
mzjéz + CU'CZ + (kz + k)xz - kx1 = 0

{mljél + afcl + klxl + k(xl - xZ) == F(t)
myX, + ax, + kyx, +k(x; —x1) =0

Equations intégro-différentielles :
Ona:

_dx

Cdt

x1 = f xldt

De méme :
. dx,
Xy = ——
LT

x2 = fodt

Xq

Le systéme d’équation précédent devient :
dx
— ok, +ky f Xy dt + kf(xl — x,)dt = F(t)

™ g
dx; . . .
mzﬂ'k axZ + kszzdt + kj(xz - xl)dt = 0

Eléments électriques analogues :
. . . . 1 1 1
F(t) »e(t), x; =iy, Xy o iy, ky - k =% k, =My = Ly, my = Ly, @y = Ry, a; 2 R,
1 2

Equations électriques :

A N W
L1_+R111 +_flldt+Ef(ll - lz)dt = e(t)

{ dt C,

di, o 1. (. .
k Lz%‘l‘Rzlz +C_2f lzdt‘l‘Ef(lz - ll)dt =0
D’ou le circuit électrique équivalent :

Rl Ll

e(t)

5. 3. Les impédances
Voir chapitre 3 (paragraphe 3.5).
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Chapitre 5. Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté

5. 4. Applications
Impédance d’entrée d’un systeme forcé a deux degrés de liberté

Pour le systeme symétrique précédent les équations aux vitesses sont données par :

)0 - (35) 60 = E©

[ k+k
| imaw #,(0) +(
o e

| im0 20+ (o) 20 - (5)uw =0

avec :

F(t) = F, cos(wt)

x1(t) = Acos (wt + ¢4)
x,(t) = Acos (wt + ¢,)

En notation complexe :
F(t) = F, e/t

x; (1) = AJ@HP) = 4 I = 3, (1) = jox, () = x,(0) = &(E)t)
et
¥1(6) = jwxq(¢)

_z(t)

X (6) = B /00 = B eJot 5 i, (8) = jwxs(6) = 1(0) =

et
%,(8) = jwx, (0)

Le systéme d’équation précédent devient :

ﬂ,- (mo 29 100 - (.i)xz(t) = F()..(1)

| i (mo - i k“”’)]J( £ - (—)zl(t) =0..(2)

De (2),0n aura:

k.
oy jw ()
%, (t) j(mw K J(:)kS) x1(t) ... (3)
(3) dans (1) : [j (mw - k:)k3) - J(m(a’)_flﬁ)] %1 () = E(t)
% (t) = = (,k )2 =V; el
=555 J (ma _G)M)
w

V1 est Pamplitude complexe de la vitesse.
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Chapitre 5. Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté

) k+k
Fo —iFo (mo - =5)
1: —
2 X k 2k + k
k + ks (, ) (ma)—f)(ma)— w 3)
J(m“" w )_. kT ks
j (mo -=5=)
d’ou:
e k + ks
=nl= R 2
w w
Vi (w)
A
k3 +k
m
k k 2k +k
S CR I () _|lme =) (mo - 75)
L7050 w k+k3\ k+k
= ]( w ) (mw— a)3)
|mw_k3 2k + ks
w w
=lz| = | KTk
mw ——~
Lorsque |mw—% =0,Z->etlV; =0,
donc:w = w, = ’kj: i antirésonance.

2k+ks3

k3
Lorsque |ma) - Z| |ma) -

k kz+2k
donc:w = w, = /;3 etw = w, = / 2—"— représentent les pulsations de résonance.

=0,Z=0etV; > o0
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Chapitre 5. Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté

v
g

ks o fkstk [k 2k
wq = a Wy = m Wy = m

5. 5. Exercice d’application

1- Etablir les équations différentielles du systeme oscillatoire mécanique de la figure ci-contre.

2- Les solutions x4 (t) et x,(t), du régime permanent, étant du méme type que la force excitatrice
F(t) = Fycos(wt). Donner I’écriture matricielle des équations différentielles en amplitudes
complexes.

3- En déduire les pulsations de résonance lorsque 8 = 0.

4- Etablir les équations différentielles en courant i; et i,, puis en charges q; et q,, du systéeme
oscillatoire électrique de la figure ci-dessous.

5- 'Y a-t-il une analogie entre les deux systemes ?

Si oui, donner les correspondances entre les éléments mécaniques et électriques.

6- En déduire la pulsation de résonance lorsque R = 0.

F(t)

AAAANY

1777777777717 7T777T7T7T777T7T7T¢Y77777
—> —>

X1 X2

5. 6. Solution de I’exercice d’application
1- Equation différentielle du mouvement :

101
T=me1 +zmx2
1
U =§k(x2 —x1)?
L=T-U= mef +§m5c§ —Ek(xz —x)% = mef +§m5c§ —Ekxl2 —Ekxz2 + kxyx,
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Chapitre 5.

Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté

1 F(t
P (t)
2 y B m k m
Equations de Lagrange ;
d(ﬁL) aL aD_Ft ’lIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIVIIIII
at\ox,) "oz T F® 1 2
d(@L) aL_O
dt\ox,) odx,
oL ]
a—xlzmxl
d(@L)_ .
dt\ax,) ~ ™
oL
a_x1=_kx1+kx2
aD_ )
ox, - Pa
oL )
a—xzzmxz
d(&L)_ .
dt\ox,) = "2
oL
a—xz=—kx2+kx1

Le systeme d’équations différentielles du mouvement

{mjél + kx1 - ka + ,3561 = F(t)
mX, + kx, —kx; =0

{m5€'1+ﬁfcl+kx1—kx2=F(t)

= .

mX, + kx, —kx; =0
- .+k k
Xt At X Xy =

X +k k 0
Xp+—x, ——x1 =
2 2 1

Fy cos wt

= m

2- Ecriture matricielle des équations différentielles en amplitudes complexes :

x1(t) = Acos (wt + ¢q)
x,(t) = B cos (wt + ¢;)
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Chapitre 5. Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté

En notation complexe :
x1(t) = Ae/@He) = 4 /@t telque A = A e/
x,(t) = B e/(@t+#2) = B ¢J®t tel que B = B e/¥>

Ona:
x =A% =jode/ % = —w? A/
&zgeﬂ"tﬁgz:nge”"tﬁiz=—a)2§e1“’t

En substituant x; et x, dans le systeme d’équation différentielles :

—w?A e/t +j£wA ef®t + EA et — EB e/t = fo e®t
= m m= m= m

—w?B e/t + EB et — EA el®t =0
5 -8 ot

k k F
(—w2+]£w+—)é——§=—0
N m=— m
k
——A+<—w2+—>§:o
m

Qui s’écrit sous la forme matricielle suivante :
L ﬁ — (2 _E Fo
m+] mw w m (é) — (H)
k k -
L X _w2 | \B 0
m m

3- Pulsation de résonance existante lorsque § = 0 :
2

s~ (5018 ) ()£ -0

Sif=0:
k k kN> /k 2 kN\?  /k k\ /k k
() rme) G = Gome) ) = (o e ) Gt ) =0
m m m m m m m m m
w:=0

2k
:>a)2=—

m

w=20
= 2k
W= |— = Wwpg

4- Equations différentielles en courant i, et i,, puis en charges q, et g, :
D’apreés la loi des mailles :

{UL+UR+UC=U(t)
UL+UC:0
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Chapitre 5. Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté

Ld + Ri +q U(t
s dt l C_ ®)
L&+1—0
dt ¢
diy
LE + Rll f(ll - lz)dt —_ U(t)
=
di,
L—+ f(lz ip)dt =0
. .1
L4, + Rq, + E(Ch —qz) = U(t)
=

. 1
Lg, +E(CI2 -q)=0

5- QOui, il y a une analogie entre les deux systemes :
xoqRopmo L ko FE)oU®.

6- Déduction de la pulsation de résonance lorsque R = 0 :

On a, dans le cas du systéme mécanique :

2k
wprp = E

On aura donc, dans le cas du systeme électrique :
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Chapitre 6. Phénomeénes de propagation a une dimension

Chapitre 6. Phénomenes de propagation a une dimension

6. 1. Généralités et définition de base

Dans les chapitres précédents, nous avons vu le phénoméne vibratoire qui était toujours localisé au
méme endroit dans I’espace. Nous avons eu affaire a des oscillations. Nous verrons, dans ce
chapitre les phénomenes de propagation.

De nombreux phénomeénes de la vie courante sont de nature ondulatoire : déformation des cordes,
déplacement des spires des ressorts, les vagues sur 1’eau, le son, la lumiére,...etc.

Toute onde provient d’une vibration. Cette vibration peut se propager dans 1’espace, on parle alors
d’onde ou de mouvement ondulatoire. Il y a dans ce cas transfert d’énergie d’un point a un autre de
I’espace sans transfert de matiére, par la propagation de cette vibration.

6. 1. 1. Définition d’une onde
Une onde est une perturbation qui se propage. Elle transporte de 1’énergie, mais ne transporte pas de
la matiere.

NB : Les grandeurs physiques qui se propagent, peuvent étre de nature vectorielle (champs
électrique) ou scalaire (pression sonore).

6. 1. 2. Types d’ondes
Une premiere classification permet de distinguer deux types :

a/ Onde mécanique
C’est une onde qui nécessite un milieu matériel pour se propager (solide (le sol), liquide (I’eau) ou
gaz (I’air)).

Exemples : les vagues, les ondes sismiques, les ondes sur les cordes, les ondes sonores,...etc.

b/ Onde électromagnétique

C’est une onde qui ne nécessite pas de milieu matériel pour ce propager (peut se propager autant
dans le vide que dans un milieu matériel).

Exemple : les ondes radio, les rayons infrarouges, les ondes lumineuses, les rayons UV, les rayons
X, les rayons gamma, la lumiere du soleil, ...etc.

6. 1. 3. Caractéristiques d’une onde
Les caractéristiques qui permettent de différencier les ondes sont : I’amplitude, la longueur d’onde,
la fréquence, la facon de se propager : transversale, longitudinale, progressive ou stationnaire.

a/ Onde longitudinale

Une onde est longitudinale quand la déformation du milieu se fait dans la méme direction que celle
de la propagation de 1’onde.

Exemples : compression ou décompression d’un ressort, onde produite par le relichement brutal
d'un élastique étiré, propagation d’un son dans un milieu : eau, air, ...etc.

b/ Onde transversale

Une onde est transversale quand la déformation du milieu se fait dans une direction perpendiculaire
a la direction de propagation de 1I’onde.

Exemples : les vibrations d’une corde dans une guitare ou un piano, ou les ondes de cisaillement en
sismologie font partie de cette catégorie.
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¢/ Onde progressive
Une onde progressive est la propagation d’une perturbation d’un point vers un autre (dans 1’espace),
en transportant de 1’énergie, mais sans transporter de la matiere.

d/ Onde stationnaire
C’est une onde qui oscille sans se déplacer. Elle est produite par la superposition de deux ondes
sinusoidales de méme amplitude et de méme fréquence, qui se propagent dans des sens opposeés.

NB : Le milieu de propagation d’une onde peut étre tridimensionnel (onde sonore, lumineuse,...),
bidimensionnel (onde a la surface de I’eau), ou unidimensionnel (propagation d’une déformation
sur une corde).

6. 2. Equation de propagation - Equation d’onde
Soit une corde tendue que 1’on déforme et qu’on lache. Il y a alors une onde qui se propage le long
de la corde.

v
=

t=t2>t1

v
=

L’équation qui décrit la variation dans le temps et dans I’espace d’une quantité ondulante S, qui
peut étre scalaire ou vectorielle, dépend de la position et du temps. C’est I’équation de d’Alembert,
qui est une équation aux dérivées partielles du second ordre. A une dimension, cette équation
d’onde s’écrit :

0%5(x, t) 1625(x,t)_0
0x? v2 9t

ou v est la vitesse de propagation de 1’onde. Parfois, on note ¢ : célérité de I’onde.
Généralement, la fonction d’onde satisfait a I’équation de propagation :

1 9%5(x,t)

AS(X’, t) — ?T =0

ou:

2%s N a%s N 2%s

d0x? dy? 0z2

C’est I’opérateur laplacien scalaire de S.

AS =

6. 3. Solution de I’équation d’onde a une dimension

92S(x,t) 1 9%S(x,t)

dx* ~ v% 0t?
peut se décomposer sous la forme :
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<6 16><0+16>5( 5 =0
ox wvat)\ox wvat) > T
Cette formulation montre qu’il existe deux vitesses dans le systéme +v et — v, associées a deux sens

de propagation opposés.

Pour chercher des solutions a 1’équation d’onde, on introduit deux nouvelles variables :
{X(x,t) =x—vt
Y(x,t) =x+ vt

Les opérateurs de dérivations partielles de 1’équation d’onde doivent étre transformés :
6_66X+66Y_6+6

dx 0Xdx 9Yox a4X oY

6_66X+66Y_6( )+6()_ <6 6)

ot oxot oavor ax-  ar~’” Y\ay ax

Dans 1’équation d’onde, nous avons besoin de 1’opérateur de dérivée seconde en x, donc :

== (3) = Grrar)

ox2  \ox) ~ \ax = oy
=) =G
—_— | — =P —_—— ——

at? ot aY o0X

En remplacant dans I’équation d’onde :

<as N as>2 v2 (as as>2 EXY . 9 [as 9 [as .
P e —_— = = = > —|—=—|—]| =
X ' aY 0Xoy ax layl ~ ay lax

Y oax

v2

Une intégration par rapport & X donne :

S

57 =)

ou: f(Y) est une fonction qui ne dépend que de Y.

Une intégration par rapport a Y donne :
S
x-S

ou : f(X) est une fonction qui ne dépend que de X.
La forme générale de la solution S(X,Y) est donc la somme de deux fonctions indépendantes :

S, t)=FX)+G(Y)=F(x—vt) + G(x + vt)
ou bien :

S(x, t) :F(t—%)+6(t+%)

Les fonctions F et G sont des fonctions d’ondes arbitraire et ne sont déterminées que par des
conditions aux limites et initiales du systeme.

6. 3. 1. Propriétés des solutions particuliéres
a/ Propriétés de F(x — vt)

On suppose que G(x + vt) =0

at, etalaposition x;,ona: S(xy,t;)

at, >ty etalaposition x,, ona: S(x,,t,)
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On a les mémes quantités ondulatoires: S(xq,t;) = S(xy,t,) = F(x; —vty) = F(x, — vty),
équation satisfaite si x; — vt; = x, — vt, = x, — x1 = v(t, — ty).

F(x — vt) correspond a une onde se propageant dans le sens des x croissants.
F(x — vt) est appelée onde progressive.

Direction de propagation

t=1t; N —_—
l

v
=

v
=

b/ Propriétés de G(x + vt)
G(xl + vtl) = G(xz + vtz), équatlon SatISfaIte Sl X1 + ‘l7t1 =Xy + vtz = X1 — Xy = v(tz - tl)

G (x + vt) correspond a une onde se propageant dans le sens des x décroissants.
G (x + vt) est appelée onde régressive.

Direction de propagation
4—

v
=

v
=

X3

6. 4. Onde progressive sinusoidale
Une onde progressive sinusoidales (ou harmonique) est donnée par :

S(x,t) =S, cos [a) (t — %)]

x,t) = Socos |2 (£ ==
= S(x,t) Scos[z( x>

T v
= S(x,t) = S, cos [2" (% B %)]
= S(x,t) = Sp cos [2” (% - ;_c)]

C’est une fonction a double périodicité : dans le temps et dans I’espace.
2r . 2w

= S(x,t) = Sgcos (Tt - 7x> = S, cos(wt — kx)

A =vT:c’estlalongueur d’onde qui constitue la période spatiale. C’est la distance parcourue par

I’onde pendant une période. C’est une distance séparant deux maximas consécutifs de I’amplitude.
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2 (.
T = f : ¢’est la période temporelle.

k = % = 27” : vecteur d’onde (rad.m™1), I—c)(kx, k,, k,) définit la direction de propagation d’une
onde dans ’espace.

NB:
k= % est appelé relation de dispersion de 1’onde.

v= % = fA: vitesse de propagation de I’onde.

Trés souvent, on utilise la notation complexe :
S(x, t) — Soej(wt—kx) — Soejwte—jkx

On pose :
S =Spe /¥ = S(x,t) = S e/t
S représente I’amplitude complexe de 1’onde progressive sinusoidale.

Géneéralement

S(#,t) = Sy cos(wt — k.7) = Spel (wt=k.)
Tel que : k(ky, ky, k,) et #(x, y,2)

L’onde progressive s’écrit :

S(x,y,2,t) = Sy cos(wt — ky.x — ky.y — k,.2)

6. 5. Superposition de deux ondes progressives sinusoidales

Lorsque deux ondes ou plus se chevauchent, on dit qu’elles sont superposées. La fonction d’onde
résultante est donnée par le principe de superposition linéaire : la fonction d’onde totale est la
somme linéaire des fonctions d’onde individuelles :

N
SZSl+SZ+'..+SN:25i
i=1

NB : Selon la nature de 1’onde, il peut s’agir d’une somme algébrique ou d’une somme vectorielle.
6. 5. 1. Deux ondes se propageant dans le méme sens
Considérons deux ondes de méme fréquence et de méme direction de propagation, d’amplitudes

respectives S; et S,, et de phases respectives ¢, et ¢,. L’onde résultante sera :

S(x; t) = Slej(wt—kx+<p1) + Szej(wt—kx+(p2) =S ej(wt—kx+<p)

avec
S = \/512 + 52 + 25,5, cos(p, — @)
et
Sysingq + S, sin @,
Q= arctan( )
S1cos@q + S, cos @,
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L’onde résultante est harmonique progressive, de méme fréquence, d’amplitude S et de phase ¢.

Démonstration
Slej(wt—kx+<p1) + Szej(wt—kx+<p2) =S ej(wt—kx+<p)

=516/ 45,e/%2=5e?

=>SelY =S (cosp, +jsing,)+S,(cosp, +jsing,)
=>S5elY=S§1cosp, +jSising, +S3cosp, +jS;sing,
=>SelY=S1cosp, +S;cos¢, +j(S;sing, +5;sing,)

Ona:

S =+Re? + Im?

d’ou:

S =/(S5; cos p; + S, cos ;)% + (S; sin @y + S, sin @,)?

= \/512 cos? @, + SZcos? @, + 2515, cos @1 cos ¢, + S?sin? @, + 52 sin? @, + 2 5,5, sin ¢, sin @,

= \/Sf(cosz @1 + sin? @) + S2(cos? @, + sin? ,) + 25,5,(cos @, cos ¢, + sin @, sin @,)

= \/512 + 52 + 25,5, cos(p, — ¢3)

Ona:
" _Im
an@ = Reo
d’ou :

Sysingq + S, sin @,

Sysingq + S, sin (pz)

= @ = arctan
¢ <51 cos 1 + S, €cos @,

t =
ane Sicos@q + S, cos @,

6. 5. 2. Deux ondes se propageant dans des sens opposés
On superpose deux ondes harmoniques de méme fréquence, mais se propageant dans des sens
opposés. L’onde résultante sera :

S(x, t) = S;e/@t—kxte) | g giwttka+es)

Cas particulier : §; =S, = S, (les deux ondes sont d’amplitudes similaires).
— . @1+
S(x,t) =2 S, cos (kx + u) oJ(ot+H7%2)
C’est une onde stationnaire. L’amplitude est modulée par un terme constant dépendant de
Ap = @ — 1.
Si cos (kx + @) = 0, on a des points immobiles — nceuds de vibration.

Si cos (kx + %) = 1, on a des points d’amplitude maximale — ventre de vibration.
NB : Dans certains cas particuliers, 1’onde résultante pourra étre d’amplitude nulle (si Ap = m,

opposition de phase) ou bien d’amplitude double (si A@ =0 en phase). On parle alors
d’interférence destructive et constructive, respectivement.

Démonstration
S = Slej(wt—kx+<p1) + Szej(wt+kx+<p2)
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Cas particulier: §; =S5, =S,
S = Soej(wt—kx+<p1) + Soej(a)t+kx+<pz)

, . Pi+@r+@1— + (P1—¢@
On a: e/ (@t—kx+e1) — e](‘“‘"’“‘%) ol (@t Jex+#4 (pz)el( L 2)

. . P1+pr+pr— P2—@
eton: e](wt+kx+(pz) — e}(wt+kx+_ 4’22<pz <p1) ](wt+kx+“’1 <P2) ]( 22 1)
d’ou :

i P1+¢P2 . (P1=P2 . ©1+Qa. . (Pa—Pq
sto[eJ(wH 2 )e—]kxel( 2 )+e](wt+ 5 )e]kxej( > )]

e—]'(kx+(p2;¢1>+ej(kx+(p2;(p1)]

. +
>5=25,¢ (wr+F152) 5

P2 = P1\ jwt+21i¥2
) :

= § = 25,cos (kx +

En notation réelle :
_ P2 — P1 P11+ @,
S = 2§, cos (kx + T) cos <wt + T)

C’est une onde stationnaire.

e Positions des neeuds

P2 — P1\ _ P2 — P1\ _ n

cos(kx+Tn)—?p:(l;x+T)—(2n+1)2

_ (271
= kx=(2n+1)3 ( . )
Ona:k=2Z=1=21

A k 27

d’ou:
0 T /@, A
v=[@n+ni-(Zo )L
x='(2n+1)_(g02 (pl)]&

] 2 2T 2

[ 1 2 — ¢p1\]4A
= ) - (=), n=0,+1,42,..
x _(n+2) ( 21 )]2'" 0.+1,%2,

e Positions des ventres
cos(kx+u):i-1:>(kx+w)=nn
=>kx=nn—(w)
Ona:
1_A
k  2m
d’ou:

S G-

:>x=[n_(‘p2 ‘pl)]— n=0+1,+2,.
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Les points x,sont les nceuds de 1’onde. Entre chaque paire de nceuds existe un ventre ou I’amplitude

. . . . . A
de vibration est maximale. L’intervalle entre deux nceuds est égal a >

6. 6. Vitesse de phase, vitesse de groupe

Pour deux ondes de méme amplitude S,, de vecteurs d’ondes k; et k, voisins, de pulsations w, et
w5, voisines et de méme phase (nulle) a I’origine, I’onde résultante s’écrit :

ST, t) =S, cos(%l.? —wyt) + S cos(%z.? — wst)
=2 SOEOS(Ak. 7 — Aa)t)j Eos(km.i— wmtl

enveloppe porteuse
avec :

- 1 - -
(Ak=§(k1—k2)

A

Aw = E(wl — w3)

€
(- 1

km = E(l_él + ]_6)2)

1
k(‘)m = E (wl + wz)

enveloppe

5(0,1) 21 /Wiy, 21 /Aw porteuse
A < >

Pour Ak et Aw faibles, un phénomeéne de battements apparait, car la premiére onde (I’enveloppe)
produit une modulation d’amplitude de ’onde moyenne (la porteuse) sous-jacente avec une période
beaucoup plus grande que celle de I’onde moyenne.

La vitesse apparente de propagation de 1’énergie de I’onde totale est essentiellement égale a celle de

son enveloppe. Cette derniére est donnée par :
Aw

lak]
alors que la vitesse de propagation de I’onde moyenne est :

Venveloppe =

120



Chapitre 6. Phénomeénes de propagation a une dimension

w1 + W,
[[k1 + ko |
En passant a la limite Aw — 0 et k — 0, la vitesse de I’enveloppe tend vers la vitesse de groupe v,

Umoyenne =

tandis que la vitesse de I’onde moyenne tend vers la vitesse de phase v, :

dw
Venveloppe = Vg = dk
w

Umoyenne = Vp = k
La vitesse de groupe correspond a la vitesse de propagation de 1’énergie. Par opposition a la vitesse
de phase, la vitesse de groupe est une vitesse ‘physique’, ¢’est-a-dire qu’elle correspond a la vitesse
de transport de I’information, et ne peut par conséquent dépasser la vitesse de la lumiére.

6. 7. Enoncés des exercices
Exercice 1
Soit I’équation de I’onde sonore suivante :

S(x,t) = 2.107%sin(4.103w t — 2.7  x)

1- Déterminer le type de 1’onde et le sens de sa propagation.
2- Déterminer les caractéristiques de I’onde : amplitude, pulsation, période, nombre d’onde,
longueur d’onde et vitesse de propagation.

Exercice 2
La fonction d’onde d’une onde stationnaire sur une corde est donnée par :

S(x,t) = 4 sin(0.5 x) cos(30 t)

ou x et S sont en centimetres et t en secondes.
1- Déterminer la fréquence, I’amplitude et la vitesse des ondes qui se superposent.

2- Quelle est la vitesse d’une particule du milieuen x = 2.4 cmat =0.8s?

Exercice 3
Le champ électrique d’une onde électromagnétique se propageant dans le vide est donné par :

E(y,t) = Ey cos (wt + ky) &,

1- Rappeler I’équation de d’Alembert.

2- Monter que la fonction ci-dessus n’est solution de 1I’équation de d’Alembert que Si w et k
vérifient une relation que 1’on déterminera.

3- Quels sont la direction et le sens de propagation de cette onde ?

4- Quelle est la nature de cette onde (longitudinale ou transversale) ?

5- Etablir la relation entre le nombre d’onde et la longueur d’onde.

6- Pour les ondes électromagnétiques dans le vide, on montre que :

’Ep,t) _ 1 9’E(.0)
a2 g, 0y?
avec : o = 4w x 1077 H/met gy, = 8.854 X 10712 F /m.
En déduire la vitesse des ondes électromagnétiques dans le vide.
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6. 8. Solutions des exercices
Exercice 1
S(x,t) = 2.107%sin(4. 103w t — 2.7  x)

1- Type de I’onde et sens de propagation :
C’est une onde sinusoidale progressive se propageant dans la direction des x positifs.

2- Caractéristiques de I’onde :
Ona:S(x,t) = S;sin(wt — kx)
Amplitude : S, = 2.107%2m
Pulsation : w = 4.103w rad/s

Période :

=2 —znzT—zn:T— 2m =0.5x%x1073
W =2nf = "~ “4103m S
Nombre d’onde : k = 2.7 mrad.m™!
Longueur d’onde :
i 2n 1 2n 1 21 0.74

= — = — = ——= .

=7 k 277 m
Vitesse de propagatlon .

_a)=> _4.1037'[ 148
v—k v=—ms—=1 m/s
Ou bien
A T 0.74 1.48

= = = — = = —--—==1.

VeV r T VT 05 x10-3 m/s

Exercice 2

S(x,t) = 4 sin(0.5 x) cos(30t)
Ona: S(x,t) = 2S, sin(kx) cos(wt)

1- Détermination de la fréquence, 1’amplitude et la vitesse des ondes qui se superposent :

Fréquence :
@ 30 4.77 H
= — =— = = 4.
! 21 f 2n f z
Amplitude :
On calcul I’amplitude de I’'une ou I’autre des deux ondes progressives, soit :
4
A= 5= 2cm
Vitesse de propagation :
—250=2 60
v—k U_O.S_ cm/s

2- Vitesse d’une particule du milieuen x = 24 cmat =0.8s:

L’expression générale de la vitesse d’une particule est :
oS
V== —30 X 4sin(0.5 x) sin(30 t) = —120 sin(0.5 x) sin(30 t)

Pourx =2.4cmat = 0.8 s, on obtient :
v, = —120 sin(0.5 x 2.4) sin(30 x 0.8) = 101 cm/s
NB : La vitesse de ’onde v # la vitesse de la particule v;,.
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Exercice 3

E(y,t) = E, cos (wt + ky) &,

1- Equation de d’Alembert :

0%E 1 0%E 0%E 1 9%E

=0 — =
dy? v? 0t? =z dy? v? Jt?

2- Montrons que E(y, t) est solution de I’équation de d’Alembert :

0E . 3

% = —Eyk sin(wt + ky) é,

0%E 2 3

a_yz = —Ey k* cos(wt + ky)ée, ...(1)

oF . ;

- = —Eyw sin(wt + ky) &,

0%E " 3

Frey = —w* E, cos(wt + ky)é,

d’ou:

1 9%E w? o 2 8 w* é
5z = —?E0 cos(wt + ky)e, = —Eyk* cos(wt + ky) é, = —?Eo cos(wt + ky) e,
=>k=—

v
C’est la relation de dispersion de ’onde.
3- Direction et sens de propagation de cette onde :
La direction de propagation de I’onde est selon les y décroissants.

Le sens de propagation de 1I’onde (la vibration) se fait selon x.

4- Nature de ’onde : La direction de la perturbation est selon x, perpendiculaire a la direction de
propagation de I’onde (selon y), donc ’onde est transversale.

5- Relation entre le nombre d’onde et la longueur d’onde :

A=vT

et

k=—> _ Y

Y, U_k
donc :

=—T

Ona

—> _27r

w = nf—T

donc :

_271T_27r=> _27‘[
Tk k T2

6- Pour les ondes électromagnétiques dans le vide, on montre que :
CEw.D) _ 1 ’E@.1)
a2 pyg, 0y?
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Déduction de la vitesse des ondes électromagnétiques dans le vide :
Ona:

0?E(y,t) 10%E(y,t) 0?E(y,t) ,0%E(y,0)
= — = =
ayz  vZ a2 otz U T ay?

donc :
1 1
v? = >v=
Ho€o Ho&o
AN :
1

v= =3x108m/s
V4m x 10-7 x 8.854 x 10~12
C’est la vitesse de la lumiére.
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Chapitre 7. Cordes vibrantes

Chapitre 7 : Cordes vibrantes

7. 1. Equation des ondes

Une corde au repos occupe un segment le long de 1’axe des x, tendue avec une tension T (force)
appliquée a ses deux extrémités. On déforme la corde dans la direction y et on la lache. Soit y(x, t)
le déplacement de la corde a 1’abscisse x et a ’instant £. Notons 8 1’angle de la tangente a la corde
et de I’axe Ox au point d’abscisse x.

y

4

»

T(x + dx,t)
O0(x +dx,t)

yt+dy f-----mmmmme e

v
=

Une corde vibrant transversalement

En appliquant la relation fondamentale de la dynamique sur un élément de la corde de masse dm,
situé entre x et x + dx :

Zﬁext =dmad :T(x;t) +7(x+dx,t) =dmd
NB : La force de pesanteur est négligée.

Par projection selon x :

—T(x,t)cosO(x,t) + T(x + dx,t)cosO(x + dx,t) =0

On suppose que la déformation est petite, de sorte que I’angle 8 soit toujours petit.
Danscecas: cosf(x,t) =1,cosO(x +dx,t) ~1,d’ou:

—T(,t) +T(x+dx,t) =0=T(x,t) =T(x+dx,t) =T

Par projection selon y :

82y(x, t
—T(x,t) sin6(x,t) + T(x + dx, t) sin 8(x + dx, t) = dm }é(; :

La masse dm du segment est donnée par : dm = u dx, ou u est une densité linéique de masse de la
corde, qui s’exprime en (kg/m). On aura alors :

%y(x,t
T[sin8(x + dx,t) —sinf(x,t)] = u dx %

En utilisant le développent de Taylor au premier ordre (dx est supposeé tres petit), on obtient :
dsinf(x,t) p
——dx

sinf(x + dx,t) —sin0(x,t) = %
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On aura :
Ta sin(x, t) D = 0 d 0%y(x,t) - Tasin 6(x,t)  0%y(x,t)
ox TR T ox M o2

Pour des angles 0 petits, on a:
sin6(x,t) = tan 6(x, t)

d’ou:
. dtanf(x,t)  0%y(x,t)
ax Mo
Ona:
dy(x,t
tan6(x,t) = y(gx )
d’ou:

0%y(x,t) _ 0%y(x, t) - 0%y(x, t) _ gazy(x' t)
9x2 K52 0x2 T o2

On pose :
T
v= |—
u

ou v est la vitesse de propagation de la perturbation le long de la corde ou célérité de 1’onde.
On aura donc :

%y (x, t) _iazy(x, t) 0
0x? vz 9tz

C’est I’équation de d’Alembert, équation de propagation de I’onde. Cette équation étendue aux trois
dimensions de I’espace, sera appliquée a la propagation du son puis a la propagation des ondes
électromagnétiques.

7. 2. Ondes progressives harmoniques
On se limite ici a des solutions harmoniques de 1’équation de d’Alembert, ¢’est-a-dire des solutions
de la forme :

y(x,t) = Acos <w (t — %))

Ces solutions correspondent a des ondes planes progressives harmoniques (OPPH). Ces fonctions,
de période temporelle T = 2m/w possédent une période spatiale A = vT = 2w v/w appelée
longueur d’onde. On définit le vecteur d’onde k tel que : k = w/v = 2m/A. L’OPPH est alors de la
forme :

y(x,t) = Acos(wt — kx)

7. 3. Oscillations libres d’une corde de longueur finie
On considére une corde de longueur L fixée a ses extrémités d’abscisse x = 0etx =L :
vy(0,t) = y(L,t) = 0 atout instant.

=
Il
o
=
I
h
v
=
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On crée une onde incidente. En notation complexe : y(x,t) = A e/(@t=kx)
Lorsqu’une impulsion se propageant sur une corde atteint I’extrémité, elle est réfléchie. Si
I’extrémité est fixe, I’impulsion est inversée.

N\ —\

Lorsqu’une impulsion se propageant le long d’une corde est réfléchie a une
extrémité fixe, elle est inverseée.

AN\

w777
AN\

;77

L’onde résultante sera : y(x, t) = A e/(@t=k%) 4 B gJ(wt+kx)

Condition1:ax=10,y(0,t) =0 V¢t
Ael®t + Bel®t =0 Vt=A=-B

d’ou:
y(x, t) = A eJ@t=kx) _ g pj(wt+kx) — A(ej(wt—kx) _ ej(wt+kx)) =A ejwt( e Jkx _ ejkx)
] ejkx _ e—jkx
= —2jAel®t <T) = —2jA (cos wt + j sin wt) sin kx
2A sin wt sin kx — j2A cos wt sin kx

En notation réelle :

y(x,t) = 2A sinwt sin kx
-

f@® g

C’est une onde stationnaire. Elle résulte de la superposition de deux ondes progressives de méme
amplitude et se propageant dans des sens opposes.

Condition2:ax =L,y(L,t) =0 Vt
y(L,t) = 2A sin wt sin kL

w 2T
Onak—;—T
d’ou :

2nL

y(L,t)zZAsinwtsinTZO Vit
donc :
. 2mL 0 2L L A c N*
sin 7 7 nm nz,n

NB : La longueur de la corde doit étre égale a un nombre entier de fois la demi-longueur d’onde.
Cette condition traduit la contrainte imposée par les extrémités fixes de la corde : on doit avoir un
nceud de vibration et 1’on sait que deux nceuds de vibration successifs sont distants de 1/2.

127



Chapitre 7. Cordes vibrantes

Les trois modes propres d’une corde fixée a ses extrémités :
n=1

" ]
2 L

Mode fondamental

n=2

Mode harmonique 1

Mode harmonique 2

7. 4. Réflexion et transmission

7. 4. 1. Cas de deux cordes de longueurs semi-infinies

Deux cordes de masses linéiques respectives u, et u,, tendues horizontalement suivant 1’axe x'0x
avec les tensions T et T,, respectivement, sont reliées en x = 0.

A

Corde 1 Corde 2

Onde incidente N Onde transmise

yl(x, t) / yZ(xJ t)

A §
N YN

Onde réfléchie

Réflexion et transmission dans deux cordes semi-infinies.

Une onde incidente sinusoidale, y;(x,t), de pulsation w et d’amplitude A arrive de —oo et se
propage dans le sens des x croissants.

al/ Expressions des déplacements
Corde 1

Onde incidente : y;(x,t) = A e/@t~F10) | = vﬂ etv, = |
1

25}
Onde réfléchie : y,.(x, t) = B e/ (@t+k1x)
dou:y, (x,t) = y;(x,t) + y.(x,t) = A el @t=k1x) 4 p oi(@t+ksx)
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Corde 2
Onde transmise : y,(x, t) = C e/(@t=k2%) |, = ;"_2 etv, = \/%

d’ou: y,(x,t) = y,(x,t) = C eJ(@t=k22)

NB : A, B et C sont les amplitudes des déplacements associés, respectivement, a I’onde incidente,
I’onde réfléchie et ’onde transmise.

b/ Coefficients de réflexion et de transmission
On définit les coefficients de réflexion et de transmission, respectivement, par

B ej(a)t+k1x) B
"= A =0 = 7
C ej(wt—kzx) C
t= A eJ(wt—kqix) |x=0 - Z
e Relation de continuité de déplacementen x = 0
. . . A B C
y1(0,t) = y,(0,t) = Ae/® + Be/®t = Ce/** = A+ B =C = ta=1= 1+r=t..(0)

e Relation de continuité de la force et sa directionen x = 0
tan(eavant(x = O)) = tan (gaprés(x = 0))

avec tan6(x,t) = %

il vient :

Iyi(x,t) 0y (x,t)

— A lx=0— " 5 |x:O

(continuité de pente)

w — —jkl(A ej(a)t—klx)) +jk1(B ej(wt+k1x)) — —jkl(A ej(wt—klx) —B ej(wt+k1x))
X
dy,(x,t) ,
L2 2 — _jk,C e (@tmkeX)
0x
Enx=0:
dy,(x,t) ] .
16—x lx=0 = —jk1e/“*(A - B)
dy,(x,t) . ,
Tlxzo = —jk,Cel®t
d’ou :
, . T, k,C
—Tyjk e/ (A — B) = —T,jk,Cel®t = Tk, (A— B) = T,k,C = A— B = ; kz
11
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avec .

Z, . impédance caracterlsthue de la corde 1.

De méme : Tyk, = wZ,
Z, : impédance caractéristique de la corde 2.

donc :

wZ,C Z,C
A-B=—2-==2

wZy Z
A B_ZC_ Z,
———=—-=1-r==t..
A A" 7,4 r=g.t-@

A partir des équations (1) et (2), on obtient :
1+r=t..(1)

l—r=22¢
r—Zl .. (2)

(1) dans (2):

Zy Z,-12
Z Z ZZ Zz ZZ _Z_l Zl
1-r :—1+ =2 47 —=>1——=r(1+—)=>r=
( ) Zl Zl Zl Zl 1+Z_2 Z1+ZZ
Zy Z
Zy— 2,
= r =
Z1+Z,

Zy—Zy, IZi+Z,+ 7 — I,
I+ 7Z, 71+ 7,

t=1+r=1+
2Z,
Zy+ 7,

=t=

Cas particulier
Z,=Z, = r =0ett =1 = Pas de réflexion = Transmission totale.

7. 5. Exercice d’application

Une corde infinie de masse linéique u est soumise a une tension T. En x = 0, on fixe une masse m.
Au repos, la corde est paralléle a I’axe des x. On néglige son poids et on ne considérera que les
déplacements de faible amplitude.

y1(x, t)[ ya(x, t)[
m

Une onde incidente sinusoidale y;(x, t) de pulsation w et d’amplitude A, arrive de —oo et se déplace
dans le sens des x croissants.
1- Donner y; (x, t) dans la région des x < 0 et y,(x, t) dans le région des x > 0.
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2- Monter que la force transversale agissant sur la masse m est donnée par :
0y, 0y,
sO0=7|52) ,~G)..
(0.0 0x /x=0 0x / x=o

3- A I’aide de la condition de continuité en déplacement en x = 0 et de la relation fondamentale de
la dynamique appliquée a m, montrer que le coefficient de réflexion r s’écrit r = — Jme

Z2 =Tu.

4- Monter que r s’écrit sous la forme: r = —

jmw+2Z,

Quelles sont ses valeurs quand m = 0 et

1—pjZc’
mo

m — oo, Expliquer.

7. 6. Solution de I’exercice d’application
1- y;(x, t) dans la région des x < 0 et y,(x, t) dans le région des x > 0.

>
>
E

>

g \/ \/ 0 V4
— -« —
Yi Vr Ve

y1(x,t) est la superposition d’une onde incidente y; et d’une onde réfléchie y, :
yi(x,t) = A eJ@t=k0) | B gj(@t+kx)

v, (x,t) est I’onde transmise :
vo(x,t) =C el (@t=kx)

ou A, B et C sont les amplitudes des déplacements associés, respectivement, a 1’onde incidente,
I’onde réfléchie et I’onde transmise.

2- Montrons que la force transversale agissant sur la masse m est donnée par :

KO0 =T [(%>x=o - (%>x=°]
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RFD :
Zﬁext =md=T,+T, =md
Par projection selon y :

. . %y1 _ 9%y,
—T;sinf; + T, sin 0, = mw =mw .. (D

On étudie les petits déplacements :
0, <Kleth, < 1:

d’ou:

sinf; ~tanf, =~ %

sinf, ~ tan 0, = %

(1) = —T, tan 6, + T, tan 6, = m 6622;1 — T, % 4T, % = m a;;l (2

Par projection selon x :
—T, cos 8, + T, cos 8, = 0 (pas de mouvement selon x).

Ona:cosf; ~cos,=1=T,=T,=T

d’ou :

dy, Oy1] _ 0%y,
@ =1|55- 5| =m5a
Enx=0:

dy,(0,t) dy.(0,t) 9%y,(0,t)
T[ oxox |T ™ ae o BOD
donc :
dy,(0,t) dy.(0,t)

Fy(O,t)—T[ ax  ox
3-

e Condition de continuit¢ de y enx =0 :

. . ) A B C
y1(0,t) = y,(0,t) ﬁAeJ“’t+Bef“’t=Ce1“’t=>Z+Z=Z=>1+r=t...(1)

e Relation fondamentale de la dynamique appliquée a m :

azyZ(O!t) T ayZ(Ort)_ayl(Ort) — azyZ(Oit)

z Fexe = md = F,(0,t) =m g2 = o e m—_
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Ona:
y,(x, t) = A e/@t=kx) 4 B pi(wt+kx)

yvo(x,t) =C el (@t=kx)

% = —Ajk eJ(@t=k) | Bjf pf(@t+k) — w = —jAk e/®t + jBk eJ®t
dy,(x,t) . dy,(0,t) .
e i j(wt—kx) Ll jwt
I Cjke = I jCk e
0y, (x, t .
yz(gt ) = jwC eJ(@t—kx)

2 2
d y(;t(:c' t) = —w2(C o) (Wt-kx) — a}g—t(zo't) = —w?C elwt

d’ou:

T[—jCk e/°t*— jAk e/°t + jBk €/*t) = —mw?C e/** = Tjk(A — B — C) = —mw?C
= mw?C =Tjk(C — A+ B)

En simplifiant par A :

2C—T'k<C A+B>=> 2t=Tjk(t—1+71)..(2

mwA_]AAA mw<t =Tj r)...(2)

- Montrons que le coefficient de réflexion r s’écrit r = ——22%— et 72 = Ty
jmw+2Z,

Ona:

1+r=t..(1)

mw?t =Tjk(t—1+71)..(2)

(1) dans (2):
mw?(1+7r) =Tik(1+7r—1+71) = mw? + mw?r = 2Tjkr = mw? = (—mw? + 2jTk)r

o mw?
"= 2Tk — mw?

Ona:

w
k=—

v
d’ou

3 mw? . omew —jmw

"= T

) - -
2]T;—mw2 2j3, —mw 2%+jmw

Sachant que v = \/;
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Chapitre 7.
—jmw —jmw
r = =
2 2Tu+j
2 —TT‘u+jmw g me

Ona:Z2=Tu=Z,=+Tu
NB : Z. c’est 'impédance caractéristique de la corde.
Onaura:
—jmw
r =
2Zc+jmw

NB : On trouvera le méme résultat en utilisant :

T ayZ(O' t) _ ayl(or t) — mazyl(ot t)
ox 0x ot?

4- Montrons que r s’écrit sous la forme :

1
r=——7b>—
. Z.
1_2]ma)
Ona:
_ —jmw -1 s -1
Tz v jme 22t jmw . | 2Z; . _ .. Z,
— e 1+ 1-2j
jmw jmw mw

Valeursder quandm = 0 etm — oo :

m=0:
—1 0
ro—=
1— o
Pas de réflexion (transmission totale).
La masse n’existe pas. L’onde sera progressive.

m — O

-1

ro—=-1

Réflexion totale.
L’extrémité devient fixe. On aura une réflexion totale.
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Chapitre 8 : Ondes acoustiques dans les fluides

8. 1. Introduction

Une onde sonore correspond a la propagation d’une perturbation longitudinalement dans un milieu
matériel, en transportant de I’énergie mais pas de la matiére. La science qui étudie ces ondes
s’appelle 1’acoustique. Les ondes sonores ne se propagent pas dans le vide. Elles s’appuient
nécessairement sur un milieu matériel quelle que soit son état (solide, liquide, gaz, plasma). Nous
étudierons, dans ce chapitre, quelques propriétés des ondes sonores dans les fluides, comme I’aire
ou ’eau.

11 est possible d’obtenir 1’équation d’onde qui régit la propagation des ondes dans un fluide par la
méme démarche que celle utilisée pour établir I’équation de propagation des ondes transversales
dans une corde.

8. 2. Equation d’onde

8. 2. 1. Equation d’Euler

On considére un tuyau cylindrique de section S, rempli d’un fluide de densité p,. Le fluide est en
équilibre et sa pression est Py. Etudions le mouvement longitudinal du fluide di a la création d’une
perturbation a I’entrée du tuyau. L’axe des x étant choisi parallélement a I’axe du tuyau.

S <dL, Fluide en équilibre
dv, Po, Po
dm
x x+dx

Afin de trouver I’équation de propagation, on applique la relation fondamentale de la dynamique
sur un ¢élément de volume de fluide d’épaisseur infinitésimale dx et de masse dm, située entre x et
x +dx.

Ulx,t) U(x+dx,t)
> >

Fxt) (3

X Tx+dx

Fluide en mouvement

F(x +dx,t)

x+ U(x,t) x+dx+U(x+dx,t)

Soient U(x, t) le déplacement longitudinal & I’instant ¢ du plan d’abscisse x, et F(x,t) et F(x +
dx, t) les forces agissant sur la tranche de fluide respectivement en x et x + dx.

YFE,c=dmd= F(x,t) + F(x +dx,t) =dmad
Par projection selon I’axe Ox :

92U (x, t)

F(x,t) — F dx,t) =d
(6,6) = Fx +dx,6) = dm —5
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Ona:
F(x,t
Plx, 1) = o)
F(x +dx,t
P(x+dx,t)=¥
S
d’ou :

92U (x, t)

S[P(x,t) — P(x + dx,t)] = dm 72

En faisant un développement en série de Taylor au premier ordre de P(x, t), on obtient :

0P (x,t
P(x +dx,t) — P(x,t) = * )dx
d0x
d’ou:
AP (x,t) 92U(x,t)
— o dx = dm—at2

On a une conservation de la masse dans 1’élément fluide, donc :
dm = podVy = p,S dx

donc:
0Prt) 0D 0Pt 0D
ox F TP T ax | PO g2

e  Approximation acoustique
Dans cette approximation, la pression acoustique et la masse volumique sont trés faibles :
P(x,t) = Py +p(x,t), p(x,t) K Py
p(x,t) = po + p(x, 1), u(x, t) K po

avec :
P(x,t) : pression instantanée en un point quelconque.

p(x, t) : pression acoustique (surpression), autrement dit, la variation de la pression.
u(x, t) : variation de la masse volumique.

Comme P(x,t) = Py + p(x, t)
Onaura:

ap(x,t) 02U(x,t)
— =P D)
ot?

ox
C’est I'équation d’Euler.

8. 2. 2. Equation de conservation de la masse

L’écoulement d’un fluide doit étre tel qu’il conserve la masse. On peut considérer alors 1’évolution
de la masse de fluide contenue dans un élément de volume fixe infinitésimal, pendant un intervalle
de temps infinitésimal. Par un raisonnement analogue a celui de la sous-section 8. 2. 1, on obtient
I’équation locale de la conservation de la masse :

dp(x, 1) 4 d[p(x,t) v(x,t)]
ot 0x

=0..(2)
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Cette équation stipule que la variation de la masse dans 1’élément infinitésimal est égale a la
différence entre la masse entrante et la masse sortante. La quantité p(x,t) v(x,t), qui a la
dimension d’une masse par unité de surface et par unité de temps, est identifiée avec le flux de
masse de fluide a travers une section transverse du tuyau.

e Démonstration
La variation de masse pendant dt due a I’écoulement est donnée par la somme des flux de masse
entrants a travers les deux faces pendant cet intervalle de temps.

Ona:
dm=pdV =pSdx=pSvdt

Considérons la face située en x. Pendant un intervalle de temps dt la masse de fluide entrant par
cette face est donnée par :
dmp, = p(x,t) Sv(x,t)dt
volume de fluide entrant pendant dt
De méme, la masse entrant par la face située en x + dx est donnée par :

AMyiax = — p(x +dx, t) Sv(x + dx, t)dt

NB : Le signe négatif est nécessaire pour prendre en compte le fluide entrant par cette face qui se
déplace vers les x décroissants.

Additionnant également les contributions des autres faces nous obtenons pour la variation de la
masse pendant dt :

dp(x, t)
ot

Ipx, vl

S ox

dx dt = [p(x,t) v(x,t) — p(x + dx,t) v(x + dx,t] Sdt = —
Caron:
Ap(x,t) v(x, t)]

dx

p(x +dx,t) vix +dx,t) — p(x,t) vix,t) = P

Nous obtenons finalement 1’équation locale de la conservation de la masse : équation (2).

NB : Les équations fondamentales de la dynamique du fluide (1) et (2), ne sont pas suffisantes
pour caractériser complétement le fluide. La premiére fait intervenir la pression et la seconde fait
intervenir la densité. Pour obtenir une caractérisation compléte du systeme il faut introduire une
équation d’état liant la pression, la densité et la température du fluide.

8. 2. 3. Equation d’état
On introduit une relation thermodynamique qui définit le coefficient de compressibilité adiabatique
d’un fluide :

_1_ 1(dV
X=x~ VdP)
ou:

x est le coefficient de compressibilité.
K module de compressibilité.
dV variation de volume.
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dP variation de pression.

Dans notre cas, pour un élément de fluide :
1 1 (dV — dVO)

XY=k~ av,\P—p,

A 1’équilibre, ona: dVy = S dx

En mouvement :

dv = S[x+dx+ U(x +dx,t) — (x+ U(x,t))]
=S[dx+U(x+dx,t)—U(x,t)]
=Sdx+ S[U(x+dx,t) —U(x,t)]

De nouveau, un développement en série de Taylor au premier ordre permet d’écrire :

aU(x,t)
U(x+dx,t) —U(x,t) = dx
dx
d’ou:
aU(x,t) aU(x,t) aU(x,t)
dx dx dx
dvV —dV, adU(x,t)
—1 =
dv, dx
etona:P =Py +p(xt)=P—P,=p(xt)
d’ou:
1 1 (dV—dV0>_ 1 6U(x,t):> (.0 = aU(x,t)
Y=%~ P — P, dv,  p(x,t)  ox pRXEIX = dx
10U(x,t)
= p(x,t) = ~ Y ox
1 1 adU(x,t) aU(x,t)
— = t) = —K
K p(x,t) 0Ox = px1) dx

donc :

19U(x,t) _  dU(xt)

p(x,t)=—)—( Py —K——..(3)

8. 2. 4. Equation de d’Alembert
e Equation en pression

Une onde sonore de faible amplitude & une dimension, dans un fluide au repos, est caractérisée par
les trois équations fondamentales d’Euler, de conservation de la masse et d’état :

ap(x,t) 0%2U(x,t) v 10p(xt)
x e WTE T T @
dp(x,t)  d[p(x, ) v(x,O)] ap ov(x,t)
= = =0..() = =2 = —pp—="—. ()
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10UGot) UG D)

= dp(x,t)  10v(x,t)
px,t) = x 0x 0x a

3= at x Ox

..(c)

Dérivons 1’équation (c¢) une fois par rapport au temps. Au premier ordre, nous obtenons la relation :
’p(x,t) 10 <6v(x, t))

otz yox\ ot
En utilisant 1’équation (a), on aura :
’p(x,t) 10 ( 1 6p(x,t))

otz yox\ p, Ox
Soit finalement :

0’p(x,t)  9%p(x,t)

PX 52 " gz 0

C’est I’équation de d’ Alembert a une dimension, pour la surpression. La célérité des ondes sonores
ou vitesse du son, est alors identifiée comme :
1

\ PoX

Nous pouvons donc réécrire 1’équation précédente comme :
190%p(x,t) 0%p(x,t) 0
c? 0t? ax2

Cc =

e Equation en vitesse

Considérons maintenant la dérivée par rapport au temps de 1’équation (a) :
v 1 0 dp(x,t)

a2 p,0x Ot
En utilisant 1’équation (c) on obtient :

0%v 1 6( 16v(x,t)>

Er Po 0x

Soit finalement :
0%v(x,t) 9*v(x,t) 0

PoX 52 axz

x Ox

Comme:
1

v PoX

Onaura:
1 0%v(x,t) 0%v(x,t) “ o
c2 Ot? axz

Cc =

Nous remarquons que v(x, t) satisfait également 1’équation d’onde.

8. 3. Vitesse de propagation

Le phénomene de propagation étant un processus adiabatique, la relation liant la pression et le
volume est :

PVY = constante

avec
Y= &
Cy
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ou : C, : chaleur spécifique a pression constante.

C, : chaleur spécifique a volume constant.
En calculant la différentielle :
d(PVY) =0 = VYdP +yPVY 1dV =0

Au voisinage de I’équilibre : V = V, et P = P,

d’ou:
Py P
VoV dP +yPyVy" ™ dV = 0 = dP + =21 "V = 0 = dP + L2 av = 0
V()y 0 VO
av P yP,
= dP = —yPy—=>dPVy = —yPydV = — = ——
& Vo, av -V,
variation dilatation

de pression  volumique

En tenant compte de la définition du module de compressibilité, on obtient :
1 1 (dV)
AV T

A I’équilibre : V = V,
1 1<dV>_ 1( V0>_ 1
Y=k~ " vw\ar) T T\ yR) T vp
Donc, la vitesse du son dans un fluide est donnée par :

11 yR
\ PoX /poi Po

YPo

v

NB : La valeur de la pression a 1’équilibre dépend fortement de la température. Pour une mole de
gaz parfait,ona:

RT
POV0:RT:>P0:_
Vo

ou : R est la constante des gaz parfaits.
On aura

YRT YRT
v = = E—

Vopo M

Tel que : Vyp, représente la masse volumique M du gaz.
NB : Dans un gaz parfait, le vitesse de propagation du son est proportionnelle a la racine carrée de
la température mesurée en kelvin (K).
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e Exemple de vitesse de son
La vitesse de propagation des ondes acoustiques dépend de deux parametres : la masse volumique
et la compressibilité du fluide a I’équilibre. Dans 1’eau, la masse volumique est p, = 103 kg.m™3
et la compressibilité y = 4.6 1071° Pa~1, ce qui donne une vitesse du son d’environs 1500 m.s™ 1.
Dans I’air, la vitesse du son est proche de 340 m.s™ 1,

8. 4. Onde progressive sinusoidale

Considérons la propagation d’une onde progressive sinusoidale dans le sens des x croissants. La
pression acoustique est donnée par :

p(x,t) = Acos (w (t — %))

On définit le module du vecteur d’onde k par k = w/v

d’ou:
p(x,t) = Acos(wt — kx)

En notation complexe, I’onde progressive sinusoidale s’écrit :
p(x,t) = A /@)

D’aprés 1’équation d’Euler :

op(x,t 0%U(x,t 0%U(x,t 10p(x,t aU(x, t 1 (dp(x,t
pert) | _ Ut 9%t | 19p(1) _ dUC )=“f o)
dx at? at? p Ox at p ox
Ona:
X
d’ou:
M = _1(_jkA)f el (wt—kx) ¢ :]k_Aiej(wt—kx)
at p p jw
Ona:
w
k=—>w=k.v
v
Onaura:
—OU(x, D) = iej(wt—kx)
Jt pv
d’ou:

Ux,t) = iA gl (wt—kx)
) pv

C’est I’expression de la vitesse de particules.

On constate que pour une onde progressive, la vitesse de particules est en phase avec la pression
acoustique.
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8. 5. Réflexion —Transmission

8. 5. 1. Impédance acoustique

L’impédance acoustique d’un fluide a 1’abscisse x et a I’instant ¢ s’écrit :
e Dans un fluide illimité

x,t
2(x) = P2
U(x,t)
e Dans un tuyau, de section S et contenant un fluide :
xt
200 = P&D
SU(x,t)

S U(x, t) est le débit acoustique.

8. 5. 2. Cas de deux fluides semi-infinis

Fluide 1 Fluide 2
Onde incidente Onde transmise
P1 X1 V1, 2y P2, X2, V2, Z2
» X
0
4—
Onde réfléchie

x=0
Interface (jonction)

Une onde incidente sinusoidale, p;(x, t), de pulsation w et d’amplitude A arrive de —oo et se
propage dans le sens des x croissants.

e  Expressions des pressions acoustiques et des vitesses

= Fluide1:
Onde incidente :

pi(x,t) = A e@t-hax)
avec
P

1= vy

et
1

v P1X1

Onde réfléchie :
pr(x: t) =B ej(wt+k1x)

171:

d’ou:
p1(x,t) = pi(x, t) + pr(x,t) = Ae/@-had) 4 g gJ(wtthax)
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- Expression de la vitesse
On a I’équation d’Euler :

op1(x, t) 02U (x, t) 02U, (x,t) 1 0p.(x,t) AU (x,t) 1 [ 0pi(x,t)
—_—=—p B = —— — =—— | ——=dt
dx at? at? p1  Ox ot o dx

) 1 [(0dp,(x,t
= U,;(x,t) = ——J%)dt
P1 x

— Ul (.X', t) — _ifi [A ej(a)t—klx) +B ej(wf+k1x)]dt — i [A ej(wt—klx) —B ej(a)t+k1x)]
pl ax pla)

= U,(x,t) = [4 ef@t-la®) _ p piwt+kin)]

P17

= Fluide 2
Onde transmise :

pe(x,t) =C el (@t=k2x)

avec
kz =

et

w
Uy
1

\ P2X2

172 =
d’ou:
D, (x, ) = pe(x,t) = C ef(@t=ka0)

- Expression de la vitesse
On aI’équation d’Euler :

op,(x, t) 0%U,(x,t)  0%U,(x,t) 1 0py(x,t)  0U,(x,t) 1 [ 0py(x,t)
= =), — = = =—— | —=dt
dx at? at? p, Ox ot P2 dx

) 1 (0 ,t
= U,(x,t) = ——J‘%dt
p x

2
; L0, ; k .
= U,(x,t) = — _f —|c e](&)t—kzX)]dt =2 [c e](wt—kzx)]
p2J 0X p2@

. 1 .
= U,(x,t) = —— [C e](wt—kzx)]
P2V;

e Coefficients de réflexion et de transmission
Condition de continuité a I’interface en x = 0 :
- Continuité de pression acoustique :
p1(0,t) = p,(0,t) = A+ B =C..(4)
- Continuité de débit acoustique :
S, U,(0,8) = S, U,(0,t)
Dansnotrecas: S; =S5, =S
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d’ou:

(A-B) = C=>1(A B)—lC (5)
P1Vq P2V, Zy Z,
avec .

P1V1

Zy == impédance acoustique du fluide 1.
Z, = % : impédance acoustique du fluide 2.

On définit les coefficients de réflexion et de transmission en pression acoustique par :

B ej(wt+k1x) B
= A o) @t—k1x) lx=0 = A
C ej(wt—kzx)

C
tp = A o) (@t—kx) |x=0 = A

A partir des équations (4) et (5),ona:
A+B=C

1m m—lc
A 7,

dou
La-p=Lwu+n A(l 1) B(1+1>
— — = — = — ) = _— —
Zy Zy Zy Iy Zy 1y
G-3)
__B_\777
PT 4 /1 1
(z—1+z—2)
:r:ZZ_Zl
Pz, + 7,

A+B=C=B=C-A

1(A B) ! C 1(A C+4) ]'C 24=CZ (1 + 1)
J— — = — - — — = — 1 = —_—

Z Z, A Z, !

Z, 7,
- 2
PTAT T 1T 1y
27,
=t, =
Z1+2Z,

8. 6. Enoncés des exercices

Exercice 1

Dans les conditions normale de température et de pression, 1’air est caractérisé par une masse
volumique a 1’équilibre p = 1.21 kg.m™3 et une valeur de y = % = 1.402.

1- Calculer la vitesse de propagation du son dans I’air et son impédance acoustique spécifique dans
ces conditions de température et de pression (T = 20 °C et P, = 10° N.m™2).
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Exercice 2
(Ondes longitudinales dans un tuyau sonore)
Dans un tuyau sonore de section S et d’axe x'Ox, contenant un fluide de densité p, on considere une
premiére onde acoustique, plane, sinusoidale, de pulsation w et de nombre d’onde k, se propageant
dans le sens des x croissants. L’élongation de cette onde est donnée par : u(x,t) = a el (wt—kx)
a€eC.
1- Rappeler I’expression de 1’équation de propagation des ondes acoustiques pour u(x,t). En
déduire la relation entre w et k.
2- Déterminer la vitesse u(x,t) et la surpression p(x,t). En déduire I’'impédance acoustique

7 e g pression
caractéristique (zc =— )

débit

3- Méme question qu’en 2 pour une onde acoustique se propageant dans le sens des x décroissants
de méme pulsation et d’amplitude complexe b.
4- On considére maintenant la superposition des deux ondes précédentes. Calculer la vitesse

résultante des particules ainsi que la surpression p(x, t). En déduire I’impédance au point x.

8. 7. Solution des exercices
Exercice 1
1- La vitesse du son dans 1’air :

YRT
M

Pour une mole :

RT
PV=RT=P=-r

d’ou:
yP
v= |—
p
AN :

_ [La02x105 o
v = 121 = A Mm.S

- Impédance acoustique :
L’aire est un fluide illimité donc :

_p(xt)
T U(x, b)
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D’aprés 1’équation d’Euler

ap(x,t) 02U (x,t)  0%U(x,t) 1dp(x,t) dU(x,t) 1 f op(x,t)
=—p = =—— = =—= dt
dx at? ot? p 0x ot p ox
Ona:
p(x’ t) — A ej(wt—kx) — w — _]kA ej(wt_kx)
x
d’ou:
aU(x, t) — —1(—]kA) f ej(a)t—kx) dt =Jk_Aiej(wt—kx)
at p p jw
Ona:

w
k=—=w=kv
v

d’ou:
Ux,t) = é A e/ (@t=kx) - yitesse de particules
p(x’ t) A ej(a)t—kx)
Ut Ly -k
pv

AN :Z =1.21 X 340.4 = 4119 Pa.s.m™!
NB : L’unité de I’impédance acoustique est (Pa.s.m™1), souvent appelé le rayl.

Exercice 2

1- Expression de 1’équation de propagation des ondes acoustiques pour u(x, t) :
On a I’équation d’Euler

ap(x,t)  0%u(xt)
x - P D
etona:
10u(x,t)

p(x,t)=—)—( e - (2)

On dérive 1’équation (2) par rapport a x, on obtient :
ap(x,t)  19%u(x,t)

~ P e ©)
1) = (3) = 0%u(x,t)  10%u(x,t) - 0%u(x,t) 1 0%u(x,t)
B Pz~ ¥ 0x? otz py O0x?
Ona:
1 1 5
V=—=>—=1v
N
d’ou:
0%u(x,t) 0%u(x,t)  0%*u(x,t) 1 d%u(x,t)
= p? = =—
at2 dx2 dx2 v2  At?
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C’est I’équation de propagation des ondes pour u(x, t).
- Déduction de la relation entre w et k :
Ona:u(x,t) = aqell@—ko

ou(x,t) .
= —jk j(wt—kx)
Ox jka e

0%u(x,t)

552 —k2q e/ @t=kx) = _p2y(x, t)

ou(x,t)
at

— jwa ej(a)t—kx)

0%u(x,t)

— 2 jlwt—kx) _—
6t2 = —w"ae =

—w?u(x,t)

d’ou:
2

1 w w w
—k?u(x,t) = ?(—wz)u(x, H=2kl=—=k=—=v= T

v? v
C’est la vitesse de propagation de 1’onde.

2- Vitesse 1(x, t) :
du(x,t)

o = Jwa e/ (@t=kD) — o (x, t)

ulx,t) =

Surpression p(x, t) :
D’apres I’équation d’Euler :

op(x,t) 0%u(x,t) D) f 0%u(x,t) p
= — = E— - 7
ox ST PRy Pl "o
Ona:
2
d’ou:
. pw?a p w?a

p(x,t) =p wzaf e/ (@K gy — — ; el (@t=kx0) — _ I u(x, t)
Comme

w
k==

v
donc :

p(x,t) = jpwv u(x, t)

- Impédance acoustique caractéristique :
En I’absence d’onde réfléchie :

_ pt) _jpovulxt) _pu
T Sum 0 Sjoulxt) S
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3- Soit u’(x, t) ’onde réfléchie : u'(x,t) = b e/ (@t+kx)
Vitesse u'(x, t) :
ou'(x, t)

P jowb /@R = o’ (x, t)

W (x,t) =

Surpression p’(x, t) :
D’apres I’équation d’Euler :

ap'(x,t) 0%u'(x, t) , 0%u'(x, t)
B =P =P D= [ 5T
Ona:
2.1
d’ou:
2 2
p’(x, t) = p wzbf eJ(@t+kx) gy — p(f) b el (wt+kx) — %u’(x, t)
Comme
w
k=—
v
donc:
p'®Y = —jpwv u'(x,t)

4- Vitesse résultante des particules ainsi que la surpression p(x, t) :

Le déplacement total est :
U(x, t) = u(x,t) + u'(x,t) = a e/ @k b o (WiHkx) = gjot(g g=ikx 4 p Jk¥)

Vitesse totale :
Ulx,t) = u(x,t) + ' (x,t) = joulx,t) + jou'(x,t) = jolulxt) +u'(x,t)] = joU(x,t)

Surpression totale :
P(x,t) = p(x,t) + p'(x,t) = jpwvu(x, t) — jpovu’(x,t) = jpwve/*t(a e /k* — p e/k¥)

- Impédance au point x
P(x,t) jpa)vej“’t(a e Jkx _p ejkx)
SU(x,t) Sjwel®t(a e /kx + p eJkx)

Z(x) =

d’ou:

Z(x) :zC<

a e—jkx —b ejkx
aeJkx 4 p ejkx
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Chapitre 9 : Ondes électromagnétiques

9. 1. Introduction

Les ondes électromagnétiques, contrairement aux ondes mécaniques, n’ont pas besoin d’un support
mateériel pour se déplacer. Selon leur longueur et leur fréquence, les ondes électromagnétiques se
classent en différentes catégories. Celles qui sont les plus connues sont celles de la lumiére visible
puisqu’elles sont perceptibles par 1’ceil, mais il existe aussi d’autres formes de rayonnements que
I’ceil ne peut pas percevoir.

Les longueurs d’onde des rayons électromagnétiques varient entre 0.001 nm et 100 m. Les types
d’ondes électromagnétiques sont les suivants : ondes radio, micro-ondes, rayons infrarouge, lumiere
visible, rayons ultraviolets, rayons X, rayons gamma.

Une onde électromagnétique comporte a la fois un champ électrique et un champ magnétique
oscillant a la méme fréquence. Ces deux champs, perpendiculaires 1’un par rapport a I’autre se
propagent dans un milieu selon une direction orthogonale (figure ci-dessous). La propagation de ces
ondes s’effectue a une vitesse qui dépend du milieu considéré.

/B

B

Z

T

l,;"f TH .T Nt

Les variations des champs électriques et magnétiques sont liées par les équations de Maxwell.

9. 2. Equations de Maxwell
Les équations de Maxwell, reliant entre eux les phénomenes électriques et magnétiques non
stationnaires, s’écrivent .

Théoréme de Gauss : VD = p ... (1)
Conservation du flux magnétique : VB = 0 .. (2)

—

Théoréme de Maxwell Faraday : V AE = —=...(3)

— -

Théoréme d’Ampere Maxwell : VAH=]+ E .. (4)

ou :

E (7, t) : champ électrique variable dans le temps et dans 1’espace.
D(#,t) : induction électrique variable dans le temps et dans ’espace.
H(#,t) : champ magnétique variable dans le temps et dans ’espace.

B (7, t) : induction magnétique variable dans le temps et dans ’espace.
f : vecteur densité de courant de conduction.

p . densité de charges électriques.

Les équations (3) et (4) montrent qu’un champ magnétique non stationnaire crée un champ
électrique et inversement. Un champ électrique variable, dans le temps crée un champ magnétique.
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Ainsi I’existence de [’'un implique nécessairement celle de 1’autre. L’ensemble de ces deux champs
variables dans le temps constitue le champ électromagnétique.

Aux équations de Maxwell, il faut ajouter les équations matérielles qui font intervenir les propriétés
du milieu :

D=¢E..(5
B=uH..(6)
J=vE..(D

€ : permittivité absolue du milieu.
u : perméabilité absolue du milieu.
y : conductivité du milieu.

On définit aussi les quantités relatives ¢, et u,. telles que € = gy, et u = po,, OU :
g, est la permittivité qui caractérise le vide, g, = 8.85 10712 C2/N.m?,
o est la perméabilité qui caractérise le vide, uy = 47 1077 H/m.

NB : Pour un diélectrique parfait u, = 1.
Un diélectrique parfait est un milieu qui ne comporte aucune charge (p = 0) et n’est le siége

d’aucun courant de conduction (f =0=>V AH= Z—?).
9. 3. Equation des ondes électromagnétiques

Une simple manipulation des équations (3) et (4) montre que dans un diélectrique parfait, EetH
obeissent aux équations différentielles :

ﬁ=lv2§ (8)
ot?  eu

et

PH_1 g (9)
ot?  eu

) . N . N . 1 . .
C’est I’équation d’une onde qui se propage a la vitesse v = = Dans le vide, la vitesse de

propagation est ¢ = = 3 x 108 m.s™ 1. Le rapport n = ¢/v est I’indice du milieu.

1
vV EoHo

Démonstration

3)=>V /\E=—E:VA(V /\E)=—E(V/\B)...(10)
=7 rd=22

= = —
(4) 3
Ona:
- — — 1—-)
B=uH=H=-B

u

et
D=¢E
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d’ou:

—

- a(sE) 0E
B = >V AB = us— (11D

V/\l
u at

En introduisant I’équation (11) dans (10), on obtient :

V/\(V/\E)z—a< at) .(12)
On sait que :
VA(V AE) =V(V.E) - V2B = —v2E

d’ou:
25 25
(12) = —V%E = —uea—E SOE_ g
at?  O0t?  ue

Pourquoi V(V.E) =07
OnaD=¢E=E=-D

1= =

dou:V.E = —V D =
p = 0 dans un dlelectrlque parfait, donc V. E = 0.

1
&
pcarVD p

(M) =V AH=—-"2 VA(V AH) =a(V/\D) =E(VA8E) = ea(VAE) - (13)
En introduisant I’équation (3) dans (13), on obtient :

. 9°B
VA(V AH) = —e5 - (14)
On sait que :
VA(V AH)=V(V.H) - V?H = -V?H
d’ou:
- 0%B
(14—) = -V H —EW

Comme B = uH

Onaura:

9. 4. Ondes sinusoidales planes E k
Une des solutions des équations (8) et (9) est I’onde sinusoidale :

E = EO ej(wt—ﬁ.?)' g= ﬁo o) (wt—E.7)

H
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> 2m, . o . .
k = 7”11 est le vecteur d’onde, il donne la direction de propagation, w est la pulsation, A est la
longueur d’onde.

7 : vecteur unitaire dans la direction de propagation de ’onde.

Dans ce cas, I’onde est transversale et les vecteurs E Het k forment un triédre direct.

Démonstration

Considérons I’onde sinusoidale progressive dont les champs ont pour expressions :
E = E)O ej(wt—%.?)’ B = EO ol (wt—K.F)

Les champs ne dépendent des coordonnées que par le terme

k.7 =kyx +kyy+k,z

a

E ., = .. @ . R i . ,
On aura donc Pl ik, E soit pl ik, et, de méme, Pl iky, Pl ik,

De sorte que I’opérateur V= ;—xi’ + ;—yf + % k s’écrira dons ce cas : V= ik
Les équations de Maxwell :
V.E =
V.B=0
_~ . 0B
VAE= —E .
o JF

Deviennent alors :
k.E=0=Flk = E est transversal
k.B=0= Blk = B est transversal

- -

kAE:wB:B:—Z—:Bi@j)

o Fofo_kAB
= —WUyE = -

Ho&o WloEq

Ces expression mettent en évidence le caractére transversal de 1’onde, et montrent que E,Betk
forment un triédre direct.

= E1(k,B)

9. 5. Polarisation rectiligne
Si au cours de la propagation les directions des vecteurs E, H restent inchangés (E vibre selon I’axe
x et H selon I’axe y), alors I’onde est dite a polarisation rectiligne.

Tl

V4

Polarisation rectiligne (E et H décrivent des segments de droite).
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NB : Dans le cas d’une onde sinusoidale plane a polarisation rectiligne, E et H vibrent en phase et
sont reliés par la relation :

H\/potty = E /€o&;...(15).

1l existe d’autre types de polarisations : polarisations elliptique et circulaire (les extrémités de E et
H décrivent respectivement des ellipses et cercles, dans le plan x0y).

9. 6. Energie
Les ondes électromagnétiques transportent de I’énergie. L’énergie transportée par unité de volume
(densité d’énergie) est donnée par :

1 2 2
E(EOErE + poprH?) ... (16)

On définit aussi le vecteur de Poynting P=EAH qui représente le flux de puissance par unité de
surface ; c’est a dire 1’énergie qui traverse une unité de surface par seconde : c’est I’intensité de
I’onde.

Dans le cas d’une onde plane a polarisation rectiligne :

UottyH? = g9e,.E? ... (17)
D’autre part
= - - - - 2 8081-
ElH= |P|=|EAH|=E.H=E? |—-..(18)
Holly

9.7. Conditions aux limites
Les conditions aux limites sont les conditions de continuité des champs a la limite de séparation de
deux milieux caractérisés par des constantes &, &,, i, u, différentes.

Certaines composantes sont continues, d’autres présentent une discontinuité sur les surfaces de
séparation (S) lorsqu’elles comportent des charges superficielles ou des courants superficiels.

Ces conditions aux limites, qui permettent de trouver le comportement des ondes a la limite de deux
milieux, se démontrent a partir des formes intégrales des équations de Maxwell généralisées
(indépendantes du milieu) : on calcule la circulation du champ sur un contour ayant deux cotés
paralléles a la surface (S) et deux c6tés orthogonaux, ou son flux a travers une surface fermée dont
les bases sont paralléles a (S) et la surface latérale orthogonale a (S).

9. 7. 1. Conditions aux limites pour D et E
Le théoreme de Gauss donne

f Bds=q
S
q est la charge électrique entourée par la surface S.

Si I’on applique cette loi au contour ABCD entourant un élément de surface X seéparant deux
milieux 1 et 2 et contenant une densité de charge o, on aboutit a la condition :

(Dy)z — (Dy)1 =0 ...(19)

ou Dy est la composante normale a X.
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A la traversee d’une surface de separation chargée, la composante normale du vecteur induction
électrique subit une discontinuité égale a la densité de charges superficielle.

Le théoréme de la circulation de E : 451?. dl=0 qui traduit que le travail des forces électriques le
long d’un circuit fermé est nul, dans le cas appliqué au parcours ABCDA méne a :

(Er), —(Er)1 =0... (20)

La composante tangentielle de E est conservée a la traversée de la surface de séparation de deux
milieux différents.

9. 7. 2. Conditions aux limites pour B et H

7B=0=> fs B dS =0 = Le flux magnétique a travers une surface quelconque fermée est nul. Il

en résulte qu’a la traversée d’une surface de séparation de deux milieux différents, la composante
normale du vecteur induction magnétique est conservée :

(BN)Z = (BN)l (21)
La loi des courants de conduction 9517. dl = fou fest le vecteur densité de courant entouré par le

circuit fermé [, se traduit par une discontinuité de la composante parallele de H a la traversée de la
surface de séparation de deux milieux différents :

(Hr)z — (Hr)y = j ... (22)
ou j est la composante de J normale a la surface entourée par [.

En résumé, les conditions aux limites sont :

(Bu)s (Er)y, 0w (Hr)y
—> —>
\ (Er)2 \ (Hr)2
(Bn)2 (Dn)2
(ET)Z == (ET)I (DN)Z - (DN)l =0
(BN)Z = (BN)l (HT)Z - (HT)l =]
Continuité Discontinuité

9. 8. Réflexion et transmission sur un diélectrique
9. 8. 1. Définition
Un diélectrique est une substance non conductrice d’¢lectricité. Elle est dépourvue de charges libres
et de courant de conduction. Nous aurons, dans les conditions aux limites développées ci-dessus :
g=0et]=0.
Alors, on aura :

- Continuité de E; et Dy.

- Continuité de By et Hy.
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9. 8. 2. Onde plane a polarisation rectiligne sous incidence quelconque
On se propose d’étudier la transmission et la réflexion d’une onde plane sur une surface de
séparation (S) de deux milieux isotropes d’indices de réfraction n, et n,, de perméabilités u, et u,.

Le résultat dépend de I’état de polarisation de I’onde incidente qui peut toujours se décomposer en
deux ondes polarisées rectilignement : une onde dont le champ électrique E est paralléle au plan
d’incidence et une onde dont le champ E est normal au plan d’incidence.

Pour ces deux ondes, les coefficients de transmission t et de réflexion r sont les rapports des
amplitudes complexes des champs transmis et réfléchis a celle du champ incident.

e Rappel
Lois de Descartes
Soit une onde incidente sous la forme :

E" — EO ej(wt—%.?)

)

Loi de réflexion : i; = i;
Loi de réfraction : n, sini; = n, sini,

e Champ électrique normal au plan d’incidence
La continuité de la composante tangentielle de E a ’interface s’écrit
Eo; + Eor = Eo¢

NB : Les indices i, r et t identifient, respectivement, 1’onde incidente, réfléchie et transmise.

Ona: B = u H, lacontinuité de la composante tangentielle de H donne
Uy1Hyi cosiy — uyHy, cosiy = pp,Hyp cOS iy

etona: Hy, = Ey,/uv = nEy/uc

Uy Uz
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Les équations de continuité s’écrivent alors
Eo; + Eor = Eo¢ . (@)

ny (Ey; — Eoy) cosiy = ny Eg; cosiy ... (b)
(a) dans (b) :

ny (Eo; — Eor) cosiy = ny (Eo; + Eor) cOs i

Ce qui donne

I Eyr _nycosiy —mnycosi;
N = ——
Ey;

(23)

M, C0Si; +nycosiy
(@) = Eor = Eq¢ — Eg; - (0)

(c) dans (b) :

ny (Eg; — Eor + Eo;) cosiy = ny Egy cOS i,
On en déduit

Eo: 2n4 cos iy

.(24)

N Ey  mycosiy; +n,cosi,

e  Champ électrique paralléle au plan d’incidence
L’orientation des champs est représentée sur la figure ou 1’on a choisi le sens positif de E, et Et de
manieére qu’a I’incidence normale ils coincident avec celui de Ei. Les conditions de passage
s’écrivent
Ey; cosiy + Eyy cosi; = Ey; cosi, = (Ey; + Eoy) cos iy = Ey; cOS iy
= Eo: = (Eg; + Egy) cosiy / cosiy ...(d)

Ona:B=uH )
U1Ho; — 1Hor = taHoe

etona:
Hy = Eo/uv = nky/uc

n n;

K Uz
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On aura donc
ny(Eo; — Eor) = 3 Eg¢ ... (€)
(d) dans (e):

ny(Eo; — Eor) = na(Eo; + Eor) cOs iy / cOS I3
On en déduit

Eor mnqcosi, —n,cosiy (25)
Ey; nycosi, +n,cosiy

Tp

(d) = Ey;jcosiy + Ey, cos iy = Ey; cosiy = Egy, cosiy = Ey; cosi, — Ey; cos iy

CcoS iy
= —F); ...
cos i ~For ()

= Eo = Eot

(f) dans (e) :

cos i,

n, (Eoi — Eot +Eoi> =Ny Eo¢

Ce qui donne
Eo: 2n4 cos iy

COS Iy

. (26)

p — - . T
Ey; 1nqcosi, +n,cosiy

La puissance étant proportionnelle au carré de I’amplitude, les coefficients de réflexion et de
transmission en puissance sont :

Puissance réfléchie )
= =r

Puissance incidente

Puissance transmise  n,cosi; ,
== — = —t
Puissance incidente  n; cos i,

R+T =1
En considérant, par exemple, les expressions (25) et (26) :

Ny COS iy — N, COS il)z n? cos? i, — 2nyn, cos iy cos i, + n3 cos? i,

§R=r,§=(

ny cos i, + n, cos i, (n4 cosi, + n, cosi;)?

Ny COSi; , MpCOSiy ( 2n4 cos iy )2 4n,n, cosi; cos i,
— t —_—

nycosi; | My cosiy \ny cosi, + n, cos i (nq cosi, + n, cosiy)?

n? cos?i, + 2nyn, cos iy cosi, + n3 cos?i;  (ny cosi, +n, cosiy)?

(nq cosi, + n, cosi;)? (n4 cosi, + n, cosi;)?

Ceci traduit la loi de conservation de 1’énergie.

9. 8. 3. Onde plane a polarisation rectiligne sous incidence normale
Les coefficients de réflexion et de transmission se déduisent des formules (23) et (24) ou bien
(25) et (26), avec cos i, = cos i, = 1. Les coefficients de réflexion ry et rp sont tous deux égaux a
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np — Ny

B ny +n,
Et les coefficients de transmission ty et tp tous deux égaux a

2ny

ny +n,

Il n’y a plus de distinction entre vibration paralléle et normale au plan d’incidence, car il n’y a plus
de plan d’incidence, le rayon incident étant confondu avec la normale.

9. 9. Différents types d’ondes électromagnétiques
En partant des ondes les plus énergétiques, on distingue successivement :

e Les rayons gamma ( vy ) : ils sont dus aux radiations emises par les éléments radioactifs.
Tres énergétiques, ils traversent facilement la matiére et sont trés dangereux pour les cellules
vivantes. Leurs longueurs d’onde s’étendent de (10714 m) a (10712 m).

e Les rayons X : rayonnements trés énergétiques traversant plus ou moins facilement les
corps matériels et un peu moins nocifs que les rayons gamma. lls sont utilisés notamment en
médecine pour les radiographies, dans 1’industrie (contrble des bagages dans le transport
aérien), et dans la recherche pour I’étude de la matiere (rayonnement synchrotron).
Les rayons X ont des longueurs d’onde comprises entre (10~12 m) et (10° m).

o Les ultraviolets : rayonnements qui restent assez énergétiques, ils sont nocifs pour la peau.
Heureusement pour nous, une grande part des ultraviolets est stoppée par 1’0zone
atmosphérique qui sert de bouclier protecteur des cellules. Leurs longueurs d’onde
s’échelonnent de (1078 m) a (4. 10 ~"m).

o Le domaine visible : correspond a la partie trés étroite du spectre électromagnétique
perceptible par notre ceil. C’est dans le domaine visible que le rayonnement solaire atteint
son maximum (0.5 um) et c’est également dans cette portion du spectre que 1’on peut
distinguer 1’ensemble des couleurs de I’arc en ciel, du bleu au rouge. Il s’étend de
(4.1077 m) - lumiére bleue -a(8.1077 m) - lumiére rouge.

o L’infrarouge : rayonnement émis par tous les corps dont la température est supérieure au
zéro absolu (—273°C). En télédétection, on utilise certaines bandes spectrales de
I’infrarouge pour mesurer la température des surfaces terrestres et océaniques, ainsi que
celle des nuages. La gamme des infrarouges couvre les longueurs d’onde allant de
(8.1077m) a (1073 m).

« Les ondes radar ou hyperfréquences : cette région du spectre est utilisée pour mesurer le
rayonnement émis par la surface terrestre et s’apparente dans ce cas a la télédétection dans
I’infrarouge thermique, mais également par les capteurs actifs comme les systémes radar.
Un capteur radar émet son propre rayonnement électromagnétique et en analysant le signal
rétrodiffusé, il permet de localiser et d’identifier les objets, et de calculer leur vitesse de
déplacement s’ils sont en mouvement. Ceci, quelque soit la couverture nuageuse, de jour
comme de nuit. Le domaine des hyperfréquences s’étend des longueurs d’onde de 1’ordre du
centimetre jusqu’au meétre.
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e Les ondes radio : ce domaine de longueurs d’onde est le plus vaste du spectre
électromagnétique et concerne les ondes qui ont les plus basses fréquences. Il s’étend des
longueurs d’onde de quelques cm a plusieurs km. Relativement faciles a émettre et a
recevoir, les ondes radio sont utilisées pour la transmission de I’information (radio,
télévision et téléphone). La bande FM des postes de radio correspond a des longueurs
d’onde de I’ordre du metre. Celles utilisées pour les téléphones cellulaires sont de 1’ordre
de 10 cm environ.

lumiere
300GHz visible

10°¢ 108 10° 1072 10" 10 10®% 10?° 102 10*

ondes infra ultra rayons rayons
radio rouge violet X ganmimoa

Spectre électromagnétique. Les ondes sont classées selon leurs fréquences en Hertz.

9. 10. Enonces des exercices

Exercice 1

Deux ondes électromagnétiques se propagent dans le vide. Les composantes de champs électriques
sont :

Pour E; : (Ey)y = 0, (Ey)y = 0, (Ey), = E, cos(wt + kx)

Pour B, : (Ey)x = 0, (Ey), = 0, (E,), = Eq cos(wt + ky)

1- Calculer H, et H, et dire de quelles ondes il s’agit.

2- Calculer I’onde résultante. Quelle est sa direction de propagation ? Conclure.

3- L’onde 1 tombe sur un milieu diélectrique d’indice n, = /2 perpendiculaire a I’axe x.

a- Calculer les amplitudes des champs E; et 171 réfléchis et transmis.

b- Calculer les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude et en énergie.

c- Comment doit-on disposer le milieu n, par rapport a I’axe x pour qu’il y ait réflexion de ’onde ?

Exercice 2
Une onde monochromatique sinusoidale tombe sur une surface parfaitement réfléchissante sous une
incidence quelconque 6. Le champ électrique E; est paralléle a I’axe Oy (perpendiculaire au plan de
la feuille et sortant).

1- Donner I’expression de E; et H; pour I’onde incidente. x

2- Donner I’expression de E et Hy pour I’onde réfléchie. +

P
V)

N

H kX -

4
v

(=)
&

159




Chapitre 9. Ondes électromagnétiques

9. 11. Solution des exercices
Exercice 1

1- Détermination de H, et H, :
Les champs magnétiques sont obtenus a partir des champs électriques via la relation de Maxwell :

V /\E:—‘uoﬁ

Z Z
A A
y
E| H E, Y
A A
K, H,
< > x < > x
k,
e Ondel:
oL |22 9] G, o,
VAE =|ox 0y odz|=- asz—llow
0 0 E,

171 = H1x7+ Hly]_)+ leﬁ

donc :

0E, M, 1 [0E,,

— =yy——=H,, = — dt
ox Moot Y] ox

1 . Eok
Hy, = _f(—Eok) sin(wt + kx)dt = — cos(wt + kx)
Ho How

Ona:

w
k=—
v
d’ou :

Ey
—vcos(a)t + kx)

T
<
I

’e
H,y, = E, #—Ocos(wt + kx)
0

On aura :
Hlx = le == 0 et Hly == EO \/%COS((Ut + kx)
0
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e Onde?2:

I A T o,
VAE,=|d0x dy dz|= 5 l=—u0¥
0 0 K, Y

ﬁ2=H2x?+H2yj+HZZ]_€

donc :

J0E,, H,, Hu 1 (0E,,
= — [y — > = ——

ay :u'O at 2X I,lO ay

1 E.k
H,, = ——f(—Eok) sin(wt + ky)dt = — =2 cos(wt + ky)
Ho How

’e
H,, = —E, ‘u—ocos(wt + ky)
0

Onaura:

sz = HZZ =0et Hzx = _EO ’Z—OCOS(wt + ky)
0
Ce sont des ondes planes sinusoidales a polarisation rectiligne.

2- Onde résultante :
E = E, + E, = Ey cos(wt + kx) ] + Ey cos(wt + ky) ] = Ey[cos(wt + kx) + cos(wt + ky)] ]
Ona:
cos(wt + kx) + cos(wt + ky)
wt + kx + wt + ky wt + kx — (wt + ky)
= 2 cos ( ) cos

2 2
k k
= 2 cos (a)t + > (x+ y)) cos <§ (x — y)>
d’ou:

5 k k
E = 2E,cos <E(x —y)) cos (wt+z(x +y)>f
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- £ £
H=H,+H, =E, u—ocos(wt + kx)J]—E, M—Ocos(a)t +ky)T
0 0

d’ou:

- £

H =E, #_0 [cos(wt + kx) J — cos(wt + ky) 1]
0

La direction de propagation d’une telle onde est indéterminée. L’onde n’est pas progressive.

3- L’onde 1 tombe sur un milieu diélectrique d’indice n, = 2 perpendiculaire a 1’axe x.
a- Amplitudes des champs E, et H; réfléchis et transmis :

Les indices i, r et t identifient, respectivement, 1’onde incidente, réfléchie et transmise.
La surface de séparation entre les deux milieux esten x = 0.

n, =2 n, =1 (air)
E1 El -
- r i Hli
Hy;
x' < > < > x
klt le kll
Hyy

Ecrivons la continuité de la composante tangentielle des champsen x = 0:
Eyi + Eyp = By . (1)

Hy; — Hyy = Hye ... (2)

D’autre part, pour une onde plane a polarisation rectiligne :

=0 &0 Eo&r
Hy; =Ey; [ Hyy =Eyy | Hyy =E
1i 1i ”01 1ir 1ir Ilo, 1t 1t Holbr

Elt :?
Ona:

< &o &o Eoér
H,,—H,,=H;;dou:E; | ——E{ |—=E
1i ir 1t 1i Lo ir Lo 1t Lolkr

Pour un diélectrique : u, = letn = 5 =%,

LI T 1
d’ou: Ey = (Eq; — Elr)\/% /% = (Ey; — E1r);

Ona:
Eyi + Eyy = By = By = By — Eqg
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d’ou:
1 1 2E; Ey 2
Eltz(Eli_Elr)Ez(Eli_Elt'l'Eli)E: nl _7:Elt:n_+1Eli
mme Hy, = E;, |22
Comme Hy, 1 o
On aura:
H. = 2n E &o
1t—n+1 1i Lo
ElT:?
Ona:

1 E,; E E, Ey 1-n
E1i+E1r=E1t=(E1i_E1r)g=7l_7r=>E1r+7r=Tl_E1i=>E1r=mE1i
Comme :

ISO
Hy, = Eqy ll_o
On aura:
" _1—nE &o
1r_1+n 11 o

b- Coefficients de réflexion et de transmission en amplitude :

1—n
Eiy, T¥pfu 1-n
_Eli_ Eli _1+n

2
Eli Eli 14+n

Coefficients de réflexion et de transmission en énergie :
Ona:

1 |&
N=— |=EZ2
(p1i) 2 o 1i

1 ’eo
=— |—EZ2
(D1 2 1o 1r

1
(p1e) = E\/E E12t

R =@=E_12T= 2
(pli) Eli
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_ (P1¢) . nEf, — p2

T =—=
<p1i> Elzi

2_1—2n+n2+4n_1+2n+nz_(1+n)2

zn+:r=(1;2) +"<1in) ST a2 a+n? a+n?

c- Il ne peut y avoir de réflexion totale puisque n, > n; (n; = 1 pour ’air).

Exercice 2

1- Expression de E; et H; pour I’onde incidente :
L’expression d’une onde sinusoidale plane progressive est :

E, ej(wt—féf)

X
N A
Ona:E/lly ) Ez B
Pour I’onde incidente : ke ™\ I 0
k=—-kcos@Tl+ksin@j 'k > 7
etr=x1+yj+zk
k.? = —kxcosO + kzsin8 = — k(x cos@ — zsin 6)
Ainsi :
EI — Eoej(wt+k(x cos6—zsin 9))]->
L’expression de H; est obtenue via I’équation de Maxwell :
F A, = -2
1 — I’l at
Tel que : p = popy
0E; 9(H))yx
ai ai ai _ _0E . 0E . _ (aH,waH,E):> 5~ 5
A I PR R WF TR T: JE, a(H,),
0 E 0 %k __,
( d0x at
d(H), 10E, 1 [0E
L) a Tu = [ 5
o), _ 1057 ) (s _ 0 .
l(’)t T pox Pz= u] ox

1r0 ) .
(Hp), = l_lf&(Eoej(a)t+k(xcos6—zsm9))) dt

= 1 5
(H), = —_fa(Eoej(wt+k(xcos9—zs1n9))) dt

u
(H), = lf —onk sin @ ej(wt+k(xcos G—Zsine))dt
U

=
(HI)Z = _lf onk cos 9 ej(wt+k(XCOSG—ZSin0))dt
u
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!{(Hl)x __ lonk sin 6 i ej(wt+k(x cos §—zsin6))
u jo
=
1 1 . )
- __ i —  pj(wt+k(xcos6—zsin6))
l(HI)Z HEO]k cos ij e

Ona:
w
k=—
v
d’ou:
(H)x =— ﬂsin g ef(wt+k(xcos6—zsin0))
uv

- E
k(HI)z = — 2005 0 el(wttk(xcosf-zsing))
uv

Ona:

v =

1
N
d’ou :

(Hl)x — _ongsing ej(wt+k(xcosH—zsin )
u

=
(HI)Z — —EO\/ECOS 2] ej((ut+k(xcos 6—zsin6))
u

Ona: e =¢pe et u=pou,

d’ou:
((Hl)x =—E, €o &r sin ej(wt+k(xcos 6—zsin@))
0 Hr
=
&g E . .
| (H), = —E, 0°r cos O ej(wt+k(xc050—zsm6))
L Ho

avec (Hy), =0

2- Expression de E et H, pour I’onde réfléchie :

Pour I’onde réfléchie : ii
k=kcosOT—ksinfk > o
- - - e k kx
etr =xi+yj+zk g -a-
2]

&1

7 =kxcos8 —kzsin@ = k(xcos@ — zsin9)

v
N

Ainsi :
ER = 4 el(wt+k7) = J gi(wt+k(xcos6~zsin0))

La conservation de la composante tangentielle de E montre que A= —EyJ
d’ou:

ER = —E, ej(wt+k(xcos€—zsin0))j>
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L’expression de Hg est obtenue via I’équation de Maxwell :

V AEg = OHy
R ot
Tel que : u = popy
0Eg
ai ai ai _ aER_)+6ERE_ (aHR-)_I_aHR_’) EZH
X 0y o0z) =T b T T TR e YT ot 0Eg
0 Ex O - =-
d0x
0(Hg)y 10Eg _ 1 [0Eg
R RN R
d(Hp),  10Eg (Hy), = 1 (0Eg dt
at u ox 2= u) ox

110 _ _
(HR)yx = ;.fZ(—Eoe](“’Hk(“os9_25”19))) dt

= 170
(Hg), = _;f&(_Eoe](wt+k(xcos9—zsm9))) dt
1 1 .
(HR), = ;f(_EO)(_jk sin g) e}(wt+k(xcos 9—zsm9))dt
=

(HR)Z = _lf(_EO)(]k cos 9) ej(wt+k(xcosl9—zsin9))dt
u

((HR)x — lonk sin @ i ej(wt+k(x cos f—zsin6))
u jo
=
1 1 .
— ; —  pj(wt+k(xcos6—zsind))
t(HR)Z p Eojk cos ij e

Ona:
w

k=—
v

d’ou:

{(HR)x = ﬂsin g e/ (wt+k(xcos6—zsind))
v

= E
k(HR)Z = —OCOS g e (wt+k(xcos—zsin6))
uv

Ona:

(HR)x = EO —sin@ ej(wt+k(xcos 6—zsin®))

(Hg), =Ey |—cosB e}'(wt+k(xcos 6—zsin0))

IR
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Ona: e =¢yeretu=pou,

d’ou :
|((HR)x = E, €o &r sin @ ej(wt+k(xcos 6—zsin®))
Ho Uy
=
(Hp), = E, €o ZT cos @ e/ (@t+k(xcos6—zsind))
0 Mr

avec (Hg), =0
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