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Résumé : Dans le présent travail, nous mettons en ceuvre la méthode de relaxation
couplée a la méthode de tir pour résoudre un probleme de controle optimal quadratique avec
contraintes sur 1’état et la valeur de 1’état final fixé; la convergence de la méthode itérative
étudiée est analysée. Nous appliquons ensuite la méthode proposée pour la détermination de
la commande d’un grand systeme thermique composé d’un four vertical, dans la cheminée
duquel est placé un barreau. L’objectif est d’amener la température relevée en n points du
barreau a une température désirée, en un temps fini 7.

Mots clés : controle optimal, méthode de realaxation, méthode de tir, sous-différentiel,
processus thermique.

Abstract : In the present study, we apply the relaxation method coupled with the
shooting method to solve a quadratic optimal control problems with constraints on the
state and the final state fixed ; the convergence of the iterative method used is analyzed.
Then, we apply the proposed method for the determination of the control of a large thermal
system composed of a vertical oven, in the chimney of which is placed a bar. The goal is
to bring the temperature identified in n points of the bar at a desired temperature, in a
finite time 7.

Keywords : optimal control, relaxation method, shooting method, sub-differential,
thermic process.
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Introduction

La théorie du controle analyse les propriétés des systemes commandés, c’est-a-dire des
systemes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’'une commande. L’objectif d'un
probleme de controle est d’amener le systeme d’un état initial donné a un état final en res-
pectant certains criteres. Une voiture sur laquelle on agit avec les pédales d’accélérateur et
de frein, et que 'on guide avec le volant est un exemple de systeme dynamique commandé.

Un systeme de controle est un systeme dynamique sur lequel on peut agir au moyen
d’une commande. Pour définir précisément le concept de systeme de controle, il faut uti-
liser le langage mathématique. Chaque systéme a une structure, des propriétés et des
finalités spécifiques. Notons que ce concept peut aussi bien décrire des transformations
discretes que continues. Cela permet donc de modéliser le fonctionnement de robots, de
systemes adaptatifs a structure variable, etc. En considérant tous ces objets comme des
systemes de controle, on s’intéresse a leur comportement et a leurs caractéristiques fonc-
tionnelles, sans forcément attacher d’importance a leurs propriétés internes ou intrinseques.
Par conséquent, deux systemes de controle ayant, en un certain sens, méme comporte-
ment et des caractéristiques similaires, sont considérés comme identiques. De nos jours, les
systemes automatisés font completement partie de notre quotidien ; le but est d’améliorer
notre qualité de vie et de faciliter certaines taches.

L’objectif peut étre aussi de stabiliser le systeme pour le rendre insensible a certaines
perturbations, ou encore de déterminer des solutions optimales pour un certain critere

d’optimisation (controle optimal). Du point de vue mathématique, un systeme de controle
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est un systeme dynamique dépendant d’un paramétre dynamique appelé le controle. Pour
le modéliser, on peut avoir recours a des équations différentielles, des équations intégrales,
des équations fonctionnelles, des équations aux différences finies, des équations aux dérivées
partielles, des équations stochastiques, etc. Pour cette raison la théorie du controle est a 'in-
terconnexion de nombreux domaines mathématiques. Une fois le probleme de controlabilité
résolu, on peut de plus vouloir passer de I’état initial a I’état final en minimisant un certain
critere ; on parle alors d’un probleme de controle optimal [78].

Historiquement, le probleme de controle optimal est apparu apres la seconde guerre
mondiale dans le cadre du calcul des variations, répondant a des besoins pratiques de
guidage, notament dans le domaine de ’aéronotique et de la dynamiques de vol. La for-
malisation de cette théorie a posé des questions nouvelles ; par exemple dans la théorie des
équations différentielles ordinaires elle a motivé un concept de solution généralisée et a en-
gendré de nouveaux résultats d’existence de trajectoires optimales. La théorie de controle
optimal est trés liée a la mécanique classique, en particulier aux principes variationnels de
la mécanique [44], [82] (principe de Fermat, équations d’Euler-Lagrange, etc).

Les problemes de commande optimale sont appliqués a de nombreux domaines, par
exemple I'optimisation de trajectoire, la robotique, la chimie, la biologie, 1’économie, etc.
Pour résoudre ces problemes, deux grandes théories ont émergé indépendamment depuis
une cinquantaine d’années : le principe du maximum de Pontryagin et le principe de la
programmation de Bellman. La premiere théorie, basée sur le principe du maximum du
Pontryagin [73], découvert par L. S. Pontryagin en 1956, donne une condition nécessaire
d’optimalité [39]. Cette théorie est développée dans différentes branches mathématiques :
le probleme de controle optimal d’équations aux dérivées partielles, la théorie de controle
stochastique, la théorie des jeux, etc. La deuxieme théorie, apparue dans les années 60,
est basée sur le principe de la programmation dynamique de Bellman [5], qui fournit une
condition suffisante d’optimalité.

Il existe différentes méthodes pour résoudre les problemes de commande optimale,
chacune ayant ses avantages et ses inconvénients. Le choix de la méthode dépend du

probleme considéré. Généralement, les problemes de commande optimale sont résolus
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de fagon numérique; par conséquent les méthodes de résolution ont nettement évolué
ces dernieres années. La plupart des anciennes méthodes étaient basées sur l'obtention
d’une solution qui satisfait soit les équations d’Euler-Lagrange, qui sont des conditions
nécessaires d’optimalité, soit I’équation de Hamilton -Jacobi-Bellman [5], [6], qui est une
condition suffissante d’optimalité. Ces méthodes sont appelées les méthodes indirectes.
L’inconvénient principal des méthodes indirectes, est la résolution fastidieuse de I’équation
d’Hamilton-Jacobi-Bellman. Ce qui a amené plusieurs chercheurs a utiliser des méthodes
directes pour résoudre le probléeme de la commande optimale. Ces méthodes consistent a
discrétiser les équations du probleme, et ainsi se ramener a un probleme de programma-
tion non linéaire, c’est-a-dire un probleme d’optimisation non linéaire en dimension finie.
Le probleme discrétisé peut ensuite étre résolu par n’importe quel algorithme d’optimisa-
tion en dimension finie, par exemple par programmation quadratique séquentielle (voir par
exemple Betts [8], Bonnans et Launay [18]), ou par une méthode de points intérieurs (voir
Laurent-Varin et al. [54]).

Dans cette these, nous avons mis en oceuvre la méthode de relaxation couplée a la
méthode de tir pour résoudre un probleme de controle optimal avec contraintes sur 1’état
et sur I'état final. Par rapport aux travaux de ([67]) ou il n'y a pas de contraintes sur 1'état
final, la situation est plus complexe. En général, les conditions de la méthode de tir se tra-
duisent par la formulation d’un probleme aux deux bouts qui possede une structure parti-
culiere, car elles découlent de la dérivation du Hamiltonien. Le tir simple consiste a trouver
un zéro de la fonction de tir associée au probleme original. Il n’y a pas ici de discrétisation
explicite, méme si la méthode requiert 'intégration numérique du systeme différentiel et
par conséquent la discretisation temporelle explicite ou implicite ; généralement on utilise
des schémas explicite en temps. Le choix de ces méthodes se justifie par leurs avantages
bien connus, a savoir une grande précision. Toutefois, I'inconvénient de cette méthode est
la nécessité de disposer d'une donnée initiale de la commande. Une des démarches clas-
siques consiste a appliquer un algorithme de quasi-Newton a la fonction de tir, ceci est
particulierement vrai pour des probléemes a controle Bang-Bang.

La contribution de cette these est de présenter une nouvelle méthode qui est la méthode
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de relaxation couplée a la méthode de tir pour résoudre un probleme de controle optimal
avec contrainte sur I’état et 1’état final. Puis nous appliquons cette méthode a la régulation
d’un processus thermique de grande dimension ainsi qu’a un systeme en anneau.

La suite des chapitres est organisée comme suit :

Au premier chapitre, nous rappelons les notions de dérivées clasiques au sens de Fréchet
et au sens de Gateaux et nous introduisons la notion de sous-différentiel dans le cas ot la
fonction n’est pas dérivable.

Le second chapitre est consacré a la résolution numérique d’équations différentielles qui
sont la base fondamentale du controle optimal.

Au troisieme chapitre, nous rappelons la formulation d’un probleme de contréle optimal,
et nous présentons la notion de controlabilité pour les systemes linéaires et les systemes
non linéaires. La derniere section de ce chapitre est consacrée a I’énoncé général du principe
du maximum de Pontryagin.

Au quatrieme chapitre, nous présentons deux types de méthode numérique ; les méthodes
directes et les méthodes indirectes.

Au cinquiéme chapitre, on développe une nouvelle méthode de résolution d’un probleme
de controle optimal qui consiste a un couplage de deux méthodes : la méthode de relaxation
et la méthode de tir.

Au dernier chapitre, nous appliquons la méthode décrite au cinquieéme chapitre pour
la détermination de la commande optimale d’un grand systeme physique de regulation
thermique.

Le manuscrit se termine par une conclusion et des recommandations pour les traveaux

futurs.
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Chapitre 1

Introduction au calcul différentiel

1.1 Introduction

En optimisation, le calcul différentiel joue un role important. Dans ce chapitre nous
rappelons les notions de dérivées classiques au sens de Fréchet et au sens de Gateaux en
dimension infinie et en dimension finie. Lorsque une fonction n’est pas dérivable, nous

introduisons la notion de sous-différentiel qui sera utile dans la suite.

1.2 Notions de différentielle

Nous rappelons dans ce chapitre certaines notions de base de calcul en dimension n,
en particulier, la derivée au sens de Gateaux et la dérivée au sens de Fréchet. On rappelle
qu’'une fonction réelle f d’'une variable réelle est différentiable en un point z s’il existe un

nombre réel a = f’(x) tel que

t—0

1
1im(g)[f(:zc +t) — f(x) —at] = 0.
Cette définition se prolonge d’une maniere simple en dimension n.

1.2.1 Différentielle au sens de Gateaux

Définition 1.1. Soit V' un espace vectoriel normé. Une fonction F(x) de V' dans R est une

fonction différentiable au sens de Gateaux en x € V ¢’il existe une forme linéaire continue
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sur V, notée F{,(x) telle que :
1
VheV: Ilfin& ;[F(x +th) — F(x)] =< F,(x),h >,
ou F[,(x) est la dérivée au sens de Gateaux de F' en .

1.2.2 Différentielle au sens de Fréchet

Définition 1.2. Soit V' un espace vectoriel normé. Une application F'(z) de V dans R est
différentiable au sens de Fréchet en x € V, §’il existe une application linéaire continue de
V dans R, notée Fj(z) telle que :

h
VheV :F(x+h)=F(x)+ < Fp(z),h > +e(h), avec ||ilzi||mo% =0,

ou Fj.(z) est la dérivée au sens de Fréchet de F en x.

Une fonction différentiable au sens de Fréchet est différentiable au sens de Gateaux,

I'inverse n’est pas toujours vrai.

Remarque 1.1. Si V est un espace de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes
et il résulte de la définition précédente que la différentiabilité ne dépend pas de la norme
choisie [70].

Si V est de dimension infinie, une fonction peut étre différentiable pour une norme sans

'étre pour une autre norme non équivalente [70].

1.2.3 Résultats essentiels

Les résultats, les plus fréquemment utilisés sur les dérivées concernent les théoremes de
la moyenne et des accroissement finis; dans cette section, nous rappelons divers résultats
de ce type, avec quelques applications ; nous emploierons aussi la notation [z, y|, z,y € R™,
pour dénoter U'intervalle fermé [z, y] = {z/z=te + (1 —t)y,0 <t < 1}.

Nous commencons en rappelant le théoreme des accroissement finis pour des fonctions

d’une variable réelle.
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Théoréme 1.1. (accroissements finis). Si F' : [a,b] C R — R est continue sur |a,b] et

différentiable sur [a,b], alors il existe un point t € (a,b) tel que
F(b) — F(a) = F'(t)(b— a).

Comme conséquence immédiate de ce résultat unidimentionnel, nous avons le résultat

correspondant pour des fonctionnelles.

Théoreme 1.2. Soit F' : V C R* — R, supposons que F soit G-différentiable en tout
point du convexe Vo C V. Alors, pour deux points quelconques x,y € Vy, il existe t €]0, 1]
tel que :

F(y) = F(x) = Fo(z + t(y — 2)).(y — 2).
Preuve. Pour z,y € Vj, il découle immédiatement que la fonction ¢(s) = F(xz + s(y — x))
est différentiable et continue sur [0, 1] et que ¢'(s) = F(x+s(y—z)).(y—=z), Vs e [0,1].

Par consequent, en utilisant le Théoréme 1.1,

F(y) = F(z) = ¢(1) = ¢(0) = F'(z + t(y — x)).(y — ),
pour t €]0, 1].

Remarque 1.2. Il est important de noter que le Théoreme 1.2 n’est pas verifié en général

pour des fonctions F' : R” — R™, m > 1. Il n’est donc valable que pour les fonctionnelles.

Définition 1.3. Une application F' : V C R® — R™ est hémicontinue au point x € V| si
pour tout h € R™ et € > 0, il existe 6 = (e, h) tel que [t| < & et x + th € V, alors

|F(x +th) — F(z)| < e.

Théoréme 1.3. [70]. Si F : V C R" — R™ est G-différentiable en chaque point d’un
ensemble convexe Vo C V., et F' est hémicontinue sur Vg, alors, pour tout x, y € Vy, la

relation suivante est vérifiée
1

F(y) — F(x) = /F(';(:E—I—t(y—x)).(y—x)dt. (1.1)
0
Théoréme 1.4. [70]. Si F: V C R" — R™ est G— différentiable au point x € V, alors F'

est hémicontinue au point x.
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1.2.4 Gradient et dérivées partielles

V est a présent un espace de dimension finie. Soit F' une fonction G-différentiable en

x. Il existe alors un vecteur, notée VF'(z), appelé gradient, tel que
< F'(z),h >=< VF(z),h >

Si V' = R™ muni du produit scalaire standard, on retrouve la définition usuelle du gradient

_OF  9F  OF ;
VE@) = (g )
1.2.5 Matrice Jacobienne

Définition 1.4. Soit F': V C R® — R™. Soient f;,..., f,, les composantes de la fonction

F'. on définit alors la matrice Jacobienne de F' notée par Jg par :

oh of1
Ox1 T Oy
Jr = : :
Ofm Afm
oz Y Oxp

1.2.6 Sous-différentiel

Nous considérons a présent une situation ou la fonction n’est plus dérivable.

Définition 1.5. Soit £ un espace vectoriel. Soit x une fonction convexe dans E et p un

point de E. On note par dx(u) 'ensemble des p/ € E’ tel que
x(v) > x(u)+ < v—p, i >, pour tout v € E, (1.2)

ou <, > est le produit de dualité de F dans E’ et £’ est I’espace topologique dual de F'; un
tel élément 1/ est appelé sous-gradiant de x en u, et dx(u) est appelé le sous-différenciel

de x en p.

Remarque 1.3. Le produit de dualité de £ et E’ est une application bilinéaire de E x E’

dans R. Si E est un espace de Hilbert, alors <, > est le produit scalaire de F.
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Exemple 1.1. Soit x(u) = |u| non-différentiable a 'origine; le sous différentel de cette

application est dx(u) = sign(u) :

-1, siu <0;
ox(u) = sign(u) = ¢ [-1,+1], siu=0;
+1, siu > 0.
et admet le graphe représenté en Figure 1.1
T Abs(u)
0 u

F1a. 1.1 — Sous différentiel de la fonction x(u) = |u]

Remarque 1.4. Soit y une fonction différentiable (Fréchet ou Gateaux différentiable) en
w; alors Ox(p) est un opérateur univoque qui coincide avec la différentielle au sens de
Fréchet ou au sens de Gateaux de x en . On montre que dx(p) est un ensemble convexe

fermé (éventuellement vide voir [3]).
Nous avons également les deux résultats principaux classiques suivants :

Lemme 1.1. p € E est tel que x(p) = min(x(v)) si et seulement si 0 € Ox ().

veE

Preuve. Soit u € E tel que x(p) = mig(x(v)); nous avons alors trivialement x(v) >
ve

x(p)+ < v —p,0 > et donc 0 € dx(p).
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Lemme 1.2. Le sous-différentiel Ox(u) est un opérateur monotone (en général multivoque)

de E dans E'.

Preuve. Soit w' € dx(w), alors x(v) > x(w)+ < v —w,w >, Yv € E. Soit encore
€ dx(u), alors x(v) > x(u)+ < v—pu, i >, Yo € E. On considere la premiere équation
pour v = p et la deuxieme équation pour v = w ; on additionne terme a terme et on obtient
alors :

<w—p,w —pu >>0.

La fonction indicatrice du sous ensemble convexe K jouera un role important dans la

suite ; elle est définie ci-dessous.

Définition 1.6. Soit K un sous ensemble convexe fermé de E. On appelle fonction indi-

catrice de K, la fonctionnelle Wy définie par :

0, sipek,
400, sinon.

V() = {
On montre que Wi (u) est convexe (voir [53]).

Par conséquent, il résulte du Lemme 1.1 que chercher le minimum de y sur K C E
revient a résoudre une équation multivoque 0 € A(v), ou A = 9(x + V), Yx fonction

indicatrice du convexe K. En utilisant la définition du sous différentiel, on a (voir [3]) :
INW(v)={v € E') <v—w,v >>0, pour tout w € K}.

Ce qui montre que D(0¥x) = D(Vx) = K et 0¥, (v) = {0} pour tout v € int(K). Par
ailleurs, si v se trouve sur la frontiere de IC, alors 0Wx(v) est confondu avec le cone normal

a K au point v.



Chapitre 2

Méthodes numériques de résolution
des systemes différentiels ordinaires

2.1 Introduction

Les équations différentielles ordinaires apparaisent dans un nombre important d’appli-
cations lieés a des disciplines variées par exemple en physique ou en chimie. Elles forment
un cadre naturel au sein duquel un grand nombre de systemes complexes peuvent étre
modélisés. Elles interviennent également pour la détermination de la loi de commande
optimale de systemes gouvernés par des équations différentielles ordinaires.

Il n’est pas toujours facile d’obtenir la solution exacte de ces équations différentielles
ordinaires, autrement dit, la résolution de ces équations différentielles n’est pas toujours
possible analytiquement ; on fait alors appel dans ce cas a des méthodes numériques qui
permettent d’obtenir des solutions approchées. On est donc amené a déterminer une ma-
joration d’erreur entre la solution approchée et la solution exacte. Il ne suffit pas de se
donner une méthode numérique pour avoir la solution d’une équation différentielle; en
effet la méthode numérique doit aussi vérifier les notions de consistance, de stabilité et
de convergence qui garantissent une bonne approximation de la solution. Ces trois notions
sont liées par un résultat théorique qui spécifie que la consistance et la stabilité d’un schéma
entraine la convergence de ce schéma.

Les méthodes numériques de résolution d’équations différentielles ordinaires sont nom-

breuses. Dans ce chapitre nous nous limitons aux méthodes a un pas : la méthode d’Euler,

15
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la méthode de Taylor et la méthode de Runge-Kutta.

2.2 Probleme de Cauchy

Le probleme de Cauchy (aussi appelé probléme aux valeurs initiales) consiste a trouver
la solution d’une EDO (équation différentielle ordinaire), scalaire ou vectorielle, satisfaisant
des conditions initiales. Soit I, un intervalle de R contenant le point ¢y ; on se donne une
fonction f définie et continue sur Iy x R a valeurs dans R™ ; ainsi qu'un élément yo de R™ ;
le probleme de Cauchy asssocié a une équation différentielle ordinaire (EDO) du premier
ordre s’écrit :
déterminer une fonction y continue et dérivable sur I'intervalle Iy, a valeurs dans R™, telle
que

y'(t) = f(t,y(t)); te Iy, (2.1)
y(to) = Yo, (2.2)

la condition (2.2) s’appelle la condition initiale. Une fonction y qui vérifie les équations
(2.1)-(2.2) est appelée une intégrale du systeme différentiel (2.1)-(2.2). Nous nous intéresserons
plus particulierement au cas ou I est de la forme [tg, T ; les cas ou I est de la forme [tg, T'[
ou [tg, +00[ se traiteraient de méme.

Dans de nombreux exemples physiques, la variable ¢ représente le temps; l'instant £, est

alors appelé instant initial.
2.3 Théoremes d’existence et d’unicité

2.3.1 Théoréme d’existence

Théoréme 2.1 (Cauchy-Péano). [25] On suppose que la fonction f est continue dans
un voisinage du point (ty, yo) dans Iy xR™ ; alors il existe un intervalle Jy C Iy, au voisinage

de ty et une fonction y € C(Jy) tels que

Vi e Jo, () =f(t,y(t)), y(t) = yo-
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Définition 2.1. On appelle solution locale du probleme (2.1),(2.2) la donnée d’un couple
(I,y) ou I est un intervalle de R inclus dans Iy et ou y est une fonction appartenant a
C(I) telle que

y(o) =y et Vtel, y'(t)=[(t,y(1)

Définition 2.2. On dit que la solution locale (J, z) prolonge la solution locale (1, y) si on
al C J,etVtel; y(t) = z(t); si de plus I # J, on dit que (J, z) prolonge strictement
(Z,y).

Définition 2.3. On dit que la solution locale (1, y) est une solution maximale du probléme

(2.1),(2.2) 8’1l n’existe pas de solution locale de ce probleme qui la prolonge strictement.

Définition 2.4. On dit que (Iy, y) est une solution globale du probleme (2.1), (2.2) dans
I, (ou encore que y est solution du probleme (2.1), (2.2)), si (I, y) est une solution locale

de ce probleme, et I, = I.

2.3.2 Théoréme d’unicité

Définition 2.5. On dira que le probleme (2.1), (2.2) admet une solution et une seule, s'il
admet une solution globale et si toute solution locale est la restriction de cette solution

globale.

Théoréme 2.2. [25] On suppose que Iy est de la forme [ty, T| ou [ty, T[ ou [ty, +o0|, de

plus [ est continue sur Iy x R™ et qu’il existe une fonction | € £(1y) telle que
Vt € ]Oa vy> z € Rmv (f(t7 y) —f(t,Z), Yy — Z) S l(t)|y - Z|27 (23)
alors le probléme (2.1), (2.2) admet une solution et une seule.

Dans le Théoreme 2.2, £(ly) est un espace vectoriel normé des fonctions réelles mesu-

rables sur I telle que :

1] = / (@)|de < +oo.
Io

Une conséquence immédiate du Théoreme 2.2 est le résultat suivant :
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Corollaire 2.1 (Cauchy-Lipschitz). [25] On suppose que la fonction f est continue sur

Io x R™ et qu’il existe un réel L tel que
V(t,y) et (t,Z) € ]0 X Rma |f<t7y) —f(t,2)| S L|y - Zla

alors le probléme (2.1),(2.2) admet une solution et une seule.

2.4 Méthode d’Euler

2.4.1 Présentation de la méthode pour résoudre numériquement
une EDO

La méthode numérique la plus simple pour résoudre le probleme de Cauchy décrit

précédement est la méthode d’Euler. Considérons donc le probleme différentiel

vt € [0,T],y/(t) = f(ty(t)) (2.4)
y(0) = n donné dans R™. (2.5)

On va se donner des points t) =0 < t; <ty <tg<---<ty="T, et on va essayer de
calculer une approximation des valeurs de la solution en tous ces points, c’est-a-dire des
valeurs y; ~ y(t;), i =1,2,..., N.

Essentiellement il y a deux approches pour calculer les y; qui, dans le cas de la méthode
d’Euler, vont aboutir au méme résultat : soit on approche directement ’EDO par différences
finies en utilisant une approximation de la dérivée y’(¢), soit on integre 'EDO, de maniere
analogue a la preuve d’existence. L’approche par différences finies consiste a trouver une

approximation de y/(t;) ; par exemple :

Y(tiy1) — y(tz)

y'(t:) r— (2.6)
LEDO se réécrit alors sous la forme :
Y(liv1) — y(t;
ulbie) =00) © py e, 2.7)

liv1 — t;
et donc :

Y(tiv1) = y(ti) + (tir — ta) f(ts, y(t:)). (2.8)
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Soit yy = m, une approximation de y(0) = n; nous construisons par récurrence une ap-

proximation y; de y(%;) par :

Yirr = Vi + (tign — t3) f(tisys), 1 =0,...,N — L. (2.9)

Le terme yy est la condition initiale. La formule (2.9) represente la méthode d’Euler.

La deuxieme approche, qui va nous conduire au méme résultat mais avec une philosophie

tres différente, consiste a intégrer I’équation de ¢; a t;,; :

tit1
dltisn) =it + [ Fls.ule)ds. (210)
t;
En appliquant la méthode des rectangles, on obtient :
tit1
f(s,y(s))ds = (tix1 — ;) f(ti, y(ti)), (2.11)
t;
et en posant h = t;,; — t; = %, la reltion (2.10) devient
N —1, (2.12)

Yiv1 = yz+hf(t17yz)a 1= 0717"'

Le shéma défini par (2.12) (ou (2.9)) s’appelle le shéma d’Euler.

2.4.2 FEtude de l'erreur
Nous cherchons a obtenir une estimation de l'erreur :
ei = y(ti) — vi,
entre la solution exacte de (2.4)-(2.5) et la solution approchée donnée par (2.12). Pour cela
nous supposons que f est continue sur [0, T'] x R™ et lipschitzienne.
L’erreur commise au point ¢; est :

& = y(tipr) —y(t) = hf(ts, y(t:)), (2.13)
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ou y(.) désigne la solution de (2.4)-(2.5); cette quantité mesure avec quelle précision la
solution exacte vérifie le schéma (2.12); elle s’appelle I'erreur de consistance a I'instant t;

de la méthode d’Euler. Pour évaluer I'erreur, on procede comme suit :

eiv1 = Y(tiv1) — Vi
= [y(tis1) —y(ts) = b f(ts,y(t:)] + [y(t:) — vl + [y + 1 f(ti, )]
+ hlf(tsy(ts) — f(tsyi)] — yin

= gi+e+hf(ti,ylts) — f(ti,u)]
D’ou :

leiv1| < el + les] + hlf (8, y(ti) — f(ti, v

< el + (1 + L h)ley,

en utilisant la condition de lipschitz de f.

Il reste & estimer |¢;|. En utilisant I’équation (2.13), on a :

&l = lyltien) — y(t) — b f(ty(t:)
| / o (s)ds — / o/ (t:)ds|

— | [ ) - (e

< h sup |y'(s) —¥'(t;)|

Se[ti,ti+1]

< hw(h,y),

ol w(.,y") est le module de continuité de la fonction (continue) y’ sur [0, T.

Finalement on a l'estimation suivante de l'erreur e;;; :
lei1| < (14 Lh)le;| + hw(h,y').

Pour en déduire une majoration de |e;|, nous allons utiliser le Lemme de Gronwall discret

suilvant :
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Lemme 2.1. (Lemme de Gronwall discret)[25]. Si (0;); est une suite de réels positifs qui
satisfait :

01 < (1+A)0;, + B,
ou A, B sont des constantes strictement positives alors :

exp(tA) — 1

B.
A

(91- < eXp(ZA)HO +

On utilise d’abord le lemme avec A =L h et B = h.w(h,y') :

Lih) —1
es] < exp(Li)eo] + SPEM =Ly iy,
Lh
Mais th = t; et eg = 0 donc :
Lt;) —1 LT)—-1
e < SPEDZL ) < SPED 2 )
Pour conclure on a la majoration de l'erreur e;; :
LT) -1
ecal < w1+ L ZPED =Ly

2.5 Etude générale des méthodes a un pas

On conserve, dans cette section, une grille uniforme de pas h = % Les méthodes a un

pas sont les méthodes de résolution numérique qui peuvent s’écrire sous la forme :

Yiv1 = Vi + h(b(tuylv h)vl = 07 7N - 1a
Yo = Np, donné dans R,

ou @ est une fonction continue sur [0, T| x R™ x [0, H], H désignant le pas de discrétisation

maximal. Notons que la méthode d’Euler est la méthode a un pas qui correspond a

O(t,y,h) = f(t,y); (2.14)

Dans ce cas @ est indépendant de h.
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Propriétés importantes d’une méthode a un pas

e CONSISTANCE

Définition 2.6. Soit y(.) une solution exacte de y'(t) = f(¢,y(t)). On appelle erreur

de consistance relative a y(.) de la méthode a un pas, la quantité :

=2

en(y) = > y(tiv) —y(ts) — h (s, y(ti), h)|.

%

Il
=)

On dit que la méthode numérique est consistante si, pour toute solution exacte y de

y'(t) = f(t,y(1)), en(y) — 0 quand h — 0.
La quantité y(t; ;) — y(t;) — h®(t;, y(L;), h) est donnée a la formule (2.13).

e STABILITE

Une autre notion importante est la notion de stabilité. Dans la pratique, le calcul
récurrent des points y; est en effet entaché d’erreurs d’arrondi ;. Pour que les cal-
culs soient significatifs, il est indispensable que la propagation de ces erreurs reste

controlable. Ce qui nous amene a la définition suivante.

Définition 2.7. La méthode a un pas est dite stable s’il existe une constante S > 0

telles que, pour toutes suites (y;), (7;) définies par :

{ Uiv1 = Ui + h®(ti, Gi, h) + €5, 0<i< N —1.

Yir1 = Yi + h®(ti, ys, h), 0<i<N-—-1.7
on a :
N-1
max |y; — gi| < Slyo — ol + > el
=0

e CONVERGENCE

Une autre notion importante est la suivante.

Définition 2.8. On dit que la méthode est convergente si
max |y; — y(t;)| — 0 quand h — 0. (2.15)

Théoreme 2.3. Toute méthode stable et consistante converge a condition que yy — y(0)

quand h — 0.
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Preuve. Si on note g; = y(f;), on a par définition de ¢; :
Uiv1 = Ui + h®(t;, i, h) + &;.

Avec gy = y(0). Puisque la méthode est stable :

N-—1
max |y; — y(t:)] < Slyo = y(0) + Y leil.
i=0

Hors, les deux quantités du membre de droite tendent vers 0 quand h tend vers 0

par consistance, donc le résultat est acquis.

La derniere condition étant toujours satisfaite en pratique, I’étude de la convergence
des méthodes a un pas se réduit a I’étude de leur consistance et de leur stabilité, ce

qui est plus simple comme on va le voir.

2.6 Meéthode de Taylor d’ordre p.

Supposons que f soit de classe C?, alors toute solution exacte y(.) est de classe C?*! ; on
définit des fonction f*), construite par récurrence a partir de f et de ses dérivées partielles
telles que y® (t) = f¢=1 (¢, y(t)), pourk = 1,...,p+ 1. La formule de Taylor & l'ordre

p + 1 s’écrit alors :

p
1
yltith) = y(t)+y i h" F0 5 y(t)+ FO iy ()R oW, i =0, N=1.
k=1

(p+1)!

ou avec la formule de Taylor Lagrange :

FO (t+0h, y(t;+0h)) WP i =0,...,N—1etf €]0, 1].

L 1 k p(k—1
y(t;+h) :y(ti)—i-; T sy (k) + TESN

Ceci suggere le schéma numérique suivant obtenu en remplagant les valeurs inconnues y/(#)
par les ;.
Pk pem)
Yir1 =Yi + 3 wh" [ (s vi),

k=1
ti—i—l :tl—i-h,Z:O,,N—l,
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La fonction @ associée a cette méthode est :
®(t,y,h Zk,h’“ LD y)

Calculons I'erreur de consistance ¢;. En supposant y; = y(¢;), la formule de Taylor d’ordre

p+ 1 donne
gi = yY(tiy1) — yi+1

y(t; + h) — Zk'h’f

B 1
(p+ 1)

L’erreur est donc de I'ordre de AP, On dira d’une maniére générale qu’une méthode est

pptt ) (ti, yi) 4+ o(hPY).

d’ordre p silerreur de consistance est en AP chaque fois que f est de classe C? au moins.

La méthode d’Euler est le cas particulier ou p = 1 pour la méthode de Taylor.

2.7 Méthode du point milieu.

Notons M; le point de coordonnées (t;, y(t;)) pour ¢ = 0,..., N — 1 du graphe de y. Le
segment [M;, M; 1] a une pente plus proche en général de y/(t; + %) (pente de la tangente
au point milieu) que de 3/(¢;) (pente de la tangente de M;).

On peut considérer quune approximation de y(;41) a partir de y(¢;) meilleure que l'ex-

pression y(t;) + hf(t;, y(t;)) de la méthode d’Euler est :

o h h h
y(t:) + hy'(ti + 5) 5»9(@' + 5))

On prend par récurrence y; approximation de y(t;). Comme la valeur de y(t; + % ) n’est pas

= y(ts) + hf(ti +

connue, il convient d’en chercher une approximation notée y; 1. Le schéma d’Euler suggere
) i+
2

de prendre
h
Yirl = Yit §f(tuyi)-
On aboutit ainsi donc au schéma numérique :
Yir1 = Yi+ 5 (i yi),
pi = f(ti + %7yi+%)7

Yit1 = Yi + hpi,
tiv1 =t +h,
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Ce schéma est encore une méthode a un pas dans laquelle I'expression de ® obtenue en

développant p; est :

h h
O(t,y,h) = f(t: + 5 yi + §f(tz', Yi))-

2.8 Meéthodes de Runge- Kutta

Ces méthodes sont les plus utilisées : elles sont implémentées dans la plupart des logi-

ciels. On considere le probleme de Cauchy suivant :

{ y'(t) = f(ty(t), vt €[0,T],

y(0) = o,
avec une solution exacte y(t) sur [0,7] et une subdivision tp =0 < t; < -+ <ty =T.
Introduisons ¢ points intermédiaires dans chaque intervalle [t;,¢; 1] notés ¢;1,ti2,..., .
On se donne ¢y, ¢a, . .., ¢, réels dans l'intervalle [0, 1], avec t;; = t; + ¢;h, i = 0,..., N — 1.
et j=1,...,q

A chacune de ces points, on associe la pente correspondante
pij = f(tij: vij)-
On part de 'expression intégrale de I’accroissement y(¢;.1) —y(t;), dans laquelle on ramene
'intervalle d'intégration de [t;, t;41], & [0, 1], par le changement de variables t = t; + uh :
tit1
yltiw) =vlt) + [ F(ty)as

t;
1

=y(t;) + h/f(ti + uh,y(t; + uh))du

0

ou encore
1

yltinr) =u(t) + b [ gl (2.16)
0
avec g(u) = f(t; +uh, y(t; + uh)). On se donne alors une méthode d’intégration approchée

sur [0, 1] pour calculer I'intégrale qui apparait dans ’équation (2.16) :

1

/g(u)du = > bigles) (2.17)

0
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Comme les valeurs des g(c;) = f(t; + cjh, y(t; +c;h)) = f(tij,y(t; ;) ne sont pas connues,

il faut aussi évaluer la fonction y aux points ¢; ; = t; + c;h par un calcul similaire. On a

) = u(e)+ [ e yte)

= y(t;) + h/f(ti + uh, y(t; + uh))du
0

= y(t;) —i—h/g(u)du.

0

On se donne également pour chaque j = 1,2,..., g une méthode d’intégration approchée

/g(u)du2 > airgle),

5 1<k<j—1

En appliquant ces méthodes a g(u) = f(t; + uh,y(t; + uh)), il vient

y(tig) 2 y(t) +h > aiaf(tig, yltis)),

1<k<j—1

y(tin) = y(t) +h Y bif(tig,y(tiy)-

1<5<q
La méthode de Runge-Kutta (RK,) correspondante est définie par 1'algorithme

—c1=0,ti1 =1, ¥in = Y, pin = f(ti, vi)-
— Pour j =2,...,q,

( ti,j = tz —+ th,

YVii=Yi+h > Dk
1<k<j—1

pij = [(tij, Yij)
tix1 =t + h,
Yirn =Yi+h > bipik,

\ 1<k<q

On la représente traditionnellement par le tableau

(2.18)
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(M1> C1 0 0 e 0 0
(MQ) Co | 91 0 ce 0 0

0 0
(My) ¢q|ag ag -+ aga 0
(M) b1 by o bgo1 by

dans lequel les méthodes d’intégration approchées correspondent aux lignes. On pose par

convention a;j = 0 pour k > j.

Exemples

e Pour ¢ = 1 : C’est la méthode d’Euler basée sur la méthode des rectangles. Le seul choix

possible est

On a ici

c1 = 0,a1; =0,b; = 1. L’algorithme est donné par

pin = f(ti, yi),
tiv1 =t +h,
Yir1 = Yi + hpi,

e Pour ¢ = 2 : on considere les tableaux de la forme

010
BB
1 —

VHo o

L
28

L’algorithme s’écrit ici

( Pi1 = f(tzv yz)7
tio =t + Bh,
Yio = Yi + Bhp;,
Pi2 = f(ti2, Yiz2),
tiv1 =t +h,
| Yirr = 4 + 1((1 = 55)pin + 55Pi2),
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ou encore, sous forme condensée :

Yir1 =Y + h((l - %)f(tiayz) + %f(tz + Bh,y; + 6hf(t,yz-))),

— Pour g = %7 on retrouve la méthode du point milieu

h h
Yirr = Yi + hf(t; + 5 + §f(ti, Yi)),

qui est basée sur la formule d’intégration du point milieu :

an [ o= g(3),

— Pour =1, on obtient la méthode de Heun :

Yir1 = Yi + h((%f(tnyi) + %f(ti + h,yi + hf(ti, u:)))),

qui repose sur la formule d’intégration des trapezes :

1

() / g(t)dt = 1(g(0) + g(1)).

0

| —

e ¢ = 4 :laméthode de Runge-Kutta “classique” (la plus utilisée) basée sur la formule de

Simpson :
0|0 0 0 O
$13 0 0 0
210 12 0 0
110 0 1 0
I 2 21
6 6 6 6

La méthode s’écrit aussi :
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( pia = f(ti, v),
tio =1; + 3h,
Yi2 = Yi + %hpi,lv
piz = f(tiz, ¥i2),
Yiz = Yi + %hpi,Q»
piz = f(tiz yis),
tix1 =t; + h,

Yia = Yi + hpi3,

Pia = f(tia, Yia),

L Yit1 = Vi + h(%pm + %pm + %]%‘,3 + %pm),
Cette méthode est d’ordre 4. Dans ce cas les méthodes d’intégration (2.17) et (2.18) utilisées

sont respectivement :

1
1
(Ms) / g(t)dt ~ 3 g(0) : formule des rectangles a gauche,
0
1
[ 11
(M3) /g(t)dt ~ 59(5) : formule des rectangles a droite,
0
/ 1
(M) /g(t)dt o~ g(i) : formule du point milieu,
0
1
A1) [t 590)+ L)+ o(5)+ go(Ds formule de's
g ~ 59 ;95) T 59(5) + 5a1): ormule de simpson.

0
Remarque 2.1. Dans MATLAB, ode45 résout ’équation différentielle ordinaire par une

méthode d’ordre 4 similaire a la méthode de Runge-Kutta classique d’ordre 4; en plus,
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ode45 utilise un pas de temps variable et choisit a chaque instant le pas le plus convenable

de facon a satisfaire une tolérance fixée.



Chapitre 3

Introduction a la commande optimale

3.1 Introduction

La théorie du controle analyse les propriétés des systemes commandés, c¢’est-a-dire des
systemes dynamiques sur lesquels on peut agir au moyen d’'une commande (ou controle).

Le but est alors d’amener le systéeme d’un état initial donné a un certain état final, en
respectant certains criteres; les systemes abordés sont multiples : systemes différentiels,
systemes discrets, systemes avec bruit, systemes avec retard, etc. Leurs origines sont tres
diverses : mécanique, électrique, électronique, biologique, chimique, économique, etc. L’ob-
jectif peut étre de stabiliser le systeme pour le rendre insensible a certaines perturbations
(stabilisation), ou encore de déterminer des solutions optimales pour un certain critere
d’optimisation (contréle optimal, ou commande optimale).

Dans ce chapitre nous rappelons la formulation d'un probleme général de commande
optimale, et nous présentons la notion de controlabilité pour les systemes linéaires et les
systemes non linéaires. La derniere section du chapitre est consacrée a 1’énoncé général du

principe du maximum de Pontryagin.

3.2 Formulation générale d’un probleme de controle
optimal

La formulation d’un probleme de controle optimal exige une description mathématique

du processus a controler, une proclamation des contraintes physiques et la détermination du

31
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critere de performance. Apres modélisation, on obtient un systéeme comportant beaucoup
de variables et de parametres.

Les variables, nommeées variables d’état seront notées x;, i = 1, ..., n. Le systéeme évolue
dans le temps, donc les z; sont des fonctions de ¢ : z;(t), i = 1,...,n, ou t désigne le temps
défini dans un intervalle [0, T]. Les n variables d’état vont étre gouvernées par n équations
différentielles du premier ordre; elles sont sous la forme :

_dw

:L"(t) = E = f(t,x,u),

ou f est un vecteur de n composantes f;, i =1,...,n.
Les variables de controle seront notées u;(t), j = 1,...,m; elles doivent étre intégrables par
rapport a t. On définit aussi I’ensemble des commandes admissibles U qui peut étre non

borné, borné ou du type Bang-Bang.

Commande bornée

Dans beaucoup de problemes de controle, on peut minorer et majorer les u;(t) par des
constantes. Dans la suite, nous considérons ce type de probleme avec a; < u; < b;. Notons
que l'on peut remplacer u; par v; en posant u; = %(aj +b;) + %(aj —bj)v; et ainsi v; est
aussi intégrable et I'on a —1 < v; < 1. Donc lorsque U est borné, il est toujours pratique

de se ramener a des commandes entre —1 et 1.

Commande Bang-Bang

On suppose que U est un polyedre (cube) [—1,1]™ dans R™. Un controle u € U est
appelé controle Bang-Bang si pour chaque instant ¢ et chaque indice j = 1,...,m, on a
|u;(t)| = 1. En d’autres termes, une commande Bang-Bang est une commande qui possede

au moins un switch.

3.3 Controle optimal

Position du probleme



Chapitre 3. Introduction a la commande optimale 33

Un probléme de controle optimal se formule comme suit :

J(z,u) = g(T,z(T)) + / folt, 2(t), u(t))dt — min, (3.1)
2(t) = f(t,2(t), u(t)), (3.2)

2(0) = zo € Mo, (3.3)

x(T) =2 € Ml, (34)

welU, tel=][0,T], (3.5)

ou My et M sont deux variétés de R™, I un intervalle de R, zo = x(0) est la position
initiale du systeme (3.2), x(7") est sa position terminale. En pratique, I’état du systeme
peut représenter a la fois la vitesse, la position, la température et d’autres parametres me-
surables. U est I'ensemble des applications mesurables, localement bornées sur I a valeurs
dans U C R™. Le but de la commande consiste a ramener 1’'objet de la position initiale
ro € My a une autre position x; € My, ou M, est I'ensemble de départ, et M; ’ensemble
d’arrivée. Le but est d’optimiser la fonction décrite par la formule suivante :

T

J(z,u) = g(T,=(T)) + / folt, (1), u(t))dt.

0

On appelle J(x,u) le cout du controle ou fonction objectif. Cette fonctionnelle comporte
deux parties : g(T,z(T)) est le cott terminal, c’est une sorte de pénalité liée a la fin de
I’évolution du systeme au temps final T"; il a son importance lorsque T est libre, sinon il est
constant. Le second terme intervenant dans la fonction objectif f fo(t, z(t), u(t))dt dépend
de I'état du systeme tout au long de la trajectoire de la solutio(r)l, définie par les variables
d’état. Cette trajectoire dépend aussi du temps ¢ mais surtout des variables de controle wu.
C’est une fonction d’efficacité de chaque commande sur I'intervalle T'.

On dinstigue trois problemes importants :
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Probleme de Lagrange

C’est le probleme dont le critére a minimiser est égal a :

T

J(x,u):/fo(t,x(t),u(t))dt,

0

c’est a dire g = 0.
Probleme de Mayer

Dans ce cas le cotit s’écrit :
J(z,u) = g(T, z(T)),
c’est a dire fo = 0, J(z,u) est le cott terminal.
Probleme de Mayer-Lagrange

Le probleme de Mayer-Lagrange est donné sous la forme suivante :

T

J(x,u) = g(T,=(T)) + / folt, (), u(t))dt,

3.4 Controlabilité

L’objectif d'un probleme de controle est d’amener le systeme d’un état initial donné a
un état final tout en respectant certaines contraintes. Plus précisément on pose la définition

sulvante :

Définition 3.1. le systeme ©(t) = f(t,z(t),u(t)), x(0) = o est dit controlable si pour
tous points zo € My et z7 € My, il existe un controle u(.) tel que la trajectoire associée a

u relie g a 1 en un temps fini.

La notion de controlabilité a été introduite en 1960 par Kalman [48] pour des systemes
linéaires de la forme & = Axz+ Bu. Pour les systemes non linéaires, le probleme mathématique

de controlabilté est beaucoup plus compliqué. Il constitue un domaine de recherche actif.
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3.4.1 Controlabilité des systemes linéaires
Considérons le systeme de controle linéaire suivant :
(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), z(0) = xo, Vt € I, (3.6)

ou I est un intervalle de R, A,B, et r sont trois applications localement intégrables sur
I a valeurs respectivement dans M, (R), M, ,,(R) et R”, ot M,,(R) est 'ensemble des
matrices réelles de dimension n, et M,, ,,(R) est 'ensemble des matrices de n lignes et de
m colonnes.

L’ensemble des controles u considérés est I’ensemble des applications mesurables localement
bornées sur I a valeurs dans un sous ensemble U C R™.

Les théoremes d’existence de solutions d’équations différentielles nous assurent que,
pour tout contrdle u, le systeme (3.6) admet une unique solution z(.) : I — R™, absolument
continue. Soit M(.) : I — M, (R) la résolvante du systeme linéaire homogene #(t) =
A(t)x(t), définie par M(t) = A(t)M(t), M(0) = Id. Alors, la solution z(.) du systéme

(3.6) associée au controle u est donnée par
t
x(t) = M(t)xo + / M ()M (s)"H(B(s)u(s) +r(s))ds,
0

pour tout t € I.
Controélabilité des systémes linéaires stationnaires

Le systeme @(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r(t) est dit stationnaire lorsque les matrices A
et B ne dépendent pas de t. Dans ce cas, A(t) = A, B(t) = B sont des constantes sur [,
alors M(t) = et

Le théoreme suivant donne une condition nécessaire et suffisante de controlabilité dans

le cas sans contrainte sur le controle

Théoréme 3.1. [/8]. On suppose que U = R™. Le systéeme stationnaire &(t) = Az(t) +

Bu(t) +r(t) est contrélable en temps T' (quelconque) si et seulement si la matrice

C =B, AB, A%B, ..., A" D]
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est de rang n.

La matrice C' est appelée matrice de Kalman, et la condition rang C' = n est appelée

condition de Kalman.

Remarque 3.1. La condition de Kalman ne dépend ni de T ni de zy. Autrement dit, si un
systeme linéaire stationnaire est controlable en temps 1" depuis xq, alors il est controlable

en tout temps depuis tout point.

Notons que la matrice C' est de rang n si et seulement si ’application linéaire

o L>([0,T],R™) — R"
T

u /e(T_t)ABu(t)dt
0

est surjective.

Controlabilité des systemes linéaires non stationnaires

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suflisante de controlabilité dans

le cas non stationnaire.

Théoreme 3.2. Le systéeme (t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r(t) est controlable en temps T

st et seulement st la matrice
T
(T = / M) BB M(t)dt,
0

dite matrice de controlabilité, est inversible.

Remarque 3.2. Cette condition dépend de 7', mais ne dépend pas du point initial z.
Autrement dit, si un systeme linéaire non stationnaire est controlable en temps T depuis

xg, alors il est controlable en temps T' depuis tout point.
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3.4.2 Controlabilité des systemes non-linéaires

Pour les systemes de controle non linéaires, il est impossible d’étudier la controlabilité
globale ; le probleme est beaucoup plus compliqué du fait qu’on ne peut pas utiliser la
caractérisation de Kalman. Dans ce cas, on s’intéressera a 1’étude de la controlabilité locale

du systeme @ = f(t,z,u), (0) = z¢, ou la fonction f est C' sur R*"+m,

Proposition 3.1. Considérons le systéeme &(t) = f(t,z(t),u(t)), z(0) = x¢ avec f(xq, up) =

0. On note A = g—i(%,uo) et B = %(mo,uo). Si
rang(B,AB, A’B, ..., A" 'B) = n,

alors le systeme est localement controlable en xy.
En général, le probléeme de controlabilité est difficile. Cependant, il existe des techniques

qui permettent de déduire la controlabilité locale dans le cas des systémes linéarisés.

3.5 Probleme de controle optimal

Un probleme de controle optimal se décompose en deux parties : pour déterminer une
trajectoire optimale joignant un ensemble initial a une cible, il faut d’abord savoir si cette
cible est atteignable. C’est le probleme de controlabilité. Ensuite, une fois ce probleme
résolu, il faut chercher parmi toutes ces trajectoires possibles celles qui minimisent un
certain critere ; on parle alors d’un probleme de controle optimal. Historiquement, la théorie
du controle optimal est tres liée a la mécanique classique, en particulier aux principes
variationnels de la mécanique. Le point clé de cette théorie est le principe du maximum
de Pontryagin, formulé par L. S. Pontryagin en 1956, qui donne une condition nécessaire
d’optimalité et permet ainsi de calculer les trajectoires optimales.

Le théoreme suivant est ’énoncé général du principe du maximum de Pontryagin.

Théoreme 3.3. [73]. Considérons le systéme de contréle dans R™

B(t) = f(t,x(t), u(t)), (3.7)
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ot f : R xR™ x R™ — R" est de classe C', les contréles sont des applications mesurables
bornées a valeurs dans U C R™. Soient Mo et My deux sous ensembles de R™. Notons par
U(t) U'ensemble des contrdles admissibles u dont les trajectoires associées relient un point
initial de My a un point final de My en temps t.

On définit le cout
T

J(z,u):/fo(t,x(t),u(t))dt, (3.8)

ou fo: R X R" x R™ — R" de classe C*, x(.) est la solution de (5.7) associée au contréle
u.

S’il n'existe pas de contréole u € U satisfaisant le systeme & = f(t,z,u), z(0) = xy et
x(T) = x1, on dit que le systéme n’est pas controlable. Dans ce cas, le probléme n’admet
pas de solution. Si le systéme est controlable, il existe en général beaucoup de controles
possibles et pour chacun de ces controles correspond une valeur pour J. Le probleme est
de déterminer un controle optimal u* € U associé a des trajectoires optimales x* et qui
minimise le cout J. Le temps final peut étre fizé ou non.

Si le controle w € U associé a la trajectoire x(.) est optimal sur [0,T], alors il existe
une application p(.) : [0, T] — R™ absolument continue, appelée vecteur adjoint, et un réel

p° <0 tel que le couple (p(.),p°) est non trivial et tels que pour presque tout t € [0,T],

OH

(1) = 5 (2(0) p(0). £ u(0) 3.9)
5(0) = = S (620, pl0). 2, (1) (3.10)

o H(t,z,p,p° u) = pt(t) f(t,z,u) + p° fo(t,x,u) est 'Hamiltonien du systéme; on a alors

la condition du mazimum presque partout sur [0, T

H(t,2(t), p(t), 3", u(t)) = max H(t, 2(t), p(t), p°, v) (3.11)

velU

Si de plus le temps final pour joindre M, n’est pas fixé, on a la condition au temps final T

max H(T,z(T), p(T), p",v) = 0. (3.12)

velU
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Si de plus My et My (ou juste l'un des deux ensembles) sont des variétés de R" ayant des
espaces tangents en x(0) = xo € My et x(T) = x1 € My, alors le vecteur adjoint peut étre
construit de maniére a vérifier les conditions de transversalités aux deuz extrémités (ou

Juste l'une des deuz)

p(0) L Ti0) Mo, (3.13)

Remarque 3.3. La convention py < 0 conduit au principe du maximum, tandis que py > 0

conduit au principe du minimum.

Remarque 3.4. Dans le cas ou il n’y a pas de contrainte sur le controle (U = R™), la

condition du maximum (3.11) devient 2% = 0.



Chapitre 4

Méthode de Tir et méthode de
Newton

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente deux types de méthode numérique pour résoudre le
probleme de controle optimal : les méthodes directes et les méthodes indirectes.
Ces méthodes peuvent traiter un probleme de controle optimal plus général qui cherche
par exemple a minimiser une fonction non linéaire. Parmi les méthodes directes, on trouve
la méthode de résolution par I’approche de la programmation linéaire, qui est la méthode
adaptée appelée aussi méthode du support [1, 58, 71]. Une autre méthode directe est la
méthode de discrétisation du probleme initial. Elle consiste a discrétiser la solution du
systeme et le controle en transformant le probleme de controle optimal en un probleme
d’optimisation non linéaire sous contraintes. Les méthodes indirectes sont basées sur une
méthode de tir aprés I'application du principe du maximum de Pontryagin [72, 73]. Ces
méthodes ont 'extréme précision numérique, mais elles sont tres sensibles au choix de la
condition initiale. L’algorithme de Tir nécessite, 'utilisation de la méthode de Newton.

On se réfere au livre de Emmanuel Trélat [78] et a l'article de O. Von Stryk et R.

Bulirsch [81] pour plus de détails sur les différentes méthodes numériques.

40
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4.2 Meéthodes indirectes

Méthode de tir simple
Considérons le probleme de controle optimal (3.1) — (3.5), et supposons le temps final
T fixé. La méthode de tir permet d’obtenir la valeur de p(0) nécessaire a la résolution du
probleme a résoudre qui est caractérisé par 'application du principe du maximum ou du
minimum de Pontryagin. Cette méthode permet de résoudre un systeme d’équations non
linéaires
aP(T) —xp =0,

ou xP°(t) est obtenu en résolvant le systeme d’équations :

dx(t) _ 0H
dt op
vVt € (0,77,
_dpt) _ 9H
dt ox

avec les conditions initiales z(0) = ¢ et p(0) = po.

Notons que ce systeme peut étre résolu en utilisant un intégrateur tel que les méthodes
d’Euler ou Runge Kutta; ainsi, de la valeur initiale pg, il est possible de construire la
solution du probleme de commande optimale correspondant.

Par la notation G(pg) = 27 (1) — x ¢, définissons G la fonction implicite de R™ dans R".
Il s’agit de déterminer un zéro de cette équation ; pour la résoudre, on utilisera la méthode

de Newton.

Remarque 4.1. Sile temps final T est libre, on peut se ramener a la formulation précédente,
en considérant T comme une inconnue auxiliaire. On augmente alors la dimension de I’état
en considérant 1’équation supplémentaire C;—f =0.

On peut utiliser le méme artifice si le controle est bang-bang, pour déterminer les
temps de commutation. Il peut cependant s’avérer préférable, lorsque le temps final est

libre, d’utiliser la condition de transversalité sur I’Hamiltonien.

Méthode de Tir multiple
Par rapport a la méthode de tir simple, la méthode de tir multiple découpe l'intervalle

[0,7] en N intervalles [t;,t;11], et se donne comme inconnues les valeurs z(¢;) au début de
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chaque sous-intervalle. Il faut prendre en compte des conditions de recollement en chaque
temps ¢; (conditions de continuité). L'intérét est d’améliorer la stabilité de la méthode.
De maniere plus précise, considérons un probleme de controle optimal général. L’appli-

cation du principe du maximum réduit le probleme a un probleme aux valeurs limites du
type
Fo(t, z(t)), sito<t<ty;
S(6) = F(t, 2(t)) = :Fl(t,z(t)), sity <t <ty; (4.1)
Fu(t,2(), sity <t<T,
olt z = (z,p) € R*™, x est I'état, p est I'état adjoint, et t1,ts, ...ty € [0,T] sont les temps
de commutation.

Lorsqu’il est possible de dériver une expression analytique de la commande optimale,
la méthode de tir multiple ([22], [32]) se trouve étre bien adaptée. Elle consiste & résoudre
le probléeme d’optimisation comme dans la méthode de tir simple, avec des conditions de
continuité (ou conditions de jonction) sur les variables d’état et d’état adjoint, lors d’un
changement du systeme différentiel.

Ce type d’algorithme se trouve donc bien adapté a la résolution de problemes d’op-
timisation avec contraintes d’état. En effet, dans ce cas les temps t1,ts,...,ty € [0,7]
peuvent étre des temps de jonction avec un arc frontieére (contrainte sur 1’état active pen-
dant un temps donné), ou bien des temps de contact avec la frontiere (correspondant a des
contraintes saturées sur 1’état).

Un tres bon exemple se trouve dans [15], exemple qui est repris dans [75] : il s’agit
de connaitre la trajectoire optimale d'une corde élastique attachée a ses deux extrémités,
et qui repose sur un support plan. Lorsque la corde ne touche pas le support, ’équation
représentant la trajectoire de la corde est parfaitement connue. En revanche, lorsque la
corde touche le support, il devient difficile de connaitre sa trajectoire, notamment a quels
endroits elle touche le support puis le quitte.

On peut alors découper la trajectoire en 3 troncons. Chaque partie est décrite par une
équation différentielle différente. Les temps de commutation représentent alors les abscisses

auxquels la corde touche puis quitte le support. Dans certains problemes tres simples, on
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peut résoudre le probleme, en écrivant les conditions d’optimalité associées. Différents cas
sont énumérés dans [22] : systéme continu avec état final fixé & un temps donné, état final
fixé a un temps final libre (incluant les problemes a temps minimal), etc. L’auteur résout
les problemes posés en adjoignant 1’équation d’état et les contraintes associées a l’état, a la
fonction a minimiser, puis définit les conditions d’optimalité associées au probléme via une
méthode de perturbation. Le lecteur pourra aussi se référer a [76] pour des applications
relatives aux problemes économiques.

Dans le cas de contraintes du premier ordre sur 'état, il a été prouvé dans [15] a prouvé
que I’état adjoint était continu sous certaines hypotheses. Pour des contraintes d’ordre
supérieur cependant, des conditions de saut sur I’état adjoint doivent étre considérées dans
le probleme d’optimisation, la continuité de celui-ci n’étant pas assurée.

L’inconvénient majeur de ces méthodes provient du fait qu’il soit nécessaire de connaitre
la forme de la trajectoire optimale pour pouvoir intégrer une équation différentielle valide,

ce qui revient a connaitre le nombre de contraintes actives.

4.3 Méthodes directes

Discrétisation totale : méthode directe
C’est la méthode la plus simple lorsqu’on aborde un probleme de controle optimal. En
discrétisant 1’état et le controle, on se ramene a un probleme d’optimisation non linéaire

en dimension finie de la forme

min F'(Z), (4.2)
ou Z = (X1, Tay ooy TN, UL, U, ..oy Uy ), €F
C={Z/g;(Z2)=0,i€l,.,19;(Z)<0, jer+1,..,m}. (4.3)

Plus précisément, la méthode consiste a choisir les controles dans un espace de dimen-
sion finie, et a utiliser une méthode d’intégration numérique des équations différentielles.
Considérons donc une subdivision 0 =ty < t; < ty < ... < ty = T de 'intervalle [0, 7.

Réduisons 'espace des contrdles en considérant (par exemple) les controles constants par
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morceaux selon cette subdivision. Par ailleurs, choisissons une discrétisation de I’équation
différentielle, par exemple choisissons ici (pour simplifier) la méthode d’Euler. On obtient
alors, en posant
hi =tit1 — i,
Tiv1 = x; + hi f (s, 24, u;).

Remarque 4.2. Il existe une infinité de méthodes d’intégration numérique. D’une part,
on peut discrétiser ’ensemble des controles admissibles par des controles constants par
morceaux, ou affines par morceaux, ou par des fonctions splines, etc. D’autre part, il existe
de nombreuses méthodes pour discretiser une équation différentielle ordinaire : méthode
d’Euler (explicite ou implicite), méthode du point milieu, méthode de Heun, méthode

Runge-Kutta, méthode d’Adams Moulton, etc [25]. De plus l'introduction d’éventuelles

contraintes sur I’état ne pose aucun probleme.
La discrétisation précédente conduit donc au probleme de programmation non linéaire
Tiy1 = Ty + hzf(tl, xi,ui), 1= 0, ceey N — 1,
min C(Zg, T1, ..y TN, Ug, ULy ooy UN )
Uu; € U, ’L:O,,N— 1,

qui est un probleme du type (4.2).
D’un point de vue général, cela revient a choisir une discretisation des controles, ainsi

que de I’état, dans des espaces de dimension finie :

N
u € Vect(Uy,...,Uy), ie. u(t) = ZuiUi(t), u; € R,
i=1

N
S V@Ct(Xl, ...,XN), i.e. .Cl?(t) = Z.ﬁllel(t), x; € R,
i=1

ou les U;(t) et X;(t) représentent une base. Typiquement, on peut choisir des approxi-

mations polynomiales par morceaux. L’équation différentielle, ainsi que les éventuelles
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contraintes sur I’état ou le controle, ne sont vérifiées que sur les points de discrétisation. On
se ramene bien a un probleme d’optimisation non linéaire en dimension finie de la forme
(4.2).

La résolution numérique d’un probléme de programmation non linéaire du type (4.2)
est standard. Elle peut étre effectuée, par exemple, par une méthode de pénalisation, ou par
une méthode SQP (séquentiel quadratic programming). Dans ces méthodes, le but est de se
ramener a des sous-problemes plus simples, sans contraintes, en utilisant des fonctions de
pénalisation pour les contraintes, ou bien d’appliquer les conditions nécessaires de Kuhn-
Tucker pour des problemes d’optimisation avec contraintes. Pour le probleme (4.2), (4.3),

les conditions de Kuhn-Tucker s’écrivent
VF(Z)+ i \Vgi(Z) =0,
i=1
ol les multiplicateurs de Lagrange \; vérifient
Nigi(Z) =0, ie{l,.,r}, et \; >0, i€ {r+1,...m}.

Les méthodes SQP consistent a calculer de maniere itérative ces multiplicateurs de La-
grange, en utilisant des méthodes de Newton ou quasi-Newton. A chaque itération, on
utilise une méthode de quasi-Newton pour estimer le hessien du Lagrangien associé au
probleme de programmation non linéaire, et on résout un sous-probleme de programma-

tion quadratique du Lagrangien.

4.4 Méthode de Newton discrete

Soit F': D C R™ — R™ une application, ou D est un ouvert. On définit un systeme non

linéaire implicite de n équations a n inconnues :
F(x¢) =0. (4.4)

Pour le résoudre, on utilisera la méthode de Newton. Le principe de la méthode est le

suivant : & une étape k donné, soit xf une approximation dun zéro zy de F'; donc wg
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s'écrit xg = zf + Axk, et on a alors :
0 = Flro) = Flah+ Ack) = F(ah) + F/(ah).(x0 — 28) + oo — ).
ce qui entraine la résolution de
F'(x5).(w0 — wg) = —F(xp),

olt F’(zk) est la matrice Jacobienne de I’application xy — F(z¢) calculée quand zg = z£ ; or
on ne connait la fonction zy — F(xy) que numériquement. On va donc utiliser un procédé
de dérivation numérique basé sur la méthode des différences finies. Pour éviter le calcul de
F'(zf), il suffit de trouver une approximation de F’(zk); conformément & [70], on utilise

I'une ou l'autre des approximations par différences finies.

OF, 1 J i1
o ~(w5) ~ ?[Fz‘(l“o + Z hine®) — Fi(ao + Z hire®)],
0; i k=1 k=1
ou bien
OF; 1 .
G (zf) ~ F[Fi(l‘o + hige’) — Fi(20)],
3 1)

Jeme

ou les h;; sont des parametres de discrétisation correspondant a la 4 équation et a la

FEME

J

ke™¢ vecteur de la base canonique; notons que, classiquement,

variable, et e est le
on peut toujours choisir les valeurs de h;; égales entre elles a une valeur h. Soit A;;(xg, h)

une approximation par différences finies consistante ; alors, on a :

. OF;
lim Ayj(wo, h) = 5

T9),t, 7 =1,...,m.
o)

On pose,
J (o, h) = (Ay(20, h)),

qui est une approximation de la matrice Jacobienne. De maniere générale, on a a considerer

a chaque itération :

S = gk — (@ )L, k=01, (1.5
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Définition 4.1. Soit F' : D C R™ — R" une application G-différentiable sur Dy C D et
J:Dyx D, CR"xR™— L(R"). Alors J est une approximation consistante de F” sur
Doy C Dy, si 0 € R™ est un point limite de Dy, et

lim  J(z,h) = F'(z), uniformément pour =z € Dj. (4.6)

h—0; heDy,

Si de plus, il existe ¢ et » > 0 tel que
|F'(z) — J(z,h)|| < cl||h]l, Yz € Dy, h € D,y N S(0,r), (4.7)
Alors J est une approximation fortement consistante de F’ sur D).
La base des résultats dans cette section est le lemme suivant.

Lemme 4.1. Supposons que F : D C R" — R" est G-différentiable sur un voisinage
ouvert So C D contenant o € D pour lequel F(xg) = 0. De plus on suppose que F' est
continue au point xy et F'(xq) non singuliere. Soit J : Dy x Dy C R* x R™ — L(R™) une

approzimation consistante de F' sur Sy. Il existe alors 6 > 0 et r > 0 tel que ’application
G(z,h) =z — (J(z,h)) " F(z). (4.8)

soit bien définie pour tout x € S = S(xp,d), h € D, = D, N S(0,r), et satisfait
lzo — G(x, h)|| < w(z, h)||x — x|, V& € S, h € D, (4.9)

o

w(z,h) =0 z—x9et h—0, he D, (4.10)

De plus, si J est une approximation fortement consistante de F' sur Sy et si
|F'(x) — F'(x0)|| < ||z — x0l|, Yz € So. (4.11)
alors il existe deux constentes oy, «o tel que :

|lzo — G(z,h)|| < aql|z — :B0||2 + aol|h||||x — zol|, Vz €S, h € Dj,. (4.12)
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Preuve. On pose 3 = ||F'(zo) || et soit ¢ € (0,537"). J étant une approximation consis-

tante sur Sy , il existe r > 0 tel que Dj, soit non vide et
/ 1 !/
|F'(x) — J(x,h)| < 55 Vo € Sy, h € Dj,.

De plus, d’apres la continuité de F’ au point xy, il existe § > 0 tel que S = S(xg,d) C Sy

et
1
| F'(z) — F'(zol| < 56, Ve e S.
D’ou
[ F'(z0) — J(z,h)|| <&, Yz €S, h € D,
En effet

1F () ~ F'(2) + F'(2) — (o, B < | F'(2) — F'(ao)|| 4 |/ (@) — J(w, B)]| < 5o+ 5= =

D’apres le lemme de Perturbation 4.8 de I'annexe 1, alors (J(x,h))™! existe et vérifie :

l<p P D;,.
|J(x,h) | <n 5 Vee S, he D,
G est bien définie sur S x D), et
G, h) = ol = 1T (x,h) " [ (, h)(x = x0) = F()]]

= | J(x, h) [ (@, h) (& — x0) — F'(2)(x — @) + F'(2) (2 — a0)
— Fl(wo)(w = o) + F'(wo)(x — w0) — F(z0) — F(2)]]

< qll I, h) = F'@)]| + [ F'(z) = F'(zo) [lll = ol

+ [l F(z) = F(zo) = F'(wo)(2 — o) ]

et la relation (4.9) est vérifiée avec

w(z, h) =nll[J(z, h) = F'()|| + | (z) = F'(zo) || + q(2)], (4.13)
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_ () = F(wo) — F'(wo) (x — o) |
[l = ol

q(z) , pourz # x¢, q(xo) = 0;

donc la relation (4.10) est vérifiée. On a besoin de la continuité de F” au point xy pour
assurer que I'application g(x) — 0 et que F'(x) — F'(z9) — 0 quand = — x¢, alors que la
convergence uniforme dans la définition 4.1 implique J(z, h) — F'(z) — 0 quand h — 0 et
T — Xg.

A présent, supposons que la relation (4.11) soit vérifiée. Alors, d’apres le lemme 4.4 de
I’annexe 1, on obtient :

lg(2)ll < ~llz = oll, V& € S (4.14)

[ (0 + t(x — w0)) — F'(2)]

I

Y = Ssup
0<t<1 |z — @ol|

alors la relation (4.12) est vérifiée immédiatement grace aux relations (4.9) et (4.13) avec

ay = 29 et ag = nc, ou ¢ est la constante intervenant dans la relation (4.7).

Comme premiere application du lemme 4.1 , nous donnons le résultat simple sui-
vant, qui prouve que la vitesse de la convergence de la suite (4.5) est superlinéaire quand

lim h* = 0.

k— 00

Corollaire 4.1. Supposons que F': D C R* — R" est G—différentiable dans un voisinage
ouvert Sy C D de xy € D tel que F(xy) =0, et que F' soit continue au point xo ot F'(xq)
est non singuliere. Soit J : Dy x D, C R" x R™ — L(R™) une approximation consistante
de F' sur Sy. Alors il existe une boule Sy = S(xg,01) C So et un nombre réel r1 > 0 tel
que pour tout z° € Sy et pour toute suite {h*} C Dy N S(0,71), les itérations {x*} donnée
par la relation (4.5) appartiennent toujours a Sy et convergent vers xo. De plus, si

lim h* =0,

h—o0
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alors

Rl{xk} = Ql{xk} =0.

Preuve. Soit § > 0 et > 0 des constantes obtenues au lemme 4.1 ; alors, pour «a €]0, 1]

donné, la relation (4.10) assure qu’on peut choisir §; < 6 et r; < r tel que
w(x, h) <o, Yo e S(x,01), he€ DN S0,7)

D’ot, lexistence et la convergence d’une suite {z*} d’apres le lemme 4.10 de Pannexe 1.

De plus, si klim h* = 0, alors grace au lemme 4.10 , et aux relations (4.9) et (4.10), on

— 00

déduit que :
Ri{2*} < Q{s*} < klim supw(z”®, h*) =0

Afin d’appliquer correctement le lemme 4.1 et le corollaire 4.1 , il est nécessaire d’as-

surer que J soit une approximation consistante.

Corollaire 4.2. Soit F' et xq satisfaisant les conditions du corollaire 4.1 ; alors il existe
deuz constantes 1 > ¢ > 0,¢9 > 0 et une boule Sy = S(xg,01) C S telles que, pour tout

xo € S et les suites {wy}, {\r} satisfassent :

l—cgSwp<l+4c, —c<M<c k=01,..

FEt les itérations
" = aF — wy [F(aF) + NI T F(2Y), k=0,1, ...

sont contenues dans Sy et convergent vers xy. De plus, si

k——+o0
et
lim Wg = 0,
k—+o00
alors

Ri{z"} = Qi{z"} = 0.
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Preuve. On définit J : Sy x D, C R® x R*? — L(R™) par
J(z,h) = (1 —hy) ' [F'(z) + hol],

ou D, = {h € R?/h; # 1}. Comme F’ est continue en zy, il existe 7 > 0 donnée, § > 0

telle que ||F'(x)|| < ||F'(x0)|| +n = m pour tout z € S(xp,d) C Dy. On a

hq ho
h) — F' = 2 I
|J(x, ) ()]l ”1—h1 ($)+1_h1 |
|hi|my + |ha|
- 1—hy
en effet :
[|J(x,h) — F'(x)|| = (1 —hy) " (F'(z) 4+ hol) — F'(z)]
1 ho
= ||——F' I—F'
||1 _— (z) + — (z)]
o, h
= ||1—h1F<x>+1—h1[H
|hi|my + | Rl
- 1—hy

Ce qui montre que J est une approximation consistante de F’ sur S(zg,0). Le résultat
suivant s’obtient grace au corollaire 4.1 . Considérons, par exemple, que les composantes

de la matrice J(x,h) € L(R") soient définies par :

j—1 A j—1
hlij [Fi(z + 5}; hiwe® + hije?) — Fi(x + 6/1;1 hixe®)], si hi; # 0;

et = 1 (4.15)
P J—
! k=1
ot B €[0,1] et !, ..., e" les vecteurs de la base canonique.

Si § =1, alors (4.15) correspond & l’approximation de gTF(:c)
J

OF, 1 J i1
@) = [P + Y hae®) = Fila + Y hae),
J i=1 i=1

ij

Si § =0, alors la relation (4.15) correspond a

OF; 1 ;
bz, (z) = s [Fi(w + hige’) = Fi(@)].

ij
Si F' est F'—différentiable au voisinage de z, alors J(x,h) — F'(z) quand h — 0,
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Le prochain lemme prouve que, sous certaines conditions, la limite peut étre réalisée

uniformément de sorte que J soit une approximation consistante de F’.

Lemme 4.2. Supposons que F' : D C R" — R" soit continument différentiable sur un
ensemble ouvert D. Alors, pour tout emsemble compact Dy C D, il existe un r > 0 tel
que Uapplication J : Dy x D, € R" x R” — L(R"), donnée par la relation (4.15) soit
bien définie pour tout B € [0,1], soit une approximation consistante de F' sur Dy, avec

Dy ={h € RY/|hy| <7, i,j=1,...n}. Si de plus
1F'(z) = F'(p)ll < vllz —yll, Yz, y € D. (4.16)
Alors J est une approzimation fortement consistante de F' sur Dy.

Preuve. Comme D, est un compact et D est un ouvert, il existe 6 > 0 tel que I'’ensemble
compact Dy = {z/||x — y||; < I, pour un certain y € Dy} soit inclus dans D.
Clairement, F” est uniformément continue sur Dy, et, par conséquence pour € > 0 donnée,
il existe 6; € (0,6) tel que

OF;

| OF;
856]'

8$j

(z) =

(y>’§€7 i? j:17“'>n7 V.T, yEDla Hl'—y|’1§51

j—1
On pose r = %1 et Ay;(h) = 33 hire®. Alors, pour tout h € Dy,
=1
||Aw(h) + hij€j||1 <nr<di < (5, 1,j=1,..,n,

ce qui montre que x + Ay;(h) + hije/ € Dy, Va € D.

Par conséquent, d’apres le Théoreme 4.2 de I’annexe 1, on obtient :

| hi”[Fz(@" + Aij(h) + hije’) — Fi(x 4+ Ay (h))] — gi ()]
= h%j[Fi(x + Ay(h) + hye?) — Fi(x + Ay(h))] — gf; (z 4 Ay;(h))]
+ |g§j (x+ Ay(h)) — gZ’ (z)| < 2e, (4.17)

et par conséquent

|F'(x) — J(x,h)||1 < 2ne, Yo € Dy, h € Dy,
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Comme ¢ est arbitraire, cela prouve que J est bien une approximation consistante de F”
sur Dy. Si la relation (4.16) est vérifiée, alors,

00y - O
ij o Oxj

()| <nllx —yl, YV, y € D.

D’apres le Théoreme 4.2 de 'annexe 1, on en déduit que la partie droite de 'inégalité

(4.17) peut étre remplacé par :

Yllhisl + 185 <Y Ll
k=1

D’ou
h

1F" () = J(z, )|y < ) lhgl = Ikl ¥ @ € Dy,

1,j=1

Ce qui prouve que J est une approximation fortement consistante sur Dj.

Remarque 4.3. Pour assurer que J soit bien définie, il faut que h soit petit. Si F' est bien
définie sur tout R™, on prend D, = R™.
D’apres les corollaire 4.1 et le lemme 4.2 on obtient un résultat de convergence résumé

dans le paragraphe suivant :

Convergence de la méthode de Newton discrete

Théoréme 4.1. [70]. Supposons que F : R" — R™ soit continiment différentiable, et
qu’il existe une solution xy de F(x) = 0 tel que F'(xg) soit non singuliére. Définissons
J :R" x R — L(R™) par (4.15). Alors il existe 1y > 0 et 6, > 0 tel que , pour tout
20 € S(xg,01) et toute suite {h*} € S(0,71) C R™, les itérations {z*} donné par (4.5) sont
bien définies et convergent vers xo. En plus, si kll_glo h* =0, alors Ri{z*} = Q,{z*} = 0.

Afin d’obtenir une convergence rapide, il est nécessaire d’introduire les trois conditions

susvantes :
1. J est une approximation fortement consistante.
2. La fonction F est suffisamment lisse.

3. Le taux de décroissance de h* est suffisamment rapide.
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Si F' satisfait la condition de Lipschitz (4.11) et J est une approzimation fortement consis-

tante, alors d’aprées (4.12) on a :

|27 — 2o|| < anlz® — @ol]” + aa|| ¥||[|2* — zoll.

~ Siap =0, on a une convergence quadratique de la suite {z*}.
~ Si ay # 0, alors le comportement de h¥ quand k — oo, joue un réle important pour
estimer le tauz de convergence; le résultat suivant indique deux conditions sur h*

pour assurer la convergence rapide.

Corollaire 4.3. Supposons que F : D C R™ — R" soit G-différentiable dans un voisinage
ouwvert Sy C D de xy € D, ou F(x9) = 0; si de plus la condition de Lipschitz (4.11) est
vérifiée et si F'(xq) est non singuliére alors :

soit J: Dy x D CR" x R™ — L(R™) une approzimation fortement consistante de F' sur
So. Supposons que pour un certain {h*} C Dy, les itérations {x*} donnée par la relation

(4.5) sont bien définies et convergent vers xq. Si, de plus, la condition
1F] < BullF ), Y k> ko, (4.18)
est vérifiée, alors, Or{z*} > Og{a*} > 2; sinon, si
I < Bollz® — 2|, ¥ & > ko, (4.19)

est vérifiée, alors, Op{a*} > 1(1 + /5), ot Or{a*} est donné dans la définition 4.4 de

Uanneze 1, et Og{z*} est donné dans la définition 4.3 de annexe 1.

Preuve. D’apres le lemme 4.1 , il existe 6 > 0, r > 0 tel que, pour tout x € S = S(zy,d) C

So et h € D} = Dy, N S(0,7), la relation (4.12) est vérifiée.

Supposons que la relation (4.18) soit aussi vérifiée, alors lim 2*

k—o0
0, et ¥ € S, h* € Dj, pour tout k > k; > ky. Par conséquent, d’apres la relation (4.12)
on a

2" — o]l < anllz® — ol® + QB[ F(2")|[||2"* — moll, ¥V k > ky.

= xo implique que kh{{l F(a%)
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Or

IFE] < 1F (") = Fao) — F'(w0) (2" — @) | + [ (o) (w0 — 2|

IN

[k + 1 (o) []l|2* — ol

ou lim g, = 0; en effet, ce résultat est une conséquence directe du lemme 4.11 de ’annexe
k—o00

1.

De maniere similaire, si (4.19) est verifiée, alors

12" = @l < anlla® = @ol* + azfella® — 2" 2* — o]

< (O[l + OZQﬁQ)ka — ZL'0||2 + OéQﬁQka_l - IL‘()HH[L'k - [E()“, Vk Z k1(420)

Il s’en suit que Or{z*} > Tou 71 = %(1 ++/5) est la racine positive du polynome > —t—1 =
0.



Annexe 1 du chapitre 4

Lemme 4.3. Supposons que F' : D C R" — R™ soit G-différentiable sur un ensemble

convexe Dy C D. Alors, pour tout, x, y € Dy,
IPw) = F@)] < sup |F(o+ ty—a)le ~ (4.21)

Preuve. Supposons que M = sup ||[F'(z + t(y — 2)))| < oo et, pour € > 0, soit I
0<t<1

Pensemble des t € [0,1] pour lequel
|F(x+t(y — x)) — Fa)|| < Mt|ly — 2| + etlly — ], (4.22)

est vérifiée. Clairement, 0 € I', et v = supt est bien définie; comme la définition 1.4
tel

implique que F(x 4 t(y — x)) est continue par rapport a ¢, on a
[F(z+7(y — ) = F(z)|| < Mylly -zl + evlly — =|. (4.23)

Comme ¢ est arbitraire, clairement le résultat est prouvé si y = 1.
Supposons que v < 1. Alors, comme F” existe au point z +y(y — x), il existe 3 € (v, 1)

tel que

[F(z+ By — =) = Flz 47y — =) = F'z+ vy —2)(B =)y — )|

<eB =y —=l,
d’ou
[1F(z+ By —x)) = Flz +(y — )| < M(B =)y — =l + (B =)y — .

Or, d’apres la relation (4.23), on a

[F(z+ B8y —2) = F(z)]l < (My+ey)lly —zll+ (M +e)(8—)lly — |

= (M +e)Blly — =f;

26
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qui est en contradiction avec la définition de . Donc la relation (4.22) est vérifiée pour

1>08>7.

Lemme 4.4. Si F : D C R" — R™ est G— différentiable sur un ensemble convexe Dy C D,

alors, pour tout x, y, z € Dy.
IF() = F(2) = F@)y =) < swp [P+ ty=2) = F@lly == (424)
Preuve. Pour x € Dy, on définit I’application
Gw) = F(w) — F'(x)w, w e D.
Les conditions de la définition 1.4 sont satisfaites pour G et comme
G'(w) = F'(w) — F'(x),
la relation (4.24) s’écrit

1G(y) = Gl < sup [IG°(=+tly = 2))lly — =]

Lemme 4.5. Si G : [a,b] C R — R™ est continue sur [a,b], alors

b b
II/G<t)dt|| < /I|G(t)||dt.

Preuve. Comme la norme est une fonction continue, ||G(.)|| est intégrable au sens de

Riemann, et, pour € > 0 arbitraire, il existe une partition a <ty < ... <, < b telle que

b

LSS SR

a

ct
b V4
| / IO — S NGt — 1] <
=1

D’ou,
b

|| / GO < IS Gt~ ten)ll+2 < D IGEN G — tis) +2 < / |G ()t + 2.

a
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Théoreme 4.2. Soit F : D C R" — R™ continument différentiable sur un ensemble

convexe Do C D et supposons que, pour des constantes o > 0 et p > 0, F' satisfasse
[1F"(w) = F'(0)]| < allu—|]”, u, v € Dy.

Alors, pour tout x, y € Dy

«

1F(y) — F(x) — F'(z)(y — 2| < [(p n 1)]Ily — x| P*L
Preuve. D’apres le Théoreme 1.3 et le lemme 4.5 on a
1F(y) — F(z) = Fl(z)(y —2)| = | /[F'(ZB +i(y —x)) = F'(x))(y — z)dt]]

IA

/ 1F'(z + t(y — x)) = F'(2)|lly — xl|dt

1

< aHy—pr“/tpdt.
0

Corollaire 4.4. [70] Soit A € L(C"), alors, pour tout € > 0, il existe une norme dans C"

telle que
JAIl < p(A) + €. (4.25)

Lemme 4.6. Soit A € L(C"). Alors lim A* =0 si et seulement si p(A) < 1.

k—o0
Preuve. Si p(A) < 1, alors, d’apres le corollaire 4.4 | il existe une norme telle que ||A]| < 1.
Par conséquent, on a [|[A*|| < ||A||*, il s’en suit que A* — 0 quand k& — oo. Par contre,
supposons que A admet des valeurs propres A tel que |[A\| > 1 et des vecteurs propres

correspondants  # 0. Alors A*z = \¥z pour tout k, donc A*z ne tend pas vers zéro.

Lemme 4.7. (Lemme de Neumann)
Soit B € L(R™) et supposons que p(B) < 1 alors (I — B)™! existe et

k
(I-B)'=1lim Y B (4.26)

=0
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Preuve. Comme p(B) < 1, clairement [ — B n’admet pas des valeurs propres nulles et est

donc inversible. Vérifions maintenant le relation (4.26), Notons que
(I-B)(I+..+B"Y)=1-B"

de plus

I+B+.+B"'=(I-B™"—-(-B)™"'B"
D’apres le lemme 4.6 | la partie droite tend vers (I — B)~'. Comme (I — B) est inversible
quand || B|| < 1, d’apres (4.26) on a

I—-B) Y < Bl = ———. 4.2
I =B < X IBI = 7 g (4.27)

Lemme 4.8. (Lemme de Perturbation)
Soit A, C € L(R") et supposons que A soit inversible, avec ||[A7Y| < a. Si |[A—C| <

et Ba < 1, alors C' est aussi inversible, et

«

(1—ap)
Preuve. Ona |[|[[ - A7'C|| = ||[A(A-C)|| <af <let A7'C =1—(I—-A1C); d’apres

lc= <

le lemme 4.7 on déduit que A7'C est inversible. D’ot1, C' est inversible. De plus, d’apres

la relation (4.27) on déduit que

IC == (= AT AT S0y (el = s

Définition 4.2. Soit {z*} C R™ une suite qui convergent vers zy. Pour p € [1,00[, on
définit les quantités suivantes :

k

(0, six® =uxg, k< o00;

. k1 .
lim sup I =0l gi gk £ 20, k < 00

Qp{zF} = { KSioo om0l

400, sinon ;
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appelée (Q—facteur, et
lim sup ||z% — x|k, sip=1;
k—4o00

Rp{xk} =

1
lim sup ||z% — xo||7*, sip>1;
k——+o0

appelée R—facteur.

Définition 4.3. Soit Q),(F, x¢) un Q— facteurs du processus itératif § avec un point limite

o dans R™; alors la quantité
+00, si Qp(F,z0) =0, Vp € [1, 0],

OQ(‘S; ZEO) = inf{p c [17 oo[, Qp(& $0) = +oo}, sinon,

est appelée 'ordre de () du processus § au point xg.

Définition 4.4. Soit un processus itératif § avec un point limite xq; alors la quantité :
+00, si Ry(F,x0) =0, Vp € [1,00],

OR(S’ .1'0) - lnf{p < [17 OO[, Rp(g7 l'()) = 1}7 Sinon’

est appelée 'ordre de R du processus § au point zg.
Lemme 4.9. Soit {z*} C R" une suite convergente vers zg, alors
Rifz*} < Q{a"},
pour chaque norme. Par suite, si § est un processus itératif avec un point limite xq, alors
Ri(F, 20) < Q1(S, 2o0),
pour chaque norme.

Preuve. Supposons que Q;{z"} < oo, et posons g, = ||z* — xy]|, alors, pour tout € > 0 et

v = Qi{zF} + ¢, il existe ko > 0 tel que

e ek <. < ’yk’kogkg, V k> kg.
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Par conséquent,
. €k0q1
o} < im sup[ gl =,
et comme € est arbitraire
Si C(§,xo) est 'ensemble de toute les suites générées par § qui convergent vers xy, on

obtient

Ry(, w0) = sup{ Ry {z"}/{2"} € C(F,20)} < sup{Q:{a"}/{z"} € C(F,20)}
= Ql(&%)-

Lemme 4.10. Soit G : D x D, C R" x R™ — R"; supposons qu’il existe un ensemble

S = S(x9,0) C D et D}, C Dy, tel que o < 1 vérifie
|G(z,h) — xo|| < ||z — x|, V& €S, Vh € Dj. (4.28)
Alors, pour tout 2° € S et toute suite {h*} C Dy, les itérations {x*} générées par :
" = G(a* R, k=01, ... (4.29)
sont contenues dans S et convergent vers xqy. De plus,
Ri{z*} < Q{z"} < a. (4.30)
Preuve. La preuve est immédiate. Une simple induction montre que
o™ = o]l = |G (2", h*) — ol < alla™ — o] < ... < a"H|2® — o

d’ot1, pour toute suite 2* contenue dans S et convergeant vers x. La premiere inégalité de
la relation (4.30) est donnée par le lemme 4.9 , la seconde découle de la relation (4.28) et

de la définition de Q).

Lemme 4.11. [70] Soit § un processus itératif de point limite xq, supposons qu’il existe

p € [1,00[ et une constante cy tel que, pour tout suite {x*} on a :

2" — 20| < co|l2® — 20||P, ¥ k> ko, (4.31)
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alors
Or(S,20) > Og(S,w0) > p.
D’autres part, s’il existe une constante c; > 0 et pour une certain suite {x*} on a :

|25 — zo]| > cr||z® — zo]|P >0, V k> ko, (4.32)

alors
Og(F, o) < Or(S, o) < p.

D’ou si (4.31) et (4.32) sont vérifiées, alors

Or(S,70) = Oq(S, 7o) = p.



Chapitre 5

Résolution d’un probleme de controle
optimal avec contrainte sur I’état par
la méthode de relaxation

5.1 Introduction

Dans cette étude, nous présentons une méthode numérique pour résoudre un probleme
de controle optimal avec un temps terminal fixé et une contrainte sur ’état ainsi que sur
I’état final. Nous considérons, sous le méme formalisme, deux cas distincts de problemes de
controle optimal : le cas sans et avec contrainte sur I’état. Dans les deux cas, en vue d'une
résolution numérique et en utilisant la notion de sous-différentiel [3] et [53] pour prendre
en compte si nécessaire, la projection sur le convexe des contraintes, nous reformulerons les
équations d’optimalité issues du principe de minimum de Pontryagin. Ces dernieres forment
un systeme algébro-différentiel ot I’équation d’état est munie d’une condition initiale et
d’une condition finale. Par contre, I’équation d’état adjoint n’est munie d’aucune condition
initiale ou terminale utilisable de maniere algorithmique. Pour déterminer la condition
initiale sur ’état adjoint, nous utiliserons dans cette étude, la méthode de tir [78], couplée
a la méthode de relaxation (voir [67],[42] et [51]). Sous des hypotheses convenables, nous
analysons la convergence de la méthode itérative considérée et nous terminons en exposant

des résultats d’expérimentations numériques.

63
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5.2 Position du probleme
5.2.1 Cas sans contrainte sur ’état

Soit le systeme dynamique suivant :
&(t) = Ax(t) + Bu(t), t € [0,T],
z(0) =z, z(T) = xy, (5.1)
u(t) € U,
ou z(t) est un n-vecteur représentant ’état du systeme a U'instant t, x(0) = xq est la condi-
tion initiale, x(T") = xf est I'état final. u(t) est un m-vecteur représentant la commande
agissant sur le systeme a l'instant ¢ € [0,7]; U est I'ensemble des commandes admissibles
qui est un ensemble ouvert. A, B sont des n X n et n X m matrices données.

On cherche une commande admissible @ qui transfere le systeme d'un état initial xg

fixé vers un état final ¢ fixé et minimisant la fonction cott J définie par :
T
1 t
:5 [(z — 240)'Q(x — z4) + ku'udt,
0

ou x4 représente un état désiré; la matrice () est symétrique définie non-négative. L’Ha-

miltonien du systeme est donné par :
1
H(z,p,u,t) = 5[(56 — 2q)'Q(x — z4) + ku'u] + p'[Az + Bu,

ou p est le vecteur d’état adjoint. Cherchons maintenant la commande @ qui minimise

I’Hamiltonien, tel que :

H(2.p,a) < H(#,p,u); Yu e U, ¥t € [0,T].

>

Les équations d’optimalité s’écrivent donc :

dr _ %_I; = Az + Bu; z(0) =z, z(T) = zy, Vt € [0,T],

dt

ZIZ =91 = A'p + Q(z — z4), p(0) & déterminer, (5.2)

91 — 0 = ku + B'p.
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Ces équations sont connues sous le nom d’équations d’Hamilton-Pontryagin. On aboutit
a la résolution d’un systeme algébro-différentiel ; I’'équation d’état décrivant le systeme
physique est munie d'une condition initiale 2(0) = z et d’une condition finale z(T") = z;.
Par contre, la seconde équation correspondant a l’équation d’état adjoint, n’est munie
d’aucune condition initiale ni d’aucune condition terminale utilisable pratiquement. On va

donc utiliser la méthode de tir présentée au chapitre 4 pour calculer la valeur de p(0).
Condition de transversalité

De maniere générale, lorsque I'on prend en compte un cout terminal, le critere a mini-

miser s’écrit :
T
J = g(T,(T) + / fole(t), u(t), tydt,
0

ol g est le cout terminal, I’état final étant fixé. Conformément a [78], soient My et M; deux
sous ensembles de R™; on cherche a déterminer une trajectoire reliant My a M; tout en
minimisant le cotit. Si de plus Mj et M; sont des variétés de R™ ayant des espaces tangents
Tw0)Mo et TyryM, respectivement en x(0) € My et en (T) € My, alors le vecteur p(t)

peut étre construit de maniere a vérifier les conditions de transversalité :

p(0) L T (0) Mo, (5.3)

p(T> - povxg(T7 *T(T)) 1 Tm(T)Mh (54)

ot p° est un réel tel que p® < 0 conduit au principe du maximum de Pontryagin et p° > 0
conduit au principe du minimum de Pontryagin [78]. Le cas p® = 0 correspond & un cas
singulier qui n’est pas étudié dans ce travail. Si My = {x¢}, la condition (5.3) devient vide

et si la variété M, s’écrit sous la forme :

ol les F; sont des fonctions de classe C! sur R”, alors I'espace tangent & M; en un point

x € M, est donné par :

T.M, = {s € R"/VFi(x)s =0, i =1,....¢};
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la condition (5.4) s’écrit alors :
q
351,80 ER/P(T) = 8V Fy(a(T)) + p"Vag(T, (T)),
i=1

ou s; sont les multiplicateurs de Lagrange. Dans notre probleme, ¢(T,z(T")) = 0; donc la
condition de transversalité sur le vecteur adjoint s’écrit :

q

p(T) = sV Fi(x(T)),s; € R,

=1
5.2.2 Cas avec contraintes sur 1’état

min

Dans le cas ou I'état est soumis a certaines contraintes notées respectivement par x

et l,maac

, soit X,q un ensemble convexe des trajectoires admissibles. Par la suite, nous
reformulerons les conditions nécessaires d’optimalité ; pour cela on va donc utiliser la notion
de sous-différentiel pour obtenir des conditions d’optimalité. Considérons le probleme avec

contraintes suivant :

&(t) = Az(t) + Bu(t), t € [0,T], z(t) € Xaq,
(5.5)
z(0) = o, z(T) = zy,
ol I'ensemble convexe fermé X, est défini par X,y = {z € R"/2a" < z; < g% ¢ =

1,...,n}; notons ¥y  la fonction indicatrice de X,q dont la ieme composante satisfait :

0, si ™" < x; <

(Ux,o)i =
400, sinon.

La ieme composante du sous-différentiel OV, , est donnée par :

(] —00,0], si x;=aM",
0, si """ < x; < i,
(a\IJXad)i =
0,400, si z; =zl
L 0, sinon,
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et admet le graphe représenté par la Figure 5.1. Notons que le sous-différentiel 0¥y, est
monotone. Appliquons le Lemme 1.1 du chapitre 1; on cherche @ qui minimise I’Hamilto-

nien H ; ceci peut s’écrire sous la forme :
0 € 0H(u).

Comme H est un opérateur continu [53], nous obtenons la nouvelle formulation des condi-

tions nécessaires d’optimalité :

0€ % +0Wy,, — Av — Bi; 2(0) = zg, 2(T) = x4, Vt € [0,T),
o _ OH _ Aty 4 Q(z — ), p(0) & déterminer, (5.6)

Tdt ox

91 — 0 = B'p + k.

(6¢Xad ) i

ximin

ximax

F1G. 5.1 — La ™ composante du sous-différentiel de la fonction ¥x_,

5.3 Méthode de résolution numérique

Pour la résolution du probleme, avec et sans contraintes sur 1’état, nous effectuons le

couplage de la méthode de relaxation (voir [42], [51] et [67]) avec la méthode de tir (voir
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[78]), cette derniere étant destinée a calculer p(0) nécessaire a la résolution du systeme

algébro-différentiel obtenus par application du principe de minimum de Pontryagin. Les

étapes de la méthode de résolution numérique sont résumées ci-dessous :

5.3.1

Cas avec contrainte

1. Approximation de la commande initiale u° pour ¢ € [0, T], et de 'état adjoint initial
p°(0),

2. 7« 0 (ou r permet de compter les itérations),

3. Tant que | u"*) — 4 |> € (ol € définit le seuil de convergence) faire :

Détermination de I'équation d’état x("), par intégration numérique de I'équation
d’état avec projection sur le convexe X4 :

4 — Az +Bu, 0<t<T,
et 2\ = Proj(z), (5.7)
.T(O) = Xy,

ou Proj(.) est 'opérateur de projection sur le convexe fermé X, 4, puis détermination

de I'état adjoint p") en résolvant :

— Al = At 4 Q2 — zy),

(5.8)
p(r) (())’
oi1 p(0) est calculé par la méthode de tir,
Détermination de la commande u(*Y :
1
ur) — —(EBtp(r))7 (5.9)

Convergence «| w1 — () |,

Détermination de la fonction de tir :
G(p) = z"(T) — ay,

Résolution de I'équation de tir par la méthode de Newton et détermination de la

nouvelle valeur de p(0) :

pUtV(0) — pM(0) + correction,
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o r«—r+1
Fin de tant que.
5.3.2 Cas sans contrainte

La démarche est analogue sauf que I’étape (5.7) est remplacée par

dfi(tr) = Az + Bu™, 0<t<T,

z(0) = xo.

Remarque 5.1. Les étapes (5.7)-(5.9) de la boucle correspondent a la méthode de re-
laxation alors que les étapes suivantes correspondent a la mise en ceuvre de la méthode de

tir.

5.4 Convergence de la méthode

Ecrivons les équation d’optimalité sous forme matricielle :

A A 0 -B x 0
— & +| —@ A" 0 p 2] —Qra |, x(0) =,
0 0 B kI U kug
ot A= —A et I est la matrice identité. La valeur du parametre k > 0 permet de réaliser le

dosage entre la précision du calcul et la minimisation de I'énergie dépensée, pour réaliser
la commande optimale. Le probleme s’écrit donc comme la somme d’un systeme linéaire

perturbé par une application diagonale. Notons © la matrice suivante :

A 0 -B
=] -Q A 0
0 B' kI

Définition 5.1. Une matrice inversible A est une M-matrice si A1 > 0 et a;; < 0 pour

i .
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Remarque 5.2. Les M-matrices ont de nombreuses propriétés importantes; notamment
le rayon spectral de la matrice de Jacobi associée J = I — D™'. A | ou D est la diagonale

de A, est inférieur a un; propriété que nous utiliserons dans la suite.

Proposition 5.1. Si les conditions suivantes sont vérifiées :

~ A est une M-matrice

- k>ky>0

- p*(0) — p*(T) > 0,
alors l’algorithme permettant de calculer numériquement la loi de commande optimale,
par la méthode de relazation couplée a la méthode de tir, converge quelque soit la donnée

initiale uP.

Preuve. La preuve est analogue a celle utilisée dans [52, 67| dans le cas plus simple ou la
valeur de I’état final x(7T') est libre et ol il n'y a pas de contrainte sur I’état. En effet, on
a vu dans le Lemme 1.2 du chapitre 1 que le sous-différentiel est une application continue
monotone ; de plus si z(0) est nul ce qui est toujours possible par un changement de variable,

alors trivialement on a,

dz 1,
< >= /x—dt /—dt 2*(T) = 5% > 0,
0

ol <,> est le produit scalaire standart dans l’espace des fonctions continues. De plus,

x — (dx/dt), avec x(0) = 0, est un opérateur monotone.

Par ailleurs, puisque 1'état adjoint p(7') étant en général différent de zero, nous avons :

T
1 p 9
=~ [ rdt = 5p(0) = Sp(T) > 0
<@ pom g [ L= 220 - 3o >
0

En utilisant la derniere hypothese, 'opérateur p — —(dp/dt) est également monotone.
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Ainsi, nous avons :
( d;ti + c‘ziixi + Z (_lijl’j — Z bl-juj + (9\111 = 0,
J#i J
dpi | = -
— G T @D+ X 4D — 4T = = X GijTa, (5.10)
J J

JF

kui + > 0fp; = 0.
. J#

Soit (w,m, ) la valeur des itérés obtenus par un algorithme itératif tel que la méthode de

Jacobi ou bien celle de Gauss-Seidel :

( % + &“wl + 27; &ijwj — Z bijVj + 8\171 > 0,
J7F J

_dm;

~t =t _
a1 @i+ ; Ty = > QigW5 = — D GijTid;
JF J J

kZVZ‘ + Z bgjﬂ'j = 0,
\ J#

ou a la reme

équations des systemes (5.10) et (5.11) et en multipliant respectivement par (x; —
m;) et (u; — v;), on aura :

d = 2
(< E(xl—wz),xz—wz >+am|xz—wz| —|—Zaij <xj—wj,xi—wi>
J#i B
_Zblj < Uj —Vj, Ty — W >+<8\I’Z—8\PZ,$1—’LUZ >3 O,
J

d —
< =5 —m),pi — ™ > +ay; | ps —m |P= Za% <Pj— TP — T >
J#i
+2 04 < T —wj,p— T >,
j

v

k<u—vi,u; —v >=—> b <pj —mju; — v > .
\ J

(5.11)

itération on a w; = x}, ™ = p; et v; = u]. En soustrayant membre a membre les

wi)7 (pi_

Compte tenu de la monotonie des trois opérateurs diagonaux précédents, on obtient aisément
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les inégalités suivantes :

(

uj — vy |,

a: - b
e

lat .| g
[P m < DT Iy |+ G -y
JF J

b1
|ui —vi |[< 2255 I — 75|,
J

\

qui peuvent aussi s’écrire :

9.
!Si—sﬂﬁzlew | 55— v,

gAY
ou S = (z,p,u) est la solution exacte du probleme (5.10). Si k est supérieur a un nombre
ko > 0 donné, alors la matrice © est une H-matrice [70] (c’est & dire, la matrice © de
ceefficients | 0;; | et — | 6;; | est une M-matrice); dans ces conditions, on peut définir la
norme uniforme avec poids :

| 55— s} |

F . Y

| S —S"||;= max
J J

ou I'; est la composante du vecteur propre associé au rayon spectral p(.J) de la matrice de
Jacobi J associée & la matrice © (voir [70]).

D’aprés le Théoréeme de Perron-Frobenius [70], on a :
JU < p(J)T', avec 0<p(J) <1,
ou I' est un vecteur strictement positif. Alors, nous obtenons finalement :
IS =S ls<p(J) I S =8|,
et comme p(.J) < 1, alors la convergence de la méthode est assurée.

Remarque 5.3. La preuve de la convergence est valable dans le cas avec et sans contrainte
sur I’état. En effet, dans ce dernier cas, le sous-différentiel de la fonction indicatrice est nul

et le raisonement est encore valable.
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5.5 Exemple numérique : le probleme en anneau
5.5.1 Cas sans contrainte

On considere le probleme de controle optimal suivant :

Déterminer u € U, tel que,

(5.12)
J(u) < J(u),Vu € U,
ou
T
1
I =5 (= wa -+ w3
0
sous les contraintes suivantes :
T = —wr; + axipy + buy, ;(0) =05, i€ {1,2,...n—1} et n > 2,
Tp = ar) — wxy, + bu,, x,(0) = 0.5, (5.13)

z;(T) =05, i€{1,2,...n},
ou a,b et w sont des constantes réelles positives. L’Hamiltonien relatif a ce probleme est

donné par :

n—1
(e —za 13 +k | wl3) + D pi(—wz; + aziy + bus)

1
H(z,p,u,t) = 5
i=1

+ pulaz; — wz, + buy,).

Les équations d’optimalité s’écrivent :

(

.Cbi = —wx; + ax;i1 -+ bui, CCZ([)) = 05, 1€ {1, 2, = 1},
Tn = ary — Ty, + buy,, ,(0) = 0.5,
p1 = —x1 +wpr — ap, + T14, p1(0) & déterminer,

pi = —x; — api—1 + wp; + T4, p;(0) & déterminer pour i € {2,...,n},

| ku; +bp; =0, i€ {l,...,n}.
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Solution numérique

la solution numérique est calculée pour différentes valeurs de n. En posant z(t) =

(x(t),p(t)) notre systeme devient :

¢

Zi = —wz; + azip +buy, 1 €{1,...,n— 1},

2, = az1 — W2z, + buy,

Zntl = —21 + W2py1 — A2y + T4,

%= —Zin — 021 + W2 + Ti—pya, L € {n+2,...,2n}
ku;_p+bz; =0, i€ {n+1,..,2n},

%(0) = 0.5, i € {1,...,n},

z(0) €R, i€ {n+1,..,2n}.

Soit z(t) une solution du systeme précédent au temps ¢ avec les conditions initiales z(0) =

(21(0), ‘o ,Zi(O), ce ,Zgn(O)).

Pour T' = 4, on doit avoir :

\

0.5, pourie{l,..,n},
z(T =4,2(0)) =
2i(0), pouri€ {n+1,..,2n},

ou z;(0) pour i € {n+1,...,2n} sont a déterminer. On construit une fonction de tir qui
est une équation algébrique non linéaire de la variable p a l'instant T' = 4; cette fonction
de tir est calculée par une procédure d’intégration numérique d’équations différentielles
ordinnaires (en utilisant par exemple la méthode d’Euler, la méthode de Runge-Kutta,

etc). La fonction de tir s’écrit :
G(z) =z —1 x 0.5,
ol
Z = (zipour 1 <i<mn).
Le probleme a résoudre s’écrit alors comme suit : Déterminer p(0) tel que G(p(0)) donne

la valeur de z(T") = z; désiré. L’algorithme de résolution numérique de ce probleme sera

alors completement défini, si I’on se donne :
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1. L’algorithme d’intégration d’un systeme différentiel & valeur initiale (par exemple
une procédure d’Euler ou de Runge-Kutta), pour calculer la fonction de tir G. Dans
notre cas, nous utiliserons ’ode45’ de Matlab qui est une méthode de Runge-Kutta

4/5 a pas variable.

2. L’algorithme de résolution de I’équation G(z) = 0 qui dans notre cas utilise la

méthode de quasi-Newton (’fsolve’ de Matlab).

Solution exacte dans le cas sans contrainte

Pour calculer de maniére analytique la commande optimale u(t), et sa trajectoire cor-
respondante z(t) du probleme (5.12) — (5.13), afin de limiter les calculs analytiques, nous
limitons la valeur de n a 2; nous avons utilisé les équations d’optimalité ainsi que la
condition de transversalité sur p(t). Puisque il n’y a pas de cott terminal, la condition de
transversalité sur p(t) s’écrit :

2

ds1,82 € R/p(T) = Z $iVF;(x(t)).

i=1
On pose Fi(x) = x1(T) — 0.5, Fy(x) = zo(T) — 0.5, p(T) = (s1,82) ou sy, o sont les
multiplicateurs de Lagrange.

Pour trouver la solution exacte du probleme de controle optimal, on utilise la méthode

de dérivation au niveau des équations. On a :
p1 = —T1 + wpr — aps + T14;
en dérivant par rapport a t, on obtient :
P1 = —&1 + wpr — apa,

soit,

. b?
p1 = —(~wwy + avy — Epl) + w(—x1 + wpy — aps + T14) — a(—x2 — apy + WpPs + Tag),
b2

P1 = WT1 — axy + Epl —wx1 + w2p1 — awps + wWr1g + axrs + a2p1 — wWaps — aTaq,
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d’ou
b2
p= (w*+a*+ ?)pl — 2awWpy + WT1g — ATag. (5.14)

De la méme maniere, on obtient :

P2 = —Ty — api + wpz + Tagq,

soit
Po = —iy — api + wpo,
b2
P2 = —(azy —wxy — Epz) — a(—x1 +wpr — aps + T14) + W(—T2 — apy + wWps + Tag),
2
P2 = —ax; + wws + EPQ + axy — awpy + a’py — a1y — WTy — wap; + wW>py + Wrag;
par conséquent
b2
P2 = (W? + a® + —)py — 2awp; — avig + Wag. (5.15)

k

Dérivons deux fois I’équation (5.14), on obtient :

75 .
pg4) = (w? + a* + —)p1 — 2awps,

k
(1) b2 b2
py) = (w+a*+ E)]'?'l — 2aw((w? + a® + E)pg — 2awp; — axr1q + Wraygl,
d’ou
b? b?
P = (0 +a® + )iy = 200w’ +a® + )ps + 4aPwpy + 206t — 20075, (5.16)
(5.14) entraine :
2
—2awpy = P — (w2 +a® + E)pl — Wx1g + axoq. (5.17)

En injectant (5.17) dans (5.16), on obtient :

b . b b
54) = (w+a*+ E)M + (W +a® + =) — (w* + a® + —)p1 — wr1g + az2q) + 4a’ WP,

p k 2

+ 2walryy — 2aw2x2d,
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d’ou
GO 2 2 b .. 2 2 b22_22
2 2(w +a+k)p1+[(w +a+k) 4a*w?]p;
o o P 2 o, ¥
= w(a®—w —E)xld—l—a(a —w +E)x2d'

L’équation caractéristique correspondant a 1’équation (5.18) s’écrit comme suit :

b? b?
04 o 2(w2 + a2 4 E)Ca - [4a2w2 - <w2 + a? =+ E)2] = 0.

Les racines de I’équation caractéristique sont données par :

2

Cf:(a—w)2+z,

bQ
C3 = (a+w)2+z.

D’ou, on obtient
pi(t) = A+ Bem N 4 4e2 e 4y,
Pour déterminer v, on a :
Pr(t) = AC1eM" — BC1e™ M + yCoe®" — alChe™,
Pi(t) = AC?et 4 %Nt 4 yC2e%2t  aC2e™ 2,
PP (1) = AC3 O — BC3 et 4 432t — aCBe
p§4) (t) = ACe' + BCLe™ M + 4 Che 4 aChe 2,

On remplacant dans (5.18), on obtient :

b? v?
A [Cf =203 (w? + a* + E) + ((w? + a* + E> — 4a’w?))e
b? b?
+ B[Ct = 2C*(w? 4 a® + E) + ((w? +a* + E) — 4a’w?))e” M
b? b?
+ ~[C5 — 202 (w? + a* + E> + ((w? +a* + %) — 4a’w?))e“?!
b? b?
+ alCF — 203 (w* + a* + %) + ((w* + a® + E) — 4a’w?))e” 2!
b2
+ ((w* +a*+ E> — 4a*w?)v
b? b?
= w(a® —w?— E)xld +a(a® —w* + E)xgd.

(5.18)

(5.19)
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Par identification, on obtient la valeur exacte de v donnée par :

. w(a? —w? — )iy + a(a® — w? + 2oy (5.20)
(a? + w? + %)2 — 4a2w? ' .
On en déduit aisément py(t) de (5.17), et on obtient :
1 1 b? 1 1
t - s - 2 2 s il o
P2(t) 20w’ * 2aw(w ot k 1+ 2a" 1T 9 T
1
Palt) = —5—(ACEOM 4 GO +9CRe + aChe M)
b? 1
o (w? 4 a® + E)(Aeclt + Be Mt 4 4ef?t f ae %t 1) + 57T~ 5=,
d’ou
w2+a2—|—E—C’2 w2—|—a2—|—ﬁ—02
t = )\ k 1 Cqt k 1 —C1t
p(t) = MRSy g T T DO,
w? +a?+ % — C2 w? +a?+ % - C2
k 2 Cot k 2 —Cat
+ 2aw Jert + o 2aw Je
N 1 1
—_— — — — —Toq. 5.21
+ 2aw(w +a” + k)+2ax1d 5 U2 (5.21)
De méme compte tenu des équations suivantes :
x1(t) = —p1 + wpr — aps + T14, (5.22)
Ta(t) = —p2 — ap1 + wps + T2q. (5.23)

En remplagant (5.19), (5.21), p1 et py dans (5.22) et (5.23), on obtient les résultats suivants :

—[ACLeM — BCLe™ M 4 yCoe®?t — aChe™ % + w[Ae 4 Be™ M + et + ae” P 4 1]

2 2 2
w?+a® + 5% — C} w?+a® + % — C} w+a®+ 5% - C

Jfl(t)

- alX 2aw e+ 5 2aw Jer 2aw )
2
+ a(w2 i az:w% — Cg)e_cﬁ - ﬁ(uﬂ +a® + %) + %xld — %l’gd] + Z14.
D’ou
x1(t) = )\<w2 — a2;;UOl2 — % Cp)ert + ﬁ(w2 — a221—0012 — % Cp)e
. 7(w2 _ GQ;ZUCQZ u Ch)eot + a(w2 _ GQQZCZZ - Cy)eC
2
+ (w? _;: _ % v+ %:L‘ld + %xzd, (5.24)
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et
w2+a2—C’2—|—£ w2+a2—02+ﬁ w2+a2—02+£
zo(t) = —[ 5 kOt 4 B 5 k) Crem Mt — ( 7 2k )yt
aw aw aw
wr+a?—C2+ %
+ o S 2 k) 0he % — a[AeS1t + B 4 et 4 ae” 2 4 ]
w? +a? + & — O3 wta+ 8 -0 w? +a?+ ¥ — O3
+ ’LU[)\( 2awk 1 )e()lt + ﬁ( 2awk 1 )6 Cit + 7( k 2 )6Czt
w? +a? + ¥ — 2 v 1 1
+ o 2awk 2)e=Cat m(uﬂ +a® + ?) + 5 T~ %xw] + Tad.
Donc
w—a2—C2+ 2 w+at—C24+ 2 wr—a?—C24+ 2
H = \ 1 k C 1 k Cit 1 k
(1) [ 2a i 2aw e+ 6l 2a
wr4a2—-C:4+ 2 w?—a?—C2+ % wr4a?—-CE4+ 2
C k —Cht 2 k C 2 k Caot
TR G A ) A Y (T e
wz—a2—C’22—l—% w2+a2—022+% o w?—a2 4%
—(Cat k .
+ «f 5 + Oy Sy )e + (—Qa W+ el
1
L’expression de wuy(t) et us(t) sont données par :
b2
up (t) = —E[Aeclt + Be M + vt + ae” ! + 1],
et
b? w2—|—oz2—cf—|—z w2—|—a2—c§—|—ﬁ
us(t) = ——I £)eMN + Se '
k 2aw 2aw
wta?-A2+Y w4a— A+ 2
k cot 2 k —caot
+ 2aw Jey + 2aw Je™a
w? +a?+ ¥ 1 1
+ 2aw v+ 2a 14T %Iﬁzd]-

Les constantes étant déterminées par les conditions aux limites suivantes :
%1(0) = 05, 1’2(0) = 05, pl(T) = 51, pQ(T) = S9, xl(T) = 05, IQ(T) = 0.5.

On résoud le systeme linéaire numériquement :



Chapitre 5. Résolution d’un probleme de contrdle optimal 80

b2 b2

we—a 2 —a 2 w?—a?+C2-2
0.5 = MU ATE  0y) 4+ BT 4 0y) 44 (BEGTE )
w2—a24C2_ b w2—a2_ b2
+o 24;}02 E+Cy) + it 21 o™ by 41 3T1d + 55T2d,
wi—a?—C24 b2 wi4a—C2 2 wida?—C24 b
0,5:/\[_2ac+k — (Y + 5+ )l Clt+/8[ 20+k + Oy (Y +2mf1+k)]€—clt
w2—a2— 2 ﬁ UJ2 [12— 2 ﬁ 2 w a’— 2 b
TN e RN oY G A2 o RN Calamte A Nt 8 o B
w27a2+£ w 1
=)V + 55%1a + 5T24,
w?—a? 2_b? a = w?—a? 2_v2
0.5 = NEZEEAE )20 4 (RO | )20 4 (G ()0

b2

w2_a2+02_£ B (w2—a2— b2
+a(+ + 02)6 20, + 2—1/ + xld + l’gd,

2442 02 c2 wida?—C24 b2 B
- Oy (G 20 O | (e 2

+7[w2_a2_c§+§ B 02(w2+a2_c§+%)]6202 +a[w2_a2_022+% i 02(w2+a2_022+%)]6,202

2aw 2a 2aw
2
w 1
+(—2a )V + %xld + 51’2,17

1 = A+ Bem 2 4 42 + e 4y,

2 2 2
w242+ 2 w242+ o2 w242+ o2

P k 1 201 k 1 —201 k 2 202
S2 = >\< 2aw )6 +ﬁ( 2aw )6 +’7< 2aw )6

2
w2+a2+L_C2 2
= —C3\ 20, 2, 2, b 1 1

| Fa(—F—2)e + o= (w? + 0 + 5) + 5.1 — 5524

(5.26)

Soit encore sous la forme matricielle :
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aq (05} as ay 0 0 A f1
by b2 b3 by 0 0 B f2
d1 d2 d3 d4 0 0 8 f3
vy Uy U3 N 0 0 a | fa |’
6201 6_201 6202 6_202 -1 0 s1 —v
hy ho hs hy 0 -1 S2 /5
avec
2
w27a2+Cffb— 2+C2 w fa2+02
k
ay = 2w - Cl) Q2 = 2w + Cl: az = 2w 027
2 2
w2—a2+6’22—b— (w*—a b2 ) 1
ay = —— = +Cy, fi =05 — —F 51 — 511g — 5509,
(w-a*+%) g w (W-a®-2) 4
_ k _ k
fo=0.5— gV 7 9%2d — 3,%1ds f3 =05~ T ow Y T 5%1d — 2w562d,
(wP—a?+) 1 w (a2 1)
J1=05 - —5—v — 51 — 55T, [5 =~V — —xld +3 Cﬂzd,
w2—a2—Cf+b2 w+a —02+b2 w2—a2—012+£ w2+a2—012+£
_ k _ k k
=g~ Ol ) b= = + Gl ),
2
w?—a 702 w2+a27022+b— w2 —a? C2+ w +a2702+
- — "2 k __ -~ "2 k _ wme Tt T —k
by = 2a 02( 2aw )’ by = 2a + 02( aw )’
d w2—a2+C%—% 204 d w?—a +C'2 il —204 d w —(12—‘,-0'2 ; 202
1= (g5 = C1)e*, dy = (———,—F +C1)e*, dy = (——5, 5 + Cy)e?™2,
2
w?—a +02 k w?—a fCQer w2+a27012+b? 204
dy = ( 2w + Cs ) ; U1 = [ 2 Cl( 2aw )]e )
2 2 2
w2—a2—012+b— w24a?-C24+ 5 w?—a —C’Q—i- w4a?—C245
_ E 17 % —2C — E _ 1% 20,
U2 = [ 2a + Ol( 2aw )]6 » U3 = [ 2a 02( 2aw )]6 ’
2 2 2
w2—a? CQ+ A w2+a2fC%+b? —20, w2+a27012+% 204 w2+a27012+% 20,
U4 = [ 2a +02( 2aw )]6 ’ hl - ( 2aw )6 ’ h2 - ( 2aw )6 )
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2 2
w2+a2—022+b— w2+a2-C2+ %
— k 202 _ 2 k —202
h3 ( 2aw )6 ) h4 ( 2aw )6 )

Comparaison des deux approches

Cette section est consacrée a la comparaison des méthodes analytiques et numériques
dans le cas (n = 2 et T" = 2), afin de valider la solution numérique. Les expériences
numériques ont été réalisées pour k£ = 2.5, w = 2;a = 0.5;0 = 1, 14 = x99 = 0.2. On
déduit que la solution exacte et la solution numérique sont concordantes (voir Figure 5.2

et Figure 5.3).

05 05 08 08
04 04 05 06
03 03 04 04
02 02 02 02
005 1 15 2 0 08 1 15 2 005 1 15 2 0 08 1 15 2
ul U2 ul u2
15 15 15 15
1 1 1 1
05 05 05 05
i i i 0
005 1 15 2 0 08 1 1§ 2 005 1 18 2 0 08 1 15 2
F1G. 5.2 — Solution exacte sans contraintes Fi1G. 5.3 — Solution numérique sans
contraintes

Les performances de la procédure numérique sont résumées dans le Tableau 1 ci dessous,
pour différentes valeurs de k. Notons que la convergence est rapide et que de plus, le temps

de calcul est tres faible.
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k | C.P.U. temps | Nombre d’itérations
0.5 0.1248 2

1 0.1716 2

1.5 0.0468 1

2 0.1092 1
2.5 0.1092 1

Table 1 : Nombre d’itérations nécessaires a la convergence et temps de calcul en secondes
dans le cas sans contraintes (n=2).

5.5.2 Cas avec contrainte

En présence de contrainte sur I'état, le calcul de la solution exacte par une méthode
analytique est difficile a effectuer. Nous nous limiterons ici a la recherche d’une solution
numérique. Les données sont les mémes que celles considérées dans le cas sans contrainte
sauf qu’en plus du cas ou n = 2 et T' = 2, nous considérons également le cas n = 5 et
T = 4. L’algorithme est analogue a celui proposé en section 3 en rajoutant les contraintes

sur I’état x(t) définies par :

max min

st x> x™ alors x = 2™ sinon si x < ™" alors x = ™",

Pour 7" = 0.35 et " = 0.5 pour i € {1,...,5}, les résultats numériques sont présentés
dans le Tableau 2 et les valeurs de l'état et le controle sont représentées sur la Figure
5.5 (pour le cas n = 2, T = 2) et en Figure 5.7 (pour le cas n = 5, T = 4). Comme
précédement la convergence, exprimée en nombre d’itérations est rapide et les temps de
calculs tres faibles. Notons que dans les résultats obtenus, les contraintes sont saturées,

compte-tenu des parametres utilisées.
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i1 2 %1 %2
08 03 05 05
045 045
i3 05
04 04
04 04
03 03
02 02
005 1 15 o 05 1 15 2 s 1 15 2 s 1 15 2
ul 2 ul u2
15 15 15 15
1 1 1 1
05 05 05 05
0 i 0 0
005 1 15 005 1 15 2 s 1 15 2 05 1 15 2

Fic. 5.4 — Solution numérique sans contrainte F1G. 5.5 — Solution numérique avec contrainte

(n=2)

Fi1G. 5.6 — Solution numérique sans contrainte F1G. 5.7 — Solution

(n=>5)

04

08

04

02

il ¥2 3 i o
0g 0e 0e 0g
06 06 06 06
04 04 04 04
02 02 02 02
0
? o2 ? 2 4 2 4
ul w2 i3 ud ]
2 2 2 2
1 1 1 1
0 0 0 0
-1 -1 -1 -1
2 o2 2 2 4 2 4

(n=2)
¥l 2 %3 i A
0a 05 05 0a 05
045 045 0.45 045 0.45
04 0.4 04 04 0.4
03 03 0.3 03 0.3
o2 4 0 2 . D2 4 0 2 4
ul u2 u3 ud 1]
2 2 2 2 2
1 1 1 1 1
0 0 0 0 0
-1 -1 -1 -1 -1
02 4 0 2 2 D2 4 0 2 4

(n=>5)

numérique avec contrainte
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k | C.P.U. temps | Nombre d’itérations
0.5 0.1872 2

1 0.1716 2

1.5 0.1872 2

2 0.1716 2
2.5 0.2340 2

Table 2 : Nombre d’itérations nécessaires a la convergence et temps de calcul en secondes
dans le cas avec contraintes (n=2).

Nous calculons également la solution numérique des systemes a grande dimension. Le Ta-
bleau 3 représente pour différentes valeurs de n le nombre d’itérations et le temps nécessaire

pour la convergence.

n | C.P.U. temps | Nombre d’itérations
10 3.8220 3
20 5.0388 3
50 10.9825 3
100 43.6179 4

Table 3 : Nombre d’itérations nécessaires a la convergence et temps de calcul en secondes
dans le cas avec contraintes.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé, sous certaines hypotheses, 'utilisation d'un al-
gorithme de relaxation pour la résolution d’un probleme de controle optimal non linéaire
dans le cas ou il y a une contrainte sur I’état et I’état final. Nous avons testé cette méthode
sur un probleme modele et il s’avere que la convergence est rapide et que les temps de

calculs sont petits.



Chapitre 6

Application de ’algorithme a I’étude
de la régulation d’un processus
thermique

6.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous appliquons la méthode numérique étudiée au chapitre 5 pour la
détermination de la commande d'un grand systeme thermique lorsque 1’état est soumis a
certaines contraintes et la valeur de ’état final est fixé. Le systeme est composé d'un four
vertical, dans la cheminée duquel est placé un barreau.

Ce systeme présente de grands couplages internes en raison de la convection naturelle
dans la cheminée et de la conduction thermique; I'objectif est de maintenir, malgré les
perturbations, une distribution prescrite de température sur un objet vertical placé dans la
cheminée, les observations étant réalisées en n points équidistants. Le modele du processus
thermique est décrit grace a une équation d’état linéaire avec un critere quadratique a mi-
nimiser. En présence de contraintes sur I’état, nous utiliserons la notion de sous-différentiel
permettant de prendre en compte, si nécessaire, la projection sur ’ensemble convexe des
contraintes. Par la suite nous reformulerons les conditions d’optimalité issues du principe de
Pontryagin, on aboutit a la résolution d’un systeme algébro-différentiel. En raison des pro-
priétés de la monotonie d'une part de sous-différentiel de la fonction indicatrice du convexe

et d’autre part, sous des hypotheses convenables satisfaites par les dérivées de dérivation

86
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de T'état et de I'état adjoint par rapport au temps, nous analysons la convergence de la
méthode itérative considérée.

Ce chapitre est organisé comme suit : Dans la section 2, nous définissons le probleme
dans les deux cas, avec et sans contraintes sur l’état. La section 3 est consacrée a la
description de la méthode de relaxation couplée a la méthode de tir. La convergence de la
méthode proposée est présentée a la section 4, tandis que la section 5 contient les résultats

des expériences numériques.

6.2 Régulation d’un processus thermique
6.2.1 Cas sans contraintes sur ’état

On considere un systeme physique composé d’un four vertical, dans la cheminée duquel
est placé un barreau (voir Figure 6.1); le but de I’étude est d’amener la température z
relevée en n points du barreau a une température zg4, en un temps fini 7', qui représentera
I'horizon de commande. Dans la suite, z(¢) € R™ représente la température de la cheminée
en n points. u(t) € R™ est le vecteur controle qui représente 'intensité des courants envoyés
dans chacun des n enroulements de chauffage. On aura donc a déterminer la commande
u, de telle sorte que, au bout du temps 7', la température z du barreau soit uniformément
égal & z4, compte-tenu d’un critere a minimiser qui sera précisé ultérieurement.

Soit y = (21,@1,. -+, 25, Tiy - -, Zn, Tp) le vecteur d’état du systéme; alors le modele
mathématique est obtenu par linéarisation de 1’équation de la chaleur autour d’un point

de fonctionnement est représenté sous la forme suivante :
y(t) = Ay(t) + Bu(t), t € [0,T7,
y(0) =y, y(T) = yy, (6.1)
u(t) € U,

ot y(0) = yo est I'état initial donné, y(T) = y; est I'état final. U est 'ensemble des

commandes admissibles, qui est un ensemble ouvert. A € R?**?" et B € R?>"*™ sont deux

matrices constantes données. L’observation du systeme est constituée par une partie du
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vecteur y a savoir le vecteur z; on pose
z2=Cuy, (6.2)

ot C' € R™?" est la matrice d’observation. Le probléme est complété par la minimisation

de la fonction objective J(u) :

T
1
I =5 [l = sl + -l = e, ©3)
0

ol ug est la commande conduisant asymptotiquement a la température prescrite z; donnée
par
—(cA'B)!

Les deux coefficients « et § indiquent le dosage entre les deux composantes de la fonction
cout, i.e., les valeurs a et ( sont choisies afin de fournir respectivement plus de poids a la
précision et a ’énergie dépensée.

On cherche une commande admissible qui transfere le systeme d’un état initial yo vers
un état final y; fixé et minimisant la fonction colt donnée en (6.3). L’Hamiltonien du
systeme (6.1) — (6.3) est donnée par :

1
sliome

«

H<y b, u, t) |2 ||Z Zd”; “ ||2 ||u ud”%] +pt[A Y+ B U’]?

1 zal
ou p est le vecteur d’état adjoint. Cherchons maintenant la commande 4 qui minimise

I’Hamiltonien, tel que

>

H(y,p,a) < H(§,p,u); Yu € U, Vt € [0,T).

Dans le cas sans contraintes sur 1’état, les équations d’optimalité s’écrivent comme

suite :
¥ =% = Ay + Bu; y(0) = yo, y(T) = yy, ¥t € [0, 7],
_% = %_1; = Alp + C'Cy — CTz4, p(0) & déterminer, (6.4)
%’5 = 0= B'p+ k(u — ug),
ol
_ l=al®* 8
F = ual? o
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T
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W Ry e

5
N
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N
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i i e

Vermiculite

v

0
N
0,

X
N

P

Barreau

e
SO
Ak

AX

Elements chauffants et
ciment réfractaire

Plague d'amiante

F1G. 6.1 — Représentation du four
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6.2.2 Cas avec contraintes sur 1’état

Dans le cas ou ’état est soumis a certaines contraintes notées respectivement par y™"

mar - soit Y,q un ensemble convexe des trajectoires admissibles. Par la suite, nous re-

et y
formulerons les conditions nécessaires d’optimalité ; pour cela on va donc utiliser la notion
de sous-différentiel pour obtenir des conditions d’optimalité. Considérons le probleme sous
contraintes suivant :

y(t) = Ay(t) + Bu(t), t € [0,T], y(t) € Yaa, .
6.5
y(O) = Yo, y(T> = yf7

olt I'ensemble convexe fermé Y,y est définie par Vg = {y € R"/y™" < y; < y"®® ¢ =
1,...,2n}; notons OVy,, le sous différentiel de la fonction indicatrice Wy, , définie au
chapitre 5 et admet le graphe représenté par la Figure 5.1. Notons que le sous-différentiel
OVy , est monotone. Appliquons le Lemme 1.1 du chapitre 1 : on cherche @ qui minimise

I’Hamiltonien H ; ceci peut s’écrire sous la forme :
0 € 0H (u);

puisque H est un opérateur continue [53], nous obtenons la nouvelle formulation des condi-

tions nécessaires d’optimalité :
0e % +0Vy,, — Ay — BG; y(0) = yo, y(T') = yy, Vt €[0,T],

—fl—’t’ = %—I; = Alp+ C'Cy — CTzy, p(0) & determiner, (6.6)

91 — 0 = B'p+ k(i — uq).

6.3 Méthode de résolution numérique

Pour la résolution du probleme, avec et sans contraintes sur 1’état, nous effectuons le
couplage de la méthode de relaxation (voir [42], [51] et [67]) avec la méthode de tir [78],
cette derniere étant destinée a calculer p(0) nécessaire a la résolution du systeme algébro-
différentiel obtenus par application du principe de minimum de Pontryagin. Les étapes de

la méthode de résolution numérique sont résumées ci-dessous :
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6.3.1

Cas avec contrainte

1. Approximation de la commande initiale u° pour ¢ € [0, T], et de 1’état adjoint initial
p°(0),

2. 7« 0 (ou r permet de compter les itérations),

3. Tant que | u"™) — 4 |> ¢ (ol € définit le seuil de convergence) faire :

Détermination de 1’équation d’état 4", par intégration numérique de 1’équation
d’état avec projection sur le convexe Y, :

W— Ay+Bul”, 0<t<T,

et y(r) = Proj(y), (6.7)
y(0) = vo,

ou Proj(.) est 'opérateur de projection sur le convexe fermé Y,4, puis détermination

de Iétat adjoint p™ en résolvant :

— 2 = Atp) + CHCY™) — 2y),

(6.8)
p(r) (0)7
ot p™(0) est calculé par la méthode de tir,
Détermination de la commande u( b :
(r+1) ot )
u™ e (ug = 2 Bp"), (6.9)

Convergence | u™1 — y) |,

Détermination de la fonction de tir :

G(p) = y"(T) — yy,

Résolution de I’équation de tir par la méthode de Newton et détermination de la

nouvelle valeur de p(0) :
pU T (0) «— p™(0) + correction,

r«—r+1.

Fin de tant que.
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6.3.2 Cas sans contrainte

La démarche est analogue sauf que I’étape (6.7) est remplacée par
W — Ay 4 Bu, 0<t<T,
y(0) = yo.

6.4 Convergence de la méthode

Ecrivons les équations d’optimalité sous forme matricielle :

T A 0 -B Y 0
—Z—f +]1 -Q A 0 p|> —C'2q |, y(0) =y,
0 0 B kI u kuq

ouA=—A, Q= C'C et I est la matrice identité. La valeur du parametre k > 0 permet de
réaliser le dosage entre la précision du calcul et la minimisation de 1’énergie dépensée, pour
réaliser la commande optimale. Le probleme s’écrit donc comme la somme d’un systeme

linéaire perturbé par une application diagonale. Notons © la matrice suivante :

A 0 -B
o=\ -Q A 0
0 Bt kI

Remarque 6.1. Dans 'étude présentée, la principale hypothese considérée, est que la
matrice A est 'opposé d’une M-matrice. Ainsi, les parties réelles des valeurs propres de A

sont négatives et par conséquent toute solution du probleme est Lyapunov stable.

Proposition 6.1. Si les conditions suivantes sont vérifiées :
— A est une M-matrice
- k>ky>0
- p*(0) = p*(T) > 0,
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alors l’algorithme permettant de calculer numériquement la loi de commande optimale,
par la méthode de relaxation couplée a la méthode de tir, converge quelque soit la donnée

initiale uP.

Preuve. La preuve est analogue a celle de la proposition 5.1.

6.5 Les expériences numériques

Les expérimentations numériques ont été effectuées pour la régulation de deux grands
processus thermiques qui sont les fours a 3 et 12 zones de chauffage. La matrice A est
déterminée par linéarisation et identification de 1’équation de la chaleur autour d’un point
de fonctionnement. La forme de la matrice B tient compte du fait que seul le controle
est a l'intérieur de la cheminée. Par conséquent, la ligne correspondant a un indice impair
est égal a zéro. La matrice C' est définie de telle sorte que 'on peut extraire uniquement
les composantes de la température du barreau. Les conditions initiales de 1’état considéré
correspondent aux conditions initiales réels du probleme physique. Cependant, afin de satis-
faire dans la suite les hypotheses permettant a la convergence de la méthode de relaxation
couplée a la méthode de tir, il est nécessaire de considérer des conditions initiales sur 1’état
égal a zéro. Puisque, ’équation d’état est linéaire, nous pouvons satisfaire facilement cette
hypothese par un simple changement de variables.

La mise en ceuvre de I'algorithme est obtenue en utilisant Matlab en conformité avec
le code structurée donnée dans la section 3.

Dans la suite, notons que la compatibilité des conditions initiales peut étre vérifiée en
tenant compte des résultats des calculs et plus particulierement par la vérification de la
valeur de I’état final est conforme a la valeur désirée. Ceci est bien vérifiée pour toutes les

expériences présentées dans cette section.

6.5.1 Le four a trois zones de chauffage

L’exemple étudié concerne la loi de commande optimale d’un four vertical avec trois

zones de chauffage qui a six variables d’état et trois variables de controle ; dans notre cas
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n = 6 et m = 3. Les constantes de temps sont en minutes et les controles sont en calories

par minute.
T est égal 210, zg = ( 30°¢ 30°¢ 30°¢ ), et ug = ( 164.55 245.30 419.69 ).

Les valeurs numériques des matrices A, B et C', sont données ci-dessous :

—0.030 0.013 0.0077 0.0071 0.00017 0.00065
0.0017 —0.012 0.00009 0.00033 0.00008 0.00029

A | 00075 0 ~0.040 0.016  0.0077 0.00073
- 0 0.0030 0.0019 —0.014 0.00009 0.0033 |’
0 0 0.0075 0 ~0.029 0.012
0 0 0 0.0030 0.0014 —0.013
0 0 0
0'0%125 8 8 100000
b= 0 0.00125 0 , 0= 88(1)8(1)8
0 0 0
0 0 0.00125

Cas sans contraintes

Les performances de la procédure numérique sont résumées dans le Tableau 1 et représentés

sur les Figures 6.2 et 6.3.

B/ k C.P.U. temps Nombre d’itérations
1/10 0.0010 8.2837 17
1/4  0.0026 9.4537 18
1/2  0.0051 9.3601 18
1/1 0.0103 9.4069 19
2/1  0.0205 9.7501 20
4/1 0.0410 10.2025 21
10/1 0.1025 10.3897 22

: itérati ¢ ] 3 Y .P.
Tableau 1 : Nombre d’itérations nécessaires a la convergence et temps C.P.U de calcul en
secondes dans le cas sans contraintes.
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Cas avec contraintes

Les contraintes pour les composantes paires sont définies comme suit :

[y =0, for i € {2,4,6},
Yyt = 130,
Yyt = 250,

[ Y = 260,

Les résultats des expériences sont résumées dans le Tableau 2 et représentés sur les Figures

6.4 et 6.5. Pour ce qui concerne les résultats obtenus dans le cas du four avec 3 zones du

B/ k C.P.U. temps Nombre d’itérations
1/10 0.0010 9.1729 17
1/4 0.0026 9.2041 18
1/2  0.0051 9.7345 18
1/1  0.0103 9.9685 19
2/1 0.0205 10.077 20
4/1 0.0410 10.8733 21
10/1 0.1025 11.2789 22

Table 2 : Nombre d’itérations nécessaires a la convergence et temps C.P.U de calcul en
secondes dans le cas avec contraintes.

chauffage, nous pouvons observer sur les Figure 6.4 et 6.5 une situation ou les contraintes

sont saturées.

6.5.2 Le four a douze zones de chauffage

L’exemple étudié concerne la loi de commande optimale d'un four vertical avec douze
zones de chauffage comportant 24 variables d’état et 12 variables de controle ; dans notre
cas n = 24 et m = 12. Les constantes de temps sont en minutes et les controles sont en
calories par minute.

Les expériences numériques ont été réalisées dans le cas ou les composantes du vecteur

zq est égal a 30°C', T' = 5mn et

ug = (1075.7 826.3 840.9 842.7 845.7 850.7 858.8 872.2 894.3 930.7 959.7 1484.1).
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La matrice d’état A a la forme suivante :

Dy S+60 €S e2S ) .. €rs . ) ) €08
0 D S+60 €S ) e ) ) 'S
0 0 D S+46 ) )
0 0 0 D S+46
A= ,

0 0 0 . ) ... . 8540 €S e2S

) S+0 €S
) . ) . ) oL 0 D S+4

0 0 0 . ) .. .0 0 0 D,

ou € = 0.67 et chacun des blocs Dy, D, Ds, S et 0 sont définis comme les matrices 2 x 2

suivantes :

D — —0.38  0.196 D_ —-0.39  0.196
' 10.0068 —0.0629 )7 T\ 0.0068 —0.0682 )

b, _ (044 0196 g _ (00057 0.012
2=\ 0.0068 —0.0559 /7~ = \ 0.0003 0.0009 )

) — 0.0651 0 S4f— 0.0708 0.012
n 0 0.0030 /"’ ~\ 0.0003 0.0039 /-

Les éléments des matrices B et C ont les valeurs suivantes :

b — 0.00195, si ¢ est pair et j =i/2,
Y00, sinon.
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o — 1, pour1<i<12et j=21—1,
Y1 0, sinon.

Cas sans contraites

Les résultats des expériences sont résumées dans le Tableau 3 et représentés sur les

Figures 6.6 et 6.7.

B k C.P.U. temps Nombre d’itérations
1/10 9.8325 x107° 17.1445 10
1/4  2.4581 x10~* 17.0509 10
1/2  4.9162x1074 19.6405 11
/1 9.8325x1074 19.4533 12
2/1 0.0020 19.8901 12
4/1 0.0039 21.7933 13
10/1 0.0098 23.3377 14

Tableau 3 : Nombre d’itérations nécessaires a la convergence et temps C.P.U de calcul en
secondes dans le cas sans contraintes.

Cas avec contraintes

Les contraintes pour les composantes paires sont définies comme suit :
Yy =0, pour i€ {2,4,...,24},

Yo = 40,

yrer =35 pour i =20 et [ €{2,...,9},

y;"** =40, pour ¢ =20 et =22,

L Yo"t = 60,

Les résultats des expériences sont résumées dans le Tableau 4 et représentés sur les Figures

6.8 et 6.9.
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B/ k C.P.U. temps Nombre itérations
1/10 9.8325 x107° 17.3473 10
1/4  2.4581 x10~* 17.0977 10
1/2  4.9162x107* 18.1117 11
/1 9.8325x1074 19.5781 12
2/1 0.0020 20.4205 12
4/1 0.0039 21.1381 13
10/1 0.0098 21.3877 14

Tableau 4 : Nombre d’itérations nécessaires a la convergence et temps C.P.U de calcul en
secondes dans le cas avec contraintes.

Commentaires des résultats numériques

D’apres les résultats obtenus dans les deux cas, on remarque que, les conditions relatives
a la valeur de I'état final y(T') = y; ainsi que I'état y™" < y < y™* sont satisfaites.

La comparaison entre les cas avec et sans contraintes sur 1’état, montre que dans le
premier cas, les valeurs de la température de la cheminée sont saturées, comme dans le
deuxieme cas, la température de la cheminée est élevée. Néanmoins, dans les deux cas,
I’algorithme fonctionne efficacement puisque la valeur fixée de 1’état est atteinte. Pour la
régulation du premier (respectivement seconde) four, il faut résoudre 12 (respectivement
48) équations différentielles ordinaires et 3 (respectivement 12) équations algébriques. Dans
les Tableaux 1 et 2 (respectivement 3 et 4) on montre que 17 & 22 (respectivement 10 & 14
) itérations sont nécessaires pour la convergence. Ainsi, pour le grand processus thermique
considéré quelques itérations sont nécessaires pour la convergence et de plus, le temps de
calcul est petit dans les deux cas.

Dans le travail précédent [50], il a été considéré les mémes problémes avec un modele
similaire, mais lorsque 1’état n’est pas soumis a des contraintes et quand la valeur de 'état
final est libre. Dans ce cas 'utilisation de la méthode de tir n’est pas nécessaire. Dans ces
expériences, 1'utilisation de la méthode de relaxation avec la méthode de descente et la
méthode de gradient conjugué ont été comparées. Il apparait que, le temps de calcul est
plus important lorsque la méthode de descente et la méthode de gradient conjugué sont

utilisées.
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Par conséquent, dans notre cas, lorsque 1’état est soumis a des contraintes et la valeur de
I’état final est fixé, 'algorithme proposé est également bien adapté au controle du processus
thermique.

Enfin, lorsque on compare les résultats obtenus par les deux simulations concernant
les deux modeles mathématiques qui décrivent 1’évolution du processus thermique, nous
notons que les résultats obtenus avec le four a douze zones de chauffage sont plus réalistes.
En effet, la division en douze zones est plus pertinente comparée a la division en trois

zones.

6.6 Conclusion

Le but de ce chapitre concerne la régulation optimale d'un grand processus thermique,
le four a 3 et 12 zones de chauffage. Nous avons utilisé la méthode de relaxation associée a
la méthode de tir pour résoudre ce probleme de controle optimal lorsque la variable d’état
est soumis a certaines contraintes. La convergence de la procédure est assurée. La vitesse

de convergence est élevée et le temps de calcul est rapide.
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Fi1G. 6.3 — L’état et le controle pour =1 et a = 10
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Conclusion

Cette étude est consacrée a la résolution d’un probleme de controle optimal non linéaire
lorsque 1’état est soumis a certaines contraintes et la valeur de 1’état final est fixé. Pour sa
résolution, on a utilisé la méthode de relaxation couplée a la méthode de tir; on a considéré
le cas avec et sans contrainte sur 1’état. Nous avons testé cette méthode sur des problemes
numériques et il s’avere que la convergence est rapide et que les temps de calculs sont
petits.

Ensuite on a appliqué la méthode proposée pour la régulation de deux fours verticaux
décomposées respectivement en trois et douze zones de chauffage.

Ce domaine de recherche offre de nombreuses perspectives qu’elles soient théoriques ou
pratiques :

— En théorie, il est intéressant d’appliquer cet algorithme a des problemes de controle

optimal non linéaire, stochastique, feedback, multicritere, etc.

— En pratique, différents problemes que ce soit en économie, en agriculture, en automa-

tique, en aéronautique, etc.., peuvent étre modélisés par des problemes de controle

optimal et résolus par la méthode proposée.
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