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Résumé

Lors de la modélisation ou la formulation mathématique d'une expérience ou d'un problème d'op-
timisation ou de décision qui se ramène à un programme mathématique, on a tendance à supposer
que les données sont déterministes. Cette hypothèse est peu réaliste compte tenu du fait que ces
dernières peuvent être imprécises avec une imprécision de nature �oue, ou aléatoire de par la na-
ture de leurs variabilités et des expériences précédentes. C'est ce qui a motivé l'introduction de la
programmation �oue et la programmation stochastique. Beaucoup de travaux ont été réalisés en
programmation �oue et en programmation stochastique .
Dans pas mal de situations le �ou et l'aléa peuvent se trouver combinés dans un programme ma-
thématique, ce qui a donné naissance à la programmation �oue stochastique.
Les variables aléatoires �oues donnent un meilleur formalisme pour cette combinaison. Elles ont
été introduites en premier lieu par Kwakernaak. Par la suite d'autres auteurs, tels que Kruse et
Meyer, Puri et Ralescu et récemment I. Couso et D. Dubois ont donné d'autres interprétations de
ce concept. Shapiro a introduit les variables aléatoires �oues normales.
Ces dernières années, des travaux ont été réalisés dans la prise en compte simultanée du �ou et de
l'aléa dans un contexte d'optimisation . Il en existe dans la littérature, ceux traitant des cas des
programmes mathématiques en présence de variables aléatoires �oues dans les objectifs et/ou dans
les contraintes.
Ce travail s'évetue à prolonger les travaux dans ce domaine et à proposer des méthodes de résolution
d'un programme linéaire multiobjectifs en présence de variables aléatoires �oues.
Après avoir donné les dé�nitions des di�érents types de variables aléatoires �oues, un état de l'art
de la programmation linéaire �oue stochastique est donné, suivi de notre contribution qui consiste,
en premier lieu, à généraliser conjointement, aux variables aléatoires �oues, les deux variantes du
chance constrained programming, l'une avec des coe�cients �ous due à Dubois , l'autre avec des
coe�cients aléatoires due à Charnes et Cooper , pour avoir :chance constrained programming with
fuzzy stochastic coe�cients .
Cette dernière, avec ses trois versions : (i) en combinant probabilité et possibilité, ou probabilité et
necessité (version 1) ; (ii) en combinant probabilité et indices scalaires de comparaison de quantités
�oues (version 2) ; et (iii) en combinant chance-constrained programming et comparaisons d'inter-
valles aléatoires (intervalle �ou peut être vu comme un intervalle aléatoire) (version 3), a pour but
de transformer les contraintes en présence de variables aléatoires �oues en des contraintes détermi-
nistes équivalentes.
Ensuite nous considérons des programmes linéaires multiobjectifs �ous stochastiques en présence de
variables aléatoires �oues discrètes, normales au sens de Shapiro, discrètes de type L-R ou normales
de type L-R, nous distinguons quatre cas, selon que les coe�cients des objectifs sont déterministes,
�ous, aléatoires ou �ous aléatoires. Pour la résolution, nous pouvons appliquer pour tous les cas,
chance constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients . Ou combiner selon le cas consi-
déré, les techniques de la programmation multiobjectifs déterministe, �oue ou stochastique entre
elles ou avec chance constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients ou l'approche semi-
in�nie.
Pour illustrer la pertinence de nos idées, nous avons traité des exemples numériques.
Ce travail se termine par une conclusion où nous répertorions les principaux résultats obtenus et
nous indiquons quelques axes pour de futurs travaux.
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INTRODUCTION

Lors de la modélisation ou la formulation mathématique d'une expérience ou d'un problème d'op-
timisation ou de décision qui se ramène à un programme mathématique, on a tendance à supposer
que les données sont déterministes. Cette hypothèse est peu réaliste compte tenu du fait que ces
dernières peuvent être imprécises avec une imprécision de nature �oue, ou aléatoire de par la na-
ture de leurs variabilités et des expériences précédentes. C'est ce qui a motivé l'introduction de la
programmation �oue et la programmation stochastique. Beaucoup de travaux ont été réalisés en
programmation �oue ([17], [36], [37], [38], [41]) et en programmation stochastique ( [22], [21], [25],
[28]) .
Dans pas mal de situations le �ou et l'aléa peuvent se trouver combinés dans un programme ma-
thématique, ce qui a donné naissance à la programmation �oue stochastique.
Les variables aléatoires �oues donnent un meilleur formalisme pour cette combinaison. Elles ont
été introduites en premier lieu par Kwakernaak [27]. Par la suite d'autres auteurs, tels que Kruse
et Meyer [26], Puri et Ralescu [35] et récemment I. Couso et D. Dubois [19] ont donné d'autres
interprétations de ce concept. Shapiro [39] a introduit les variables aléatoires �oues normales.
Ces dernières années, des travaux ont été réalisés dans la prise en compte simultanée du �ou et de
l'aléa dans un contexte d'optimisation ([6], [45],[46], [47],[43], [33], [29], [24]). Il en existe dans la
littérature, ceux traitant des cas des programmes mathématiques en présence de variables aléatoires
�oues dans les objectifs ([29], [23],[46], [47],[43]) et dans les contraintes ([46], [47],[43], [1],[2],[32]).
Les premiers ont été réalisés par Qiao et Wang [43] qui ont considéré un programme linéaire mul-
tiobjectifs dont les coe�cients des objectifs et des contraintes sont des variables aléatoires �oues.
Ils ont réduit le problème à un programme stochastique standard en considérant les α-coupes des
coe�cients �ous et en dé�nissant deux ensembles de contraintes, en utilisant les bornes supérieures
des coupes pour l'un et les bornes inférieures pour l'autre. Dans [1] et [32] une approche semi-in�nie
a été proposée dans le but de transformer les contraintes �oues stochastiques, d'un programme
linéaire dont l'objectif est déterministe, en des contraintes stochastiques et utiliser les méthodes
chance-constrained programming [8] ou two-stage programming [11] pour la résolution du pro-
gramme résultant. Dans [3], E.E. Ammar a récemment étudié un programme linéaire multiobjectifs
dont les coe�cients des objectifs et des contraintes sont des variables aléatoires �oues.
Ce travail s'évertue à prolonger les travaux dans ce domaine et à proposer des méthodes de résolu-
tion d'un programme linéaire multiobjectifs en présence de variables aléatoires �oues.
Pour ce faire des aperçus volontairement limités à l'essentiel de la programmation linéaire uni et
multiobjectifs �ou et stochastique sont donnés aux chapitres 1 et 2.
Au chapitre 3, après avoir donné les dé�nitions des di�érents types de variables aléatoires �oues, un
état de l'art de la programmation linéaire �oue stochastique est donné, suivi de notre contribution
qui consiste, en premier lieu, à généraliser conjointement, aux variables aléatoires �oues, les deux
variantes du chance constrained programming, l'une avec des coe�cients �ous due à Dubois [15],
l'autre avec des coe�cients aléatoires due à Charnes et Cooper [8], pour avoir :chance constrained
programming with fuzzy stochastic coe�cients [2].
Cette dernière, avec ses trois versions : (i) en combinant probabilité et possibilité, ou probabilité et
necessité (version 1) ; (ii) en combinant probabilité et indices scalaires de comparaison de quantités
�oues (version 2) ; et (iii) en combinant chance-constrained programming et comparaisons d'inter-
valles aléatoires (intervalle �ou peut être vu comme un intervalle aléatoire) (version 3), a pour but
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de transformer les contraintes en présence de variables aléatoires �oues en des contraintes détermi-
nistes équivalentes.
Dans le cas où les coe�cients des contraintes sont purement �ous ou purement aléatoires, chance
constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients [2] se réduit à chance constrained pro-
gramming with fuzzy coe�cients [15] ou chance constrained programming with stochastic coe�cients
[8].
Au Chapitre 4, nous avons repris les méthodes proposées par Katagiri et col [23] et Li et col [29]
pour la résolution d'un programme linéaire multiobjectifs en présence de variables aléatoires �oues
normales de type L-R dont les écarts à gauche et à droite sont aléatoires pour les premiers [23] et
constantes pour les seconds [29].
Ensuite nous considérons des programmes linéaires multiobjectifs �ous stochastiques en présence de
variables aléatoires �oues discrètes, normales au sens de Shapiro, discrètes de type L-R ou normales
de type L-R, nous distinguons quatre cas, selon que les coe�cients des objectifs sont déterministes,
�ous, aléatoires ou �ous aléatoires. Pour la résolution, nous pouvons appliquer pour tous les cas,
chance constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients [2]. Ou combiner selon le cas
considéré, les techniques de la programmation multiobjectifs déterministe, �oue ou stochastique
entre elles ou avec chance constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients [2] ou l'ap-
proche semi-in�nie.
Pour illustrer la pertinence de nos idées, nous avons traité des exemples numériques.
Ce travail se termine par une conclusion où nous répertorions les principaux résultats obtenus et
nous indiquons quelques axes pour de futurs travaux.
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Chapitre 1

Programmation linéaire multiobjectifs

�oue

En programmation linéaire uniobjectif ou multiobjectifs, on peut se trouver face à des situations où
les données sont mal connues, imprécises avec une imprécision de nature graduelle, et des cas où les
contraintes et/ou l'objectif ne sont pas des impératifs stricts, ils peuvent être relachés. Ceci a donné
naissance à la programmation linéaire unie ou multiobjectifs �oue.

1.1 Programmation linéaire �oue

On distingue deux cas :

1. le cas où les inégalités ( ou égalités) sont relaxées.

2. le cas où les données imprécises sont représentées par des ensembles �ous

Dans la littérature, le terme programmation �exible est utilisé pour désigner le premier cas et les
termes de programmation robuste ou programmation possibiliste pour le second cas, selon que les
contraintes sont repectivement sous formes inclusives ou sous forme d'inégalités.

1.1.1 Programmation �exible

Décision dans un environnement �ou

On considère un problème dont l'objectif et les m contraintes sont vaguement dé�nis, représentés
par des ensembles �ous d'un même référentiel X dont les fonctions d'appartenace respectives sont µ0
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et µi, i = 1, 2, ...m. La décision qui doit satisfaire l'objectif et les m contraintes est donc représentée
par un ensemble �ou, intersection de ces derniers et dont la fonction d'appartenance est µD telle
que µD(x) = min(µi(x)/i = 0, 1, 2, ...,m).
La meilleure décision est déterminée par la résolution du problème suivant : max(µD(x)/x ∈ X) =
max {min(µi(x)/i = 0, 1, 2, ...,m)/x ∈ X} .

Exemple 1 On veut réaliser l'objectif suivant : " x doit être plus grand que 5" sous la contrainte
"x doit être proche de 10".
La contrainte et l'objectif sont donc des ensembles �ous dont leurs fonctions d'apprtenance respec-
tives sont :

µc(x) = (1 + (x− 10)2)−1 et

µo(x) =


1− (1 + (0.2(x− 5))2)−1 si x > 5

0 sinon


La décision est donc représentée par le sous ensemble �ou dont la fonction d'appartenace µD est
dé�nie par µD(x) = min(µ0(x),µC(x)).
La meilleure décision est déterminée par la résolution du problème suivant : max(µD(x)/x ∈ R) =
max {min(µ0(x), µC(x))/x ∈ R} .

Résolution d'un problème maxmin

Considérons le problème max-min suivant :

(P )
{

max {min(µi(x)/i = 0, 1, 2, ...,m)/x ∈ X}
}

Pour sa résolution, on introduit la variable auxilliaire λ = min(µi(x)/i = 0, 1, 2, ...,m), alors le
programme (P ) peut s'écrire sous la forme suivante :

(P )′



maxλ

λ ≤ µi(x), i = 0, 1, 2, ...,m

0 ≤ λ ≤ 1
x ≥ 0


ensuite on pourra utiliser les résultats suivants :
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Lemme 1 [31]
si (λ, x) est optimal pour le programme suivant :

(P )′



maxλ

λ ≤ µi(x), i = 0, 1, 2, ...,m

0 ≤ λ ≤ 1
x ≥ 0


alors λ = min(µi(x), i = 0, 1, 2, ...,m).

Théorème 1 [31]
x est solution optimale pour le programme (P )′ si et seulement si (λ, x),
avec λ = min(µi(x), i = 0, 1, 2, ...,m), est solution optimale pour le programme suivant :

(P )′′



maxλ

λ ≤ µi(x), i = 0, 1, 2, ...,m

0 ≤ λ ≤ 1
x ≥ 0


Résolution d'un programme linéaire �exible

Considérons le programme linéaire �exible suivant :

(Pfl)


m̃ax cx

Aix θ̃ bi, i = 1, 2, ...,m

x ≥ 0


où θ̃ ∈

{
≤̃, =̃, ≥̃

}
et ≤̃, =̃, ≥̃ sont les versions �exibles de ≤, =, ≥ respectivement.

La notation˜désigne le fait que l'objectif et les contraintes ne sont pas des impératifs stricts.
Selon Zimermann [51] Le programme (Pfl) peut s'interpreter comme suit :

(Pfl)
′


cx≤̃z

Aix θ̃ bi, i = 1, 2, ...,m

x ≥ 0


7



l'objectif �ou et Les contraintes �oues peuvent être représentés par les ensembles �ous respectifs U0

et Ui, i = 1, 2, ...,m dont les fonctions d'appartenance sont respectivement µ0 et µi, i = 1, 2, ...,m.
où µi, i = 1, 2, ...,m est dé�nie selon que θ̃ est ≤̃, =̃ ou ≥̃ comme suit :

� θ̃ est ≤̃

µi(x) = µi(Aix) =


1 Aix ≤ bi, i = 1, 2, ...,m est satisfaite

∈ (0, 1) si les contraintes sont faiblement violées

0 siAix > bi + di, i = 1, 2, ...,m


� θ̃ est =̃

µi(x) = µi(Aix) =


1 Aix = bi, i = 1, 2, ...,m est satisfaite

∈ (0, 1) si les contraintes sont faiblement violées

0 siAix < bi − di etAix > bi + di, i = 1, 2, ...,m


� θ̃ est ≥̃

µi(x) = µi(Aix) =


1 Aix ≥ bi, i = 1, 2, ...,m est satisfaite

∈ (0, 1) si les contraintes sont faiblement violées

0 siAix < bi − di, i = 1, 2, ...,m


Pour résoudre le programme (Pfl) on applique le concept de décision de Bellman et Zadeh au
programme (Pfl)

′ ce qui revient à résoudre le programme max-min suivant :

(P )′


max(min(µi(x)/i = 0, 1, 2, ...,m))

x ≥ 0


1.1.2 Programmation linéaire en présence des données �oues

En programmation linéaire, dont les contraintes sont sous forme inclusive ou sous formes d'inégalités,
on peut se trouver face à des situations où une ou plusieurs données est ou sont des intervalles �ous
comme suit :
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1.1.2.1 Contraintes sous forme d'inclusion (programmation robuste)

Programmation linéaire inexacte (Solster [31])

Un programme linéaire inexact est un programme de la forme :

(PSo)


max cx

x1K1 + x2K2 + ...+ xnKn ⊂ K

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n


où (Kj)j=2,...,n est K sont des ensembles convexes de Rn, ⊂ est l'inclusion entre ensembles et +
représente l'addition ensembliste, elle est dé�nie comme suit :
soient A et B deux ensembles vulgaires, alors A+B = {a+ b, a ∈ Aet b ∈ B} .

Remarque 1 Il est clair qu'un programme linéaire est un cas particulier du programme (PSo) où
Kj = aj , j = 2, ..., n et K = b où aj et b sont des nombres réels.

Proposition 1 P = {x ∈ Rn 1K1 + x2K2 + ...+ xnKn ⊂ K, xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n} est un sous en-
semble convexe de Rn.
Si de plus :

1. K = {y ∈ Rn : y ≤ b} alors P = P ′ =
{
x ∈ Rn/Ax ≤ b

}
où A = (aij) et aij = sup {aj/aj ∈ Kj} avec aij la ième composante de aj.

2. K = {y ∈ Rn : y ≥ b} alors P = P ′′ = {x ∈ Rn/Ax ≤ b}
où A = (aij) et aij = inf {aj/aj ∈ Kj} avec aij la ième composante de aj.

Programmation robuste

Un programme robuste est un programme de la forme :

(PR)


max cx

x1 � Ã1 ⊕ x2 � Ã2 ⊕ ...⊕ xn � Ãn[⊂]̃b

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n


où (Ãj), j = 1, 2, ..., n sont des sous ensembles �ous de R et ” ⊕ ” addition des ensembles �ous et
”[⊂]” inclusion entre ensembles �ous
On représente l'ensemble des contraintes de ((PR)par :

E=
{
x ∈ Rn/x1 � Ã1 ⊕ x2 � Ã2 ⊕ ...⊕ xn � Ãn[⊂]̃b/x ≥ 0

}
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Théorème 2 x0 ∈ E est optimal pour (PR) si et seulement si x0 ∈ E est optimal pour le programme
suivant :

(PR)′


max cx

x1Ã
α
1 + x2Ã

α
2 + ...+ xnÃ

α
n ⊂ b̃α ∀α ∈]0, 1]

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n


(PR)′ est un programme semi-in�ni, c'est à dire un programme avec une in�nité de contraintes.

En supposant que les images des fonctions d'appartenance des sous ensembles �ous sont discrètes
et �nies, on obtient un programme linéaire avec un nombre �ni de contraintes comme suit :

Proposition 2 Si ImµÃj = {α1, α2, ..., αp, } avec 0 = α1 < α2 < ... < αp < 1
Alors :
x ∈ E =

{
x ∈ Rn/x1 � Ã1 ⊕ x2 � Ã2 ⊕ ...⊕ xn � Ãn[⊂]̃b/x ≥ 0

}
si et seulement si

x ∈ E′ =

 x1Ã
αk
1 + x2Ã

αk
2 + ...+ xnÃ

αk
n ⊂ b̃αk k = 1, 2, ..., p

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n


� si les composantes ãij de Ã et b̃i de b̃ sont des nombres �ous dont les ensembles de niveau respectifs
sont des intervalles compacts.

Alors le programme (PR)′ s'écrit sous la forme suivante :

(PR)′′


max cx

[aαki1 , a
αk
i1 ]x1 + [aαki2 , a

αk
i2 ]x2 + ...+ [aαkin , a

αk
in ]xn ⊂ [bαki , b

αk
i ], i = 1, 2, ...,m, k = 1, 2, ..., p

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.


ou sous la forme équivalente suivante :

(PR)′′′


aαki1 x1 + aαki2 x2 + ...+ aαkin xn ≥ b

αk
i , i = 1, 2, ...,m, k = 1, 2, ..., p

aαki1 x1 + aαki2 x2 + ...+ aαkin xn ≤ b
αk
i ], i = 1, 2, ...,m, k = 1, 2, ..., p

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.


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1.1.2.2 Contraintes sous forme d'inégalités (programmation possibiliste)

Considérons le progamme linéaire �ou suivant :

(Plp)


max cx

Ã� x≺ b̃

x ∈ D = {x ∈ Rn/x ≥ 0}


où les composantes ãij de la matrice Ã(m×n) et b̃i du vecteur b̃(n×1) sont des nombres �ous dont
les fonctions d'appartenance sont respectivement µãij et µb̃i .

(Plp) peut s'écrire sous la forme suivante :

(Plp)
′


max cx∑n

j=1 ãij � xj � b̃i, i = 1, ...m

xj ≥ 0, j = 1, ...n


Soient πãij et πb̃i les distributions de possibilités de ãij et b̃i respectivement.
(Par dé�nition πãij = µãij et πb̃i = µ

b̃i
[50]).

Pour la résoulution de (Plp)
′ les méthodes suivantes ont été proposées [32] :

1. la première consiste à remplacer les intervalles �ous ãij et b̃i par les valeurs les plus possibles
respectives aij et bi (i.e. aij et bi sont tels que µãij (aij) = supµãij (aij) et µ̃i(bi) = supµ

b̃i
(bi))

et résoudre le programme détérministe résultant :

(Pld)
′
1


max cx∑n

j=1 aijxj ≤ bi, i = 1, ...m

xj ≥ 0, j = 1, ...n


2. la deuxième consiste à remplacer ãij et b̃i par leurs supports respectifs supp ãij et supp b̃i et

résoudre le programme détérministe résultant :

(Pld)
′
2


max cx∑n

j=1 aijxj ≤ bi, i = 1, ...m (aij , bi) ∈ supp ãij × supp b̃i

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


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Remarque 2 (Pld)
′
1 et (Pld)

′
2 caricaturent le problème car :

1. Pour la première approche, il n'est tenu compte que des valeurs les plus possibles de ãij et b̃i.
Les autres ne sont pas prises en considération.

2. Pour la deuxième approche, tous les éléments de ãij et b̃i sont pris en considération mais sans
tenir compte de leurs degré de compatibilité.

L'approche suivante est plus réaliste dans la mesure où elle tient compte des éléments de ãij et b̃i
et de leur degré de compatibilité. Soient µ

Ã
et µ

b̃
les fonctions d'appartenance communes de Ã et

b̃ respectivement.
Considérons deux ensembles paramétrés T 1 et T 2 qui sont en correspondance univoque avec suppÃ
et suppb̃ respectivement comme suit :
à t1 ∈ suppÃ et t2 ∈ suppb̃ on associe par les bijections respectives A et b ce qui suit :

A : suppÃ −→ T 1

t1 ∈ suppÃ −→ A(t1) = (aij(t1))i,j

et
b : supp b̃ −→ T 2

t2 ∈ supp b̃ −→ b(t2) = (bi(t2))i

où :aij(t1) = t1ij et bi(t2) = t2i.
Posons T = T 1 × T 2 et pour (t1, t2) ∈ T = T 1 × T 2, µ(t) = min(µ

Ã
(A(t1), µ

b̃
(b(t2)), c'est le degré

de compatibilité de A(t1) et b(t2) avec les réstrictions dé�nies par µ
Ã
et µ

b̃
.

Soient (Tαi)i une subdivision de T dé�nie de la manière suivante :

(Tαi)i = {t = (t1, t2)/αi−1 < µ(t) ≤ αi} , i = 1, ..., l + 1

où {αi}i=0,...,l+1 sont des nombres réels tels que : 0 = α0 < α1 < ... < αl < αl+1 = 1
et les nombres réels {τi}i=1,...,l+1 tels que : 0 = τl+1 < τl < ... < τ2 < τ1 < 1 choisis pour pénaliser
t ∈ T tels que µ(t) est au bas niveau .

Considérons le problème mathématique suivant :

(Pd)1



max cx

A(t1)x− b(t2) ≤ τml+1 (t1, (t2) ∈ Tαl+1

A(t1)x− b(t2) ≤ τml (t1, (t2) ∈ Tαl

...
A(t1)x− b(t2) ≤ τm1 (t1, (t2) ∈ Tα1

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


où τmj est un m-vecteur dont les composantes sont égales à τj .
Si les fonctions d'appartenance µ

Ã
et µ

b̃
sont continues, (Pd)1 sera un programme semi-in�ni.
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Théorème 3 Le programme mathématique suivant :

(Pd)2



max cx

A
αl+1x− τml+1 ≤ b

αl+1

A
αlx− τml ≤ b

αl

...

A
α1x− τm1 ≤ bα1

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


où A

αk = sup {A(t1)/t1 ∈ Aαk−1} et bαk = inf {b(t2)/t2 ∈ bαk−1} ; k = 1, ..., n
est équivalent au programme (Pd)1.

1.2 Chance-constrained programming with fuzzy coe�cients

Dubois [15] a montré que la méthode "Chance-constrained programming" peut être appliquée aux
contraintes en présence d'intervalles �ous. Il propose de remplacer, dans "Chance-constrained pro-
gramming" due à Charnes et Cooper [8], probabilité par :

1. possibilité

2. nécessité

dé�nies dans [12] et en annexe A, section A.5.2.
Dans [15], compte tenu des relations existantes entre possibilité et nécessité à savoir que nécessité
d'un ensemble �ou est inférieure à sa possibilté, il a été déduit que les contraintes résultant du
deuxième cas sont plus fortes que celle résultant du premier, d'où la distinction entre les deux
comme suit :

1. Contraintes faibles :

(P cp )′


max cx

pos(
∑n

j=1 ãij � xj � b̃i) ≥ αi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


2. Contraintes fortes :
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(P cn)′


max cx

nec(
∑n

j=1 ãij � xj � b̃i) ≥ αi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


Néanmoins, pour les deux autres possibilité et nécessité notées pos3 et nec2, dé�nies dans [12]
et en annexe A, section A.5.2, les contraintes suivantes sont intermédiaires :

3. Contraintes intermédiaires :

� en utilisant pos3

(P cp3)′


max cx

pos3(
∑n

j=1 ãij � xj � b̃i) ≥ αi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


� en utilisant nec2

(P cn2
)′


max cx

nec2(
∑n

j=1 ãij � xj � b̃i) ≥ αi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


En vertu des propriétés de pos, nec, pos3 et nec2 qui consistent à transformer les inégalités entre
intervalles �ous en inégalités entre nombres réels [15], les contraintes ci-dessus énumérées peuvent
s'écrire sous formes linéaires déterministes comme suit :

1. Cas de contraintes faibles :

(P cp )′′


max cx∑n

j=1 a
αi
ij xj ≤ b

αi
i , i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


2. Cas de contraintes fortes :

(P cn)′′


max cx∑n

j=1 a
1−αi
ij xj ≤ b1−αii , i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


14



3. Cas de contraintes intérmediaires

� en utilisant pos3

(P cp3)′′


max cx∑n

j=1 a
1−αi
ij xj ≤ b

αi
i , i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


� en utilisant nec2

(P cn2
)′′


max cx∑n

j=1 a
αi
ij xj ≤ b

1−αi
i , i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n



1.3 Programmation linéaire multiobjectifs �oue

Considérons le programme linéaire multiobjectifs �ou suivant :

(P 1
M.O.F )


min(c̃1x, c̃2x, ..., c̃kx)∑n

j=1 ãij � xj � b̃i, i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


où c̃r = (c̃r1, c̃r2, ..., c̃rn) et les c̃rj , ãij et b̃i sont des intervalles �ous et µc̃rj , µãij et µb̃i leurs fonctions
d'appartenance respectives.
Pour résoudre ce type de problème Sakawa et Yano [37] ont proposé "`Interactive decision making
method" comme suit :
Ils ont dé�ni en premier lieu l'ensemble α−niveau Lα((ãij , b̃i, c̃rj) de ãij , b̃i et c̃rj comme suit :

Lα(ãij , b̃i, c̃rj) =
{

(aij , bi, crj)/µãij (aij) ≥ α, µb̃i(bi) ≥ α, µc̃rj (crj) ≥ α, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ r ≤ k
}
.

Ensuite pour α donné et aij , bi, crj ∈ Lα(ãij , b̃i, c̃rj), ils ont considéré le programme linéaire mul-
tiobjectifs déterministe suivant :

α−M.O.L.P



max(c1x, c2x, ..., ckx)∑n
j=1 aijxj ≤ bi, i = 1, 2, ...,m

(aij , bi, crj) ∈ Lα(ãij , b̃i, c̃rj)

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


qu'ils appellent α−multiobjectifs linéaire programme noté α−M.O.L.P et les paramètres aij , bi, crj
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sont considérés comme des variables de décision et non des constantes.
Dans [37], pour le programme α−M.O.L.P, l'ensemble des solutions admissibles a été représenté par

X(aij , bi) =
{∑n

j=1 aijxj ≤ bi/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n
}

et le concept de solution pareto-optimale a

été introduit comme suit :

Dé�nition 1 (solution α−pareto-optimale)[37]
x∗ ∈ X(a∗ij , b

∗
i ) est appelée solution α−pareto-optimale de α−M.O.L.P s'il n'existe pas

x ∈ X(aij , bi), aij , bi, crj ∈ Lα(ãij , b̃i, c̃rj) tel que crx ≤ c∗rx∗, r ∈ {1, ..., k} avec clx < c∗l x
∗ pour au

moins un l ∈ {1, ..., k} où (a∗ij , b
∗
i , c
∗
rj) sont appelés paramètres α−niveau optimaux.

Au lieu de considérer seulement l'objectif �ou à atteindre comme étant "`approximativement plus
petit qu'une certaine valeur"', Sakawa et Yano [37] ont voulu considérer le cas général c'est à dire
dans ce même programme, subdiviser l'ensemble des objectifs en 3 sous ensembles de telle sorte que
l' objectif �ou à atteindre pour chaque objectif, du premier sous ensemble est : "`approximativement
inférieur à une certaine valeur"', du deuxième est :"' approximativement supérieur à une certaine
valeur"' et du troisième est : "'`approximativement égal à une certaine valeur"'. Et I1, I2 et I3 (avec
I1∪ I2∪ I3 = {1, 2, ..., k} et Ii∩ Ij = �, i 6= j et i, j = 1, 2, 3.) représentent les ensembles des indices
des objectifs de ces trois sous ensembles respectifs. Ce qui conduit à transformer le α−M.O.L.P en
un programme Gα−M.O.L.P plus général suivant :

Gα−M.O.L.P



min crx (r ∈ I1)

max crx (r ∈ I2)

equal crx (r ∈ I3)

x ∈ X(aij , bi)

(aij , bi, crj) ∈ Lα(ãij , b̃i, c̃rj)


avec I1 ∪ I2 ∪ I3 = {1, 2, ..., k} et Ii ∩ Ij = �, i 6= j et i, j = 1, 2, 3.

Vu La dé�nition 1 de la solution α−pareto-optimale, il est évident qu'il existe une in�nité de
solutions α−pareto-optimales. Le choix de l'une d'elles par le décideur ne peut qu'être basé sur un
jugement subjectif. Pour cela il est naturel que ce dernier propose pour chaque objectif, un objectif
�ou à atteindre qui peut être, pour un problème fuzzy min, "`approximativement plus petit qu'une
certaine valeur"', pour fuzzy max, "`approximativement plus grand qu'une certaine valeur"' et
pour fuzzy equal "`approximativement égal à une certaine valeur"' et qui peuvent être caractérisés
par la fonction d'appartenance µr(crx) déterminée de manière subjective par le décideur qui en
calculant le minimum et le maximum de chaque objectif sous les mêmes contraintes avec α = 0 et
α = 1, les a établit comme suit :
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1. i ∈ I1

µi(cix) =


1 si (cix)1

R ≥ cix

DiR(cix) si (cix)1
R < cix < (cix)0

R

0 si cix ≥ (cix)0
R


2. i ∈ I2

µi(cix) =


0 si (cix)0

L ≥ cix

DiL(cix) si (cix)0
L < cix < (cix)1

L

1 si cix ≥ (cix)1
L


3. i ∈ I3

µi(cix) =



0 si cix ≤ (cix)0
L

DiL(cix) si (cix)0
L ≤ cix ≤ (cix)1

L

1 si (cix)1
L ≤ cix ≤ (cix)1

R

DiR(cix) si (cix)1
R ≤ cix ≤ (cix)0

R

0 si (cix)0
R ≤ cix


où DiR(cix) et DiL(cix) sont respectivement des fonctions continues strictement décroissantes et
croissantes ; (cix)0

L et (cix)0
R d'une part (cix)1

L et (cix)1
R d'autre part sont les cas les plus défavorables

aux plus favorables niveaux pour cix.
Le problème se ramène à un programme multiobjectifs dont les fonctions objectifs sont des fonctions
d'appartenance, d'où l'introduction par Sakawa et Yano [37] du concept de M-α−pareto-optimalité
comme suit :

Dé�nition 2 (solution M-α−pareto-optimale)[37]
x∗ ∈ X(a∗ij , b

∗
i ) est appelée solution M-α−pareto-optimale de Gα−M.O.L.P s'il n'existe pas

x ∈ X(aij , bi), aij , bi, crj ∈ Lα(ãij , b̃i, c̃rj) tel que µr(crx) ≥ µr(c
∗
rx
∗), r = 1, ..., k avec µr(crx) >

µr(c
∗
rx
∗) pour au moins un r ∈ [1, ..., k} , où (a∗ij , b

∗
i , c
∗
rj) sont appelés paramètres α−niveaux opti-

maux et cr = (cr1.cr2, ..., crn).

Problème minmax

Le décideur choisit α et les fonctions d'appartenance de référence µr, r = 1, 2, ..., k, la solution M-
α−pareto-optimale correspondant à ce choix peut être obtenue en résolvant le problème minimax
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suivant :

(P 1
M.O.D)2


minmax(µ1 − µ1(c1x), µ2 − µ2(c2x), ..., µk − µk(ckx))

x ∈ X(aij , bi)

(aij , bi, crj) ∈ Lα(ãij , b̃i, c̃rj).


qui est équivalent au programme suivant :

(P 1
D)3



min v

µr − µr(crx) ≤ v r = 1, ..., k∑n
j=1 aijxj ≤ bi i = 1, 2, ...,m

aij , bi, crj ∈ Lα(ãij , b̃i, c̃rj)

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


En remplaçant dans (P 1

D)3, µr(crx) par son expression donnée au 2.3, pour r ∈ I1, r ∈ I2 et r ∈ I3

et en tenant compte du fait que DrR et DrL sont respectivement décroissant et croissant, donc il en
est de même pour D−1

rR et D−1
rL respectivement, nous pouvons alors conclure que (P 1

D)3 est équivalent
au programme suivant :

(P 1
D)4



min v

crx ≤ D−1
rR(µr − v) r ∈ I1 ∪ I3

crx ≥ D−1
rL (µr − v) r ∈ I2 ∪ I3∑n

j=1 aijxj ≤ bi i = 1, 2, ...,m

aij , bi, crj ∈ Lα(ãij , b̃i, c̃rj)

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


Puisque cr ∈ c̃αr = [cLrα, c

R
rα], aij ∈ ãαij = [aLijα, a

R
ijα] et bi ∈ b̃αi = [bLiα, b

R
iα], nous pouvons obtenir une
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solution optimale du (P 1
D)3 en résolvant le programme suivant :

(P 1
D)5



min v

cLrαx ≤ D−1
rR(µr − v) r ∈ I1 ∪ I3

cRrαx ≥ D−1
rL (µr − v) r ∈ I2 ∪ I3∑n

j=1 a
L
ijαxj ≤ bRiα i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


Théorème 4 [37]

1. Si x∗ est une solution optimale unique du problème (P 1
D)5, alors x

∗ est M-α−pareto-optimale
du problème Gα−M.O.L.P.

2. Si x∗ est M-α−pareto-optimale du problème Gα−M.O.L.P , x∗ est une solution optimale du
problème (P 1

D)5 pour µ = (µ1, µ2, ..., µk).

Le test de M-α−pareto-optimalité de la solution optimale x∗ peut être obtenu par la formulation
et la résolution du programme suivant :

(P 1
D)6



min
∑k

i=1 εi

cLrαx+ εr = cLrαx
∗ εr ≥ 0 r ∈ I1 ∪ I3

cRrαx− εr = cRrαx
∗ εr ≥ 0 r ∈ I2 ∪ I3∑n

j=1 a
L
ijxj ≤ bRi i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


Soient x et ε une solution optimale du problème (P 1

D)6. Si pour tout i = 1, 2, ..., k, ε = 0, alors x∗

est une solution M-α−pareto-optimale. Si pour au moins un i ∈ {1, 2, ..., k] , ε > 0, il est facile de
montrer que x est une solution M-α−pareto-optimale.
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Chapitre 2

Programmation linéaire multiobjectifs

stochastique

Lors de la formulation mathématique d'un problème de décision ou d'optimisation qui se ramène à
un programme linéaire uniobjectif ou multiobjectifs. Supposer que les données sont déterministes
ou constantes est une hypothèse peu réaliste compte tenu du fait qu'elles peuvent être aléatoires de
par leurs variabilités et des expériences précédentes, donc représentées par des variables aléatoires.
Ce qui a donné naissance à la programmation linéaire stochastique uniobjectif ou multiobjectifs.

2.1 Programmation linéaire stochastique

Un programme linéaire stochastique est un programme linéaire en présence de variable(s) aléatoire(s)
dé�nie(s) sur un espace de probabilié (Ω, F, P ) de distribution connue.
Considérons le programme linéaire stochastique suivant :

(PS)


max c(ω)x∑n

j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω), i = 1, ...m

xj ≥ 0, j = 1, ...n


avec c(ω) = (c1(ω), ..., cn(ω)) où ci(ω), aij(ω) et bi(ω) pour 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n sont des va-
riables aléatoires de distribution connue sur l'espace de probabilité (Ω, F, P ) et xj , j = 1, ...n sont
des nombres réels positifs

Il y a essentiellement deux di�érents types de modèles en programmation linéaire stochastique
qui sont :

20



1. méthode passive ou "`wait and see"

2. méthode active ou "`here and now"

2.1.1 Méthode passive

Le décideur peut attendre la réalisation des variables aléatoires et résoudre le programme détermi-
niste résultant. Dans ce modèle, on s'intéresse généralement à la distribution de probabilité de la
valeur optimale ou à son espérance mathématique et/ou sa variance.

Comme l'approche passive, relevant de la philosophie du "wait and see", concerne plus les problèmes
prévisionnels, nous allons dans ce travail focaliser sur la philosophie du "`here and now"'.

2.1.2 Méthode active

Cette méthode est basée sur la décision sur x ou stratégie sur x qui est prise à l'avance, avant les
réalisations des variables aléatoires.

Résoudre le programme (PS), revient à lui associer un programme déteministe équivalent comme
suit :

2.1.3 Objectif du programme équivalent

Considérons le programme linéaire stochastique sous la forme suivante :

(P 1
S)


max c(ω)x

x ∈ D = {x/Ax ≤ b, x ≥ 0}


où c est un vecteur aléatoire et A = (aij) et b = (bi) sont déterministes.

Pour établir la fonction objectif du problème équivalent, nous avons plusieurs méthodes dans la
littérature. Parmi elles, nous considérons les méthodes suivantes :
� E-modèle
la méthode E-modèle est la plus utilisée, elle consiste à remplacer la variable aléatoire de l'objectif
par son espérance mathématique pour obtenir le programme linéaire déterministe suivant :

(P 1
d )1


maxE(c(ω))x

x ∈ D = {x/Ax ≤ b, x ≥ 0}


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� V-modèle
La minimisation de la variance appelée V-modèle comme suit :

Dans le cas où c est un vecteur aléatoire d'espérance c, de matrice de covariance V . La variance
de c(ω)x est xtV x il en résulte de la méthode V-modèle le programme déterministe suivant :

(P 1
d )2


minxtV x

x ∈ D = {x/Ax ≤ b, x ≥ 0}


� P-modèle ou méthode à risque minimum
La maximisation de la probabilité que la valeur de l'objectif est au moins égale à un certain niveau
u choisi par le décideur est appelée P-modèle ou méthode à risque minimum.

(P 1
d )3


max {Pu(c(ω)x) = P (ω/c(ω)x ≥ u)}

x ∈ D = {x/Ax ≤ b, x ≥ 0}


La solution de ce problème, dans le cas gaussien, est donnée par le programme fractionnel suivant :

(P 1
d )′3


max cx−u

xtV x

x ∈ D


où c est l'espérance mathématique de c(ω), V sa matrice de covariance et xtV x la variance de
c(ω)x.

� Méthode de Katoka
La maximisation de α−fractile de la fonction de distribution de l'objectif où α est choisi par le
décideur.

(P 1
d )4


maxu
P (ω/c(ω)x ≥ u) = α

x ∈ D


Dans le cas gaussien on a :
P (ω/c(ω)x > u) = α⇐⇒ P (ω/c(ω)x ≤ u) = 1− α. et
P (ω/c(ω)x ≤ u) = P

{
ω/ c(ω)x−cx√

xtV x
≤ u−cx√

xtV x

}
= φ( u−cx√

xtV x
)

où φ est la fonction de répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite.
Donc :
P (ω/c(ω)x ≥ u) = α⇐⇒ φ( u−cx√

xtV x
) = 1− α⇐⇒ u = cx− φ−1(α)

√
xtV x.

par conséquent résoudre le problème (P 1
d )4 revient, dans ce cas gaussien, à résoudre le problème

suivant :

(P 1
d )′4

 max cx− φ−1(α)
√
xtV x

x ∈ D


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cx− φ−1(α)
√
xtV x est concave si φ−1(α) ≥ 0⇐⇒ α ≥ 1

2 .
ce quit revient à dire, si on revient au problème (P 1

d )4, si P (ω/c(ω)x ≥ u) = α ≥ 1
2 , avoir le

maximum de gain avec une probabilité supérieure ou égale à 1
2

(α = 1 on revient au E-modèle).

2.1.4 Contraintes du programme équivalent

La première méthode utilisée pour la résolution d'un programmation linéaire stochastique consiste
à remplacer chacune des variables aléatoires des contraintes par leurs espérances mathématiques
respectives et résoudre le programme déterministe résultant.

L'exemple suivant montre le manque de réalisme d'une telle méthode.

Exemple 2 [21]

Considérons le programme linéaire stochastique suivant :

P 2
S



minx1 + x2

a(ω)x1 + x2 ≥ 7

b(ω)x1 + x2 ≥ 4

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0


où le couple de variables aléatoires (a(ω), b(ω)) est uniformément distribué sur le rectangle suivant :{

(α, β)/1 ≤ α ≤ 4, 1
3 ≤ β ≤ 1

}
.

En remplaçant a(ω) et b(ω) par leurs espérances mathématiques respectives E(a) et E(b) avec E(a) =
4+1

2 = 5
2 et E(b) =

1+ 1
3

2 = 2
3 , on obtient le programme déterministe suivant :

P 2
d



minx1 + x2

5
2x1 + x2 ≥ 7

2
3x1 + x2 ≥ 4

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0


dont l'unique solution optimale est x∗1 = 18

11 et x∗2 = 32
11 .

Cherchons la probabilité pour que cette solution soit réalisable :
P {a(ω)x∗1 + x∗2 ≥ 7, b(ω)x∗1 + x∗2 ≥ 4} = P

{
a(ω) ≥ 5

2 , b(ω) ≥ 3
2

}
= P (a(ω) ≥ 5

2).P (b(ω) ≥ 2
3) =
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(1 − Fa(5
2))(1 − Fb(2

3)) = 1
4 , où Fa et Fb sont les fonctions de répartitions des variables aléatoires

respectives a(ω) et b(ω).
La probabilité pour que cette solution soit réalisable est donc faible, ce qui montre le manque de
réalisme d'une telle méthode.

Pour la résolution du programme linéaire stochastique (PS), il existe dans la littérature deux mé-
thodes essentielles à savoir "`méthode avec recours"' et "`Chance constrained programming"' qui
consistent respectivement à transformer :
� le programme (PS) en un programme déterministe équivalent en introduisant des fonctions de
pénalité pour la violation des contraintes stochastiques et ajouter l'espérance de leurs coûts à la
fonction économique d'origine.

� les contraintes stochastiques du programme (PS) en des contraintes déterministes équivalentes en
considérant la probabilité de leurs réalisations, simultanément ou séparément, au moins égale à
un seuil ou à des seuils choisi(s) par le décideur.

"`Chance constrained programming"' accepte la violation des contraintes jusaqu'à un certain seuil
choisi par le décideur, par contre "`méthode avec recours"' ne le permet pas, par conséquent des
fonctions de pénalité peuvent fournir un moyen pour ajouter un coût de violations à la fonction
économique comme suit :

2.1.5 Programmation linéaire stochastique avec recours

Une première formulation de ce problème appelée "`méthode avec recours"' ou "`programmes à deux
étapes"' est due à Dantzig [11] :

Soit y une décision corrective ou appelé recours, prise pour compenser q(ω) un vecteur de pé-
nalisation du recours,q(ω)y est la pénalité introduite pour compenser ces violations.

(Pd)
{

minE(c(ω)x+min (qt(ω)y/W (ω)y = b(ω)−A(ω)x, x ≥ 0, y ≥ 0/y)
}

Q(x, ω) = min
{
qt(ω)y/W (ω)y = b(ω)−A(ω)x, x ≥ 0, y ≥ 0/y

}
correspond au problème recours

ou est deuxième niveau

On pose : K = (x ∈ Rn/Q(x, ω) < +∞ avec une probabilité égale à 1)
Soit Pω une distribution de probabilité, on pose :
c = Eω(c(ω)) =

∫
Ω c(ω)dPω et Q(x) =

∫
ΩQ(x, ω)dPω alors le programme s'écrit sous la forme

suivante :

(Pd)


min cx+Q(x)

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


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Dans le cas où Pω est une distribution de probabilité discrète et �nie telle que Pω(ωk) = pk, k =
1, 2, ..., r et

∑k=r
k=1 pk = 1, on a Q(x) =

∑r
i=1 piq(ωi)y

i

Alors le programme s'écrit sous la forme suivante :

(Pd)


min cx+

∑r
i=1 piq(ωi)y

i

A(ωi)x+W (ωi)y
i = b(ωi), i = 1, 2, ..., r

x ∈ B, yi ≥ 0


Simple recours

Dans le cas où W (ω) = W est �xe, c'est une matrice non stochastique qui se présente sous la forme
W = (I,−I) où I(m×m) est la matrice identité.

Dé�nition 3 [21]
W = (I,−I), où I(m×m) est la matrice identité, est appelée matrice de simple recours.

Les violations des contraintes originales qui apparaissent aprés le choix de la décision x ∈ B et la
réalisation de A(ω) et b(ω) valent q(ω).
Il est préférable de représenter le deuxième étage du programme sous la forme suivante :

Q(x,ω) = min {q+(ω)y+ + q−(ω)y−

y+ − y− = b(ω)−A(ω)x

y+ ≥ 0, y− ≥ 0

y+, y− ∈ Rn


Théorème 5 Q(x, ω) est �ni si et seulement si q+(ω) + q−(ω) ≥ 0 avec une probabilité égale à 1.

2.1.6 Chance constrained programming

Etant donné que la méthode Chance constrained programming focalise sur les contraintes, nous
considérons alors un programme linéaire stochastique dont l'objectif est déterministe comme suit :

(P 3
S)


max cx∑n

j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω), i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


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avec c = (c1, ..., cn) où ci sont des nombres réels et aij et bi pour 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m sont des
variables aléatoires de distribution connue sur l'espace de probabilité (Ω, F, P ) et xj , j = 1, ..., n
sont des nombres réels positifs

Il y a essentiellement deux di�érentes versions de "Chance constrained programming " qui consistent
à :
� remplacer l'ensemble des contraintes par la probabilité (jointe) de leurs réalisations simultanées
au moins égale à un seuil convenablement choisi par le décideur pour la première version

� remplacer chaque contrainte par la probabilité de sa réalisation au moins égale à un seuil choisi
par le décideur, pour la seconde version ;

comme suit :
� Première version :

(P 3
d )1



max cx

P
{
ω/
∑n

j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω), i = 1, 2, ...,m
}
≥ α,

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


� Deuxième version :

(P 3
d )2



max cx

P
{
ω/
∑n

j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω)
}
≥ αi, i = 1, 2, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


La deuxième version est plus avantageuse que la première car le décideur peut choisir pour chaque
contrainte Ai(ω)x ≤ bi(ω) suivant les données du problème, le seuil αi tel que P (ω/Ai(ω)x ≤
bi(ω)) ≥ αi.

Soient :
� X(α) =

{
x ≥ 0/P (ω/

∑n
j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω), i = 1, ...,m) ≥ α

}
, l'ensemble des solutions ad-

missibles pour (P 3
d )1

� Xi(αi) =
{
x ≥ 0/P (ω/

∑n
j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω)) ≥ αi

}
, l'ensemble des solutions admissibles pour

(P 3
d )2.

La question qui se pose : Les ensembles X(α) et Xi(αi) sont-ils convexes ? car ce n'est pas toujours
le cas comme le montre l'exemple suivant([21] :

Exemple 3 [21]
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Soit X(ω) = (x1(ω), x2(ω)) un vecteur aléatoire tel que P {ω/(x1(ω1), x2(ω1)) = (3, 1)} = 1
3 et

P {ω/(x1(ω2), x2(ω2)) = (−3,−2)} = 2
3 .

Nous obtenons : 
x ≤ 1

3 pour 3x ≤ 1 −3x ≤ −2

1
3 < x < 2

3 pour 3x � 1 −3x � −2

x ≥ 2
3 pour 3x � 1 −3x ≤ −2


d'où :

P {ωA(ω)x ≤ b(ω)} =



1
3 si x ≤ 1

3

0 si 1
3 < x < 2

3

2
3 si x ≥ 2

3



X(α)est


disjoint donc non convexe pour 0 < α ≤ 1

3

convexe pour 1
3 < α ≤ 2

3

vide pour α > 2
3


Nous allons voir par la suite que X(α) (resp. Xi(αi)) peut être convexe si les variables aléatoires
sont normales ou discrètes et sous certaines conditions concernant les valeurs de α (resp. αi).
Seuls les cas où α (resp. αi.) est égal à 0 ou 1 ou le cas où A (resp. Ai esr déterministe et b (resp.
bi) est aléatoire nous assure la convexité de X(α) (resp. Xi(αi)) quelque soit la distribution de
probabilité de variables aléatoires b (resp. bi).

Théorème 6 [21]

� X(0) et X(1) sont convexes
� Xi(0) et Xi(1) sont convexes

Théorème 7 [21]
Si les aij sont détérministes et bi stochastiques.
alors :

� X(α) est convexe pour toute distribution de probabilité de b
� Xi(αi) est convexe pour toute distribution de probabilité de bi.

Preuve.
P (ω/

∑n
j=1 aijxj ≤ bi(ω)) ≥ αi ⇔ 1 − P (ω/

∑n
j=1 aijxj > bi(ω)) ≥ αi ⇔ 1 − Fbt(

∑n
j=1 aijxj) ≥

αi, i = 1, ...,m.
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1− Fbt(
∑n

j=1 aijxj) ≥ αi ⇔ Fbt(
∑n

j=1 aijxj) ≤ 1− αi ⇔
∑n

j=1 aijxj ≤ F
−1
bi

(1− αi).
X(αi) =

{
x ≥ 0/

∑n
j=1 aijxj ≤ F

−1
bi

(1− αi)
}
, i = 1, 2, ...,m

Théorème 8 [21]
Soit (Ω, F, P ) un espace de probabilité, et la distribution de probabilité discrète et �nie p(ωk) =
pk, k = 1, 2, ..., r et

∑k=r
k=1 pk = 1.

Alors :
� pour α > 1−mink∈(1,2,...,r)pk l'ensemble X(α) est convexe
� pour αi > 1−mink∈(1,2,...,r)pk, l'ensemble Xi(αi) est convexe.

Théorème 9 [21]
Soient (Ω, F, P ) un espace de probabilité, aij(ω) et bi(ω) les composantes de la matrice A(m×n) et
du vecteur b(m× 1) respectivement.
Si ai1, ai2, ..., ain, bi sont (n+1) variables aléatoires normales d'espérances mathématiques µi1, µi2, ..., µin, λi
et de variances σ2

i1, σ
2
i2, ..., σ

2
in, δ

2
i respectivement,

alors :
� pour α > 1

2 , l'ensemble X(α) est convexe
� pour αi >

1
2 , l'ensemble Xi(αi) est convexe.

Preuve.
Montrons que Xi(αi) est convexe.
Posons yi(x, ω) =

∑n
j=1 aij(ω)xj−bi(ω)), i = 1, ...,m c'est une combinaison linéaire de n+1 variables

aléatoires normales. Donc yi(x, ω) est une variable aléatoire normale de moyenne E(yi(x, ω)) =∑n
j=1 µijxj−λj et de variance V (yi(x, ω)) = ztSiz où z = (x1, x2, ..., xn,−1)t et Si((n+1)×(n+1))

est la matrice de covariance suivante :

Si =


V (ai1) Cov(ai1, ai2) . . . Cov(ai1, ain) Cov(ai1, bi)

Cov(ai2, ai1) V (ai2) Cov(ai2, ai3) . . . Cov(ai2, bi)
...

...
...

...
...

Cov(ain, ai1) Cov(ain, ai2) . . . V (ain) Cov(ain, bi)
Cov(bi, ai1) Cov(bi, ai2) . . . Cov(bi, ain) V (bi)


où V et Cov représentent respectivement variance et Covariance.
Posons :
myi(x) = E(yi(x, ω)), σ2

yi(x) = V (yi(x, ω)) et σyi(x) =
√
V (yi(x, ω)).

Nous avons :
P (ω/

∑n
j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω)) = P (ω/

∑n
j=1 aij(ω)xj − bi(ω) ≤ 0) = P (ω/

yi(x,ω)−myi (x)

σyi (x) ≤ −myi (x)

σyi (x) ).

Donc :
P (ω/

∑n
j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω)) ≥ αi ⇔ P (ω/

yi(x,ω)−myi (x)

σyi (x) ≤ −myi (x)

σyi (x) ) ≥ αi.
yi(x,ω)−myi (x)

σyi (x) est une variable aléatoire normale centrée réduite et soit ψ sa fonction de distributiion

qui est strictement croissante et bijective de l'ensemble des nombres réels R dans ]0,1[.
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Donc P (ω/
yi(x,ω)−myi (x)

σyi (x) ≤ −myi (x)

σyi (x) ) = ψ(
−myi (x)

σyi (x) ). Par conséquent :

P (ω/
∑n

j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω)) ≥ αi ⇔ ψ(
−myi (x)

σyi (x) ) ≥ αi ⇔
−myi (x)

σyi (x) ≥ ψ−1(αi) ⇔ ψ−1(αi)σyi(x) +

myi(x) ≤ 0
Xi(αi) =

{
x/ψ−1(αi)σyi(x) +myi(x) ≤ 0

}
.

La matrice Si est dé�nie positive donc σ
2
yi(x) = V (yi(x, ω)) et σyi(x) =

√
V (yi(x, ω)) sont convexes

en x et myi(x) = E(yi(x, ω)) est linéaire a�ne en x. Alors Xi(αi) est convexe si ψ−1(αi) ≥ 0, i.e.
αi ≥ 1

2 car ψ−1(αi) ≥ 0⇔ αi ≥ ψ(0) = 1
2 .

Remarque 3 A partir de la preuve du théorème 9, on voit qu'on peut représenter aisément

Xi(αi) =
{
x/P (ω/

∑n
j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω)) ≥ αi

}
par :

� Xi(αi) =
{
x/ψ−1(αi)σyi(x) +myi(x) ≤ 0

}
où ψ−1 est la fonction réciproque de la fonction de

répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite.
Pour cela, il su�t de poser yi(x, ω) =

∑n
j=1 aij(ω)xj − bi(ω)) ≤ 0, et calculer :

myi(x) = E(yi(x, ω)), σ2
yi(x) = V (yi(x, ω)) et σyi(x) =

√
V (yi(x, ω)), avec V (yi(x, ω)) = ztSiz

où z = (x1, x2, ..., xn,−1)t et Si((n+ 1)× (n+ 1)) est la matrice de covariance de yi(x, ω).

� Xi(αi) =
{
x/ψ−1(αi)

√
σ2
ijx

2
j + δ2

i +myi(x) ≤ 0
}
si ai1, ai2, ..., ain, bi sont indépendantes. Car

dans ce cas Cov(aij , aik) = 0,∀j 6= k, 1 ≤ j, 1 ≤ k ≤ n et Cov(aij , bi) = 0, ∀j = 1, ..., n; donc

σ2
yi(x) = σ2

ijx
2
j + δ2

i et σyi(x) =
√
σ2
ijx

2
j + δ2

i .

2.2 Programmation linéaire multiobjectifs stochastique

Considérons le programme linéaire multiobjectifs stochastique suivant :

(P 1
M.O.S)


max(c1(ω)x, c2(ω)x, ..., ck(ω)x)∑n

j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω), i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


où cr(ω) = (cr1(ω), cr2(ω), ..., crn(ω)) et les crj(ω), aij(ω) et bi(ω) avec 1 ≤ r ≤ k, 1 ≤ j ≤ n et
1 ≤ i ≤ m sont des variables aléatoires de distribution connue.
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2.2.1 Programme de risque minimal multiple

Considérons le programme linéaire multiobjectifs stochastique suivant dont les contraintes sont
déterministes.

(P 2
M.O.S)


max(c1(ω)x, c2(ω)x, ..., ck(ω)x)∑n

j=1 aijxj ≤ bi, i = 1, ...m

xj ≥ 0, j = 1, ...n


où cr(ω) = (cr1(ω), cr2(ω), ..., crn(ω)) et les crj(ω) sont des variables aléatoires et aij et bi sont
déterministes.
Posons D =

{∑n
j=1 aijxj ≤ bi/xj ≥ 0, j = 1, ...n, i = 1, 2, ...,m

}
.

Dans [40], Stancu-Minasian et Wets ont considéré un cas général de probleme de risque minimal
multiple comme suit : la maximisation des probabilités que les valeurs des k objectifs sont au moins
égales à des seuils de pérformance uk, il en résulte le programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 2
M.O.D)


max(P (ω/c1(ω)x ≥ u1), P (ω/c2(ω)x ≥ u2), ..., P (ω/ck(ω)x ≥ uk))

x ∈ D.


(P 2

M.O.D) est appelé problème à rique minimal multiple à niveaux u1, u2, ..., uk.

Supposons que chaque vecteur aléatoire cr(ω) est gaussien avec l'espérance mathématique cr et
la matrice de covariance Vr.
Les solutions de bon compromis de (P 2

M.O.D) peuvent être obtenues en considérant le problème
suivant : [9]

(P 2
M.O.D)′

 max
∑k

i=1 λiP (ω/ci(ω)x ≥ ui)

x ∈ D.


ou maximiser la probabilité jointe [22] comme suit :

(P 2
M.O.D)”′


maxP {ω/c1(ω)x ≥ u1, c2(ω)x ≥ u2, ..., ck(ω)x ≥ uk}

x ∈ D.


Pour la résolution du problème (P 2

M.O.D), Stancu-Minasian a proposé la méthode suivante :
résolvons le problème suivant : 

maxP (ω/c1(ω)x ≥ u1)

x ∈ D


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Soit p1 sa valeur optimamle. On résout ensuite le problème suivant :
maxP (ω/c2(ω)x ≥ u2)

P (ω/c1(ω)x ≥ u1) ≥ p1 − ε1

x ∈ D


où ε1 est donné et P (ω/c1(ω)x ≥ u1) ≥ p1 − ε1 a pour équivalent déterministe, la contrainte
c1x+ φ−1(1− p1 + ε1)

√
xtV1x ≥ u1

ainsi de suite... 

maxP (ω/ck(ω)x ≥ uk)

P (ω/c1(ω)x ≥ u1) ≥ p1 − ε1

...
P (ω/ck−1(ω)x ≥ uk−1) ≥ pk−1 − εk−1

x ∈ D


qui a pour équivalent déterministe le programme suivant :

max ckx−uk
xtVkx

c1x+ φ−1(1− p1 + ε1)
√
xtV1x ≥ u1

...

ck−1x+ φ−1(1− pk−1 + εk−1)
√
xtVk−1x ≥ uk−1

x ∈ D



D'autre part Contini [10] a développé un algorithme selon l'approche du "`Stochastic goal pro-
gramming"' dans le cas où les variables aléatoires sont normales et dont l'espérance mathématique
et la variance sont données. Il a établit une équivalence entre le programme stochastique et un
programme quadratique déterministe dont le but est de maximiser la probabilité que la fonction
objectif appartienne à une région bien déteminée.

2.2.2 Stochastic goal programming

Contini [10] ajoute un vecteur aléatoire u = (u1, u2, ..., ur) qui suit une loi normale d'espérance 0 et
de matrice de covariance V .
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Le problème revient donc à maximiser zk(x) = ck1(ω)x1 + ck2(ω)x + ... + ckN (ω)xN + uk(ω) =
C ′k(ω)x+ uk(ω), k = 1, 2, ..., r
Soient z = (z1, z2, ..., zr), et zi la valeur que le décideur souhaite qu'elle soit atteinte par zi. L'egalité
zi = zi ne peut avoir lieu à cause des perturbations dues au facteur aléatoire u.
Alors un domaine Y ∗ tel que z ∈ Y ∗, est choisi au départ, ensuite le problème revient à déterminer
le vecteur x qui maximise la probabilité que z ∈ Y ∗ d'où le modèle suivant :

(P )


maxP (z(x) ∈ Y ∗)

x ∈ D


Etant donné que u est un vecteur aléatoire normale, le domaine Y ∗ est un ellipsoide de Er centré
en z représenté comme suit :
Y ∗ =

{
y = (y1, y2, ..., yr)/(y − zt)V −1(y − z) ≤ e2

}
où e est un scalaire convenablement choisi.

Théorème 10 [10]
la solution optimale du problème (P ) est obtenue par la résolution du problème quadratique suivant :

(P )′


min ztV −1z + xt(CtV −1C)x+ 2(CtV −1z)t

x ∈ D


En pratique, on peut se trouver face à des situations où les valeurs des variables aléatoires sont
mal connues, imprécises, exprimées linguistiquement, et donc peuvent être représentées par par des
intervalles �ous. Ce qui a valu l'introduction du concept de variables aléatoires �oues. Leur présence
dans un programme linéaire uni ou multiobjectifs peut s'avérer plus que nécessaire pour ne pas
s'éloigner de la réalité du problème. Ce qui a donné naissance à la programmation linéaire unie ou
multiobjectifs �oue stochastique que nous considérons aux deux chapitres suivants.
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Chapitre 3

Programmation linéaire �oue

stochastique

Il existe des situations dans un contexte d'optimisation ou de décision où les deux principales in-
certitudes, à savoir le �ou et l'aléa, ne sont pas mutuellement exclusives. Elles peuvent se trouver
combinées. Ce à quoi nous nous intéressons dans ce chapitre et dans le chapitre suivant où nous
prenons en considération la co-existence du �ou et de l'aléa dans un programme linéaire uniobjectif
ou multiobjectifs. C'est ce qui a donné naissance à la programmation linéaire �oue stochastique
uniobjectif ou multiobjectifs.
Certains chercheurs se sont intéressés à la résolution de ce type de problèmes tels que Wang et Qiao
[43], Katagiri et al. [23], Jun. Li et col.[29], E.E. Ammar[3] et Iskander [20] et bien d'autres.

Les variables aléatoires �oues donnent un meilleur formalisme de cette combinaison du �ou et l'aléa
comme le montre l'exemple suivant du à Kwakernaak [27].
`On interroge des individus sur la caractérisation de l'été en Europe"'.
La réponse est : 'chaud', 'trés chaud'.
Elle est :

1. aléatoire car tout dépend du lieu (pays) et des étés précédents.

2. �oue car elle est vague.

Donc la réponse peut être représentée par une variable aléatoire dont les valeurs sont �oues, autre-
ment dit par une variable aléatoire �oue, ce qui a motivé l'introduction de ce concept en premier
lieu par Kwakernaak [27]. Plus tard, d'autres auteurs tels que Kruse et Meyer [26], Puri et Ralescu
[35] et récemment I. Couso et D. Dubois [19] ont proposé d'autres interprétations de ce concept.
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3.1 Variables aléatoires �oues

Kwakernaak [27] considère une variable aléatoire �oue comme une variable aléatoire dont les valeurs
sont des intervalles �ous comme suit :

Dé�nition 4 [27]
Soit (Ω, F, P ) un espace de probabilité .
Une variable aléatoire �oue X̃ est une application de (Ω, F, P ) à valeurs dans l'ensemble des inter-
valles �ous F (R) comme suit :

X̃ : Ω→ F (R)

ω → X̃(ω)

α− coupe de X̃ est X̃α(ω) = [Xα(ω), X
α
(ω)] où

Xα(ω) = inf {x/X(ω)(x) ≥ α} , Xα
(ω) = sup {x/X(ω)(x) ≥ α}

et X(ω) est la fonction d'appartenance de X̃.

Dans ce qui suit nous allons dé�nir les di�érentes sortes de variables aléatoires �oues à savoir les
variables aléatoires �oues discrètes, normales, discrètes de type L-R et normales de type L-R.

3.1.1 Variables aléatoires �oues discrètes

Soit (Ω, F, P ) un espace de probabilité , et p(ωk) = pk, k = 1, 2, ..., r et
∑k=r

k=1 pk = 1, une distribu-
tion de probabilité discrète.
Une variable aléatoire �oue X̃ est dite discrète si à chaque réalisation aléatoire ω ∈ Ω, la valeur
X̃(ω) est un intervalle �ou comme suit :
P (X̃(ωk) = ãk) = pk, k = 1, 2, ..., r où ãk, k = 1, 2, ..., r sont des intervalles �ous.

Exemple 4 Soit (Ω, F, P ) un espace probabilisé où :
Ω = {ω1, ω2} un espace discret �ni, Pω la distribution de probabilité suivante :

Pω(ω1) = 0.25; Pω(ω2) = 0.75;

On considère la variable aléatoire �oue discrète X̃ dans le cas où X̃(ω1) et X̃(ω2) sont des intervalles
�ous dont les fonctions d'appartenance peuvent être discrètes ou continues comme suit :
� ImX̃(ω) = {ã1, ã2} où ã1 et , ã2 sont des nombres �ous dont les fonctions d'appartenance respec-
tives µã1 et µã2 sont discrètes telles que µã1(1) = µã2(1) = 0.2, µã1(3) = µã2(4) = 0.9, µã1(5) =

µã2(6) = 0.6. et P (X̃(ω1) = ã1) = 0.25 et P (X̃(ω2) = ã2) = 0.75.
On obtient les variables aléatoires réelles discrètes X1, X2, X3. dont les distributions de probabilité
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ainsi que leur degré de compatibilité avec X̃ sont comme suit :
P {X1(ω1) = 1} = 0.25 P {X1(ω2) = 2} = 0.75 X(ω)(X1) = 0.2

P {X2(ω1) = 3} = 0.25 P {X2(ω2) = 4} = 0.75 X(ω)(X2) = 0.9

P {X3(ω1) = 5} = 0.25 P {X3(ω2) = 6} = 0.75 X(ω)(X3) = 0.6


� ImX̃(ω) =

{
4̃, 5̃
}
où 4̃ et 5̃ sont des intervalles �ous dont les fonctions d'appartenance respectives

sont continues et dé�nies comme suit :

µ4̃ =



0 si x ≤ 3

x− 3 si x ∈]3, 4]

1 si x ∈]4, 5]

−x+ 6 si x ∈]5, 6]

0 si x > 6



µ5̃ =



0 si x ≤ 4

x− 4 si x ∈]4, 5]

1 si x ∈]5, 6]

−x+ 7 si x ∈]6, 7]

0 si x > 7


Et l'on a P (X̃(ω1) = 4̃) = 0.25 et P (X̃(ω2) = 5̃) = 0.75.
Il existe une in�nité de variables aléatoires réelles Xk telles que X(ω)(Xk) = αk ∈ (0, 1].
On peut extraire certaines parmi elles en considérant par exemple α1 = 0.2, α2 = 0.4 et α3 = 0.8.
On obtient les variables aléatoires réelles suivantes avec leurs distributions de probabilité :

P {X1(ω1) = 3.2} = 0.25 P {X1(ω2) = 4.2} = 0.75 X(ω)(X1) = 0.2

P
{
X1(ω1) = 5.8

}
= 0.25 P

{
X1(ω2) = 6.8

}
= 0.75 X(ω)(X1) = 0.2

P {X2(ω1) = 3.4} = 0.25 P {X2(ω2) = 4.4} = 0.75 X(ω)(X2) = 0.4

P
{
X2(ω1) = 5.6

}
= 0.25 P

{
X2(ω2) = 6.6

}
= 0.75 X(ω)(X2) = 0.4

P {X3(ω1) = 3.8} = 0.25 P {X3(ω2) = 4.8} = 0.75 X(ω)(X3) = 0.8

P
{
X3(ω1) = 5.2

}
= 0.25 P

{
X3(ω2) = 6.2

}
= 0.75 X(ω)(X3) = 0.8


35



3.1.2 Variables aléatoires �oues normales

En nous basant sur la conception de kwakernaak [27], à savoir qu'une variable aléatoire �oue est une
vague perception d'une variable aléatoire réelle, nous considérons une variable aléatoire originale,
réelle X, normalement distribuée d'espérance µ et de variance σ2. En pratique, l'espérance µ de
X est mal connue, c'est à peu prés µ, donc représentée par l'intervalle �ou µ̃ Alors nous avons
une variable aléatoire �oue X̃ normalement distributée d'espérance �oue µ̃ et de variance réelle σ2

telle que considérée dans Shapiro [39] et telle que ∀α ∈ (0, 1], µα ≤ µ ≤ µα, où µα et µα sont
respectivement la borne inférieure et la borne supérieure de µ̃α = [µα, µα].

Nous déduisons que Xα et X
α
sont des variables aléatoires normales réelles d'espérances respectives

µα et µα et de même variance σ2, où Xα et X
α
sont respectivement la borne inférieure et la borne

supérieure de X̃α(ω) = [Xα(ω), X
α
(ω)]

Puisque µα ≤ µ ≤ µα, donc ∀t ∈ R, FXα(t) ≤ FX(t) ≤ FXα(t), où FXα , FX et FXα sont les

fonctions de répartition de Xα, X et X
α
respectivement.

Pour plus de détails voir Shapiro [39].

3.1.3 Variables aléatoires �oues de type L-R

Soit FN(L,R) un ensemble d'intervalles �ous de type L-R vus comme des intervalles aléatoires
[7](i.e. ã = (a, a, δa, γa) ∈ FN(L,R) ⇔ ã = [a − L−1(Y )δa, a + R−1(Z)γa], où Y et Z sont des
variables aléatoires uniformément distribuées sur l'intervalle [0, 1], Les fonctions de références L et
R sont non-négatives, dé�nies sur [0,∞) non-décroissantes telles que L(0) = R(0) = 1, et δa, γa

sont des nombres réels positifs et représentent respectivement l'écart à gauche et l'écart à droite.

Nous remplaçons F (R) par FN(L,R) dans la dé�nition 4, alors X̃ est appelée variable aléatoire
�oue de type L-R et notée X̃(ω) = (x(ω), x(ω), δx, γx), où x et x sont des variables aléatoires réelles
et δx, γx sont des nombres réels positifs et représentent respectivement l'écart à gauche et l'écart à
droite.
Autrement dit X̃(ω) = [x(ω)− L−1(Y )δx, x(ω) +R−1(Z)γx].
l'α-coupe de X̃(ω) est : X̃α(ω) = [x(ω)− L−1(α)δx, x(ω) +R−1(α)γx].

3.1.4 Variables aléatoires �oues normales de type L-R

X̃(ω) = (x(ω), x(ω), δx, γx) est une variables aléatoire �oue normale de type L-R d'espérance ma-
thématique �oue µ̃ = (µ, µ, δµ, γµ) qui est un intervalle �ou de type L-R et de variance réelle σ2,
si x(ω) et x(ω) (avec x ≤ x) sont des variables aléatoires normales d'espérances mathématiques
respectives µ , µ et de même variance σ2 et δx, γx sont des nombres réels positifs et représentent
respectivement l'écart à gauche et l'écart à droite.
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3.1.5 Variables aléatoires �oues discrètes de type L-R

X̃(ω) = (x(ω), x(ω), δx, γx) est une variable aléatoire �oue discrète de type L-R si x(ω) et x(ω) (
x ≤ x) sont des variables aléatoires dicrètes et δx, γx sont des nombres réels positifs et représentent
respectivement l'écart à gauche et l'écart à droite.

Exemple 5 Soient (Ω, F, P ) un espace de probabilité où :
Ω = {ω1, ω2} un espace discret �ni, Pω la distribution de probabilité suivante :

Pω(ω1) = 0.25; Pω(ω2) = 0.75;

Et une variable aléatoire �oue discrète de type L-R, X̃(ω) = (x(ω), x(ω), δx, γx) telle que :
P (X̃(ω1) = ã) = 0.25 et P (X̃(ω2) = b̃) = 0.75 où ã = (a, a, δa, γa)L−R et b̃ = (b, b, δb, γb)L−R (avec
δx = δa = δb = δ et γx = γa = γb = γ) sont des intervalles �ous du type L-R dont les fonctions
d'appartenance respectives µã et µ

b̃
sont dé�nies par :

µã(x) =


1 pour x ∈ [a, a],

L(a−xδ ) pour x ≤ a,

R(x−aγ ) pour x ≥ a.

 .

µ
b̃
(x) =



1 pour x ∈
[
b, b
]
,

L( b−xδ ) pour x ≤ b,

R(x−bγ ) pour x ≥ b.


.

3.1.6 Evénement �ou

C'est un événement représenté par un ensemble �ou dont la fonction d'appartenance est Borel-
mesurable.

3.1.7 Probabilité d'un événement �ou

Soit E l'ensemble des événements {x1, x2, ..., xn}
tel que :
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� P (X = xi) = pi, i = 1, 2, ..., n
� 0 ≤ pi ≤ 1, ∀i = 1, 2, ..., n
�
∑n

i=1 pi = 1

et Ã un événement �ou dont la fonction d'appartenance est µ
Ã
.

La probabilité de Ã, notée P (Ã), est donnée par Zadeh de la manière suivante :

P (Ã) =

n∑
i=1

µ
Ã

(xi)pi.

Elle représente l'espérance mathématique de µ
Ã
.

3.2 Programmation linéaire �oue stochastique

Un programme linéaire �ou stochastique est un programme linéaire où le �ou et l'aléa se trouvent
combinés.
On peut distinguer les cas suivants :

1. programmation linéaire �exible avec des données aléatoires.

2. programmation linéaire en présence de variables aléatoires �oues.

3. programmation linéaire en présence de variables aléatoires réelles et des nombres �ous.

Le troisième cas est un cas particulier du deuxième.

3.2.1 Décision dans un environnement �ou probabilisé

Considérons le problème de décision au sens de Bellman et Zadeh [4] où l'objectif et les contraintes
représentés par des ensembles �ous probabilisés au sens de Hirota [18] La décision D doit satisfaire
l'objectif et les contraintes qui contiennent les imprécisions du type �ou probabiliste donc représentées
par les sous ensembles �ous probabilisés X0 et Xi, i = 1, 2, ..., n d'un même référentiel X dont les
fonctions d'appartenace respectives sont µX0(x, ω) et µXi(x, ω), i = 1, 2, ..., n. La décision D est
donc le sous ensemble �ou probabilisé D, intersection des Xi, i = 0, 1, ..., n, D =

⋂n
i=0Xi

Si on utilise le minimum pour représenter l'intersection, on a :
µXD(x, ω) = min {µX0(x, ω), µX1(x, ω), ..., µXn(x, ω)} .
Dans certains cas, on peut la représenter par :
µXD(x, ω) = γmin(µXi(x, ω)/i = 0, 1, ..., n) + (1− γ)min(1,

∑n
i=0 µXi(x, ω))

où γ est un nombre réel compris entre 0 et 1.
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3.2.2 Programmation linéaire �exible en présence de variables aléatoire réelles

3.2.2.1 Objectif �exible stochastique

Considérons le programme linéaire �exible stochastique suivant :

(P 1
FS)

 m̃in c(ω)x

x ∈ B = {x ∈ Rn/x ≥ 0}


où m̃in c(ω)x est la version �exible de minc(ω)x et c(ω) un vecteur aléatoire de distribution connue.

Pour la résolution de (P 1
FS), on procède de la manière suivante : On considère le programme sto-

chastique suivant :

(P 1
S)


min c(ω)x

x ∈ B = {x ∈ Rn/x ≥ 0}


qu'on peut résoudre en utilisant la méthode E-model, on remplace donc c(ω) par son espérance
mathématique E(c(ω)) dans (P 1

S)qui est donc équivalent au programme déterministe suivant :

(P 1
D)


minE(c(ω))x

x ∈ B = {x ∈ Rn/x ≥ 0}


Par conséquent (P 1

FS) s'écrit sous la forme suivante :

(P 1
F )

 m̃inE(c(ω))x

x ∈ B = {x ∈ Rn/x ≥ 0}


où (P 1

F ) est un programme �exible qu'on peut résoudre en utilisant la méthode de Zimermann .
Ce qui donne (P 1

F ) équivalent au programme �ou suivat :

(P 1
F )
′

 E(c(ω))x≤̃Z0

x ∈ B = {x ∈ Rn/x ≥ 0}


où Z0 est un seuil convenablement choisi.
l'objectif �ou E(c(ω))x≤̃Z0 peut être représenté par un ensemble �ou U0 dont la fonction d'appar-
tenance est µ0.
Résoudre le programme (PF )′ revient à résoudre le programme suivant :

(P 1)′


maxµ0(x)

x ∈ B = {x ∈ Rn/x ≥ 0}


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3.2.2.2 Contraintes �exibles stochastiques

Les contraintes �exibles stochastiques se présentent sous la forme suivante :{
A(ω)xθ̃b(ω), x ∈ Rn/x ≥ 0

}
où θ̃ ∈

{
≤̃, =̃, ≥̃

}
et la matrice A(ω)(m × n) ou/et le vecteur

b(ω)(m× 1) est/sont stochastique(s).
où µi est dé�nie selon que θ̃ est ≤̃, =̃ ou ≥̃ comme suit :

� θ̃ est ≤̃

µi(x) = µi(Ai(ω)x) =


1 Ai(ω)x ≤ bi(ω), i = 1, 2, ...,m est satisfaite

∈ (0, 1) si les contraintes sont faiblement violées

0 siAi(ω)x > bi(ω) + di, i = 1, 2, ...,m


� θ̃ est =̃

µi(x) = µi(Ai(ω)x) =


1 Ai(ω)x = bi(ω), i = 1, 2, ...,m est satisfaite

∈ (0, 1) si les contraintes sont faiblement violées

0 siAi(ω)x < bi(ω)− di etAi(ω)x > bi(ω) + di, i = 1, 2, ...,m


� θ̃ est ≥̃

µi(x) = µi(Ai(ω)x) =


1 Ai(ω)x ≥ bi(ω), i = 1, 2, ...,m est satisfaite

∈ (0, 1) si les contraintes sont faiblement violées

0 siAi(ω)x < bi(ω)− di, i = 1, 2, ...,m


Considérons le programme �exible stochastique suivant :

(P 2
FS)


min cx

Ai(ω)x θ̃ bi(ω), i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/x ≥ 0}


où Ai(ω) est le vecteur aléatoire, ième ligne de la matrice stochastique A(ω) et bi(ω) est la variable
aléatoire, ième ligne du vecteur stochastique b(ω), de distribution connue.

Les contraintes �exibles stochastiques peuvent être représentées par les ensembles �ous probabi-
lisés au sens de Hirota dont les fonctions d'appartenances sont respectivement : µi(x, ω), i =

1, 2, ...,m représentent les degrés d'appartenance de x à l'ensemble
{
x/Ai(ω)x θ̃ bi(ω)

}
, i =
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1, 2, ...,m et la probabilité de l'événement �ou Ai(ω)x θ̃ bi(ω) peut être considérée comme la
mesure du degré d'admissibilité de x.

Supposons que (Ai(ω), bi(ω)), i = 1, 2, ...,m admettent la distribution de probabilité discrète
suivante :
P
{
ω : (Ai(ω), bi(ω)) = (Aji , b

j
i )
}

= ξji , i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n. et résolvons le programme

(PFS) en utilisant : la probabilité non �oue d'un évènement �ou.

Résolution de (P 2
FS) :

Soient αi, i = 1, 2, ...,m des seuils convenablement choisis par le décideur et

Xi(αi) =
{
x ∈ X/P (ω;Ai(ω)x θ̃ bi(ω)) ≥ αi

}
, i = 1, 2, ...,m.

(P 2
FS) peut être remplacé par le programme déterminiiste suivant :

(P 2
d )


min cx

P (ω : Ai(ω)x θ̃ bi(ω)) ≥ αi, i = 1, 2, ...,m.

x ∈ B = {x ∈ Rn/x ≥ 0}


ou puisque :
P (ω : Ai(ω)x θ̃ bi(ω)) = E(µi(x,A

j
i , b

j
i )) =

∑li
j=1 µi(x,A

j
i , b

j
i )ξ

j
i ≥ αi

par :

(P 2
d )′


min cx∑li

j=1 µi(x,A
j
i , b

j
i )ξ

j
i ≥ αi, i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/x ≥ 0}


� si Xi(αi) est un ensemble convexe alors (P 2

d ) et (P 2
d )′ sont des programmes convexes.

� si E(µi(x,A
j
i , b

j
i )) est une fonction linéaire ou linéaire par morceaux de x, alors (P 2

d ) et (P 2
d )′

sont des programmes linéaires.
� si Ai(ω) et bi(ω) sont indépendantes et leurs distributions de probabilité respectives sont :
P
{
ω : Ai(ω) = Aki

}
= Ski , k = 1, 2, ...,mi

P
{
ω : bi(ω) = bji

}
= pji , j = 1, 2, ..., ni

et soit µi(x,A
k
i , b

j
i ) la fonction d'appartenance de l'ensemble �ou probabilisé Ai(ω)x θ̃ bi(ω) et

P (ω : Ai(ω)x θ̃ bi(ω)) = E(µi(x,A
k
i , b

j
i )) =

∑ni
j=1

∑mi
k=1 µi(x,A

k
i , b

j
i )p

j
iS

k
i ≥ αi, i = 1, 2, ...,m

Alors (P 2
FS) s'écrit sous la forme suivante :

(P 2
d )′′


min cx∑ni

j=1

∑mi
k=1 µi(x,A

k
i , b

j
i )p

j
iS

k
i ≥ αi, i = 1, 2, ...,m

x ∈ D = {xn/x ≥ 0}


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3.2.3 Programmation linéaire en présence de variables aléatoires �oues

3.2.3.1 Contraintes sous forme d'inclusion (programmation robuste stochastique)

Un programme robuste stochastique est un programme de la forme :

(PRS)


max cx

ãi1(ω)� x1 ⊕ ãi2(ω)� x2 ⊕ ...⊕ ãin(ω)� xn[⊂]̃bi(ω), i = 1, 2, ...,m, α ∈ (0, 1]

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


où ãij(ω) et b̃i(ω) sont les variables aléatoires �oues et ⊕, � et [⊂] représentent en utilisant le
principe d'extension, pour ω donné, la généralisation de respectivement l'addition, la multiplica-
tion dans R et l'inclusion entre ensembles vulgaires aux intervalles �ous.

Théorème 11 [1]
x0 ∈ X est optimal pour (PRS) si et seulement si x0 est optimal pour le programme (PRS)′

suivant :

(PRS)′


max cx

ãαi1(ω)x1 + ãαi2(ω)x2 + ...+ ãαin(ω)xn ⊂ b̃αi (ω), i = 1, 2, ...,m, α ∈ (0, 1]

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


où ãαi1(ω) et b̃αi (ω) sont les α-coupe des variables aléatoires �oues ãij(ω) et b̃i(ω) respectivement.

(PRS)′ est un programme semi-in�ni, c'est à dire un programme avec une in�nité de contraintes.

En supposont que les images des fonctions d'appartenance des sous ensembles sont discrètes
et �nies, on obtient un programme linéaire avec un nombre �ni de contraintes comme suit :

Théorème 12 [1]
Si Imµãij = {α1, α2, ..., αl, } avec 0 = α1 < α2 < ... < αl < 1 et 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n
Alors :
x0 ∈ B est optimal pour (PRS) si et seulement si x0 est optimal pour le programme (PRS)′′

suivant :

(PRS)′′


max cx

ãαki1 (ω)x1 + ãαki2 (ω)x2 + ...+ ãαkin (ω)xn ⊂ b̃αki (ω), i = 1, 2, ...,m, k = 1, 2, ..., p

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


Preuve. Il su�t de monter que les contraintes des programmes (PRS) et (PRS)′′ sont équivalentes.
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Soient :  ãi1(ω)� x1 ⊕ ãi2(ω)� x2 ⊕ ...⊕ ãin(ω)� xn[⊂]̃bi(ω), i = 1, 2, ...,m,

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


les contraintes du programme (PRS).
En vertu du lemme 2, annexe A, on a :∀α ∈]0, 1],

(C)

 ãαi1(ω)x1 + ãαi2(ω)x2 + ...+ ãαin(ω)xn ⊂ b̃αi (ω), i = 1, 2, ...,m, k = 1, 2, ..., p

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


donc en particulier pour α = αk, k = 1, ..., p. on obtient alors les contraintes de (PRS)′′.
en tenant compte de l'addition d'intervalles, de leur multiplication par un nombre réel et l'inclusion
entre eux,le programme (PRS)′′ peut s'écrit sous la forme suivante :

(PLs)



max cx

aαki1 (ω)x1 + aαki2 (ω)x2 + ...+ aαkin (ω)xn ≥ bαki (ω), i = 1, 2, ...,m, k = 1, 2, ..., p

aαki1 (ω)x1 + aαki2 (ω)x2 + ...+ aαkin (ω)xn ≤ b
αk
i (ω), i = 1, 2, ...,m, k = 1, 2, ..., p

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n.


Réciproquement.
Soient :

(Ck)

 ãαki1 (ω)x1 + ãαki2 (ω)x2 + ...+ ãαkin (ω)xn ⊂ b̃αki (ω), i = 1, 2, ...,m, k = 1, 2, ..., p

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


lescontraintesde(PRS)′′.
Soit α ∈]0, 1] alors il existe k ∈ N, 1 ≤ k ≤ p− 1 tel que αk ≤ α ≤ αk+1, donc :
� Si α = αk+1 ou α = αk+1, il su�t donc de remplacer αk par α dans (Ck).
� si αk < α < αk+1, alors on a ã

αk+1

ij (ω) ⊂ ãαij(ω) ⊂ ãαkij (ω) et b̃
αk+1

i (ω) ⊂ b̃αi (ω) ⊂ b̃αki (ω) .
Comme 0 = α1 < α2 < ... < αl < 1 et ∀ω ∈ Ω, Imµãij(ω) = {α1, α2, ..., αl, } avec α ≤ αk+1, on
a d'une part :

∀ω ∈ Ω, ã
αk+1

ij (ω) =
{
u/µãij(ω)(u) ≥ αk+1

}
=
⋃p
r=k+1

{
u/µãij(ω)(u) = αr

}
et on a d'autre part :

∀ω ∈ Ω, ãαij(ω) =
{
u/µãij(ω)(u) ≥ α

}
=
{
u/µãij(ω)(u) = α

}
∪
⋃p
r=k+1

{
u/µãij(ω)(u) = αr

}
=

ã
αk+1

ij (ω) car ∀ω ∈ Ω, α /∈ Imµãij(ω) donc (
{
u/µãij(ω)(u) = α

}
= �).

Donc :
ã
αk+1

i1 (ω)x1 + ã
αk+1

i2 (ω)x2 + ... + ã
αk+1

in (ω)xn ⊂ b̃
αk+1

i (ω) ⊂ b̃αi (ω) peut s'écrire sous la forme
suivante :

ãαi1(ω)x1 + ãαi2(ω)x2 + ...+ ãαin(ω)xn ⊂ b̃αi (ω). Par conséquent ∀α ∈ (0, 1], on a :

43



en vertu de la théorie des ensembles :⋃
α∈I α(ãαi1(ω)x1 + ãαi2(ω)x2 + ...+ ãαin(ω)xn) ⊂

⋃
α∈I αb̃

α
i (ω).

Et, en vertu du théorème de déccomposition de Zadeh :
ãi1(ω)� x1 ⊕ ãi2(ω)� x2 ⊕ ...⊕ ãin(ω)� xn[⊂]̃bi(ω).

3.2.3.2 Contraintes sous forme d'inégalités (programmation possibiliste stochastique)

Considérons le progamme linéaire �ou stochastique suivant :

(P 3
FS)


max φ(x)∑n

j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω), i = 1, ...m

x ∈ B = {x ∈ Rn/x ≥ 0}


où φ(x) est un objectif déterministe ,ãij et b̃i sont des variables aléatoires �oues. Et

∑n
j=1, � et �

nreprésentent la généralisation au moyen du principle d'extension de l'addition, la multiplication
et l'inégalité de nombres réels aux intervalles �ous.

(P 3
FS) peut s'écrire sous la forme suivante :

(P 3
PS)′


max cx

Ã(ω)� x≺ b̃(ω)

x ∈ B = {x ∈ Rn/x ≥ 0}


où ãij(ω) et b̃i(ω) sont les composantes de la matrice Ã(ω)(m × n) du vecteur b̃(ω)(n × 1) res-
pectivement.

On a par dé�nition, ∀ω ∈ Ω, ãij(ω) et b̃i(ω) sont des des intervalles �ous. Soient ∀ω ∈ Ω, πãij(ω)

et π
b̃i(ω)

les distributions de possibilités de ãij(ω) et b̃i(ω) respectivement.

(Par dé�nition ∀ω ∈ Ω, πãij(ω) = µãij(ω) et πb̃i(ω)
= µ

b̃i(ω)
[50])

Soient ∀ω ∈ Ω, µ
Ã(ω)

et µ
b̃(ω)

les fonctions d'appartenance communes de Ã(ω) et b̃(ω) respecti-
vement.
Posons T 1(ω) = suppÃ(ω), T 2(ω) = suppb̃(ω) et T (ω) = T 1(ω) × T 2(ω) (produit cartésien de
T 1(ω) et T 2(ω)) et Sαi(ω) = Ãαi(ω)× b̃αi(ω).
On dé�nit pour t(ω) = (t1(ω), (t2(ω)) ∈ T (ω) = T 1(ω)× T 2(ω), l'application µ par :
µ((t)(ω)) = min(µ

Ã(ω)
(A(t1(ω)), µ

b̃(ω)
(b(t2(ω)), c'est le degré de compatibilité de t1(ω) et t2(ω)

avec Ã(ω) et b̃(ω) respectivement.
Soient (Tαi(ω))i une subdivision de T (ω) dé�nie de la manière suivante :

Tαi(ω) = {t = (t1(ω), (t2(ω))/αi−1 < µ(t(ω)) ≤ αi} , i = 1, ..., l + 1

où {αi}i=0,...,l+1 sont des nombres réels tels que :0 = α0 < α1 < ... < αl < αl+1 = 1.

On a donc pour i 6= j Tαi(ω) ∩ Tαj (ω) = � et
⋃p+1
i=1 T

αi(ω) = T (ω).
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On a donc Tαi(ω) = {t = (t1(ω), (t2(ω))/αi−1 < µ(t(ω)) et µ(t(ω)) ≤ αi} , autrement dit
(t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tαi(ω)⇐⇒ αi−1 < min(µ

Ã(ω)
(A(t1(ω)), µ

b̃(ω)
(b(t2)(ω)) et

min(µ
Ã(ω)

(A(t1(ω)), µ
b̃(ω)

(b(t2)(ω)) ≤ αi, i.e.

Tαi(ω) =
{

(t1(ω), (t2(ω)) ∈ (Ãαi−1(ω)× b̃αi−1(ω))− (Ãαi(ω)× b̃αi(ω))
}

={
(t1(ω), (t2(ω)) ∈ Sαi−1(ω)− Sαi(ω)

}
Soit une suite de nombres réels {τi}i=1,...,l+1 telle que 0 = τl+1 < τl < ... < τ2 < τ1 < 1 choisis
pour pénaliser t ∈ T (ω) tels que µ(t) est au bas niveau .

Le programme (P 3
PS)′ peut être approché par le programme stochastique suivant :[1]

(P 3
S)



max cx

t1(ω)x− t2(ω) ≤ τml+1 (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tαl+1(ω)

t1(ω)x− t2(ω) ≤ τml (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tαl(ω)

...
t1(ω)x− t2(ω) ≤ τm1 (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tα1(ω)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


où τmj est un m-vecteur dont les composantes sont égales à τj .

Si ∀ω les fonctions d'appartenance µ
Ã

(ω) et µ
b̃(ω)

sont continues, (P 3
S) sera un programme semi-

in�ni.
Théorème 13 [1]
(P 3

S) est équivalent au programme linéaire stochastique suivant :

(P 3
LS)



max cx∑n
j=1 t

αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω) i = 1, ...,m∑n
j=1 t

αl
1ij(ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω) i = 1, ...,m

...∑n
j=1 t

α1
1ij(ω)xj − τ1 ≤ tα1

2i (ω) i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


où t

αk
1ij(ω) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire ã

αk−1

ij (ω) et tαk2i (ω) est la borne inférieure

de l'intervalle aléatoire b̃
αk−1

i (ω), k = 1, ..., l + 1
Preuve. Il su�t de montrer que les contraintes des programmes (P 3

S) et (P 3
LS) sont équivalentes.

Soient {t1(ω)x− t2(ω) ≤ δmk ; (t1(ω), t2(ω)) ∈ Tαk(ω), k = 1, ...p+ 1} les contraintes de (PS).
On a (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Sαk−1(ω)−Sαk(ω), donc les composantes t1ij(ω) de la matrice t1(ω) et t2i(ω)
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du vecteur t2(ω) sont telles que : (t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ sαk−1

i (ω)−sαki (ω) où sαki (ω) = aαkij (ω)×bαki (ω).
On peut donc représenter les contraintes sous la forme suivante :{∑n

j=1 t1ij(ω)xj − τk ≤ t2i(ω), (t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ sαk−1

i (ω)− sαki (ω), k = 1, ...p+ 1, i = 1, ...m
}
.

On sait que ∀ω ∈ Ω, ãij(ω) et b̃i(ω) sont des intervalles �ous, donc pour αk−1 < αk on a :

aαkij (ω) ⊂ aαk−1

ij (ω) et bαki (ω) ⊂ bαk−1

i (ω).

D'où sup
{
t1ij(ω)/(t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ sαk−1

i (ω)− sαki (ω)
}

= sup
{
t1ij(ω)/t1ij(ω) ∈ ãαk−1

ij (ω)
}

=

t
αk
1ij(ω).
D'autre part on a :

inf
{
t2i(ω)/(t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ sαk−1

i (ω)− sαki (ω)
}

= inf
{
t2i(ω)/t2i(ω) ∈ b̃αk−1

i (ω)
}

= tαk2i (ω).

Puisque on a :∑n
j=1 t1ij(ω)xj ≤ t2i(ω) + τk pour (t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ sαk−1

i (ω)−sαki (ω), donc t2i(ω)+δk est un ma-

jorant de l'ensemble E =
{∑n

j=1 t1ij(ω)xj , (t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ sαk−1

i (ω)− sαki (ω)
}
et
∑n

j=1 t
αk
1ij(ω)xj

est le plus petit des majorants de E, par conséquent
∑n

j=1 t
αk
1ij(ω)xj ≤ t2i(ω) + τk.

Par ailleurs :∑n
j=1 t

αk
1ij(ω)xj − τk est un minorant de l'ensemble F =

{
t2i(ω), (t1ij(ω), t2i(ω)) ∈ sαk−1

i (ω)− sαki (ω)
}

et tαk2i (ω) est le plus grand des minorants de F donc
∑n

j=1 t
αk
1ij(ω)xj − τk ≤ tαk2i (ω).

On obtient donc les contraintes de (P 3
LS).

La réciproque est évidente.∑n
j=1 t

αk
1ij(ω)xj − τk ≤ tαk2i (ω) =⇒

∑n
j=1 t

αk
1ij(ω)xj − τk ≤ tαk2i (ω)⇐⇒

t1(ω)x− t2(ω) ≤ δmk ; (t1(ω), t2(ω)) ∈ Tαk(ω).

Xi
s(p

s
i , αs) =

{
x ∈ X/P (ω :

∑n
j=1 t

αs
1ij(ω)xj − τs ≤ tαs2i (ω)) ≥ psi

}
, i = 1, ...m; s = 1, ...l + 1.

Puisque t
αk
1ij(ω) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire ã

αk−1

ij (ω) et tαk2i (ω) est la borne

inférieure de l'intervalle aléatoire b̃
αk−1

i (ω), k = 1, ..., l + 1, donc t
αk
1ij(ω) = a

αk−1

ij (ω) et tαk2i (ω) =

b
αk−1

i (ω), k = 1, ..., l + 1, par conséquent

Xi
s(p

s
i , αs) =

{
x ∈ X/P (ω :

∑n
j=1 a

αs−1

ij (ω)xj − τs ≤ bαs−1

i (ω)) ≥ psi
}
, i = 1, ...m; s = 1, ...l + 1.

Nous allons établir dans la prochaine section 3.5 les conditions de convexité de Xi
s(p

s
i , αs)

3.3 Chance-constrained programming with fuzzy stochastic coef-

�cients

Les contraintes du problème �ou stochastique (P 3
FS) peuvent s'écrire sous la forme suivante :

b̃i(ω) �
∑n

j=1 ãij(ω)� xj ,

xj ≥ 0, j = 1, ...n

∑n
j=1 et � représentent respectivement, pour ω ∈ Ω donné, l'addition des intervalles �ous de type

L-R et leur multiplication un nombre réel (voir annexe A).
Si ãij(ω) = (aij(ω), aij(ω), δaij , γ

a
ij) et b̃i = (bi(ω), bi(ω), δbi , γ

b
i ) sont des variables aléatoires �oues

46



de type L-R, alors

n∑
j=1

ãij(ω)� xj = (

n∑
j=1

aij(ω)xj ,

n∑
j=1

aij(ω)xj ,

n∑
j=1

δaijxj ,

n∑
j=1

γaijxj).

Pour simpli�er les expressions, nous considérons la matrice A(m× n) et le vecteur b(m× 1) dont
les composantes sont respectivement aij et bi.
Dans la suite de ce travail, dire que A (resp. b) est déterministe, �ou, stochastique ou �ou sto-
chastique signi�e que aij (resp. bi) sont respectivement déterministes, des intervalles �ous, des
variables aléatoires réelles ou des variables aléatoires �oues. Chance-constrained programming
with fuzzy stochastic coe�cients prend la forme suivante :

P (ρ(̃bi(ω),
n∑
j=1

ãij(ω)� xj) ≥ βi) ≥ pi

qui est une combinaison de probabilité et ρ où ρ(ã, b̃) évalue le degré de con�ance pour lequel le
coe�cient restreint par ã est plus grand que le coe�cient restreint par b̃.

3.4 Di�érentes versions de Chance-constrained programming with

fuzzy stochastic coe�cients

Nous avons trois versions, selon le choix de ρ qui peut représenter :

1. les degrés de préférence possibiliste ou nécessaire (combinaison de probabilité et possibilité
ou combinaison de probabilité et nécessité)

2. les indices de dominance stochastique des intervalles aléatoires dus à Chanas et col. [7]
(combinaison de probabilité et indices de comparaison d'intervalles aléatoires)

3. les indices scalaires de comparaison d'intervalles �ous (combinaison de probabilité et indices
scalaires de comparaison de quantitiés �oues)

comme suit :

3.4.1 Combinaison de probabilité et possibilité

(P 3
p )



maxφ(x)

P
{
ω : pos(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


où P et pos représentent respectivement probabilité et possibilité. Une solution admissible x0 =
(x0

1, x
0
2, ..., x

0
n) ≥ 0 de (P 3

p ) est appelée pro-pos admissible. L'ensemble des solutions pro-pos
admissibles de (P 3

p ) est noté Xi
p(pi, βi).
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Proposition 3 Xi
p(pi, βi) peut s'écrire comme suit :

1. Si ãij(ω) et b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues, alors :

Xi
p(pi, βi) =

{
x ≥ 0 : P (ω :

∑n
j=1 a

βi
ij (ω)xj ≤ b

βi
i (ω)) ≥ pi

}
, i = 1, ...,m

où aβiij (ω) est la borne inférieure de ãβiij (ω) et b
βi
i (ω) est la borne supérieure de b̃βii (ω).

2. Si ãij(ω) = (aij(ω), aij(ω), δaij , γ
a
ij) et b̃i(ω) = (bi(ω), bi(ω), δbi , γ

b
i ) sont des variables aléa-

toires �oues de type L-R, alors :

Xi
p(pi, βi) =

{
x ≥ 0/P (ω :

∑n
j=1(aij(ω)− L−1(βi)δ

a
ij)xj ≤ bi(ω) +R−1(βi)γ

b
i ) ≥ pi

}
, i =

1, ...,m.

La preuve est triviale, Il su�t d'utiliser les propriétés de possibilité données dans [15] et reprises
dans la proposition 1, Annexe A.
Remarque 4 Si les coe�cicients ãij(ω) et b̃i(ω) des contraintes sont respectivement remplacés
par :

� des variables aléatoires réelles aij(ω) et bi(ω), alors P
{
ω : pos(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥

pi se réduit à P
{
ω :
∑n

j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω)
}
≥ pi.

� des intervalles �ous ãij et b̃i, alors P
{
ω : pos(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi se réduit

à pos(
∑n

j=1 ãij � xj � b̃i) ≥ βi.

3.4.2 Combinaison de probabilité et nécessité

(P 3
n)



maxφ(x)

P
{
ω : nec(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ...n


où P et nec représentent respectivement probabilité et nécessité. Une solution admissible x0 =
(x0

1, x
0
2, ...x

0
n) ≥ 0 de (P 3

n) est appelée pro-nec admissible. L'ensemble des solutions pro-nec ad-
missibles de (P 3

n) est noté Xi
n(pi, βi).

Proposition 4 Xi
n(pi, βi) peut s'écrire comme suit :

1. Si ãij(ω) et b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues, alors :

Xi
n(pi, βi) =

{
x ≥ 0 : P (ω :

∑n
j=1 a

1−βi
ij (ω)xj ≤ b1−βii (ω)) ≥ pi

}
, i = 1, ...,m,

où a1−βi
ij (ω) est la borne supérieure de ã1−βi

ij (ω) et b1−βii (ω) est la borne inférieure de

b̃1−βii (ω).

2. Si ãij(ω) = (aij(ω), aij(ω), δaij , γ
a
ij) et b̃i(ω) = (bi(ω), bi(ω), δbi , γ

b
i ) sont des variables aléa-

toires �oues de type L-R, alors :

Xi
n(pi, βi) =

{
x ≥ 0/P (ω :

∑n
j=1(aij(ω) +R−1(1− βi)γaij)xj ≤ bi(ω)− L−1(1− βi)δbi ) ≥ pi

}
, i =

1, ...,m.
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La preuve est triviale, Il su�t d'utiliser les propriétés de nécessité données dans [15] et reprises
dans la proposition 1, Annexe A.
Remarque 5 Si les coe�cicients ãij(ω) et b̃i(ω) des contraintes sont respectivement remplacés
par :

� des variables aléatoires réelles aij(ω) et bi(ω), alors P
{
ω : nec(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥

pi se réduit à P
{
ω :
∑n

j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω)
}
≥ pi.

� des intervalles �ous ãij et b̃i, alors P
{
ω : nec(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi se réduit

à nec(
∑n

j=1 ãij � xj � b̃i) ≥ βi.

3.4.3 Combinaison de probabilité et indices scalaires de comparaison de quan-

titiés �oues

(P 3
F )



maxφ(x)

P
{
ω :
∑n

j=1 F (ãij(ω))xj ≤ F (̃bi(ω))
}
≥ pi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


où P représent la probabilité et F (ã) est un scalaire, substitut de ã. Il est évident que F (ãij(ω))

et F (̃bi(ω)) sont des variables aléatoires réelles. Le problème est bel et bien un standard chance-
constrained programming. Une solution admissible x0 = (x0

1, x
0
2, ...x

0
n) ≥ 0 du problème (P 3

F ) est
appelée pro-F admissible. On noteXi

F (pi), l'ensemble des solutions pro-F admissibles du problème
(P 3

F ) .

Remarque 6 Si les coe�cicients ãij(ω) et b̃i(ω) des contraintes sont respectivement remplacés
par :

� des variables aléatoires réelles aij(ω) et bi(ω), alors P
{
ω :
∑n

j=1 F (ãij(ω))xj ≤ F (̃bi(ω))
}
≥ pi

se réduit à P
{
ω :
∑n

j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω)
}
≥ pi.

� des intervalles �ous ãij et b̃i, alors P
{
ω :
∑n

j=1 F (ãij(ω))xj ≤ F (̃bi(ω))
}
≥ pi se réduit à∑n

j=1 F (ãij)xj ≤ F (̃bi).

3.4.4 Combinaison de chance-constrained programming et comparaison d'in-

tervalles aléatoires

(P 3
µk

)



maxφ(x)

P
{
ω : µk (̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, ...,m; k = 1, 2, 3, 4, 1I, 4I.

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


Une solution admissible x0 = (x0

1, x
0
2, ...x

0
n) ≥ 0 du problème (P 3

µk
) est appelée pro-µk admissible.

On note Xi
µk

(pi, βi), l'ensemble des solutions pro-µk admissibles du problème (P 3
µk

) .
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En tenant compte de la dé�nition de Xµk(pi, βi) et du lemme 4, annexe A, les ensembles de
solutions admissibles Xi

µk
(pi, βi), k = 2, 3 peuvent s'écrire comme suit :

Proposition 5 Soient b̃i(ω) = (bi(ω), bi(ω), δbi , γ
b
i ) et ãij(ω) = (aij(ω), aij(ω), δaij , γ

a
ij) des va-

riables aléatoires �oues de type L-R.
Nous avons alors :

1. Xi
µ2(pi, βi) =

{
x ≥ 0/P (ω :

∑n
j=1(aij(ω)− L−1(1− βi)δaij)xj ≤ bi(ω)− L−1(1− βi)δbi ) ≥ pi

}
.

2. Xi
µ3(pi, βi) =

{
x ≥ 0/P (ω :

∑n
j=1(aij(ω) +R−1(βi)γ

a
ij)xj ≤ bi(ω) +R−1(βi)γ

b
i ) ≥ pi

}
.

Preuve. Nous avons par dé�nition :

� Xi
µ2(pi, βi) =

{
x = (x1, x2, ..., xn) ≥ 0/P (ω : µ2(̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi) ≥ pi

}
� Xi

µ3(pi, βi) =
{
x = (x1, x2, ..., xn) ≥ 0/P (ω : µ3(̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi ≥ pi

}
Pour ω ∈ Ω donné b̃i(ω) = (bi(ω), bi(ω), δbi , γ

b
i ) et ãij(ω) = (aij(ω), aij(ω), δaij , γ

a
ij) sont des inter-

valles �ous de type L-R.
Il en est de même pour

∑n
j=1 ãij(ω)�xj = (

∑n
j=1 aij(ω)xj ,

∑n
j=1 aij(ω)xj ,

∑n
j=1 δ

a
ijxj ,

∑n
j=1 γ

a
ijxj).

Alors en vetu du lemme 4, annexe A, nous avons :
� µ2(̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi ⇔

∑n
j=1(aij(ω)− L−1(1− βi)δaij)xj ≤ bi(ω)− L−1(1− βi)δbi

� µ3(̃bi(ω),
∑n

j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi ⇔
∑n

j=1(aij(ω) +R−1(βi)γ
a
ij)xj ≤ bi(ω) +R−1(βi)γ

b
i

D'où :
� P

{
ω : µ2(̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi

}
=

P
{
ω :
∑n

j=1(aij(ω)− L−1(1− βi)δaij)xj ≤ bi(ω)− L−1(1− βi)δbi
}

� P
{
ω : µ3(̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi

}
=

P
{
ω :
∑n

j=1(aij(ω) +R−1(βi)γ
a
ij)xj ≤ bi(ω) +R−1(βi)γ

b
i

}
Si les coe�cicients ãij(ω) et b̃i(ω) des contraintes sont respectivement remplacés par :

� des variables aléatoires réelles aij(ω) et bi(ω), alors P
{
ω : µk (̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi

}
≥

pi se réduit à P
{
ω :
∑n

j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω)
}
≥ pi.

� des intervalles �ous ãij et b̃i, alors P
{
ω : µk (̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi

}
≥ pi se réduit à

µk (̃bi,
∑n

j=1 ãij � xj) ≥ βi.

3.5 Convexité des ensembles de solutions admissibles

Sous certaines conditions, les ensembles de solutions admissibles peuvent être convexes pour toutes
distributions de probabilité des variables aléatoires �oues comme suit :

Théorème 14 on a :
Si pi = 0 ou pi = 1 alors :
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� Xi
F (pi) est convexe

� Xi
p(pi, βi) et Xi

n(pi, βi) sont convexes ∀βi ∈ (0, 1].

� Xi
µ2(pi,

1
2) et Xi

µ3(pi,
1
2) sont convexes.

� Xi
s(p

s
i , αs) est convexe ∀αs ∈ (0, 1].

Preuve. Il su�t d'appliquer le théorème 6 du chapitre 2, section 2.1.6.

En tenant compte des conditions de convexité des ensembles de solutions admissibles résultant
de l'application de chance-constrained programming [21] en programmation linéaire stochastique et
en nous basant sur les propositions 3, 4 et 5 du chapitre 3, section3.4, nous distinguons le cas où A
est déterministe ou �ou et les autres où A est stochastique ou �ou stochastique comme suit :

3.5.1 Cas où A est déterministe ou �ou

Nous considérons le cas le plus général : A est �ou et b est �ou stochastique dont les composantes sont
des variables aléatoires �oues en général ou des variables aléatoires �oues particulières, de type L-R.

En nous basant sur les propositions 3, 4 et 5 du chapitre 3, section3.4, les expressions des en-
sembles de solutions admissibles résultant de l'application de "chance-constrained programming
with fuzzy stochastic coe�cients" et le théorème 7 du chapitre 2, section 2.1.6, nous établissons le
résultat suivant :

Théorème 15 Soient (Ω, F, P ) un espace de probabilité, ãij et b̃i(ω) les composantes de la matrice

Ã(m× n) et du vecteur b(ω)(m× 1) respectivement.

1. Si ãij sont des intervalles �ous et b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues.

Alors pour toute distribution de probabilité de b̃i(ω), on a :
� ∀βi ∈ (0, 1] et ∀pi ∈ [0, 1], Xi

p(pi, βi) et Xi
n(pi, βi) sont convexes.

� ∀pi ∈ [0, 1], Xi
F (pi) est convexe.

� ∀αs ∈ (0, 1] et ∀psi ∈ [0, 1], Xi
s(p

s
i , αs) est convexe.

2. Si ãij sont des intervalles �ous de type L-R et b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues de
type L-R.
Alors pour toute distribution de probabilité de b̃i(ω) , on a :
� ∀βi ∈ (0, 1] et ∀pi ∈ [0, 1], Xi

p(pi, βi), X
i
n(pi, βi) sont convexes.

� ∀pi ∈ [0, 1], Xi
µ2(pi,

1
2) et Xi

µ3(pi,
1
2) sont convexes.

� ∀αs ∈ (0, 1] et ∀psi ∈ [0, 1], Xi
s(p

s
i , αs) est convexe.

Preuve.

1. Puisque ãij sont des intervalles �ous, donc on remplace aβiij (ω) par aβiij dans Xi
p(pi, βi), il s'en-

suit que ∀βi ∈ (0, 1] et ∀pi ∈ [0, 1] :
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x ∈ Xi
p(pi, βi)⇐⇒ P (ω :

∑n
j=1 a

βi
ij xj ≤ b

βi
i (ω)) ≥ pi ⇔

1 − P (ω :
∑n

j=1 a
βi
ij (ω)xj ≥ b

βi
i (ω)) ≥ pi ⇔ 1 − Ψ

b
βi
i

(
∑n

j=1 a
βi
ij xj) ≥ pi ⇔

∑n
j=1 a

βi
ij xj ≤

Ψ−1

b
βi
i

(1− pi) où Ψ
b
βi
i

est la fonction de répartition de b
βi
i .

En remplaçant P (ω :
∑n

j=1 a
βi
ij xj ≤ b

βi
i (ω)) ≥ pi par∑n

j=1 a
βi
ij xj ≤ Ψ−1

b
βi
i

(1− pi) dans Xi
p(pi, βi),on voit facilement que ∀βi ∈ (0, 1] et ∀pi ∈ [0, 1] :

Xi
p(pi, βi) est convexe pour toute distribution de probabilité de b

βi
i .

La preuve est la même pour les autres ensembles de solutions admissibles, il su�t de remplacer
dans cette preuve :

� aβiij et b
βi
i (ω) par a1−βi

ij et b1−βii (ω) respectivement,pour Xi
n(pi, βi).

� aβiij et b
βi
i (ω) par F (ãij) et F (̃bi(ω)) respectivement, pour Xi

F (pi).

2. ãij sont des intervalles �ous, donc on remplace a
αs−1

ij (ω) par a
αs−1

ij dans Xi
s(p

s
i , αs)

x ∈ Xi
s(p

s
i , αs)⇐⇒ P (ω :

∑n
j=1 a

αs−1

ij xj − τs ≤ bαs−1

i (ω)) ≥ psi ⇔
1 − P (ω :

∑n
j=1 a

αs−1

ij (ω)xj − τs ≥ b
αs−1

i (ω)) ≥ psi ⇔ 1 − Ψ
b
αs−1
i

(
∑n

j=1 a
αs−1

ij xj − τs) ≥ psi ⇔∑n
j=1 a

αs−1

ij (ω)xj ≤ Ψ−1

b
αs−1
i

(1− psi ) + τs où Ψ
b
αs−1
i

est la fonction de répartition de b
αs−1

i .

Xi
s(p

s
i , αs) est convexe pour toute distribution de probabilité de b

αs−1

i .

3. ãij sont des intervalles �ous de type L-R, donc on remplace aij(ω) par aij dans X
i
p(pi, βi), donc

x ∈ Xi
p(pi, βi)⇐⇒ P

{
ω :
∑n

j=1(aij − L−1(βi)δ
a
ij)xj ≤ bi(ω) +R−1(βi)γ

b
i

}
≥ pi ⇐⇒

∑n
j=1(aij−

L−1(βi)δ
a
ij)xj)−R−1(βi)γ

b
i ≤ Ψ−1

bi
(1−pi) où Ψbi

est la fonction de répartition de bi. La preuve

est la même pour les autres ensembles de solutions admissibles, il su�t de remplacer :
� aij − L−1(βi)δ

a
ij et bi(ω) + R−1(βi)γ

b
i par aij + R−1(1 − βi)γaij et bi(ω) − L−1(1 − βi)δbi

respectivement pour Xi
n(pi, βi).

� aij−L−1(1
2)δaij et bi(ω)+R−1(1

2)γbi par aij−L−1(1
2)δaij et bi(ω)−L−1(1

2)δbi , respectivement

pour Xi
µ2(pi,

1
2).

� aij − L−1(1
2)δaij par aij +R−1(1

2)γaij , pour X
i
µ3(pi,

1
2).

4. ãij sont des intervalles �ous de type L-R, donc on remplace dans Xi
s(p

s
i , αs), a

αs−1

ij (ω) et

b
αs−1

ij (ω) par respectivement aij +R−1(αs−1)δaij et bi − L−1(αs−1)γbi ,donc

x ∈ Xi
s(p

s
i , αs)⇐⇒ P

{
ω :
∑n

j=1(aij +R−1(αs−1)τaij)xj − τs ≤ bi(ω)− L−1(αs−1)γbi

}
≥ psi ⇐⇒∑n

j=1(aij+R
−1(αs−1)δaij)xj−τs+L−1(αs−1)γbi ≤ Ψ−1

bi
(1−psi )⇐⇒

∑n
j=1(aij+R

−1(αs−1)δaij)xj ≤
Ψ−1
bi

(1− psi ) + τs − L−1(αs−1)γbi où Ψbi
est la fonction de répartition de bi.
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3.5.2 Cas où A est stochastique ou �ou stochastique

Nous considérons le cas le plus général : A et b sont �ous stochastiques dont les composantes sont
des variables aléatoires �oues, en général, ou particulières, de type L-R.

En nous basant sur les propositions 3, 4 et 5 du chapitre 3, section3.4, les expressions des ensembles
de solutions admissibles résultant de l'application de "chance-constrained programming with fuzzy
stochastic coe�cients" et les théorèmes 8 et 9 du chapitre 2, section 2.1.6, nous distinguons le cas
général (au sens de Shapiro) de variables aléatoires �oues normales (resp.le cas particulier, de type
L-R) et le cas général de variables aléatoires �oues discrètes (resp.le cas particulier, de type L-R)
et nous établissons les résultats suivants :

Les composantes de A et b sont des variables aléatoires �oues

1. Cas des variables aléatoires �oues normales au sens de Shapiro

Théorème 16 Soient (Ω, F, P ) un espace de probabilité, ãij(ω) et b̃i(ω) les composantes de
la matrice A(m× n) et du vecteur b(m× 1) respectivement.
Si ãi1, ãi2, ...ãin, b̃i sont (n+1) variables aléatoires �oues normales d'espérances mathéma-
tiques respectives µ̃i1, µ̃i2, ...µ̃in, λ̃i qui sont des intervalles �ous et de variances respectives
σ2
i1, σ

2
i2, ...σ

2
in, ν

2
i .

Alors :
� ∀βi ∈ (0, 1] et pour pi >

1
2 , X

i
p(pi, βi) et Xi

n(pi, βi) sont convexes.

� ∀αs ∈ (0, 1] et pour psi >
1
2 , X

i
s(p

s
i , αs) est convexe.

Preuve.

Du 3.1.4, on a :

� aβii1 , a
βi
i2 , ...a

βi
in, b

βi
i sont (n+1) variables aléatoires rélles normales d'espérances mathéma-

tiques respectives µβi
i1
, µβi

i2
, ...µβi

in
, λ

βi
i et de variances respectives σ2

i1, σ
2
i2, ...σ

2
in, ν

2
i

� a1−βi
i1 , a1−βi

i2 , ...a1−βi
in , b1−βii sont (n+1) variables aléatoires rélles normales d'espérances ma-

thématiques respectives µ1−βi
i1 , µ1−βi

i2 , ...µ1−βi
in , λ1−βi

i et de variances respectives σ2
i1, σ

2
i2, ...σ

2
in, ν

2
i

� a
αs−1

i1 , a
αs−1

i2 , ...a
αs−1

in , b
αs−1

i + τs sont (n+1) variables aléatoires rélles normales d'espérances
mathématiques respectives µ

αs−1

i1 , µ
αs−1

i2 , ...µ
αs−1

in , λ
αs−1

i + τs et de variances respectives
σ2
i1, σ

2
i2, ...σ

2
in, ν

2
i

Alors en vertu du théorème 9, on a :
� ∀βi ∈ (0, 1] et pour pi >

1
2 , X

i
p(pi, βi) et X

i
n(pi, βi) sont convexes

� ∀αs−1 ∈ (0, 1] et pour psi >
1
2 , X

i
s(p

s
i , αs−1) sont convexes.

2. cas des variables aléatoires �oues discrètes

Théorème 17 Soit (Ω, F, P ) un espace de probabilité muni d'une distribution de probabilité
discrète �nie suivante : P (ωk) = qk, k = 1, 2, ...r et

∑k=r
k=1 qk = 1.
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Alors :
� pour pi > 1−mink∈(1,2,...r)qk, X

i
F (pi) est convexe.

� ∀βi ∈ (0, 1] et pour pi > 1−mink∈(1,2,...r)qk, X
i
p(pi, βi), X

i
n(pi, βi) sont convexes.

� ∀αs ∈ (0, 1] et pour psi > 1−mink∈(1,2,...r)qk, X
i
s(p

s
i , αs) est covexe.

Preuve.On a ãij(ω) et b̃i(ω) qui sont des variables aléatoires �oues discrètes et pour k ∈
{1, 2, ...r},
P (ãij(ωk) = θ̃ijk) = P (̃bi(ωk) = η̃ik) = qk, où θ̃ijk et η̃ik sont des intervalles �ous.
Alors on a :
� F (ãij(ω)) et F (̃bi(ω)) sont des variables aléatoires réelles discrètes P (F (ãij(ωk)) = F (θ̃ijk)) =

qk et P (F (̃bi(ωk)) = F (η̃ik)) = qk, où F (θ̃ijk) et F (η̃ik) sont des nombres réels.
Par conséquent, en vertu du théorème 8, on conclut que :
pour pi > 1−mink∈(1,2,...r)qk, X

i
F (pi) est convexe.

� aβiij (ω), b
βi
i (ω), a1−βi

ij (ω) and b1−βii (ω) sont des variables aléatoires réelles discrètes telles
que :

P (aβiij (ωk) = θβiijk) = P (b
βi
i (ωk) = ηβiik) = P (a1−βi

ij (ωk) = θ
1−βi
ijk ) = P (b1−βii (ωk) = η1−βi

ik ) =
qk,
où θβiijk et η

βi
ik sont respectivement la borne inférieure et la borne supérieure des βi − coupe

de θ̃ijk et η̃ik.Et θ
1−βi
ijk et η1−βi

ik sont respectivement la borne inférieure et la borne supérieure

des (1− βi)− coupe de θ̃ijk et η̃ik respectivement.
Par conséquent, en vertu du théorème 8, on conclut que :
∀βi ∈ (0, 1] et pour pi > 1−mink∈(1,2,...r)qk, X

i
p(pi, βi) et X

i
n(pi, βi) sont convexes.

� a
αs−1

ij (ω) et b
αs−1

i (ω) + τs sont des variables aléatoires réelles discrètes telles que :

P (a
αs−1

ij (ωk) = θ
αs−1

ijk ) = P (b
αs−1

i (ωk) + τs = η
αs−1

ik + τs) = qk,

où θ
αs−1

ijk est la borne supérieure de (αs−1)− coupe de θ̃ijk et η
αs−1

ik est laborne inférieure de
(αs−1)− coupe de η̃ik .
Par conséquent, en vertu du théorème 8, on conclut que :
∀αs ∈ (0, 1] et pour psi > 1−mink∈(1,2,...r)qk, X

i
s(pi, αs), X

i
n(pi) sont convexes.

Les composantes de A et b sont des variables aléatoires �oues de type L-R

3. Cas des variables aléatoires �oues normales de type L-R

Corollaire 1 Soient (Ω, F, P ) un espace de probabilité et ãij = (aij , aij , δ
a
ij , γ

a
ij) et

b̃i(ω) = (bi(ω), bi(ω), δbi , γ
b
i ) des variables aléatoires �oues normales de type L-R telles que :

� ai1, ai2, ...ain, bi sont des variables aléatoires réelles normales d'espérances mathématiques
respectives µ

i1
, µ

i2
, ...µ

in
, λi et de variances respectives σ2

i1, σ
2
i2, ...σ

2
in, δ

2
i .

� ai1, ai2, ...ain, bi sont des variables aléatoires réelles normales d'espérances mathématiques
respectives µi1, µi2, ...µin, λi et de variances respectives σ2

i1, σ
2
i2, ...σ

2
in, δ

2
i .

Alors pour pi >
1
2 :

� Xi
p(pi, βi) et Xi

n(pi, βi) sont convexes ∀βi ∈ (0, 1].

� Xi
µ2(pi,

1
2), Xi

µ3(pi,
1
2) sont convexes.
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Preuve. ãij(ω) = (aij(ω), aij(ω), δaij , γ
a
ij) et b̃i(ω) = (bi(ω), bi(ω), δbi , γ

b
i ) sont des variables

aléatoires �oues normales de type L-R, donc, nous reprenons la preuve du théorème 16, avec :

� d'une part que pour chaque i ∈ {1, 2, ...,m} , bβii = bi +R−1(βi)γ
b
i est une variable aléatoire

réelle normale d'espérance mathématique λ
βi
i = λi + R−1(βi)γ

b
i et de variance δ2

i et pour
j = 1, 2, ..., n :
aβiij = aij − L−1(βi)δ

a
ij sont des variable aléatoires réelles normales d'espérances mathéma-

tiques respectives µβi
ij

= µ
ij
− L−1(βi)δ

a
ij et de variances respectives σ

2
ij .

� d'autre part que pour chaque i ∈ {1, 2, ...,m} , b1−βii = bi − L−1(1 − βi)δbi est une variable
aléatoire réelle normale d'espérance mathématique λ1−βi

i = λi−L−1(1−βi)δbi et de variance
δ2
i et pour j = 1, 2, ..., n :

a1−βi
ij = aij +R−1(1− βi)γaij sont des variable aléatoires réelles normales d'espérances ma-

thématiques respectives µ1−βi
ij = µij +R−1(1− βi)γaij et de variances respectives σ2

ij .

Alors nous concluons que ∀βi ∈ (0, 1] et pour pi >
1
2 , les ensembles admissiblesXi

p(pi, βi), X
i
n(pi, βi)

sont convexes.
� En remplaçant, dans la preuve du théorème 16 , b

βi
i par bβii , donc λ

βi
i par λβii d'une part. Et

d'autre part b1−βii par b
1−βi
i , donc λ1−βi

i par λ
1−βi
i et en tenant compte de la particularité

L-R de ãij et b̃i,

i.e. ( b
1−βi
i = bi+R

−1(1−βi)γbi , λ
1−βi
i = λi+R

−1(1−βi)γbi , a1−βi
ij = aij+R−1(1−βi)γaij ,

µ1−βi
ij = µij + R−1(1 − βi)γaij , bβii = bi − L−1(βi)δ

b
i , λβii = λi − L−1(βi)δ

b
i , aβiij = aij −

L−1(βi)δ
a
ij , µβi

ij
= µ

ij
− L−1(βi)δ

a
ij .)

Nous concluons que ∀βi ∈ (0, 1] et pour pi >
1
2 , les ensembles de solutions admissibles

Xi
µ2(pi, βi)

et Xi
µ3(pi, βi) sont convexes, donc en particulier pour βi = 1

2 .

4. Cas des variables aléatoires �oues discrètes de type L-R

Corollaire 2 Soit (Ω, F, P ) un espace de probabilité muni d'une distribution de probabilité dis-
crète P (ωk) = qk, k = 1, 2, ...r et

∑k=r
k=1 qk = 1 et soient ãij = (aij , aij , δ

a
ij , γ

a
ij) et b̃i(ω) =

(bi(ω), bi(ω), δbi , γ
b
i ) des variables aléatoires �oues discrètes de type L-R.

Alors pour pi > 1−mink∈(1,2,...r)qk :
� Xi

p(pi, βi) et Xi
n(pi, βi) sont convexes ∀βi ∈ (0, 1].

� Xi
µ2(pi,

1
2), Xi

µ3(pi,
1
2) sont convexes.

Preuve. Puisque ãij = (aij , aij , δ
a
ij , γ

a
ij) et b̃i(ω) = (bi(ω), bi(ω), δbi , γ

b
i ) sont des variables aléatoires

�oues discrètes de type L-R, donc aij(ω), aij(ω), bi(ω) et bi(ω) sont des variables aléatoires réelles
discrètes, alors, il en de même pour aij(ω)− L−1(βi)δ

a
ij , aij(ω) +R−1(1− βi)γaij ,

bi(ω)− L−1(1− βi)δbi , bi(ω)− L−1(βi)δ
b
i , bi(ω) +R−1(βi)γ

b
i et bi(ω) +R−1(1− βi)γbi .

Par conséquent, en vertu du théorème 8, nous avons ∀βi ∈ (0, 1] et pour pi > 1 −mink∈(1,2,...r)qk,
les ensembles de solutions admissibles Xi

p(pi, βi), X
i
n(pi, βi), X

i
µ2(pi, βi), X

i
µ3(pi, βi) , donc en par-

ticulier pour βi = 1
2 , X

i
µ2(pi,

1
2), Xi

µ3(pi,
1
2) sont convexes.
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Chapitre 4

Programmation linéaire multiobjectifs

�oue stochastique

Un programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique est un programme linéaire multiobjectifs en
présence :
� de variables aléatoires �oues

ou

� de variables aléatoires réelles et d'intervalles �ous.

Dans ce qui suit, nous considérerons des programmes linéaires multiobjectifs �ous stochastiques,
dont les coe�cients des fonctions objectifs sont :
� des variables aléatoires �oues,
� déterministes,
� des intervalles �ous,
� des variables aléatoires réelles.

4.1 Les coe�cients des objectifs sont des variables aléatoires �oues

Dans ce cas,un programme linéaire multiobjectifs est �ou stochastique quelque soit la nature des
coe�cients des contraintes.
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Considérons le programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique suivant :

(P 4
M.O.F.S)


max(c̃1(ω)� x, c̃2(ω)� x, ..., c̃k(ω)� x)∑n

j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω), i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


où c̃r(ω) = (c̃r1(ω), c̃r2(ω), ..., c̃rn(ω)) et les c̃rj(ω), ãij(ω) et b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues
dé�nies sur un espace de probabilité (Ω, F, P ).

Quatre cas de variables aléatoires �oues normales seront considérés pour (P 4
M.O.F.S) comme suit :

1. le cas où les c̃rj(ω) sont des variables aléatoires �oues normales de type L-R, dont les écarts à
gauche et à droite sont aléatoires, a été considéré par Katagiri et col.[23]. Elles se présentent
sous la la forme suivante : c̃rj(ω) = (drj(ω), αrj(ω), βrj(ω))L−R où drj , αrj , βrj , sont des
variables aléatoires normales.

2. le cas où les c̃rj(ω), ãij(ω) et b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues de type L-R, dont les
écarts à gauche et à droite sont des nombres réels positifs, a été considéré par Jun. Li et
col.[29]. Elles se présentent sous la la forme suivante : X̃(ω) = (x(ω), δx, γx) où x(ω) est une
variable aléatoire normale et δx, γx sont des nombres réels positifs.

Et les deux cas suivants que nous proposerons :

3. le cas où des variables aléatoires �oues c̃rj(ω), ãij(ω) et b̃i(ω) sont normales de type L-R

dont les écarts à gauche et à droite sont des nombres réels positifs, de la forme : X̃(ω) =
(x(ω), x(ω), δx, γx) où x(ω) et x(ω) sont des variables aléatoires normales et δx, γx sont des
nombres réels positifs. .

et

4. le cas où les variables aléatoires �oues c̃rj(ω), ãij(ω) et b̃i(ω) sont normales au sens de Shapiro.

4.1.1 Cas des variables aléatoires �oues normales de type L-R dont les écarts

à gauche et à droite sont aléatoires

Puisque les coe�cients des objectifs sont des variables aléatoires �oues, nous avons alors un pro-
gramme linéaire multiobjectifs �ou stochastique quelque soit la nature des coe�cients des contraintes
qui peuvent être des variables aléatoires réelles ou �oues, des intervalles �ous ou même détermi-
nistes.
C'est le cas où ils sont déterministes qui a été considéré par Katagiri et col.[23] comme suit :
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Soit le programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique suivant :

(P 5
M.O.F.S)


min(c̃1(ω)� x, c̃2(ω)� x, ..., c̃k(ω)� x)

x ∈ B = {x ∈ Rn/Ax ≤ b, x ≥ 0}


où les contraintes sont déterministes Ax ≤ b ⇐⇒

∑n
j=1 aijxj ≤ bi, i = 1, 2, ...,m. et c̃r(ω) =

(c̃r1(ω), c̃r2(ω), ..., c̃rn(ω)) et les c̃rj(ω) sont des variables aléatoires �oues normales de type L-R
telles que pour tout ω ∈ Ω, leurs foctions d'appartenance sont dé�nies comme suit :

µc̃rj(ω)(s) =


L(

drj(ω)−s
αrj(ω) ) (s ≤ drj(ω),∀ω)

R(
s−drj(ω)

βrj(ω)
) (s > drj(ω),∀ω), r = 1, ..., k; j = 1, ...n


où :
c̃rj(ω) = (drj(ω), αrj(ω), βrj(ω))L−R avec L(t) = max(0, l(t)) et R(t) = max(0, r(t)) sont des fonc-
tions réelles continues de [0,+∞) dans [0, 1], et l(t), r(t) sont des fonctions strictement croissantes,
continues telles que l(0) = r(0) = 1.
drj , αrj , βrj , sont des variables aléatoires réelles dé�nies par drj(ω) = d1

rj + tr(ω)d2
rj , αrj(ω) =

α1
rj + tr(ω)α2

rj et ,βrj(ω)) = β1
rj + tr(ω)β2

rj , où tr est une variable aléatoire normale d'espérance mr

et de variance σ2
r et dlrj , α

l
rj et β

1
rj , l = 1, 2 sont des constantes et les écarts αrj(ω) et βrj(ω) sont

positifs pour tout ω ∈ Ω.
Puisque tous les coe�cients de chaque fonction objectif sont des variables aléatoires �oues de type
L-R, alors pour tout ω ∈ Ω, les opérations e�ectuées sur les nombres �ous, en utilisant le principe
d'extension du à Zadeh, ont donné des nombres �ous caractérisés par les fonctions d'appartenance
suivantes :

µc̃r(ω)x(y) =


L(dr(ω)x−y

αr(ω)x ) (y ≤ dr(ω)x,∀ω)

R(y−dr(ω)x

βr(ω)x
) (y > dr(ω)x,∀ω), r = 1, ..., k


Résolution du programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique (P 5

M.O.F.S)

Pour la résolution du problème (P 5
M.O.F.S) Katagiri et col. [23] se sont basés sur la nature imprécise

du jugement du décideur qui propose donc que chaque objectif doit atteindre le but �ou G̃r dé�ni
par "`l'objectif est à peu prés inférieur ou égal à une certaine valeur"' qui peut être caractérisé par
la fonction d'appartenance suivante :

µ
G̃r

(y) =


1 y ≤ g1

r

gr(y) g1
r ≤ y ≤ g0

r

0 g0
r ≤ y


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où gr est une fonction continue strictement décroissante.
En utilisant le concept de mesure de possibilité, le degré de possibilité que la valeur de l'objectif sa-

tisfait le but �ou est représenté par Π
C̃r(ω)x

(G̃r)) = sup
{
min(µ

C̃r(ω)x
(y), µ

G̃r
(y))/y

}
, r = 1, 2, ..., k

que le décideur préfére maximiser, le problème (P 5
M.O.F.S) est alors reformulé comme suit :

(P 5
M.O.S)


max(Π

C̃1(ω)x
(G̃1),Π

C̃2(ω)x
(G̃2), ...,Π

C̃k(ω)x
(G̃k))

x ∈ B


qui est un programme muliobjectifs stochastique car Π

C̃r(ω)x
est aléatoire.

Pour sa résolution, la méthode de risque minimal multiple a été utilisée dans [23], il en résulte alors
le programme déterministe suivant :

(P 5
M.O.D)1

{
maxP

{
ω : Π

C̃r(ω)x
(G̃r) ≥ hr

}
, r = 1, 2, ..., k

x ∈ B

}

Puisque Π
C̃r(ω)x

(G̃r) ≥ hr ⇐⇒ sup
{
min(µ

C̃r(ω)x
(y), µ

G̃r
(y))/y

}
≥ hi

⇐⇒ ∃y : µ
C̃r(ω)x

(y) ≥ hr, µ
G̃r

(y)) ≥ hr,

⇐⇒ ∃y : L(dr(ω)x−y
αr(ω)x ) ≥ hr, R(y−dr(ω)x

βr(ω)x
) ≥ hr, µ

G̃r
(y) ≥ hr,

⇐⇒ ∃y :
{
dr(ω)− L∗(hr)αr(ω)

}
x ≤ y ≤ dr(ω) +R∗(hr)βr(ω)x, y ≤ µ∗

G̃r(y
(hr)

⇐⇒
{
dr(ω)− L∗(hr)αr(ω)

}
x ≤ µ∗

G̃r
(hr),

où L∗(hr) et µ
∗
G̃r

(hr) sont des pseudo fonctions inverses dé�nies par :

L∗(hr) = sup {s/L(s) ≥ hr} , µ∗
G̃r

(hr) = sup
{
s/µ

G̃r
(s) ≥ hr

}
.

Par ailleurs supposons que (d2
r − L∗(0)α2

r)x > 0, r = 1, 2, ..., k, pourtoutx ∈ D,
P
{
ω : Π

C̃r(ω)x
(G̃r) ≥ hr

}
= P

[{
dr(ω)− L∗(hr)αr(ω)

}
x ≤ µ∗

G̃r
(hr)

]
=

P
[
ω : (d1

r + tr(ω)d2
r)x− L∗(hr)(α1

r + tr(ω)α2
r)x ≤ µ∗G̃r(hr)

]
=

P

[
ω : tr(ω) ≤

(L∗(hr)α1
r−d1r)x+µ∗

G̃r
(hr)

(d2r−L∗(hr)α2
r)x

]
= Tr(

(L∗(hr)α1
r−d1r)x+µ∗

G̃r
(hr)

(d2r−L∗(hr)α2
r)x

) = pr(x).

par conséquent (P 5
M.O.D)1 peut s'écrire comme suit :

(P 5
M.O.D)2


max(p1(x), p2(x), ..., pk(x))

x ∈ B


Pour obtenir une solution pareto-optimale du problème (P 5

M.O.D)2, l'algorithme suivant a été proposé
dans [23].

Algorithme intéractif pour obtenir une solution pareto optimale

Etant donné que le programme est multiobjectifs, donc une solution qui optimise simultanément
tous les objectifs est rare. Une solution pareto-optimale est à envisager, elle a été dé�nie comme
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suit :

Dé�nition 5 [23]
x∗ est appelée solution pareto-optimale si et seulement si il n'existe pas x ∈ D tel que
pr(x) ≥ pr(x∗), ∀r ∈ {1, 2, ..., k} et pj(x) > pj(x

∗) pour au moins un j ∈ {1, 2, ..., k} .

Dé�nition 6 [23]
x∗ est appelée solution faiblement pareto-optimale si et seulement si il n'existe pas x ∈ D tel que
pj(x) > pj(x

∗), j ∈ {1, 2, ..., k} .

Pour chaque objectif pr(x), r = 1, 2, ..., k, le décideur choisit une probabilité de référence à atteindre
pr, r = 1, 2, ..., k.

(P 5
M.O.D)3


minmax(p1 − p1(x), p2 − p2(x), ..., pk − pk(x))

x ∈ D


qui est équivalent à :

(P 5
M.O.D)4


min v

pr − pr(x) ≤ v, r = 1, 2, ..., k

x ∈ D.


qui peut se réécrire, en remplaçant pr(x) par Tr(

(L∗(hr)α1
r−d1r)x+µ∗

G̃r
(hr)

(d2r−L∗(hr)α2
r)x

) , sous la forme suivante :

(P 5
M.O.D)5



min v

(L∗(hr)α1
r−d1r)x+µ∗

G̃r
(hr)

(d2r−L∗(hr)α2
r)x

≥ T ∗r (pr − v), r = 1, 2, ..., k.

x ∈ D.


où T ∗r (s) est la pseudo fonction inverse dé�nie par :
T ∗r (s) = inf {u/Tr(u) ≥ s} , r = 1, 2, ..., k

Algorithme

1. Calculer minE(di)x et maxE(di)x sous les contraintes données.

2. Etablir les fonctions d'appartenance du but �ou G̃r, r = 1, 2, ..., k

3. Demander au décideur de choisir les niveaux hr, r = 1, 2, ..., k.

4. Choisir les probabilités de référence pr, r = 1, 2, ..., k.
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5. Avec ce Choix de probabilités de référence pr, r = 1, 2, ..., k, résoudre le problème (P 5
M.O.D)5

pour obtenir la valeur minimale de v.

6. Si le décideur est satisfait des résultats obtenus avec ce choix des probabilités de référence
pr, r = 1, 2, ..., k, alors stop. Sinon lui demander un autre choix des probabilités de référence
et reprendre le processus à partir de 5.

Exemple 6 Considérons le programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique suivant :

(PM.O.F.S)



min(c̃11(ω)� x1 + c̃12(ω)� x2 + c̃13(ω)� x3, c̃21(ω)� x1 + c̃22(ω)� x2 + c̃23(ω)� x3)

2x1 + 6x2 + 3x3 ≤ 150

6x1 + 3x2 + 5x3 ≤ 175

5x1 + 4x2 + 2x3 ≤ 160

2x1 + 2x2 + 3x3 ≥ 90

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.


où :
c̃rj(ω) = (drj(ω), αrj(ω), βrj(ω))L−R dont la fonction d'appartenance est dé�nie au

drj , αrj , βrj , sont des variables aléatoires réelles dé�nies par drj(ω) = d1
rj + tr(ω)d2

rj , αrj(ω) =

α1
rj + tr(ω)α2

rj et ,βrj(ω) = β1
rj + tr(ω)β2

rj , où r = 1, 2, j = 1, 2, 3 et

d1
1 = (d1

11, d
1
12, d

1
13) = (2, 1, 3), d2

1 = (d2
11, d

2
12, d

2
13) = (1.3, 1.1, 1.2),

d1
2 = (d1

21, d
1
22, d

1
23) = (−7,−7,−9), d2

2 = (d2
21, d

2
22, d

2
23) = (1.1, 1.2, 1.1).

α1
1 = (α1

11, α
1
12, α

1
13) = (0.3, 0.4, 0.5), α2

1 = (α2
11, α

2
12, α

2
13) = (0.05, 0.04, 0.05),

α1
2 = (α1

21, α
1
22, α

1
23) = (0.3, 0.5, 0.4), α2

2 = (α2
21, α

2
22, α

2
23) = (0.05, 0.04, 0.05).

β1
1 = (β1

11, β
1
1 , β

1
12) = (0.5, 0.6, 0.5), β2

1 = (β2
11, β

2
1 , β

2
12) = (0.06, 0.05, 0.06),

β1
2) = (β1

21, β
1
22, β

1
23) = (0.4, 0.5, 0.5), β2

2 = (β2
21, β

2
22, β

2
23) = (0.06, 0.06, 0.05).

et ti, i = 1, 2 sont des variables aléatoires normales centrées réduites (pour i = 1, 2, ti ↪→ N(0, 1.))
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Pour la résolution du problème (PM.O.F.S), Katagiri et col. [23] se sont basés, tel que vu au 3.6.2, 1.,
sur la nature imprécise du jugement du décideur qui propose donc que chaque objectif doit atteindre
le but �ou G̃r dé�ni par "`l'objectif est à peu prés inférieur ou égal à une certaine valeur"' qui peut
être caractérisé par la fonction d'appartenance µ

G̃r
dé�nie au 3.6.2, 1.

En utilisant le concept de mesure de possibilité, le degré de possibilité que la valeur de l'objectif sa-

tisfait le but �ou est représenté par Π
C̃r(ω)x

(G̃r)) = sup
{
min(µ

C̃r(ω)x
(y), µ

G̃r
(y))/y

}
, r = 1, 2, ..., k

que le décideur préfére maximiser, le problème (PM.O.F.S) est alors reformulé comme suit :

(PM.O.S)


max(Π

C̃1(ω)x
(G̃1),Π

C̃2(ω)x
(G̃2), ...,Π

C̃k(ω)x
(G̃k))

x ∈ B


qui est un programme muliobjectifs stochastique car Π

C̃r(ω)x
est aléatoire.

Pour sa résolution, la méthode de risque minimal multiple a été utilisée dans [23], il en résulte alors
le programme déterministe suivant :

(PM.O.D)1

{
maxP

{
ω : Π

C̃r(ω)x
(G̃r) ≥ hr

}
, r = 1, 2, ..., k

x ∈ B

}

P
{
ω : Π

C̃r(ω)x
(G̃r) ≥ hr

}
= P

[
ω : tr(ω) ≤

(L∗(hr)α1
r−d1r)x+µ∗

G̃r
(hr)

(d2r−L∗(hr)α2
r)x

]
= Tr(

(L∗(hr)α1
r−d1r)x+µ∗

G̃r
(hr)

(d2r−L∗(hr)α2
r)x

) =

pr(x).
où L∗(hr) et µ

∗
G̃r

(hr) sont des pseudo fonctions inverses dé�nies par :

L∗(hr) = sup {s/L(s) ≥ hr} , µ∗
G̃r

(hr) = sup
{
s/µ

G̃r
(s) ≥ hr

}
.

par conséquent (P 5
M.O.D)1 peut s'écrire comme suit :

(PM.O.D)2


max(p1(x), p2(x), ..., pk(x))

x ∈ B


Pour chaque objectif pr(x), 1 ≤ r ≤ k, le décideur choisit une probabilité de référence à atteindre
pr, on obtient alors le problème minmax suivant :

(PM.O.D)3


minmax(p1 − p1(x), p2 − p2(x), ..., pk − pk(x))

x ∈ D


qui est équivalent à :

(PM.O.D)4


min v

pr − pr(x) ≤ v, r = 1, 2, ..., k

x ∈ D.


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qui peut se réécrire, en remplaçant pr(x) par Tr(
(L∗(hr)α1

r−d1r)x+µ∗
G̃r

(hr)

(d2r−L∗(hr)α2
r)x

) , sous la forme suivante :

min v

(L∗(hr)α1
r−d1r)x+µ∗

G̃r
(hr)

(d2r−L∗(hr)α2
r)x

≥ T ∗r (pr − v), r = 1, 2, ..., k.

x ∈ D.


où T ∗r (s) est la pseudo fonction inverse dé�nie par :
T ∗r (s) = inf {u/Tr(u) ≥ s} , r = 1, 2, ..., k

Etape 1 : Le décideur choisit en premier lieu pour la résolution du problème minmax (PM.O.D)3, les
probabilités de référence : p1 = 1, p2 = 1, il en résulte les résultats suivants :{

p1(x) = 0.56 p2(x) = 0.56 x1 = 6.49 x2 = 13.19 x3 = 19.30
}

Etape 2 : Le décideur n'est pas satisfait de p1(x) et p2(x) ainsi obtenus et préfére élargir p1(x) donc
modi�e p2 et refait les calculs avec les probabilités de référence p1 = 1, p2 = 0.80, les résultats
obtenus sont : {

p1(x) = 0.67 p2(x) = 0.47 x1 = 7.79 x2 = 13.68 x3 = 17.45
}

Etape 3 : Le décideur n'est pas du tout satisfait de la valeur de p2(x) ainsi obtenue qu'il juge faible
alors il propose de refaire les calculs avec les probabilités de référence p1 = 0.90, p2 = 0.80, d'où les
résultats suivants :{

p1(x) = 0.61 p2(x) = 0.51 x1 = 7.14 x2 = 13.43 x3 = 18.37
}

Le décideur est satisfait de p1(x) et p2(x) ainsi obtenus et arrête te processus interactif et la solution
satisfaisante est donc : x1 = 7.14, x2 = 13.43, x3 = 18.37.
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4.1.2 Cas des variables aléatoires �oues normales de type L-R dont les écarts

à gauche et à droite sont des nombres réels positifs

Jun. Li et col.[29] ont considéré le même type de programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique
que Katagiri et col. [23] mais avec des contraintes �oues stochastiques et les coe�cients aussi bien
de ces dernières que des objectifs sont des variables aléatoires �oues normales de type L-R, mais
dont les écarts à gauche et à droite sont des nombres réels positifs comme suit :

(P 6
M.O.F.S)


max(c̃1(ω)� x, c̃2(ω)� x, ..., c̃k(ω)� x)∑n

j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω), i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


où c̃r(ω) = (c̃r1(ω), c̃r2(ω), ..., c̃rn(ω)) et les c̃rj(ω), ãij(ω) et b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues
normales de type L−R comme suit :
ãij(ω) = (aij(ω), δaij , γ

a
ij)L−R, b̃i(ω) = (bi(ω), δbi , γ

b
i )L−R et c̃ij(ω) = (cij(ω), δcij , γ

c
ij)L−R dont les

écarts δaij , γ
a
ij , δ

b
i , γ

b
i , δ

c
ij , γ

c
ij sont des nombres réels positifs. Et

aij ↪→ N(µij , σ
2
ij), bi ↪→ N(λi, ν

2
i ) c̃ij(ω) = (cij(ω), δcij , γ

c
ij)L−R

cr ↪→ N(dcr, V
c
r ) où dcr = (dcr1, d

c
r2, ..., d

c
rn) avec E(crj) = dcrj et V

c
r est la matrice de covariance de

cr.

Résolution du programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique (P 6
M.O.F.S)

Pour la résolution de (P 6
M.O.F.S), Jun. Li et col.[29] ont proposé deux méthodes à savoir : prob-pos

constrained multiobjective programming model et pro-nec constrained multiobjective programming
model [29] qui consistent à remplacer prob par prob-pos et prob-nec respectivement dans la formule
de risque minimum multiple ( voir 1.2.1) pour les objectifs et dans la formule chance constrained
programming due à Charnes et Cooper [8]( voir 1.1.6) pour les contraintes comme suit :
� pro-pos constrained multiobjective programming model

(P 6p
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω : pos(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr

}
≥ por, r = 1, 2, ..., k

P
{
ω : pos(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


En utilisant les propriétés de possibilité [15], on a : pour ω donné,
pos(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr ⇐⇒

∑n
j=1 c

αr
rj (ω)xj ≥ fr donc
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P
{
ω : pos(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr

}
≥ por ⇐⇒ P

{
ω :
∑n

j=1 c
αr
rj (ω)xj ≥ fr

}
≥ por où cαrrj (ω)

est la borne supérieure de c̃αrrj (ω). Comme c̃rj(ω) sont des variables aléatoires �oues de type L-

R,donc cαrrj (ω) = crj(ω) +R−1(αr)γ
c
rj d'où on a :

P
{
ω :
∑n

j=1(crj(ω) +R−1(αr)γ
c
rj)xj ≥ fr

}
≥ por qui, en utilisant la remarque 1 comme suit :

on pose yr = fr −
∑n

j=1(crj(ω) + R−1(αr)γ
c
rj)xj ≤ 0, on a myr(x) = E(yr) = fr −

∑n
j=1(dcrj +

R−1(αr)γ
c
rj)xj et V (yr) = V (

∑n
j=1 crj(ω)xj) = xtV c

r x donc σyr(x) =
√
xtV c

r x. Par conséquent

P
{
ω :
∑n

j=1(crj(ω) +R−1(αr)γ
c
rj)xj ≥ fr

}
≥ por ⇐⇒ Ψ−1(por)

√
xtV c

r x+fr−
∑n

j=1(dcrj+R
−1(αr)γ

c
rj)xj ≤

0 =⇒ fr ≤
∑n

j=1(dcrj +R−1(αr)γ
c
rj)xj −Ψ−1(por)

√
xtV c

r x ou bien

fr ≤
∑n

j=1(dcrj +R−1(αr)γ
c
rj)xj + Ψ−1(1− por)

√
xtV c

r x.

Jun. Li et col. ont établit que (P 6p
M.O.D) est équivalent au programme multiobjectif déterministe

suivant :

(P 6p
M.O.D)1


max(f1, f2, ..., fk)

fr ≤
∑n

j=1(dcrj +R−1(αr)γ
c
rj)xj + Ψ−1(1− por)

√
xtV c

r x, r = 1, 2, ..., k

x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


oùXi

p(pi, βi) =
{
x ≥ 0/P (ω :

∑n
j=1(aij(ω)− L−1(βi)δ

a
ij)xj ≤ bi(ω) +R−1(βi)γ

b
i ) ≥ pi

}
, i = 1, ...m.

(P 6p
M.O.D)1 est équivalent au programme suivant :

(P 6p
M.O.D)2


max(H1(x), H2(x), ...,Hk(x))

x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


où Hr(x) =

∑n
j=1(dcrj +R−1(αr)γ

c
rj)xj + Ψ−1(1− por)

√
xtV c

r x, r = 1, 2, ..., k.

Ensuite, dans le but d'obtenir une solution satisfaisante au problème (P 6p
M.O.D)2, Jun. Li et col.[29]

ont utilisé "`Interactive fuzzy satisfying method"' comme suit : en considérant la nature impré-
cise du jugement du décideur, il est naturel que ce dernier suggère que chaque objectif atteigne
le but �ou suivant : " Hr(x) est approximativement plus grand qu'une certaine valeur" qui est
caractérisé par la fonction d'appartenance suivante :

µr(Hr(x)) =



1 Hr(x) > H1
r ,

Hr(x)−H0
r

H1
r−H0

r
H0
r ≤ Hr(x) ≤ H1

r ,

0 Hr(x) ≤ H0
r .


où pour r = 1, 2, ..., k, H0

r et H1
r sont tels que µr(H

1
r (x)) = 1 et µr(H

0
r (x)) = 0 et peuvent être

déterminés par la résolution des programmes suivants max(Hr(x)/x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m)

et min(Hr(x)/x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m), qui sont convexes pour pi >

1
2 , donc leurs solutions
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optimales peuvent être déterminées aisément.
Le programme (P 6p

M.O.D)2 peut être approché par le programme suivant :

(P 6p
M.O.D)3


max(µ1(H1(x)), µ2(H2(x)), ..., µk(Hk(x)))

x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


Pour chaque objectif µr(Hr(x)), le décideur choisit une fonction d'appartenance µr comme but à
atteindre, ce qui revient à résoudre le programme suivant :

(P 6p
M.O.D)4


minmax(µ1 − µ1(H1(x)), µ2 − µ2(H2(x)), ..., µk − µk(Hk)(x))

x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


En introduisant une variable auxilliaire λ,
(P 6

M.O.D)4 est alors équivalent au programme suivant :

(P 6p
D )5


minλ

µr − µr(Hr(x)) ≤ λ, r = 1, 2, ..., k

0 ≤ λ ≤ 1, x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


qui peut, en remplaçant µr(Hr(x)) par son expression, s'écrire sous la forme suivante :

(P 6p
D )6


minλ∑n

j=1(dcrj +R−1(αr)γ
c
rj)xj + Ψ−1(1− por)

√
xtV c

r x ≥ H0
r i+ (µr − λ)(H1

r −H0
r ), , r = 1, 2, ..., k

0 ≤ λ ≤ 1, x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


La relation entre une solution optimale du problème (P 6p

D )5 et la solution pareto-optimale du

problème (P 6p
M.O.D)2 est donnée par le théorème suivant :

Théorème 18 [36]

1. Si x∗ ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m est une unique solution optimale du problème (P 6p

D )5 pour

µi, i = 1, 2, ..., k, alors x∗ est une solution pareto-optimale du problème (P 6p
M.O.D)2.

2. Si x∗ est une solution pareto-optimale du problème (P 6p
M.O.D)2 avec 0 < µr(Hr(x

∗) < 1, ∀r =
1, 2, ..., k, alors il existe µr, r = 1, 2, ..., k tel que x∗ est une solution optimale du problème
(P 6p

D )5.
Remarque 7 Si x∗ ∈ Xi

p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m n'est pas une solution optimale unique du pro-

blème (P 6p
D )5, sa pareto-optimalité peut être obtenue en résolvant le problème suivant :

(P 6p
D )7


min

∑k
i=1 εi

µr(Hr(x)) + εr = µr, εr ≥ 0, r = 1, 2, ..., k

x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


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Algorithme intéractif pour obtenir une solution satisfaisante au problème (P 6p
M.O.D)2;

1. Le décideur choisit les fonctions d'appartenance de référence µr, r = 1, 2, ..., k.

2. La solution optimale du problème (P 6p
M.O.D)4 qui est aussi pareto-optimale du problème

(P 6p
M.O.D)2, est considérée comme solution satisfaisante pour (P 6p

M.O.D)2.

3. Si la valeur obtenue de µr(Hr(x
∗) est satisfaisante, le processus s'arrête et x∗ est choisie

comme solution satisfaisante pour le problème (P 6p
M.O.D)2; sinon le décideur modi�e les valeurs

des fonctions d'appartenance de référence µr et reprendre à partir de 2.

� pro-nec constrained multiobjective programming model

(P 6n
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω : nec(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr

}
≥ por, r = 1, 2, ..., k

P
{
ω : nec(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


En utilisant les propriétés de nécessité [15], on a : pour ω donné,
nec(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr ⇐⇒

∑n
j=1 c

1−αr
rj (ω)xj ≥ fr donc

P
{
ω : nec(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr

}
≥ por ⇐⇒ P

{
ω :
∑n

j=1 c
1−αr
rj (ω)xj ≥ fr

}
≥ por où

c1−αr
rj (ω) est la borne inférieure de c̃1−αr

rj (ω). Comme c̃rj(ω) sont des variables aléatoires �oues

de type L-R,donc c1−αr
rj (ω) = crj(ω)− L−1(1− αr)δcrj d'où on a :

P
{
ω :
∑n

j=1(crj(ω)− L−1(1− αr)δcrj)xj ≥ fr
}
≥ por qui peut se présenter sous une forme li-

néaire. Pour cela, on pose yr = fr −
∑n

j=1(crj(ω) − L−1(1 − αr)δcrj)xj ≤ 0, on a myr(x) =

E(yr) = fr −
∑n

j=1(dcrj − L−1(1 − αr)δ
c
rj)xj et V (yr) = V (

∑n
j=1 crj(ω)xj) = xtV c

r x donc

σyr(x) =
√
xtV c

r x. Par conséquent P
{
ω :
∑n

j=1(crj(ω)− L−1(1− αr)δcrj)xj ≥ fr
}
≥ por ⇐⇒

Ψ−1(por)
√
xtV c

r x + fr −
∑n

j=1(dcrj − L−1(1 − αr)δ
c
rj)xj ≤ 0 ⇔ fr ≤

∑n
j=1(dcrj − L−1(1 −

αr)δ
c
rj)xj −Ψ−1(por)

√
xtV c

r x ou bien

fr ≤
∑n

j=1(dcrj − L−1(1− αr)δcrj)xj + Ψ−1(1− por)
√
xtV c

r x (car Ψ−1(1− por) = −Ψ−1(por)).

Ainsi, on obtient le résultat suivant établi dans [29].

� P
{
ω : nec(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr

}
≥ p0

i ⇔ fr ≤
∑n

j=1(dcrj(ω) − L−1(1 − αr)δcrj)xj +

Ψ−1(1− por)
√
xtV c

r x
qui prouve dans [29] :
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l'équivalence entre (P 6n
M.O.D) et le programme suivant :

(P 6n
M.O.D)1


max(f1, f2, ..., fk)

fr ≤
∑n

j=1(dcrj − L−1(1− αr)δcrj)xj + Ψ−1(1− por)
√
xtV c

r x, r = 1, 2, ..., k

x ∈ Xi
n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m.


oùXi

n(pi, βi) =
{
x ≥ 0/P (ω :

∑n
j=1(aij(ω) +R−1(1− βi)δaij)xj ≤ bi(ω)− L−1(1− βi)γbi ) ≥ pi

}
, i =

1, ...m.
ainsi que l'équivalence entre (P 6n

M.O.D)1 et le programme suivant :

(P 6n
M.O.D)2


max(G1(x), G2(x), ..., Gk(x))

x ∈ Xi
n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m.


où Gr(x) =

∑n
j=1(dcrj − L−1(1− αr)δcrj)xj + Ψ−1(1− por)

√
xtV c

r x
"`Interactive fuzzy satisfying method"' a été utilisée dans [29] pour obtenir une solution satis-
faisante du problème (P 6p

M.O.D)2 comme suit : en considérant la nature imprécise du jugement
du décideur, il est naturel que ce dernier propose, pour chaque objectif, le but �ou suivant à
atteindre : " Gr(x) est approximativement plus grand qu'une certaine valeur" qui est caractérisé
par la fonction d'appartenance suivante :

µr(Gr(x)) =



1 Gr(x) > G1
r ,

Gr(x)−G0
r

G1
r−G0

i
G0
r ≤ Gr(x) ≤ G1

r ,

0 Gr(x) ≤ G0
r .


où pour r = 1, 2, ..., k on a G0

r et G
1
r sont tels que µr(G

1
r(x)) = 1 et µr(G

0
r(x)) = 0 et peuvent être

déterminés par la résolution des programmes suivants max(Gr(x)/x ∈ Xi
n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m)

et
min(Gr(x)/x ∈ Xi

n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m), qui sont convexes pour pi >
1
2 , donc leurs solutions

optimales peuvent être déterminées aisément.
Pour résoudre le programme (P 6n

M.O.D)3, le décideur choisit pour chaque objectif µr(Gr(x)), une
fonction d'appartenance µr comme but à atteindre. Ce qui conduit à résoudre le programme
suivant :

(P 6n
M.O.D)4


minmax(µ1 − µ1(G1(x)), µ2 − µ2(G2(x)), ..., µk − µk(Gk)(x))

x ∈ Xi
n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


En introduisant une variable auxilliaire λ, (P 6n

M.O.D)4 est équivalent programme suivant :

(P 6n
D )5


minλ

µr − µr(Gr(x)) ≤ λ, r = 1, 2, ..., k

0 ≤ λ ≤ 1, x ∈ Xi
n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


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ou, au programme suivant :

(P 6n
D )6


minλ∑n

j=1(dcrj − L−1(1− αr)γcrj)xj + Ψ−1(1− por)
√
xtV c

r x ≥ H0
r + (µr − λ)(G1

r −G0
r), r = 1, 2, ..., k

0 ≤ λ ≤ 1, x ∈ Xi
n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


qui est un programme convexe, si pi >

1
2 .

Le théorème 18 s'applique quant à la relation existant entre la solution optimale de (P 6n
D )5 et la

solution pareto optimale de (P 6n
M.O.D)2.

Exemple 7 [29] Soit le programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique suivant :

(P 6
M.O.F.S)′



max(ξ̃1(ω)� x1 ⊕ ξ̃2(ω)� x2 ⊕ ξ̃3(ω)� x3 ⊕ ξ̃4(ω)� x4 ⊕ ξ̃5(ω)� x5,

ξ̃6(ω)� x1 ⊕ ξ̃7(ω)� x2 ⊕ ξ̃8(ω)� x3 ⊕ ξ̃9(ω)� x4 ⊕ ξ̃10(ω)� x5)

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≤ 350

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 300

4x1 + 2x2 + 1.5x3 + x4 + 2x5 ≤ 1085

x1 + 4x2 + 2x3 + 5x4 + 3x5 ≤ 660

x1 ≥ 20, x2 ≥ 20, x3 ≥ 20, x4 ≥ 20, x5 ≥ 20.


où c = (c1, c2, c3, c4, c5) = (1.2, 0.5, 1.3, 0.8, 0.9)
ξ1(ω) = (p1(ω), 3, 3)LR avec p1 ↪→ N(113, 1), ξ2(ω) = (p2(ω), 8, 8)LR avec p2 ↪→ N(241, 4).
ξ3(ω) = (p3(ω), 3, 3)LR avec p3 ↪→ N(87, 1), ξ4(ω) = (p4(ω), 78, 7)LR avec p4 ↪→ N(56, 2).
ξ5(ω) = (p5(ω), 5, 5)LR avec p5 ↪→ N(92, 1), ξ6(ω) = (p6(ω), 10, 10)LR avec p6 ↪→ N(628, 1).
ξ7(ω) = (p7(ω), 7, 7)LR avec p7 ↪→ N(143, 2), ξ8(ω) = (p8(ω), 12, 12)LR avec p8 ↪→ N(476, 2).
ξ9(ω) = (p9(ω), 5, 5)LR avec p9 ↪→ N(324, 2), ξ10(ω) = (p10(ω), 8, 8)LR avec p10 ↪→ N(539, 2).
Et pi, i = 1, 2, ..., 10 sont des variables aléatoires indépendantes.
Pour la résolution, en appliquant "`pro-pos constrained multiobjective programming model"' avec
αi = p0

i = 0.9 alors R−1(δl) = 0.1, φ−1(1− γl) = −1.28, l = 1, 2.
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Il en résulte le programme suivant :

(P 6
M.O.D)′



max(f1, f2)

P
{
ω : pos(ξ̃1(ω)� x1 + ξ̃2(ω)� x2 + ξ̃3(ω)� x3 + ξ̃4(ω)� x4 + ξ̃5(ω)� x5 ≥ f1) ≥ δ1

}
≥ γ1

P
{
ω : pos(c1ξ̃6(ω)� x1 + c2ξ̃7(ω)� x2 + c3ξ̃8(ω)� x3 + c4ξ̃9(ω)� x4+

c5ξ̃10(ω)� x5 ≥ f2) ≥ δ2 ≥ γ2

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≤ 350

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 300

4x1 + 2x2 + 1.5x3 + x4 + 2x5 ≤ 1085

x1 + 4x2 + 2x3 + 5x4 + 3x5 ≤ 660

x1 ≥ 20, x2 ≥ 20, x3 ≥ 20, x4 ≥ 20, x5 ≥ 20.


qui est équivalent au programme suivant :

(P 6
M.O.D)′



max(H1(x) = 0.1(3x1 + 8x2 + 3x3 + 7x4 + 5x5 + (113x1 + 241x2 + 67x3 + 56x4 + 92x5)

−1.28
√
x2

1 + 4x2
2 + x2

3 + 2x2
4 + x2

5,
H2(x) = 0.1(1.2x1 + 3.5x2 + 15.6x3 + 4x4 + 7.2x5 + (753.6x1 + 71.5x2 + 618.8x3 + 259.2x4

+485.1x5)− 1.28
√
x2

1 + 2x2
2 + 2x2

3 + 2x2
4 + 2x2

5)

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≤ 350

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 ≥ 300

4x1 + 2x2 + 1.5x3 + x4 + 2x5 ≤ 1085

x1 + 4x2 + 2x3 + 5x4 + 3x5 ≤ 660

x1 ≥ 20, x2 ≥ 20, x3 ≥ 20, x4 ≥ 20, x5 ≥ 20.


dont la solution satisfaisante peut être obtenue en appliquant l'algorithme précédent comme suit :

Etape 1 : Le décideur choisit en premier lieu les fonctions d'appartenance de référence suivantes :
µ1 = 1, µ2 = 1, d'où l'obtention des résultats suivants :

H1 = 41476.7 H2 = 214244.8 µ1(H1) = 0.833 µ2(H2) = 0.833
x1 = 216.1 x2 = 39.6 x3 = 54.3 x4 = 20.0 x5 = 20.0 λ = 0.167


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Etape 2 : Le décideur souhaite croitre la valeur de H2 quitte à sacri�er H1, donc il opte pour :
µ1 = 0.95, µ2 = 1

H1 = 41093.2 H2 = 21725.6 µ1(H1) = 0.805 µ2(H2) = 0.855
x1 = 216.6 x2 = 37.0 x3 = 56.4 x4 = 20.0 x5 = 20.0 λ = 0.145


Etape 3 :Le décideur n'étant toujours pas satisfait des résultats obtenus, opte pour :
µ1 = 1, µ2 = 0.95.

H1 = 41860.2 H2 = 21273.6 µ1(H1) = 0.861 µ2(H2) = 0.811
x1 = 215.6 x2 = 34.4 x3 = 58.4 x4 = 20.0 x5 = 20.0 λ = 0.139


Etape 4 : µ1 = 0.90, µ2 = 1

H1 = 40709.6 H2 = 21720.6 µ1(H1) = 0.777 µ2(H2) = 0.877
x1 = 217.3 x2 = 34.4 x3 = 58.4 x4 = 20.0 x5 = 20.0 λ = 0.123


Etape 5 : µ1 = 0.80, µ2 = 1

H1 = 41093.2 H2 = 21725.6 µ1(H1) = 0.805 µ2(H2) = 0.855
x1 = 216.6 x2 = 37.0 x3 = 56.4 x4 = 20.0 x5 = 20.0 λ = 0.145


Le décideur est satisfait des résultats obtenus, le processus s'arrête, la solution est : x∗ = (216.6, 37.0, 56.4, 20.0, 20.0).
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Nous remarquons que les variables aléatoires �oues considérées dans (P 6
M.O.F.S) et dans [29] sont

normales de type L-R, de la forme X̃ = (x, αx, βx) où x est une variable aléatoire réelle normale
et les écarts à gauche et à droite respectifs αx et βx sont des nombres réels positifs.
Nous allons, pour la suite, les considérer selon les deux cas suivants :
� Premier cas : normales de type L-R telles que dé�nies au 3.1.4, donc de la forme X̃ =

(x, x, αx, βx) où x et x sont des variables aléatoires normales (avec x ≤ x) et les écarts à
gauche et à droite respectifs αx et βx sont des nombres réels positifs.

� Deuxième cas : normales au sens de Shapiro [39].
Nous proposons en plus deux autres méthodes dans le sens de chance constrained à savoir
pro − µk, k = 2, 3, 4I (i.e. en combinant chance constrained et comparaison d'intervalles aléa-
toires) pour le premier cas, et pro − F (i.e. en combinant probabilité et indices scalaires de
comparaison de quantités �oues) pour le deuxième.

Nous reconsidérons alors (P 6
M.O.F.S), avec c̃rj(ω) des variables �oues normales, de type L-R telles

que dé�nies au 3.1.4 ou, au sens de Shapiro.Et ãij(ω) et/ou b̃i(ω) peuvent être déterministes,
des intervalles �ous, des variables aléatoires réelles normales, ou des variables aléatoires �oues
normales, de type L-R, ou au sens de Shapiro.
Nous prenons le cas où ãij(ω) et b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues normales, de type L-R
telles que dé�nies au 3.1.4 ou au sens de Shapiro comme suit :

4.1.3 Cas des variables aléatoires �oues normales d'un autre type L-R dont

les écarts à gauche et à droite sont des nombres réels positifs

Considérons le programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique suivant :

(P 7
M.O.F.S)


max(c̃1(ω)� x, c̃2(ω)� x, ..., c̃k(ω)� x)∑n

j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω), i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


où c̃r(ω) = (c̃r1(ω), c̃r2(ω), ..., c̃rn(ω)) et les c̃rj(ω), ãij(ω) et b̃i(ω) sont des variables aléatoires
�oues normales de type L-R, telles que dé�nies au 3.1.4, comme suit :
c̃rj(ω) = (crj(ω), crj(ω), δcrj , γ

c
rj), ãij(ω) = (aij(ω), aij(ω), δaij , γ

a
ij) et b̃i(ω) = (bi(ω), bi(ω), δbi , γ

b
i )

où crj(ω) et crj(ω) sont des variables aléatoires normales d'espérances respectives dcrj et d
c
rj . Et

soit Vr la matrice de covariance de cr et cr et soient d
c
r = (dcr1, d

c
r2, ..., d

c
rn) et d

c
r = (d

c
r1, d

c
r2, ..., d

c
rn)

leurs espérances mathématiques respectives. Quant aux espérances mathématiques et variances
des ãij(ω) et b̃i(ω), nous gardons les mêmes que celles considérées à la section 3.1.4.

Résolution du programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique (P 7
M.O.F.S)

Nous appliquons la méthode 'Chance consstrained programming with fuzzy stochastic coe�cients'
comme suit :
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1. En combinant probabilité et possibilité :
nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 7p
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω : pos(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr

}
≥ por, r = 1, 2, ..., k

P
{
ω : pos(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


En vertu des propriétés de possibilité, nous avons pour chaque ω donné,
pos(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr ⇐⇒

∑n
j=1(crj(ω) +R−1(αr)γ

c
rj)xj ≥ fr, donc

P
{
ω : pos(

∑n
j=1 c̃rj(ω)ẋj � fr) ≥ αr

}
= P

{
ω :
∑n

j=1(crj(ω) +R−1(αr)γ
c
rj)xj) ≥ fr

}
.

Par conséquent (P 7p
M.O.D)′ est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 7p
M.O.D)′11



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω :
∑n

j=1(crj(ω) +R−1(αr)γ
c
rj)xj ≥ fr

}
≥ por, r = 1, 2, ..., k,

x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


oùXi

p(pi, βi) =
{
x ∈ Rn/P

{
ω : pos(

∑n
j=1 ãij(ω)xj ≤ b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi/x ≥ 0

}
qui est convexe

pour pi >
1
2 et ∀βi ∈ (0, 1] ( voir 4.2.1).

Puisque les variables aléatoires rélles crj(ω) sont normales, nous pouvons utiliser la remarque
1 comme suit : posons yr(x, ω) = fr−

∑n
j=1(crj(ω)+R−1(αr)γ

c
rj)xj ≤ 0, calculons myr(x) =

E(yr(x, ω)) = fr −
∑n

j=1E((crj(ω)) +R−1(αr)γ
c
rj)xj = fr −

∑n
j=1(d

c
rj(ω) +R−1(αr)γ

c
rj)xj

et σ2
yr(x) = V (

∑n
j=1(crj(ω)xj), (voir en annexe,les propriétés de l'espérance mathématique

et de la variance) et conclure que

P
{
ω :
∑n

j=1(crj(ω) +R−1(αr)γ
c
rj)xj ≥ fr

}
≥ por ⇐⇒ fr ≤

∑n
j=1(d

c
rj(ω)+R−1(αr)γ

c
rj)xj +

Ψ−1(1− por)
√
xtV c

r x.

Par conséquent (P 7p
M.O.D)′11 est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 7p
M.O.D)′12


max(f1, f2, ..., fk)

fr ≤
∑n

j=1(d
c
rj(ω) +R−1(αr)γ

c
rj)xj + Ψ−1(1− por)

√
xtV c

r x, r = 1, 2, ..., k,

Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


qui est équivalent au programme suivant :

(P 7p
M.O.D)′13


max(Q1(x), Q2(x), ..., Qk(x)

x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


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où Qr(x) =
∑n

j=1(d
c
rj(ω) +R−1(αr)γ

c
rj)xj + Ψ−1(1− por)

√
xtV c

r x.

Nous pouvons utiliser "`Interactive fuzzy satisfying method"' pour obtenir une solution sa-
tisfaisante du problème (P 7p

M.O.D)13.

2. En combinant probabilité et nécessité :
nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 7n
M.O.D)′



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω : nec(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr

}
≥ por, r = 1, 2, ..., k

P
{
ω : nec(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


En vertu des propriétés de nécessité, nous avons pour chaque ω donné,
nec(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr ⇐⇒

∑n
j=1(crj(ω)− L−1(1− αr)δcrj)xj ≥ fr, donc

P
{
ω : nec(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr

}
= P

{
ω :
∑n

j=1(crj(ω)− L−1(1− αr)δcrj)xj) ≥ fr
}
.

Par conséquent (P 7n
M.O.D)′ est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 7n
M.O.D)′11



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω :
∑n

j=1(crj(ω)− L−1(1− αr)δcrj)xj ≥ fr
}
≥ por, r = 1, 2, ..., k,

x ∈ Xi
n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


où Xi

n(pi, βi) =
{
x ∈ Rn/P

{
ω : nec(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi/x ≥ 0

}
qui est

convexe pour pi >
1
2 et ∀βi ∈ (0, 1] ( voir 4.2.1).

Puisque les variables aléatoires rélles crj(ω) sont normales, nous pouvons utiliser la remarque
1 comme suit : en posant yr(x, ω) = fr−

∑n
j=1(crj(ω)−L−1(1−αr)δcrj)xj ≤ 0, en calculant

myr(x) = E(yr(x, ω))fr −
∑n

j=1E((crj(ω)) − L−1(1 − αr)δ
c
rj)xj = fr −

∑n
j=1(dcrj(ω) −

L−1(1−αr)δcrj)xj et σ2
yr(x) = V (

∑n
j=1(crj(ω)xj) = xtV c

r x (voir en annexe, les propriétés de
l'espérance mathématique et de la variance) et conclure que

P
{
ω :
∑n

j=1(crj(ω)− L−1(1− αr)δcrj)xj ≥ fr
}
≥ por ⇐⇒ fr ≤

∑n
j=1(dcrj(ω) − L−1(1 −

αr)δ
c
rj)xj + Ψ−1(1− por)

√
xtV c

r x.

Par conséquent (P 7n
M.O.D)′11 est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 7n
M.O.D)′12


max(f1, f2, ..., fk)

fr ≤
∑n

j=1(dcrj(ω)− L−1(1− αr)δcrj)xj + Ψ−1(1− por)
√
xtV c

r x

x ∈ Xi
n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


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qui est équivalent au programme suivant :

(P 7n
M.O.D)′13


max(T1(x), T2(x), ..., Tk(x))

x ∈ Xi
n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


où Tr(x) =

∑n
j=1(dcrj(ω)− L−1(1− αr)δcrj)xj + Ψ−1(1− por)

√
xtV c

r x.

Nous pouvons utiliser "`Interactive fuzzy satisfying method"' pour obtenir une solution sa-
tisfaisante du problème (P 7n

M.O.D)′13

3. En combinant chance-constrained programming et comparaison d'intervalles aléatoires comme
suit :

� en combinant probabilité et µ2

Nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 7µ2
M.O.D)′



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω : µ2(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj , fr) ≥ αr

}
≥ por, r = 1, 2, ..., k,

P
{
ω : µ2(̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, ...,m,

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


qui est équivalent au programme déterministe suivant :

(P 7µ2
M.O.D)′



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω :
∑n

j=1(crj(ω)− L−1(1− αr)δcrj)xj ≥ fr
}
≥ por, r = 1, 2, ..., k,

x ∈ Xi
µ2(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


où Xi

µ2(pi, βi) =
{
x ∈ Rn/P

{
ω : µ2(̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi

}
≥ pi/x ≥ 0

}
qui est

convexe pour pi >
1
2 et ∀βi ∈ (0, 1.

Puisque les variables aléatoires rélles crj(ω) sont normales, nous pouvons utiliser la re-
marque 1 comme suit : en posant yr(x, ω) = fr −

∑n
j=1(crj(ω) − L−1(1 − αr)δcrj)xj ≤ 0,

en calculant myr(x) = E(yr(x, ω))fr −
∑n

j=1E((crj(ω)) − L−1(1 − αr)δ
c
rj)xj = fr −∑n

j=1(dcrj(ω) − L−1(1 − αr)δcrj)xj et σ2
yr(x) = V (

∑n
j=1(crj(ω)xj) = xtV c

r x (voir en an-
nexe, les propriétés de l'espérance mathématique et de la variance) et conclure que

P
{
ω :
∑n

j=1(crj(ω)− L−1(1− αr)δcrj)xj ≥ fr
}
≥ por ⇐⇒ fr ≤

∑n
j=1(dcrj(ω) − L−1(1 −

αr)δ
c
rj)xj + Ψ−1(1− por)

√
xtV c

r x.

Par conséquent (P 7µ2
M.O.D)′ est équivalent au programme multiobjectifs déterministe sui-
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vant :

(P 7µ2
M.O.D)′1


max(f1, f2, ..., fk)

fr ≤
∑n

j=1(dcrj(ω)− L−1(1− αr)δcrj)xj + Ψ−1(1− por)
√
xtV c

r x, r = 1, 2, ..., k

x ∈ Xi
µ2(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


qui est équivalent au programme suivant :

(P 7µ2
M.O.D)′2


max(T1(x), T2(x), ..., Tk(x))

x ∈ Xi
µ2(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


où Tr(x) =

∑n
j=1(dcrj(ω)− L−1(1− αr)δcrj)xj + Ψ−1(1− por)

√
xtV c

r x, r = 1, 2, ..., k.

Nous pouvons utiliser "`Interactive fuzzy satisfying method"' pour obtenir une solution
satisfaisante du problème (P 7µ2

M.O.D)′2
� en combinant probabilité et µ3

Nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 7µ3
M.O.D)′



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω : µ3(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj , fr) ≥ αr

}
≥ por, r = 1, 2, ..., k,

P
{
ω : µ3(̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, ...m,

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


qui est équivalent au programme suivant :

(P 7µ3
M.O.D)′



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω :
∑n

j=1(crj(ω) +R−1(αr)γ
c
rj)xj ≥ fr

}
≥ por, r = 1, 2, ..., k,

x ∈ Xi
µ3(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


� en combinant probabilité et µl, l = 4, 4I :
nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 7µl
M.O.D)′



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω :
∑n

j=1 crj(ω)� xj ≥ fr
}
≥ por, r = 1, 2, ..., k,

P
{
ω :
∑n

j=1 aij(ω)xj ≤ bi(ω)
}
≥ pi, i = 1, ...m,

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


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(P 7µl
M.O.D)′, l ∈ {4, 4I} est équivalent au programme suivant :

(P 7µl
M.O.D)′



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω :
∑n

j=1 crj(ω)xj ≥ fr
}
≥ por, r = 1, 2, ..., k,

x ∈ Xi
µ4(pi, 1), i = 1, 2, ...,m.


4.1.4 Cas des variables aléatoires �oues normales au sens de Shapiro

Considérons le programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique suivant :

(P 8
M.O.F.S)


max(c̃1(ω)� x, c̃2(ω)� x, ..., c̃k(ω)� x)∑n

j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω), i = 1, 2, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n


où c̃rj(ω), ãij(ω) et b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues normales au sens de Shapiro.

Résolution du programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique (P 8
M.O.F.S)

Pour la résolution de (P 8
M.O.F.S), nous proposons les deux méthodes suivantes :

� 'Chance consstrained programming with fuzzy stochastic coe�cients'.
� 'Chance consstrained programming with fuzzy stochastic coe�cients' et l'approche semi-in�nie.
comme suit :

1. 'Chance consstrained programming with fuzzy stochastic coe�cients'.
Nous appliquons 'Chance consstrained programming with fuzzy stochastic coe�cients' comme
suit :
� en combinant probabilité et possibilité :
nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 8p
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω : pos(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr

}
≥ por, r = 1, 2, ..., k

P (ω :
∑n

j=1 a
βi
ij (ω)xj ≤ b

βi
i (ω)) ≥ pi, i = 1, 2, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n


où aβiij (ω) est la borne inférieure de ãβiij (ω) et b

βi
i (ω) est la borne supérieure de b̃βii (ω).
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qui est équivalent au programme déterministe suivant :

(P 8p
M.O.D)′



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω :
∑n

j=1 c
αr
rj (ω)xj ≥ fr

}
≥ por, r = 1, 2, ..., k

x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


oùXi

p(pi, βi) =
{
xj/P (ω :

∑n
j=1 a

βi
ij (ω)xj ≤ b

βi
i (ω)) ≥ pi, xj ≥ 0, i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n

}
� en combinant probabilité et nécessité :
nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 8n
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω : nec(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr

}
≥ por, r = 1, 2, ..., k

P (ω :
∑n

j=1 a
1−βi
ij (ω)xj ≤ b1−βii (ω)) ≥ pi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n


où a1−βi

ij (ω) est la borne supérieure de ã1−βi
ij (ω) et b1−βii (ω) est la borne inférieure de

b̃βii (ω).
qui est équivalent au programme déterministe suivant :

(P 8n
M.O.D)′



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω :
∑n

j=1 c
1−αr
rj (ω)xj ≥ fr

}
≥ por, r = 1, 2, ..., k

x ∈ Xi
n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


oùXi

n(pi, βi) =
{
xj/P (ω :

∑n
j=1 a

1−βi
ij (ω)xj ≤ b1−βii (ω)) ≥ pi, xj ≥ 0, i = 1, 2, ...,m, j = 1, 2, ..., n

}
2. 'Chance consstrained programming with fuzzy stochastic coe�cients' et l'approche semi-

in�nie.
On applique en premier lieu l'approche semi-in�nie, (P 8

M.O.F.S) peut être approché par le

78



programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique suivant :

(P 8
M.O.F.S)′



max(c̃1(ω)x, c̃2(ω)x, ..., c̃k(ω)x)∑n
j=1 t

αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω) i = 1, ...,m∑n
j=1 t

αl
1ij(ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω) i = 1, ...,m

...∑n
j=1 t

α1
1ij(ω)xj − τ1 ≤ tα1

2i (ω) i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n


où t

αk
1ij(ω) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire ã

αk−1

ij (ω) et tαk2i (ω) est la borne

inférieure de l'intervalle aléatoire b̃
αk−1

i (ω), k = 1, ..., l + 1

Nous appliquons les méthodes 'Chance consstrained programming with fuzzy stochastic co-
e�cients' pour les objectifs et 'Chance consstrained programming due à Charnes et Cooper
pour les contraintes résultant de l'approche semi-in�nie, nous obtenons le programme équi-
valent suivant :

(P 8
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω : pos(

∑n
j=1 c̃rj(ω)� xj � fr) ≥ αr

}
≥ pr r = 1, 2, ..., k

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω)
}
≥ pl+1

i i = 1, 2, ...,m

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl
1ij(ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω)

}
≥ pli i = 1, 2, ...,m

...

P
{
ω :
∑n

j=1 t
α1
1ij(ω)xj − τ1 ≤ tα1

2i (ω)
}
≥ p1

i i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


qui est multiobjectifs déterministe, donc pour sa résolution, dans le but d'avoir une solution
de bon compromis, nous pouvons utiliser les fonctions scalarisantes ou la méthode goal
programming.

4.2 Les coe�cients des objectifs sont déterministes

Dans ce cas, un programme linéaire multiobjectifs est �ou stochastique, s'il y a présence de :
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� variables aléatoires réelles et d'intervalles �ous
ou

� de variables aléatoires �oues
dans au moins l'une de ses contraintes.
Considérons le programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique suivant :

(P 9
M.O.F.S)


max(c1x, c2x, ..., ckx)∑n

j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω), i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n


où cr = (cr1, cr2, ..., crn) et les crj sont déterministes et les ãij(ω) et b̃i(ω) sont des variables
aléatoires �oues dé�nies sur un espace de probabilité (Ω, F, P ).

Résolution du programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique (P 9
M.O.F.S)

Puisque les coe�cients des fonctions objectifs sont déterministes, donc pour résoudre le problème
(P 9

M.O.F.S), nous proposons l'approche semi-in�nie ou la méthode chance constrained program-
ming with fuzzy stochastic coe�cients, dans le but de remplacer ses contraintes �oues stochas-
tiques par des contraintes stochastiques ou déterministes équivalentes. Autremnt dit de transfor-
mer le programme multiobjectifs �ou stochastique (P 9

M.O.F.S) en un programme multiobjectifs
stochastique ou déterministe équivalent.

Méthode chance constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients

Appliquer la méthode chance constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients à des
contraintes en présence de variables aléatoires �oues c'est leur appliquer la combinaison entre
probabilité et ρ (où ρ est dé�nit au 3.4) .
Nous distinguons par rapport à ρ les 3 cas suivants selon que ces variables aléatoires �oues sont :

� discrètes , normales au sens de Shapiro, discrètes de type L-R ou normales de type L-R, auxqels
cas ρ ∈ {pos, nec},

� discrètes ou normales au sens de Shapiro, ρ = F .
� discrètes de type L-R ou normales de type L-R, ρ = µr, r = 2, 3, 4, 4I,
comme suit :

1. Cas où ãij(ω) et/ou b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues discrètes, discrètes de type L-R,
normales au sens de Shapiro ou normales de type L-R.
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� En combinant probabilité et possibilité :

(P 9p
M.O.D)



max(c1x, c2x, ..., ckx)

P
{
ω : pos(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


(P 9p

M.O.D) est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 9p
M.O.D)′


max(c1x, c2x, ..., ckx)

x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


où Xi

p(pi, βi) est dé�ni au 3.4.1, proposition 3 et ses conditions de convexité sont données
au 3.5

� En combinant probabilité et nécessité :

(P 9n
M.O.D)



max(c1x, c2x, ..., ckx)

P
{
ω : nec(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


(P 9n

M.O.D) est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 9n
M.O.D)′


max(c1x, c2x, ..., ckx)

x ∈ Xi
n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


où Xi

n(pi, βi) est dé�ni au 3.4.2, proposition 4 et ses conditions de convexité sont données
au 3.5

2. Cas où ãij(ω) et/ou b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues discrètes ou normales.

� En combinant probabilité et indices scalaires de comparaison de quantités �oues :

(P 9F
M.O.D)



max(c1x, c2x, ..., ckx)

P
{
ω : F (

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≤ F (̃bi(ω))

}
≥ pi, i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


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où (P 9F
M.O.D) est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 9F
M.O.D)′


max(c1x, c2x, ..., ckx)

x ∈ Xi
F (pi), i = 1, 2, ...,m


où Xi

F (pi) est dé�nit au 3.4.3, et ses conditions de convexité sont données au 3.5.

3. Cas où ãij(ω) et/ou b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues discrètes de type L-R ou nor-
males de type L-R.

� En combinant chance-constrained programming et comparaison d'intervalles aléatoires

(P 9µr
M.O.D)


max(c1x, c2x, ..., ckx)

P
{
ω : µr (̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, ...m, r = 2, 3, 4, 4I.

xj ≥ 0, j = 1, ...n


(P 9µr

M.O.D) est équivalent aux programmes multiobjectifs déterministes respectifs suivants :

(P 9µr
M.O.D)′


max(c1x, c2x, ..., ckx)

x ∈ Xi
µr(pi, βi), i = 1, ...,m, r = 2, 3, 4, 4I.


où Xi

µr(pi, βi) est dé�ni au 3.4.4, proposition 5 et ses conditions de convexité sont données
au 3.5.

Approche semi-in�nie

Le programme (P 9
M.O.F.S) peut être approché par le programme multiobjectifs stochastique sui-

vant :

(P 9
M.O.S)



max(c1x, c2x, ..., ckx)

t1(ω)x− t2(ω) ≤ τml+1 (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tαl+1(ω)

t1(ω)x− t2(ω) ≤ τml (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tαl(ω)

...
t1(ω)x− t2(ω) ≤ τm1 (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tα1(ω)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


où τmj est un m-vecteur dont les composantes sont égales à τj .
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Théorème 19 (P 9
M.O.S) est équivalent au programme linéaire multiobjectifs stochastique suivant :

(P 9
M.O.S)′



max(c1x, c2x, ..., ckx)∑n
j=1 t

αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω) i = 1, ...,m∑n
j=1 t

αl
1ij(ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω) i = 1, ...,m

...∑n
j=1 t

α1
1ij(ω)xj − τ1 ≤ tα1

2i (ω) i = 1, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, ..., n}


où t

αk
1ij(ω) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire ã

αk−1

ij (ω) et tαk2i (ω) est la borne inférieure

de l'intervalle aléatoire b̃
αk−1

i (ω), k = 1, ..., l + 1

Pour résoudre le programme (P 9
M.O.S)′, nous appliquons les techniques de la programmation mul-

tiobjectifs, c'est à dire utiliser les fonctions scalarisantes ou la méthode goal programming et celles
de la programmation stochastique, c'est à dire la méthode chance constrained programming ou
la méthode avec recours comme suit :

� En utilisant la fonction scalarisante et la méthode chance constrained programming, nous ob-
tenons le programme linéaire déterministe suivant :

(P 9
L.D)1



max
∑k

i=1 λicix

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω)
}
≥ pl+1

i i = 1, ...,m

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl
1ij(ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω)

}
≥ pli i = 1, ...,m

...

P
{
ω :
∑n

j=1 t
α1
1ij(ω)xj − τ1 ≤ tα1

2i (ω)
}
≥ p1

i i = 1, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, ..., n}


où t

αk
1ij(ω) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire ã

αk−1

ij (ω) et tαk2i (ω) est la borne infé-

rieure de l'intervalle aléatoire b̃
αk−1

i (ω), k = 1, ..., l + 1

Xi
s(p

s
i , αs) =

{
x ∈ X/P (ω :

∑n
j=1 t

αs
1ij(ω)xj − τs ≤ tαs2i (ω)) ≥ psi

}
, i = 1, ...m; s = 1, ...l + 1.

Puisque t
αk
1ij(ω) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire ã

αk−1

ij (ω) et tαk2i (ω) est la borne
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inférieure de l'intervalle aléatoire b̃
αk−1

i (ω), k = 1, ..., l + 1, donc t
αk
1ij(ω) = aαkij (ω) et tαk2i (ω) =

bαki (ω), k = 1, ..., l + 1, par conséquent

Xi
s(p

s
i , αs) =

{
x ∈ X/P (ω :

∑n
j=1 a

αs−1

ij (ω)xj − τs ≤ bαs−1

i (ω)) ≥ psi
}
, i = 1, ...m; s = 1, ...l+1.

Convexité de Xi
s(p

s
i , αs)

Pour s ∈ {1, ..., l + 1} et i ∈ {1, ...,m} donnés , nous avons montré au 3.5 dans quels cas

Xi
s(p

s
i , αs) =

{
x ∈ B/P (ω :

∑n
j=1 a

αs−1

ij (ω)xj − τs ≤ bαs−1

i (ω)) ≥ psi
}
est convexe.

� En utilisant la fonction scalarisante et la méthode avec recours, nous obtenons le programme
linéaire déterministe suivant :

(P 9
L.D)2


max

∑k
i=1 λicixi + E {qαki (ω)Y αk

i (ω)}

Y αk
i (ω) =

∑n
j=1 t

αk
1ij(ω)xj − τk − tαk2i (ω), i = 1, 2, ...,m; k = 1, 2, ..., l + 1

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


�

4.3 Les coe�cients des objectifs sont des intervalles �ous

Dans ce cas, un programme linéaire multiobjectifs est �ou stochastique, s'il y a présence de
variables aléatoires réelles ou de variables aléatoires �oues dans au moins l'une de ses contraintes.
Considérons le programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique suivant :

(P 10
M.O.F.S)


min(c̃1 � x, c̃2 � x, ..., c̃k � x)∑n

j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω), i = 1, 2, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n


où c̃r = (c̃r1, c̃r2, ..., c̃rn) et les c̃rj sont des intervalles �ous qui peuvent être de type L-R et les

ãij(ω) et b̃i(ω) des variables aléatoires �oues qui peuvent être discrètes, discrètes de type L-R,
normales au sens de shapiro, normales de type L-R, dé�nies sur un espace de probabilité (Ω, F, P ).

Résolution du programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique (P 10
M.O.F.S)

Pour la résolution du problème (P 10
M.O.F.S), nous proposons les méthodes suivantes :

1. Chance constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients

2. Chance constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients et "`Interactive decision
making méthod"
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3. L'approche semi-in�nie et "`Interactive decision making méthod"

comme suit :

4.3.1 Chance constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients

Appliquons la méthode chance constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients à des
contraintes en présence de variables aléatoires �oues dans les cas suivants :

1. Cas où ãij(ω) et/ou b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues discrètes, discrètes de type L-R,
normales au sens de Shapiro ou normales de type L-R.

2. Cas où ãij(ω) et/ou b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues discrètes ou normales.

3. Cas où ãij(ω) et/ou b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues discrètes de type L-R ou
normales de type L-R.

comme suit :

1. Cas où ãij(ω) et/ou b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues discrètes, discrètes de type L-R,
normales au sens de Shapiro ou normales de type L-R.
� En combinant probabilité et possibilité :
Nous obtenons le programme suivant :

(P 10p
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)

pos(
∑n

j=1 c̃rj � xj � fr) ≥ αr, r = 1, 2, ..., k

P
{
ω : pos(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


qui est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 10p
M.O.D)′



max(f1, f2, ..., fk)∑n
j=1 c

αr
rj xj ≥ fr

x ∈ Xi
p(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


où Xi

p(pi, βi) est donné à la proposition 3 et sa condition de convexité au 3.5.

Dans le cas où les intervalles �ous c̃rj sont de type L-R, on remplace dans (P 10p
M.O.D)′, cαrrj

par crj +R−1(αr)γ
c
rj .

� En combinant probabilité et nécessité :
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nous obtenons le programme suivant :

(P 10n
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)

nec(
∑n

j=1 c̃rj � xj � fr) ≥ αr, r = 1, 2, ..., k

P
{
ω : nec(

∑n
j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω)) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


qui est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 10n
M.O.D)′



max(f1, f2, ..., fk)∑n
j=1 c

1−αr
rj xj ≥ fr

x ∈ Xi
n(pi, βi), i = 1, 2, ...,m


où Xi

n(pi, βi) est donné à la proposition 4 et sa condition de convexité au 3.5.
Dans le cas où les intervalles �ous c̃rj sont de type L-R, on remplace dans (P 10n

M.O.D)′, c1−αr
rj

par crj − L−1(1− αr)δcrj .

2. Cas où ãij(ω) et/ou b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues discrètes ou normales.

� En combinant probabilité et indices scalaires de comparaison de quantités �oues :

nous obtenons le programme suivant :

(P 10F
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)∑n
j=1 F (c̃rjxj) ≥ fr, r = 1, ..., k

P
{
ω : F (

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≤ F (̃bi(ω))

}
≥ pi, i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


qui est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 10F
M.O.D)′



max(f1, f2, ..., fk)∑n
j=1 F (c̃rj)xj ≥ fr, r = 1, ..., k

x ∈ Xi
F (pi), i = 1, 2, ...,m


oùXi

F (pi) =
{
xj ≥ 0, j1, 2, ..., n/P (ω :

∑n
j=1 F (ãij)(ω)xj ≤ F (̃bi(ω))) ≥ pi,

}
, i = 1, 2, ...,m
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3. Cas où ãij(ω) et/ou b̃i(ω) sont des variables aléatoires �oues discrètes de type L-R ou
normales de type L-R.
Dans ce cas nous considérons que les les c̃rj = (crj , crj , δ

c
rj , γ

c
rj) sont des intervalles �ous de

type L-R.
� En combinant chance-constrained programming et comparaison d'intervalles aléatoires :
nous obtenons le programme suivant :

(P 10µl
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)

µl(
∑n

j=1 c̃rj � xj , fr) ≥ αr, r = 1, ..., k, l = 2, 3, 4, 4I.

P
{
ω : µl(̃bi(ω),

∑n
j=1 ãij(ω)� xj) ≥ βi

}
≥ pi, i = 1, ...,m, l = 2, 3, 4, 4I.

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


qui est équivalent aux programmes multiobjectifs déterministes suivants selon que l =
2, 3, 4, 4I commme suit :

� l=2

(P 10µ2
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)∑n
j=1(crj − L−1(1− αr)δcrj)xj ≥ fr

x ∈ Xi
µ2(pi, βi), i = 1, ...,m.


� l=3

(P 10µ3
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)∑n
j=1(crj +R−1(αr)γ

c
rj)xj ≥ fr, r = 1, 2, ..., k

x ∈ Xi
µ3(pi, βi), i = 1, ...,m.


� l=4,4I

(P 10µl
M.O.D)



max(f1, f2, ..., fk)∑n
j=1 crjxj ≥ fr, r = 1, 2, ..., k

x ∈ Xi
µl

(pi, βi), i = 1, ...,m.


oùXi

µl
(pi, βi), l = 2, 3, 4, 4I sontt donnés à la proposition 5 et leurs conditions de convexité au 3.5.
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4.3.2 Chance constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients et "`Inter-
active decision making method"

Pour la résolution du problème (P 10
M.O.F.S), nous appliquons en premier lieu la méthode Chance

constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients aux contraintes, nous obtenons le
programme linéaire multiobjectifs �ou équivalent suivant :

(P 10
M.O.F )1


min(c̃1x, c̃2x, ..., c̃kx)

x ∈ X


où X est l'ensemble des contraintes, résultant de l'application de cette méthode, est donné selon
la version de cette dernière, par les proposition 3,4 ou 5 et ses conditions de convexité par 3.5.
Ensuite, nous appliquons les techniques de la programmation multiobjectifs �oue à savoir "`Inter-
active decision making method" (vue au chapitre 2), nous obtenons le programme multiobjectifs
déterministe suivant :

(P 10
M.O.D)1


max(µ1(c1x), µ2(c2x), ..., µk(ckx))

crj ∈ Lα(c̃rj)

x ∈ X


où cr = (cr1, cr2, ..., crn), Lα(c̃rj) =

{
crj/µc̃rj (crj) ≥ α

}
et µc̃rj sont les fonctions d'appartenance

des intervalles �ous c̃rj .
µl(clx) est tel que dé�ni au 2.3, pour le cas fuzzymin,(donc l ∈ I1).

(P 10
mnmx)1


minmax(µ1 − µ1(c1x), µ2 − µ2(c2x), ..., µk − µk(ckx))

crj ∈ Lα(c̃rj)

x ∈ X


où µl l'objectif à atteindre choisi par le décideur.

(P 10
L.D)1



min v

crj ∈ Lα(c̃rj)

µr − µr(crx) ≤ v, r = 1, ..., k

x ∈ X


En remplaçant dans (P 10

L.D)1, µr(crx) par son expression donnée au 2.3, pour r ∈ I1 et en tenant
compte du fait que DrR et DrL sont respectivement décroissant et croissant, donc il en est de
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même pour D−1
rR et D−1

rL respectivement, nous pouvons alors conclure que (P 10
L.D)1 est équivalent

au programme suivant :

(P 10
L.D)2


min v

crx ≤ D−1
rR(µr − v), r = 1, ..., k

x ∈ X


Puisque cr ∈ c̃αr = [cLrα, c

R
rα], aij ∈ ãαij = [aLijα, a

R
ijα] et bi ∈ b̃αi = [bLiα, b

R
iα], nous pouvons obtenir une

solution optimale du (P 10
M.O.D) en résolvant le programme suivant :

(P 10
L.D)3


min v

cLrαx ≤ D−1
rR(µr − v), r = 1, ..., k

x ∈ X


En vertu du théorème 10 [37] du chapitre 2, nous avons :

1. Si x∗ est une solution optimale unique du problème (P 10
L.D)3‘ alors x

∗ est M-pareto-optimale
du problème (P 10

M.O.D)1.

2. Si x∗ st M-pareto-optimale du problème (P 10
M.O.D)1, x

∗ est une solution optimale du problème(P 10
L.D)3

pour µ = (µ1, µ2, ..., µk).

4.3.3 L'approche semi-in�nie et "`Interactive decision making méthod"

Pour la résolution du problème (P 10
M.O.F.S), en utilisant en premier lieu l'approche semi-in�nie,

nous obtenons que (P 10
M.O.F.S) peut être approché par le programme linéaire multiobjectifs �ou

stochastique suivant :

(P 10
M.O.F.S)′



min(c̃1x, c̃2x, ..., c̃kx)

t1(ω)x− t2(ω) ≤ τml+1 (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tαl+1(ω)

t1(ω)x− t2(ω) ≤ τml (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tαl(ω)

...
t1(ω)x− t2(ω) ≤ τm1 (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tα1(ω)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


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qui est équivalent auprogramme linéaire multiobjectifs �ou stochastique suivant :

(P 10
M.O.F.S)”



min(c̃1x, c̃2x, ..., c̃kx)∑n
j=1 t

αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω)

i = 1, ...,m∑n
j=1 t

αl
1ij(ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω)

i = 1, ...,m

...∑n
j=1 t

α1
1ij(ω)xj − τ1 ≤ tα1

2i (ω)

i = 1, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, ..., n}


où t

αk
1ij(ω) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire ã

αk−1

ij (ω) et tαk2i (ω) est la borne inférieure

de l'intervalle aléatoire b̃
αk−1

i (ω), k = 1, ..., l + 1

En appliquant la méthode 'Chance constrained programming' du à Charnes et Cooper, nous éta-
blissons que (P 10

M.O.F.S)” est équivalent au programme linéaire �ou suivant :

(P 10
M.O.F )2



min(c̃1x, c̃2x, ..., c̃kx)

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω)
}
≥ pl+1

i i = 1, ...,m

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl
1ij(ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω)

}
≥ pli i = 1, ...,m

...

P
{
ω :
∑n

j=1 t
α1
1ij(ω)xj − τ1 ≤ tα1

2i (ω)
}
≥ p1

i i = 1, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, ..., n}


où t

αk
1ij(ω) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire ã

αk−1

ij (ω) et tαk2i (ω) est la borne inférieure

de l'intervalle aléatoire b̃
αk−1

i (ω), k = 1, ..., l + 1

Xi
s(p

s
i , αs) =

{
x ∈ X/P (ω :

∑n
j=1 t

αs
1ij(ω)xj − τs ≤ tαs2i (ω)) ≥ psi

}
, i = 1, ...m; s = 1, ..., l + 1.

Puisque t
αk
1ij(ω) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire ã

αk−1

ij (ω) et tαk2i (ω) est la borne

inférieure de l'intervalle aléatoire b̃
αk−1

i (ω), k = 1, ..., l + 1, donc t
αk
1ij(ω) = aαkij (ω) et tαk2i (ω) =

bαki (ω), k = 1, ..., l + 1, par conséquent
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Xi
s(p

s
i , αs) =

{
x ∈ X/P (ω :

∑n
j=1 a

αs−1

ij (ω)xj − τs ≤ bαs−1

i (ω)) ≥ psi
}
, i = 1, ...,m; s = 1, ..., l + 1.

Convexité de Xi
s(p

s
i , αs)

Pour s ∈ {1, ..., l + 1} et i ∈ {1, ...,m} donnés , nous avons montré au 3.5 dans quels casXi
s(p

s
i , αs) ={

x ∈ B/P (ω :
∑n

j=1 a
αs−1

ij (ω)xj − τs ≤ bαs−1

i (ω)) ≥ psi
}
est convexe.

Ensuite, nous appliquons au programme (P 10
M.O.F )2 les techniques de la programmation multiob-

jectifs �oue à savoir "`Interactive decision making method" (vue au chapitre 2), comme suit : le
décideur choisit α et les fonctions d'appartenance de référence µl, l = 1, ..., k , la solution M-α
pareto-optimale correspondant à ce choix peut être obtenue en résolvant le problème minmax sui-
vant :

(P 10
M.O.D)2



minmax(µ1 − µ1(c1x), µ2 − µ2(c2x), ..., µk − µk(ckx))

crj ∈ Lα(c̃rj)

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω)
}
≥ pl+1

i i = 1, ...,m

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl
1ij(ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω)

}
≥ pli i = 1, ...,m

...

P
{
ω :
∑n

j=1 t
α1
1ij(ω)xj − τ1 ≤ tα1

2i (ω)
}
≥ p1

i i = 1, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, ..., n}


où cr = (cr1, cr2, ..., crn), Lα(c̃rj) =

{
crj/µc̃rj (crj) ≥ α

}
et µc̃rj sont les fonctions d'appartenance

des intervalles �ous c̃rj .
µl(clx) est tel que dé�ni au 2.3, pour le cas fuzzy min ( donc l ∈ I1) et µl l'objectif à atteindre
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choisi par le décideur. (P 10
M.O.D)2 est équivalent au programme déterministe suivant :

(P 10
L.D)3



min v

µl − µl(clx) ≤ v, l = 1, ..., k

crj ∈ Lα(c̃rj)

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω)
}
≥ pl+1

i i = 1, ...,m

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl
1ij(ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω)

}
≥ pli i = 1, ...,m

...

P
{
ω :
∑n

j=1 t
α1
1ij(ω)xj − τ1 ≤ tα1

2i (ω)
}
≥ p1

i i = 1, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, ..., n}


En remplaçant dans (P 10

L.D)3, µr(crx) par son expression donnée au 2.3, pour r ∈ I1 et en tenant
compte du fait que DrR et DrL sont respectivement décroissant et croissant, donc il en est de
même pour D−1

rR et D−1
rL respectivement, nous pouvons alors conclure que (P 10

L.D)3 est équivalent au
programme suivant :

(P 10
L.D)4



min v

crx ≤ D−1
rR(µr − v), l = 1, ..., k

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω)
}
≥ pl+1

i i = 1, ...,m

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl
1ij(ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω)

}
≥ pli i = 1, ...,m

...

P
{
ω :
∑n

j=1 t
α1
1ij(ω)xj − τ1 ≤ tα1

2i (ω)
}
≥ p1

i i = 1, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, ..., n}


Puisque cr ∈ c̃αr = [cLrα, c

R
rα], aij ∈ ãαij = [aLijα, a

R
ijα] et bi ∈ b̃αi = [bLiα, b

R
iα], nous pouvons obtenir une
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solution optimale du (P 10
M.O.D)3 en résolvant le programme suivant :

(P 10
L.D)5



min v

cLrαx ≤ D−1
rR(µr − v), l = 1, ..., k

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω)
}
≥ pl+1

i i = 1, ...,m

P
{
ω :
∑n

j=1 t
αl
1ij(ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω)

}
≥ pli i = 1, ...,m

...

P
{
ω :
∑n

j=1 t
α1
1ij(ω)xj − τ1 ≤ tα1

2i (ω)
}
≥ p1

i i = 1, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, ...n}


En vertu du théorème 10 [37] du chapitre 2, nous avons :

1. Si x∗ est une solution optimale unique du problème (P 10
L.D)4 alors x

∗ est M-α−pareto-optimale
du problème (P 10

M.O.F )2.

2. Si x∗ st M-α−pareto-optimale du problème (P 10
M.O.F )2, x

∗ est une solution optimale du pro-
blème (P 10

L.D)4 pour µ = (µ1, µ2, ..., µk).

4.4 Les coe�cients des objectifs sont des variables aléatoires réelles

Dans ce cas, pour qu'un programme linéaire multiobjectifs soit �ou stochastique, il su�t qu'il y ait
la présence d'intervalles �ous ou de variables aléatoires �oues dans au moins l'une de ses contraintes.
Considérons le programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique suivant :

(P 11
M.O.F.S)


max(c1(ω)x, c2(ω)x, ..., ck(ω)x)∑n

j=1 ãij(ω)� xj � b̃i(ω), i = 1, 2, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, 2, ..., n}


où cr(ω) = (cr1(ω), cr2(ω), ..., crn(ω)) et les crj(ω) sont des variables aléatoires réelles, ãij(ω) et

b̃i(ω) des variables aléatoires �oues dé�nies sur un espace de probabilité (Ω, F, P ).

Résolution du programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique (P 11
M.O.F.S)

Pour la résolution du problème (P 11
M.O.F.S), nous proposons les méthodes suivantes :

93



1. Chance-constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients que nous pouvons appli-
quer dans le cas où :
� les crj(ω) sont des variables aléatoires réelles normales et les ãij(ω) et b̃i(ω) sont des variables
aléatoires �oues normales au sens de shapiro ou normales de type L-R.

2. E-model et chance-constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients ou E-model et
l'approche semi-in�nie dans le cas précédent ou dans le cas suivant :
� les crj(ω) sont discrètes et les ãij(ω) et b̃i(ω) sont discrètes ou discrètes de type L-R.

comme suit :

1.la méthode chance-constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients

nous appliquons donc la méthode chance-constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients,
nous obtenons alors le programme suivant :

(P 11
M.O.D)1



max(f1, f2, ..., fk)

P
{
ω :
∑n

j=1 crj(ω)xj ≥ fr
}
≥ por, r = 1, 2, ..., k,

x ∈ X


où X est l'ensemble des contraintes résultant de l'application de cette méthode, est donné selon la
version de cette dernière, par les proposition 3,4 ou 5 et sa condition de convexité par 3.5.

2. E-model et la méthode chance-constrained programming with fuzzy stochastic coef-
�cients

En appliquant E-model et la méthode chance-constrained programming with fuzzy stochastic coe�-
cients au programme (P 11

M.O.F.S), nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

(P 11
M.O.D)2


max(E(c1(ω))x,E(c2(ω))x, ..., E(ck(ω))x)

x ∈ X


où X est l'ensemble des contraintes résultant de l'application de la méthode chance-constrained
programming with fuzzy stochastic coe�cients, est donné, selon la version de cette dernière, par les
proposition 3,4 ou 5 et sa condition de convexité par 3.5.

le programme multiobjectifs déterministe (P 11
M.O.D)2 peut être résolu en utilisant les fonctions sca-

larisantes ou goal programming.
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3. E-model et l'approche semi-in�nie

Le programme (P 11
M.O.F.S) peut, en utilisant la méthode E-model et l'approche semi-in�nie, être

approché par le programme linéaire multiobjectifs stochastique suivant :

(P 11
M.O.S)



max(E(c1(ω))x,E(c2(ω))x, ..., E(ck(ω))x)

t1(ω)x− t2(ω) ≤ τml+1 (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tαl+1(ω)

t1(ω)x− t2(ω) ≤ τml (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tαl(ω)

...
t1(ω)x− t2(ω) ≤ τm1 (t1(ω), (t2(ω)) ∈ Tα1(ω)

xj ≥ 0, j = 1, ..., n


qui est équivalent au programme linéaire multiobjectifs stochastique suivant :

(P 11
M.O.S)′



max(E(c1(ω))x,E(c2(ω))x, ..., E(ck(ω))x)∑n
j=1 t

αl+1

1ij (ω)xj − τl+1 ≤ t
αl+1

2i (ω) i = 1, ...,m∑n
j=1 t

αl
1ij(ω)xj − τl ≤ tαl2i (ω) i = 1, ...,m

...∑n
j=1 t

α1
1ij(ω)xj − τ1 ≤ tα1

2i (ω) i = 1, ...,m

x ∈ B = {x ∈ Rn/xj ≥ 0, j = 1, ..., n}


que nous pouvons résoudre en utilisant les techniques de la programmation linéaire multiobjectifs
déterministe à savoir les fonctions scalarisantes ou goal programming et celles de la programmation
linéaire stochastique à savoir 'chance constrained programming' ou la méthode avec recours.
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Exemple 8 Considèrons le programme linéaire multiobjectifs �ou stochastique suivant :

(P 1
mofs)

′ =



max(x1 + 2
3x2, x1 + 8

3x2)

ã11 � x1 + ã12 � x2 � b̃1(ω)

ã21 � x1 + ã22 � x2 � b̃2(ω)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0


où (ãij)i,j=1,2 sont des intervalles �ous (resp. des intervalles �ous de type L-R) et (̃bi)i=1,2 sont
des variables aléatoires �oues discrètes (rep. des variables aléatoires �oues discrètes de type L-R)
dé�nies sur l'espace de probabilité (Ω, F, P ), où Ω = {ω1, ω2}, muni de la distribution de probabilité
suivante : P (ω1) = 0.25, P (ω2) = 0.75.

1. Cas où (ãij)i,j=1,2 sont des intervalles �ous et (̃bi)i=1,2 sont des variables aléatoires �oues.
ã11 = 1̃, ã12 = 3̃
ã21 = 2̃, ã22 = 4̃.
P (̃b1(ω1) = 1̃) = P (̃b2(ω1) = 2̃) = 0.25 et
P (̃b1(ω2) = 3̃) = P (̃b2(ω2) = 4̃) = 0.75.
m̃, m = 1, 2, 3, 4 sont des intervalles �ous dont les fonctions d'appartenance µm̃, m = 1, 2, 3, 4
sont dé�nies comme suit :

µm̃(x) =



0 x < m− 1,

x−m+ 1 m− 1 ≤ x < m,

1 m ≤ x < m+ 1,
−x+m+ 2 m+ 1 ≤ x ≤ m+ 2,

0 x > m+ 2.


.

Etant donné que les objectifs sont déterministes et qu'il y a présence de variables aléatoires
�oues dans les contraintes, pour la résolution de (P 1

mofs)
′, nous pouvons utiliser d'une part

les techniques de la programmation linéaire multiobjectifs déterministe à savoir la méthode
scalarisante avec les paramètres λ1 = 1

3 et λ2 = 2
3 , nous obtenons alors le programme linéaire

�ou stochastique suivant :

(P 1
fs)
′ =



maxx1 + 2x2

ã11 � x1 + ã12 � x2 � b̃1(ω)

ã21 � x1 + ã22 � x2 � b̃2(ω)

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0


que nous pouvons, d'autre part, résoudre en utilisant les techniques de la programmation li-
néaire multiobjectifs �oue stochastique à savoir la méthode' chance-constrained programming
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with fuzzy stochastic coe�cients' avec ses di�érentes versions comme suit :

� en combinant probabilité et possibilité avec p1 = p2 = 0.75 et β1 = β2 = 0.8, on a :

P (b
0.8
1 (ω1) = 2.2) = P (b

0.8
2 (ω1) = 3.2) = 0.25 et

P (b
0.8
1 (ω2) = 4.2) = P (b

0.8
2 (ω2) = 5.2) = 0.75,

a0.8
11 = 0.8, a0.8

12 = 2.8, a0.8
21 = 1.8, a0.8

22 = 3.8.
Et on obtient :

(P 1
p )′ =



maxx1 + 2x2

0.8x1 + 2.8x2 ≤ Ψ−1

b
0.8
1

(0.25) = 2.2

1.8x1 + 3.8x2 ≤ Ψ−1

b
0.8
2

(0.25) = 3.2

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0


où Ψ−1

bi
, i = 1, 2 sont respectivement les fonctions réciproques des fonctions de répartition

des bi, i = 1, 2.

Nous obtenons la solution x0 = (11
4 , 0) qui est (0.75,0.8) Pro-pos pareto-optimale pour

(P 1
mofs)

′.
� en combinant probabilité et nécessité avec p1 = p2 = 0.75 and β1 = β2 = 0.8, nous avons :
P (b0.21 (ω1) = 0.2) = P (b0.22 (ω1) = 1.2) = 0.25 et
P (b0.21 (ω2) = 2.2) = P (b0.22 (ω2) = 3.2) = 0.75,
a0.2

11 = 2.8, a0.2
12 = 4.8, a0.2

21 = 3.8, a0.2
22 = 5.8.

Nous obtenons :

(P 1
n)′ =



maxx1 + 2x2

2.8x1 + 4.8x2 ≤ Ψ−1
b0.21

(0.25) = 0.2

3.8x1 + 5.8x2 ≤ Ψ−1
b0.22

(0.25) = 1.2

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0


où Ψ−1

bi
, i = 1, 2 sont respectivement les fonctions réciproques des fonctions de répartition

des bi, i = 1, 2.

Nous obtenons la solution x0 = (0, 1
24) qui est (0.75,0.8) Pro-nec pareto-optimale pour

(P 1
mofs)

′.
� en combininant probabilité et indices de comparaison de quantitiés �oues avec p1 = p2 =

0.75, nous avons :
P (F (̃b1(ω1) = 1)) = P (F (̃b2(ω1) = 2)) = 0.25 et
P (F (̃b1(ω2) = 3)) = P (F (̃b2(ω2) = 4)) = 0.75.
F (ã11) = 1, F (ã12) = 3, F (ã21) = 2, F (ã22) = 4.
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Nous obtenons :

(P 1
F )′ =



maxx1 + 2x2

x1 + 3x2 ≤ Ψ−1
F (b1)(0.25) = 1

2x1 + 4x2 ≤ Ψ−1
F (b2)(0.25) = 2

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0


où Ψ−1

bi
, i = 1, 2 sont respectivement les fonctions réciproques des fonctions de répartition

des bi, i = 1, 2.

Nous obtenons la solution x0 = (1, 0) qui est 0.75 Pro-F pareto-optimale pour (P 1
mofs)

′.

2. Cas où (ãij)i,j=1,2 sont des intervalles �ous de type L−R et b̃i=1,2 sont des variables aléatoires
discrètes de type L-R comme suit :
ã11 = (1, 2, 1, 1)L−R, ã12 = (3, 4, 1, 1)L−R, ã21 = (2, 3, 1, 1)L−R, ã22 = (4, 5, 1, 1)L−R. Et
b̃i(ω) = (bi(ω), bi(ω), 1, 1), i = 1, 2. tels que :
P (̃b1(ω1) = γ̃1

1) = P (̃b2(ω1) = γ̃1
2) = 0.25, et

P (̃b1(ω2) = γ̃2
1) = P (̃b2(ω2) = γ̃2

2) = 0.75 avec :
γ1

1 = (1, 2, 1, 1)L−R, γ
2
1 = (3, 4, 1, 1)L−R, γ

1
2 = (2, 3, 1, 1)L−R, γ

2
2 = (4, 5, 1, 1)L−R.

Où L(x) = max(0, 1− x) et L = R.

Pour résoudre le programme linéaire �ou stochastique (P 1
fs)
′, nous appliquons la méthode

chance-constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients en utilisant la version qui
consiste à combiner chance constrained programming et comparaison d'intervalles aléatoires
avec p1 = p2 = 0.75 et β1 = β2 = 0.5,, nous obtenons :
� en combinant probabilité et µ2,

(P 1
µ2)′



maxx1 + 2x2

0.5x1 + 2.5x2 ≤ Ψ−1
1 (0.25) = 0.5

1.5x1 + 3.5x2 ≤ Ψ−1
2 (0.25) = 1.5

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0


où Ψ−1

i , i = 1, 2 sont respectivement les fonctions réciproques des fonctions de répartition
des bi − L−1(0.2), i = 1, 2.

La solution est x0 = (1, 0) qui est (0.75,0.5) Pro− µ2 pareto-optimale pour (P 1
mofs)

′.
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� en combinant probabilité et µ3,

(P 1
µ3)′ =



maxx1 + 2x2

2.5x1 + 4.5x2 ≤ Φ−1
1 (0.25) = 2.5

3.5x1 + 5.5x2 ≤ Φ−1
2 (0.25) = 3.5

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0


où Φ−1

bi
, i = 1, 2 sont respectivement les fonctions réciproques des fonctions de répartition

des bi + L−1(0.8), i = 1, 2.

La solution est x0 = (0, 5
9) qui est (0.75,0.5)Pro− µ3 pareto-optimale pour (P 1

mofs)
′.

Exemple 9 Résoudre le programme linéaire multi-objectifs �ou stochastique suivant :

(PM.O.F.S)


max(5x1 + 4x2, 2x1 + x2)

Ã(ω)� x � b̃(ω)

x ∈ X =
{
x ∈ R2/xj ≥ 0, j = 1, 2

}


où les composantes de la matrice Ã(ω)(2× 2) et du vecteur b̃(ω)(2× 1) sont des variables aléatoires
�oues discrètes dé�nies sur un espace de probabilité (Ω, F, P ) avec Ω = {ω1, ω2} muni de la distri-
bution de probabilité suivante : P (ω1) = 0.25 et P (ω2) = 0.75.
On a :

Ã(ω1)=

 1̃ 1̃

2̃ 1̃

 , b̃(ω1)=

 3̃

4̃

 , Ã(ω2)=

 1̃ 3̃

1̃ 2̃

 , b̃(ω2)=

 5̃

4̃

 .où pour chaquem ∈ {1, 2, 3, 4, 5} , m̃

est le nombre �ou dont la fonction d'appartenance est dé�nie par :

µm̃(x) =



0 si x ≤ m− 1

x− (m− 1) si x ∈]m− 1,m]

−x+m+ 1 si x ∈]m,m+ 1]

0 si x > m+ 1


Etant donné que les objectifs sont déterministes et qu'il y a présence de variables aléatoires �oues
dans les contraintes, pour la résolution de (P 1

mofs)
′, nous pouvons utiliser d'une part les techniques

de la programmation linéaire multiobjectifs déterministe à savoir la fonction scalarisante avec les
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coe�cients de pondération λ1 = 1
3 et λ2 = 2

3 , nous obtenons alors le programme linéaire �ou
stochastique suivant :

(PL.F.S)


max 3x1 + 2x2

Ã(ω)� x � b̃(ω)

x ∈ X =
{
x ∈ R2/xj ≥ 0, j = 1, 2

}


que nous pouvons, d'autre part résoudre en utilisant les techniques de la programmation linéaire
multiobjectifs �oue stochastique à savoir l'approche semi-in�nie comme suit :
Soient :
0 = α0 < 0.4 = α1 < 0.6 = α2 < 0.8 = α3 < 1 = α4

et
0 = τ4 < 0.01 = τ3 < 0.02 = τ2 < 0.03 = τ1 < 1
on obtient le programme linéaire stochastique suivant :

(PLS)


max 3x1 + 2x2∑2

j=1 t
αk
1ij(ω)x− τk ≤ tαk2i (ω) i = 1, 2; k = 1, 2, 3

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0


que nous pouvons résoudre en utilisant la méthode avec recours comme suit :
Soient :
qα1
i (ωl) = 2, qα2

i (ωl) = 3, qα3
i (ωl) = 4, , l = 1, 2; l = 1, 2. choisis par le décideur pour pénaliser

la violation des contraintes et posons :

Y αk
i (ωl) =


∑2

j=1 t
αk
1ij(ωl)x− τk − t

αk
2i (ωl) si

∑2
j=1 t

αk
1ij(ωl)x− τk − t

αk
2i (ωl) ≥ 0

0 sinon


Posons Y αk

i (ωl) = Y k
il , k = 1, 2, 3; l = 1, 2; i = 1, 2.

Yl=



Y α1
1 (ωl)

Y α1
2 (ωl)

Y α2
1 (ωl)

Y α2
2 (ωl)

Y α3
1 (ωl)

Y α3
2 (ωl)



=



Y 1
1l

Y 1
2l

Y 2
1l

Y 2
2l

Y 3
1l

Y 3
2l



; q(ωl)=



2

2

3

3

4

4


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Le programme résultant détérministe est :
de minimiser l'objectif suivant :

3x1 + 2x2 + 0.5Y 1
11 + 0.5Y 1

21 + 0.75Y 2
11 + 0.75Y 2

21 + Y 3
11 + Y 3

21 + 1.5Y 1
12 + 1.5Y 1

22 +

2.25Y 2
12 + 2.25Y 2

22 + 3Y 3
12 + 3Y 3

22

sous les contraintes suivantes : 

Y 1
11 = 1.6x1 + 1.6x2 − 2.43

Y 1
21 = 2.6x1 + 1.6x2 − 3.43

Y 2
11 = 1.4x1 + 1.4x2 − 2.62

Y 2
21 = 2.4x1 + 1.4x2 − 3.62

Y 3
11 = 1.2x1 + 1.2x2 − 2.81

Y 3
21 = 2.2x1 + 1.2x2 − 3.81

Y 1
12 = 1.6x1 + 3.6x2 − 4.43

Y 1
22 = 1.6x1 + 2.6x2 − 3.43

Y 2
12 = 1.4x1 + 3.4x2 − 4.62

Y 2
22 = 1.4x1 + 2.4x2 − 3.62

Y 3
12 = 1.2x1 + 3.2x2 − 4.81

Y 3
22 = 1.2x1 + 2.2x2 − 3.81


La solution est : x1 = 1.34 , x2 = 1
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CONCLUSION

Depuis plusieurs années, les deux importantes sources d'incertitude considérées sont de caractère
�ou ou aléatoire. Nous venons de voir qu'elles ne sont pas mutuellement exclusives, qu'elles peuvent
se trouver combinées. Les variables aléatoires �oues donnent un meilleur formalisme de cette com-
binaison.
Ces dernières années, des travaux ont été réalisés dans la prise en compte simultanée du �ou et de
l'aléa en programmation mathématique.
Dans ce travail, après avoir donné une vue panoramique des travaux existants dans ce domaine,
nous avons apporté notre contribution dans l'étude de la combinaison du �ou et de l'aléa en pro-
grammation linéaire multiobjectifs.
Nous avons, en premier lieu, généralisé conjointement, aux variables aléatoires �oues, chance constrai-
ned programming with fuzzy coe�cients [15] et chance constrained programming with stochastic
coe�cients [8], pour aboutir à chance constrained programming with fuzzy stochastic coe�cients
[2]. Cette généralisation nous a permis de développer des approches pour la programmation linéaire
multiobjectifs en présence de variables aléatoires �oues normales au sens de Shapiro, discrètes, nor-
males de type L-R ou discrètes de type L-R.
Nous avons, en deuxième lieu, établit les conditions de convexité des ensembles admissibles résul-
tant de l'application de cette méthode. C'est en quelque sorte une extension aux variables aléatoires
�oues des conditions de convexité des ensembles admissibles résultant de l'application de chance
constrained programming due à Charnes et Cooper en programmation linéaire stochastique.
Nous avons, en troisième lieu, étudié tous les cas de combinaison du �ou et de l'aléa dans un pro-
gramme linéaire multiobjectifs.
Toutefois, nous entrevoyons quelques perspectives intéressantes pour faire avancer les débats dans
ce domaine. Il serait intéressant d'étendre l'inégalité de Tchebyche� aux variables aléatoires �oues.
En e�et, cette inégalité autoriserait la transformation d'un programme �ou stochastique en un
programme �ou. Ce dernier étant plus facile à résoudre.
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Annexe A

Ensembles �ous

Dé�nition 7 Soit X un référentiel.
Un sous ensemble �ou Ã de X est dé�ni comme suit :
Ã =

{
(x, µ

Ã
(x));x ∈ X

}
où

µ
Ã

: X −→ [0, 1] est la fonction d'appartenance du sous ensemble �ou Ã considéré et peut représenter
suivant le contexte :
� le degré d'appartenance à un sous ensemble aux contours mal dé�nis ;
� le niveau de compatibilité avec un concept donné ;
� le niveau de similarité avec un prototype ;
� etc...

Cette dé�nition permet une modélisation simple de catégories vagues.

Exemple 10 On se propose de mesurer l'acuité visuelle (moyenne des deux yeux) des individus
d'une certaine localité X.
Soit A l'ensemble des individus ayant une bonne acuité visuelle. Cet ensemble a un contour mal
dé�ni. En e�et, il y a des individus dont l'acuité visuelle est égale à 1, 0.8, 0.6 ou toute autre valeur
comprise entre 0 et 1.

A.1 Concepets usuels

A.1.1 Sous ensemble de niveau

Un sous ensemble de niveau α ∈ (0, 1], noté Ãα est l'ensemble :
Ãα =

{
x ∈ X/µ

Ã
(x) ≥ α

}
.
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Il contient tous les éléments de X qui sont compatibles avec Ã à un niveau au moins égal à α.

A.1.2 Sous ensemble de niveau strict

Un sous ensemble de niveau strict α ∈ (0, 1], noté Ãα est l'ensemble :
Ãα =

{
x ∈ X/µ

Ã
(x) > α

}
.

A.1.3 Support de Ã

Le support de Ã, noté suppÃ, c'est l'ensemble des éléments de X qui appartiennent tant soit peu à
Ã c'est à dire : suppÃ =

{
x ∈ X/µ

Ã
(x) > 0

}
.

A.1.4 Hauteur de Ã

La hauteur de Ã, noté hautÃ, est dé�nie comme suit :
HautÃ = sup

{
µ
Ã

(x), x ∈ X
}
.

A.1.5 Sous ensemble �ou normalisé

Ã est dit normalisé s'il existe x ∈ X tel que µ
Ã

(x) = 1.

A.1.6 Sous ensemble �ou convexe

Ã est dit convexe si quelque soient x1 et x2 appartenant à X et λ à [0, 1] on a :
µ
Ã

(λx1 + (1− λ)x2) ≥ min(µ
Ã

(x1), µ
B̃

(x2)).

Autrement dit Ã est convexe si µ
Ã
est quasi concave.

Proposition 6 � Ã est convexe si et seulement si Ãα est convexe ∀α ∈]0, 1].
� Si Ã est convexe et α1 ≤ α2 alors Ãα2 ⊂ Ãα1 .
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A.1.7 Opérations ensemblistes

Soient Ã et B̃ deux ensembles �ous de X, de fonctions d'appartenances µ
Ã
et µ

B̃
respectivement.

On dé�nit les opérations ensemblistes comme suit :
� Inclusion :
Ã ⊂ B̃ si et seulement si ∀x ∈ X on a µ

Ã
(x) ≤ µ

B̃
(x).

� Egalité :
Ã = B̃ si et seulement si ∀x ∈ X on a µ

Ã
(x) = µ

B̃
(x).

� Intersection :
Ã ∩ B̃ est le sous ensemble �ou de X dont la fonction d'appartenance est dé�nie par µ

Ã∩B̃(x) =
min(µ

Ã
(x), µ

B̃
(x)).

� Réunion :
Ã ∪ B̃ est le sous ensemble �ou de X dont la fonction d'appartenance est dé�nie par µ

Ã∪B̃(x) =
max(µ

Ã
(x), µ

B̃
(x)).

A.2 Principe d'extension

Dé�nition 8 Soient Ã1, Ã2, ..., Ãn n sous ensembles �ous de X1, X2, ..., Xn respectivement.
Le produit cartésien Ã1×Ã2× ...×Ãn est le sous ensemble �ou ayant pour fonction d'appartenance :
µ
Ã1×Ã2×...×Ãn(x1, x2, ..., xn) = min(µ

Ã1
(x1), µ

Ã2
(x2), ..., µ

Ãn
(xn)).

A.2.1 Principe d'extension

Soit f : X1 ×X2 × ...×Xn −→ Y
où :
X1, X2, ..., Xn, Y sont des ensembles vulgaires et Ã1, Ã2, ..., Ãn n sous ensembles �ous deX1, X2, ..., Xn

respectivement.
Le principe d'extension permet d'induire par f et Ãi, i = 1, 2, ..., n le sous ensemble B̃ de Y carac-
térisé par la fonction d'appartenance suivante :

µ
B̃

(y) =

{
supmin(µ

Ã1
(x1), µ

Ã2
(x2), ..., µ

Ãn
(xn)) si f−1(y) 6= �

0 si f−1(y) = �.

}
Le principe comme on le voit permet de passer des opérations sur les ensembles vulgaires à des
opérations sur les ensembles �ous.
C'est sur ce principe que Dubois et Prade [13] ont bâti l'arithmétique �oue dont nous allons donner
ci-dessous les grandes lignes.
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A.2.2 Arithmétique �oue

Etant donné une opération ∗ dé�nie sur les nombres réels, on peut l'étendre en (∗) aux nombres

�ous M̃ et Ñ de fonctions d'appartenances respectives µ
M̃

et µ
Ñ
.

On obtient le nombre �ou suivant M̃(∗)Ñ dont la fonction d'appartenance est dé�nie à partir du
principe d'extension de la manière suivante :
µ
M̃(∗)Ñ (z) = sup

{
min(µ

M̃
(x), µ

Ñ
(y))/x ∗ y = z

}
.

Lemme 2 Soient Ã et B̃ deux ensembles �ous d'un même référentiel X. Quelque soit α(0, 1], on
a :
� (Ã+ B̃)α = Ãα + B̃α.
� (λÃ)α = λÃα.

A.3 Théorème de décomposition de Zadeh

Soit Ã un ensemble �ou, alors Ã =
⋃
α∈(0,1] αÃ

α,

où Ãα représente l' α-coupe de Ã.

A.4 Intervalle �ou

Dé�nition 9 Un intervalle �ou Ã est dé�ni par une application µ
Ã

: R → [0, 1] semi-continue
supérieurement telle que ∀z ∈ [x, y], µ

Ã
(z) ≥ min(µ

Ã
(x), µ

Ã
(y)), et ∃x ∈ R, µ

Ã
(x) = 1.

L'α-coupe de Ã est Ãα = {µ
Ã

(x) ≥ α} est donc un intervalle fermé [aα, aα], et ces intervalles sont

emboîtés : Ãα ⊆ Ãβ si α ≥ β.

A.4.1 Nombre �ou

Un intervalle �ou Ã dont l'ensemble
{
x ∈ R/µ

Ã
(x) = 1

}
est réduit à un point, est souvent appelé

nombre �ou.
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Intervalle �ou de type L-R

Un intervalle �ou ã est dit de type L-R si sa sa fonction d'appartenance µã est dé�nie par : (see [12])

µã(x) =


1 pour x ∈ [a, a],

L(a−xαa ) for x ≤ a,
R(x−aβa ) for x ≥ a.

 .

où L et R sont des fonctions de référence et les nombres réels strictement positifs αa et βa sont
respectivement l'écart à gauche et l'écart à droite.
On note ã = (a, a, αa, βa)L−R.
Si de plus L(1) = R(1) = 0 alors suppã est borné.
Soit FN(L,R) l'ensemble des intervalles de type L-R.

A.4.2 Opérations sur les intervalles �ous de type L-R

Soient ã = (a, a, αa, βa)L−R et b̃ = (b, b, αb, βb)L−R

� Addition
ã⊕ b̃ = (a+ b, a+ b, αa + αb, βa + βb)L−R

� Multiplication par un scalaire

λ� (a, a, αa, βa)L−R =

{
(λa, λa, λαa, λβa)L−R si λ > 0
(λa, λa,−λβa,−λαa)R−L si λ < 0.

}
� Soustraction
ã	 b̃ = ã⊕ (−b̃) = (a, a, αa, βa)L−R ⊕ (−b,−b, βb, αb)L−R = (a− b, a− b, αa + βb, βa + αb)L−R

intervalle �ou de type L-R au sens de Chanas

Chanas et col [7] considèrent un intervalle �ou ã de type L-R comme un cas particulier d'intervalle
aléatoire comme suit :
ã = [a−L−1(X)αa, a+R−1(X)βa]. où X est une variable aléatoire uniformément distribué sur (0, 1]
telle que pour chaque X = α on obtient ãα = [a− L−1(α)αa, a+R−1(α)βa] comme réalisation.
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A.5 Comparaison d'intervalles �ous

A.5.1 Comparaison d'intervalles de nombres réels

Soient A = [a, a] et B = [b, b] deux intervalles de nombres réels.Donc a, a, b and b sont des nombres
réels tels que a < a and b < b.Pour ordonner A et B, nous avons quatre relations >i, i = 1, 2, 3, 4,
de�nies dans [13] comme suit :

1. [a, a] >1 [b, b]⇔ a > b (i.e. ∀x ∈ A, ∀y ∈ B, x > y)

2. [a, a] >2 [b, b]⇔ a ≥ b (i.e. ∀x ∈ A, ∃y ∈ B, x ≥ y)
3. [a, a] >3 [b, b]⇔ a > b (i.e. ∃x ∈ A, ∀y ∈ B, x > y)

4. [a, a] >4 [b, b]⇔ a ≥ b (i.e. ∃(x, y) ∈ A×B, x ≥ y)

La relation >1 est la plus forte ,>4 est la plus faible,>2 et >3 sont les intermédiaires.

A.5.2 Comparaison d'intervalles �ous

Dubois et Prade [12] proposent de fuzzi�er ces quatre relations d'ordre d'intervalles en utilisant le
pricipe d'extension

Possibilité, Necessité

Considérons deux intervalles �ous ã et b̃ dont les fonctions d'appartenance sont respectivement µã
et µ

b̃
.

Dans ce qui suit les abréviations pos and nec représentent respectivement possibilité et nécessité.

On dé�nit la possibilité de ã ≤ b̃ et la nécessité de ã ≤ b̃ comme suit :

Dé�nition 10 [12]

1. pos(ã ≤ b̃) = sup(min(µã(x), µ
b̃
(y)) où x et y sont des nombres réels tels que x ≤ y.

2. nec(ã ≤ b̃) = 1 − pos(ã > b̃) = 1 − sup(min(µã(x), µ
b̃
(y)) où x et y sont des nombres réels

tels que x > y.
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3. nec2(ã ≤ b̃) = inf
{
sup

[
max(1− µ

Ã
(u), µ

B̃
(v))/u ≥ v

]}
4. pos3(ã ≤ b̃) = sup

{
inf

[
min(µ

Ã
(u), 1− µ

B̃
(v))/u ≤ v

]}
Proposition 7 [12]

1. pos(ã ≤ b̃) ≥ α⇐⇒ aα ≤ bα

2. nec(ã ≤ b̃) ≥ α⇐⇒ a1−α ≤ b1−α

3. nec2(ã ≤ b̃)⇐⇒ aα ≤ b1−α

4. pos3(ã ≤ b̃)⇐⇒ a1−α ≤ bα

A.5.3 Indices de comparaison de quantitiés �oues

Plusieurs chercheurs ont proposé des substituts scalaires pour comparer les quantités �oues. c'est en
quelque sorte une substitution des nombres réels aux intervalles �ous pour induire un ordre total.
Parmi eux, nous considérons les quatre indices suivants [42] :
Soient ã1, ã2, ..., ãn des quantités �oues et ãαi l'α− coupe de ãi dé�nies par ãαi = {x/ai(x) ≥ α} où
ai(x) est la fonction d'appartenance de ãi et avec a

α
i = infãαi et aαi = supãαi .

� Indices de Yager [44, 48, 49] :
Y2(ãi) =

∫ 1
0 M(aαi )dα où M(aαi ) est la valeur moyenne de ãαi .

Si ãi est convexe alors M(aαi ) = 1
2(aαi + aαi ).

� Indices de Campos et Munoz [5] :

CMλ
1 (ãi) =

∫ hgt(ãi)
0 (λaαi + (1− λ)aαi )dα où λ ∈ [0, 1].

Si ãi est convexe alors Y2(ãi) = CM
1
2

1 (ãi).
� indices de Liou et Wang [30] :

LW λ(ãi) = λ
∫ hgt(ãi)

0 r−1
i (α)dα+ (1− λ)

∫ hgt(ãi)
0 l−1

i (α)dα, avec λ ∈ [0, 1].

où ãi, i = 1, 2, ..., n sont des nombres �ous continus,l−1
i et r−1

i sont les fonctions inverses des
fonctions respectives li et ri qui sont strictement monotones.
Si li est strictement croissante et ri est strictement décroissante, nous avons r−1

i (α) = aαi et
l−1
i (α) = aαi . Alors CM

λ
1 (ãi) = LW λ(ãi).

� Indices de Fortemps et Roubens[16] :

FR(ãi) = 1
2hgt(ãi)

∫ hgt(ãi)
0 (aαi + aαi )dα

Remarque 8 [42]

� Si ã1, ã2, ..., ãn sont des nombres �ous, alors pour les indices Y2 et FR, nous remplaçons hgt(ãi)

par l. Alors FR = Y2 = CM
1
2

1 .
� Si ã1, ã2, ..., ãn sont des nombres �ous continus avec li un écart à gauche strictement croissant

et ri un écart à droite strictement décroissant, nous avons alors FR = Y2 = CM
1
2

1 = LW
1
2 .
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Le lecteur peut aisément véri�er la linéarité des indices de comparaison des quantités �oues comme
suit :

Remarque 9 Soient ã1, ã2, ..., ãn des nombres �ous, nous avons ∀i, j ∈ (1, 2, ..., n) :
� F (ãi + ãj) = F (ãi) + F (ãj).
� F (γãi) = γF (ãi), γ est un nombre réel,

où F ∈
{
FR, Y2, CM

1
2

1

}
, et F = LW

1
2 si de plus ã1, ã2, ..., ãn sont continus.

A.5.4 Comparaison d'intervalles �ous de type L-R

L'objectif est la comparaison d'intervalles �ous de type L-R au sens de Chanas

Soient A et B deux intervalles de nombres réel , >i, i = 1, 2, 3, 4 les quatre relations d'ordre des
intervalles et χi, i = 1, 2, 3, 4 leurs respectives fonctions indicatrices dé�nies comme suit :

χi(A,B) =

{
1 siA >i B
0 sinon

}

Chanas et col [7] ont proposé une généralisation des relations >i, i = 1, 2, 3, 4 aux intervalles �ous
de type L-R , vus comme des intervalles aléatoires, par les relations �oues suivantes (>k), k =
1, 2, 3, 4, 1I, 4I établies dans [7] et dont les fonctions d'appartenance µk sont dé�nies dans [7] comme
suit :
Soient ã = (a, a, δa, γa) ∈ FN(L,R) et b̃ = (b, b, δb, γb) ∈ FN(L,R) deux intervalles �ous de type
L-R
µk : (FN(L,R))2 → [0, 1] , k = 1, 2, 3, 4, 1I, 4I :

Supposons que les intervalles �ous sont de type L-R , tels que , ã = (a, a, δa, γa) ∈ FLR(R) et
b̃ = (b, b, δb, γb) ∈ FLR(R). Les relations �oues pour des intervalles aléatoires peuvent se présenter
dans le cas d'indépendance comme suit :

1. µ1(ã, b̃) = P (a− L−1(ξ)δa > b+R−1(ξ)γb)

2. µ2(ã, b̃) = P (a− L−1(ξ)δa > b− L−1(ξ)δb)

3. µ3(ã, b̃) = P (a+R−1(ξ)γa > b+R−1(ξ)γb)

4. µ4(ã, b̃) = P (a+R−1(ξ)γa > b− L−1(ξ)δb)

Chanas et al. considèrent deux autres cas où ξ et ζ sont des variables aléatoires indépendantes
uniformément distribuées sur l'intervalle [0, 1] :

1. µ1I(ã, b̃) = P (a− L−1(ξ)δa > b+R−1(ζ)γb)

2. µ4I(ã, b̃) = P (a+R−1(ζ)γa > b− L−1(ξ)δa).
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Lemme 3 Pour deux intervalles �ous quelconques de type L-R, nous avons les conditions sui-
vantes : µ1(ã, b̃) > 0⇒ a > b et
pour k ∈ {4, 4I} µk(ã, b̃) < 1⇔ b > a (ou par équivalence µk(ã, b̃) = 1⇔ b ≤ a).

Proposition 8 Soient ã et b̃ deux intervalles �ous de type L-R .

1. µ1(ã, b̃) = 1− µ4(̃b, ã)

2. µ1(ã, b̃) ≤ µi(ã, b̃) ≤ µ4(ã, b̃), ∀i ∈ {2, 3}
3. µ1(ã, b̃) > 0⇒ µ4(ã, b̃) = 1

Les fonctioons d'appartenance µ2, µ3 et µk, k = 4, 4I véri�ent les propriétés suivantes :

Lemme 4 Soient ã = (a, a, δa, γa) ∈ FN(L,R) et b̃ = (b, b, δb, γb) ∈ FN(L,R) deux intervalles
�ous de type L-R, les conditions suivantes sont satisfaites : [7]
� a− b− L−1(1

2)(δa − δb) ≥ 0⇔ µ2(ã, b̃) ≥ 1
2 ,

� a− b+R−1(1
2)(γa − γb) ≥ 0⇔ µ3(ã, b̃) ≥ 1

2 ,

� Pour k ∈ {4, 4I} µk(ã, b̃) < 1⇔ b > a (ou équivalent à µk(ã, b̃) = 1⇔ b ≤ a).
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Annexe B

Eléments de la théorie des probabilités

Nous rappelons dans cette annexe quelques notions de la théorie des probabilités utilisées dans la
suite de travail.

B.1 Notions d'espace mesurable

Soit Ω l'espace fondamental, il peut être �ni, in�ni, dénombrable ou non.

B.1.1 Tribus d'évènements

Une famille F de sous ensembles de Ω s'appelle tribu si :
� Ω ∈ F,
� ∀A ∈ F =⇒ A ∈ F, où A désigne le complémentaire de A,
� ∀A ∈ F,∀B ∈ F =⇒ A ∪B ∈ F,
� quelque soit la suite (An)n∈N d'éléments de F , on a

⋃
n∈N An ∈ F.

B.1.2 Espace probabilisable

� Le couple (Ω, F ) où ensemble fondamental et F tribu s'appelle espace mesurable ou probabilisable.
� Tout élément de F s'appelle évènement.
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B.1.3 Espace probabilisé

Soit (Ω, F ) un espace probabilisable,
une probabilité P est une application de F −→ [0, 1 telle que :
� P (Ω) = 1,
� P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B),
� P (

⋃
i∈I Ai) =

∑
i∈I P ((Ai) où les (Ai)i∈I sont deux à deux disjoints et I dénombrable.

(Ω, F, P ) s'appelle espace probabilisé.

B.1.4 Tribu borélienne sur R

La Tribu borélienne BR est engendrée par les intervalles ]a, b[, a, b ∈ R.

B.1.5 Applications mesurables

Dé�nition 11 Soient (Ω, F ) et (E, T ) deux espaces probabilisables,
toute application X : Ω −→ E est dite mesurable si ∀A ∈ T =⇒ X−1(A) ∈ F.

Proposition 9 Si f et g sont des applications mesurables ;
Alors les applications suivantes sont mesurables :
� f + g
� fg
� inf(f, g)
� sup(f, g)
� cf avec c constante réelle.

B.2 Variables aléatoires réelles

Dé�nition 12 Une variable aléatoire réelle est une application mesurable X d'un espace probabilisé
(Ω, F, P ) dans R,BR),
c'est à dire :∀B ∈ BR =⇒ X−1(B) ∈ F.

On peut associer à l'évènement B une probabilité par l'intermédiaire de X telle que P (X−1(B)) =
PX(B).
La probabilité PX ainsi dé�nie sur R,BR) s'appelle loi de probabilité ou distribution de probabilité
de la variable aléatoire X.

113



Remarque 10 En pratique, une variable aléatoire réelle est une application

X : Ω −→ R

ω −→ X(ω)

Dans le cas où :
� X prend un nombre �ni ou dénombrable de valeurs , X est dite variable aléatoire discrète.

� X prend n'importe quelle valeur sur un intervalle de R , X est dite variable aléatoire continue.

B.2.1 Fonction de répartition

On appelle fonction de répartition F de la variable aléatoire X, la fonction dé�nie de Ω −→ [0, 1]
par F (t) = P (X ≤ t).

B.2.2 Densité de probabilité

Soit F une fonction de répartition de la variable aléatoire X.
Si F admet une dérivée f sauf peut être en un nombre �ni de points, f s'appelle la densité de la
variable aléatoire X.

B.2.3 Espérance mathématique

On appelle espérance mathématique de la variable aléatoire X,le nombre suivant s'il existe :
E(X) =

∫
Ω(X(ω)dP (ω) où

∫
Ω désigne l'intégrale de Lesbegues-Stieljeis.

Propriétés de l'espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur un même Ω admettant une espérance, alors :
� E(X + Y ) = E(X) + E(Y )
� E(aX) = aE(X), ∀a ∈ R
� E(b) = b ∀b ∈ R
� si X ≥ 0 alors E(X) ≥ 0
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B.2.4 Variance

On appelle variance de la variable aléatoire X,le nombre réel suivant :
σ2(X) =

∫
Ω(X(ω)− E(X))2dP (ω) = E(X − E(X))2.

Propriétés de la variance

Soient X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur un même Ω admettant une espérance mathé-
matique, alors :
� V (X + Y ) = V (X) + V (Y ) si X et Y sont indépendantes
� V (aX) = a2V (X), ∀a ∈ R
� V (X + b) = V (X) ∀b ∈ R
� V (b) = 0 ∀b ∈ R
� si V (X) = 0⇐⇒ X = E(X)

B.2.5 Ecart-type

Soit une variable aléatoire X admettant une variance V (X), on appelle écart-type de X, le réel :
σ(X) =

√
V (X)

B.2.6 Covariance

On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y ,notée Cov(X,Y ), le nombre réel suivant :
Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y )

Propriétés de la covariance

Soient X et Y deux variables aléatoires dé�nies sur un même Ω admettant une espérance, alors :
� Cov(X,Y ) = 0 si X et Y sont indépendantes
� V (aX + bY ) = a2V (X) + 2abCov(X,Y ) + b2V (Y )

B.2.7 Variables aléatoires normales

On dit qu'une variable aléatoire réelle X suit une loi normale d'espérance µ et d'écart type σ

strictement popsitif si elle a admet pour densité de probabilité la fonction p(x) = 1
σ
√

2π
e−

1
2

(x−µ
σ

)2.
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Une telle variable aléatoire est alors dite gaussienne.
On note X ↪→ N(µ, σ2).

Remarque 11 Si µ = 0 et σ = 1 alors X est dite variable aléatoire normale centrée réduite. Donc

elle admet pour fonction de densité ϕ(x) = 1√
2π
e−

x2

2 .

B.2.8 Variable aléatoire normale centrée réduite

Fonction de répartition d'une variable aléatoire normale centrée réduite

Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite, i.e. X ↪→ N(0, 1), sa fonction de répartition

est dé�nie par φ(x) = 1√
2π

∫ x
−∞ e

−x
2

2 dx

Propriétés de la fonction φ

� φ est indé�niment dérivable, et φ
′

= ϕ
� Elle est strictement croissante et limx→−∞φ(x) = 0 et limx→+∞φ(x) = 1
� ∀x ∈ R,φ(−x) = 1− φ(x)

Remarque 12 Si X ↪→ N(µ, σ2) alors la variable aléatoire X∗ = X−µ
σ2 ↪→ N(0, 1).

Fractiles d'une variable aléatoire normale centrée réduite

Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite, i.e. X ↪→ N(0, 1).
On cherche en fonction d'une valeur α donnée, à déterminer le nombre uα, appelé fractile, tel que
P (ω/X(ω) ≤ uα) = 1− α.
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Annexe C

Programmation linéaire multiobjectifs

Considérons le programme linéaire multiobjectifs suivant :

(PLMO)


max(c1x, c2x, ..., ckx)∑n

j=1 aijxj ≤ bi, i = 1, ...m

xj ≥ 0, j = 1, ...n


où

On pose D =
{
xj/

∑n
j=1 aij)xj ≤ bi, i = 1, ...m/xj ≥ 0, j = 1, ...n

}
. Pour résoudre ce type de pro-

blème, il n'existe généralement pas de solution qui optimise les objectifs simultanément. L'amélio-
ration de l'un se fait au détriment de l'autre.
Donc l'idéal c'est de trouver une solution de bon compromis entre les objectifs. C'est à dire qu'il
n'existe aucune autre solution admissible qui fournisse des valeurs au moins aussi bonne sur chaque
objectif et meilleur sur au moins l'un d'eux que cette dernière. C'est ce qu'on appelle solution e�cace
ou pareto optimale dé�nnie comme suit :

C.1 Solution e�cace ou Pareto optimale

Dé�nition 13 x∗ ∈ D est une solution e�cace ou paréto optimale pour (PLMO) s'il n'existe pas
x ∈ D tel que cix

∗ ≤ cix, ∀i ∈ {1, 2, ..., k} et il n'existe pas au moins un j ∈ {1, 2, ..., k} tel que
cjx
∗ < cjx.

La détermination des solutions e�caces est la méthode la plus générale parmi les méthodes d'opti-
misation en programmation multiobjectifs.
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Pour obtenir les solutions e�caces en utilisant la programmation paramétrique, on utilise le théo-
rème suivant :

Théorème 20 x∗ ∈ D est une solution e�cace ou pareto optimal pour (PLMO) si et seulement si
x∗ est optimale pour le problème suivant :

(Pλ)


max

∑k
i=1 λicixi∑n

j=1 aijxj ≤ bi, i = 1, ...m

xj ≥ 0, j = 1, ...n


où λ donné,λ ∈

{
λ = (λ1, λ2, ..., λk) ∈ Rk : 0 < λi < 1,

∑k
i=1 λi = 1

}
.

C.2 Fonctions scalarisantes

� La somme pondérée :
s1(z, λ) =

∑k
i=1 λizi

� la distance pondérée de Tchebychev :
s2(z, λ, z) == max {λi |zi − zi| /1 ≤ i ≤ k} .

� la distance pondérée augmentée de Tchebychev :
s3(z, λ, z) == max {λi |zi − zi| /1 ≤ i ≤ k}+ ρ(

∑k
i=1 |zi − zi|).

C.2.1 Théorèmes de caractérisation des solutions e�caces

Les résultats suivants nous permettent d'établir un lien entre la solution optimale de chacun des
programmes mathématiques dont l'objectif est respectivement s1, s2, s3 et la solution e�cace de
(PLMO) .

Soit Λ =
{
λr/

∑k
r=1 λr et λr > 0, r = 1, 2, ..., k

}
.

Théorème 21 Soit le problème paramétrique :

(P1)


min s1(z(x), λ)

x ∈ D


avec λ ∈ Λ

� Si x est solution optimale de (P1), x est solution e�cace.
� Si x est solution e�cace et que ZD est un ensemble convexe, il existe λ ∈ Λ tel que x est solution
optimale de (P1),.
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Théorème 22

(P2)


min s1(z(x), λ, z)

x ∈ D


Une solution x est une solution e�cace si et seulement si x est solution optimale 'unique' du problème
(P2).

Théorème 23

(P3)


min s1(z(x), λ, z)

x ∈ D


avec λ ∈ Λ

� Si x est solution optimale de (P3), x est solution e�cace.
� Si x est solution e�cace, il existe λ ∈ Λ et ρ une valeur positive su�samment petite telle que x
est solution optimale de (P3),.

C.3 Les principales méthodes de résolution

Les principales méthodes de résolution sont les méthodes interactives qui sont caractérisées par une
alternance de phases de calcul et la discussion avec le décideur qui, à chque fois est invité à apporter
une modi�cation sur le ou les objectifs et la méthode "Goal programming" qui est fréquemment
utilisée et qui consite à minimiser les écarts entre les k fonctions objectifs et les buts choisis par le
décideur.

C.3.1 Les "Goal programming"

La technique consiste à ramener à un programme mathématique à objectif unique qui est construit
à partir des écarts entre les valeurs des fonctions objectifs et des valeurs souhaitées (Goals) par le
décideur. Pour chacune des k fonctions objectifs c1, c2, ..., ck, le décideur choisit un but Gi et une
métrique Mi de calcul de l'écart au but qui peut être l'optimum de la fonction ci, et être calculé
par un simplexe si ci est linéaire. Nous obtenons alors dans ce cas le problème suivant :{

min ‖z − z‖p
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

}
où z = (z1, z2, ..., zk) est le vecteur des fonctions objectifs. et zi = zi(x

∗), i = 1, 2, ..., k est la valeur
optimale de la fonction objectif zi.
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Par ailleurs, nous avons ‖z − z‖p =
∑k

i=1(|zi − zi|p)
1
p , zi − zi = e+

i − e
−
i tels que : si e+

i > 0 alors

e−i = 0 et réciproquement si e−i > 0 alors e+
i = 0.
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