SUR LA PROGRAMMATION LINEAIRE MULTIOBJECTIFS
FLOUE STOCHASTIQUE
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Résumé

Lors de la modélisation ou la formulation mathématique d’une expérience ou d’'un probléme d’op-
timisation ou de décision qui se raméne & un programme mathématique, on a tendance a supposer
que les données sont déterministes. Cette hypothése est peu réaliste compte tenu du fait que ces
derniéres peuvent étre imprécises avec une imprécision de nature floue, ou aléatoire de par la na-
ture de leurs variabilités et des expériences précédentes. C'est ce qui a motivé I'introduction de la
programmation floue et la programmation stochastique. Beaucoup de travaux ont été réalisés en
programmation floue et en programmation stochastique .

Dans pas mal de situations le flou et ’aléa peuvent se trouver combinés dans un programme ma-
thématique, ce qui a donné naissance & la programmation floue stochastique.

Les variables aléatoires floues donnent un meilleur formalisme pour cette combinaison. Elles ont
été introduites en premier lieu par Kwakernaak. Par la suite d’autres auteurs, tels que Kruse et
Meyer, Puri et Ralescu et récemment I. Couso et D. Dubois ont donné d’autres interprétations de
ce concept. Shapiro a introduit les variables aléatoires floues normales.

Ces derniéres années, des travaux ont été réalisés dans la prise en compte simultanée du flou et de
I'aléa dans un contexte d’optimisation . Il en existe dans la littérature, ceux traitant des cas des
programmes mathématiques en présence de variables aléatoires floues dans les objectifs et /ou dans
les contraintes.

Ce travail s’évetue & prolonger les travaux dans ce domaine et & proposer des méthodes de résolution
d’un programme linéaire multiobjectifs en présence de variables aléatoires floues.

Apres avoir donné les définitions des différents types de variables aléatoires floues, un état de I'art
de la programmation linéaire floue stochastique est donné, suivi de notre contribution qui consiste,
en premier lieu, a généraliser conjointement, aux variables aléatoires floues, les deux variantes du
chance constrained programming, I'une avec des coefficients flous due & Dubois , 'autre avec des
coefficients aléatoires due & Charnes et Cooper , pour avoir :chance constrained programming with
fuzzy stochastic coefficients .

Cette dernicre, avec ses trois versions : (i) en combinant probabilité et possibilité, ou probabilité et
necessité (version 1); (ii) en combinant probabilité et indices scalaires de comparaison de quantités
floues (version 2); et (iii) en combinant chance-constrained programming et comparaisons d’inter-
valles aléatoires (intervalle flou peut étre vu comme un intervalle aléatoire) (version 3), a pour but
de transformer les contraintes en présence de variables aléatoires floues en des contraintes détermi-
nistes équivalentes.

Ensuite nous considérons des programmes linéaires multiobjectifs flous stochastiques en présence de
variables aléatoires floues discrétes, normales au sens de Shapiro, discrétes de type L-R ou normales
de type L-R, nous distinguons quatre cas, selon que les coeflicients des objectifs sont déterministes,
flous, aléatoires ou flous aléatoires. Pour la résolution, nous pouvons appliquer pour tous les cas,
chance constrained programming with fuzzy stochastic coefficients . Ou combiner selon le cas consi-
déré, les techniques de la programmation multiobjectifs déterministe, floue ou stochastique entre
elles ou avec chance constrained programming with fuzzy stochastic coefficients ou 'approche semi-
infinie.

Pour illustrer la pertinence de nos idées, nous avons traité des exemples numériques.

Ce travail se termine par une conclusion ol nous répertorions les principaux résultats obtenus et
nous indiquons quelques axes pour de futurs travaux.



INTRODUCTION

Lors de la modélisation ou la formulation mathématique d’une expérience ou d’'un probléme d’op-
timisation ou de décision qui se raméne & un programme mathématique, on a tendance a supposer
que les données sont déterministes. Cette hypothése est peu réaliste compte tenu du fait que ces
derniéres peuvent étre imprécises avec une imprécision de nature floue, ou aléatoire de par la na-
ture de leurs variabilités et des expériences précédentes. C'est ce qui a motivé I'introduction de la
programmation floue et la programmation stochastique. Beaucoup de travaux ont été réalisés en
programmation floue ([17], [36], [37], [38], [41]) et en programmation stochastique ( [22], [21], [25],
28] .

Dans pas mal de situations le flou et ’aléa peuvent se trouver combinés dans un programme ma-
thématique, ce qui a donné naissance a la programmation floue stochastique.

Les variables aléatoires floues donnent un meilleur formalisme pour cette combinaison. Elles ont
été introduites en premier lieu par Kwakernaak [27]. Par la suite d’autres auteurs, tels que Kruse
et Meyer [26], Puri et Ralescu [35] et récemment I. Couso et D. Dubois [19] ont donné d’autres
interprétations de ce concept. Shapiro [39] a introduit les variables aléatoires floues normales.

Ces derniéres années, des travaux ont été réalisés dans la prise en compte simultanée du flou et de
l’aléa dans un contexte d’optimisation ([6], [45],[46], [47],[43], [33], [29], [24]). I en existe dans la
littérature, ceux traitant des cas des programmes mathématiques en présence de variables aléatoires
floues dans les objectifs ([29], [23],[46], [47],[43]) et dans les contraintes ([46], [47],[43], [1].[2],[32]).
Les premiers ont été réalisés par Qiao et Wang [43] qui ont considéré un programme linéaire mul-
tiobjectifs dont les coefficients des objectifs et des contraintes sont des variables aléatoires floues.
Ils ont réduit le probléme & un programme stochastique standard en considérant les a-coupes des
coefficients flous et en définissant deux ensembles de contraintes, en utilisant les bornes supérieures
des coupes pour 'un et les bornes inférieures pour l'autre. Dans [1] et [32] une approche semi-infinie
a été proposée dans le but de transformer les contraintes floues stochastiques, d’un programme
linéaire dont l'objectif est déterministe, en des contraintes stochastiques et utiliser les méthodes
chance-constrained programming [8] ou two-stage programming [11] pour la résolution du pro-
gramme résultant. Dans [3], E.E. Ammar a récemment étudié un programme linéaire multiobjectifs
dont les coefficients des objectifs et des contraintes sont des variables aléatoires floues.

Ce travail s’évertue & prolonger les travaux dans ce domaine et & proposer des méthodes de résolu-
tion d'un programme linéaire multiobjectifs en présence de variables aléatoires floues.

Pour ce faire des apercus volontairement limités a I’essentiel de la programmation linéaire uni et
multiobjectifs flou et stochastique sont donnés aux chapitres 1 et 2.

Au chapitre 3, aprés avoir donné les définitions des différents types de variables aléatoires floues, un
état de ’art de la programmation linéaire floue stochastique est donné, suivi de notre contribution
qui consiste, en premier lieu, & généraliser conjointement, aux variables aléatoires floues, les deux
variantes du chance constrained programming, 1'une avec des coefficients flous due & Dubois [15],
Pautre avec des coefficients aléatoires due & Charnes et Cooper [8], pour avoir :chance constrained
programming with fuzzy stochastic coefficients [2].

Cette dernicre, avec ses trois versions : (i) en combinant probabilité et possibilité, ou probabilité et
necessité (version 1); (ii) en combinant probabilité et indices scalaires de comparaison de quantités
floues (version 2); et (iii) en combinant chance-constrained programming et comparaisons d’inter-
valles aléatoires (intervalle flou peut étre vu comme un intervalle aléatoire) (version 3), a pour but



de transformer les contraintes en présence de variables aléatoires floues en des contraintes détermi-
nistes équivalentes.

Dans le cas ou les coefficients des contraintes sont purement flous ou purement aléatoires, chance
constrained programming with fuzzy stochastic coefficients [2] se réduit a chance constrained pro-
gramming with fuzzy coefficients [15] ou chance constrained programming with stochastic coefficients
[8].

Au Chapitre 4, nous avons repris les méthodes proposées par Katagiri et col [23] et Li et col [29]
pour la résolution d’un programme linéaire multiobjectifs en présence de variables aléatoires floues
normales de type L-R dont les écarts a gauche et a droite sont aléatoires pour les premiers [23] et
constantes pour les seconds [29].

Ensuite nous considérons des programmes linéaires multiobjectifs flous stochastiques en présence de
variables aléatoires floues discrétes, normales au sens de Shapiro, discrétes de type L-R ou normales
de type L-R, nous distinguons quatre cas, selon que les coefficients des objectifs sont déterministes,
flous, aléatoires ou flous aléatoires. Pour la résolution, nous pouvons appliquer pour tous les cas,
chance constrained programming with fuzzy stochastic coefficients [2]. Ou combiner selon le cas
considéré, les techniques de la programmation multiobjectifs déterministe, floue ou stochastique
entre elles ou avec chance constrained programming with fuzzy stochastic coefficients [2] ou l'ap-
proche semi-infinie.

Pour illustrer la pertinence de nos idées, nous avons traité des exemples numériques.

Ce travail se termine par une conclusion ol nous répertorions les principaux résultats obtenus et
nous indiquons quelques axes pour de futurs travaux.



Chapitre 1

Programmation linéaire multiobjectifs
floue

En programmation linéaire uniobjectif ou multiobjectifs, on peut se trouver face a des situations ou
les données sont mal connues, imprécises avec une imprécision de nature graduelle, et des cas ot les
contraintes et/ou 'objectif ne sont pas des impératifs stricts, ils peuvent étre relachés. Ceci a donné
naissance a la programmation linéaire unie ou multiobjectifs floue.

1.1 Programmation linéaire floue

On distingue deux cas :
1. le cas ou les inégalités ( ou égalités) sont relaxées.
2. le cas ou les données imprécises sont représentées par des ensembles flous

Dans la littérature, le terme programmation flexible est utilisé pour désigner le premier cas et les
termes de programmation robuste ou programmation possibiliste pour le second cas, selon que les
contraintes sont repectivement sous formes inclusives ou sous forme d’inégalités.

1.1.1 Programmation flexible
Décision dans un environnement flou

On considére un probléme dont I'objectif et les m contraintes sont vaguement définis, représentés
par des ensembles flous d’un méme référentiel X dont les fonctions d’appartenace respectives sont g



et u;, 1 =1, 2,...m. La décision qui doit satisfaire I’objectif et les m contraintes est donc représentée
par un ensemble flou, intersection de ces derniers et dont la fonction d’appartenance est pp telle
que pup(z) = min(pi(z)/i =0,1,2,...,m).

La meilleure décision est déterminée par la résolution du probléme suivant : max(up(z)/z € X) =
max {min(u;(x)/i =0,1,2,...,m)/x € X}.

Exemple 1 On veut réaliser l'objectif suivant : " © doit étre plus grand que 5" sous la contrainte
"t doit étre proche de 10".

La contrainte et l'objectif sont donc des ensembles flous dont leurs fonctions d’apprtenance respec-
tives sont :

1—(14+02(z—-5)*)""! siz>5
to(z) =
0 sinon
La décision est donc représentée par le sous ensemble flou dont la fonction d’appartenace pup est
définie par pp(x) = min(po(x),po(w)).
La meilleure décision est déterminée par la résolution du probléme suivant : mazx(pup(z)/x € R) =
max {min(uo(z), nc(z))/x € R} .

Résolution d’un probléme maxmin

Considérons le probléme max-min suivant :
(P) { max {min(p;(z)/i=0,1,2,....,m)/z € X} }

Pour sa résolution, on introduit la variable auxilliaire A = min(u;(x)/i = 0,1,2,...,m), alors le
programme (P) peut s’écrire sous la forme suivante :

max \

(PY

ensuite on pourra utiliser les résultats suivants :



Lemme 1 [31]
st (N, @) est optimal pour le programme suivant :

( max A\

alors X = min(u;(x), i =0,1,2,...,m).

Théoréme 1 [31]
T est solution optimale pour le programme (P) si et seulement si (N, T),
avec A = min(pi(x), i =0,1,2,...,m), est solution optimale pour le programme suivant :

max \

(P)//

Résolution d’un programme linéaire flexible

Considérons le programme linéaire flexible suivant :

Mazx cx
(Pp){ Afbs,i=1,2,....m
x>0
ou f € {i =, E} et <, =, > sont les versions flexibles de <, =, > respectivement.

La notation~désigne le fait que 'objectif et les contraintes ne sont pas des impératifs stricts.
Selon Zimermann [51] Le programme (Py;) peut s’interpreter comme suit :

cx%z
(Pfl)/ Aix gbi, 7 = 1,2, e, m

x>0



I’objectif flou et Les contraintes floues peuvent étre représentés par les ensembles flous respectifs Uy
et U;, i =1,2,...,m dont les fonctions d’appartenance sont respectivement po et p;, 1 = 1,2,...,m.
ou s, t =1,2,...,m est définie selon que 6 est <, = ou > comme suit :

— gest %
1 Az < b, 1 =1,2,...,m est satisfaite
wi(x) = pi(Ax) = ¢ €(0,1) si les contraintes sont faiblement violées
0 stAsx >b;+d;, i =1,2,....m
— fest =
1 Ajx=1b;,1=1,2,....m est satisfaite
wi(x) = pi(Aix) = €(0,1) si les contraintes sont faiblement violées
0 st Ajx < b; —djet Ajx >b;+d;, i =1,2,....,m
— gest 2
1 Ajx >b;,1=1,2,...,m est satisfaite
pi(x) = pi(Ax) = ¢ €(0,1) si les contraintes sont faiblement violées
0 stAjx <b;—d;,1=1,2,....m

Pour résoudre le programme (Py;) on applique le concept de décision de Bellman et Zadeh au
programme (Py;)" ce qui revient a résoudre le programme max-min suivant :

max(min(u;(x)/i =0,1,2,...,m))
(P)
x>0

1.1.2 Programmation linéaire en présence des données floues

En programmation linéaire, dont les contraintes sont sous forme inclusive ou sous formes d’inégalités,
on peut se trouver face & des situations ol une ou plusieurs données est ou sont des intervalles flous
comme suit :



1.1.2.1 Contraintes sous forme d’inclusion (programmation robuste)
Programmation linéaire inexacte (Solster [31])

Un programme linéaire inexact est un programme de la forme :

max cx

(PSO> 1K1 +aroKo+ ...+, K, CK

ot (Kj)j=2,. n est K sont des ensembles convexes de R", C est l'inclusion entre ensembles et +
représente ’addition ensembliste, elle est définie comme suit :
soient A et B deux ensembles vulgaires, alors A+ B = {a+b,a € Aetb € B}.

Remarque 1 1] est clair qu’un programme linéaire est un cas particulier du programme (Ps,) 0w
Kj=aj,j=2,..,n et K=">0o0ua; et b sont des nombres réels.

Proposition 1 P ={zx € R" | K1+ 22Ko+ ...+ 2,K, C K, z; >0, j=1,2,...,n} est un sous en-
semble conveze de R".
Si de plus :
1. K={yeR":y<b} alors P=P ={z € R"/Az < b}
ot A = (a;j) et aj; = sup{aj/a; € K;} avec a;; la iéme composante de a;.
2. K={ye R":y>b} alors P=P"={x € R"/Ax < b}
ot A= (a;;) et a;; = inf{aj/a; € K;} avec a;; la ieme composante de a;.

Programmation robuste

Un programme robuste est un programme de la forme :

max cx

(Pr) 2104 @100 A @ .. @, © Ay[ClD

z;>20,7=12,...,n

ou (A4;), 5 =1,2,...,n sont des sous ensembles flous de R et ” & ” addition des ensembles flous et
”[C]” inclusion entre ensembles flous
On repreésente I'ensemble des contraintes de ((Pgr)par :

E:{x ER 21 O A @12 ® Ao @ oo ® w0 ® Ap[Clb/a > o}



Théoréme 2 2° € E est optimal pour (Pr) si et seulement si 2° € E est optimal pour le programme

susvant :
max cx

(Pr)' { 1A% + 29AY + ... + 2,A% C b Va €)0,1]

z;20,7=1,2,...,n

(Pgr)’ est un programme semi-infini, ¢’est & dire un programme avec une infinité de contraintes.

En supposant que les images des fonctions d’appartenance des sous ensembles flous sont discrétes
et finies, on obtient un programme linéaire avec un nombre fini de contraintes comme suit :

Proposition 2 Si Im/,L;{j ={ai, a2, ..,0p Favec 0 =01 < < ... <, <1
Alors : B B B N
reE = {x ER"/x10A ®Dxo @ A2 ® ... Dy ©® Ap[Cb/x > 0} si et seulement si

xlg(fk + xggg’“ ot A% C b k=1,2,..p
r€FR =
Zj > 0, ] = 1,2,...,7”L

— si les composantes a;; de Aet ,52 de b sont des nombres flous dont les ensembles de niveau respectifs
sont des intervalles compacts.

Alors le programme (Pgr)’ s’écrit sous la forme suivante :

maXx cr

(PR)" < [afk, @l wy + [afy, @] we + . + [a0F, @0 o, € [0, 0; %), 6 = 1,2, .om, k= 1,2,...,p

in ? Iin

2;>0,j=1,2,....n.

ou sous la forme équivalente suivante :

altfry + ajrrs 4+ . anfr, > 00 i =1,2,..omk=1,2,....p

n
(Pr) »
by + A ry + o A, < ¥ i =1,2,mk=1,2,..,p

2;>0,j=1,2,...,n.

10



1.1.2.2 Contraintes sous forme d’inégalités (programmation possibiliste)

Considérons le progamme linéaire flou suivant :

max cx
(Pip) ngjg
reD={xeR"/z>0}

ol les composantes a;; de la matrice g(m xn) et b; du vecteur g(n x 1) sont des nombres flous dont
les fonctions d’appartenance sont respectivement ug, . et iy .

(Py) peut s’écrire sous la forme suivante :
max cr
(Plp), Z;'lzl az’j®$j ﬁgi,iz 1,..m
z;>20,7=1,..n
Soient TG, et les distributions de possibilités de a;; et g@ respectivement.

(Par définition 77?52‘]‘ = Wg,; et mp =z [50]).
Pour la résoulution de (Py,)" les méthodes suivantes ont été proposées [32] :

1. la premiére consiste & remplacer les intervalles flous a;; et E par les valeurs les plus possibles
respectives @;; et b; (i.e. @;; et b; sont tels que ug, . (@ij) = suppg,; (aij) et i (b;) = suppy (bi))
et résoudre le programme détérministe résultant :

max cx
(Pia)} Z;‘L:1 a;jri <b,i=1,..m
z; >0,7=1,..n

2. la deuxiéme consiste & remplacer 52‘3‘ et E par leurs supports respectifs supp&'ij et suppgl- et
résoudre le programme détérministe résultant :

max cxr
(Bd),z Z?:l QT <bj,i= 1,..m (aij, bz) S supp&'ij X Supp b;

z; >20,7=1,...,n

11



Remarque 2 (Py)} et (Pq)y caricaturent le probléme car :

1. Pour la premiere approche, il n’est tenu compte que des valeurs les plus possibles de a;; et gl
Les autres ne sont pas prises en considération.

2. Pour la deuziéme approche, tous les éléments de a;; et E sont pris en considération mais sans
tenir compte de leurs degré de compatibilité.

L’approche suivante est plus réaliste dans la mesure oi elle tient compte des éléments de a;; et b;
et de leur degré de compatibilité. Soient p1 7 et py les fonctions d’appartenance communes de A et

b respectivement. N
Considérons deux ensembles paramétrés T Let T? qui sont en correspondance univoque avec suppA
et suppb resBectivement comme suit :

at] € suppA et to € suppb on associe par les bijections respectives A et b ce qui suit :

A: Supp/T — T
t1 € suppA — A(tl) = (aij(tl))i,j

et "
b:suppb — T?

ty € suppb —> b(ts) = (bi(ta)):
ou :aij(tl) = tlij et bi(tg) = t9;.
Posons T' =T x T? et pour (t1,t2) € T =T" x T?, u(t) = min(pz(A(t1), pz(b(t2)), c’est le degré
de compatibilitée de A(t1) et b(t2) avec les réstrictions définies par py et pg.
Soient (T'*); une subdivision de T définie de la maniére suivante :
(Tai)i = {t = (tl,tg)/ai_l < ,u(t) < Oti}, 1=1,..,0+1

ot {a;};q ;4 sont des nombres réels tels que : 0 = g < a1 < ... <oy < a1 =1
et les nombres réels {r;},_; ;. ; telsque:0=74 <7 <..< 7 <7 <1 choisis pour pénaliser
t € T tels que u(t) est au bas niveau .

Considérons le probléme mathématique suivant :

max cx
A(tl)x — b(tg) < TlT—l (tl, (tg) € Ti+1

(Py)1 { Atz —b(t2) = 7" (1, (t2) €TV

A(tl)l' — b(tg) < Tlm (tl, (tg) IS
z; >20,7=1,...,n

ou 7i" est un m-vecteur dont les composantes sont égales & 7;.
Si les fonctions d’appartenance p 7 et uz sont continues, (Fz); sera un programme semi-infini.

12



Théoréme 3 Le programme mathématique suivant :

max cxr
—x
A l+1$ _ Tlr—&ril § bal+1

Ay — < b

ott A = sup {A(t1)/t1 € A%1} et b = inf {b(t2)/t2 € b1} k=1,...,n
est équivalent au programme (Py);.

1.2 Chance-constrained programming with fuzzy coefficients

Dubois [15] a montré que la méthode "Chance-constrained programming" peut étre appliquée aux
contraintes en présence d’intervalles flous. Il propose de remplacer, dans "Chance-constrained pro-
gramming" due a Charnes et Cooper [8], probabilité par :

1. possibilité
2. nécessité

définies dans [12] et en annexe A, section A.5.2.

Dans [15], compte tenu des relations existantes entre possibilité et nécessité a savoir que nécessité
d’un ensemble flou est inférieure & sa possibilté, il a été déduit que les contraintes résultant du
deuxiéme cas sont plus fortes que celle résultant du premier, d’otl la distinction entre les deux
comme suit :

1. Contraintes faibles :

2. Contraintes fortes :

13



max cz
(PSY nec(d i_y aij © x5 2 b)) >asi=1,...,m

T j ZO,jZl,...,n

Néanmoins, pour les deux autres possibilité et nécessité notées poss et nece, définies dans [12]
et en annexe A, section A.5.2, les contraintes suivantes sont intermédiaires :

3. Contraintes intermédiaires :
— en utilisant poss

(Ps.) pos3 (37— @ij © x5 = b)) > api=1,...,m

— en utilisant necy

max cx

(PS)' { neca(X"_ @ij O <) > i =1,...,m

na 7j=1

En vertu des propriétés de pos,nec, poss et neco qui consistent a transformer les inégalités entre
intervalles flous en inégalités entre nombres réels [15], les contraintes ci-dessus énumérées peuvent
s’écrire sous formes linéaires déterministes comme suit :

1. Cas de contraintes faibles :

max cx
c\// n a7} T .
(Py) dojo1airy <bi=1,..m

2. Cas de contraintes fortes :

(PSS Y0 ay; Yy <b %i=1,..,m



3. Cas de contraintes intérmediaires

— en utilisant poss

(P’ S0 a; ey <bi=1,...m

— en utilisant necy

(P,)" S Yo afje; <b % i=1,..,m

n2

1.3 Programmation linéaire multiobjectifs floue

Considérons le programme linéaire multiobjectifs flou suivant :

min(c1x, Co, ..., CLT)
(P]b.O.F) Z?:l ai; © x5 = E’,i =1,2,...m
reB={zreR"/z;>0,j=1,2,..,n}

ou & = (Gr1, G2, ..., Crn) €t 1€ G5, @5 et E sont des intervalles flous et iz, ;, pig,; et 1, leurs fonctions
d’appartenance respectives.

Pour résoudre ce type de probléme Sakawa et Yano [37] ont proposé "‘Interactive decision making
method" comme suit : N N

Ils ont défini en premier lieu I’ensemble a—niveau L ((aij, bi, ¢r;) de a5, b et ¢,; comme suit :

La(@ij, bi, &) = {(aijabiycrj)/,uﬁij(aij) > a, iy (bi) = a, pig, (erj) 2 a, 1<i<m,1<j<n 1<r< k‘}

Ensuite pour a donné et a;;, b;, ¢rj € Lo(aij, bi, ¢rj), ils ont considéré le programme linéaire mul-
tiobjectifs déterministe suivant :

max(c1x, o, ..., CpT)

D @ity < byi=1,2,..,m
a—M.O.L.P
(aijabiacrj) S LQ(aU’ b’ia ETJ)

reB={xeR"/z;>0,j=1,2,...,n}
qu’ils appellent a—multiobjectifs linéaire programme noté a—M.O.L.P et les parameétres a;j, b, ¢,
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sont considérés comme des variables de décision et non des constantes.
Dans [37], pour le programme a—M.O.L.P, ’ensemble des solutions admissibles a été représenté par

X(ag,b;) = {Z?Zl agjr; <bj/r; >0,5=1,2, ,n} et le concept de solution pareto-optimale a

été introduit comme suit :

Définition 1 (solution a—pareto-optimale)[37]
¥ e X(a;f‘j, bY) est appelée solution a—pareto-optimale de a—M.O.L.P s’il n'eziste pas
x € X(aij,b;), aij, b, crj € Lo(a;j, b, Crj) tel que ey < cia*, r € {1, ..., k} avec qx < cjx* pour au

y \ * * k e . - -
moins un | € {1,....k} ou (aj;, b}, cy;) sont appelés paramétres a—niveau optimauz.

Au lieu de considérer seulement I'objectif flou & atteindre comme étant "‘approximativement plus
petit qu’une certaine valeur"’, Sakawa et Yano [37] ont voulu considérer le cas général c’est a dire
dans ce méme programine, subdiviser ’ensemble des objectifs en 3 sous ensembles de telle sorte que
I’ objectif flou & atteindre pour chaque objectif, du premier sous ensemble est : "‘approximativement
inférieur & une certaine valeur"’, du deuxiéme est :"’ approximativement supérieur a une certaine
valeur"” et du troisiéme est : "‘approximativement égal & une certaine valeur"’. Et I, I5 et I3 (avec
LULUIs={1,2,..,k} et ;NI; =©,i# jeti,j=1,2,3.) représentent les ensembles des indices
des objectifs de ces trois sous ensembles respectifs. Ce qui conduit & transformer le a—M.O.L.P en
un programme Ga—M.O.L.P plus général suivant :

min ¢,z (rel)
max ¢, (r e Iy)
Ga—M.O.L.PS equal c,x (r e lIs)

x € X(aij, bl)

(aij, bi, crj) € La(@ij, bi, &y) )
avec I1 Ul U I3 :{1,2,...,1{3} et I; NI =Q,i#jeti,j=1,23.

Vu La définition 1 de la solution a—pareto-optimale, il est évident qu’il existe une infinité de
solutions a—pareto-optimales. Le choix de I'une d’elles par le décideur ne peut qu’étre basé sur un
jugement subjectif. Pour cela il est naturel que ce dernier propose pour chaque objectif, un objectif
flou & atteindre qui peut étre, pour un probléme fuzzy min, "‘approximativement plus petit qu’une
certaine valeur"’, pour fuzzy max, "‘approximativement plus grand qu’une certaine valeur"’ et
pour fuzzy equal "‘approximativement égal & une certaine valeur"’ et qui peuvent étre caractérisés
par la fonction d’appartenance p,(c,x) déterminée de maniére subjective par le décideur qui en
calculant le minimum et le maximum de chaque objectif sous les mémes contraintes avec @ = 0 et
a =1, les a établit comme suit :
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l.:e

1 si (cx)h > ¢z
pi(cix) =< Dir(ciz) si (cz)h < cix < (ciz)%
0 si cix > (cz)%
2. 1€y
0 si (ciz)) > ¢
pi(ciz) = Dip(cix) si (¢x)} < ciw < (ciz)}
1 st T > (cZ:):)lL
3.1€l3
(0 si ¢ < (ciz)?
Dir(cix) si (cz)) < cix < (cx)t
wi(ciz) =< 1 si (¢ix)} <z < (cz)h
Digr(cix) si (cix)}% <cgzr< (cia:)%
0 si (cix)f < i

ou Dir(c;x) et D;r(c;x) sont respectivement des fonctions continues strictement décroissantes et
croissantes; (¢;z)} et (c;z)% d’une part (¢;z)} et (¢;z)}, d’autre part sont les cas les plus défavorables
aux plus favorables niveaux pour ¢;z.

Le probléme se raméne & un programme multiobjectifs dont les fonctions objectifs sont des fonctions
d’appartenance, d’ou l'introduction par Sakawa et Yano [37] du concept de M-a—pareto-optimalité
comme suit :

Définition 2 (solution M-a—pareto-optimale)[37/

¥ e X(a;-‘j, bY) est appelée solution M-a—pareto-optimale de Ga—M.O.L.P s’il n'eziste pas

r € X(ay,bi), aij, bi,crj € Lo(aij, bi, Crj) tel que pr(crx) > pr(cpa™®), r = 1,..k avec pr(crx) >
pr(crz™) pour au moins un v € [1,....k}, ou (af;, b}, cy;) sont appelés paramétres a—niveaus opti-
maus et ¢ = (Cr1.Cr2y ey Crp)-

Probléme minmax

Le décideur choisit « et les fonctions d’appartenance de référence n,, r = 1,2, ..., k, la solution M-
a—pareto-optimale correspondant & ce choix peut étre obtenue en résolvant le probléme minimax
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sulvant :

minmaz (i1 — p1(c1z), fiz — pa(ca), ., i, — pr(crx))

(Pirop)2{ =€ X(ay,b)

(aij,bi, crj) € La(aij,gi,grj)-

qui est équivalent au programime suivant :

min v
Br — pr(Crx) <0
2 i1 i < by

a;j, b, crj € Lo(aij, by, ¢rj)

reB={xeR"/z; >0,j=1,2,...,n}

Vs

En remplagant dans (Pp)s, ur(c,x) par son expression donnée au 2.3, pour r € Iy, r € [y et r € I3
et en tenant compte du fait que D, et D, sont respectivement décroissant et croissant, donc il en
est de méme pour D }% et D Ll respectivement, nous pouvons alors conclure que (P})3 est équivalent

au programme suivant :
min v
1/
¢ < Dop (i, —v)
1/
crx > Dy, — v)
> ey @iy < b

aij, bi, ¢rj € Lo(aij, bi, ¢rj)

L R

: o ~a _[,L R e —
Puisque ¢, € &' = [y, Crals aij € af5 = (a5, a55,] €t b € bF =

18
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[bE b2 ], nous pouvons obtenir une



solution optimale du (P})3 en résolvant le programme suivant :
min v

C'r{%ax > D:Ll(ﬁr - U)

L -1/
Cral < DrR(:ur

n L . R
Zj:l Aj5aTj < bin

reB={xeR"/z; >0,j=1,2,..,n}

Théoréme 4 [37]

1. Si x* est une solution optimale unique du probléme (P}))g), alors x* est M-a—pareto-optimale

du probléme Ga—M.O.L.P.

2. Si x* est M-a—pareto-optimale du probleme Ga—M.O.L.P , x* est une solution optimale du

probleme (Ph)s pour i = (fiy, T, .-, iy,)-

Le test de M-a—pareto-optimalité de la solution optimale z* peut étre obtenu par la formulation

et la résolution du programme suivant :

reliUls
relyUls

i=1,2,...,m

min 30 €

L _ L %

Cra® + € = CL,T e >0 reliUls
pl cRax—e =cla* e >0 relaUls
(Pp)s

E?:l %ijj < bzR 1=1,2,....m

reB={x€R"/z;>0,j=1,2,...,n}

Soient T et € une solution optimale du probléme (P})g. Si pour tout i = 1,2,...,k, € = 0, alors z*
est une solution M-a—pareto-optimale. Si pour au moins un ¢ € {1,2,...,k], € > 0, il est facile de

montrer que T est une solution M-a—pareto-optimale.
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Chapitre 2

Programmation linéaire multiobjectifs
stochastique

Lors de la formulation mathématique d’un probléme de décision ou d’optimisation qui se rameéne &
un programme linéaire uniobjectif ou multiobjectifs. Supposer que les données sont déterministes
ou constantes est une hypothése peu réaliste compte tenu du fait qu’elles peuvent étre aléatoires de
par leurs variabilités et des expériences précédentes, donc représentées par des variables aléatoires.
Ce qui a donné naissance & la programmation linéaire stochastique uniobjectif ou multiobjectifs.

2.1 Programmation linéaire stochastique

Un programme linéaire stochastique est un programme linéaire en présence de variable(s) aléatoire(s)
définie(s) sur un espace de probabilié (€2, F, P) de distribution connue.
Considérons le programme linéaire stochastique suivant :

max c(w)x

avec c(w) = (c1(w), ..., cn(w)) ot ¢(w), a;j(w) et bj(w) pour 1 < i < m, 1 < j < n sont des va-
riables aléatoires de distribution connue sur l'espace de probabilité (€2, F, P) et ;,j = 1,...n sont
des nombres réels positifs

Il y a essentiellement deux différents types de modéles en programmation linéaire stochastique
qui sont :
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1

1. méthode passive ou "‘wait and see"

2. méthode active ou "‘here and now"

2.1.1 Meéthode passive

Le décideur peut attendre la réalisation des variables aléatoires et résoudre le programme détermi-
niste résultant. Dans ce modéle, on g’intéresse généralement & la distribution de probabilité de la
valeur optimale ou & son espérance mathématique et/ou sa variance.

Comme 'approche passive, relevant de la philosophie du "wait and see", concerne plus les problémes

prévisionnels, nous allons dans ce travail focaliser sur la philosophie du "‘here and now'"’.

2.1.2 Meéthode active

Cette méthode est basée sur la décision sur x ou stratégie sur x qui est prise a 'avance, avant les
réalisations des variables aléatoires.

Résoudre le programme (Pg), revient a lui associer un programme déteministe équivalent comme
suit :

2.1.3 Objectif du programme équivalent

Considérons le programme linéaire stochastique sous la forme suivante :
max c(w)x
1
(Ps)
x€D={x/Ax <b, x >0}

ol ¢ est un vecteur aléatoire et A = (a;;) et b = (b;) sont déterministes.

Pour établir la fonction objectif du probléme équivalent, nous avons plusieurs méthodes dans la
littérature. Parmi elles, nous considérons les méthodes suivantes :
— E-modéle
la méthode E-modéle est la plus utilisée, elle consiste & remplacer la variable aléatoire de ’objectif
par son espérance mathématique pour obtenir le programme linéaire déterministe suivant :

max E(c(w))z
(P
x€D={x/Ax <b, x >0}
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— V-modéle

La minimisation de la variance appelée V-modéle comme suit :

Dans le cas ol ¢ est un vecteur aléatoire d’espérance ¢, de matrice de covariance V. La variance
de c(w)z est 'V il en résulte de la méthode V-modéle le programme déterministe suivant :

minz'Vz
(Pi)2
xe€D={x/Ax <b, x>0}

— P-modéle ou méthode a risque minimum
La maximisation de la probabilité que la valeur de I’objectif est au moins égale & un certain niveau
u choisi par le décideur est appelée P-modéle ou méthode & risque minimum.

max {P,(c(w)z) = P(w/c(w)z > u)}
(Pi)s
xe€D={x/Ax <b, x>0}

La solution de ce probléme, dans le cas gaussien, est donnée par le programme fractionnel suivant :

cr—u

max 2V

(P})s
rz€eD

oil ¢ est 'espérance mathématique de c(w), V sa matrice de covariance et x'Vx la variance de
c(w)z.

— Méthode de Katoka
La maximisation de a—fractile de la fonction de distribution de l'objectif ot « est choisi par le
décideur.

Dans le cas gaussien on a :
Pw/c(w)x >u) =a <= Plw/c(w)zr <u)=1-—a. et

_ clw)z—cx u—Ccx _ u—cz
P(w/c(w)x < u) =P {LU/ VztVz < Vztvz | ¢(\/m)
ou ¢ est la fonction de répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite.
Donc :

Pw/c(w)x > u) = a qﬁ(\}‘%) =l-a<=u=cr—¢ Ya)ValVu.

par conséquent résoudre le probléeme (PC})4 revient, dans ce cas gaussien, & résoudre le probléme
suivant :

——

maxecr — ¢ L(a)VatVr
(Pi)i
xeD
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e — ¢~ Ha)Vz!Vz est concave si ¢ H(a) > 0 < a > 1.

ce quit revient a dire, si on revient au probleme (P})y, si P(w/c(w)z > u) = a > 1, avoir le
maximum de gain avec une probabilité supérieure ou égale a %

(o =1 on revient au E-modéle).

2.1.4 Contraintes du programme équivalent

La premiére méthode utilisée pour la résolution d’un programmation linéaire stochastique consiste
a remplacer chacune des variables aléatoires des contraintes par leurs espérances mathématiques
respectives et résoudre le programme déterministe résultant.

L’exemple suivant montre le manque de réalisme d’une telle méthode.

Exemple 2 [21]

Considérons le programme linéaire stochastique suivant :

minx + o
a(w)xl +ax9>T7

b(w)x; +x2 >4

x1 20,22 >0

ot le couple de variables aléatoires (a(w),b(w)) est uniformément distribué sur le rectangle suivant :
{(af)/1<a<4,5<B<1}.
En remplagant a(w) et b(w) par leurs espérances mathématiques respectives E(a) et E(b) avec E(a) =

1+1
Bl =5 et B(b) = 52

5t = %, on obtient le programme déterministe suivant :

minx; + To
5 >7
2531 +x0 >

%$1+$224

\ 513120733220

dont l'unique solution optimale est x7] = % et x5 = %

Cherchons la probabilité pour que cette solution soit réalisable :
P{a(w)a} + a3 = T,b@)a} +a3 = 4} = P{a(w) = 3,b(w) > 2} = Plaw) = 3).P(bw) > 2) =
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(1—Fu(5))(1 = Fy(3)) = %, ot F, et Fy, sont les fonctions de répartitions des variables aléatoires
respectives a(w) et b(w).
La probabilité pour que cette solution soit réalisable est donc faible, ce qui montre le manque de

réalisme d’une telle méthode.

Pour la résolution du programme linéaire stochastique (Pg), il existe dans la littérature deux mé-
thodes essentielles & savoir "* " et "‘Chance constrained programming"’ qui
consistent respectivement & transformer :

— le programme (Pg) en un programme déterministe équivalent en introduisant des fonctions de
pénalité pour la violation des contraintes stochastiques et ajouter ’espérance de leurs coiits a la
fonction économique d’origine.

— les contraintes stochastiques du programme (Ps) en des contraintes déterministes équivalentes en
considérant la probabilité de leurs réalisations, simultanément ou séparément, au moins égale a
un seuil ou & des seuils choisi(s) par le décideur.

méthode avec recours

"‘Chance constrained programming"’ accepte la violation des contraintes jusaqu’a un certain seuil

choisi par le décideur, par contre " " ne le permet pas, par conséquent des
fonctions de pénalité peuvent fournir un moyen pour ajouter un cott de violations & la fonction
économique comme suit :

méthode avec recours

2.1.5 Programmation linéaire stochastique avec recours

¢ 3
" " o

Une premiére formulation de ce probléme appelée "‘méthode avec recours"’ ou "‘programmes & deux

étapes"’ est due a Dantzig [11] :

Soit y une décision corrective ou appelé recours, prise pour compenser ¢(w) un vecteur de pé-
nalisation du recours,q(w)y est la pénalité introduite pour compenser ces violations.

(Pa) { min E(c(w)z + min (¢"(w)y/W(w)y = b(w) — A(w)z,z > 0,y = 0/y) }

Q(z,w) = min {¢'(w)y/W(w)y = b(w) — A(w)z,z > 0,y > 0/y} correspond au probléme recours
ou est deuxiéme niveau

On pose : K = (z € R"/Q(z,w) < 400 avec une probabilité égale a 1)

Soit P, une distribution de probabilité on pose

c = E, = Jqcw)dP, et Q(z) = [, Q(z,w)dP, alors le programme s’écrit sous la forme
sulvante

min ¢z + Q(x)
(Fa)
reB={z€R"/z;>0,j=1,2,..,n}
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Dans le cas ou B, est une distribution de probabilité discréte et finie telle que P, (wg) = pg, k =

k= ;
17 27 s 1€t Zkzq Pr = 17 on a Q('r) = Z;:l pi‘](wi)yl
Alors le programme s’écrit sous la forme suivante :

mincr + Y i_; pig(wi)y’
(Pd) A(w,)x + W(wz)yl = b(wi), 1=1,2,..,r

:ceB,inO

Simple recours

Dans le cas ot W(w) = W est fixe, c’est une matrice non stochastique qui se présente sous la forme
W = (I,—1I) ou I(m x m) est la matrice identité.

Définition 3 [21]
W = (I,-1), oo I(m x m) est la matrice identité, est appelée matrice de simple recours.

Les violations des contraintes originales qui apparaissent aprés le choix de la décision x € B et la
réalisation de A(w) et b(w) valent g(w).
Il est préférable de représenter le deuxiéme étage du programme sous la forme suivante :

Q(xw) = min {g"(w)y™ + ¢~ (W)y~

Théoréme 5 Q(x,w) est fini si et seulement si ¢+ (w) + ¢~ (w) > 0 avec une probabilité égale a 1.

2.1.6 Chance constrained programming

Etant donné que la méthode Chance constrained programming focalise sur les contraintes, nous
considérons alors un programme linéaire stochastique dont ’objectif est déterministe comme suit :

max cx
(P2) Z;LZI ajj(w)zj < bj(w),i=1,....,m
z; >0,7=1,...,n
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avec ¢ = (c1,...,¢y) Ol ¢; sont des nombres réels et a;; et b; pour 1 < i < n,1 < j < m sont des
variables aléatoires de distribution connue sur I'espace de probabilité (Q, F, P) et zj,7 = 1,...,n
sont des nombres réels positifs

Il y a essentiellement deux différentes versions de "Chance constrained programming " qui consistent

a:

— remplacer ensemble des contraintes par la probabilité (jointe) de leurs réalisations simultanées
au moins égale a un seuil convenablement choisi par le décideur pour la premiére version

— remplacer chaque contrainte par la probabilité de sa réalisation au moins égale & un seuil choisi
par le décideur, pour la seconde version ;

comme suit :

— Premiere version :

(P31 P {w/ > o1 aij(w)ry < bi(w), i = 1,2, ,m} > a,

— Deuxiéme version :

max cxr
(P29 P{w/ Sy ai(w@)ay <biw)} > i i =1,2,.,m

T 5 ZO,jZI,...,n

La deuxiéme version est plus avantageuse que la premiére car le décideur peut choisir pour chaque
contrainte A;(w)r < bj(w) suivant les données du probléme, le seuil a; tel que P(w/A;(w)x <
bi(w)) > a.

Soient :
- X(a) = {x > 0/P(w/ >0 aij(w)zj <bj(w), i=1,...,m) > a} , 'ensemble des solutions ad-

missibles pour (P3);

- Xi(o) = {a: > 0/P(w/ > aij(w)zj < bi(w)) > ai}, I'ensemble des solutions admissibles pour

(P7)2-
La question qui se pose : Les ensembles X (a) et X;(a;) sont-ils convexes ? car ce n’est pas toujours
le cas comme le montre 'exemple suivant([21] :

Exemple 3 [21]
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Soit X(w) = (z1(w),z2(w)) un vecteur aléatoire tel que P{w/(z1(w1), z2(w1)) = (3,1)} = 1 et
P{w/(z1(w2),x2(we)) = (—3,-2)} = %

Nous obtenons :

pour 3r <1 —-3r<-2

|
W=

%<x<% pour 3z %41 —3x & -2

x> % pour 3z %1 —3x< -2
d’ot . .
5 8L X < 3
P{wAw)z <bw)} =< 0 si 2<z<?2
2 2
5 St > 5
disjoint donc non convere pour 0 < a < %
X (a)est{  convexe pour % <a< %
vide pour a > %

Nous allons voir par la suite que X (a) (resp. X;(a;)) peut étre convexe si les variables aléatoires
sont normales ou discrétes et sous certaines conditions concernant les valeurs de a (resp. «;).
Seuls les cas ot « (resp. «;.) est égal 4 0 ou 1 ou le cas ou A (resp. A; esr déterministe et b (resp.

b;) est aléatoire nous assure la convexité de X («) (resp. X;(o;)) quelque soit la distribution de
probabilité de variables aléatoires b (resp. b;).

Théoréme 6 [21]

- X(0) et X(1) sont convezes
- X;(0) et X;(1) sont convezes

Théoréme 7 [21]
Si les a;j sont détérministes et b; stochastiques.
alors :

- X(«) est conveze pour toute distribution de probabilité de b
- Xi(ay) est convexe pour toute distribution de probabilité de b;.

Preuve.

P(w/ Z?:l Qi < bz(w)) > o &1 — P(w/ 2?21 Qijxi > bz(w)) > o= 1 — Fbt(Z?:]_ aij:vj) >
a,1=1,...,m.
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1= Fy, (37 aijag) = a; & Fy (X)) agjry) <1—ai & Y0 aiay < Fy (1 — i),
X(ag) = {22 0/ S ayz; < B -}, i=1,20m

Théoréme 8 [21]

Soit (Q, F, P) un espace de probabilité, et la distribution de probabilité discréte et finie p(wy) =
P, k=1,2,...,r et Zij{pk = 1.

Alors :

— pour a > 1 —mingen o, )P ensemble X () est convere

- pour o > 1 —minge(i 2, Pk, L'ensemble X;(a;) est convere.

Théoréme 9 [21]
Soient (2, F, P) un espace de probabilité, a;j(w) et bi(w) les composantes de la matrice A(m x n) et
du vecteur b(m x 1) respectivement.

Si a1, a2, -y Qin, by sont (n+1) variables aléatoires normales d’espérances mathématiques i1, (152, - fin, i
et de variances 031, 0222, ...,O’?n, (53 respectivement,
alors :

- pour o > 3, Uensemble X () est convere
- pour «; > %, lensemble X;(c;) est convexe.

Preuve.

Montrons que X;(a;) est convexe.

Posons y;(z,w) = >0, aij(w)zj—bi(w)),i = 1,...,m c’est une combinaison linéaire de n+1 variables
aléatoires normales. Donc y;(x,w) est une variable aléatoire normale de moyenne E(y;(z,w)) =
> iy mijrj—Xj et de variance V(yi(z,w)) = 2'Siz ot 2 = (21,22, ..., 2y, —1)" et Si((n+1) x (n+1))
est la matrice de covariance suivante :

V(ai) Cov(air, a;2) . Cov(air,aimy) Cov(ai,b;)
Cov(aiz, aﬂ) V(aig) Cov(aig, aig) e COU(CLQ, bl)
Si = : : : : :
Cov(ain,a;1) Cov(ain,a;2) .. V(ain) Cov(an, b;)
Cov(bi,a;1)  Cov(b,aiz) e Cov(b;, aip) V(b;)

ou V' et Cov représentent respectivement variance et Covariance.

Posons :

my,(z) = E(yi(z,w)), 0}, () = V(yi(z,w)) et oy, (z) = /V(yi(z,w)).

Nous avons :

Plw/ Sy aig(@)a; < bi(w)) = Plwf ¥y aij(w)e; — bi(w) < 0) = Plo/ 2 02muld) < Ziul),

Oy, (z) - Oy, (z)

Donc :
P(wo) Yy aig (@) < bi(w)) = oi & P/ mnls) < 2y > o,

est une variable aléatoire normale centrée réduite et soit ¢ sa fonction de distributiion

yi(z,w)—my, (z)
Oy, (=)
qui est strictement croissante et bijective de l’ensemble des nombres réels R dans ]0,1].
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Donc P(w/yi(x’w)fmyi(x) < Ty (m)) = (s (z)). Par conséquent :

oy, () = oy (@) oy, (z)
P(w/ Yy ai@)es < bi(w) = ai & w(745) > o & 745 > gl (a) & v i)oy, (@) +
My, (.%') S 0
Xi(oi) = {z/v™ oi)oy, (@) + my,(z) < 0} .
La matrice S; est définie positive donc o7, (x) = V (yi(z,w)) et oy, (x) = \/V (yi(z,w)) sont convexes
en x et my,(z) = E(y;(z,w)) est linéaire affine en x. Alors X;(q;) est convexe si v~ 1(ay) > 0, i.e.

;> % car v (a;) > 0 & a; > 1(0) = %

Remarque 3 A partir de la preuve du théoréme 9, on wvoit qu’on peut représenter aisément

Xi(aq) = {a/ Pl Sy aij(w)a; < biw)) > s} par

- Xi(ow) = {z/v " w)oy, () + my,(x) <0} ot ™! est la fonction réciprogue de la fonction de
répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite.
Pour cela, il suffit de poser y;(z,w) = 370, aij(w)x; — bi(w)) <0, et calculer :
my,(x) = E(yi(z,w)), agi(x) =V (yi(z,w)) et oy, (z) = V/V(yi(z,w)), avec V(yi(z,w)) = 2'Siz
ol z = (21,72, .., T, — 1)t et S;((n+ 1) x (n+ 1)) est la matrice de covariance de y;(x,w).

- Xi(ay) = {w/wfl(ai), /0’1'2]-%'? + 62 4+ my,(z) < ()} ST i1, A2, ...y in, b; sont indépendantes. Car
dans ce cas Cov(aij,a;) = 0,Vj # k, 1 < j,1 < k <n et Cov(a;;j,b;) =0,Vj =1,...,n; donc

2 2

o, (x) = awa:? + 62 et oy, (z) = 1/ fjx? + 42

2.2 Programmation linéaire multiobjectifs stochastique

Considérons le programme linéaire multiobjectifs stochastique suivant :

max(cy(w)x, co(w)x, ..., cx(w)x)

(P]%/[.O.S) Z?:l aij(w)xj <bi(w),i=1,...m

ol ¢ (w) = (¢r1(w), cra(w), ..., crn(w)) et les ¢pj(w), a;j(w) et bi(w) avec 1 < r <k, 1 < j < net
1 <7 < m sont des variables aléatoires de distribution connue.
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2.2.1 Programme de risque minimal multiple

Considérons le programme linéaire multiobjectifs stochastique suivant dont les contraintes sont

déterministes.
max(cy(w)z, co(w)x, ..., cp(w)z)

(Piro.s) Z?:l ai;r; < bt =1,..m

Zj > O,j = 1,...71

ot ¢ (w) = (¢r1(w), cra(w), ..., crn(w)) et les ¢pj(w) sont des variables aléatoires et a;; et b; sont
déterministes,
Posons D = {Z?:l ajjr; <bj/r;>0,j=1,..n,1=1,2, ,m} .

Dans [40], Stancu-Minasian et Wets ont considéré un cas général de probleme de risque minimal
multiple comme suit : la maximisation des probabilités que les valeurs des k objectifs sont au moins
égales & des seuils de pérformance uy, il en résulte le programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(P(w/ci1(w)z > uy), P(w/ca(w)x > uz), ..., P(w/cp(w)x > ug))

(P]%I.O.D)
z e D.

(P% o p) est appelé probléme & rique minimal multiple & niveaux uy, uz, ..., u.

Supposons que chaque vecteur aléatoire ¢,(w) est gaussien avec l'espérance mathématique ¢, et
la matrice de covariance V..
Les solutions de bon compromis de (P, p) peuvent étre obtenues en considérant le probleme
suivant : [9]
max Zle ANiP(w/ci(w)z > uy;)
(Piro.n)
rz e D.

ou maximiser la probabilité jointe [22] comme suit :

max P {w/ci(w)x > uy, ca(w)x > ug, ..., cp(w)x > ug}

(PJQW.O.D)”/
reD.

Pour la résolution du probléme (P]%%O. p), Stancu-Minasian a proposé la méthode suivante :
résolvons le probléme suivant :

max P(w/c1(w)z > uq)
reD
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Soit p; sa valeur optimamle. On résout ensuite le probléme suivant :
max P(w/co(w)x > ug)
Pw/ci(w)x > uy) > p1 — €1
xeD

ou €; est donné et P(w/ci(w)xr > wuy) > p1 — €1 a pour équivalent déterministe, la contrainte
Gz + ¢ (1 —p1 +ea)VetViz >

ainsi de suite...
max P(w/ck(w)x > uy)

Pw/ci(w)r >u1) >p1—e

P(w/cy—1(w)r > up—1) > pp—1 — €x—1

x €D
qui a pour équivalent déterministe le programme suivant :

CrT—UL

max — -

Gz + o 1 —p1 +ea)VatViz > uy

Cpo12+ ¢ (1 = pro1 + €pm1) V@ V1@ > upy

rzeD

D’autre part Contini [10] a développé un algorithme selon 'approche du "‘Stochastic goal pro-
gramming"’ dans le cas ot les variables aléatoires sont normales et dont I’espérance mathématique
et la variance sont données. Il a établit une équivalence entre le programme stochastique et un
programme quadratique déterministe dont le but est de maximiser la probabilité que la fonction
objectif appartienne a une région bien déteminée.

2.2.2 Stochastic goal programming

Contini [10] ajoute un vecteur aléatoire u = (uq,ug, ..., u,) qui suit une loi normale d’espérance 0 et
de matrice de covariance V.
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Le probléme revient donc & maximiser zx(x) = cp1(w)z1 + cre(w)z + ... + v W)y + ugp(w) =
Cl(w)r+up(w), k=1,2,...,r

Soient z = (21, 22, ..., 2r), et Z; la valeur que le décideur souhaite qu’elle soit atteinte par z;. L'egalité
z; = Z; ne peut avoir lieu & cause des perturbations dues au facteur aléatoire u.

Alors un domaine Y™* tel que Z € Y*, est choisi au départ, ensuite le probléme revient & déterminer
le vecteur  qui maximise la probabilité que z € Y* d’out le modéle suivant :

max P(z(z) € Y*)
(P)
reD

Etant donné que u est un vecteur aléatoire normale, le domaine Y* est un ellipsoide de E” centré
en 7 représenté comme suit :
Y* = {y = (y1,y2, -, ur)/(y = 2OV Hy —2) < 62} ol e est un scalaire convenablement choisi.

Théoréme 10 [10]
la solution optimale du probléme (P) est obtenue par la résolution du probléme quadratique suivant :

minz'V "1z + 2 (CTVLIO)z + 2(CTV T Lz)t
(P)
xeD

En pratique, on peut se trouver face & des situations ou les valeurs des variables aléatoires sont
mal connues, imprécises, exprimées linguistiquement, et donc peuvent étre représentées par par des
intervalles flous. Ce qui a valu I'introduction du concept de variables aléatoires floues. Leur présence
dans un programme linéaire uni ou multiobjectifs peut s’avérer plus que nécessaire pour ne pas
s’éloigner de la réalité du probléme. Ce qui a donné naissance & la programmation linéaire unie ou
multiobjectifs floue stochastique que nous considérons aux deux chapitres suivants.
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Chapitre 3

Programmation linéaire floue
stochastique

Il existe des situations dans un contexte d’optimisation ou de décision ol les deux principales in-
certitudes, a savoir le flou et ’aléa, ne sont pas mutuellement exclusives. Elles peuvent se trouver
combinées. Ce & quoi nous nous intéressons dans ce chapitre et dans le chapitre suivant ol nous
prenons en considération la co-existence du flou et de I'aléa dans un programme linéaire uniobjectif
ou multiobjectifs. C’est ce qui a donné naissance & la programmation linéaire floue stochastique
uniobjectif ou multiobjectifs.

Certains chercheurs se sont intéressés a la résolution de ce type de problémes tels que Wang et Qiao
[43], Katagiri et al. [23], Jun. Li et col.[29], E.E. Ammar|3| et Iskander [20] et bien d’autres.

Les variables aléatoires floues donnent un meilleur formalisme de cette combinaison du flou et I'aléa
comme le montre 'exemple suivant du & Kwakernaak [27].

‘On interroge des individus sur la caractérisation de I’été en Europe"’.
La réponse est : ’chaud’, ’trés chaud’.

Elle est :

1. aléatoire car tout dépend du lieu (pays) et des étés précédents.
2. floue car elle est vague.

Donc la réponse peut étre représentée par une variable aléatoire dont les valeurs sont floues, autre-
ment dit par une variable aléatoire floue, ce qui a motivé 'introduction de ce concept en premier
lieu par Kwakernaak [27]. Plus tard, d’autres auteurs tels que Kruse et Meyer [26], Puri et Ralescu
[35] et récemment 1. Couso et D. Dubois [19] ont proposé d’autres interprétations de ce concept.
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3.1 Variables aléatoires floues

Kwakernaak [27]| considére une variable aléatoire floue comme une variable aléatoire dont les valeurs
sont des intervalles flous comme suit :

Définition 4 [27/

Soit (Q, F, P) un espace de probabilité .

Une variable aléatoire floue X est une application de (U, F, P) & valeurs dans l’ensemble des inter-
valles flous F(R) comme suit :

X:Q— F(R)
w— X (w)

o — coupe de X est X*(w) = [Xolw),ya(w)] ot
X(w) = inf {z/X(w)(z) > o}, X"(w) = sup {z/X (w)(x) > a}
et X(w) est la fonction d’appartenance de X.

Dans ce qui suit nous allons définir les différentes sortes de variables aléatoires floues & savoir les
variables aléatoires floues discrétes, normales, discrétes de type L-R et normales de type L-R.

3.1.1 Variables aléatoires floues discrétes

Soit (2, F, P) un espace de probabilité , et p(wg) = pr, k =1,2,...,7 et Zﬁj pr = 1, une distribu-
tion de probabilité discréte.

Une variable aléatoire floue X est dite discréte si a chaque réalisation aléatoire w € (2, la valeur
X (w) est un intervalle flou comme suit :

P(X(wg)=ar)=pk, k=1,2,..,r ot ag, k =1,2,...,r sont des intervalles flous.

Exemple 4 Soit (0, F, P) un espace probabilisé ot :
Q = {w1,wa} un espace discret fini, P, la distribution de probabilité suivante :

P,(w1) =0.25; P,(w2) = 0.75;

On considére la variable aléatoire floue discrete X dans le cas ot X (wy) et X (ws) sont des intervalles

flous dont les fonctions d’appartenance peuvent étre discrétes ou continues comme suit :

- Im)?(w) = {ai,a2} on ay et ,ay sont des nombres flous dont les fonctions d’appartenance respec-
tives pig, et pg, sont discrétes telles que pg, (1) = pg,(1) = 0.2, pg, (3) = pa,(4) = 0.9, pg, (5) =

Has (6) = 0.6. et P(X(wl) = 'dl) =0.25 et P(X(wg) = 52) = 0.75.
On obtient les variables aléatoires réelles discrétes X1, Xo, X3. dont les distributions de probabilité
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ainsi que leur degré de compatibilité avec X sont comme suit :

P{X3(wi) =5} =025 P{X3(ws) =6} =0.75 X(w)(X3) = 0.6

- Im)N((w) = {Z,g} ot 4 et 5 sont des intervalles flous dont les fonctions d’appartenance respectives

sont continues et définies comme suit :

0 st <3

r—3 si x€]3,4]
py =19 1 st x €]4,5]

—x+6 si x€]b,06]

0 st x>6 )

0 st x<4

x—4  si x€)4,h)
pe =4 1 st x €]5,06]

—x+7 si x€]6,7]

0 st T >7T

Et Uon a P(X(w1) =4) =0.25 et P(X(w2) =5) = 0.75.

Il existe une infinité de variables aléatoires réelles Xy, telles que X (w)(Xg) = ax € (0,1].

On peut extraire certaines parmi elles en considérant par exemple oy = 0.2, ag = 0.4 et az = 0.8.
On obtient les variables aléatoires réelles suivantes avec leurs distributions de probabilité :

P{X(w1) =32} =025
P{Xi(w)=5.8}=0.25
P{X,(w1) =34} =0.25
P{Xs(wi)=5.6}=0.25
P{X3(w1) =38} =025

P{X3(w1) =52} =0.25

P{X,(w) =42} =0.75
P{X1(w2) =6.8} =0.75
P{X,(wp) = 4.4} =0.75
P{Xs(wz) =6.6} =0.75
P{X3(ws) =48} =0.75

P{X3(wz) =6.2} =0.75
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3.1.2 Variables aléatoires floues normales

En nous basant sur la conception de kwakernaak [27], & savoir qu’une variable aléatoire floue est une
vague perception d’une variable aléatoire réelle, nous considérons une variable aléatoire originale,
réelle X, normalement distribuée d’espérance i et de variance 0. En pratique, espérance u de
X est mal connue, c’est & peu prés p, donc représentée par l'intervalle flou g Alors nous avons
une variable aléatoire floue X normalement distributée d’espérance floue fi et de variance réelle o2
telle que considérée dans Shapiro [39] et telle que Vo € (0,1], u® < p < @®, o p® et g sont
respectivement la borne inférieure et la borne supérieure de zi[ﬁa,ﬁa}. B

Nous déduisons que X et X sont des variables aléatoires normales réelles d’espérances respectives
p* et p® et de meéme variance o2, ot X® et X sont respectivement la borne inférieure et la borne
supérieure de X*(w) = [X%(w), X" (w)]

Puisque p® < p < %, donc Vt € R, Fxe(t) < Fx(t) < Fxe(t), o Fxo, Fx et Fyge sont les
fonctions de répartition de X, X et X respectivement.

Pour plus de détails voir Shapiro [39].

3.1.3 Variables aléatoires floues de type L-R

Soit FN(L,R) un ensemble d’intervalles flous de type L-R vus comme des intervalles aléatoires
[7](i.e. @ = (a,@,6%~v%) € FN(L,R) <& a = [a — L™YY)6%, @+ R(Z)y%], ou Y et Z sont des
variables aléatoires uniformément distribuées sur U'intervalle [0, 1], Les fonctions de références L et
R sont non-négatives, définies sur [0, 00) non-décroissantes telles que L(0) = R(0) = 1, et 6%, ¢
sont des nombres réels positifs et représentent respectivement ’écart & gauche et ’écart a droite.

Nous remplagons F'(R) par FN(L,R) dans la définition 4, alors X est appelée variable aléatoire
floue de type L-R et notée X (w) = (z(w), Z(w), §%,~4%), o z et T sont des variables aléatoires réelles
et 6%, 7" sont des nombres réels positifs et représentent respectivement I’écart & gauche et ’écart a
droite.

Autrement dit X (w) = [z ( ) — T ~¥E].
Pa-coupe de X (w) est : X%(w) = [z(w) — L71(a)d%, F(w) + R~ (a)y?].

3.1.4 Variables aléatoires floues normales de type L-R

X(w) = (z(w),T(w), 5%, %) est une variables aléatoire floue normale de type L-R d’espérance ma-
thématique floue 1 = (i, 1, 0%, v*) qui est un intervalle flou de type L-R et de variance réelle o2,
si z(w) et T(w) (avec z < T) sont des variables aléatoires normales d’espérances mathématiques
respectives 4 , i et de méme variance o2 et 6%, 4% sont des nombres réels positifs et représentent
respectivement l’écart a gauche et I'écart a droite.
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3.1.5 Variables aléatoires floues discrétes de type L-R

X (w) = (z(w), T(w), 0%, 7%) est une variable aléatoire floue discréte de type L-R si z(w) et Z(w) (
z < ) sont des variables aléatoires dicrétes et 6%, v* sont des nombres réels positifs et représentent
respectivement 1’écart & gauche et I'écart & droite.

Exemple 5 Soient (2, F, P) un espace de probabilité ot :
Q = {w1,ws} un espace discret fini, P, la distribution de probabilité suivante :

P,(w1) =0.25; P,(w2)=0.75;

Et une variable aléatoire floue discréte de type L-R, )?(w) = (z(w),T(w), 6%,7%) telle que :
P(X(w1) =a) =0.25 et P(X(w2) =b) =0.75 ot a@ = (a,a,6%,7*)_r et b= (b,0,0°,7")1_r (avec
6% =06% =6 =6 et ¥ = 4% = 4 = v) sont des intervalles flous du type L-R dont les fonctions

d’appartenance respectives g et piz sont définies par :

1 pour x € [a,al,
pa(z) = 3 L(557) pour z < a,

R(””Wj) pour x > a.

1 pour € [b, 5],
py () = L(Qme) pour x < b,

R(”_E) pour x > b.

3.1.6 Evénement flou

C’est un événement représenté par un ensemble flou dont la fonction d’appartenance est Borel-
mesurable.

3.1.7 Probabilité d’un événement flou

Soit E l'ensemble des événements {x1,x2,...,xn}
tel que :
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-PX=x)=pi,i=1,2,..,n

-0<p; <L, Vi=1,2,...,n

- ipi=1

et A un événement flou dont la fonction d’appartenance est ;.

La probabilité de 2, notée P(g), est donnée par Zadeh de la maniére suivante :
" n
P(A) = ug(ai)pi.
i=1

Elle représente l’espérance mathématique de 1 3.

3.2 Programmation linéaire floue stochastique

Un programme linéaire flou stochastique est un programme linéaire ou le flou et laléa se trouvent
combinés.
On peut distinguer les cas suivants :

1. programmation linéaire flexible avec des données aléatoires.
2. programmation linéaire en présence de variables aléatoires floues.
3. programmation linéaire en présence de variables aléatoires réelles et des nombres flous.

Le troisieme cas est un cas particulier du deuziéme.

3.2.1 Décision dans un environnement flou probabilisé

Considérons le probléme de décision au sens de Bellman et Zadeh [4] ot Uobjectif et les contraintes
représentés par des ensembles flous probabilisés au sens de Hirota [18] La décision D doit satisfaire
Dobjectif et les contraintes qui contiennent les imprécisions du type flou probabiliste donc représentées
par les sous ensembles flous probabilisés Xg et X;, 1 = 1,2,...,n d’un méme référentiel X dont les
fonctions d’appartenace respectives sont px,(x,w) et px,(z,w), i = 1,2,...,n. La décision D est
donc le sous ensemble flou probabilisé D, intersection des X;, 1 =0,1,...,n, D =), X;

St on utilise le minimum pour représenter lintersection, on a :

HXp (z,w) = min {MXO (z,w), px, (T, W), ..., px, (2, w)} :

Dans certains cas, on peut la représenter par :

HXp (z,w) = Vmin(ﬂXi(xﬂ w)/z =0,1,.., TL) +(1— V)min(L Z?:O KX, ($7w))

ot v est un nombre réel compris entre 0 et 1.
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3.2.2 Programmation linéaire flexible en présence de variables aléatoire réelles
3.2.2.1 Objectif flexible stochastique

Considérons le programme linéaire flexible stochastique suivant :

min c(w)x
(Pes)
r € B={xeR"/x>0}

ot min c(w)x est la version flexible de minc(w)z et ¢(w) un vecteur aléatoire de distribution connue.

Pour la résolution de (PZ}“S)v on procéde de la maniére suivante : On considére le programme sto-
chastique sutvant :
min c(w)x
1
(Ps)
x€ B={x e R"/xz >0}
qu’on peut résoudre en wutilisant la méthode E-model, on remplace donc c(w) par son espérance
mathématique E(c(w)) dans (P)qui est donc équivalent au programme déterministe suivant :

min E(c(w))z
(Pp)
r€B={reR"/x>0}

. 1 .. . .
Par conséquent (Prg) s’écrit sous la forme suivante :

min E(c(w))z
(Pr)
r€B={reR"/x>0}

ot (P};) est un programme flexible qu’on peut résoudre en ulilisant la méthode de Zimermann .
Ce qui donne (P}) équivalent au programme flou suivat :

, E(c(w))z<Zy
(Pp)
r€B={xeR"/x >0}

ot Zy est un seuil convenablement choisi.

Vobjectif flou E(c(w))x<Zy peut étre représenté par un ensemble flow Uy dont la fonction d’appar-
tenance est L.

Résoudre le programme (Pr)’ revient a résoudre le programme suivant :

maxio(z)
(Pl)/
z€B={xe€R"/x >0}
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3.2.2.2 Contraintes flexibles stochastiques

Les contraintes flexibles stochastiques se présentent sous la forme suivante :

{A(w)a:gb(w), x€R"/x > 0} on g e {i, =3 E} et la matrice A(w)(m x n) ou/et le vecteur

b(w)(m x 1) est/sont stochastique(s).
ot pu; est définie selon que 0 est <, = ou > comme suit :

— gest %
1 Aj(w)x < bj(w), i =1,2,...,m est satisfaite
pi(x) = pi(A;(w)x) =< € (0,1) si les contraintes sont faiblement violées
0 st Aj(w)x > bi(w) +diy i =1,2,...,m
— fest =
1 Aj(w)r =bj(w), i =1,2,...,m est satisfaite
wi(x) = pi(Aj(w)x) =< € (0,1) si les contraintes sont faiblement violées
0 st Aj(w)z < bj(w) —diet Aj(w)z > bj(w) +di, i =1,2,....m
— gest %
1 Aj(w)r > bi(w), i =1,2,...,m est satisfaite
wi(x) = pi(Aj(w)x) = ¢ € (0,1) si les contraintes sont faiblement violées
0 siAj(w)r < bi(w) —d;, i =1,2,...,m

Considérons le programme flexible stochastique suivant :

min cx

(PEg) 4 Ai(w)z0bi(w), i=1,2,...,m
x€B={reR"/x>0}

ou A;(w) est le vecteur aléatoire, iéme ligne de la matrice stochastique A(w) et b;(w) est la variable
aléatoire, iéme ligne du vecteur stochastique b(w), de distribution connue.

Les contraintes flexibles stochastiques peuvent étre représentées par les ensembles flous probabi-
lisés au sens de Hirota dont les fonctions d’appartenances sont respectivement : u;(z,w), i =

1,2,...,m représentent les degrés d’appartenance de z & l'ensemble {z/A;(w)z0bi(w)}, i =
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1,2,...,m et la probabilité de I'événement flou A;(w)z 6 b;(w) peut étre considérée comme la
mesure du degré d’admissibilité de z.

Supposons que (A;(w),b;(w)), i = 1,2,...,m admettent la distribution de probabilité discréte
suivante : o '
P{w (A(w), bi(w)) = (A? ij)} =¢&,i=1,2,...,m,j =1,2,...,n. et résolvons le programme

1771

(Prg) en utilisant : la probabilité non floue d’un événement flou.

Résolution de (P3g) :
Soient a;, i = 1,2, ..., m des seuils convenablement choisis par le décideur et
Xi(o) = {x € X/P(w; Aij(w)z0b;(w)) > a,} ,i=1,2,...,m.

(P%g) peut étre remplacé par le programme déterminiiste suivant :

min cx

(PH{ Plw: Aj(w)z0bi(w)) > ai, i =1,2,...,m.

r € B={xeR"/x>0}

ou puisque : o S
P(w: Ai(w)e bi(w)) = Elui(x, A1,0)) = Y4 (e, A1,0)€) > oy
par :

min cx
(P S S pi(z, ALB))E > oy i = 1,2,...,m

r € B={xe€R"/x>0}

~ si X;(;) est un ensemble convexe alors (P?) et (P?)’ sont des programmes convexes.
~ si E(u;(z, A,b])) est une fonction linéaire ou linéaire par morceaux de z, alors (P?) et (P?)
sont des programmes linéaires.
— si Ai(w) et b;(w) sont indépendantes et leurs distributions de probabilité respectives sont :
P {w P A (w) = Af} = Sf, k=1,2,....m;
P{w cbi(w) = bf} :pg, ji=1,2,...,n;
et soit p;(z, AF, bg ) la fonction d’appartenance de ensemble flou probabilisé A;(w)a 6 b;(w) et
P(w: Aj(w)z0b;(w)) = E(ui(z, A¥ b)) = PRVARD pi(z, AR 6 plSE > oy, i =1,2,...,m
Alors (P34) s’écrit sous la forme suivante :

min cx

(Pg)” Z;“:l Sy iz, AF bj)pgSf” >, 1=1,2,...,m

1771

x € D={z"/z >0}
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3.2.3 Programmation linéaire en présence de variables aléatoires floues
3.2.3.1 Contraintes sous forme d’inclusion (programmation robuste stochastique)

Un programme robuste stochastique est un programme de la forme :

max cr

(PRS) ’dﬂ(w) ® a1 @5,‘2(&)) O a9 D ... @'dm(w) ® xn[c]bi(w), 1=1,2,....m, a € (0, 1]
reB={xeR"/x;>0,j=1,2,...,n}

ol () et b; (w) sont les variables aléatoires floues et @, ® et [C] représentent en utilisant le
principe d’extension, pour w donné, la généralisation de respectivement ’addition, la multiplica-
tion dans R et l'inclusion entre ensembles vulgaires aux intervalles flous.

Théoréme 11 /1]
xo € X est optimal pour (Prs) si et seulement si xo est optimal pour le programme (Prg)
suivant :

max cx
(Prs)' { a%(w)x1 + a2 (w)zg + ... + 0% (w)zy C b (w), i =1,2,...,m, a € (0,1]
reB={zreR"/z; >0,j=1,2,...,n}
ot afy(w) et gf‘(w) sont les a-coupe des variables aléatoires floues a;;(w) et bi(w) respectivement.
(Pgrs)’ est un programme semi-infini, c’est a dire un programme avec une infinité de contraintes.

En supposont que les images des fonctions d’appartenance des sous ensembles sont discrétes
et finies, on obtient un programme linéaire avec un nombre fini de contraintes comme suit :

Théoréme 12 [1]

Si Impa;; = {og, 00, ..., avec 0 = <as <..<oy<letl<i<m,1<j<n

Alors :

xo € B est optimal pour (Prg) si et seulement si xg est optimal pour le programme (Prg)”
suivant :

max cz
(Prs)" § @l (w)my + a5y (w)ao + ... + apk (w)ay, C Ef"“(w), i=1,2,..m k=1,2,..p
reB={zxeR"/z; >0,j=1,2,...,n}

Preuve. Il suffit de monter que les contraintes des programmes (Prg) et (Prs)” sont équivalentes.

42



Solent :

ail(w) O)4] @azQ(W) ©z2 D ... @aln(w> © .CUn[C]bi(OJ), i = 17 2> ey N,

reB={xeR"/x;>0,j=12,..,n}

les contraintes du programme (Pgrg).
En vertu du lemme 2, annexe A, on a :Va €]0,1],

afi (w)zr + a(w)ze + ... + af, (w)x, C gf‘(w), i=1,2,..m, k=1,2,...,p
(€)
reB={xeR"/z; >0,j=1,2,...,n}

donc en particulier pour & = g, k = 1, ..., p. on obtient alors les contraintes de (Pgg)”.
en tenant compte de I’addition d’intervalles, de leur multiplication par un nombre réel et I’inclusion
entre eux,le programme (Pgg)” peut s’écrit sous la forme suivante :

( maxcx )

P
( LS) —Q —Q —Q, Tk . -
Ay (W)z + Ty (W)x2 + .o + Ty (W)an < b (w), 1 =1,2,...,m,k=1,2,...,p
rj>0,7=12,...,n )
Réciproquement.
Soient :

A% (W) 4 % (W) 4 oo 4 G (W) C O (W), i =1,2,.;m, k=1,2,...,p
(Cr)
reB={zrxeR"/z; >0,j=1,2,...,n}

lescontraintesde(Prg)" .

Soit a €]0, 1] alors il existe k € N, 1 <k <p—1 tel que o < o < a1, donce :

— Si @ = agy1 ou @ = agy, il suffit donc de remplacer «y par « dans (Cy).

— sl o < a < agyr, alors on a 4, (w) C ag(w) C gl (w) et b (W) € B (w) C B (w)
Comme 0 = <az <..<a <letVweQ, Imug, ()= {aq, 9, ...,aq, } avec o < a1, on
a d’une part :
Vw € Q, a5 (w) = {U/Maij(w) (u) > Oék+1} =i {U/Maij(w) (u) = Olr}

et on a d’autre part :

vw € @, a5(w) = {u/na, w @) = af = {u/ia,w @ = af UL, {u/is,w@) = o) =
Ei?;kJrl
Donc : _ _

G (w)my + dgy T (W) + e+ G (W), C b (W) C b (w) peut s’écrire sous la forme
suivante :

(w) car Yw € Q, o ¢ I'mypig, () donc ({u/uaﬁ(w) (u) = a} =Q).

af (w)zy + a(w)ze + ... +af, (w)x, C Ef(w) Par conséquent Yo € (0,1], on a :
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en vertu de la théorie des ensembles :

Uaela(a?l(w)xl + afy(w)we + ... + af, (w)zn) C Uael abf (w).
Et, en vertu du théoréme de déccomposition de Zadeh :
Qi1 (W) ©@ 21 @ Aip(w) © T2 B ... B Qi (W) © 2, [C)bi(w).

3.2.3.2 Contraintes sous forme d’inégalités (programmation possibiliste stochastique)

Considérons le progamme linéaire flou stochastique suivant :

max ¢(x)
(P}%S) E?:1 aij(w) ©® xj =< gj(lﬂ),i =1,..m
r € B={xe€R"/z>0}

oll ¢(x) est un objectif déterministe ,a;; et b; sont des variables aléatoires floues. Et > Oet <

nreprésentent la généralisation au moyen du principle d’extension de ’addition, la multiplication
et 'inégalité de nombres réels aux intervalles flous.

(P34) peut s’écrire sous la forme suivante :

max cx

(pioy ) AW ©=be)

x€B={xeR"/x >0}

ou a;;(w) et b;(w) sont les composantes de la matrice A(w)(m x n) du vecteur b(w)(n x 1) res-
pectivement.

On a par définition, Vw € Q, @;;(w) et b;(w) sont des des intervalles flous. Soient Vw € Q, s (w)
et ., les distributions de possibilités de a;j(w) et b;(w) respectivement.
(Par définition Yw € Q, 73, () = Ha,;(w) €t Thiw) = M5, (w) [50])

Soient Vw € Q, u Aw) € Mo les fonctions d’appartenance communes de A(w) et b(w) respecti-
vement.

Posons T!(w) = suppA(w), T 2(w) = uppb( ) et T(w) = TY(w) x T?(w) (produit cartésien de
THw) et T?(w)) et S%(w) = A% (w) x bal( ).

On définit pour t(w) = (t1(w), (t2(w)) € T(w) = T (w) x T?(w),’application u par :

u((t)(w)) = mz’n(,ug(w) (A(t1(w)), ps (w)(b( 2(w)), c’est le degré de compatibilité de t1(w) et ta(w)
avec A(w) et b(w) respectivement.

Soient (7% (w)); une subdivision de 7'(w) définie de la maniére suivante :

T (w) ={t = (t1(w), (t2(w))/ai—1 < p(t(w)) < a;},i=1,...,1+1
ol {ai}i:[]’m’l+1 sont des nombres réels tels que :0 = g < a1 < ... < oy < 41 = 1.
On a donc pour i # j T%(w) N T (w) = @ et |1} T%(w) = T(w).
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On a donc T% (w) = {t = (t1(w), (t2(w))/i—1 < p(t(w)) et p(t(w)) < a;}, autrement dit
(tr(w), (t2(w)) € T (w) == i1 < min(p g, (At (W), 1y, (0(t2)(w)) et
min(g 30y (A(t1(@)), 5 ((E2)(@)) < ct,

T (w) = { (1 (), (t2(w)) € (AT (w) x 7 (w)) = (AT (w) x BT (w)) } =
{(t1(w), (t2(w)) € 577 (w) — 5T (w)}

Soit une suite de nombres réels {Ti}izl,m’lJrl telle que 0 = 741 < 7; < ... < T2 <7 < 1 choisis
pour pénaliser ¢ € T'(w) tels que p(t) est au bas niveau .

Le programme (P3g)’ peut étre approché par le programme stochastique suivant :[1]

ti(w)r —ta(w) <77}y (W), (f2(w)) € T (w)

@)z — @) <7 (1), (f2(w)) € T (w)

;fl(w)x —ta(w) < 7" (ti(w), (t2(w)) € T™ (w)

ou 7;" est un m-vecteur dont les composantes sont égales a 7;.
Si Vw les fonctions d’appartenance pz(w) et () sont continues, (P3) sera un programme semi-
infini.

Théoréme 13 [1]

(Pg) est équivalent au programme linéaire stochastique suivant :

max cx

Z] lttlyzlfl (W) — Ti41 < t2l+1( ) 1=1,....m

> i (w)zy = < thl (W) i=1,..,m
(PLs)

Z?:l fi‘lj(w)% —71 < zS; (w) 1=1,....m

z; >0,j=1,...,n

ot fi’;( w) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire Ei?jk*l (w) et toF (w) est la borne inférieure
de Uintervalle aléatoire bak "w), k=1,..,01+1

Preuve. Il suffit de montrer que les contraintes des programmes (P3) et (P3¢) sont équivalentes.
Soient {t;(w)x — ta(w) < 0% (t1(w), to(w)) € T (w), k= 1,...p+ 1} les contraintes de (Pyg).

Ona (t1(w), (t2(w)) € S*1(w)—S% (w), donc les composantes t1;;(w) de la matrice ¢ (w) et t2;(w)
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du vecteur to(w) sont telles que : (t145(w), t2i(w)) € sak Hw) — s (w) ot s7* (w) = a?(w) X b (w).

7
On peut donc représenter les contraintes sous la forme suivante :

{Z?:l th-j(w)a:j — T < tgi(w), (tlij(w),tgi(w)) S Sak 1(0.)) - S?Tk(w), k= 1, ...p+ 1, 1= 1, m} .
On sait que Vw € €2, a;5(w) et b;(w) sont des intervalles flous, donc pour ay_; < aj on a :

a%"( )Caak H(w) et bYF (w) C bF T (w). B

D'on sup {tlij(W)/(tlij(W)atzz‘(fﬂ)) €575 (w) — s (W)} = sup {tuj(W)/th‘j(W) € 5%’671(@0)} =
tlz]( )

D’autre part on a : - B

inf {t21(w) (015 (), t21(w)) € 877 () = 7 () } = inf {tai(w) ftas(w) € B (@) | = 155 ().

Puisque on a : o
> =1 t1ij(W)my < toi(w) + 7k pour (t1(w), t2i(w)) € s; 7 (W) — 5% (w), donc to;(w)+Jk est un ma-

jorant de 'ensemble E = {Z?Zl tij(w)xj, (tij(w), tai(w)) € sak Hw) — s (w )} ety iy 115 (w)x;

est le plus petit des majorants de F, par conséquent » 7, s (w)z; < tQZ( ) + Tk

Par ailleurs : _

> i 1 117 (w)x; — 71, est un minorant de 'ensemble F' = {tQi((JJ), (t1ij(w), ta;(w)) € 5% (w) — s@(w)}

(2

et o/ (w) est le plus grand des minorants de I donc 37, 00 (w)zj — 7 < t5F (w).
On obtient donc les contraintes de (Pjg).
La réciproque est évidente.

Z?:l f?i’}(w)xj — 7 S tyf (W) = Z] 1751”( w)zj — T < Bf (W) =

ti(w)r — ta(w) < 05" (T (w), t2(w)) € T (w )

Xsi(pioés):{xGX/P( Z? 15(1)%( Jxj = Ts < 157 (w ))>pf} =1..mis=1,..01+1
Puisque 77};(w) est la borne supérieure de Vintervalle aléatoire a a Hw ) et toFf (w) est la borne
inférieure de 'intervalle aléatoire bl- (W), k=1,..,1+1, donc thj( w) = EZ-O;-’“ H(w) et toF(w) =

b (w), k=1,...,1 + 1, par conséquent

1

Xi(ps,as) = {xGX/P(w:ZJ 16?]“‘ "w)z; — 7 < B (W)) Epf},izl,...m;s:1,...l—|—1.

Nous allons établir dans la prochaine section 3.5 les conditions de convexité de X! (p, as)

3.3 Chance-constrained programming with fuzzy stochastic coef-
ficients

Les contraintes du probléme flou stochastique (Pg) peuvent s’écrire sous la forme suivante :
bi(w) = 320 ij(w) © z,

z; >0,7=1,..n

2?21 et ® représentent respectivement, pour w € € donné, 'addition des intervalles flous de type
L-R et leur multiplication un nombre réel (voir annexe A).
Si aij(w) = (a;(w), @ij(w), 05, 755) et bi = (b (w), bi(w), 62,7%) sont des variables aléatoires floues
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de type L-R, alors

n n

Z% )Ox; = (O a(w)rs, Y i(w)wy, Y 0wy, Y Ahas).
j=1 =1

j=1 j=1

Pour simplifier les expressions, nous considérons la matrice A(m x n) et le vecteur b(m x 1) dont
les composantes sont respectivement a;; et b;.

Dans la suite de ce travail, dire que A (resp. b) est déterministe, flou, stochastique ou flou sto-
chastique signifie que a;; (resp. b;) sont respectivement déterministes, des intervalles flous, des
variables aléatoires réelles ou des variables aléatoires floues. Chance-constrained programming
with fuzzy stochastic coefficients prend la forme suivante :

Zazg @fL'j >Bz)>pz

qui est une combinaison de probabilité et p ou p(Zi,g) évalue le degré de confiance pour lequel le
coefficient restreint par a est plus grand que le coefficient restreint par b.

3.4 Différentes versions de Chance-constrained programming with
fuzzy stochastic coeflicients

Nous avons trois versions, selon le choix de p qui peut représenter :

1. les degrés de préférence possibiliste ou nécessaire (combinaison de probabilité et possibilité
ou combinaison de probabilité et nécessité)

2. les indices de dominance stochastique des intervalles aléatoires dus a Chanas et col. [7]
(combinaison de probabilité et indices de comparaison d’intervalles aléatoires)

3. les indices scalaires de comparaison d’intervalles flous (combinaison de probabilité et indices
scalaires de comparaison de quantitiés floues)

comme suit :

3.4.1 Combinaison de probabilité et possibilité

max ¢(x)
(Pg’) P {w :pos(E?zl aij(w) © xj < g@(w)) > /Bi} >pi,i=1,...,m

z; >0,7=1,...,n

ot P et pos représentent respectivement probabilité et possibilité. Une solution admissible 20 =
(29,29, ...,20) > 0 de (P;’) est appelée pro-pos admissible. L’ensemble des solutions pro-pos

admissibles de (P?) est noté X/ (pi, B;).
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Proposition 3 X;(pi,ﬂi) peut s’écrire comme suit :

1. Siai;(w) et bi(w) sont des variables aléatoires floues, alors :
X;(pi,ﬂi) = {m >0: Plw: 2?21 gfji(w)xj < Bf’(w)) > pi} yi=1,....m
ol gfji (w) est la borne inférieure de 'd?ji (w) et Biﬁi (w) est la borne supérieure de Zfl (w).
2. Siajj(w) = (a;;(w), @iz(w), 675, 7) et bi(w) = (bi(w), b;(w), 62,7%) sont des variables aléa-

1,

toires floues de type L-R, alors :
Xi(pir i) = {22 0/Plw: ) (ayy(w) = L7888 )y < Bilw) + BB 2 pif i =
1,....,m.
La preuve est triviale, Il suffit d’utiliser les propriétés de possibilité données dans [15] et reprises
dans la proposition 1, Annexe A. B
Remarque 4 Si les coefficicients a;j(w) et bj(w) des contraintes sont respectivement remplacés
par :
— des variables aléatoires réelles a;j(w) et bj(w), alors P {w tpos(Y_i_y Gij(w) @ x5 2 bi(w)) > Bz}

pi se réduit a P {w )i aij(w)T) < b,—(w)} > p;.
~ des intervalles flous a;; et b;, alors P {w 1 pos(P_i_y Gij(w) @ zj 2 bi(w)) > B,} > p; se réduit
a pos(3_7_y aij © x5 = bi) > B

AV

3.4.2 Combinaison de probabilité et nécessité

max ¢(x)
(P3){ P {w snec(Y 5 Gij(w) © zj < bi(w)) > Bz‘} >pi,i=1,...m

z; >0,7=1,..n

ot P et nec représentent respectivement probabilité et nécessité. Une solution admissible 20 =
(29,29, ..22) > 0 de (P3) est appelée pro-nec admissible. L’ensemble des solutions pro-nec ad-
missibles de (P3) est noté X! (p;, ;).

Proposition 4 X! (p;, 3;) peut s’écrire comme suit :

1. Sia;j(w) et bi(w) sont des variables aléatoires floues, alors :
ng(pzvﬁz) = {.’E >0: P(w : Zn a175%’(("})1‘]‘ < Qlliﬁl(w)) > pl} y 1= 1, ey T,

j=1 %
ot Ez-ljﬁi(w) est la borne supérieure de Zizlj*’g" (w) et bif’gi(w) est la borne inférieure de
71-5;

b, " (w).

2. Si aj;(w) = (a;;(w), @ij(w), 65, 75;) et bi(w) = (b;(w), bi(w), 62,7%) sont des variables aléa-
toires floues de type L-R, alors :

Xi(pir 81) = {2 = 0/P(w: ), @ (w) + R (L= By < by(w) = L1 = B)oY) = pif i =

1,....m.
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La preuve est triviale, Il suffit d’utiliser les propriétés de nécessité données dans [15] et reprises
dans la proposition 1, Annexe A. B

Remarque 5 Si les coefficicients a;j(w) et b;j(w) des contraintes sont respectivement remplacés
par :

— des variables aléatoires réelles a;;(w) et b;(w), alors P {w : nec(Z?zl aij(w) © z; < bi(w)) > ﬁi} >

p; se réduit o P {w : 2?21 aij(w)z; < bi(w)} > p;.
— des intervalles flous a;; et Ei, alors P {w : nec(Z?zl aij(w) © zj < Ez(w)) > 61} > p; se réduit
a nec(Y_7_ i © 75 = bi) > Bi.

3.4.3 Combinaison de probabilité et indices scalaires de comparaison de quan-
titiés floues

max ¢(x)
(PO P {w LY PG (w))a; < F(bi(w))} > pii=1,..,m

T4 Zo,j: 1,...,n

ot P représent la probabilité et F'(a) est un scalaire, substitut de a. Il est évident que F'(a;;(w))
et F(b; (w)) sont des variables aléatoires réelles. Le probléme est bel et bien un standard chance-
constrained programming. Une solution admissible 2° = (29,29, ...22) > 0 du probléme (P}) est
appelée pro-F admissible. On note X fp (pi), Vensemble des solutions pro-F admissibles du probléme
(7). i

Remarque 6 Si les coefficicients a;j(w) et bj(w) des contraintes sont respectivement remplacés
par :

— des variables aléatoires réelles a;;(w) et bj(w), alors P {w iy Faij(w))zy < F(b; (w))} > pi
se réduit a P {w )iy aig(w)zg < bi(w) > pi
— des intervalles flous a;; et b;, alors P{w >y Fag(w))ry < F(E(w))} > p; se réduit a

> i1 Fai)zy < F(bs).

3.4.4 Combinaison de chance-constrained programming et comparaison d’in-
tervalles aléatoires

max ¢(x)

() P{w (i), S g (@) © ) > Bz-} >pii=1,..mk=12341I4I.

z; >0,7=1,...,n
Une solution admissible 2° = (m?, wg, ...22) > 0 du probléme (ij) est appelée pro-uy admissible.

On note Xf% (pi, Bi), I'ensemble des solutions pro-y admissibles du probléme (PEL’k) :
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En tenant compte de la définition de X, (pi, 5;) et du lemme 4, annexe A, les ensembles de
solutions admissibles Xka (pi, Bi), k = 2,3 peuvent s’écrire comme suit :

Proposition 5 Soient b;(w) = (b (w), bi(w), 62,74%) et a;j(w) = (a;j(w), @ij(w), 65, 75;) des va-
riables aléatoires floues de type L-R.

Nous avons alors :

1. X}, (pi, Bi) = {x >0/P(w: Y5 (a;(w) = L7H1 = Bi)dg)a; < bi(w) — L™H1 — £;)d?) > pi} :
2. X}, (pi, Bi) = {90 > 0/P(w: Y (@(w) + RN By ag < bi(w) + RH(Bi)AD) > Pi} :
Preuve. Nous avons par définition : N
= Xp,(pis Bi) = {& = (@1, 22,0 m0) = 0/P(w o (Bi(w), Dy G5(w) @ 5) = B) > pi |
_ Xﬁg(pi,ﬁi) = {x = (z1,22,...,2n) > 0/P(w: M3(gi(w) Z] 1Gij(w) @ xj) > B > Pi}

Pour w € Q donné b;(w) = (b (w), bi(w), 62,742) et @;j(w) = (a;5(w), @ij(w), 0%, 7f) sont des inter-
valles flous de type L-R.

Il en est de méme pour 35 @ij(w)Ox; = (35 @i (W), 35 @ij(w)ay, Y25 65w, 3 751 Visws)-
Alors en vetu du lemme 4, annexe A, nous avons :

= 12(bi(w), iy (@) ©.5) 2 By Ty (g (w) — L7 (1= Bi)f )y < byl > L0 = 6oy
B o), iy Ty (w) ©127) 2 61 € i (@) + R By < Bile) + BB}
P{w s pabiw), S () ) z&} =
P{w: S0 () = L7101 = B)0%)a; < by(w) - L7H(1 - 8ot}
- P{w:pabilw) i @y (@) 0 @) 2 B }
P{w: S @) + R Bz < Biw) + BB}

Si les coefficicients a;j(w) et b; (w) des contraintes sont respectivement remplacés par :
— des variables aléatoires réelles a;;(w) et b;(w), alors P {w g (i (w), > Gij(w) @ xj) > ﬁi} >

p; se réduit & P{ DY a(w)z < bi(w)} > pi.
— des intervalles flous a;; et b;, alors P {w : i (b (w), > ij(w) @ x5) > ﬂi} > p; se réduit a
p(biy Yy @iy © ) > B;.

3.5 Convexité des ensembles de solutions admissibles

Sous certaines conditions, les ensembles de solutions admissibles peuvent étre convexes pour toutes
distributions de probabilité des variables aléatoires floues comme suit :

Théoréme 14 on a :
Sip; =0 oup; =1 alors :
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— X4(p;) est convexe

- Xy(pi; Bi) et X, (pi, Bi) sont convexes ¥f; € (0,1].
- X, (pi, 3) et X, (Dis 1) sont converes.

- X1(p3, ) est convexe Vas € (0,1].

Preuve. 1l suffit d’appliquer le théoréme 6 du chapitre 2, section 2.1.6.

FEn tenant compte des conditions de convexité des ensembles de solutions admissibles résultant
de I'application de chance-constrained programming [21] en programmation linéaire stochastique et
en nous basant sur les propositions 3, 4 et 5 du chapitre 3, section3.4, nous distinguons le cas ou A
est déterministe ou flou et les autres ou A est stochastique ou flou stochastique comme suit :

3.5.1 Cas ou A est déterministe ou flou

Nous considérons le cas le plus général : A est flou et b est flou stochastique dont les composantes sont
des variables aléatoires floues en général ou des variables aléatoires floues particuliéres, de type L-R.

En nous basant sur les propositions 3, 4 et 5 du chapitre 3, section3.4, les expressions des en-
sembles de solutions admissibles résultant de l'application de "chance-constrained programming
with fuzzy stochastic coefficients" et le théoréme 7 du chapitre 2, section 2.1.6, nous établissons le
résultat suivant :

Théoréme 15 Soient (2, F, P) un espace de probabilité, a;; et gz(w) les composantes de la matrice

A(m x n) et du vecteur b(w)(m x 1) respectivement.

1. Siai; sont des intervalles flous et Ez(w) sont des variables aléatoires floues.
Alors pour toute distribution de probabilité de E-(w), on a :
- VB; € (0,1] et Vp; € [0,1], X;(pi,ﬁi) et X! (p;, B;) sont convezes.
- Vpi €0,1], X5(psi) est conveze.
~ Vas € (0,1] et Vpi € [0,1], Xi(p,as) est convere.
2. Si a;; sont des intervalles flous de type L-R el E(w) sont des variables aléatoires floues de
type L-R. B
Alors pour toute distribution de probabilité de b;(w) , on a :
- VB; € (0,1] et Vp; € [0,1], X;)(pi,ﬁi), X! (p;, Bi) sont convezes.
- Vp; € [0,1], Xﬁ2 (pis %) et XZLS (pis %) sont convezxes.
- Vag € (0,1] et Vp; € [0,1], X.(pf,as) est conveze.

Preuve.

1. Puisque a;; sont des intervalles flous, donc on remplace iji" (w) par giﬁ]’? dans Xf,(pz-, Bi), il s’en-
suit que V3; € (0,1] et Vp; € [0,1] :
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€ X(pi, Bi) = Plw: Y0, af; < (w)>p o

1—P<WI2?1 ff( )%’sz’< ))Zpiﬁl—‘lfgfi@?lij)>pz<:>2“ Q;Tj <

\1le (1 —p;) ou \I/ba est la fonction de répartition de 5;81

7

En remplacant P( DY 1(1 bﬁl( )) > p; par
Z;‘Zl a? jxj < \I/ (1 — p;) dans X (pz,[i’,) on voit facilement que V3; € (0,1] et Vp; € [0,1] :

X} (i, Bi) est convexe pour toute distribution de probabilité de EZB’
La preuve est la méme pour les autres ensembles de solutions admissibles, il suffit de remplacer
dans cette preuve :

- f; et b "(w) par al Pi et b1 BZ( ) respectivement, pour X¢ (p;, B;)-

- Z’ et b "(w) par F(a;;) et F(b;(w)) respectivement, pour X 7 (Di)-
. a;; sont des intervalles flous, donc on remplace a”“ '(w) par a;; *s=1 dans Xz(pz,as)

x € Xi(p},a;s) <= P(w: Z] 16% trj =7 <0 (W) 2 1 @

1= Plw: >0 16035 w)zj —Ts > b (w)) > pf e 1 - T 0571(2? 16035 Yoy — 1) > pl &
iy Hw)ry < W alg (1=pf)+ 1500 W pra-1 est la fonction de répartition de by~

X!(ps, as) est convexe pour toute dlstrlbutlon de probabilité de b;* .

. a;j sont des intervalles flous de type L-R, donc on remplace a;; (w ) par a;; dans X (pz, Bi), donc

v € Xi(pi, 1) == P{ zj ag; = L7 B0y < bilw) + <m} > pi = ) (0
—1(8) 65)wi) — LBt < v (1 —pi) olt Wy est la fonction de répartition de b;. La preuve
est la méme pour Ies autres enselmbles de solutions admissibles, il suffit de remplacer :
= ay; — L0 et bi(w) + R™Y(Bi)v? par @iy + R™H(1 — Bi)yly et by(w) — L™H(1 — )4}
respectivement pour X! (p;, fi).
- —Lfl(%)(sgj et bj(w) + R71(3)7? par a;;— (%)5“ et by(w) — L71(1)6?, respectivement
pour X}, (pi, 5)-

- ;- (%)5“ par a;; + R_l(%)%“j, pour XZS(pi, 3).

. a;; sont des intervalles flous de type L-R, donc on remplace dans X;(pf,as), ast

i (W) et

pet
b;;

7 € Xi(p}, ) <=>P{ S (@ + BN r)ay — 7 S biw) = LN asm)0t | 2 pf =
> i (@+R- (as_l)éz‘-lj) zi—Ts+ L (as-1)7? < \Pbi (1-p?f) <~ Z;-l:l(aij‘i‘R_ (as-1)0f5)z; <

\I}b_il(l —pf) +7s — L Has-1)7? ot Uy, est la fonction de répartition de b;.

(w) par respectivement a;; + R_l(as,l)éf et b, — L™ (a5_1)7? ,donc
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3.5.2 Cas ou A est stochastique ou flou stochastique

Nous considérons le cas le plus général : A et b sont flous stochastiques dont les composantes sont
des variables aléatoires floues, en général, ou particuliéres, de type L-R.

En nous basant sur les propositions 3, 4 et 5 du chapitre 3, section3.4, les expressions des ensembles
de solutions admissibles résultant de application de "chance-constrained programming with fuzzy
stochastic coefficients" et les théorémes 8 et 9 du chapitre 2, section 2.1.6, nous distinguons le cas
géneéral (au sens de Shapiro) de variables aléatoires floues normales (resp.le cas particulier, de type
L-R) et le cas général de variables aléatoires floues discrétes (resp.le cas particulier, de type L-R)
et nous établissons les résultats suivants :

Les composantes de A et b sont des variables aléatoires floues

1. Cas des variables aléatoires floues normales au sens de Shapiro
Théoréme 16 Soient (2, F, P) un espace de probabilité, a;j(w) et gz(w) les composantes de
la matrice A(m x n) et du vecteur b(m x 1) respectivement.
Si i1, A2, ---Qin, by sont (n+1) Qam‘ables aléatoires floues normales d’espérances mathéma-
tiques respectives i1, [hi2, ---fhin, Ai qui sont des intervalles flous et de variances respectives

2 2 2 2
03, Oy 05, VY
Alors :

- VB; € (0,1] et pour p; > %, X;;(pi,ﬁi) et X! (p;, 3;) sont convexes.
- Vag, € (0,1] et pour p; > %, Xi(pg, as) est conveze.

Preuve.
Du3.l4,ona:
- gff,gg,...ggi,gfi sont (n+1) variables aléatoires rélles normales d’espérances mathéma-

2 2

. . . . . *Bz . . 2 2
tiques respectives Hff’ Hfé” Hﬁ;v A; et de variances respectives 03, 05, ...05,, V;

7

_1-B; _1-—23; —_1—03; 1—3; . 2 - 4 2
- ay BZ, ;o Bl, Gy, BZ,Qi A sont (n+1) variables aléatoires rélles normales d’espérances ma-
’ : toma T8 F1=Bi =1=Bi y1-0; : : 2 2 2 2
t%ematlgues res%ectlveas My U g s ey, A et de variances respectives o3, 05, ...05,, V;
—a A b T 4 T sont (n+-1) variables aléatoires rélles normales d’espérances
. . . Qg1 —Qs—1 o1 Qs—1 . .
mathématiques respectives [, ", ;o , ---[;, ,2; + Ts et de variances respectives

2 2 2 2
0;15 0595 - O0iny Vi

Alors en vertu du théoréme 9, on a :
~ VB; € (0,1] et pour p; > 1, X, (pi, Bi) et X, (pi, Bi) sont convexes
— Vas—1 € (0,1] et pour pf > %, Xi(p$,as—1) sont convexes.

2. cas des variables aléatoires floues discrétes

Théoréme 17 Soit (2, F, P) un espace de probabilité muni d’une distribution de probabilité
discréte finie suivante : P(wg) = qk, k=1,2, .1 et Zgjl" qr = 1.
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Alors :
= pour p; > 1 — minge 2. vk X4(pi) est convere.
- VB € (0,1] et pour p; > 1 — minge 2, )Gk X;(pi,ﬁi), X! (pi, Bi) sont convezes.
- Vag € (0,1] et pour pj > 1 —minge 2. )k, Xo(p§, ) est coveze.
Preuve.On a a;j(w) et bi(w) qui sont des variables aléatoires floues discrétes et pour k €
{,2,..r}, N N
P(aij(wi) = i) = P(bi(wk) = Mik) = q, ol Oy et 7, sont des intervalles flous.
Alors on a : B B
— F(ai;(w)) et F'(bi(w)) sont des variables aléatoires réelles discrétes P(F(ai;(wg)) = F(0ijk)) =
@ et P(F(bi(wp)) = F (7)) = qx, o F(@]k) et F'(1;;) sont des nombres réels.
Par conséquent, en vertu du théoréme 8, on conclut que :
pour p; > 1 — minge,2,..r)qk; X%(p;) est convexe.

Zj( w), bﬁl( ), Ei{ﬁ ‘(w) and bg B (w) sont des variables aléatoires réelles discrétes telles

que :
i i 761’ i —1-0; A1— Bz 1-3; 1 i
Plagi(w) = 64) = P(5; (we) = 13) = P(ag; " (wr) = B ) = P (wi) = ™) =
dk;
9?;,@ et 77’8 ¢ sont respectivement la borne inférieure et la borne supérieure des 5; — coupe
de ka et M. Kt 6 " et 7]1 B sont respectivement la borne inférieure et la borne supérieure

des (1 — ;) — coupe de Qijk et 7;, respectivement.
Par conséquent, en vertu du théoréme 8, on conclut que :
VBi € (0,1] et pour p; > 1 —mingen 2,k X, (0, Bi) et X;,(pi, Bi) sont convexes.

- Ef}s’l( w) et bas’l( ) + 75 sont des variables aléatoires réelles discrétes telles que :

Play™ (we) = 05" = PO (i) + 7 = ™" +70) = ai,

o ka ! est la borne supérieure de (as_1) — coupe de Hz]k et ot
(as—1) — coupe de 1, .

Par conséquent, en vertu du théoréme 8, on conclut que :

Vas € (0,1] et pour p; > 1 — minge(1,2,.. )k Xi(pi,as), X2 (p;) sont convexes.

est laborne inférieure de

Les composantes de A et b sont des variables aléatoires floues de type L-R

3. Cas des variables aléatoires floues normales de type L-R

) et
bi(w) = (b;(w), bi(w), 62, 42) des variables aléatoires floues normales de type L-R telles que :

Corollaire 1 Soient (2, F, P) un espace de probabilité et a;; = (a Qijs Wij, 075, V55

= Q1 Qi -Gy, by sont des variables aléatoires réelles normales d’espérances mathématiques
: 2 2 2 52
respectwes Hips gy ool A; et de variances respectives 03, 05, .05, 05 .

- 51, G2, ...Gip, b; sont des variables aléatoires réelles normales d’espérances mathématiques
e T T - 3. - - 2 2 o2 52
respectives fL;1, [y, ---bin, Ni €t de variances respectives 03, 05, ...05,,0; .

Alors pour p; > % :
- Xi(pi,ﬁl) et X! * (pi, Bi) sont convezes Vf; € (0,1].
- XZ L (pi, 2) XZ (pi,%) sont convezes.
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Preuve. a;j(w) = (a;;(w), @i (w), 65, 7f;) et bi(w) = (b;(w), bi(w), 62,7?) sont des variables
aléatoires floues normales de type L-R, donc, nous reprenons la preuve du théoréme 16, avec :
— d’une part que pour chaque i € {1,2,...,m}, Bf‘ = b; + R71(B;)7? est une variable aléatoire
réelle normale d’espérance mathématique X;Bi =\ + Rfl(ﬁi)’yf’ et de variance (52-2 et pour
7=12...n
ﬂ; =a;; — Lil(ﬂi)éfj sont des variable aléatoires réelles normales d’espérances mathéma-
tiques respectives Hzﬁj = Hz‘j — L_l(,é’i) . et de variances respectives 02]
— d’autre part que pour chaque i € {1,2, ...,m} ) Qil bi = b, — L71(1 — B;)6? est une variable
aléatoire réelle normale d’espérance mathématique Al-l i = A — L7 (1—5;)8? et de variance
62 et pour j =1,2,..,n

Z1-Bi _
.7

thématiques respectives ﬁil i

ajj + R7Y(1 - 61')7%- sont des variable aléatoires réelles normales d’espérances ma-

bi = Hij+ R (1 - Bi)vi; et de variances respectives aizj
Alors nous concluons que Vg; € (0, 1] et pour p; > %, les ensembles admissibles X; (pi, Bi), X
sont convexes.

— En remplacant, dans la preuve du théoréme 16 , B?i par bf “ donc Xi'gi par Af “ d'une part. Et
d’autre part Qil_ﬂi par E;_Ei, donc Ag_’gi par Xi
L-R de @ et by,
ie. (b " =biA RMYA-Bnt, N =N R 1-B)aL, @t =ay+ R (1B,
/%1] S =T RN = By, b= LTYB)SY, X = A — LB, ij =a;j —

LYo, w) = p,, — L7N(B:)6;)
Nous concluons que V3; € (0,1] et pour p; > %, les ensembles de solutions admissibles
X, (pi, Bi)
et XZL3 (pi, Bi) sont convexes, donc en particulier pour 5; = %

—Bi

et en tenant compte de la particularité

4. Cas des variables aléatoires floues discrétes de type L-R

Corollaire 2 Soit (2, F, P) un espace de probabilité muni d’une distribution de probabilité dis-
créte P(wg) = qr, k = 1,2,..r et ZZ; qr = 1 et soient a;j = (a;;,@j,05,75;) et bi(w) =
(b;i(w), b;(w), 62,7?) des variables aléatoires floues discrétes de type L-R.

Alors pour p; > 1 —mingen 2, r\k :

- X, (pi, Bi) et X, (pi, Bi) sont convewes V3; € (0,1].

- X’ L (i %), Xz ,(pi, 3) sont convezes.

Preuve. Puisque a;; = (a;;, @ij, 075, 7f;) et bi(w) = (b;(w), bi(w w),8%,7?) sont des variables aléatoires
floues discrétes de type L-R, donc g;;(w), @ij(w), b;(w) et bi(w) sont des variables aléatoires réelles
discrétes, alors, il en de méme pour a”( w) — Lil(ﬁi)éfj, a;j(w) + RY(1 - Bi)vss,

bi(w) = L1 = B1)d7,  biw) = L7H(B:)o7,  bi(w) + R™1(Bi)y! et bi(w) + R™H(1 = By .

Par conséquent, en vertu du théoréme 8, nous avons Vf; € (0,1] et pour p; > 1 — Minge(1,2,..r) k>
les ensembles de solutions admissibles X (pi, 8:), X;,(pi, Bi), X}, (Pi; Bi), X, (pi, Bi) , donc en par-

ticulier pour 3; = 3 X/’t2 (pir 3), XZ 5 (ps, 3) sont convexes.
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Chapitre 4

Programmation linéaire multiobjectifs
floue stochastique

Un programme linéaire multiobjectifs flou stochastique est un programme linéaire multiobjectifs en
présence :
— de variables aléatoires floues

ou
— de variables aléatoires réelles et d’intervalles flous.
Dans ce qui suit, nous considérerons des programmes linéaires multiobjectifs flous stochastiques,
dont les coefficients des fonctions objectifs sont :
— des variables aléatoires floues,
— déterministes,

— des intervalles flous,
— des variables aléatoires réelles.

4.1 Les coefficients des objectifs sont des variables aléatoires floues

Dans ce cas,un programme linéaire multiobjectifs est flou stochastique quelque soit la nature des
coefficients des contraintes.
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Considérons le programme linéaire multiobjectifs flou stochastique suivant :

max(c;(w) @ z,¢(w) ® , ..., ¢k (W) © x)
(Piro.rs) § iy @ij(w) @) 2 biw),i =1,2,...,m
reB={xeR"/x;>0,j=1,2,...,n}

ol ¢ (w) = (¢r1(w), Gra(w), ..., Grn(w)) et les ¢j(w), aij(w) et b;(w) sont des variables aléatoires floues
définies sur un espace de probabilité (€2, F, P).

Quatre cas de variables aléatoires floues normales seront considérés pour (Py; , ) comme suit :

1. le cas oit les ¢,;(w) sont des variables aléatoires floues normales de type L-R, dont les écarts &
gauche et a droite sont aléatoires, a été considéré par Katagiri et col.[23]. Elles se présentent
sous la la forme suivante : ¢,j(w) = (Erj(w),arj(w),@,j(w))L,R oil dyj, Qrj, Brj, sont des
variables aléatoires normales.

2. le cas ot les ¢;(w), a;j(w) et b;(w) sont des variables aléatoires floues de type L-R, dont les
écarts & gauche et & droite sont des nombres réels positifs, a été considéré par Jun. Li et
col.[29]. Elles se présentent sous la la forme suivante : X (w) = (z(w),%,~%) ot z(w) est une
variable aléatoire normale et 6%, 7% sont des nombres réels positifs.

Et les deux cas suivants que nous proposerons :

3. le cas ou des variables aléatoires floues ¢,j(w), a;;(w) et bi(w) sont normales de type L-R
dont les écarts a gauche et a droite sont des nombres réels positifs, de la forme : X (w) =
(z(w), T(w), d%,4") ou z(w) et T(w) sont des variables aléatoires normales et 0¥, 7" sont des
nombres réels positifs. .

et

4. le cas otl les variables aléatoires floues ¢, j(w), a;;(w) et b;(w) sont normales au sens de Shapiro.

4.1.1 Cas des variables aléatoires floues normales de type L-R dont les écarts
4 gauche et 4 droite sont aléatoires

Puisque les coefficients des objectifs sont des variables aléatoires floues, nous avons alors un pro-
gramme linéaire multiobjectifs flou stochastique quelque soit la nature des coefficients des contraintes
qui peuvent étre des variables aléatoires réelles ou floues, des intervalles flous ou méme détermi-
nistes.

C’est le cas ou ils sont déterministes qui a été considéré par Katagiri et col.[23] comme suit :
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Soit le programme linéaire multiobjectifs flou stochastique suivant :

min(c; (w) @ z,¢2(w) © x, ..., k(W) © T)
(Pro.r.s)
xe€B={xe R"/Azx < b, x >0}
ol les contraintes sont déterministes Ax < b <— Z?Zl aijr; < bt = 1,2,...,m. et ¢ (w) =
(¢r1(w), Cra(w), ..., Erp(w)) et les ¢.j(w) sont des variables aléatoires floues normales de type L-R
telles que pour tout w € €2, leurs foctions d’appartenance sont définies comme suit :

/"LETJ' (w) (S) =

ol :

Crj(w) = (drj(w), @rj(w), B,j(w)) L—r avec L(t) = maxz(0,1(t)) et R(t) = maxz(0,r(t)) sont des fonc-
tions réelles continues de [0, +00) dans [0, 1], et I(t), 7(¢) sont des fonctions strictement croissantes,
continues telles que 1(0) = r(0) = 1.

dyj, Crj, Bm" sont des variables aléatoires réelles définies par d,j(w) = d}nj + fr(w)d%j, arj(w) =
a}nj +t, (w)ozgj et ,3,;(w)) = Tl,j +t,(w) zj, ol ¢, est une variable aléatoire normale d’espérance m,
et de variance o2 et dfnj, ozfnj et 57}]-, [ =1,2 sont des constantes et les écarts a,;(w) et Brj (w) sont
positifs pour tout w € €.

Puisque tous les coefficients de chaque fonction objectif sont des variables aléatoires floues de type
L-R, alors pour tout w € €, les opérations effectuées sur les nombres flous, en utilisant le principe
d’extension du a Zadeh, ont donné des nombres flous caractérisés par les fonctions d’appartenance

suivantes : a d
L(M) (y < dr<w)$7vw)

R(ZL@T) (> G (w)a, Vo), r =1, ...,k

Reésolution du programme linéaire multiobjectifs flou stochastique (P]‘?/[.O.F_S)

Pour la résolution du probléme (P}, , - g) Katagiri et col. [23] se sont basés sur la nature imprécise
du jugement du décideur qui propose donc que chaque objectif doit atteindre le but flou CNJT défini
par "‘Pobjectif est & peu prés inférieur ou égal & une certaine valeur"’ qui peut étre caractérisé par
la fonction d’appartenance suivante :

1 Yy <9,
pe W) =19 o) g <y<g
0 9 <y
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ou g, est une fonction continue strictement décroissante.
En utilisant le concept de mesure de possibilité, le degré de possibilité que la valeur de I'objectif sa-

tisfait le but flou est représenté par H&(w)x(éT)) = sup {min(u@(w)w ) kg (y )/y} yr=1,2..k

que le décideur préfére maximiser, le probléme (P, z ) est alors reformulé comme suit :

. maX(Hél(w)x(él)7 Hég(w)m(éz)’ ceey Hé’k(w)x(ék))
(PM.O.S)
r€DB

qui est un programme muliobjectifs stochastique car Il @)z est aléatoire.
Pour sa résolution, la méthode de risque minimal multiple a été utilisée dans [23], il en résulte alors
le programme déterministe suivant :

T {“’ g, (02 (Gr) 2 hr} cr=1,2,...k
r € B

Puisque II5 (w)x(é,«) > h, <= sup {min(uér(w)x(y), 1E, (y))/y} > h;
= WG (0 W) = e pg () = D
= 3y L > ey RSSO > by g (y) 2 b
= Jy: {d(w) - L*(h)a,(w) o <y < dp(w) + R*(h )8, (w )sv, y<pg ()
= {dr(w) = L*(hy)ar (W)} & < g (h),
ou L*(h,) et ,u*ér(hr) sont des pseudo fonctions inverses définies par :
L*(hy) = sup{s/L(s) = b}, ity (hy) = sup {s/p, (s) = hy |.
Par ailleurs supposons que (d? — L*(O) He >0,r=1,2,...,k, pourtoutz € D,
P{w g, (0 (Gr) > hr} —p [{d,, — L*(hy)ap(w)} z < ua(hr)] _

W (dh+ T (W)dB)w = L () (o} + T (@)aD)e < u ()| =
(L* (hr)og—d})z+p (hr)] _ T((L*(hr)a%—d%)w+ugr(hr)

P [w . ET(W) S (dQ L*(hr)oz2)a: (dgfL*(hr)a?«)x ) = Pr(ﬂf)

par conséquent (P}, , p)1 peut s'écrire comme suit :

max(p1(x), p2(z), ..., pr(z))

(Prro.n)2
r€eB

Pour obtenir une solution pareto-optimale du probléme (P3; , )2, l'algorithme suivant a été proposé
dans [23].

Algorithme intéractif pour obtenir une solution pareto optimale

Etant donné que le programme est multiobjectifs, donc une solution qui optimise simultanément
tous les objectifs est rare. Une solution pareto-optimale est & envisager, elle a été définie comme
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suit :

Définition 5 [23/
x* est appelée solution pareto-optimale si et seulement si il n’existe pas x € D tel que
pr(x) > pr(x*), Vr € {1,2, ...k} et pj(x) > p;j(x*) pour au moins un j € {1,2,....k}.

Définition 6 [23/
x* est appelée solution faiblement pareto-optimale si et seulement si il n'existe pas x € D tel que
pj(x) > pj(z*), j € {1,2,...,k}.

Pour chaque objectif p,(z), r = 1,2, ..., k, le décideur choisit une probabilité de référence a atteindre
Dy, r=1,2,.., k.

. min max(p, — p1(x), ps — p2(x), ..., D, — Pr(x))
(P]\/[.O.D)3
rzeD

qui est équivalent a :
min v

(P]?/IAO.D)ZL Dr—pr(z) <v,r=1,2,..k

rzeD.

(L* (hp)ak—db)a+pis, (hr)
(@—L*(h)ad)a

qui peut se réécrire, en remplagant p,(z) par T, ( ) , sous la forme suivante :

min v
5 (L*(hy)ap—dp)a+ps, (hr) /e
(Pyro.p)s (dgiL*(hT)a%)(;T >Txp, —v), r=12,..k.

reD.

ou T (s) est la pseudo fonction inverse définie par :
T2(s) = inf {u/To(w) > s}, 7 = 1,2,k

Algorithme

1. Calculer minE(d;)z et mazE(d;)x sous les contraintes données.
2. Etablir les fonctions d’appartenance du but flou ér, r=12,...k
3. Demander au décideur de choisir les niveaux h,, r =1,2,..., k.

4. Choisir les probabilités de référence p,, r = 1,2, ..., k.
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5. Avec ce Choix de probabilités de référence p,, r = 1,2, ..., k, résoudre le probléme (P55 p)s
pour obtenir la valeur minimale de v.

6. Si le décideur est satisfait des résultats obtenus avec ce choix des probabilités de référence
pr, 7 =1,2,.... k, alors stop. Sinon lui demander un autre choix des probabilités de référence
et reprendre le processus & partir de 5.

Exemple 6 Considérons le programme linéaire multiobjectifs flou stochastique suivant :

min (¢ (w) © x1 + ¢12(w) © x2 + c13(w) © 3, C21 (W) © T + C22(wW) © T2 + C23(w) © x3)
2x1 + 622 + 323 < 150

621 + 3x2 + Swz < 175

(Pyv.o.F.s)
5x1 + 4z + 223 < 160
21‘1 + 21‘2 + 31‘3 > 90
r1 > 0,22 > 0.

ou :

Crj(w) = (drj(w), a@rj(w), B,j(w))—r dont la fonction d’appartenance est définie au

dyj, @rj, B,;, sont des variables aléatoires réelles définies par d,j(w) = d;j + fr(w)dzj, arj(w) =

ay; + 1 (w)ad; et B (w) = B+t (w)BE, onr =1,2, j =1,2,3 et

d% = (d%lvdbadi’i) = (27 173)7 d% = (d%bd%%d%{i) = (1'3v 1.1, 1'2)a

d% = (d%pd%wd%:%) = (*7, *7,*9), d% = (d%pd%zvd%s) = (1~1, 1.2, 1-1)-

al = (ady, ady, al3) = (0.3,0.4,0.5), of = (a?, a2y, a2s) = (0.05,0.04,0.05),

—_

ad = (ady, ady,ads) = (0.3,0.5,0.4), a3 = (a3, a3, a3;) = (0.05,0.04,0.05).

Bl = (811, 81, Bly) = (0.5,0.6,0.5), B = (B}, 57, B%) = (0.06,0.05,0.06),

/8%) = (62117/85275%3) = (0'470‘570'5)7 ﬁ% = (631753275223) = (0'0670'0670'05)-

et t;, i = 1,2 sont des variables aléatoires normales centrées réduites (pour i = 1,2, ¢; < N(0,1.))
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Pour la résolution du probléme (Par.o.r.s), Katagiri et col. [23] se sont basés, tel que vu au 3.6.2, 1.,
sur la nature imprécise du jugement du décideur qui propose donc que chaque objectif doit atteindre
le but flou G, défini par "‘I’objectif est & peu prés inférieur ou égal & une certaine valeur"’ qui peut
étre caractérisé par la fonction d’appartenance pe définie au 3.6.2, 1.

En utilisant le concept de mesure de possibilité, le degre de possibilité que la valeur de 'objectif sa-

tisfait le but flou est représenté par Hér(w)x(éT)) = sup {mm(u@(w)w( ), g (Y ))/y} ,r=1,2, ...k

que le décideur préfére maximiser, le probléme (Pys.0.rs) est alors reformulé comme suit :

maX(Hél(w)x(él)7 Hég(w)a:(Gz)’ ceey Hék(w)x(Gk))

(Pym.o.3)
r € B

qui est un programme muliobjectifs stochastique car H& (@) est aléatoire.

Pour sa résolution, la méthode de risque minimal multiple a été utilisée dans [23], il en résulte alors
le programme déterministe suivant :

(Paro.p)i { max P {w : Héy- (Gy) > hr} r=1,2,....k }

T € B

~ - (L* (hr)ag—dp)a+p, (he) (L* (hr)ag—dp)a+p, (he)
P Tl @) 2 e} = P Jw s Tolo) < P ™ | = m( ) =

pr(x).
ot L*(h,) et "y (h,) sont des pseudo fonctions inverses définies par :

L*(hy) = sup{s/L(s) = b}, ity (hy) = sup {/p, (s) = hy }.
par conséquent (PJ‘E].O. D)1 peut s’écrire comme suit :

max(p1(z), p2(z), ..., pr(2))
(Pr.0.0)2
r€eB

Pour chaque objectif p,(x), 1 < r < k, le décideur choisit une probabilité de référence a atteindre
D,, on obtient alors le probléme minmax suivant :

min max(p; — p1(x), Dy — p2(x), ..., by — Pr())

(Pyv.o.p)3
rzeD

qui est équivalent a :
min v

(PMAO.D)4 ﬁripr(l‘) SU, r= 1525"'5k
zeD.
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, L (L* (hr)ap—dp)z+ps, (hr) ,
qui peut se réécrire, en remplacant p,(z) par T,( T aDe ) , sous la forme suivante :

min v

(L* (hr)ad=dDa+u (hr)
CE A URTHE

re€D.

ou T (s) est la pseudo fonction inverse définie par :
Tr(s) = inf {u/Tr(u) = s}, r=1,2,...k

Etape 1 : Le décideur choisit en premier lieu pour la résolution du probléme minmax (Pyr.0.p)s, les
probabilités de référence : p; = 1, py = 1, il en résulte les résultats suivants :

{ p1(z) =056 pa(z) =056 21 =6.49 x5 =13.19 x3=19.30 }

Etape 2 : Le décideur n’est pas satisfait de pi(z) et pa(z) ainsi obtenus et préfére élargir p; (z) donc
modifie D, et refait les calculs avec les probabilités de référence p; = 1, py = 0.80, les résultats
obtenus sont :

{ p1(z) =0.67 pa(z) =047 21 =779 xo=13.68 z3=1745}

Etape 3 : Le décideur n’est pas du tout satisfait de la valeur de po(x) ainsi obtenue qu’il juge faible
alors il propose de refaire les calculs avec les probabilités de référence p; = 0.90, p, = 0.80, d’ott les
résultats suivants :

{ p1(x) =061 py(x) =051 21 =714 x,=1343 23=1837 }

Le décideur est satisfait de p1(x) et pa(z) ainsi obtenus et arréte te processus interactif et la solution
satisfaisante est donc : 1 = 7.14, xo = 13.43, x3 = 18.37.
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4.1.2 Cas des variables aléatoires floues normales de type L-R dont les écarts
a gauche et a droite sont des nombres réels positifs

Jun. Li et col.|29] ont considéré le méme type de programme linéaire multiobjectifs flou stochastique
que Katagiri et col. [23] mais avec des contraintes floues stochastiques et les coefficients aussi bien
de ces derniéres que des objectifs sont des variables aléatoires floues normales de type L-R, mais
dont les écarts & gauche et & droite sont des nombres réels positifs comme suit :

max(c1(w) @ z,¢(w) ® , ..., ¢k (W) © x)
(P¥ro.r.s) > o1 Gij(w) @z = bi(w),i=1,2,....m

reB={x€R"/z;>0,j=1,2,...,n}

ot & (w) = (¢r1(w), Gra2(w), ..., Crp(w)) et les ¢ (w), aij(w) et b;(w) sont des variables aléatoires floues
normales de type L — R comme suit :

aij(w) = (aij(w), 6%, L-rs bi(w) = (bi(w),0},7})L-r et &j(w) = (cij(w), 655, 75;)r-r dont les
écarts 5%, Virs 52’ , ’yf , 6%, 7;; sont des nombres réels positifs. Et

aij <= N(pij, 05), bi = N(Xi,177) &j(w) = (cij(w), 05,7 1R

¢ = N(d7, Vi) ot d = (dfy,d5y, ..., d7,) avec E(cr;) = di; et Vi est la matrice de covariance de
Cr.

Reésolution du programme linéaire multiobjectifs flou stochastique (PJ(\S/[.O.F_S)

Pour la résolution de (P§; ; rg), Jun. Li et col.[29] ont proposé deux méthodes a savoir : prob-pos
constrained multiobjective programming model et pro-nec constrained multiobjective programming
model [29] qui consistent a remplacer prob par prob-pos et prob-nec respectivement dans la formule
de risque minimum multiple ( voir 1.2.1) pour les objectifs et dans la formule chance constrained
programming due & Charnes et Cooper [8]( voir 1.1.6) pour les contraintes comme suit :

— pro-pos constrained multiobjective programming model

(max(f1, f2, -, f&)

P {w 1 pos(Doi_y Crj(w) © 35 = fr) > ozr} >po,r=1,2,...k
(Pxfo.p)
P {w tpos(Yoi_y Gij(w) @ xj = bi(w)) > ﬁi} >pi,t=12,...m

reB={zxeR"/z; >0,j=1,2,..,n}

En utilisant les propriétés de possibilité [15], on a : pour w donné,
pos(D_i_y Crj(w) Oy = fr) > ar == Y0 €7 (w)zj > fr donc
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P{w 1pos(Diy Grj(w) @ x5 = fr) > Oér} > pp = P{W > i1 G (W) = f?"} > pyou ¢ (w)
est la borne supérieure de ;7 (w). Comme ¢,j(w) sont des variables aléatoires floues de type L-
R.donc €7 (w) = ¢rj(w) + Rfl(ozr)’yﬁj d’ott on a :

P {w 2> g (erj(w) + R‘l(ar)fyﬁj)a:j > fr} > p? qui, en utilisant la remarque 1 comme suit :

on pose yr = fr = 375y (erj(w) + R (an)y7;); <0, on a myr (56) = Ey) = fr = 25 (dy; +

R_l(ar)yﬁj)xj et V(yr) = V(i crj(w)wy) = z'V,fx donc oy, () = \/xtV,fx. Par conséquent
Pl Sinafento) + RN or)a; 2 1} 2 = 9 JﬁVC+ﬁ (AR oSy <

0= fr <> 7 (d;; + R~! (o )vr)wg — ¥ L(p%)y/xtVex ou bien

f7" < Z?:l(dgj + R_l(a”‘)’}/r])x] + U (1 _pr) V mt‘/;c .

Jun. Li et col. ont établit que (PJ?/?O. p) est équivalent au programme multiobjectif déterministe
suivant :

max(flv f?a ceey fk)
(Pyrop)id fr <30 (de + RN o )e )z + U1 — p2) /2 Ver, r = 1,2, ..,k

v e XipiBi),i=1,2,..m

ott Xi(pi, B;) = {x > 0/P(w: Y (aij(w) — L7 (8:)8%)a; < biw) + R™L(B)yt) = pi} i=1,..m.

(Pj?fo. p)1 est équivalent au programme suivant :

max(H;(x), Hy(z), ..., Hp(z))

6
(ijfo.z))2 )
r€ X, (pi,Bi), i=1,2,...m

ot Hy(x) = 3751 (ds; + R aw )y + N1 = p2)y/atVew, 1= 1,2, .., k.

Ensuite, dans le but d’obtenir une solution satisfaisante au probleme (P]?fa p)2, Jun. Li et col.|29)]
ont utilisé "‘Interactive fuzzy satisfying method"’ comme suit : en considérant la nature impré-
cise du jugement du décideur, il est naturel que ce dernier suggére que chaque objectif atteigne
le but flou suivant : " H,(x) est approximativement plus grand qu’une certaine valeur" qui est
caractérisé par la fonction d’appartenance suivante :

1 H,.(r) > H},
_go
pr(Ho(2)) = § it HY < Hi(w) < HY
0 Hy(z) < Hy.

ott pour r = 1,2, ...k, H? et H} sont tels que u.-(H!(z)) =1 et u.(H%(z)) = 0 et peuvent étre
déterminés par la résolution des programmes suivants max(H,(z)/z € X! (pl, Bi),i=1,2,...,m)
et min(H,(z)/z € X}, (pz,ﬁz) i=1,2,...,m), qui sont convexes pour p; > 2, donc leurs solutions
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optimales peuvent étre déterminées aisément.
6p 5 . . _
Le programme (P}, , )2 peut étre approché par le programme suivant :

max(p1 (H1(x)), p2(Ha(x)), .., pri(Hy(2)))

6
(Prxf.0.p)3 A |
T < X]Z?(plaﬁl)a = 1,2, e, m

Pour chaque objectif u,(H,(z)), le décideur choisit une fonction d’appartenance fi, comme but a
atteindre, ce qui revient a résoudre le programme suivant :

) min maz (@ — pn (Hi(z)), B2 — pa(Ha(z)), ., Ik — p(Hy ) (2))
(Pxfo.p)a '
r€ X, (pi,Bi),i=1,2,...m

En introduisant une variable auxilliaire A,
(P§; o.p)a est alors équivalent au programme suivant :

min A
(PP)s 3 T — pr(Ho(2)) <A\ r=1,2, .k
0<A<1,zeX)(piBi),i=1,2,..,m
qui peut, en remplagant u,(H,(x)) par son expression, s’écrire sous la forme suivante :

min A

(PR)e § Sojmi(dsy + R o )ye))ws + U1 (1 = p)y/atView > HYi + (i — N (H} — HY),, r = 1,2, ..

0<A<1,zeX.(piBi),i=12,...m

La relation entre une solution optimale du probléeme (ng )5 et la solution pareto-optimale du
probléme (P]?f_ o.p)2 est donnée par le théoréme suivant :
Théoréme 18 [36/

1. Siz*e X;,(pi,ﬁi), i =1,2,...,m est une unique solution optimale du pmbleme P p) pour

(
)2
2. Six* est une solution pareto-optimale du probléme (P]\ﬁ/f_O'D)g avec 0 < p(Hp(z*) < 1, Vr =
1,2,....,k, alors il existe i, r = 1,2, ...,k tel que x* est une solution optimale du probléme
(PX)s- ,
Remarque 7 Si z* € X;,(pi,ﬁi), 1 =1,2,...,m n'est pas une solution optimale unique du pro-

i, 1 =1,2,....k, alors x* est une solution pareto-optimale du probléme ( MO D

bléeme (ng)5, sa pareto-optimalité peut étre obtenue en résolvant le probléme suivant :
min Zle €
6 _
(P78 pr(He(z) 4+ 6 =T, €0 >0, 7 =1,2, .k

xe X(pi,Bi), i =1,2,...,m
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Algorithme intéractif pour obtenir une solution satisfaisante au probléme (Pz?fo. D)2

1. Le décideur choisit les fonctions d’appartenance de référence i,.,r = 1,2, ..., k.

2. La solution optimale du probléme (P](\if.o. p)4 qui est aussi pareto-optimale du probléme
(P]%O.D)Q, est considérée comme solution satisfaisante pour (P]?fo.D)g.

3. Si la valeur obtenue de p,(H,(x*) est satisfaisante, le processus s’arréte et x* est choisie
comme solution satisfaisante pour le probléme (Pjﬁvﬁ o.p)2; sinon le décideur modifie les valeurs
des fonctions d’appartenance de référence ., et reprendre a partir de 2.

— pro-nec constrained multiobjective programming model

max(fi, f2, ..., fx)

P{w : n66(2?21 CGri(w) @z = f) > ar} >p0r=1,2,...,k
(Pifo.p) N
P {w tnec(3]T_ aij(w) © 75 = bi(w)) > B,} >pi,i=1,2,...m

l z€B={zecR"/z; >0,5=1,2,...,n}

En utilisant les propriétés de nécessité [15], on a : pour w donné,

nec(Yj_y &rj(w) © x5 = fr) > ap <= Y5 65 (w)a; > f; done

Plw:nec(S), @) Oz = fr) 2 arh 2 pp = Plw: S dy W)z = [} = pf on

gi;a’“ (w) est la borne inférieure de Ei;a’“ (w). Comme ¢,;(w) sont des variables aléatoires floues

de type L-R,donc g,l,j_o”' (w) = ¢pj(w) — L7111 — a;)dy; d’ott on a :

P {w 2> (erj(w) = L=Y1 - Q)0 )T > fr} > p? qui peut se présenter sous une forme li-
¢

néaire. Pour cela, on pose y, = f, — >0 (crj(w) — L71(1 - ar)oy;)zi < 0, on a my, (x) =

E(yr) = fr — Z?:l(dij - Lil(l - 047,)(57%-)3}]' et V(y,) = V(z;z:1 er(w)xj) = xtvrcx donc
oy, (x) = \/atV,fx. Par conséquent P{w i (erj(w) = L1 - ar)oy;)Ti > fr} > p? =
U )V + fr— Sl — LN — an)d)a; < 0 & fr < S (dS — L1 -
ar)0r;)T; — U1 (p2)\/xtV e ou bien

fr <3050 (dfy = L7H1 = )07 )2 + O H(1L = pf) /2t Ve (car WTH(1L — pf) = =0 (pp)).

Ainsi, on obtient le résultat suivant établi dans [29].
- P {w tnec(30_) Er(w) © 1y = fr) > ar} >p) & fr < 35 (d(w) = LT — ap)dg;)zs +

]
U1 = po)/at Ve

qui prouve dans [29] :
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'équivalence entre (PS7, ) et le programme suivant :

ma'X(f17f27"‘7fk)
(Pfo.p)1q fr<3joi(de; — LML= an)d8))a + O (1 = p2)\/atView, r = 1,2, ...k
v € Xi(pi,Bi),i=1,2,....,m.

ot X, (pi, Bi) = {90 > 0/P(w: Y5 (ai(w) + R = 8i)d%)x; < bi(w) — L1 = Bi)r}) > Pz‘} S
1,..m.
ainsi que 'équivalence entre (PS7, )1 et le programme suivant :

max(G1(z), Ga(x), ..., Gr(x))

(P3f0.p)2 ‘
xe X! (pi,Bi),i=1,2,...,m.

ot Gr(a) = Y1 (d; — L1 — )08, )y + 0L (1 — p2) /e Ve

"‘Interactive fuzzy satisfying method"’ a été utilisée dans [29] pour obtenir une solution satis-
: N 6p : s 1z . Lo .

faisante du probléme (P, )2 comme suit : en considérant la nature imprécise du jugement

du décideur, il est naturel que ce dernier propose, pour chaque objectif, le but flou suivant a

atteindre : " G, (z) est approximativement plus grand qu’une certaine valeur" qui est caractérisé

par la fonction d’appartenance suivante :

1 Gr(z) > GL,
z)— 0
nr(Gr()) = ¢ “GEGe" GY < Gi(a) <G
0 Gr(z) < GY.

ot pour r = 1,2, ...k on a GY et G} sont tels que u,(GL(x)) = 1 et 1, (G2(x)) = 0 et peuvent étre
déterminés par la résolution des programmes suivants max(G,(z)/z € X (pi, B8i), i = 1,2,...,m)
et

min(G,(z)/z € X% (p;, Bi), i = 1,2,...,m), qui sont convexes pour p; > %, donc leurs solutions
optimales peuvent étre déterminées aisément.

Pour résoudre le programme (P{?, p)s, le décideur choisit pour chaque objectif (G, (x)), une
fonction d’appartenance @, comme but & atteindre. Ce qui conduit a résoudre le programme

sulvant :

min maz (i1 — p1(G1(x)), fiz — p2(Ga(x)), ..., iy — pr(Gr) ()
(P3o.p)4 ,
S Xﬁl(pi,ﬁi), 1=1,2,....m

En introduisant une variable auxilliaire A, (P, )4 est équivalent programme suivant :

min A
(PS5 { Tir — pr(Gr(z)) < A= 1,2,k
0<A<1l,zeXi(pi,Bi),i=12,...,m
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ou, au programme suivant :

min A\

(PB)s § 2joaldsy = L7 = ap)ygp)ay + 071 (1 = p2)/atView > HY + (i = A)(Gy = GY), r = 1,2, ..

0<A<1,z€X(pi,Bi),i=1,2,...m
qui est un programme convexe, si p; > %

Le théoréme 18 s’applique quant a la relation existant entre la solution optimale de (Pg") 5 et la
solution pareto optimale de (PY N O.D)2-

Exemple 7 [29] Soit le programme linéaire multiobjectifs flou stochastique suivant :

rilax(gl(w) Oz @ E(w) © T2 @ &(w) ® T3 D &(w) © Z4 D &(w) © a5,
&(w) O @ ér(w) @ xe @ Eg(w) © 23 D Eg(w) @ 24 B &10(w) © T5)

1+ xo+ 23+ 24+ 25 < 350
(P]?/[OFS)/ 1+ o+ 23+ 24 + x5 > 300

41 + 229 + 1.523 + 24 + 225 < 1085

r1 + 4x9 + 223 4+ by + 325 < 660

r1 > 20, x9 > 20, x3 > 20, x4 > 20, x5 > 20.

ot ¢ = (¢1,c2,¢3,¢4,05) = (1.2,0.5,1.3,0.8,0.9)
51(“-’) (p1(w),3,3)Lr avec p1 — N(113,1), & (w) = (p2(w),8,8)Lr avec po — N(241,4).

&(w) = (ps(w), 3,3)Lr avec p3 = N(87,1), &(w) = (pa(w),78,7)Lr avec py — N(56,2).

&(w) = (ps(w), 5,5)Lr avec ps — N(92,1), &(w) = (ps(w),10,10)Lr avec pg — N(628,1).

&r(w) = (pr(w),7,7)Lr avec pr — N(143,2), fg( ) = (ps(w), 12,12) 1 avec pg — N(476,2).
§o(w) = (po(w),5,5)Lr avec pg — N(324,2), &io(w) = (p1o(w),8,8)Lr avec p1g — N(539,2).

Et p;,1=1,2,...,10 sont des variables aléatoires indépendantes.
Pour la resolutzon en applzquant N pro—pos constrained multiobjective programming model”’ avec
=p? =0.9 alors R71(§,) = 0.1, 71 (1 —y) = —1.28, I = 1,2.
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1l en résulte le programme suivant :

(Pro.n)

[ max(fi, f2) )

\

P{w: pos((w) © w1 + Ea(w) © 22 + E3(w) O w5 + Ea(w) O a4 + E(w) O s = 1) 2 01| =1
Piw 1 pos(c1€s(w) © 71 + c267(w) © @ + c3€s(w) © w3 + cabo(w) O T4t

csé10(w) © 5 > fa) > 02 > 72

1+ 22+ 23+ 24 + 25 < 350

1+ 22 + 23+ 24 + x5 > 300

41 + 229 + 1.523 + x4 + 225 < 1085

x1 + 4x9 + 223 + by + 35 < 660

x> 20, xzo > 20, x3 > 20, x4 > 20, x5 > 20.

qui est équivalent au programme suivant :

(Pyrop)

max(Hi(x) = 0.1(3x1 + 8xo + 3x3 + T4 + 55 + (11321 + 24129 + 6723 + 5624 + 925)
—1.28\/1'% + 4x% + m% + 2:@21 + x%,

Hy(z) = 0.1(1.221 + 3.5x9 + 15.623 + 4x4 + 7.225 + (753.621 + 71.529 + 618.8x3 + 259.224
+485.175) — 1.28+/23 + 222 + 222 + 223 + 222)

1+ 22+ 23+ 24+ 25 < 350
1+ 22+ 23+ 24 + 25 > 300
4z 4+ 229 + 1.5x3 + x4 + 225 < 1085

1 + 4xo + 223 + dxy + 35 < 660

T > 20, i) > 20, T3 > 20, T4 > 20, xIs > 20.

dont la solution satisfaisante peut étre obtenue en appliquant l'algorithme précédent comme suit :

Etape 1 : Le décideur choisit en premier lieu les fonctions d’appartenance de référence suivantes :
=1, py, =1, d’ot Uobtention des résultats suivants :

Hy = 41476.7 Hy = 214244.8 p1(Hy) = 0.833 pa(Hz) = 0.833
z1 = 216.1 29 = 39.6 x5 = 54.3 24 =200  25=200 \=0.167

70



Etape 2 : Le décideur souhaite croitre la valeur de Hy quitte a sacrifier Hi, donc il opte pour :
iy =095, Ty =1

Hy = 41093.2 Hy = 21725.6 p1(Hy) = 0.805 po(Ha) = 0.855
21 =2166  x5=37.0 z3 = 56.4 24 =200  x5=200 A=0.145

Etape 3 :Le décideur n’étant toujours pas satisfail des résultats obtenus, opte pour :

Hy =41860.2 Hy =21273.6 py(Hy) = 0.861 pug(Hsy) = 0.811
x1 =215.6  w9=34.4 z3 = 58.4 24=200  5=20.0 A=0.139

Etape 4 : 1y =0.90, 1o =1
H1 = 40709.6 H2 = 21720.6 ul(Hl) =0.777 MQ(HQ) = 0.877
x1 =217.3 To =344 r3 = 58.4 x4 = 20.0 x5 =20.0 A=0.123
Etape 5 : 1y =0.80, iy =1
Hy =41093.2 Hy =21725.6 pu1(Hi) =0.805 pa(Hs) = 0.855

r1 = 216.6 z9 = 37.0 r3 = H6.4 x4 = 20.0 x5 =20.0 A=0.145

Le décideur est satisfait des résultats obtenus, le processus s’arréte, la solution est : x* = (216.6, 37.0, 56.4, 20.0, 2
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Nous remarquons que les variables aléatoires floues considérées dans (P§; , 1) et dans [29] sont
normales de type L-R, de la forme X = (z,a”, B*) ou x est une variable aléatoire réelle normale
et les écarts & gauche et & droite respectifs a” et 5% sont des nombres réels positifs.

Nous allons, pour la suite, les considérer selon les deux cas suivants :

— Premier cas : normales de type L-R telles que définies au 3.1.4, donc de la forme X =
(z, T, ", %) ot z et T sont des variables aléatoires normales (avec x < T) et les écarts a
gauche et a droite respectifs a® et 5% sont des nombres réels positifs.

— Deuxiéme cas : normales au sens de Shapiro [39].

Nous proposons en plus deux autres méthodes dans le sens de chance constrained & savoir

pro — pg, k = 2,3,4I (i.e. en combinant chance constrained et comparaison d’intervalles aléa-

toires) pour le premier cas, et pro — F (i.e. en combinant probabilité et indices scalaires de
comparaison de quantités floues) pour le deuxiéme.

Nous reconsidérons alors (PY; , g), avec ¢,j(w) des variables floues normales, de type L-R telles

que définies au 3.1.4 ou, au sens de Shapiro.Et a;;(w) et/ou bi(w) peuvent étre déterministes,
des intervalles flous, des variables aléatoires réelles normales, ou des variables aléatoires floues
normales, de type L-R, ou au sens de Shapiro.

Nous prenons le cas ot a;;(w) et bi(w) sont des variables aléatoires floues normales, de type L-R
telles que définies au 3.1.4 ou au sens de Shapiro comme suit :

4.1.3 Cas des variables aléatoires floues normales d’un autre type L-R dont
les écarts a gauche et a droite sont des nombres réels positifs

Considérons le programme linéaire multiobjectifs flou stochastique suivant :

max(c1(w) @ z,¢(w) © x, ..., ¢k (W) © x)
(Piro.rs)§ Y1 di(w) @ a; 2 bi(w),i=1,2,...,m
reB={xeR"/z;>0,j=1,2,...,n}

ou ¢ (w) = (¢r1(w), Gra(w), ..., Grn(w)) et les ¢rj(w), a;j(w) et bi(w) sont des variables aléatoires
floues normales de type L-R, telles que définies au 3.1.4, comme suit : B

Crj (W) = (6 (W), Crj (), 075, 75)» g (W) = (aq5(w), Tij (W), 655, 955) et bi(w) = (B;(w), bi(w), 67,77
ol ¢,;(w) et ¢j(w) sont des variables aléatoires normales d’espérances respectives dy; et df.j . Et
soit V; la matrice de covariance de ¢, et @, et soient d° = (d°,,dC, ...,dS,) et d, = (doy, doos -.ny dyyy)
leurs espérances mathématiques respectives. Quant aux espérances mathématiques et variances
des a;;j(w) et b;(w), nous gardons les mémes que celles considérées a la section 3.1.4.

Résolution du programme linéaire multiobjectifs flou stochastique (P}, 1)

Nous appliquons la méthode "Chance consstrained programming with fuzzy stochastic coefficients’
comme suit :
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1. En combinant probabilité et possibilité :

nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

( max(fi, fa, ..., fx)

; P{w : pOS(E?Zl ETJ(W> @x] i fr) Z ar} Z p10“7 r= 1727 7k
(Prfo.p)
P{w : pOS(Z?Zl Eij(w) Oz jg,(w)) > ,Bl} >pi,t=1,2,....m

reB={x€R"/z;>0,j=1,2,...,n}

En vertu des propriétés de possibilité, nous avons pour chaque w donné,
pos(3o7_y Crj(w) @ ) = fr) 2 an = 307 (€r(w) + R aw )y )ay = fr, done
P{w: pos(S)y (@i = fr) = ar b = PLw s 0 (@) + B an)9g)2) = £}

Par conséquent (Pﬁ o.p) est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

([ max(f1, f2, ..., fx) \

TR {w LY (@ () + R L))y > fr} >0 r=1,2, ...k

T < X[Z)(pl?ﬁz)g 1=1,2,...m

\

ol X;(pi, Bi) = {x € R"/P {w :pos(Z?zl aij(w)x; < gz(w)) > ﬁi} >pi/x > 0} qui est convexe

pour p; > 3 et Vj3; € (0,1] ( voir 4.2.1).
Puisque les variables aléatoires rélles ¢,;(w) sont normales, nous pouvons utiliser la remarque
1 comme suit : posons y,(z,w) = fr — >0 (¢, (w)+R*1(ar)'y7‘fj):Bj <0, calculons my, (x) =

E(yr(z,w)) = fr = Xjo1 B((@r (@) + BN ew)ygy)ay = fr = 25y (dy(w) + R an)g))z;
et afjr (z) = V(3 _j_1 (€rj(w)x;), (voir en annexe,les propriétés de l'espérance mathématique
et de la variance) et conclure que

P {w : 2?21(@]'(‘*}) + Ril(ar)%Cj)xj > fr} >pp = fr < 2?21(8767‘(”)+R71(0‘r)’77c~j)xj+

U (1 - pp) 2tV

Par conséquent (Pﬁ o.p)11 est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(f1, fa, ..., fx)
(Pllonlia g I < Sima@s() + R (ar )y + 0711 =) V/aVew, r = 1,2, b,

X;(I)h /81)7 Z - 17 27 ey m
qui est équivalent au programime suivant :

7 maX(Ql('r)7Q2($)>"'7Qk‘($)
(Prfo.p)1s '
HARS X;)(pi,ﬁi), 1=1,2,....m
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o Qr(z) = Y7y (dy;(w) + R aw)ygy)zy + U (L — pp) /2t Ve,

Nous pouvons utiliser "‘Interactive fuzzy satisfying method"” pour obtenir une solution sa-
tisfaisante du probléme (P]\7/§).O.D)13

. En combinant probabilité et nécessité :
nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(f1, fo, ..., f)

P {w tnec(Y]i_ Crj(w) O x5 = fr) > Oér} >pl,r=12,..k
(Pifo.p) _
P{w tnec(Y ]l aij(w) © 7 2 bi(w)) > 52‘} >pi,i=1,2,....m

reB={xe€R"/z; >0,j=1,2,...,n}

En vertu des propriétés de nécessité, nous avons pour chaque w donné,

nec(3o7_ Crj(w) O a5 = fr) = ap == 30 (6 (w) — L1 = ay)d7;)z5 > fr, done
P o nec()_, 6y(w) 0wy = fr) = ar} = P Lot S0y w) — L1 = an)de)ey) = fr} -

Par conséquent (ngo. p) est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(f1, fo, ..., fx) \

. -1 o c. S > 10 _
(PMOD) P{W Z] 1( 7"]( ) L (1 OZT)(ST,])J,‘] - fr‘} ZDpy T 1727 7ka

r € Xi(pi,Bi),i=1,2,...m
\
ot X (pi, Bi) = {3: € R"/P {w tnec(D aij(w) © @ < bi(w)) > ﬁi} > pi/x > O} qui est
convexe pour p; > % et V3; € (0,1] ( voir 4.2.1).

Puisque les variables aléatoires rélles ¢,;(w) sont normales, nous pouvons utiliser la remarque
1 comme suit : en posant y,(z,w) = fr — > 1 (c ”( w)— L1 —ay)6;;)r; < 0, en calculant

my, (z) = E(yr(z,w))fr — 320 E((cy(w )) L1 = an)dij)ay = fr — 20 (dh(w) —
L~Y(1- )0y )T et O'ZT (x) = V(Z;‘:l(gm-(w)xj) = 2'V,°x (voir en annexe, les propriétés de
Pespérance mathématique et de la variance) et conclure que

Plo: S0 i(ew) = LN = an)dg)ay = fr} 2 95 <= fr < X (d5(w) - L7H(1 -
o)y ;)i + U™ 11— p2)y/2tVea.
Par consequent (P" D)ll est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(f1, fo, ..., fx)
(Pifo.p)iz \ fr< Xja(dyw) - L7H(1 = an)df)e; + 0711 = pp)y/a'Vew

r€Xi(p,Bi),i=1,2,...m
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qui est équivalent au programme suivant :

max (T (z), Ta(z), ..., Tk (x))

(Pito.n)is A
xe X! (pi,Bi),i=1,2,....m

ot Ty(x) = Y1 (dS(w) — L1 (1 = )35, )y + U1 (1 — p2) /2T Vya,

Nous pouvons utiliser "‘Interactive fuzzy satisfying method"’ pour obtenir une solution sa-
tisfaisante du probléeme (PI?, 5))s

. En combinant chance-constrained programming et comparaison d’intervalles aléatoires comme
suit :

— en combinant probabilité et po
Nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(f1, f2, .., fx)

Plw: po(S)oy Gs(@) @25 ) 2 arf =001 = 1,2,k
(Pito.n)

Plw: pabiw), iy () @25) > B} > pivi = 1,00m,

reB={x€R"/z; >0,j=1,2,...,n}
qui est équivalent au programme déterministe suivant :

( max(f1, fa, ..y f&)

(P]’\Y/#QO D)/ P {OJ : Z;’L:l(gwj(w) - L_l(l - ar‘)éﬁj)x] > fr} > p?? r= 1’27 ""ka

e X, (pi,Bi),i=1,2,..,m

ou X/, (ps, Bi) = {:1: € R"/P {w g (bi(w), > ij(w) © xj) > 51-} > pifr > O} qui est
convexe pour p; > & et V3; € (0, 1.

Puisque les variables aléatoires rélles c,;(w) sont normales, nous pouvons utiliser la re-
marque 1 comme suit : en posant y(z,w) = f, — > 7_;(c,;(w) — L7Y1 - ar)or; )z <0,
en calculant my, (z) = E(y(z,w))fr — >0 E((¢;(w)) — L7Y1 — ap)op )Ty = fr —
S (w) — L1 = a,)58)a; et 02 (2) = VST (e (w)aj) = a'Vea (voir en an-
nexe, les propriétés de 1'espérance mathématique et de la variance) et conclure que

Pl S ey @)~ L1 o)) > fo} 2 b2 = fr < S0 (5 () — 1711 -

)38, )y + UL (1 = p?) /e V.

Par conséquent (PJ\? O.p) est équivalent au programme multiobjectifs déterministe sui-
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vant :

max(f1, f2, ..., fx)
(Pl § I < S5 (dhy() = L7H(1 = a)d )y + 0 (L= p2)y/aViw, 7 = 1,2,k

RS XZLQ(p’H/B’L)7 1= 1,2, ey TN
qui est équivalent au programme suivant :
- max(T1 (), To(x), ..., T(z))
(P )b |
z € XZLQ(pZ’B'L)7 1= 172, ey 1
ot Tp(x) = 251 (drj(w) = L7H(1 = an)opay + WH (1= p) /ol View, 1 = 1,2,k

Nous pouvons utiliser "‘Interactive fuzzy satisfying method"” pour obtenir une solution

satisfaisante du probléme (P]T/}%_D)é

— en combinant probabilité et us
Nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(flvf?a"'vfk) )
P{w : MS(Z?:1 E’r‘](w) ®$]>f7“) > O[r} > pgar = 172) "'7k7

(Pyr.p) )
P{w: (i), Sy i (@) © 25) = Bi} = pivi = 1,.m,

\

qui est équivalent au programme suivant :

( max(fi, f2,..., fx) \

(P],\YJH_GO'D)/ P {w : Z?:l(grj(w) + R—l(ar)vﬁj)xj > fr} >p,r=1,2,...,k,

x € Xl1j63(p17131)7 1= 1,2, e, m

— en combinant probabilité et p;, [ = 4,41 :
nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(f1, f2, ..., fx)

P{w : Z?:lém'(w) ®$] Z fT} Z pga r= 1727 "'7k7
(Prfo.p)
P {w : 2?21 a;;(w)z; < Bi(w)} >pi,i=1,..m,

reB={zxeR"/z; >0,j=1,2,..,n}
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(Pjvj‘ b.p)s 1 € {4,4I} est équivalent au programme suivant :

max(fl, f27 ceey fk‘)

(Plfop) § Plw: Spoie@)z; = f} 200 r =1,2,..

ze X, (pi,1),i=1,2,..

4.1.4 Cas des variables aléatoires floues normales au sens de Shapiro

Considérons le programme linéaire multiobjectifs flou stochastique suivant :

max(c1(w) ® z,¢2(w) ® , ..., ¢k (W) © T)

S (W) @@y 2 bi(w),i =1,2,...,m

(P]%OFS)
z;>20,7=1,2,...,n

ol Crj(w), aij(w) et b;(w) sont des variables aléatoires floues normales au sens de Shapiro.

Reésolution du programme linéaire multiobjectifs flou stochastique (PE/I.O.F_S)

Pour la résolution de (P, 5 1 g), nous proposons les deux méthodes suivantes :
— "Chance consstrained programming with fuzzy stochastic coefficients’.
— ’Chance consstrained programming with fuzzy stochastic coefficients’ et I’approche semi-infinie.
comme suit :
1. 'Chance consstrained programming with fuzzy stochastic coefficients’.
Nous appliquons ’Chance consstrained programming with fuzzy stochastic coefficients’ comme
suit :
— en combinant probabilité et possibilité :
nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(flv f27 ceey fk?)

(Py0.p)

ol giﬁj" (w) est la borne inférieure de 'dfj" (w) et Bfi (w) est la borne supérieure de EB “(w).

P {w 1 pos(Poi_y Crj(w) ©@ x5 = fr) > ar} >plr=1,2,..

P(w : En_ Qﬁl(w)xj < B;Bl(w)) >pi,t=1,2,..,m

7
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qui est équivalent au programme déterministe suivant :

8
(Pyro.n)

. n —=Qr

max(fla f25 ceey fk)

@)aj = fr} = por

1,2, ...

K

z€Xi(pi,Bi),i=1,2,...,m

\

J=1=1j

ol X;(pi,ﬁi) = {xj/P(w P aﬂi(w)x]’ < Bfl(w)) >pi,x;>0,i=1,2,...,m, j
— en combinant probabilité et nécessité :

nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(f1, f2, .., fx)

8
(Pxf'o.p)
Plw:>7% Eij_’gi(w)xj < Qil_ﬁi(w)) >pii=1,....m
r;>0,7=12,...,n
o E}j_ﬁ ‘(w) est la borne supérieure de a

qui est équivalent au programme déterministe suivant :

(max(f1, f2, .-, fk)

(Pyfop)

x € X?’fL(p“/Bl)a 1= 1,2, e, m

\

P {w tnec(]l_y Crj(w) O x5 = fr) > ar} >p2r=1,2 ..

P {w : Z?Zl gij_o”(w)xj > fr} >pr=1,2,...,k

1-0: 1-Bi e
i (w) et b "(w) est la borne inférieure de

ot X (ps, B;) = {xj/P(w s P w)a < b P W) = x> 0,i=1,2,.,m, j=1,2, ...

i=1%;

2. ’Chance consstrained programming with fuzzy stochastic coefficients’ et ’approche semi-

infinie.

On applique en premier lieu I'approche semi-infinie, (P}, , ) peut étre approché par le
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programme linéaire multiobjectifs flou stochastique suivant :

max (¢ (w)x, ca(w)x, ..., ¢ (w)x)
Z t?zljl(w)  — Ti+1 <t2l+1( ) i=1,...m
Z th]( ) - T Stgj(w) t=1,....m
(Prro.rs)
Z] ltlz]( )xj <ta1( ) t=1,..,m
>0,5=1,2

ou 1775 (w) est la borne supérieure de l'intervalle aléatoire Gy (w) et tyF(w) est la borne

- g
inférieure de l'intervalle aléatoire b; * ' (w), k= 1,...,1 + 1

Nous appliquons les méthodes ’Chance consstrained programming with fuzzy stochastic co-
efficients’ pour les objectifs et ’Chance consstrained programming due & Charnes et Cooper
pour les contraintes résultant de 'approche semi-infinie, nous obtenons le programme équi-
valent suivant :

max(f17f27"'7fk)
P {w 1 pos(Yi_y Crj(w) @ xj = fr) > ar} > pr r=1,2,..k

P {w DY L W)z — T <ty (w )} >pitt i=1,2,..,m

1ij
(Pirop)§ P{w: Sjo @ —n < t51w) ) = ol =12 m
P{w Z tlz]( ) Tj —T1 < tgil(w)} Zpll = 1,2,...,m
reB={xeR"/z; >0,j=1,2,..,n} )

qui est multiobjectifs déterministe, donc pour sa résolution, dans le but d’avoir une solution
de bon compromis, nous pouvons utiliser les fonctions scalarisantes ou la méthode goal
programming.

4.2 Les coefficients des objectifs sont déterministes

Dans ce cas, un programme linéaire multiobjectifs est flou stochastique, s’il y a présence de :
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— variables aléatoires réelles et d’intervalles flous
ou

— de variables aléatoires floues
dans au moins 'une de ses contraintes.
Considérons le programme linéaire multiobjectifs flou stochastique suivant :

max(c1x, o, ..., CkT)

(Prors) 4 Sy aiy(w) ©a; <biw),i=1,..,m
z;>0,7=1,2,..,n

ou ¢ = (¢r1,62,...,Crp) €t les ¢, sont déterministes et les a;;(w) et E(w) sont des variables
aléatoires floues définies sur un espace de probabilité (2, F, P).

Reésolution du programme linéaire multiobjectifs flou stochastique (P?VLO.F_S)

Puisque les coeflicients des fonctions objectifs sont déterministes, donc pour résoudre le probléme
(P]%[_O. F.g), nous proposons 'approche semi-infinie ou la méthode chance constrained program-
ming with fuzzy stochastic coefficients, dans le but de remplacer ses contraintes floues stochas-
tiques par des contraintes stochastiques ou déterministes équivalentes. Autremnt dit de transfor-
mer le programme multiobjectifs flou stochastique (PJQW.O. Fg) e€n un programme multiobjectifs
stochastique ou déterministe équivalent.

Méthode chance constrained programming with fuzzy stochastic coefficients

Appliquer la méthode chance constrained programming with fuzzy stochastic coefficients a des
contraintes en présence de variables aléatoires floues c’est leur appliquer la combinaison entre
probabilité et p (ol p est définit au 3.4) .

Nous distinguons par rapport a p les 3 cas suivants selon que ces variables aléatoires floues sont :

— discrétes , normales au sens de Shapiro, discrétes de type L- R ou normales de type L-R, auxqels
cas p € {pos,nec},

— discrétes ou normales au sens de Shapiro, p = F'.
— discrétes de type L-R ou normales de type L-R, p = pr, r = 2,3,4,41,
comme suit :

1. Cas ot a;j(w) et/ou b;(w) sont des variables aléatoires floues discrétes, discrétes de type L-R,
normales au sens de Shapiro ou normales de type L-R.

80



— En combinant probabilité et possibilité :
max(c1x, Co, ..., CLT)
(Pxfo.p) P{W 1 pos(3_5_y dij(w) © x; < bi(w)) > [31‘} >pii=1,2,..,m
reB={xeR"/x;>0,j=1,2,..n}
(P]?f_o' p) est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :
max(c1z, o, ..., CkT)

9p / .
(Pr.0.p) xeX;(pi,ﬁz‘), 1=1,2,...m

ol X;;(pi, B;) est défini au 3.4.1, proposition 3 et ses conditions de convexité sont données
au 3.5

— En combinant probabilité et nécessité :
max(c1x, o, ..., CkT)
(P%O.D) P {w : nec(zyzl aij(w) ©z; < E(w)) > B,} >pi,i=1,2,....m
reB={xeR"/x;>0,j=1,2,..,n}
(P%o. p) est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :
max(c1x, Cox, ..., CkT)
(Piio.p) € Xi(pi,Bi),i=1,2,....,m

ott X! (pi, 3;) est défini au 3.4.2, proposition 4 et ses conditions de convexité sont données
au 3.5

2. Cas ot aj;(w) et/ou bi(w) sont des variables aléatoires floues discrétes ou normales.

— En combinant probabilité et indices scalaires de comparaison de quantités floues :

max(c1z, o, ..., CKT)
(Pifop){ P{w: FISi () @) < Fbiw) } 2 pivi = 1,2,m
reB={xeR"/z;>0,j=1,2,...,n}
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out (PYf p) est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :
max(c1x, o, ..., CkT)

9F !
(PMOD) T € X;:'(pz)u 1= 1,2, e, m

ott X% (p;) est définit au 3.4.3, et ses conditions de convexité sont données au 3.5.

3. Cas ou a;j(w) et/ou bi(w) sont des variables aléatoires floues discrétes de type L-R ou nor-
males de type L-R.

— En combinant chance-constrained programming et comparaison d’intervalles aléatoires

max(c1z, oy ..., CLT)

Ipr N
(PM'O'D) P {w : Mr(bi(w)v Z;‘lzl al](w) @.%']) > Bz} > plvz = 17 <My T = 27374741'
T 5 > O,j = 1,...n

(PJ% O.p) est équivalent aux programmes multiobjectifs déterministes respectifs suivants :
max(c1x, o, ..., CpT)
(Pifo.0) »
M.0.D e X; (pi, i), i =1,...,m,r =2,3,4,41.

ol th, (pi, B;) est défini au 3.4.4, proposition 5 et ses conditions de convexité sont données
au 3.5.

Approche semi-infinie

Le programme (PJ%_O_ rg) beut étre approché par le programme multiobjectifs stochastique sui-

vant :
max(c1x, Co, ..., CkT)

ti(w)z — ta(w) <77}y (B1(w), (t2(w)) € T+ (w)

(Piro.s) ti(w)r —tz(w) <7 (L(w), (f2(w)) € T (w)

h(@)a —ta(w) ST (W), () € T (w)

€ g > O,j: 1,...,77,

ou 7;" est un m-vecteur dont les composantes sont égales a 7;.
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Théoréme 19 (PJ!\)LO.S) est équivalent au programme linéaire multiobjectifs stochastique suivant :

max(c1x, e, ..., CkT)

Z] 1%?11;1(07)37 — 741 < t2l+l( ) 1=1,....m

Z thj( w)rj — 7 Ségg(w) i=1,....,m
(Piros)

Py 155 (w)z; — 11 < 157 (w) i=1,...m

reB={xeR"/z;>0,j=1,..,n}

ot 1775 (w) est la borne supérieure de Uintervalle aléatoire a;' ' (w) et ty¥(w) est la borne inférieure

- g
de Uintervalle aléatoire b?’“_l(w), k=1,..,1+1

Pour résoudre le programme (PJQV[_O_ ), nous appliquons les techniques de la programmation mul-
tiobjectifs, c’est & dire utiliser les fonctions scalarisantes ou la méthode goal programming et celles
de la programmation stochastique, c’est & dire la méthode chance constrained programming ou
la méthode avec recours comme suit :

— En utilisant la fonction scalarisante et la méthode chance constrained programming, nous ob-
tenouns le programme linéaire déterministe suivant :

k
max Zi:l )\ici:v

P{w Y til]“(w)a:j — 71 <ty (w )} >pitt i=1,.,m

Plo: S B @) - < £51w) ) > o Pi=1,.m
(PL.p)
Pw: Y @) —n <151 w)} > o} i=1,.m

reB={xeR"/x;>0,j=1,..,n}
on 17/ (w) est la borne supérieure de Uintervalle aléatoire Zi?jk’l (w) et t5F(w) est la borne infé-

rieure de l'intervalle aléatoire ba’“ "w),k=1,...,1+1

Xi(ps,as) = {m € X/P(w:>7% fi-sj(w)xj — 7 < t5f (w)) > pf} i=1,..m;s=1,..1+1.

Puisque f‘f‘i]( w) est la borne supérieure de U'intervalle aléatoire a ]’“ '(w) et t5F (w) est la borne
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inférieure de Uintervalle aléatoire by (w), k = 1,...,] + 1, donc i (w) = @ (w) et tof (w) =
b*(w), k=1,...,1 + 1, par conséquent

Xipgas) = {w € X/P(w: Sy @)y — 7o B (@) 2 97 byi = 1omis = 1,041

Convexité de X (ps,as)
Pour s € {1,...,1+1} et i € {1,...,m} donnés , nous avons montré au 3.5 dans quels cas
Xi(ps,as) = {x €B/P(w:>F ag»s’l(w)xj — 75 < b (w)) > pf} est convexe.

— En utilisant la fonction scalarisante et la méthode avec recours, nous obtenons le programme
linéaire déterministe suivant :

max Zle Nic;x; + F {qf‘k (W)Y, (w)}

]

(P p)2d Y (w) = Y Toh @)y — 7k — £58 (@), i = 1,2, coymi k= 1,2, L+ 1

reB={x€eR"/z;>0,j=1,2,...,n}
®©

4.3 Les coefficients des objectifs sont des intervalles flous

Dans ce cas, un programme linéaire multiobjectifs est flou stochastique, s’il y a présence de
variables aléatoires réelles ou de variables aléatoires floues dans au moins I'une de ses contraintes.
Considérons le programme linéaire multiobjectifs flou stochastique suivant :

min(c; ® z,¢2 © z, ..., © )
(Pifo.rs)§ Siy@ij(w) @) = biw),i=1,2,..,m
z; >20,7=1,2,...,n

ou ¢ = (Cr1,Cr2, ..., Crn) €t les ¢, sont des intervalles flous qui peuvent étre de type L-R et les

aij(w) et E(w) des variables aléatoires floues qui peuvent étre discrétes, discrétes de type L-R,
normales au sens de shapiro, normales de type L-R, définies sur un espace de probabilité (2, F, P).

Reésolution du programme linéaire multiobjectifs flou stochastique (Pj/?O.F_S)

Pour la résolution du probléme (P}, - ¢), nous proposons les méthodes suivantes :
1. Chance constrained programming with fuzzy stochastic coefficients

2. Chance constrained programming with fuzzy stochastic coefficients et "‘Interactive decision
making méthod"
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3. L’approche semi-infinie et "‘Interactive decision making méthod"

comme sult :

4.3.1 Chance constrained programming with fuzzy stochastic coefficients
Appliquons la méthode chance constrained programming with fuzzy stochastic coefficients & des
contraintes en présence de variables aléatoires floues dans les cas suivants :

1. Cas ot a;j(w) et/ou b;(w) sont des variables aléatoires floues discrétes, discrétes de type L-R,
normales au sens de Shapiro ou normales de type L-R.

2. Cas ou aj;(w) et/ou bi(w) sont des variables aléatoires floues discrétes ou normales.

3. Cas o a;j(w) et/ou bi(w) sont des variables aléatoires floues discrétes de type L-R ou
normales de type L-R.

comme suit :

1. Cas ol a;j(w) et/ou b;(w) sont des variables aléatoires floues discrétes, discrétes de type L-R,
normales au sens de Shapiro ou normales de type L-R.
— En combinant probabilité et possibilité :
Nous obtenons le programme suivant :

( max(fla f27 ceey fk‘)

pos(3j_ 1 Crj @ xj = fr) >y r = 1,2,k
(Pro.p)
P{w 1 pos(P]i_y Gij(w) ©@ x5 2 bi(w)) > Bi} > pi,i=1,2,...,m

reB={zxeR"/z; >0,j=1,2,..,n} )
qui est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(f1, f2, -, [)

(e y ) i 2 g

T e X;(pi,,é’i), 1=1,2,....,m

ol X;(pi, B;) est donné a la proposition 3 et sa condition de convexité au 3.5.

Dans le cas ou les intervalles flous ¢,; sont de type L-R, on remplace dans (Pj}%. n) 7?‘;

par ¢; + R_l(ar)'y;fj.
— En combinant probabilité et nécessité :
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nous obtenons le programme suivant :

max(f1, f2, ..., fx) \

”60(2?:1 Crj Oz = fr) > ap, r=1,2,..k
(Psro.p)
P {w tnec(37_ g ij(w) © @ < bi(w)) > Bl} >pi,i=1,2,....m

re€B={zxecR"/x;>0,j=1,2,..,n} )

qui est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(fl, f27 cey fk‘)

1—ar
(Pl py d i T2 b

€ Xi(pi,Bi),i=1,2,...m

ot X} (pi, Bi) est donné & la proposition 4 et sa condition de convexité au 3.5.

Dans le cas ot les intervalles flous ¢,; sont de type L-R, on remplace dans (P]bo"b. n) Qij_o‘*

par é.; — L™1(1 — o )dy;.

2. Cas ot aj;(w) et/ou bi(w) sont des variables aléatoires floues discrétes ou normales.
— En combinant probabilité et indices scalaires de comparaison de quantités floues :

nous obtenons le programme suivant :

( max(f1, f2, ..., fx)

S F(erjzy) > fror =1,k
(Pit0.p) ) R
P {w PP ij(w) O ) < F(bi(w))} > pii=1,2,..,m

reB={zxe€R"/z; >0,j=1,2,...,n} )

qui est équivalent au programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(f1, f2, ..., f)

(P]%/?gD)/ Z?:l F(ET]).’E] 2 f?"; T = 1, ceey k

r€ Xb(pi),i=1,2,...,m

ot Xk (p;) = {xj > 0,41,2,..on/P(w: Y0 F(ai) (@)a; < Fbi(w))) = pis } i=1,2,...,m
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3. Cas o a;j(w) et/ou bi(w) sont des variables aléatoires floues discrétes de type L-R ou

normales de type L-R.
. ~ e ¢ :
Dans ce cas nous considérons que les les ¢;j = (¢,;,Crj, 0y, 7y;) sont des intervalles flous de
type L-R.
— En combinant chance-constrained programming et comparaison d’intervalles aléatoires :
nous obtenons le programme suivant :

max(f1, f2, .., [x)

(3G Crj @ xj, fr) = apyr = 1,00k, 1= 2,3,4,41.

(P 1)
M.O.D ~
P {w s (b (w), Z?:1 aij(w) © zj) > ﬂ,} >pi,i=1,....,m,0=2,3,4,41I.

qui est équivalent aux programmes multiobjectifs déterministes suivants selon que [ =
2,3,4,41 commme suit :

S =2
maX(flvf?a"'afk)
(PJE)MOQD) Z?:l(grj - L71<1 - QT>5gj>mj > fr
S Xﬁg(piaﬁi)a 1=1,...,m.
- 1=3
maX(fl?an"‘afk)
(P10M3 ) 25‘121(@]’ + Ril(ar)%?j)% 2 f’r’7 r= 1727 7k
M.O.D
WS Xﬁg(pi,ﬁi), 1=1,...,m.
\
=441
( maX(fhf?a"'vfk)
(P]%/?lgD) Z?:l CriTj > fr, r=1,2,....k
WS Xf”(pz‘,ﬁi), 1=1,...,m.

ol Xf” (pi, Bi), L = 2,3,4, 41 sontt donnés a la proposition 5 et leurs conditions de convexité au 3.5.
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4.3.2 Chance constrained programming with fuzzy stochastic coefficients et "‘Inter-

active decision making method"
Pour la résolution du probléme (Pif, ), nous appliquons en premier lieu la méthode Chance
constrained programming with fuzzy stochastic coefficients aux contraintes, nous obtenons le

programme linéaire multiobjectifs flou équivalent suivant :

min(cix, o, ..., C1T)

(Pyfo.r)
re X

ou X est I’ensemble des contraintes, résultant de ’application de cette méthode, est donné selon
la version de cette derniére, par les proposition 3,4 ou 5 et ses conditions de convexité par 3.5.
Ensuite, nous appliquons les techniques de la programmation multiobjectifs floue & savoir "‘Inter-
active decision making method" (vue au chapitre 2), nous obtenons le programme multiobjectifs
déterministe suivant :

max(uq (c1z), po(cox), ..., pr(crr))
(Prto.p)1{ ¢rj € La(Gj)
reX
ol ¢ = (Cr1,6r2, -5 Crn)s La(Crj) = {er/uaj(crj) > a} et pz,,; sont les fonctions d’appartenance

des intervalles flous ¢,;.
w(ciz) est tel que défini au 2.3, pour le cas fuzzymin,(donc [ € I4).

min mazx(fy — p1(c1z), iz — po(cax), .., ik — pg(ckx))
(Painma)1§ €rj € La(ér))
reX
ou 17 U'objectif a atteindre choisi par le décideur.
( minwv
¢rj € La(Crj)

(PLp)
Ty — pr(crx) <wv,r=1,..k

re X

En remplagant dans (P1%)1, ur(c,x) par son expression donnée au 2.3, pour r € I; et en tenant
compte du fait que D,r et D, sont respectivement décroissant et croissant, donc il en est de
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meéme pour D }% et D Ll respectivement, nous pouvons alors conclure que (P]—H)D)l est équivalent
au programme suivant :

min v

(P%)2] erx < D g, —v),r=1,....k

reX
Puisque ¢, € & = [cL,cl ], a;j € ag; = [aZLja, aﬁa] et b; € b = [bE b2 ], nous pouvons obtenir une

solution optimale du (Pi?, ) en résolvant le programme suivant :

min v
(P’p)s ] cha< D, —v),r=1,....k
rzeX

En vertu du théoréme 10 [37] du chapitre 2, nous avons :

1. Si 2* est une solution optimale unique du probléme (PLIPD)gc alors x* est M-pareto-optimale
du probleme (PLY, p)1.

2. Si z* st M-pareto-optimale du probléme (PLY , )1, 2* est une solution optimale du probléme(P1%,);
pour @i = (fiy, fa, - -

4.3.3 L’approche semi-infinie et "‘Interactive decision making méthod"

Pour la résolution du probléme (lev?.O. rg), en utilisant en premier lieu 'approche semi-infinie,

nous obtenons que (Pi?, ) peut étre approché par le programme linéaire multiobjectifs flou

stochastique suivant :

min(ciz, 2, ..., CET)
ti(w)r —ta2(w) < 7Y (t(w), (f2(w)) € T (w)

(PLO y ti(w)z —ta(w) <" (t1(w), (t2(w)) € T (w)
M.O.F.S

@) —ta(w) ST (W), (ta(w)) € T ()
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qui est équivalent auprogramme linéaire multiobjectifs flou stochastique suivant :

min(cx, ¢, ..., CkT)

> e tiljl(wm — i1 <ty (w)
1=1,.

Z tlz]( ) -7 < tgzl (w)

1=1,...m
10 ) )
(PM.O.F.S)”

Z?:l z{leg (W)zj — 71 <t (w)
1=1,...m

reB={zeR"/x; >0,j=1,..,n} )

ot 174;(w) est la borne s~upérieure de lintervalle aléatoire Zi?j"’l (w) et toF(w) est la borne inférieure
de lintervalle aléatoire b;" ' (w), k= 1,...,0 + 1

En appliquant la méthode ’Chance constrained programming’ du & Charnes et Cooper, nous éta-
blissons que (P2, )" est équivalent au programme linéaire flou suivant :

min(cix, o, ..., CpT)

P {w DY L w)my — g <ty (w )} >ptt i=1,.,m

lig
P{w E tlzg( ) —Tlﬁigf(w)}Zpi 1=1,...m
(Pylo.r)2
P{w DYt w)zy = < z;“;(m} > p} i=1,...m

reB={xe€R"/z; >0,j=1,...n}

ou 17 (w) est la borne s~upérieure de lintervalle aléatoire Zi?j’“’l (w) et toF (w) est la borne inférieure
de lintervalle aléatoire b;" ' (w), k= 1,...,1 + 1

Xilwh ) = {w € X/Plws Sy 5wy — 7o 457 (@) 253 i = Loomis = 1 L+ 1.

Puisque 7f;(w) est la borne supérieure de lintervalle aléatoire a;’ ' (w) et t5*(w) est la borne

ij
inférieure de Uintervalle aléatoire bi'“ "(w), k= 1,..,1 41, donc 17fj(w) = ajF(w) et toF(w) =

ij
b*(w), k=1,...,1+ 1, par conséquent
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Xi(ps, o) = {x € X/P(w: Y] g (w)a; — 7o < B (w)) > pf} vi=1,.,mys=1,.,1+1.

Convexité de X' (ps,as)

Pour s € {1,...,1 + 1} eti € {1,...,m} donnés , nous avons montré au 3.5 dans quels cas X! (pf, as) =

{x € B/P(w:) 0, ao;S "w)zg — T < b (w)) > pf} est convexe.

Ensuite, nous appliquons au programme (lewo.o. )2 les techniques de la programmation multiob-
jectifs floue a savoir "‘Interactive decision making method" (vue au chapitre 2), comme suit : le
décideur choisit « et les fonctions d’appartenance de référence g, | = 1,...,k , la solution M-«
pareto-optimale correspondant & ce choix peut étre obtenue en résolvant le probléme minmax sui-

vant :
min maz (g — p1(c1x), iz — p(cax), ..., iy — pr(crz))
crj € La(Crj)
P {w DY til]“(w):pj — 71 <t (w )} > phtt i=1,..,m
(PRop)2d Plo: Spih@)e; - n < 151w} = ol i=1,..,m
P {w DD 155 (w)z; — 11 < 15} (w)} > p} i=1,...,m
reB={xeR"/x;>0,j=1,..,n}

ol ¢ = (Cr1,6r2, s Crn)s La(Crj) = {er/uaj(crj) > a} et pg,; sont les fonctions d’appartenance
des intervalles flous ¢,;.
w(cz) est tel que défini au 2.3, pour le cas fuzzy min ( donc [ € I7) et fi; Uobjectif a atteindre
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choisi par le décideur. (Pi?, )2 est équivalent au programme déterministe suivant :
min v )
Hr— /,Ll(C[x) < v, [ = 17 7k

Crj € La (57-3')

P{wzz til;rl(w) D= T <ol (w )} >ptt i=1,..,m

(PL%p)a N l .
P{w E tlz]( ) — 7 < 1y (W)} > p; 1=1,....m
P{W : Z?ﬂ z?ilj(w)xj —71 < tg}l(w)} > pl i=1,....m
reB={xeR"/x;>0,j=1,..,n} )

En remplagant dans (P}%)s, ur(c,z) par son expression donnée au 2.3, pour r € I et en tenant
compte du fait que D,p et D, sont respectivement décroissant et croissant, donc il en est de
méme pour D b% et D Ll respectivement, nous pouvons alors conclure que (PEQD)g est équivalent au
programme suivant :

min v

cr < Do, —v), l=1,..,k

P{w DY til]“(w)xj — 71 <t (w )} >ptt i=1,.,m

(P d Pl Tt @)e; —n < t51(w)} = 1l i=1,.m
Pl Y B —n <15 w)} > 7l i=1,.m

reB={xeR"/x;>0,j=1,..,n}

L R

Puisque ¢, € ¢ = [, ¢l aij € afy = [ak,af | et b; € ba = [bE b2 ], nous pouvons obtenir une

o zya o Vi
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solution optimale du (Pif, )3 en résolvant le programme suivant :

min v

ckx < D@, —v),l=1,..k

T

P {w S N (W) — T < jgil“(w)} >ptt i=1,.,m

=1 Y145
(Pp)sq T {w 2t W)z — < ] (w)} > pl i=1,..,m
Pl Y B —n <15 w)} > 7l i=1,.m
re€B={xecR"/x;>0,j=1,..n} )

En vertu du théoréme 10 [37] du chapitre 2, nous avons :
1. Si x* est une solution optimale unique du probléme (PE)D)ZL alors x* est M-a—pareto-optimale
du probléeme (P}, p)2.
2. Si z* st M-a—pareto-optimale du probléme (P}V?O‘F)g, x* est une solution optimale du pro-
bleme (P%)a pour fi = (fiy, fiy, --., fiy,)-

4.4 Les coefficients des objectifs sont des variables aléatoires réelles

Dans ce cas, pour qu'un programme linéaire multiobjectifs soit flou stochastique, il suffit qu’il y ait
la présence d’intervalles flous ou de variables aléatoires floues dans au moins l'une de ses contraintes.
Considérons le programme linéaire multiobjectifs flou stochastique suivant :

max(c1 (w)x, co(w)z, ..., cp(w)x)
(Pito.rs) § 3ojm Gij(w) © 25 < bi(w),i = 1,2,..m

reB={x€R"/z; >0,j=1,2,...,n}

ol ¢r(w) = (¢r1(w), cra(w), ..., crn(w)) et les ¢pj(w) sont des variables aléatoires réelles, a;j(w) et
bi(w) des variables aléatoires floues définies sur un espace de probabilite (2, F, P).
Résolution du programme linéaire multiobjectifs flou stochastique (P}} r-5)

Pour la résolution du probléme (Pi}, ), nous proposons les méthodes suivantes :
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1. Chance-constrained programming with fuzzy stochastic coefficients que nous pouvons appli-
quer dans le cas ot :
— les ¢,j(w) sont des variables aléatoires réelles normales et les a;;(w) et b;(w) sont des variables
aléatoires floues normales au sens de shapiro ou normales de type L-R.

2. E-model et chance-constrained programming with fuzzy stochastic coefficients ou E-model et
"approche semi-infinie dans le cas précédent ou dans le cas suivant :
— les ¢;j(w) sont discrétes et les a;;(w) et bi(w) sont discrétes ou discrétes de type L-R.

comme suit :

1.la méthode chance-constrained programming with fuzzy stochastic coefficients

nous appliquons donc la méthode chance-constrained programming with fuzzy stochastic coefficients,
nous obtenons alors le programme suivant :

max(fla f27 weey fk)
(Pilopn] Plw: S en@a; = £} 2 r =120k,

rze X

ou X est 'ensemble des contraintes résultant de 'application de cette méthode, est donné selon la
version de cette derniére, par les proposition 3,4 ou 5 et sa condition de convexité par 3.5.

2. E-model et la méthode chance-constrained programming with fuzzy stochastic coef-
ficients

En appliquant E-model et la méthode chance-constrained programming with fuzzy stochastic coeffi-
cients au programme (P} 5 1), nous obtenons le programme multiobjectifs déterministe suivant :

max(E(c;(w))x, E(ca(w))x, ..., E(ck(w))x)
(Pio.p)2
reX

ou X est 'ensemble des contraintes résultant de l'application de la méthode chance-constrained
programming with fuzzy stochastic coefficients, est donné, selon la version de cette derniére, par les
proposition 3,4 ou 5 et sa condition de convexité par 3.5.

le programme multiobjectifs déterministe (Pj}.o‘ p)2 peut étre résolu en utilisant les fonctions sca-
larisantes ou goal programming.
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3. E-model et ’approche semi-infinie

Le programme (Pj}.O.F.S) peut, en utilisant la méthode E-model et 'approche semi-infinie, étre
approché par le programme linéaire multiobjectifs stochastique suivant :

max(E(ci(w))x, E(ca(w))z, ..., E(ckp(w))x)

t(w)z — ta(w) < 77y (t1(w), (t2(w)) € T+ (w)
(Pllog)] MR =T (1), (122) € T )

1(W)7 — ta(w) < 77 (t1(w), (t2(w)) € T ()

z; >0,7=1,...,n

qui est équivalent au programme linéaire multiobjectifs stochastique suivant :

max(E(ci(w))x, E(ca(w))x, ..., E(ck(w))x)

Sty W)z — T <ty (W) i=1,..,m

iy g (w)zy —m < th) (W) i=1,..,m
(Prto.s)

2?21 E(1)[11]'(“03’73' -1 < t5} (w) 1=1,...m

reB={xeR"/z;>0,j=1,..,n}

que nous pouvons résoudre en utilisant les techniques de la programmation linéaire multiobjectifs
déterministe a savoir les fonctions scalarisantes ou goal programming et celles de la programmation
linéaire stochastique & savoir 'chance constrained programming’ ou la méthode avec recours.
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Exemple 8 Considérons le programme linéaire multiobjectifs flou stochastique suivant :
max(x] + %xg,xl + %172)
11 O a1 + d12 © x < by(w)

(Pr}wfs)/ - _
a1 © x1 + az © r2 < ba(w)

21 20,22 20

ot (a;j)ij=1,2 sont des intervalles flous (resp. des intervalles flous de type L-R) et (b;)i=1,2 sont
des variables aléatoires floues discrétes (rep. des variables aléatoires floues discrétes de type L-R)
définies sur lespace de probabilité (2, F, P), ot Q = {wi,ws}, muni de la distribution de probabilité
suivante : P(wy) = 0.25, P(w2) = 0.75.
1. Cas ot (aij)ij=1,2 sont des intervalles flous et (5@')1':1,2 sont des variables aléatoires floues.
an=1, ap=3
o =2, ap=4.
P(bi(wi) =1) = P(by(w1) =2) = 0.25 et
P(bl ((A)Q) = 3) = P(bg(wg) = 4) =0.75.
m, m=1,2,3,4 sont des intervalles flous dont les fonctions d’appartenance pz, m =1,2,3,4
sont définies comme suit :

0 r<m-—1,
r—m+41 m—1<x<m,

Hia(T) =\ m<z<m+tl,
—rx+m+2 m+1<z<m+2,

0 T >m—+ 2.

Etant donné que les objectifs sont déterministes et qu’il y o présence de variables aléatoires
floues dans les contraintes, pour la résolution de (Pgwfs)’, nous pouvons utiliser d’une part
les techniques de la programmation linéaire multiobjectifs déterministe o savoir la méthode
scalarisante avec les parameétres A\ = % et o = %, nous obtenons alors le programme linéaire

flou stochastique suivant :
max i + 2xo
11 @ 21 + d1g O T < by (w)

(PLY = i
a1 © x1 + age © r2 =X ba(w)

x1 20,22 >0

que nous pouvons, d’autre part, résoudre en utilisant les techniques de la programmation li-
néaire multiobjectifs floue stochastique a savoir la méthode’ chance-constrained programming
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with fuzzy stochastic coefficients’ avec ses différentes versions comme suit :

— en combinant probabilité et possibilité avec p1 = ps = 0.75 et 51 = P2 =0.8, on a :
P07 (wr) = 2.2) = P(by®(w1) = 3.2) = 0.25 et
—0.8 —0.8
POy () = 1.2) = P (w2) = 5.2) = 0.5,
al$ =08, a)8 =28, ad® = 1.8, adf = 3.8.

Et on obtient :
max ri + 2xa

0.821 + 2.879 < xIJE—O?S (0.25) = 2.2
1

1.821 + 3.8z < xI/E:}S (0.25) = 3.2
2

x1 20,29 >0

ot \Ill):l, 1 = 1,2 sont respectivement les fonctions réciproques des fonctions de répartition
des b, i =1, 2.

Nous obtenons la solution z° = (%,0) qui est (0.75,0.8) Pro-pos pareto-optimale pour

(P71nofs)/'
— en combinant probabililé el nécessilé avec p1 = po = 0.75 and 51 = B2 = 0.8, nous avons :
P12 (w1) = 0.2) = P(b3?(wy) = 1.2) = 0.25 et
P02 (ws) = 2 2) = (b“( 9) = 3.2) = 0.75,
al? =28, a% = 4.8, a3 = 3.8, @)% = 5.8.

Nous obtenons :
(maxxi + 229

2.871 +4.815 < W, },(0.25) = 0.2
21

3.8x1 + 5.8z < W5 (0.25) = 1.2
22

x1207‘r220 )

ot \I/b_il, i = 1,2 sont respectivement les fonctions réciproques des fonctions de répartition
des b;, 1 =1,2.

Nous obtenons la solution x° = (O,i) qui est (0.75,0.8) Pro-nec pareto-optimale pour

(P#”Lo s)/‘
- en cofmbmz’nant probabilité et indices de comparaison de quantitiés floues avec p1 = ps =
0.75, nous avons :
P(F(bi(w1) = 1)) = P(F(ba(wr1) = 2)) = 0.25 et
P(F(bi(ws) = 3)) = P(F(ba(ws) = 4)) = 0.75.
F(a11) = 1, F(ai2) = 3, F(az1) = 2, F(a) = 4.

(b
(b2
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Nous obtenons :
.
max i + 2x9

1+ 322 < Up, 1(0.25) = 1

b1)

21 + 4wy < Wi, (0.25) =2

x1 20,29 >0
ot \I/b_il, i = 1,2 sont respectivement les fonctions réciproques des fonctions de répartition
des b;, i =1,2.

Nous obtenons la solution x° = (1,0) qui est 0.75 Pro-F pareto-optimale pour (Pgwfs)’.

2. Cas ot (aij)i j=1,2 sont des intervalles flous de type L — R etgizl,z sont des variables aléatoires
discrétes de type L-R comme suit :
@11 - (]-7 27 17 1)L7R7 612 - (37 47 ]-7 1)L7R7 521 = (27 37 17 1)L7R7 622 = (47 57 17 1>L7R' Et

bi(w) = (Qi(w),gi(w),l, 1), =1,2. tels que :

P(bi(w1) =71) = P(ba(w1) = 73) = 0.25, et

P(b1(we2) =73) = P(ba(w2) =73) = 0.75 avec :

’7% =(1,2,1,1)1—r, '7% =(3,4,1,1)1—p, 7% =(2,3,1,1)1—R, ’7% = (4,5,1,1)1—r.

Ot L(z) = max(0,1 —z) et L = R.

Pour résoudre le programme linéaire flou stochastique (P}S)’, nous appliquons la méthode
chance-constrained programming with fuzzy stochastic coefficients en utilisant la version qui
consiste a combiner chance constrained programming et comparaison d’intervalles aléatoires
avec p1 = po = 0.75 el B = P2 = 0.5,, nous oblenons :

— en combinant probabilité et uo,

max xy + 2x9
0.5x1 + 2.522 < ¥71(0.25) = 0.5

1.5x; + 3.520 < ¥51(0.25) = 1.5

xlz(),l’zzo

ot \Il;l, 1 = 1,2 sont respectivement les fonctions réciproques des fonctions de répartition
des b; — L71(0.2), i = 1,2.

La solution est x° = (1,0) qui est (0.75,0.5) Pro — us pareto-optimale pour (P,}wfs)’.
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— en combinant probabilité et us,

max x1 + 2x9
2.5x1 + 4.5z < &71(0.25) = 2.5

3.5x1 + 5.529 < &,1(0.25) = 3.5

x1 > 0,29 >0

ot <I>l:i1, 1 = 1,2 sont respectivement les fonctions réciproques des fonctions de répartition
des by + L71(0.8), i = 1,2.

La solution est 2° = (0, %) qui est (0.75,0.5)Pro — uz pareto-optimale pour (P!

mofs)/‘

Exemple 9 Résoudre le programme linéaire multi-objectifs flou stochastique suivant :

max(5x1 + 4z, 221 + x2)
(Prvors){ Aw) oz = bw)

ve€X={xeRz; >0,j=1,2}

ot les composantes de la matrice A(w)(2 x 2) et du vecteur b(w)(2 x 1) sont des variables aléatoires
floues discrétes définies sur un espace de probabilité (Q, F, P) avec Q = {w1,w2} muni de la distri-
bution de probabilité suivante : P(w1) = 0.25 et P(ws) = 0.75.

Ona:

N 11\ 3\ 3\

Alw)=| bw)=1 | Alw2)= | s blw2)= .0t pour chaque m € {1,2,3,4,5}, m

2 4 2
est le nombre flou dont la fonction d’appartenance est définte par :

=
=
o

=
—
>

0 sizx <m-—1
r—(m—1) sixz€lm—1,m]

—x+m+1 siz€lm,m+ 1]

0 stx >m—+1

Etant donné que les objectifs sont déterministes et qu’il y a présence de variables aléatoires floues
dans les contraintes, pour la résolution de (Pr}wfs)’, nous pouvons utiliser d’une part les techniques
de la programmation linéaire multiobjectifs déterministe & savoir la fonction scalarisante avec les

99



coefficients de pondération A\ = % et Ay = %, nous obtenons alors le programme linéaire flou
stochastique suivant :

max 3x1 + 2x2

(Prrs){ Aw)®z = bw)

reX={zeR/z;>0,j=1,2}

que nous pouvons, d’autre part résoudre en utilisant les techniques de la programmation linéaire
multiobjectifs floue stochastique & savoir 'approche semi-infinie comme suit :

Soient :

0=0p<04=01<06=0<08=0a3<1l=q4

et

0= <001l=m3<002=m<003=11<1

on obtient le programme linéaire stochastique suivant :

max 3xi + 2xo

(Prs)q Yoo fifwe — 7 <tgh(w) i=1,2k=1,2,3

120,22 >0

que nous pouvons résoudre en utilisant la méthode avec recours comme suit :

Sotent :

@M w) =2, ¢*(w) =3, ¢%w)=4, ,1=1,2;1=1,2. choisis par le décideur pour pénaliser
la violation des contraintes et posons :

St w)z — T — 3R (W) si Y5y B (w)m — T — 5 (wr) = 0
Y (wp) =

KA
0 sinon

Posons Y% (w) =YF, k=1,2,31=1,2;i=1,2.

Y (wr) Y1 2
Y3 (wi) Yo 2
Y22 (wy) Y3 3
Y= Y2a2(wl) = YQQZ 5 qlwr)= 3
Y (wy) Y3 4
Y5 (wi) Y;) 4
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Le programme résultant détérministe est :
de minimaser ['objectif suivant :

3wy + 2m9 + 0.5Y} + 0.5Y5; + 0.75Y3 + 0.75YF + V3 + Y3h + 1.5Y}, + 1.5Y5, +
2.25Y73 + 2.25Y5 + 3Y + 3V

sous les contraintes suivantes :

Y} = 1.6z1 + 1.6z2 — 2.43
Yy = 2.621 + 1.629 — 3.43
Y7 = 14z + 14wy — 2.62
Y3 = 2.4x1 + 1429 — 3.62
Y3 = 1.2z + 1.229 — 2.81
Yy = 2.2x1 + 1.229 — 3.81
Y = 1.6z1 + 3.6m9 — 4.43
Yy, = 1.621 + 2.629 — 3.43
Y = 14z + 3.4z9 — 4.62
Y5 = 1.4z + 2.479 — 3.62
Y = 1.2z1 4 3.2z9 — 4.81

Yih = 1.221 + 2.229 — 3.81

La solution est : x1 =134 ,x9=1
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CONCLUSION

Depuis plusieurs années, les deux importantes sources d’incertitude considérées sont de caractére
flou ou aléatoire. Nous venons de voir qu’elles ne sont pas mutuellement exclusives, qu’elles peuvent
se trouver combinées. Les variables aléatoires floues donnent un meilleur formalisme de cette com-
binaison.

Ces derniéres années, des travaux ont été réalisés dans la prise en compte simultanée du flou et de
I’aléa en programmation mathématique.

Dans ce travail, aprés avoir donné une vue panoramique des travaux existants dans ce domaine,
nous avons apporté notre contribution dans I’étude de la combinaison du flou et de l’aléa en pro-
grammation linéaire multiobjectifs.

Nous avouns, en premier lieu, généralisé conjointement, aux variables aléatoires floues, chance constrai-
ned programming with fuzzy coefficients [15] et chance constrained programming with stochastic
coefficients [8], pour aboutir & chance constrained programming with fuzzy stochastic coefficients
[2]. Cette généralisation nous a permis de développer des approches pour la programmation linéaire
multiobjectifs en présence de variables aléatoires floues normales au sens de Shapiro, discrétes, nor-
males de type L-R ou discrétes de type L-R.

Nous avons, en deuxiéme lieu, établit les conditions de convexité des ensembles admissibles résul-
tant de ’application de cette méthode. C’est en quelque sorte une extension aux variables aléatoires
floues des conditions de convexité des ensembles admissibles résultant de I'application de chance
constrained programming due & Charnes et Cooper en programmation linéaire stochastique.

Nous avons, en troisiéme lieu, étudié tous les cas de combinaison du flou et de I’aléa dans un pro-
gramme linéaire multiobjectifs.

Toutefois, nous entrevoyons quelques perspectives intéressantes pour faire avancer les débats dans
ce domaine. Il serait intéressant d’étendre 1’inégalité de Tchebycheff aux variables aléatoires floues.
En effet, cette inégalité autoriserait la transformation d’un programme flou stochastique en un
programme flou. Ce dernier étant plus facile & résoudre.

102



Annexe A

Ensembles flous

Définition 7 Soit X un référentiel.

Un sous ensemble flou A de X est défini comme suit :

A={(z,pz(@);z e X} ou

pg: X — [0, 1] est la fonction d’appartenance du sous ensemble flow A considéré et peut représenter
susvant le contexte :

— le degré d’appartenance & un sous ensemble aux contours mal définis ;

— le niveau de compatibilité avec un concept donné ;

— le niveau de stmilarité avec un prototype ;

- ete...

Cette définition permet une modélisation simple de catégories vagues.

Exemple 10 On se propose de mesurer lacuité visuelle (moyenne des deux yeuz) des individus
d’une certaine localité X.

Soit A lensemble des individus ayant une bonne acuité visuelle. Cet ensemble a un contour mal
défini. En effet, il y a des individus dont I'acuité visuelle est égale o 1, 0.8, 0.6 ou toute autre valeur
comprise entre 0 et 1.

A.1 Concepets usuels

A.1.1 Sous ensemble de niveau

Un sous ensemble de niveau o € (0, 1], noté A® est Pensemble :
A ={z e X/uz(x) > a}.
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Il contient tous les éléments de X qui sont compatibles avec A a un niveau au moins égal & a.

A.1.2 Sous ensemble de niveau strict

Un sous ensemble de niveau strict o € (0, 1], noté A% est 'ensemble :
={zeX/uz(x)>a}.

A.1.3 Support de A

Le support de A noté suppA c’est I’ensemble des éléments de X qui appartiennent tant soit peu a
A cest a dire suppA {:L‘EX/,uA >O}

A.1.4 Hauteur de A

La hauteur de g, noté hautﬁ, est définie comme suit :
HautA = sup {p;(z),z € X}.

A.1.5 Sous ensemble flou normalisé

A est dit normalisé il existe z € X tel que pi(r) =1.

A.1.6 Sous ensemble flou convexe

A est dit convexe si quelque soient 1 et xo appartenant & X et A a [0,1] on a :
pi(Azy + (1= Aaz) = min(uz(z1), pg(22)).
Autrement dit A est convexe si p 7 est quasi concave.

Proposition 6 - A est conveze si et seulement si A” est convese Yo €10, 1].
— Si A est convere et a1 < ag alors A%z C Ao,
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A.1.7 Opérations ensemblistes

Soient A et B deux ensembles flous de X , de fonctions d’appartenances 7 et pz respectivement.
On définit les opérations ensemblistes comme suit :

— Inclusion :

A C B si et seulement si Vz € X on a pi(r) < pg(x).
— Egalité :

A = B si et seulement si Vz € X on a pi(r) = pg(x).
— Intersection :

AN B est le sous ensemble flou de X dont la fonction d’appartenance est définie par p 3. 5(z) =
min(u(z), p5()).

— Reéunion :
AU B est le sous ensemble flou de X dont la fonction d’appartenance est définie par p 7 5 (z) =
max(pz(x), pg()).

A.2 Principe d’extension

Définition 8 Soiemlﬁl,gg, ...,AVTLTL sous ensembles flous de X1, Xo, ..., X,, respectivement.
Le produit cartésien Ay X Ag X ... X A, est le sous ensemble flou ayant pour fonction d’appartenance :

B, Ay x A, (X182, oy Tn) = min(p g (21), p g, (%2), - pg (Tn))-

A.2.1 Principe d’extension

SOitf:X1XX2X...><Xn—>Y

ou : L _

X1, Xs, ..., Xy, Y sont des ensembles vulgaires et A1, Ao, ..., A, n sous ensembles flous de X1, Xo, ..., X,
respectivement. B B

Le principe d’extension permet d’induire par f et A;,¢ =1,2,...,n le sous ensemble B de Y carac-
térisé par la fonction d’appartenance suivante :

supmin(uy (x ~(x9), ..., b5 (xTn sif1
ﬂg(y) _{ ] 14 (luA1( 1)’1“’142( 2)7 HuAn( )) Sl;_18;ig }

Le principe comme on le voit permet de passer des opérations sur les ensembles vulgaires & des
opérations sur les ensembles flous.

C’est sur ce principe que Dubois et Prade [13| ont bati l’arithmétique floue dont nous allons donner
ci-dessous les grandes lignes.
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A.2.2 Arithmétique floue

Etant donné une opération * définie sur les nombres réels, on peut l’étendre en (%) aux nombres
flous M et N de fonctions d’appartenances respectives pirr et py.

On obtient le nombre flou suivant M (*)]V dont la fonction d’appartenance est définie a partir du
principe d’extension de la maniére suivante :

1z (2) = sup {min(ug;(2), ng(y))/z xy = 2} .

Lemme 2 Soient A et B deur ensembles flous d’un méme référentiel X. Quelque soit a(0,1], on
a:

- (A+ B)* = A* + B*.

- (AA)* = NA“

A.3 Théoréme de décomposition de Zadeh

Soit A un ensemble flou, alors A = Uae(,1] A,

ou A représente 1’ a-coupe de A.

A.4 Intervalle flou

Définition 9 Un intervalle flou A est défini par une application pz : R — [0,1] semi-continue
supérieurement telle que ¥z € [z,y], pz(2) > min(u 7(x), uz7(y)), et 3z € R, pz(x) = 1.

L’a-coupe de A est A* = {u (x) > a} est donc un intervalle fermé [a,,, @a], €t ces intervalles sont
emboités : AY C A8 sia > 0.

A.4.1 Nombre flou

Un intervalle lou A dont I'ensemble {:U €ER/pz(r) = 1} est réduit & un point, est souvent appelé
nombre flou.
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Intervalle flou de type L-R

Un intervalle flou @ est dit de type L-R si sa sa fonction d’appartenance pg est définie par : (see [12])

1 pour x € [a,al,
pa(z) = ¢ L(57) forz <a,
R(%5*) forz >a.

ou L et R sont des fonctions de référence et les nombres réels strictement positifs «, et G, sont
respectivement I’écart & gauche et I’écart & droite.

On note a = (a,@, ¥4, fa) L—R-

Si de plus L(1) = R(1) = 0 alors suppa est borné.

Soit FIN(L, R) ’ensemble des intervalles de type L-R.

A.4.2 Opérations sur les intervalles flous de type L-R

Soient @ = (a,@, a, Ba)r—r et b= (b,,ap, By) LR

— Addition ~
a®b=(a+ba+ba,+w,But B)L-r
— Multiplication par un scalaire

_ | (A, @, Aag, A\Ba)L—r stA>0
AO (a,a,aq, ) —R = { (NG, Aa, ~M\Ba, — )it 5iA < 0.

- SousNtraction B B B
aob=a® (-b) = (a,a a4, Ba)L—Rr D (=b,=b, By, ) .—r = (@ — b,@ — b, g + By, fu + %) L—R

intervalle flou de type L-R au sens de Chanas

Chanas et col [7] considérent un intervalle flou @ de type L-R comme un cas particulier d’intervalle
aléatoire comme suit :

a=la— L YX)ag,a+R (X)B,). oit X est une variable aléatoire uniformément distribué sur (0, 1]
telle que pour chaque X = « on obtient a® = [a — L™ (a)ag, @ + R~ (a)B,] comme réalisation.
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A.5 Comparaison d’intervalles flous

A.5.1 Comparaison d’intervalles de nombres réels

Soient A = [a, @] et B = [b, b] deux intervalles de nombres réels.Donc a, @, b and b sont des nombres
réels tels que ¢ < @ and b < b.Pour ordonner A et B, nous avons quatre relations >;,7 = 1,2, 3,4,
definies dans [13] comme suit :

1. [a,a] >1 [b,b] & a>b(ie. Vr € A Yy € B, x> y)
2. [a,a@] >2 b,b] & a>b(ie Vo e A Jye B, z>y)
3. [a,a] >3 [b,b] & a>b(ie. Iz € A Vye B, x>y)
4. [a,a] >4 [b,b] & a>b (ie I(x,y) € AX B,z >1)

La relation >1 est la plus forte ,>,4 est la plus faible,>5 et >3 sont les intermédiaires.

A.5.2 Comparaison d’intervalles flous

Dubois et Prade [12] proposent de fuzzifier ces quatre relations d’ordre d’intervalles en utilisant le
pricipe d’extension

Possibilité, Necessité

Considérons deux intervalles flous @ et b dont les fonctions d’appartenance sont respectivement pg
et My -
Dans ce qui suit les abréviations pos and nec représentent respectivement possibilité et nécessité.

On définit 1a possibilité de a < b et la nécessité de @ < b comme suit :

Définition 10 [12/

1. pos(a < b) = sup(min(uz(x), p5(y)) ot x ety sont des nombres réels tels que v < y.

2. nmec(@<b)=1—pos(@>"b)=1-— sup(min(uz(z), p3(y)) ot x et y sont des nombres réels
ex
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3. neca(a §§) =inf {sup [maz(1 — pz(uv), pz(v))/u>v]}
4. poss(@ < b) = sup {inf [min(p;(u),1 — pz))/u<v]}

Proposition 7 [12]

o e~
S
)
)
nNo
Q

A.5.3 Indices de comparaison de quantitiés floues

Plusieurs chercheurs ont proposé des substituts scalaires pour comparer les quantités floues. c’est en
quelque sorte une substitution des nombres réels aux intervalles flous pour induire un ordre total.
Parmi eux, nous considérons les quatre indices suivants [42] :

Soient ay, as, ..., an des quantités floues et a 'a — coupe de a; définies par a¥ = {z/a;(z) > a} ou
a;(x) est la fonction d’appartenance de a; et avec af = infaf et af = supaf.

— Indices de Yager [44 48, 49| :

Ya(a;) fo Mdo ot M (af') est la valeur moyenne de aft
Si a; est convexe alors M(a$) = 1(a¢ +a?).

~ Indices de Campos et Munoz [5] :
CM7(a;) = ohgt(ai)()@? + (1= XNad)da ou A € [0,1].
1
3

Si a; est convexe alors Ya(a;) = CM{ (a;).

— indices de Liou et Wang [30] :
LWA(- = A P9 Y a)da + (1 - A) [19) 17 (@) da, avee A € [0, 1],
ol a;, 4 = 1,2,...,n sont des nombres flous continus,i;” Leg T ! sont les fonctions inverses des
fonctions respectlves l; et r; qui sont strictement monotones.
Si l; est strictement croissante et 7; est strictement décroissante, nous avons r; Ya) = a et
71 (@) = a&. Alors OM{(@;) = LWA(@;).

— Indices de Fortemps et Roubens|16] :

~ hgt(@i) 1 o | —a
FR(a;) = m 0 g4 )(gi +af)do

Remarque 8 [}2]

- Siay, ag, ...,an sont des nombres flous, alors pour les indices Ya et F R, nous remplagons hgt(a;)
1
par . Alors FR =Yy = CM}.

- Siay, az, ...,an sont des nombres flous continus avec l; un écart & gauche Strictement croissant

et 7; un écart a droite strictement décroissant, nous avons alors FR =Yy = C']W2 = LW2
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Le lecteur peut aisément vérifier la linéarité des indices de comparaison des quantités floues comme
suit :

Remarque 9 Soient ay, az, ..., a, des nombres flous, nous avons Vi,j € (1,2,...,n) :
- F(a; +aj) = F(a;) + F(a;).
- F(ya;) = ~vF(a;), v est un nombre réel,

1
ou F € {FR, Yo, CMIQ}, et F=LW73 side plus ai, as, ..., an sont continus.

A.5.4 Comparaison d’intervalles flous de type L-R

L’objectif est la comparaison d’intervalles flous de type L-R au sens de Chanas

Soient A et B deux intervalles de nombres réel , >;,i = 1,2,3,4 les quatre relations d’ordre des
intervalles et x;,7 = 1,2, 3,4 leurs respectives fonctions indicatrices définies comme suit :

1 siA>; B
xi(4, B) _{ 0 sinon }

Chanas et col |7] ont proposé une généralisation des relations >;,i¢ = 1,2, 3,4 aux intervalles flous
de type L-R , vus comme des intervalles aléatoires, par les relations floues suivantes (>;),k =
1,2,3,4,11,41 établies dans [7] et dont les fonctions d’appartenance u sont définies dans [7] comme
suit :

Soient @ = (a,a,d%,v*) € FN(L,R) et b = (b,b,6%,7") € FN(L, R) deux intervalles flous de type
L-R

wr: (FN(L,R))? = [0,1] ,k =1,2,3,4,11,41 :

Supposons que les intervalles flous sont de type L-R , tels que , a = (a,@,0%,v*) € FLr(R) et
b= (bb,0d, vb) € Frr(R). Les relations floues pour des intervalles aléatoires peuvent se présenter
dans le cas d’'indépendance comme suit :
L. (a,b) = Pla—L7H(€)5* > b+ R™1(&)")
2. pa(@,b) = Pla— L71(€)6" > b— L7(€)")
3. u3(@,b) = P(@+ R~ (" > b+ R (E))
4. pa(@b) = P@+ Ry > b—L7(€))
Chanas et al. considérent deux autres cas ou £ et ( sont des variables aléatoires indépendantes
uniformément distribuées sur U'intervalle [0, 1] :

1. (@) = P(a—L~1(€)5* > b+ R~(¢)?)
2. par(@,b) = P(@+ Ry > b— L71(£)6%).
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Lemme 3 Pour deuz intervalles flous quelconques de type L-R, nous avons les conditions sui-
vantes : py(a,b) >0=a>b et N
pour k € {4,4I'} ui(a,b) <1< b>a (ou par équivalence ug(a,b) =1 < b <a).

Proposition 8 Soient a et b deuz intervalles flous de type L-R .

£ p(@B) =1 - pa(5,a)
2. pi(a,b) < pi(a,b) < py(a,b), Vi € {2,3}

3. :ul(a7 b) >0= ,U4(Zia b) =1
Les fonctioons d’appartenance o, us et ug, k = 4,41 vérifient les propriétés suivantes :

Lemme 4 Soient d = (a,a,0%,v%) € FN(L,R) et b = (b,b,0°,4%) € FN(L,R) deuz inlervalles
flous de type L-R, les conditions suivantes sont satisfaites : [7]

~a—b—L7N(5)(8 = &) > 0 & pa(a,b) > 3,

- a— B+ R_l(%)(’ya - ’Yb) > 0= /13(6, b) > %v

— Pour k € {4,41} ux(a,b) <1< b>a (ou équivalent a pi(a,b) =1< b <a).
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Annexe B

Eléments de la théorie des probabilités

Nous rappelons dans cette annexe quelques notions de la théorie des probabilités utilisées dans la
suite de travail.

B.1 Notions d’espace mesurable

Soit 2 I'espace fondamental, il peut étre fini, infini, dénombrable ou non.

B.1.1 Tribus d’événements

Une famille F' de sous ensembles de €2 s’appelle tribu si :

- Q€eF,

-~ VA€ F= AcF, ou A désigne le complémentaire de A,

- VAeFVBeF— AUBEcF,

— quelque soit la suite (A,)necn d’éléments de F, on a |J,cn An € F.

B.1.2 Espace probabilisable

— Le couple (€2, F') ou ensemble fondamental et F' tribu s’appelle espace mesurable ou probabilisable.
— Tout élément de F' s’appelle événement.
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B.1.3 Espace probabilisé

Soit (€2, F') un espace probabilisable,

une probabilité P est une application de F' — [0, 1 telle que :

- P(Q) =1,

- P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB),

— P(U;er Ai) = 2 icr P((A;) ott les (A;)ier sont deux a deux disjoints et I dénombrable.
O, F, P) s’appelle espace probabilisé.

B.1.4 Tribu borélienne sur R

La Tribu borélienne Bp est engendrée par les intervalles |a, b], a,b € R.

B.1.5 Applications mesurables

Définition 11 Soient (2, F) et (E,T) deuz espaces probabilisables,
toute application X : Q — E est dite mesurable si VA € T = X 1(A) € F.

Proposition 9 Si f et g sont des applications mesurables ;
Alors les applications suivantes sont mesurables :

- f+y

- fg

- sup(f,g)
— ¢f avec ¢ constante réelle.

B.2 Variables aléatoires réelles

Définition 12 Une variable aléatoire réelle est une application mesurable X d’un espace probabilisé
(Q, F, P) dans R, Br),
c’est a dire B € B = X 1(B) € F.

On peut associer & ’événement B une probabilité par 'intermédiaire de X telle que P(X ~1(B)) =
Px(B).

La probabilité Px ainsi définie sur R, Bg) s’appelle loi de probabilité ou distribution de probabilité
de la variable aléatoire X.
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Remarque 10 En pratique, une variable aléatoire réelle est une application
X:Q—R

w— X(w)

Dans le cas ot :
— X prend un nombre fini ou dénombrable de valeurs , X est dite variable aléatoire discrete.

- X prend nimporte quelle valeur sur un intervalle de R , X est dite variable aléatoire continue.

B.2.1 Fonction de répartition

On appelle fonction de répartition F' de la variable aléatoire X, la fonction définie de 2 — [0, 1]
par F(t) = P(X <t).

B.2.2 Densité de probabilité

Soit F' une fonction de répartition de la variable aléatoire X.
Si F' admet une dérivée f sauf peut étre en un nombre fini de points, f s’appelle la densité de la
variable aléatoire X.

B.2.3 Espérance mathématique

On appelle espérance mathématique de la variable aléatoire X ,le nombre suivant s’il existe :
E(X) = [o(X(w)dP(w) ou [, désigne Vintégrale de Lesbegues-Stieljeis.

Propriétés de ’espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme 2 admettant une espérance, alors :
- EX+Y)=EX)+ E()

- F(aX)=aE(X), VYa€R

- Eb)=b YbeR

—si X >0alors E(X) >0
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B.2.4 Variance

On appelle variance de la variable aléatoire X le nombre réel suivant :
o3 (X) = [o(X(w) — B(X))?dP(w) = E(X — E(X))*.

Propriétés de la variance

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme ) admettant une espérance mathé-
matique, alors :

VIX4+Y)=V(X)+V(Y)si X et Y sont indépendantes

V(aX)=a?V(X), VYae€R

- V(X +b)=V(X) YbeR

- V(b)=0 VYbeR

-siV(X)=0«< X = E(X)

B.2.5 Ecart-type

Soit une variable aléatoire X admettant une variance V(X), on appelle écart-type de X, le réel :
o(X) = VV(X)

B.2.6 Covariance

On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y ,notée Cov(X,Y’), le nombre réel suivant :
Cov(X,Y)=E(XY)—-EX)E(Y)

Propriétés de la covariance

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme {2 admettant une espérance, alors :
- Cov(X,Y)=0si X et Y sont indépendantes
~ V(aX +bY) = a?V(X) +2abCov(X,Y) + b2V (Y)

B.2.7 Variables aléatoires normales

On dit qu'une variable aléatoire réelle X suit une loi normale d’espérance p et d’écart type o

strictement popsitif si elle a admet pour densité de probabilité la fonction p(z) = m}gef%(m;“)?
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Une telle variable aléatoire est alors dite gaussienne.
On note X < N(u,0?).

Remarque 11 Si y =0 et 0 =1 alors X est dite variable aléatoire normale centrée réduite. Donc

M)

elle admet pour fonction de densité p(x) = \/%e_?

B.2.8 Variable aléatoire normale centrée réduite
Fonction de répartition d’une variable aléatoire normale centrée réduite

Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite, i.e. X <— N(0,1), sa fonction de répartition

1‘2
est définie par ¢(x) = \/% [f e zdx

Propriétés de la fonction ¢

— ¢ est indéfiniment dérivable, et ¢ = %
— Elle est strictement croissante et limy_—,_oo@p(x) = 0 et limg_yoop(z) =1

- VreR,p(—x) =1—¢(x)

Remarque 12 Si X < N(u,0?) alors la variable aléatoire X* = XJ}“ — N(0,1).

Fractiles d’une variable aléatoire normale centrée réduite

Soit X une variable aléatoire normale centrée réduite, i.e. X — N(0,1).
On cherche en fonction d’une valeur o donnée, & déterminer le nombre u,, appelé fractile, tel que
Pw/X(w) <uq)=1-—a.
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Annexe C

Programmation linéaire multiobjectifs

Considérons le programme linéaire multiobjectifs suivant :

max(c1x, Cox, ..., CkT)
(PLmo) § 2oy iz <bji=1,..m
T > O,j = 1,...n

ou

On pose D = {a:j/zg-lzl aij)r; <bj,i=1,.m/x; >0,j=1, n} . Pour résoudre ce type de pro-
bléme, il n’existe généralement pas de solution qui optimise les objectifs simultanément. L’amélio-
ration de I'un se fait au détriment de 'autre.

Donc l'idéal c’est de trouver une solution de bon compromis entre les objectifs. C’est & dire qu’il
n’existe aucune autre solution admissible qui fournisse des valeurs au moins aussi bonne sur chaque
objectif et meilleur sur au moins 'un d’eux que cette derniére. C’est ce qu’on appelle solution efficace
ou pareto optimale définnie comme suit :

C.1 Solution efficace ou Pareto optimale

Définition 13 z* € D est une solution efficace ou paréto optimale pour (Ppyro) s’il n'existe pas
x € D tel que c;z* < ¢z, Vi € {1,2,...,k} et il nexiste pas au moins un j € {1,2,...,k} tel que
c;r* < ¢y

La détermination des solutions efficaces est la méthode la plus générale parmi les méthodes d’opti-
misation en programmation multiobjectifs.
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Pour obtenir les solutions efficaces en utilisant la programmation paramétrique, on utilise le théo-
réme suivant :

Théoréme 20 x* € D est une solution efficace ou pareto optimal pour (Pryro) si et seulement si
x* est optimale pour le probléme sutvant :

max Zle )\zC@.’L‘z
(PA) Z?:l Q5T j < bi,i = 1, ...m
z; >20,7=1,..n

ot X\ donné,\ € {)\ = (A, A2, ) ERFIO< N < 1, Zle Ai = 1}.

C.2 Fonctions scalarisantes

— La somme pondérée :
Sl(Z, )\) = Zle )\izi
— la distance pondérée de Tchebychev :
s2(z,\,Z) == max {\;i |z — Zi| /1 <i < k}.
— la distance pondérée augmentée de Tchebychev :
s3(2, A\, 2) == max {\;i |2 — Zi| /1 < i < k} 4+ p(F |2 — =)

C.2.1 Théorémes de caractérisation des solutions efficaces

Les résultats suivants nous permettent d’établir un lien entre la solution optimale de chacun des
programmes mathématiques dont 'objectif est respectivement si, so, s3 et la solution efficace de

(Pryo) -

Soit A = {)\,«/ Zle Aret A, >0,1r=1,2, ,kz} )

Théoréme 21 Soit le probléme paramétrique :
min s1(z(z), A)
(F1)
r €D

avec A € A
— Si w est solution optimale de (Py), = est solution efficace.

— St x est solution efficace et que Zp est un ensemble conveze, il existe A € A tel que x est solution
optimale de (P),.
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Théoréme 22

min sy (z(z), A, 2)
(P2)
xeD

Une solution z est une solution efficace si et seulement si x est solution optimale "unique’ du probléme
(Pyy.

Théoréme 23

avec A € A

— St x est solution optimale de (Pg), x est solution efficace.
- Si x est solution efficace, il existe A\ € A et p une valeur positive suffisamment petite telle que x
est solution optimale de (Ps3),.

C.3 Les principales méthodes de résolution

Les principales méthodes de résolution sont les méthodes interactives qui sont caractérisées par une
alternance de phases de calcul et la discussion avec le décideur qui, a chque fois est invité & apporter
une modification sur le ou les objectifs et la méthode "Goal programming" qui est fréquemment
utilisée et qui consite & minimiser les écarts entre les k fonctions objectifs et les buts choisis par le
décideur.

C.3.1 Les "Goal programming"

La technique consiste & ramener & un programme mathématique a objectif unique qui est construit
a partir des écarts entre les valeurs des fonctions objectifs et des valeurs souhaitées (Goals) par le
décideur. Pour chacune des k fonctions objectifs ¢, co, ..., ¢, le décideur choisit un but G; et une
meétrique M; de calcul de I'écart au but qui peut étre I'optimum de la fonction ¢;, et étre calculé
par un simplexe si ¢; est linéaire. Nous obtenons alors dans ce cas le probléme suivant :

min [z —Z||,

21 20,29 >0
ou z = (z1, 22, ..., 2 ) est le vecteur des fonctions objectifs. et z; = z;(x*), i = 1,2, ..., k est la valeur
optimale de la fonction objectif z;.
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1
Par ailleurs, nous avons ||z —Z||, = Zle(\zz —ZiP)p, 2 — Z; = e —e; tels que : si ef > 0 alors

e; = 0 et réciproquement si e; > 0 alors el =0.

i [
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