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Introduction

Plusieurs phénomeénes physiques sont modélisés par des problémes aux limites qui font
intervenir un ou plusieurs petits parameéres. Ce petit parameétre est souvent de nature
géométrique: structures minces, couches minces,...etc. C’est le cas par exemple des assem-
blages collés, la peinture recouvrant les avions militaires dans la furtivité radar...etc.

La résolution numérique de ce type de problémes via les méthodes numériques (élément finis)
peut-étre trés couteuse car la discrétisation de la solution nécessite un maillage trés fin du
domaine de la couche mince. L’alternative consiste alors a utiliser les méthodes asympto-
tiques afin de remplacer l'effet de la couche mince par des conditions aux limites approchées.
Plus précisément, il s’agit de chercher un probléme approché qui ne fait pas intervenir la
couche mince géométriquement mais qui rend compte de son effet.

Plusieurs auteurs se sont interessés a la modélisation des couches minces en physique, en
mécanique et principalement en électromagnétisme (voir par exemple [1], [2], [6]). Dans
ce travail, nous nous intéressons a une étude fait par K.Boutarene (voir article [3]), et qui
rentre dans le cadre cité plus haut.

Soit £ un ouvert borné de R? (p = 2 ou 3) composé de deux domaines Qf et Q5 séparés

par une troisiéme domaine (couche mince) , d’épaisseur trés petite (voire figure ci-dessous) :



Remerciements

Nous considérons le probléme de poisson posé sur ce domaine:

—div (aVus) = f  dans Q
u=20 sur oS}

Avec la méthode des dévelopements asymptotiques, nous dérivons un probléme de trans-

mission approché posé sur un domaine qui ne fait pas intervenir la couche mince:

— 0




Introduction

le probléme approché

[ _div (a‘Vué_’(ap)> = flo- dans Q~,
— div (a*Vu;“(ap)> = flo+ dans Q7
Uy = uzp? =0 [pl (1—a"a;') +p2 <of (at)™' — ofozgl)] (&Lugl’rap) sur T
a’@nu(s_‘ﬁp — a*@nugrli?p =0[p1 (as — ™) +p2 (a5 — a™)] AI‘UE"I?I) sur T,

L “;\’a(gp) =0 sur 09,

L’effet de la couche mince se traduit par les conditions de transmission approchées posées
sur l'interface I'. Cette interface peut étre choisie de sorte a garantir ’existence et 'unicité
de la solution.

Le plan de ce mémoire est comme suit: dans le chapitre 1, nous rappelons quelques ré-
sultats d’analyse fonctionnelle et de géométrie differentielle nécessaires pour la suite. Dans
le deuxiéme chapitre, nous introduisons le probléme de Poisson posé sur le domaine avec
couche mince et démontrons 'existence et 'unicité de la solution de la formulation varia-
tionnelle associée. Aprés une mise a échelle adéquate qui consiste a dilater la couche mince
dans la direction de la normale, nous construisons un développement asymptotique de la
solution et dérivons les conditions aux limites approchées qui modélisent 1’effet de la couche
mince.

Les résultats décrits dans ce mémoire sont ceux élaborés dans Particle [3]



Chapitre 1

Rappels

On rappelle dans ce chapitre quelques résultats d’analyse fonctionnelle et de géométrie

différentielle (cf.[[5], [7]]) qui seront utilisés par la suite.

1.1 Eléments d’analyse fonctionnelle

1.1.1 L’espace LP(2) (1 <p<+o0)
Soit 2 un ouvert borné de R".

Définition 1.1.1

a) On désigne par LP(Q)) l’espace des classes de fonctions définies et mesurables sur Q (pour
la mesure de Lebesque dx ) telles que:
/|f(x)]pdx < +o0.

Q

On munit LP(2) de la norme:

B =

1 Fllzegey = / F(@)Pda
Q

b) L>®(Q)) désigne l'espace des classes de fonctions f définies, mesurables et bornées

presque partout sur ) . On note:

|10 = sup ess|f(@)].

S



1.1. Eléments d’analyse fonctionnelle

Proposition 1.1.1 LP est un espace de Banach, séparable st 1 < p < 400 et réflexif si

1 <p<4o0.

Proposition 1.1.2 (Inégalité de Hoélder) Soient f € LP(Q) et g € L) avec: 1 < p < 400
1,1 _
Alors fg € L'(Q) et
| Vsslde < 1fluslglinc

1.1.2 L’espace de Soboleve W™P (Q)

Définition 1.1.2 soit Q) un ouvert borné de R™. Pour m € N et p > 1, on pose:
WP (Q) ={f € LP(Q); D°f € LP(Q), |a| < m}

WmP () est muni de la norme:

hSA

Ty / D fP

la|<m®q

sip =2, W™P(Q) est noté H™ (2). C’est un espace de hilbert pour le produit scalaire:

((fag))Hm(ﬂ) = Z (Dafa Dag)Lz(Q)

laf<m

Proposition 1.1.3 On suppose Q2 borné de classe C*. On a:

1
sip < n, W (Q) — L1(Q), Vg e [1,p* oo — =
p

=
|
S|

(Q
sip = n, W (Q) — L1(Q), Yq € [1,4+o0|
sip > n, W (Q) — C(Q)

avec 1mjections compactes.

En particulier, st n = 2, linjection
H' (Q) = LP()

est compacte Vp, 1 < p < 4o00.



1.1. Eléments d’analyse fonctionnelle

Proposition 1.1.4 On suppose n = 2. Soient s; > 0 et sy > 0. Alors si
r = min{sy, S, 51 + s2 — 2} >0,

Uapplication:

est continue.

Ce résultat joue un role primordial dans I’étude des produits de fonction dans les espaces

de sobolev, rencontrés souvent dans les problémes non linéaires.

1.1.3 Inégalité de Poincaré

Soit ) est un ouvert borné dans une direction, alors il existe une constante C' (dépendant

de Q et p) telle que :
HU’HLP(Q) S C||V'LLH(LP(Q))7: , Yu c Wol’p (Q) (1 S P < OO) . (111)

En particulier I'expression ||Vul|,rq))» est une norme sur Wy™ (Q) qui est équivalente
a la norme ||u||w1r(q). Sur Hy (Q2) Pexpression [, Vu.Vu est un produit scalaire qui induit

la norme ||Vul||(z2(q)» équivalente & la norme ||u||g:1.

Théoréme 1.1.1 (Trace) Soient Q@ C R"™ un ouvert borné régulier et s > % un réel.
L’opérateur

v H¥(Q)NC(Q) — L2(00N) qui associe & chaque fonction u € H(Q)NC(QY) sa restriction
a 99, se prolonge dans H'(Q) en un opérateur linéaire continue qu’on note ici encore

v: HYQ) — L2(09),et qui a pour image H*~2(8Q) et pour noyau HE(S).

1.1.4 Formule de Green

Théoréme 1.1.2 Soit Q un ouvert borné, régulier de classe C', siu et v sont des fonctions

de H* (Q), elles vérifient
/uj:: dr = —/vj; dx + /uvni ds

Q Q o2




1.2. Eléments de géométrie différentielle

oty n = (n;),<;< est la normale unité exterieur a 2.

Théoréme 1.1.3 Soit Q un ouvert borné, régqulier de classe C* :

siu€ H?(Q) etve H (Q), on a:

/Auv dr = —/VU.VU dx + /&ﬂw dx.
o0

Q Q
1.1.5 Théoréme de Lax-Milgram

Définition 1.1.3 On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est

(1) continue s’il existe une constante ¢ > 0 telle que
la(u,v)| < cl||lul|g.||v]|g  Yu,v € H,
(i7) coercive s’il existe une constante o > 0 telle que
a(v,v) > allv||lg  Yv € H.

Théoréme 1.1.4 (Lax-Milgram) Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive

sur un espace de Hilbert H, alorsV ¢ € H',3' v € H tel que:
a(u,v) = {p,v) Yv € H.
De plus, si a est symétrique, alors a est caractérisée par la propriété:

u€ H et %a(u,u) —(p,u) = {)Iélg{l{%a (v,v) = {p,v)}.

1.2 Eléments de géométrie différentielle

Nous intoduisons une surface I' plongée dans R3, et on considére une famille finie de cartes
{(Ui, ¢;)},c; recouvrant I', avec U; un ouvert de I' et qu'il existe I'; un ouvert de R? tel que
..y —=U;

(€1,€2) = m = ;(£1,62)

est un systéme de coordonnées locales sur I', nous définissons les vecteurs

Ta(m> — 8902(517 52)

afa , &= 172 ) vm = 901'(51752) S I



1.2. Eléments de géométrie différentielle

Les vecteurs 71(m) et T79(m) sont supposés linéairement indépendants en tout point m
de I', ce qui permet de définir le plan tangent en m a I' noté 7,,(I"). Nous définissons la

normale unitaire en chaque point m de I'" par

T1(m) A T2(m
) = P A
ol A et |.| sont respectivement le produit vectoriel et la norme euclidienne dans R3.
On définit le tenseur métrique ¢ de la surface I' associé au systeme de coordonnées locale
(Ui, ;) par:
tap(m) = T1(m).T2(m); 0, B = 1,2.

On note [t| le déterminant de ce tenseur.

L’élément d’aire est alors donné par
dl' = |71(m) A To(m)|d€,dEy = Vdet tde,dE,

Nous définissons I'opérateur de courbure de la surface I' au point m par

on
%Ta—g,@—1,2,

(6%
Notons par ¢y, ¢ ses valeurs propres, appelées courbures principales de I' au point m, et
on note par H et K la courbure moyenne et la courbure de Gauss de la surface I' au point

m respectivement, défnies par

1
H = 5(01 + CQ),
K = C1Co.

On désigne par II,, 'opérateur de projection orthogonale de R?® sur le plant tangent

T:»(T') en m & T, nous avons la décomposition suivante, pour tout vecteur w de R3,
w = wp + wyn (1.2.1)

ou wr = Il,,w et w,, = w.n sont la composante tangentielle et normale de vecteur w

respectivement.



Chapitre 2

Conditions de transmission
approchées pour un probléme de

Poisson

2.1 Position du probléme

On considére le probléme de Poisson posé sur un domaine (Q étant un ouvert borné de RN, N =2 ou 3)
t qui est ¢ de troi ~-domaines: t borné Q5 et QF <
et qui est composé de trois sous-domaines: un ouvert borné €5 et €2, separés par une

couche mince 2s. on note par I's ; la frontiere de 5 et par I's U0 celle de Qf (voire Figure.2.1).

Figure.2.1 — Un probleme de transmission.

10



2.1. Position du probléeme

Nous nous intéressons au probléme de Poisson suivant :

—div(aVus) = f  dans Q
u=>0 sur OS2

(2.1.1)

ou f € COO(Q) et a est une fonction réguliére constante par morceaux, donnée par :
at sixzeQf
Oé(.’L') = as  slx e Qs
a”  siz ey
Les trois constantes ag, ™ et o~ sont strictement positives telles que o™ < a5 < a”ou

a” <oz <at.

Formulation variationnelle

Dans ce qui suit, nous allons écrire le probléme aux limites (2.1.1) sous forme variationnelle
et démontrer I'existence et 'unicité de la solution.
En multipliant la premiére équation de (2.1.1) par une fonction test v € Hj () et en

intégrant par parties, (en appliquant la formule de Green), Le membre & gauche nous donne:

—/div (aVus)vdQ = /onU5Vde — /avVu(gnedQ

Q Q o9
= / aVusVudQ)
Q
= of/Vungé_ng + ag/Vuintygvint75d§25 + a+/Vu;v;dQ;
Q5 Qs Qf

S o= - _ cot + _ o _ , _
ou us; = Us|as et vy = Vja; i Us = Usiaf et vy = Vi s Wints = Us|0s et Vint,s = Vjq;-

le probléme (2.1.1) est équivalent au probléme variationnel :

Trouver us € H}(Q) tel que

(2.1.2)
Yo € HYQ), as(us,v) = I5(v),

avec

as(ugs,v) = a‘/Vu5Vv5dQ§ + ozg/Vuim,(;Vvim,ng(; + oz+/Vu§er5+dQ§+

Q5 s Q5

11



2.1. Position du probléeme

et

Théoréme 2.1.1
H}(Q). De plus, il

ls(v) = /fde.

si f € L*(Q), alors le probleme (2.1.2) admet une unique solution us €

existe une constante c, indépendante de §, telle que

l[us| [y < cllfllrz@)-

Preuve. La démonstration de ce théoréme est une application directe de théoreme de

Lax-Milgram, en effet:

1) La forme bilinéaire as (.,.) est continue: pour tous us,v appartenant a Hj (), nous

avons

|as(us,v)| <

IN

<

a‘/]Vungﬂng - ag/]Vumt’(;vat’(;]dQ(; - a+/]Vu§Vv§r]dQ}
Q5 Qs Q5
o [|Vug || 2 o) [IVUs 205y + @6l Vttine sl L2(05) [ VOintsl | 12(05)

+a IV |l 2o V05 2o

max{a~, & }H|us|| g @) ||v]| 51 @)

2) La forme bilinéaire as (., .) est coercive :

as(v,v)

— a_/|VU5_|2ng —I—a5/|VUm,¢,5|2dQ§ —|—a+/|Vv;|2de{
QF Qs Q5

> min{a™, o }|Vus| 2

D’aprés l'inégalité (1.1.1),

avec C' =

as(v,v) = C'|[vl[ o)

min{a",at}
14-C?

4) La forme linéaire [; (.) est continue: pour tout v € H}(Q), nous avons

ls()] < [|fv]dQ
/

< N Al 2@l vl a1 )

12



2.2. Probléme de transmission. Introduction d’une interface I’

Le théoréme de Lax-Milgram assure alors l’existence et 'unicité de la solution us du
prebléeme (2.1.2).

Pour démontrer ’estimation donnée par le théoréme ci-dessus et qui représente la conti-
nuité par rapport a la donnée f, nous exploitons la coercivité de la forme bilinéaire as (., .) .
En effet, nous avons:

C/Hul;H?—Il(Q) < as(us, us)
< |[f|z2e@lus| |1 ()
us|| a0y < &I fllz2@),
1

qui donne l'estimation énoncée, avec c = ;. =

2.2 Probléme de transmission. Introduction d’une in-

terface I

L’objectif principal de cette étude est la modélisation de l'effet de la couche mince sur le
multi-domaine (). Plus précisément, il s’agit d’identifier un modele approché qui ne fait
pas intervenir la couche mince 25 mais qui rend compte de son effet a travers de nouvelles
conditions de transmission approchées écrites sur une interface I', sui d’'un point de vue
géometrique, représente la "limite" de la couche €25 quand § tend vers 0.

Le choix de cette inerface peut étre varié. Seulement, dans le souci d’obtenir un prob-
leme approchée bien posé, nous définissons I' comme étant une surface paralléle & I's;
et I'so divisant 25 en deux couches minces ()5, et (5. d’épaisseurs respectives p;d et
P20 (p1 et po sont deux nombres réels strictement positifs vérifiant p; + po = 1) . Les nom-
bres p; et py seront fixés par la suite, de sorte & assurer le caractére bien posé du probléme

approché.

13



2.2. Probléme de transmission. Introduction d’une interface I’

Figure.2.2 — Le domaine

PO po

A

[

Figure 2.3 — La couche mince §

ainsi, nous définissons les restrections de us a ces differents sous-domaines comme suit

Ug sur {25
1
Ujys — SUT Qs 1
Us =
2
Ujnes  SUL Q5.9
+ +
[ U sur {25

14



2.3. Coordonnées locales

et nous obtenons le probléme équivalent:

—div (a*Vuf) = far  dans QF, (a.1)
—div (asVud,s) = fia,, dans Qs (a.2)
—div (asVui,s) = fia,, dans Qs (a.3)
—div (e Vu;) = fo;  dans Qy, (a.4)
\ u;m =0 dans 02, (a.5)

Les conditions de transmission sur les differentes interfaces sont données par:

( u?nt,zSIFa,z = U;‘FM sur I's o, (b.1)
ag(?néyzufnmrm = oﬁ@né’zugﬁrm sur I's o, (b.2)
uzlnt,(ﬂf = uzznt,(ﬂf sur F’ (b 3)
a(;@nullnmr = a58nu?nt75‘r sur I, (b.4)
Usirs = u%nmra’l sur T's 1, (b.5)

\ afﬁnmuaré’l = O‘5an5,1u}nt,6|1“5,1 sur I's 4 (b.6)

ou 0, désigne la dérivée normale.

2.3 Coordonnées locales

Dans ce qui suit, nous supposons que la surface I' est une varieté compacte de classe C*,
sans bord et plongée dans R3. En notant par n(m) la normale unitaire en m, on définit le

domaine s de la couche mince comme suit:
Q={zeR z=m+nn(m) ot —pd<n<pbdetmel}. (2.3.1)

la couche mince (25 étant séparée par I' en deux parties €251 et €252, nous définissons

Isp = (—p19,0) et I52 = (0,p20) et les applications

T x I 2 Q4
{(m>771) — x=m+nn(m).
et
T x I 23 Qs
{(mﬂh) — x = m + nyn(m).

Ces applications définisent un C*>°—difféomorphisme de variétés.

15



2.3. Coordonnées locales

Nous noterons par 7; (respectivement ) les images définies sur I'x 5 (respectivement I" x I o)
associeés a vy (respectivement vy) .

Il en résulte les formules de dérivation en cordonnées locales:

ov
a—é_i = Vvl.(l+n1§R)Ta;a:1,2,
0
a—ga = VUQ.(I—FT]Q‘SR)TQ;CK:LZ
et
0y
S O
8771 v1.1,
0o
— = Vus.
87]2 V2.1,

(&4,&5,m) étant le systéme de coordonneés locales et R I'opérateur de courbure introduit
au chapitre précédent.

Un simple calcul montre alors que:

o5

Vo, = (I+mR) Vo, + iy,
5771
%

V'UQ = ([ + 772%)71V1"'172 + ﬂn
a7]2

et que:

dQq1 = det(I + n,R)dldn,,
dQso = det(I + nyR)dldn,.

Toutes ces expressions permettent alors d’obtenir un probléme équivalent au probléme

de transmission, écrit en coordonneés locales (£;,&,,7) .

2.3.1 Changement d’échelle

Le probleme de tansmission que nous étudions n’est pas bien adapté a une analyse asymp-
totique par rapport au petit paramémtre §, car le domaine sur lequel il est posé dépend de
ce parametre. Il convient alors de faire un changement d’échelle afin de ramener le domaine
de la couche mince & un domaine fixe quand ¢ varie. Plus précisement, il s’agit de faire une

dilatation dans €25 d’un rapport % dans la direction de la normale.

16



2.3. Coordonnées locales

Nous introduisons alors les intrvalles I; =] — 1,0[ et Iy =]0, 1[ et considérons le change-
ment d’échelle suivant:

Dans €5 ;:

on définit un variable dilateé s; par:

Uit
81 = ﬁ»
et on consideére le C*°—difféomorphisme ®; donnée par:
{Ql —Tx I Q4
(m,s1) — x =m+ Ip1sin(m),

A toute fonction v; définie sur {25 ; on associe la fonction v définie sur Pouvert fixe Q!

par

vl(m, s1) = v1(®1(m, 51))

Apres ce changement d’echelle, le gradient se transforme:

ol
851

Vo, = (I + 5171813%)71V1“U[1} +prto! n.

et nous avons

ngJ = p15 det J(;’ldI‘dsl

ou

Jsa =1+ 0pisi R,

et vérifie

det J571 =1 + 2]?1815]’] + (p1515)2K.

De méme, nous avons la formule d’integration

/ulvldQ(;,l = pﬁ/umvm det J51dl'ds,.

Q51 ot

Dans (25 »:

De méme, dans €255, on définit la variable dilatateé

T2
So = —,
P20

17



2.4. Equation variationnelle mise a I’échelle

et on consideére le C*°—difféomorphisme ®, donnée par:
{92 =T x I, 32 Qs
(m, s2) = & = m + dpasan(m),
Nous associons a toute fonction vy définie sur {25 » la fonction v deéfinie sur Pouvert fixe
02 par:
vl (m, s55) = va(Po(m, s2))
De méme, nous avons les expressions suivantes pour le gradient, I’élément de volume et

la formule d’integration

Vg = (I + 0paseR) Vol + py e
dQ&Q = p2(5 det J&QdFdSQ

/uQvng(;,g = p2(5/u[2]v[2] det Js5 2dl'ds,.

Q5.2 02
2.4 Equation variationnelle mise a 1’échelle

Considérons I’équation suivante définie sur €24
—div (e Vins) = flos  dans Q.

En multipliant cette équation par une fonction test vy, € Hj (£2s), en utilisant les

conditions de transmission et en faisant une intégration par parties, il vient:

Asas,1 (uzlnw Uilnt) + Q5a5,2 (u?nh U?nt) + h5»1 (u5_7 Uilnt) - h572 (U;, Uzznt) - /f|Q<SUi7ItdQ(5 (241>
Q
ou

11 _ 1 1
as,1 (uinﬁvint) = / vuint,6vvintd95,1

Q5.1
2 2 _ 2 2
as,2 (uinwvint) = / vuint,évvintd95,2
Q5.2
- 1 o — -1
hé,l (U5 ﬂ%’m) = <O‘ ané,lué 7Uint>H—1/2(F571)><H1/2(F6,1)
+ .2 _ + + 2
h572 (u5 5 Umt) — <Oé an(;zuinté? vmt>H’1/2(F6,2)><H1/2(F5,2)
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2.5. Développement asymptotique

Notons que dans ’expression des formules ci-dessus, v}, et v2,, désignent les restrictions

int
de Vi & (251 et ()55 respectivement.
En utilisant les conditions de transmission et le changement en coordonnées locales et le

changement d’échelle définis dans les sections précedentes, I’équation (2.4.1) devient:
asal (b ob)) +asal (ullh, o) +R5 (g o) = (uf,of2) / Fios VintdDs (2.4.2)
ou
) — / T2 pul!) Vol det Jy ydTdsy + py o™ / 8,,ulVa,, !V det J; dTds,
o1
")

( 1]
znt7 znt
( BoeY) = / J53Vrul? Vol det Js 2dTdsy + py 16~ / Dy u@ 8,0 det J5 5dlds,
02

1 — —
[ ! (ué 7Umt> = <a a715,1u5|1“5’1 © (I)l(mv _1)7 Uz[n]t(m? _1)>

2 2
[] <u5> Vint = < +an5 2u6|I‘ O(DQ(m 1)7 z[n}t(m 1)>

H-1/2(Tx{-1})x HY/2(I'x{-1})

H=1/2(Tx{1})x H/2(T'x{1})

2.5 Développement asymptotique

Dans le but de dériver les conditions aux limites approchées qui modéliseront 1’effet de la
couche mince, nous utiliserons la méthode des développement asymptotiques.
Nous allons construire deux développements asymptotiques [5, 6]:
e Un développement asymptotique loin de la couche mince (champ lointain) qu’on
appelle aussi développement externe.
e Un développement asymptotique qui intervient au voisinage de la couch mince

(champ proche), qu’on appelle aussi développement interne.

2.5.1 Deéveloppement externe

Le développement asymptotique externe s’effectue au niveau des domaines exterieurs Qf et
(25 . Plus précisement, il s’agit de construire le développement asymptotique des restrictions

de us a QF et Q5 , de la forme:

us =uy +ouy + -,
2.5.1
{u;:ug—i-&tf—i-“-, ( )
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2.5. Développement asymptotique

ot les termes v (n € N) sont indépendants de §.

En injectant ces expressions dans les équations de notre probléme et en identifiant les

termes du méme ordre par raport a d, on aboutit au fait que les termes u> vérifient:
—div(atVul) = donfior  dans QF,
—div (e~ Vu, ) = donfio- dans Q7 (2.5.2)

Upjo = 0 sur 0§ ,

ol nous avons noté par dg,, le symbole de Kronecker et 2%, 2~ les domaines exterieurs

limites:

O = (lslir(l)Q; UQs2UTs,

QO = o\

2.5.2 Développement interne

Le développement interne correspond au développement de la solution au voisinage de la

couche mince, dans les deux parties Q! et Q? :

ugi]tﬁ = Ent ,0 + 5“531& 1t dans Qla (253)
uﬁ]t,é = Ent o™t 5“% L+, dans 2, (2.5.4)
les termes uﬁ,}t ., €t uﬁ]t .« (n € N) sont indépendants de 9.

En utilisant le développement de Taylor dans la variable normale, on obtient:

(Zé” ) o®(m,s) = Upyp + ) (“ir + slplanuar) + .-

n>0

U':zt,() + 5U’Lnt 1 + 52U'Lnt 2 + (2.5.5)

v

(Zénu:lr) o @2 (m7 82) = uar + 1) (ulﬁp + 82p28nuar> + .-

n>0

Uznt ,0 + 5Ui+t,1 + 52Uznt 2 + - (256>

n

De plus, les conditions de transmission s’écrivent:

2 2
u(J)FIF +6 <UT|1‘ - S2p28nua_|1“> += “En}t,o\@ﬂ - 5u£n]t,1|52=1 +oen (2.5.7)
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2.5. Développement asymptotique

- _ - 1
Ugp + 0 <U1|1“ + Slplanuou“) t-= uz[‘n]t,0|sl——1 + 6uznt Asi=—1 T (2.5.8)
Ainsi, de (b.3), (2.5.3) et (2.5.4) nous obtenons

(1] 2]
u; + 6umt ,1/s1=0 t-= uint,O\SQ =0 + 5umt ,11s2=0 +- (259>

int,0]s1=0

D’autre part, en insérant le développement externe (2.5.1) dans la premiére équation de

(2.5.2) et en utilisant la formule de Green, on obtient

/ fias s VeudQs2 = a™ / v (Z&m;) Vo2,,dQs

>0
Qs 2 Qs 2 n=

+ <O‘+an (Z(S”u:w) 7Uz'2nt|F>
n20 H=1/2(T)x H/2(T)

2 : n 2
- < n5 2 < 5 ’leF(; 2> ) Uznt|f‘52> ?
nz0 H=1/2(T55)x H'/2(T5 5)

En utilisant le changement d’échelle sy = 1,/9, il vient

/fQJ,zvizntdQ&Q :/O'/+an (Z&" :F) Ent(m 0)dF+C¥+ 3 <Z5n int,n> mt)

Qs 2 r n20 n>0

- <O‘+an5,2 (Zén :zr|l“ > o (I)2(m 1)7 z[i}t

n>0

(m 1)> (2.5.10)
H-1/2(Tx{1})x HY/2(I'x{1})

De méme, en insérant le développement externe (2.5.1) dans la premiére équation de

(2.5.2) et en utilisant le changement d’échelle s; = 1, /J, on obtient:

/flﬂa 2UmtdQ5 1= =a a (Zé‘n mt n’ mt) / <Z§n |1"> Umt m, O)dr

Q51 n>0 n>0

+< N51 (Zén n|F5 > Oq)2(m7_1)7vz[:jt m

( —1)> (2.5.11)
n=0 H-1/2(T'x{—1})x HL/2(I'x{—1})

Reportant les expressions (2.5.1),(2.5.3) et (2.5.4) dans (2.4.2) et utilisant (2.5.5)-(2.5.6)
et (2.5.10)-(2.5.11), nous obtenons

/ (Zén n| > z[n]t TTL O)dr_aiagl <25n nt,n’ znt)

T n>0 n>0
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2.5. Développement asymptotique

DS

B=1

a65a vl (Zén zntn’ z[g]t)] + [2 <Z5n nt,n’ fmt)

n>0 n>0

/ (Z(Sn n|F> Vint m 0>dr = 0. (2.5.12)

T n>0

Afin de déterminer les termes du développement asymptotique, on développe d’abord
les formes bilinéaires agl] (.,.) et a[ ](., .) en puissances de §. Pour ce faire, nous avons besoin

des développements de J g L et J 5_, 5 qui s’écrivent:

J5_’12 = I— 281]71(5?]% +3 (81]?15%)2 +--4+n (—Slpldgﬁ)nil + (—31]715%)” [nngl + J(;_’12:| ,
J(;ZQ = [— 282]725% +3 (82p25§R)2 +---+n (—Sgpgé%)nil + (—Sgpgaé}%)n [’I’LJ(;_’% + JJ_’QQ} s

la forme bilinéaire agﬁ }(., .) admet le développement suivant :

agl]("') = 5 ? [12+5 1 < > + > 5 [111+ 6n ! [1 11+5n ( §(2"5’13)

al(,) = 6 za[[)22 +07 2 + <a[22}2 + ag 2) + 5a " g+ " (0425,14)
ou les formes bilinéaires aL}l( ) et am( .) sont indépendantes de ¢ et sont données par

ag’]z(u[l], o) = /pllaslum O, v dldsy,
0l
GE]2(UD]7 o) = /pflasgup] O, v dldss,

Q2

R L
0l

QQ

a[Q{]Q(U[l]yv[l}) - /plK5%651u[1]aslv[1]drdsl’

Ql

ash(ul? Py = /leé‘za u?0,,vPldl ds,,

Q2
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2.5. Développement asymptotique

agl,]l(um’v[l]) = /eru[”.va[”dFdsl,
Ql
a2 (u? o) = / poVrul? Vv dTds,,

QQ

a[ﬁ]l(um,vm) = /Qp%sl(H[ — R)Vprull. Votdlds,

Ql
apy (P, 0 = / sy (HI — R)Vrul? Vvl dDds,,
02

aby (ul o) = / PH(KT — AHR + 3%2)s2Vrull Vrolldlds,
Ql
asy (ul, o) = / PH(KT — AHR + 3R2)s2Vrul? Vroldlds,,

Q2

ag],l’l(u[l],vm) = /p’lZ [(n —2)KR"? — (n — 1)2HR" 2 + n?]?”_l} (—sl)n_l Viul Veolldds,, n > 3,

Ql
af]_l’l(um,vp]) = /pg [(n —2)KR"? — (n — 1)2HR" 2 + n%”_l} (—Sg)nil Viuld Vol dhdsy, n > 3.
QQ

Les formes bilinéaires rm(é ;.,.) et 7"([52}(5; .,.) sont les restes du développements (2.5.13)

et (2.5.14) et sont donnée par

7“([;1} (6;ult) oty = / (Bus +2HB, 15+ KB, _95) st Vrul. Vrollldlds,,
o
avec
B.. — { (—R)" (nJ51 + J57) sin>0
" J5_,12 sinon
B, — { (—R)" (nJ5y + J;53) sin>0
" J’Q2 sinon
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2.5. Développement asymptotique

De (2.5.13), (2.5.14) et (2.5.12), on obtient, par identification des termes de méme puis-

sance en 0, une hiérarchie d’équations:

1 1 2 2
a’(['),]Q(a5u£n]t 0o @& Umt 0 zn}t) + CL[ } (Oégu,En]t 0 +Uznt 0’ znt) 0 (2515)
1 1 — 1
a[l ]2(a5u£n]t 0~ @ Upo njt) + a[ } (O‘5U£n]t 1~ Upess z[n]t)

(@ — o Uik o, viny) + aga(osuiny y — Uy v0)

wnt,0 znt wnt,1? mt

ot / Dutip0?)(m, 0)dT — o / Ouugroll,(m, 0)dT, (2.5.16)

Vol e HY (15 L2(D)) et 02, € H' (Io; LA(T)) telle que vl (., 0) = /2 (.,0), et

int int

1 _ 1 _ 1
a([),]2(045u£n]t o — & Upy 2 zn]t) + a[ : (a5u£n]t 1@ Umt 1 1[n}t)

+ (a[2]2 + a[ ! ) (055“1[;]1: 0o~ Uintos Ugjt)

2 2 2
+a’£),]2(a5uz['n]t,2 - Oé+UzJ7rzt 2 m]t) + a[l ]2(O‘6u£n]t L —a Uy, z[n]t)
+ (a[212 + a[ ]> <a5u£rL]t,0 - O‘JrUerrLt 0 gﬁ)
= a*/ﬁnuﬁrvﬁ}t(m, 0)dl" — a‘/@nufrv%(m, 0)dr, (2.5.17)
1 _ 1 1 1 _ 1
a([) ]2(a5u£73t ,n+1 - Uznt n+1» z[n}t> + CL[ ] (a u£n1t n -« Umt n’ z[n]t)
—I—a[ ] (a5u2[71]tn 1@ Uz:Ltn 1 1[713::) + a[l} (aduﬁ[/}l]tn 17 Uit ,U’L[’}L]t)
1 1 1 S 1
+a[1 ]1(a5uz[7’b]tn 2 — & Ufmtn 2 z[n}t) + CL[ : (a5u£71]tn 3~ & int,n—37 Uz[n]t)

§ : — 1] (1] 2] +77+ 2]
+ al 1,1 Oééuzntn l - Uzntn I3 'mt) +a0 2(a5u1ntn+1 -« Ulnthrl? znt)

)

2 2 2 2 2
+a[1]2(a5u£n}tn +Uz—1i_1tn7 1nt) + a’[ : (O{ ugn]tn 1 O'/+Uz—;tn 17vz[n]t)
2 2 2 2 2
—I—(I[ ] (a5u2[71]tn 1 Oﬁ_Uz—;tn 1 z[n}t) + CL[ : (CY u£7l]tn 2 +Uzntn 2 7,[71,]15)
- 2
—|—a[ } (a5u£rL]tn 3~ +UerrLtn 3 mt +Zal 1 a5u£n}tn ! O‘JrUmt,n—lvUz[n]t)
1=4
=« /0nu |vat m,0)dl’ — « /8 u |szyt(m 0)dl’,n > 4, (2.5.18)

voll e HY (D x 1) et 02, € HY(I' x 1) telle que v%,(.,0) = v,(., 0).

int znt
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2.5. Développement asymptotique

2.5.3 Calcul des premiers termes du développement asympto-

tique

Afin d’identifier les premiers termes du développement asymptotique, nous introduisons le

théoréme ci-desous:

Théoréme 2.5.1 si F~ € L?(Q7), F* € L?(Q%), h € HY*(T') et ¢ € HY2(T"), alors le

probléme

([ —div(aVU") = F- dans O,
—div (atVU") = FT dans QF,
U|1? — qu =h sur T, (2.5.19)
a”0,Up — oﬁ@nUﬁS = sur I,

\ U‘gﬂ =0 sur OS2,

admet une solution unique (U~,U") dans H' (Q7) x H' (7). De plus, pour tout kg
dans N tel que F~ € H*=2(Q~), Ft € H»2(Q%), h € H=Y2(T), ¢ € H3/2(T) et
[ U9 est Cro-continue. si (U~,U") € H'(Q7) x H' (1) est solution de (2.5.19). Alors

pour tout entier strictement positif k < kg, il existe une constante ¢, telle que

10 iy HITH sy < i (IF asoziany + 1 Loz + [llsa-svaqey + 11 ito-srary)
(2.5.20)

Preuve. [4]Considérons une fonction V'~ définie sur 'ouvert Q~ et vérifiant le probleme:
—div(a~VV7) =0 dans 7,

(2.5.21)

Vir = h sur I'.

Il s’agit d’un probléme de Dirichlet non homogéne.

Si h € H'/?(T), il existe un relévement de h que I'on notera Rh qui appartient & I’espace

fonctionnel H! (Q27) et tel que:
Rhipr =h
Poson V;, =V~ — Rh, V), vérifie le probléme

—div(a~VV,) =div(a”V (Rh)) dans Q
Vi, =0 sur I'
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2.5. Développement asymptotique

qui n’est rien d’autre que le probléme de Dirichlet homogene (2.1.1), avec f = div (o~ V (Rh)) .
Le théoréme 2.1.1 assure alors Pexistence et 'unicité de la solution V}, dans H' (7). Par

conséquent, V'~ existe et est unique. De plus, en se referant a I’estimation donnée par le

théoréme 2.1.1, nous obtenons
Vil oy < ellflle2e-)
< c||Rh|[ -y < cllhl] gz
et comme V'~ =V}, + Rh, alors on déduit
V- < cllhll ey
posons maintenant:
U =U -V~ (2.5.22)

en remplacant U~ par U~ + V= dans le probléeme (2.5.19), on obtient:

[ _ div (a‘Vﬁ_) =F- dans 2,
—div(a"VUT) = F* dans Q1
U\l: - Uﬁi =0 sur T,
oz_anf]‘; — a+8nUﬁ§ =(— a‘@nVE sur I,

| Ung =0 sur 0,

La formulation variationnelle associée a ce probléme s’écrit:

t U e Hj(Q), Yv e Hj(Q),
rouver 0(9), Vv o(2) (2.5.23)
a(U,v) = 1(v),

a(u,v) = a_/Vu|Q.Vv|QdQ_ + a+/Vu|Q+.VU|Q+dQ+,
Q- ot
et

—_— - - + + - a -
I(v) = /F vjo-dS +/F Vi rd§YT + <C a anWF’UF>H—1/2(F)><H1/2(F)‘
Q- aQt

Nous avons déja démontré la continuité et la coercivité de la forme bilinéaire a(.,.)

(voir la preuve du théoréme 2.1.1). Nous allons maintenant montrer la continuité de la

forme [(.).
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2.5. Développement asymptotique

Nous avons

[w)] < / |[F v | dQ_+/|F+UQ+|dQ++)<<’UF>H1/2(F)><H1/2(F)‘+ <O‘_anV\E>U\F>
O+

Q-

Gréce a I'inégalité de Cauchy-shwartz et a la continuité des opérateurs trace, on obtient

O < I1F e + IF sy + el + o~ [V

HH1/2(F):| ol

D’ou la continuité de [(.).

Le théoréme de Lax-Milgram asure alors lexistence et 1'unicité de (U~,U™).

D’autre part, la coercivité de la forme a(.,.) permet de déduire 1’estimation annoncée le
théoréme.

La régularité de la solution se démontre par recurrence par rapport a kg et en utilisant
une partition de 'unité de 'ouvert 2. m

Pour identifier les problémes résolus par les premiers termes du développement asymp-

totique, nous utiliserons le lemme technique énoncé ci-dessous:

Lemme 2.5.1 soient ¢, ¢ dans L*(T), 0, 6% dans L*(QY) et L*(Q?) respectivement
et k1, k2l dans L2(Q',C3) et L*(Q?,C3). on suppose que les applications s; — kM (., s;)
(resp, 59 — kI (.,82)) définie presque partout dans |0, 1] sont a valeurs dans l'espace des
champs de vecteurs tangents o I'. On suppose aussi que divp kY € L2(QY) et que divy kP! €

L*(Q?). Alors, la solution des équations variationnelles:

LWyl = / Yo, vMdTds, + / (k[”.vpv[” +e“1vm) dT'ds,

ol Ol

+/q[” (m)o™ (m, (=1)') dr = 0;volh € H*(Q"), 4! (m,0) =0,
r
et

L2y = / hPla, v dlds, + / (km.vpvm +9[%m> dT'ds,

02 Q2

+ / ¢P (m)ol (m, 1) dl = 0; Vol € H'(0?), 4P (m,0) =0,

T
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2.5. Développement asymptotique

sont donnée par:

s1

h(m,s1) = q¥(m)+ / (divrk[”—e[”) (m, A)d),
—1
1

h(m,s5) = —q@(m)+ / (divF . 9[2]) (m, \)d),
De plus, si v!Y(m, 0) 7£ 0 et vP(m,0) # 0, alors:

LUyl = Y +/ d1Vp H) (m, s1)dsy | v!(m, 0)d.

LR = / 2lm / d1V kL —9[2]> (m, s5)dss | v (m, 0)dT.
T

0

Identification des termes d’ordre 0

Considérons 'équation variationnelle (2.5.15) et choisissons la fonction test vz[i]t = 0. Ceci
[2]

annulle la partie ag5 (., .) de cette équation et on obtient:

wnt,0? znt

o (aunlly — 0~ Uz oly) =0

On applique alors le Lemme (2.5.1), en considérant ’équation variationnelle LMot avec:

it = pfloc(;@sluz[gto —a 051U 0 = pl’la(;@slugl]w
=0
ot = 0
q[ll - 0
Ceci donne alors Al = 0, ce qui implique &Slu[n] o = 0. La fonction ug}w est alors

(1]

indépendante de la variable s; (umt

o est constante par rapport a sl> . En utilisant les con-

dition de transmission, on déduit que:
ull o (m, 1) = gy (2.5.24)

De méme, en considérant toujours I’équation (2.5.15) et en choisissant cette fois-ci la
(1]

e = 0, on obtient:

fonction v

2 2
[ }2<a5u£n}t 0 aJrUzJ’rrLt 0’ zn]t) = 0.
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2.5. Développement asymptotique

En appliquant le lemme (2.5.1) avec:

WP = pytasdssugt g — @ 9s:Usn o = py gDy
2=
2l — o
q[2] = 0

on obtient h?) = 0, ce qui implique ngugt’o =0.
Les condition de transmission montre alors que:

Ul (M, 52) = . (2.5.25)

Mais comme sur I', on a:

ul?l =l (2.5.26)

int int
alors on déduit de (2.5.24), (2.5.25) et (2.5.26) la premiére condition de transmission:
uar = Ugp (2.5.27)

par alleur, I'utilisation du lemme (2.5.1) permet aussi d’identifier la condition de trans-

mission portant sur les dérivées normales. En effet son application nous donne:

o Ougp = pl_loz(;@slugjm (2.5.28)
a+8nuap = pgloz(g@sgugjt,l (2.5.29)

et comme :

a_/anuafvz[}l]t(ma O)dr = Oé+/anugfvz[721}t(m7 O)dF
r r

- dans H' (1) et tout v2, dans

et vl (m,0) = v, (m,0) (transmission) pour tout Vi i

int int
H'(Q?), alors
a” Onugp = a Opug p. (2.5.30)
En tenant compte des résultas précédents , et en posant u,, = u,,, six € Q~ et u, = u,
sizx € Q7F, et en utilisant le théoréme précédent, on déduit que ug est 'unique solution du
probléme
—div (agVug) = f  dans Q
uglpn = 0 dans 0f) .

olag=a siz€Q etay=atsizecOr
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2.5. Développement asymptotique

Termes d’ordre 1

Les termes intérieurs d’ordre 1 s’obtiennent en intégrant les relation (2.5.28) et (2.5.29) par

rapport a s. Ainsi, nous avons:

Uy (m,51) = ublyy(m,—1) + (s1 + Dpra”a; Ongy

Uyp +P1 [(s14+ Da oy —1] Ontigp, V(m,s1) € O,
et
[2] _ 2] 1 -1 + *18 +
“int,1<m> Sg) = Umt,l(m7 ) + (52 P20 g nlop

ufip +p2 [(51 — Datag! + 1] Guugp, V(m, s2) € 97,
L’identification des termes d’ordre 1 dans (2.5.9) donne alors:
upr —ufp = (1= a"a5") uugr +p2 (1 —atazt) duugy. (2.5.31)

par ailleur, on choisit vz[n] 0 dans (2.5.17) il vient

a([)]z (O‘5u£7z]t o = Upppos z[:z]t) + a[l] (056“51]15,0 —a U0 1[711]t> =0
L’application du Lemme (2.5.1) avec

pltl = p—@sluzgm — —881 it = p—éﬁslu%m — ()z_(?nul_IF — slpla_ﬁflug‘p
1 1

KU = p v <a5u£n]t0 a Umt0> =p1 (s —a”) Vg, o =0, ¢ =o.

[1]

as — _ —n2 —
E@slumm(m, s1) — a” Qpuyr — sip1a g

= —(s1+1)p1 (s —a7) Artgp.

De plus, pour toute fonction v!", dans H 1(Q1) nous avons

mt
[ ] (O‘5“£n]t 2 = @ Ujppos Uz[}l]t) + ag,]l (aéuggt,o —a Ui Uz[:z]t)
— —/p1 (s —a™) Apuo‘rvz[n]t(m 0)dr.

T
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2.6. Conditions de transmission approchées

et de la méme maniére:

2 2 [2 2 2 2
a([),}2 (a5u£n]t2 +U;ut 25 zn]t> + a([)]l (aéugn]to +U;¢§t07 z[n]t)
= —/p2 (a5 —a™) Apuo‘rvz[i]t(m 0)dr.
T

Pour tout v/”, dans H' (22). Ceci donne alors

a” o, nlUyp — & "0 u1|r D1 (045 - Of—) AFU(;W + D2 (045 - CV+) Aruap (2.5.32)

Rassemblant tous ces résultats et en utilisant le théoréme (2.5.1), nous déduisons que

est I'unique solution du probleme

e

—div (a‘Vuf) 0 dans €2~
—div (a"Vui) =0 dans QF
“Ir\asz =0 sur 0f)
Uy — Uﬁr = <1 — ) Onigp + P2 <1 :) anuar sur T
O‘_a"uir - Oﬁanuﬁp =p; (a5 —a™) A[‘U()'F + p2 (a5 — a™) Apuarlr sur I

\
Remarque 2.5.1 ] résulte de (2.5.25), (2.5.26), (2.5.27) et (2.5.30) que les conditions de

transmaission sur I' s’écrivent:

- a” o o .
Uyp — Ujp = |:p1 (1 - @5) + P2 (oﬁ %)} gy,

a” Opuyp — oﬁanuflr = [p(as—a™) +ps (s —a')] Artigp.

2.6 Conditions de transmission approchées

Pour déterminer un modéle approché qui rend compte de I'ffet de la couche mince, nous
tronquons la série donnant le développement asymptotique de la solution & un ordre donné.
Les conditions de transmission ainsi obtenues sur I' fourniront les conditions approchées

recherchées.

2.6.1 Condition de transmission d’ordre 0

On garde un seul terme dans le développement asymptotique:
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2.6. Conditions de transmission approchées

+ +0) _  +
Uy~ ug = Ug
. ~ 0
Uint,s = ufmt’(s = Uint,0

En exploitant les problémes résolus par ces differents
approché d’ordre 0
( (oI @) —

—div (o™ Vu, = flo-
— div (oﬁVu;’(O)) = fla+

=) _  +,(1)
- —(0) _ +,(1)
Q anua\r = oﬁ@nuﬁ‘r

+,(0) _
[ Usipo =0

termes, on déduit le probleme

dans 27,
dans QF,
sur I,

sur I,

sur 0f),

Remarque 2.6.1 Le probléme approché d’ordre O ci-dessus ne rend pas compte de [’effet de

la couche mince. Il s’agit d’un probléme de transmission entre Q= et QT qui correspond au

modéle limite (quand 6 — 0). Pour obtenir un modéle approché qui rend compte de l’effet

de Qs, on pausse le développent a ’ordre 1.

2.6.2 Condition de transmission d’ordre 1

Nous tronquons les séries définissant les développements asymptotiques de la solution con-

servant les deux premiers termes:

ug’(l) =uy + ouj

+ o~ 01+ +
ug > ug =ug + oy

dans

dans Qf

~ o(01)
Uint,s = uint,é = Uint,0 + (5Umt71 dans Qg
ou
(1) . W (Y _ L@ _ L
Wint 5|05 1 (x) = uint,é(x) = uint,(S(m? ds1) = WUint,s (m, 51)

Ve

~—

®1 (m7 S1) € 95,17
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2.6. Conditions de transmission approchées

1 2,(1 2,(1
U g5 (©) = U (@) = i3 (m, 0sa) = b (m, 52)
+
= ugp +0 | ujp + po {(52 — 1) o + 1] anuar> :
Ve = &, (m, 52) < 9572, (262)

En exploitant les problemes résolus par les termes d’ordre 1, on obtient:

[ _div <a—vu;‘”) = fo- dans -,
~div <a+Vu+’(1)> = ﬁQ+ dams O
“gfr(l) “5|r =0A ( ) — 0% sur T, (2.6.3)
o g = @Ol = 8 (u; V) — %y swr,
[ w0 =0 sur 99,
avec
Aw = [p(=aa?) 4 (0 () a5 )] (Ouur)
B(u) = [p(as—a) +p2(as—at)] Arypr,
6 = o) om0 @) o) (o).
ps = [pi(as—a7) +p(as —a®)] Aruyp.
Le probléme ainsi obtenu suggere I'idée de négliger les termes en 6% et de définir (u; 7, uf ")

solution du probléme (2.6.3) avec p; = 0 et {5 = 0.

( —(ap)
—div <oFVu5’ p) = flo- dans 27,
—div <a+Vu;“(“p)) = fio+ dans Q7
um‘fp - u;“u?p =9 [p1 (1—a a;') +pe <0f (at)™' — a*a(;l)] (&lué_ﬁ?p) sur I,
@ Opugi? — at O uli? = 8 [pr (a5 — a”) + pa (5 — )] Arug? sur T,
L ;57;9(31)) =0 sur 0f),
(2.6.4)

Remarque 2.6.2 Le probléme approché d’ordre 1 (2.6.4) rend compte de Ueffet de la couche
mince a travers les nouveaux termes apparus dans les membres de droite des conditions de

transmission approchées sur I
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2.6. Conditions de transmission approchées

2.6.3 Remarques sur la convergence, ’existence et unicité de la

solution du probléme approché

e Dans la section (3.5), nous avons determiné les problémes résolus par les deux premiers
termes des développements asymptotiques internes et externes. En supposant que le second
terme f est de classe C'*°, nous pouvons déterminer d’une maniére récurrente tous les termes
des développement asymptotique (2.5.1), (2.5.3) et (2.5.4), jusqu’a l'ordre n, ou n € N.

En posant:

n
5 =N, uf Zauﬁ et ul"), Za Uint 5,
j=0

Nous pouvons déterminer une estimation d’erreur qui permettra de justifier les développe-

ments asymptotiques ainsi construits. Cette estimation s’écrit:

- —(n) 1/2 (n) + +,(n) n+1
H% — ug . +9 Uint,§ = Uing s Uy — ug s <o
HY(Q5) H(Q5) HY(Qf)
e En définissant ug” sur Pouvert € par:
—,ap -
Ug dans €2y,
a
us” = ui®  dans Qf,

ap
Uiy 5 dans s,

ou

1 1],
u??ft,(ﬂﬂgJ (CL’) = uzn(ilfpé(a:) - ugn}t(gp(mJ Sl)

= u5|rp + 5M [(51 +1) 3 ] 19) Ui P oNr =@ (m,s1) € Qs1,

as(at—a~)

2 2
U, 510, () = Upit(x) = uis? (m, )

_ uéle + 5@5—0‘) [(52 —1) % + 1] anu(;‘rpa Vo = Oy (m, s2) € Qs2,

as(at—a~)

nous pouvons justifier 'erreur d’approximation suivante entre la solution exacte et la

solution approchée:

2
s = w5 Il o) + 07D |
B=1

B,ap
int,0

s = o < 8

Hl(Q(;,B)

e Nous avons dérivé dans la section précédente un modeéle approché d’ordre 1 qui rend
compte de l'effet de la couche mince {25. L’existence et 'unicité de la solution de ce prob-

léeme ne peut étre démontrée en utilisant la théorie de Lax-Milgram car la forme bilinéaire
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2.6. Conditions de transmission approchées

correspondante n’est pas coercive. L’alternative consiste alors a utiliser la théorie des opéra-
teurs pseudo-differentiels. celle-ci ne peut s’appliquer que si 'opérateur correspondant est
auto-adjoint. Pour y remédier, il faut que le saut de la solution a travers I' soit nul.

Il suffit alors d’écrire:
p(L—a"a;') +ps (oz_ (oz+)_1 - ofa5_1> =0.

ce qui donne

En d’autres termes, l’existence et 'unicité de la solution du probléme approché (2.6.4) ,

dépend de la position de 'interface I'.

35



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons montré comment utiliser les méthodes asymptotiques pour
modéliser 'effet d’une couche mince sur la solution d’un probléme de transmission. Nous
avons approché un probléme posé sur un domaine comportant une inclusion mince par un
autre probléme qui rend compte de son effet par des conditions de transmission approchées
sur une interface I'. Cette étude peut se généraliser a d’autres problémes issus de la physique

ou de la mécanique tels que les équations d’élasticité ou des plaques.
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