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Résumé



Introduction générale

A Theure ou la concurrence est rude sur les marchés il devient important que toute
firme ou entreprise s’arme de bons outils que ce soit en logistique, technologie, savoir-faire ou
en ressources humaines. Les méthodes et les techniques utilisées dans les industries dans la
production (que ce soit en secteur primaire ou secondaire) sophistiquées et a jour leurs per-
mettent d’avoir des positions confortables sur le marché de sorte qu’elles assurent ainsi une

bonne rentabilité, de meilleurs bénéfices, la pérennité et aussi le développement et I’expansion.

Les méthodes applicables dans le cadre industriel sont entre-autres des techniques d’op-
timisation en mathématiques; grace a des modeles et techniques de résolution, les industries
se penchent beaucoup plus sur la précision et 'efficacité; chose qu’offre bien I'outil mathé-

matique.

Dans notre cas, un probleme d’optimisation d'une chaine de production au sein de
I’ENIEM est posé; celui d’améliorer le processus de production de certaines pieces impor-
tantes ; garantissant donc une flexibilité dans la production de sorte a s’adapter aux aléas des

marchés de vente, ce qui favorisera la position de ’entreprise sur les marchés des cuisinieres.

Les concepts techniques qui seront abordés au cours de ce mémoire seront : La pro-
grammation linéaire ainsi que de différentes manieres de résoudre des problemes linéaires
telles que la méthode Graphique, la méthode du Simplexe et la méthode Duale du Simplexe.
Le probleme du Sac a Dos qui est un probleme d’optimisation combinatoire modélisant un
probléme de maniere analogue a un remplissage de sac a dos nous fournira un moyen de
modéliser notre probleme de production de maniere précise et conforme ce qui nous permet-
tra d’avoir des solutions qui sont en adéquation avec le probleme posé et donc de résoudre
définitivement le probléeme. Nous auront aussi recours a l'une des méthodes de résolution des
probléemes d’optimisation combinatoire qui est Branch and Bound (séparation et évaluation)

qui nous fournira une solution entieére qu’on pourra appliquer par la suite.



Notre mémoire est composé de 4 chapitres :

— Dans le premier chapitre nous avons présenté ’'organisme d’accueil ainsi que la problé-
matique.

— Dans le deuxieme chapitre nous avons passé en revue les différents modeéles du Sac a
Dos puis les différentes méthodes de résolution.

— Dans le troisieme chapitre nous avons modélisé le probleme qui nous a été posé au sein
de FENIEM.

— Dans le quatrieme chapitre nous avons résolu le probleme et donné différentes solutions
ainsi que leurs caractéristiques.

En guise de conclusion nous avons mentionné la pertinence des méthodes appliquées précé-

demment.



Chapitre 1

Présentation générale de ’entreprise

1.1 Historique et Structure de I’entreprise

E.N.ILE.M est une entreprise Publique Economique de droit Algérien constituée le 02
Janvier 1983 mais qui existe depuis 1974 sous tutelle de I'entreprise SONELEC, elle est
entrée en production a partir de Janvier 1977 dont 'activité principale est la fabrication et
la commercialisation d’appareils électroménagers. Elle a été transformée juridiquement en
société par actions le 08 Octobre 1989. Son capital social est de 10.279.800.000 DA détenu
en totalité par la ELEC ELDJAZAIR.

L’ENIEM est la premieére entreprise Algérienne certifiée par les normes “ISO 9001/2008
QUALITE” et “ISO 14001/2004 ENVIRONNEMENT".

1.1.1 Situation géographique

Son siege social se situe au chef lieu de la Wilaya de Tizi-Ouzou. Les unités de production
Froid, Cuisson, et Climatisation sont implantées a la zone industrielle Aissat Idir de Oued-
Aissi, distante de 7 km du chef-lieu de wilaya.

La filiale sanitaire est installée a Miliana, wilaya de Ain Defla, et la filiale lampe & Moham-

madia, wilaya de Mascara.

1.1.2 Objet social et champs d’activités

ENIEM est leader de I’électroménager en Algérie, elle possede des capacités de production
et une longue expérience dans le domaine de la fabrication et le développement dans les
différentes branches de I'électroménager, notamment :

— Les appareils ménagers domestiques.

— Les appareils de collectivités.

— Les lampes d’éclairage.



— Les produits sanitaires. [7]

1.1.3 Organisation générale

FIGURE 1.1 — organisation générale

1.1.4 Effectif de PENIEM

L’effectif de 'TENIEM au 31/12/2010 était de 2930 agents, la décomposition par catégorie

socioprofessionnelle est reprise dans le tableau suivant :

Catégories | Effectif
Cadre 325
Maitrise 575
Exécution | 2030
Total 2930

TABLE 1.1 — Effectif de 'TENIEM



1.1.5 Activités et Missions
Activités

La mission principale de 'ENIEM est la fabrication et production et montage des ap-
pareils électroménagers ainsi que la recherche et développement pour assurer une qualité
toujours meilleure de ses produits.

Les produits fabriqués sont :

Unité Froid : Congélateurs a usage domestique :
— Réfrigérateur SBS FRS U20 GA
— Réfrigérateur 520 ADE
— Réfrigérateur 520L SDE PB
— Réfrigérateur SBS HC 666 WE
— Réfrigérateur 3505
— Réfrigérateur 320L
— Réfrigérateur 240L
— Réfrigérateur 160L
Congélateur a usage commercial :
— Congélateur Bahut CF 1301
Congélateur Bahut D500
Congélateur 220F
Congélateur Armoire vitrée VBG 1597 N
Conservateur 420TV

Unité Cuisson :
— Cuisiniere 8210, 05 feux Tout Gaz
— Cuisiniéere 6540 Inox, 04 feux Tout Gaz
— Cuisiniere 6520, 04feux Tout Gaz

Unité Climatiseur :
— Climatiseur Split Systeme Tropicalisé ; existe en cinq modeles : 7000 BTU, 9000 BTU,
12000 BTU, 18000 BTU, 24000 BTU.
— Armoire de Climatisation ; existe en deux modeles :48000 BTU et 60000 BTU.

Lave linge :

— Machine a laver 7Kg avec une capacité de 1200tr/m



Chauffage :
— Chauffe-eau 10L/3p
— Poile Butane/Naturel

1]

Missions

La direction générale La politique de I'entreprise est d’optimiser les moyens humains et

financiers nécessaires au bon déroulement de ses politiques et stratégies.

Le controle de gestion Procéder aux ajustements nécessaires des écarts observés entre les

prévisions et les résultats concrets de I'entreprise.

Les services (fonction) achats Fournissent a I’entreprise les produits, matiéres et fournitures
conforme a la qualité exigé en s’approvisionnant aupres de fournisseurs ayant des délais

constants et a des prix aussi proches que possible des prix prévus.

La production Met a la disposition de commerciale les produits ou service correspondant
a la qualité définie par la politique, en respectant les délais de fabrication les plus courts

possible.

Le commercial C’est le responsable de la création de la marge en vendant a ses clients

solvables.

L’ordonnancement Gere tous les stocks de ’entreprise, matieres, marchandises, produits
en cours, produits finis, en fonction de la politique pour mettre les produits a la disposition
du commercial au moment ou celui-ci en a besoin. L’ordonnancement donne par conséquent

des instructions sur les quantités a acheter ou sur I'importance des séries a fabriquer.

L’administration Comptabilise les mouvements de valeurs, gere le personnel et assure 1’en-

tretien général, ce sont des fonctions indispensables pour qu’une entreprise puisse fonctionner.[1]

1.1.6 Politique de ’ENIEM

Politique environnementale

L’entreprise ENIEM a placé ’environnement au coeur de ses préoccupations. Néanmoins,
ses différentes activités peuvent avoir des impacts non négligeables sur I’environnement pour
les réduire, 'ENIEM a développé un systeme de management environnemental selon le réfé-

rentiel ISO 1400 /2004, et s’est engagé dans une démarche d’amélioration continue.



Ainsi, conformément a son systéeme de management environnemental et pour atteindre ses
objectifs, la direction générale de 'ENIEM s’engage a :

— Respecter les exigences légales et réglementaires par ses activités.

— Prévenir et maitriser la pollution générée par ses activités.

— Poursuivre la gestion de ses déchets.

— Rationaliser la consommation des énergies.

— Optimiser la consommation d’eau.

— Communiquer avec les parties intéressées.

— Améliorer les compétences du personnel.

— Améliorer la communication en interne.

— Mener des revues de direction.

— Améliorer 'efficacité du systéme d’aménagement de I’environnement.

[7]

Politique Qualité

Consciente de la pression exercée par le marché de 1'électroménager face aux enjeux éco-
nomiques, 'ENIEM a mis en ceuvre et développé un systeme de management de la qualité
conforme au référentiel international ISO 2009 /2008.La satisfaction durable de ses clients
constitue la motivation principale de leur engagement et le pivot de leur réussite.

Cette politique qualité basée sur 'amélioration continue des processus se manifeste par la
volonté de la direction générale a :

— Comprendre les besoins de ses clients et répondre efficacement en mettant a leur dis-

position des produits et services compétitifs.

— Développer la culture de I'entreprise et le professionnalisme de leur personnel.

— Améliorer en continu l'efficacité du systéeme de management de la qualité.

[7]

1.1.7 Objectifs de PENIEM

En conformité avec sa politique environnementale 'ENTEM se fixe pour 'année 2016 les
objectifs suivants :

— L’amélioration de la gestion des déchets.

— La rationalisation de la consommation des énergies et fluides.

— La prévention de risque de pollution.

— La sensibilisation des parties intéressées.

— La formation du personnel sur ’environnement.

— Amélioration de la qualité des produits.

— Accroitre la satisfaction des clients.



— Amélioration du chiffre d’affaire.

1]

1.2 Champ de travail

1.2.1 Présentation de I’unité cuisson

Cette unité est spécialisée dans la production et le développement de différents modeles
de cuisinieres ses principales activités sont :

— La transformation de la tole

— Traitement et revétement des surfaces (TRS)

— Assemblage de cuisinieres

Les différents services de 'unité cuisson

L’unité cuisson se compose de trois principaux services qui sont :

Service mécanique et tolerie : Dans ce service on découpe les pieces en tube a partir des
feuilles en tole et de tubes standard. On fagonne des pieces en tdle : emboutissage,
découpage, poinconnage. On soude et on perce des pieces en tube. On assemble des

pieces en tole avec des pieces en tube par soudage.

Service TRS : Apres découpage des pieces faconnées a l'atelier mécanique et tolerie, celles-ci
passent directement au service TRS (Traitement et Revétement de Surfaces) ou chacune
des pieces subit un traitement spécial, les opérations principales de cet atelier sont :

— La galvanisation, le nickelage, le chromage et le zingage des pieces mécaniques.
— L’émaillage des pieces en tole

Service montage final : Les pieces fabriquées au niveau des différents services sont stockés
dans des magasins intermédiaires. Elles sont transférées au service montage final ou elles
sont pré montées ou directement montées dans I’assemblage final de la cuisiniere.Le pré

montage est une opération destinée a rationaliser I'activité du montage final.

2]

1.3 Problématique

Au niveau du service TRS I'émaillage se fait a ’aide d’une machine qui projette 1’émail
en poudre sur les différentes pieces qui constituent la cuisiniére.
Les différents types d’émail sont :

— Le Blanc(utilisé pour avoir une teinte blanchétre)

— La masse(utilisée seule pour avoir une teinte noire ou combinée a ’émail blanc)

8



— Autonettoyant (émail destiné a 3 pieces dans la cuisiniere)[2]
Le four se présente a la fin de la procédure de I’émaillage, il a pour rdle d’assurer la cuisson
des pieces en faisant une fusion de I’émail et de la tole a une température qui dépasse 830
degré.
Apres la projection de I’émail sur les pieces ces dernieres sont enlevées a la main et avec
précautions(au risque de faire tomber la poudre) et accrochées sur la chaine d’accrochage qui

va les transporter et les faire entrer dans le four .

La problématique réside dans le fait que la cuisson de certaines pieces telles que (la paroi
latérale, le socle du four, ciel carcasse, couvercle, leche fritte, panneau postérieur) n’est pas
en adéquation avec les normes de qualité. Au premier abord le service de production réduit
le nombre de pieces qui entrent dans le four pour une cuisson des pieces optimale, ce qui
réduit considérablement le nombre de pieces cuites prétes a étre montées et par conséquent

la production journaliére de cuisinieres est amoindrie, avec un total de 175 cuisinieres/jour .

Objectif de notre travail : L’objectif principal consiste a déterminer la maniéere d’assurer
une production supérieure ou égale a 300 cuisiniéres/jour a 'aide du probleme de Sac a Dos,

qui consistera ici a trouver la maniere de faire une cuisson qui assurera la production voulue.



Chapitre 2

Modeles et Méthodes de résolution

2.1 Modeles mathématiques

2.1.1 Introduction

Le probleme du Sac a Dos est un des probléemes d’optimisation académiques les plus
importants. Il est noté par KP (De I'anglais, Knapsack Problem), son importance a sollicité

I’attention de plusieurs communautés de chercheurs, depuis longtemps et jusqu’aujourd’hui.

2.1.2 Définition du probléme du Sac a Dos

Le principe du KP peut étre expliqué par ’exemple suivant : considérant une famille qui
veut se déplacer vers une ville cotiere pour passer des vacances estivales. Le papa a demandé
aux membres de sa famille de préparer une liste des objets importants qui leur seraient utiles
et il a préparé sa voiture pour voyager. La capacité de la voiture est limitée, elle a une capacité
maximale qu’elle ne peut pas dépasser. Chacun des membres de la famille a préparé sa propre
liste et ils ont construit une grande liste qu’ils ont présentée au papa. Outre leurs poids (i.e.
les poids des membres de la famille) non discutables, chaque objet de la liste préparée a un
poids et une certaine importance (profit). De sa part, le papa a essayé de calculer le poids
total des objets. Il a trouvé que la somme des poids des objets et des poids des membres
de la famille dépasse la capacité maximale de la voiture. Le papa s’est trouvé devant le
dilemme de satisfaire les besoins des membres de sa famille et de ne pas dépasser la capacité
maximale de sa voiture. Par conséquent, il a pensé a une solution qui consiste a sélectionner
un sous ensemble de ’ensemble d’objets proposés de fagon a réduire le poids total des objets
et maximiser le profit global sans dépasser la capacité maximale de la voiture. Les données
du probleme peuvent étre exprimées en termes mathématiques. Les objets sont numérotés
par l'indice ¢ variant de 1 a n. Les nombres w; et p; représentent respectivement le poids et

la valeur de I'objet. La capacité du Sac sera noté W.

10



Il existe de multiples facons de remplir le Sac a Dos. Pour décrire I'une d’elles il faut indiquer

pour chaque élément s’il est pris ou non.

2.1.3 Différents Modeles du probleme du Sac a Dos

Plusieurs variantes du probleme du Sac a Dos ont été proposées. Elles peuvent étre clas-
sées en sous classes selon plusieurs criteéres y compris le type de variables (variables binaires,
entieres et réelles), le nombre de contraintes (unidimensionnel, bidimensionnel ou multidi-
mensionnel), le nombre d’objectifs (mono-objectif, multi-objectifs) etc. Dans la suite de cette

section nous citons quelques variantes.

Probléme du Sac a Dos unidimensionnel binaire

le KP peut étre défini comme suit : Supposant que nous avons un Sac a Dos qui a une
capacité maximale C. d’autre part, nous avons un ensemble de N objets. Chaque objet i a
un poids w; et un profit p;. Le probléme consiste a sélectionner un sous ensemble d’objets
de maniere a maximiser le profit total du Sac a Dos sans dépasser sa capacité maximale. Le

probléme peut étre formulé comme suit :

N
Maximiser Zpixi
i=1

N
Avecz wix; < C
i=1

Et

1 sil’objet i est sélectionné
T = (i=1,...,N)
0 sinon

3]

Probléme du Sac & Dos multidimensionnel

La variante multidimensionnelle du probléme du Sac a Dos est une issue de la classe des
probléemes du Sac a Dos. Elle est notée par MKP (de I'anglais, Multidimensional Knapsack
Problem). Dans ce probleme, on suppose qu’on a un Sac & Dos avec M dimensions. Chaque
dimension a une capacité maximale Cj(j = 1,...,M). D’autre part, on a un ensemble d’ob-
jets. Chaque objet a une valeur (profit) p;(i =1,...,N) et un poids wj; dans la dimension
j du Sac a Dos. Le probleme qu’on cherche a résoudre consiste a trouver un sous ensemble

d’objets de maniere a maximiser la valeur totale du Sac a Dos sans dépasser les capacités de

11



toutes ses dimensions. Le MKP peut étre formulé comme suit :

N
Maximiser Zpixi
i=1

N
Avee) wlz; <Cj(j=1,...M)

i=1
Et
1 sil’objet i est sélectionné
€Ty = (Z = 1, ..... y N)
0 sinon

Le probléeme du Sac a Dos Multidimensionnel peut étre utilisé pour formuler une pano-
plie de problémes industriels tels que les problemes de budgets, d’allocation des ressources
physiques et logiques dans un systeéme informatique distribué, de la découpe du stock, de la

gestion des projets et du stockage des conteneurs.|[3]

Probléeme du Sac a Dos a choix multiple

Le probléme du Sac & Dos & choix multiple (MCKP : Multiple Choice Knapsack Problem)
est une variante du probleme du Sac a Dos dans laquelle les objets sont regroupés en K classes.
Lors de la sélection des objets, on doit prendre en considération qu’on n’a pas le droit de
sélectionner plus d’un seul objet de chaque classe (i.e. au plus un objet doit étre sélectionné

de chaque classe). Le probleme peut étre formulé comme suit :

k o
Maximiserz Z pfxf
j=LiEN;

k o
Avecz Z wfxg <C
j=lieN;

EtY #l<1Vjel,..K
iENj
Et
1 sil’objet ¢ de la classe j est sélectionné

L,

0 sinon

Ou K est le nombre total de classes. N; avec j € 1,..., K c’est la classe j.
Le probléme du Sac a Dos a choix multiple peut étre utilisé pour la formulation de nombreux
problemes dans différents domaines y compris les probléemes de gestion de budgets, I’allocation

de ressources et la fiabilité des systeémes.[3]
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Probléeme du Sac a Dos quadratique

Le probléme du Sac a Dos quadratique (QKP : de 'anglais Quadratic Knapsack Problem)
est une extension du probléeme du Sac a Dos dans laquelle les valeurs des profits ne sont pas
affectées aux objets individuels uniquement mais aussi aux paires d’objets. Autrement dit,
dans la version quadratique du probleme du Sac a Dos, un profit supplémentaire est obtenu

lorsque deux objets sont sélectionnés simultanément. Le probleme peut étre formulé comme

suit :
N N N
Maximiser Z Tipi + Z Z TiTjPij
i=1 i=1j=1
N
AvecZwixi <C
i=1
Et

1 sil'objet ¢ est sélectionné
T; =
0 sinon

Ou p;; est le profit associé au couple d’objets i et j [3]

Probléme du Sac a Dos Multi-Objectif

Une variante du probleme consiste, a partir d’objets ayant plusieurs valeurs, a maximiser
plusieurs fonctions objectifs, c’est le probleme du Sac & Dos multi-objectif (MOKP). Par
exemple, supposons que vous lanciez une société spécialisée dans les croisieres. Pour vous
faire connaitre, vous décidez d’inviter des gens célebres a bord de votre plus beau bateau.
Ce bateau ne peut supporter plus d'une tonne de passagers (ce sera la constante C'). Chaque
passager a une masse (w;), vous apporte de la publicité par sa popularité (pl1 . indice de
popularité) et vous demande un salaire (p? : salaire négatif). Vous voulez, bien siir, maximiser
la publicité apportée et minimiser le salaire total a payer (maximiser le salaire négatif). De
plus vous voulez avoir un maximum de gens sur votre bateau (p3 = 1). Vous avez donc trois
sommes a maximiser.

En termes mathématiques, vous cherchez le vecteur X de gens célebres satisfaisant le

probleme :
n
Maximiser Z Tip;
i=1
Et
n
Mazimiser Tip?
i=1
Et
n
Mazimiser Tip?
i=1

13



n
Avecz riw; < C
i=1

D’une maniere générale,
n
Maximiseerip‘g,j €(1,....,m)
=1

3]

2.2 Méthodes de résolution

2.2.1 Introduction a la programmation linéaire
Introduction

Un programme mathématique contient deux parties : une fonction objectif & maximiser
ou a minimiser et un ensemble de contraintes a satisfaire. Un programme linéaire est un pro-
gramme mathématique dont la fonction objectif ainsi que toutes les contraintes sont écrites
sous forme linéaire. Les programmes linaires sont beaucoup plus simples a résoudre que les
programmes non linéaires. En effet, des techniques de résolution assez faciles a mettre en
oeuvre sont disponibles. L’algorithme du simplexe est une bonne illustration de ces tech-
niques. Beaucoup de problémes pratiques peuvent étre formulés comme des programmes

linéaires.

Formulation

La formulation est ’étape qui consiste a passer de ’énoncé d’un probléme a son écriture
sous forme mathématique en respectant la linéarité. La formulation est certainement I’étape la
plus importante pour deux raisons au moins. D’abord, c¢’est I'interface entre les professionnels
et les spécialistes de la recherche opérationnelle ou encore entre la forme réelle et la forme
mathématique d’un probleme donné. Ensuite, une fois la formulation achevée, la résolution
peut étre de maniere systématique. Cette tache est rendue facile par 'existence de nombreux
outils informatiques spécialisés. Néanmoins, une connaissance minimale des algorithmes de

résolution reste utile afin de comprendre et d’interpréter I'input et 'output des logiciels.

Exemple d’application

Une usine fabrique deux produits P; et P, a 'aide de trois matieres premieres My, Ms et
M3 dont on dispose en quantité limitée. On se pose le probléeme de 'utilisation optimale de
ce stock de matieres premieres c’est-a-dire la détermination d’un schéma, d’un programme
de fabrication tel que :

— les contraintes de ressources en matieres premieres soient respectées,
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— le bénéfice réalisé par la vente de la production soit maximal.

Modéle mathématique
— Données numériques des contraintes : La disponibilité en matieres premieres est de 18
unités de My, 8 unités de My et 14 unités de Ms.

— Caractéristiques de fabrication. Elles sont données dans le tableau ci-dessous :

M, | My | Ms
P11
Pl 311

— Hypothéses de linéarité du modeéle : La fabrication est a rendement constant, c’est-a-
dire que pour fabriquer x1 unités de Pj, il faut 1 x x1 unités de M;, 1 X x1 unités de
Ms et 2 x x1 unités de Mz, de méme pour la fabrication de z9 unités de Ps.

— Linéarité de la fonction économique : On suppose que le bénéfice peut s’exprimer a

I’aide des bénéfices unitaires c¢q, co sous la forme :
Z =ci1x1 + cox2

— Réalisation d’un schéma de production : Un schéma de production est un couple (z1,x2),x1etxs
désignant respectivement les quantités de P; et P, fabriquées donc vendues, qui doit
vérifier les contraintes x1 > 0,29 > 0. Deux questions se posent : un tel schéma est-il

réalisable 7 A-t-on suffisamment de matiéres premieres pour assurer une telle produc-

tion 7
— Le programme linéaire :
Z = c1w1 + coxa
T+ 319 <18
r1+x2 <8 (2.1)
201+ 129 <14
1> 0,29 >0

ou Z est une fonction économique du modele ou fonction objectif qu’il faut maximiser.
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Forme générale d’un programme linéaire

De facon générale, un probleme de programmation linéaire se caractérise par des contraintes

présentées sous la forme d’inéquations (et/ou équations) telles que :

a1121 +a1122 + ... Fainxty <ou > ou=0b

ai1x1 + aox9 + ... + @iy, < ou > ou =b;

Am1T1 + amaTo + ... + amnTn < ou > ou = by,

r; >0 1€{l,..,n}

et par une forme linéaire
Z(x1,x9,...,xy) = 121 + Cox2 + ... + Cpxy, —> Min/Max

Définitions
— On appelle solution réalisable (admissible) tout n-uplet (z1,z2,...,xy,) vérifiant le sys-
teme (2.2).
— On appelle solution optimale toute solution réalisable qui optimise Z.

— On appelle fonction objectif la forme linéaire
Z(x1,T2,....,Ty) = C1T1 + C2T2 + ... + Ty

— L’ensemble des solutions réalisables du programme linéaire P est appelé domaine des
solutions réalisables. Lorsque ce domaine est non vide, on dit que P est réalisable.

Résoudre un programme linéaire consiste a déterminer les valeurs des variables qui per-
mettent d’optimiser la fonction économique.
Il existe diverses techniques de résolution parmi lesquelles la méthode graphique se montre
a I’évidence la plus rapide et la plus simple mais aussi la plus limitée, car des lors que le
nombre de variables dépasse 2, elle devient impraticable. C’est pourquoi divers chercheurs se
sont efforcés de mettre au point une méthode de calcul algorithmique qui permet de détecter
la solution optimale (si elle existe) quel que soit le nombre de variables et de contraintes.

Bien que tres efficace, cette méthode connue sous le nom d’algorithme du simplexe, exige des
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calculs longs et fastidieux. C’est pourquoi ceux-ci sont de plus en plus confiés a 1’outil infor-
matique. Deés lors une question se pose : puisque les logiciels correspondants sont largement
répandus, est-il nécessaire pour appliquer la méthode, d’en connaitre les ressorts ? réponse
affirmative pour une raison essentielle :
— la compréhension des principes de résolution est une aide précieuse pour, en amont,
analyser et formaliser le probléme et pour, en aval, interpréter et exploiter la solution

obtenue ;

2.2.2 Méthode graphique

Soit le probléme linéaire suivant :

MaxZ = 3x1 + dxo

1 <4

2x9 <12 (2.3)
3x1 + 229 < 18

x1,22 >0

La résolution graphique pour ce probléme se fait comme suit :
Tragons les droites (inéquations) suivantes sur un repére orthonormé :
r1 <4

9 <06

T9 < %3I1 +6
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FIGURE 2.2 — Explicitation des solutions

A partir du graphe et en appliquant le théoreme on trouve la solution optimale :

XOPt = (2,6) avec ZPt = 36

Une autre méthode pour trouver la solution optimale est de prendre tous les sommets du

polyedre puis calculer Z :
X1(0,0) / Z1=0
X2(0,6) / Z3 =30
X3(4,0) / Z3 =12
X4(4,3) | Zy =27
X5(2,6) / Z5 =36

On en déduit que : X' = (2,6); Z°P! =36

2.2.3 Méthode du Simplexe

La méthode du Simplexe est une méthode itérative. Elle démarre d’un point extréme

(sommet de départ) et passe au sommet voisin, et ceci constitue une itération de 'algorithme

du simplexe. Pour cela, on doit définir le point extréme de départ et le test d’arrét.

Soit le probleme standard de programation linéaire suivant :
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Z(x) =ci1x1 + coxa + ... + cpry, — Max/Min,

1171 +a12T2 + ... + a1 + ... + a1pTp = by

2171 + a22T2 + ... +a2;T; + ... + a2pTp = bo

sous — contraintes § a;1x1 + ajpTo + ... + i5Tj+ .+ QinTn = b; (2'4)

Am1T1 + Q202 + o+ AT+ AT = b,

X1 Z 0,1)2 Z 07"'7wn Z 0

b1,b2,...,bp > 0 et le rang A =m < n. Le probleme (2.4) peut s’écrire sous la forme matricielle
suivante :
dz — Max/Min,
Az =b (2.5)
r>0

ot A= A(I,J) est la matrice des conditions, a; = A(I,j) les colonnes de A, ¢ = /(J) vec-
teur des couts, b= b([) le vecteur des contraintes(second membre), z = x(J) = (25,5 € J) le
vecteur des variables, I = (1,2,...,m),J = (1,2,...,n) les ensembles d’indices des lignes et des

colonnes de la matrice A.

Définition 1 : tout vecteur z vérifiant les contraintes du probleme (2.4) est appelé solution

réalisable (admissible).

Définition 2 : Une solution réalisable z est dite de base si n —m des composantes sont
nulles, et aux autres 1,22, ...,Zm correspondent m vecteur a;i,a;2, ..., ajmy de la matrice de
condition A linéairement indépendants. L’ensemble Jg = {j1,52,...,Jm} est appelé ensemble
des indices de base.

Ji = J\ Jp ensemble des indices hors base.

Autrement :

La solution réalisable @ = x(J) est solution de base si xy = x(Jg) = 0; Det(Ap) #0; ou
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AB = A(I,JB);[E(JB) Z 0.
La matrice Ap est appelée matrice de base; z(J B) les composantes de base ; zJ 1) les com-

posantes hors base.

Définition 3 : Une solution de base réalisable x est dite non dégénérée si x; > 0,5 € Jp.

L’accroissement de la fonctionnelle de la fonction objectif Z est égale a :
ANZ=2()-Z(x)=dT-e=Cdz/T =2+ 0x

Construisons le m-vecteur y = y(I) vecteur des potentiels : y' = dzAg" et le vecteur A =
A(J) = (Aj,5 € J), est dit vecteur des estimations :

A':y’A—c/;Aj :y'aj—cj;j eJ

Critére d’optimalité : Soit {z, Ap} une solution réalisable de base de départ. L’inégalité
A = A(Jg) > 0 est suffisante et dans le cas de la non dégénérescence elle est nécessaire pour
l'optimalité de {z, Ag}.[4]

Algorithme du simplexe
Soit {x, Ag} une solution réalisable de départ et supposons que le critére d’optimalité
A; > 0,5 € Jg n’est pas vérifié.

Choisissons I'indice jo € Jg/Aj, =min(A; < 0,5 € Jg).

Le but de l'itération est de faire rentrer cet indice jy dans la base. Donc il faut trouver un
indice 71 € Jp. Qui sortira de la base. Et ceci constitue l'itération, qui procede au passage de
la solution de base (point extréme)z, Ag a la solution T, Ap et tel que Z(%) > Z(x).

La nouvelle solution de base T sera trouvée de la maniere suivante :

T =1x+0l, ou l est la direction du changement de = et © le pas le long de cette direction.
Construisons la direction [ de la maniére suivante :

Sur Jg, posons :

- 0,7 € Ju \ jo (2.6)
Lj=Jo
Sur Jp : T doit étre réalisable , donc elle doit vérifier AT = b et comme Az = b donc @ Al =0,
c’est a dire Al =0.
De cette derniere relation on obtient :
I =1(Jg) = —Az'Agly ;
DelaTy =2y +0Oly=0ly >0etTp=a5+0lp =7, =7, — OAza;,;

Si les composantes du vecteur Aglajo <0, alors7; > 0,VO > 0, donc on peut prendre © = oo
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et on aura une solution infinie;

Parmi les composantes du vecteur A;lajo, il existe celles qui sont positives.

Pour avoir T > 0, il faut prendre un pas maximal @0 :

0" = min®,,(j € Jp),0; = min{é—‘;o/xjjo >0,j € Jp} = 0Oy, 51 € Jp, ot zj,; est la jeme
composante de Aglajo :

La nouvelle base sera :

Jp=(J\Jjo)Uj1 et Ap = (Ap\ aj,)Uaj, [4]

Exemple d’application :

— Forme générale du probleme :

MaxZ = 2x1 + 29+ 323
—x1+2x2+23<6
Praa) 419 <24 (2.7)

—xr1—2T9+x3<9

x1,22,13 >0

— Forme standard du probleme : on ajoute les variables d’écarts et on obtient la forme

standard du probleme P;.

MaxZ = 2x1 + x9 + 3x3
—x1+2x2+23+214=06
Py 1+ 9+ x5 =24 (2.8)

—r1—To+T3+26=9

£1,22,3,T4,T5,T6 2 0

La solution de base de départ est = = (0,0,0,6,24,9), avec Jg = {4,5,6}, Jg = {1,2,3}.
Le vecteur des potentiels est :
1 00
y' =g Azt =(0,0,00] 0 1 0 | =1(0,0,0)
0 01
Déterminons le vecteur des estimations A :
A= (Ajhj € J>7Aj :y/aj —cjjed
Ona:A;=0,Yje Jp
-1
Alzy’al—clz(0,0,0) 1 —2=-2
-1
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AQZy/CLQ—CQ:(O,O,O) 1 —1=-1
-1
1
As=vy'a3—c3=(0,0,0)[ 0 | —3=-3
1

Le critere d’optimalité n’est pas vérifié, donc la solution de départ n’est pas optimale.

Dressons le premier tableau du simplexe :

¢ 211 13]0]01]0

CRB Base | b | a1 |az |a3 | as| a5 |ag | ©O;

0 a4 6 |-1/2|1]1]0]0] 6

0 as |24 |1 |1 0O 1]0]| -

0 ag 9|11 1]0]0]1]9
Z =0 Aj|-2]-1-3]0]00

x3 entre dans la base et x4 sort de la base. La nouvelle base sera Ag = (z3,5,%¢), pour

avoir la nouvelle solution 7, dressons le 2°¢ tableau du simplexe :

c 21113107010

CB Base b ay | az | az | a4 | as | ag @j

3 as 6 | -1 17100 -

0 as (2411100 1]0]24

0 ae 310(-3]0}-1]0|1] -
7 =18 Ajl-5[ 53000

71 entre dans la base et x5 sort de la base. La nouvelle base sera Ag = (x3,71,¢), pour

avoir la nouvelle solution Z, dressons le 3°"¢ tableau du simplexe :

c 211 (310/10]0
CRB Base | b | a1 |a2 | a3 | a4 | a5 | as | O
3 az |30 0 (3|1 ]1]1/0
2 ap |24 1] 1[0]01]0
0 ag 310 1-3[0|-1]0]1
Z =138 A1 01003 |50

On a Aj > 0,Vj € Jy, donc le critere d’optimalité est vérifié pour = = (24,0,30,0,0,3),
d’ott la solution optimale du probleme de départ est 20 = (24,0,30) avec 70 =138.
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2.2.4 Méthode Duale du Simplexe

Etant donné le probléme primal de programmation linéaire :

dx — Maxz,
(P){ Az =b (2.9)

x>0

et son dual :
by — Min,

(D)4 Ay > (2.10)
yeRr™

Définition 1 : De l'ensemble J, choisissons un sous ensemble Jp C J,|Jg| = m, et soit
Ap = A(1,Jp) une sous matrice inversible de A.

En utilisant la matrice Ap, on construit le vecteur y :

y' =dpAp'

Le vecteur y est dit le plan dual basique et Ap la matrice de base si :Alyy > ¢y, ou Ay =
AL, Jg),Jg=J\ JB.

Définition 2 :  Un plan dual basique y est dit non dégénéré si Ay > cq.
En utilisant un plan dual basique de départ y, on construit les vecteurs suivants :
0J)=Ay—c,x(J)=(2(Jg),z(ju)),x(jB) = 2B = Aglb,x(JH) =1z g = 0 appelés Coplan et

pseudo plan respectivement du probléme (P).

Remarque : Par construction 6(Jp) =0 et §(Jg) > 0.

Si y est un plan dual basique alors ¢ et x sont dits basiques.

Critere d’optimalité : L’inégalité xp > 0, est suffisante pour I'optimalité du plan dual
basique y du probleme (D), et elle est nécessaire dans le cas ou y est non dégénérée.

Le pseudo plan basique correspondant, vérifiant g > 0 est une solution optimale du probleme
primal (P). [4]
Algorithme Dual du Simplexe

: Considérons un plan dual basique y avec sa matrice de base Ap.
En utilisant Ap, on calcule le pseudo plan z = (x5 = Aélb,xH =0).

Si zp > 0 alors z est optimal pour le probleme (P), et y optimal pour le dual (D) sinon;;

24



On calcule z;, = min(z;,j € Jp), de la I'indice jo doit sortir de la base et la colonne a;, doit
sortir de Ap, c’est & dire, on change de base (Agp — Ap).
Le changement de base entraine le changement du plan dual y(y — ¥) qui entraine aussi le
changement du coplan §(§ — §).
Ce changement de coplan se fera de la maniere suivante :
0 =08+A4, on

AGj = i = o (2.11)

0,5 € JB\ jo;

ott 0¥ est le pas dual positif ou nul,

Adj = (50xj0j,j € Ju,ou xj,; est la jéme composante du vecteur Aélaj.
Pour que § soit un coplan, il faut avoir un pas maximal 6V :

80 = min{ 2 Y (wjo; < 0,5 € Jyr) = % B
La nouvelle base sera Jg = (Jp \ jo)UJ1, et Ap = A(I,Jp), la nouvelle itération débutera
avec T = (Tp = Z;ij =0).[4]

Exemple d’application : Soit le probleme de programmation linéaire suivant :

Min(Z = 2xy + 49 + bxs)

=31 —x9+x3+>1
pl T s (2.12)

201+ 220+ 23 > 2

x1,T2,T3 Z 0

Transformons le probléeme sous forme standard :

Maz(Z) = —2x1 — 4wy — bag

=31 —2x0+23—24=1
P R (2.13)
2014+ 229 +x3 — 15 =2

T1,%2,73,74,75 > 0

Pour travailler avec une matrice de base identité on transforme (P;) au probleme suivant :

Max(Z) = —25E1 — 4[[2 — 5$3

3x1+r9—23+ 24 =—1
[ S (2.14)

—2x1 — 229 —x3+ 25 = —2

T1,%2,73,74,75 > 0
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Soit Ap = (a4,a5) = I, une telle matrice inversible avec Jp = {4,5}, Jg = {1,2,3}. En uti-
lisant Ap on calcule le vecteur des potentiels .

y' = g Ag! = (0,0), car g = (0,0);
de 1& ' Ay = (0,0,0) > ¢y = (—2,—4,—5), donc y est un plan dual, ce qui veut dire que la

matrice Ap est de base.

Le coplan basique initial est donc égal & § = A’y —c= —c=

S O Ot =N

Le tableau dual du simplexe aura la forme suivante :

Base | b |aj |as | a3 | aq | a5
ag |-1]1 3|1 |-1

as -2

1
[\
1
[\
1
—_
oo
S| = | O

x5 sort de la base, z1 entre dans la base. La nouvelle base sera Ap = (x4,271)

Base | b |aj |ax| a3 |a4| as
ay |-4]0[-2|-5/2|1]3/2
a1 1 12 ] 0 |-1/2

0] 2 4 0 1
o| - |1]8/5] - -

x4 sort de la base, xo entre dans la base. La nouvelle base sera Ag = (z2,71)

Base | b | a; | a2 | a3 a4 as
a2 2101 |5/4|-1/2|-3/4
ap |-1] 1|0 [-3/4]1/2 ]| 1/4

00| 3/2 1 5/2
ol -1 - 2 - -

11 sort de la base, x3 entre dans la base. La nouvelle base sera Ag = (z2,13)

Base | b ai | a2 | a3 | a4 as
as 1/315/3| 101 1/3]-1/3
a3 |4/31-4/31 0| 1|-2/3]-1/3

On a tous les b; > 0 Vj € Jp; donc le critere d’optimalité est vérifié.
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Xort =(0,1/3,4/3); Z°Pt =8

2.2.5 Meéthode de séparation et évaluation (BRANCH AND BOUND)

Le Branch and Bound est une technique d’énumération implicite fondée sur un principe
de décomposition du probléme en sous probleme, a chaque pere correspondent deux pro-
blémes fils dont une variable a été fixée a 1 pour I'un et 0 pour lautre (dans le cas de la
Programmation Linéaire en Nombres Entiers a variable 0/1).

L’évaluation d’un nceud s’effectue a I'aide d’une relaxation.

Ce principe permet de trouver plus rapidement la solution optimale (élimination de nceud
pour lesquelles la relaxation est moins bonne que la meilleure solution trouvée). Ainsi de suite
jusqu’a ne plus avoir que des problemes faciles a résoudre ou qui ne peuvent pas contenir de
solution optimale ou réalisable.

Elle repose sur deux approches; qui sont : 'arbre d’énumération et les bornes définies par
I’arbre de I’énumération

FElaguation : éliminer les ensembles de solutions pour lesquels il n’existe pas d’optimum.
Cheminement : choisir le prochain ensemble de solutions a étudier.

Le terme de nceud définit un sous ensemble de solutions a résoudre.

On crée un arbre de recherche et d’énumération. A chaque nceud, nous résolvons un pro-
gramme linéaire.

Le résultat de cette méthode dépend des valeurs qui doivent étre entieres; nous aurons alors
deux principaux choix :

— Couper le noeud (a cause des bornes), dans ce cas nous avons trois raisons pour lesquelles

nous pourrons couper un neceud :
1. La relaxation linéaire n’est pas une solution réalisable

2. La valeur objective de la relaxation linéaire n’est pas meilleure que la valeur ob-

jective de la meilleure solution entiere déja trouvée.
3. La solution optimale de la relaxation linéaire est déja entiere

— Diviser le nceud, si la coupe du noeud n’est pas considérée, donc le nceud est divisé en
deux nceuds; il faut alors créer deux programmes linéaires nouveaux.

Il s’agit essentiellement de diviser (divide and conquer) l’ensemble de toutes les solutions
réalisables (probléme initial) en sous-ensembles plus petits (sous problémes) et mutuellement
exclusifs. C’est la phase « séparation » (Branch). Puis divers critéres sont utilisés pour iden-
tifier les sous-ensembles qui peuvent contenir la solution optimale et les sous-ensembles qui
ne doivent pas étre explorés plus a fond, car ils ne peuvent pas contenir la solution optimale.
C’est la phase « évaluation » (Bound).
Cette méthode consiste donc a faire une énumération intelligente de 1’espace des solutions,

puisqu’elle arrive a éliminer des solutions partielles qui ne meénent pas a la solution optimale.

27



Pour la faire, cette méthode se dote d’une fonction qui permet de mettre une borne inférieure
(en cas de min) sur certaines solutions pour les exclure ou les maintenir comme des solutions
potentielles. Bien entendu, la performance d’une méthode de Branch and Bound dépend,
entre autres, de la qualité de cette fonction (de sa capacité d’exclure des solutions partielles
tot).
Le processus de séparation d’un sous-ensemble P; s’arréte dans I'un des cas suivants (cas
Min) :

— Lorsque la borne inférieure de P; est > a la meilleure solution trouvée jusqu’a mainte-

nant pour le probléme initial.
— Lorsque P; n'admet pas de solution réalisable.

— Lorsque P; admet une solution complete du probléme initial.

Algorithme général (le cas du Min)

A chaque instant, on maintient :

— Une liste de sous problemes actifs P;

— Le colit Z de la meilleure solution obtenue jusqu’a maintenant (Initialisé & 400 ou &
celui d’une solution initiale connue).

A une étape typique :

— Sélectionner un sous probleme actif P;

— Si P; n’est pas réalisable, le supprimer (stop Branch) sinon calculer sa borne inférieure
Zing(F;)

— Si Zijnyg(P;) > Z supprimer P; (stop BRANCH)

— Si Zing(P;) < Z soit résoudre P; directement, soit créer de nouveaux sous problemes et

les ajouter a la liste des sous problemes actifs.

Stratege du parcours

Il est évident d’examiner la totalité des sommets de l'arborescence. Pour réaliser une
énumération implicite efficace, pour savoir le quel des sommets on doit séparer en utilisant
des stratégies. On peut distinguer trois d’entre elles :

— La largeur d’abord :

Cette stratégie favorise les sommets les plus proches de la racine en faisant moins de
séparations du probleme initial. Elle est moins efficace que les deux autres stratégies a
présenter.

— La profondeur d’abord :

Cette stratégie avantage les sommets les plus éloignés de la racine (de profondeur la
plus élevée) en appliquant plus de séparations au probleme initial. Cette voie mene

rapidement a une solution optimale.
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— Le meilleur d’abord :
Cette stratégie consiste a explorer des sous-problémes possédant la meilleure borne.
Elle permet aussi d’éviter I'exploration de tous les sous-problemes qui possedent une

mauvaise évaluation par rapport a la valeur optimale.

[5]

Exemple d’application

Soit le probleme de programmation linéaire suivant :

Z =b5x1+4x9 — Max

r1+x2<5H
pltt = (2.15)

1021 + 622+ < 45

1,9 > 0,entiers.
on ajoute les variables d’écarts pour obtenir le probléeme P sous la forme standard :

Z =bx1+4x9 — Max

r1+x2+23=05

pltt TR (2.16)
10x1 4+ 629 + x4 =45

T1,%9,23,24 2> 0,entiers.

on relaxe les variables z; € Ri = (1,..,4) par la méthode du Simplexe :
c 5141010

CRB Base | b | a1 | a2 | a3 | a4 Q;

0 | a3 [5][1]1]1]0] 5
0 | as |45[10] 6 | 0 | 1 |45/10
Z=0 Aj|-5-4]0]0

x4 sort de la base, x1 entre dans la base.

c 5 4 0 0

CB Base b a1 | as | as ay O;

0 as 5/10 | 0 | 4/10 | 1 |-1/10| 5/4

5 ai | 45/10 | 1 [6/10 | 0 | 1/10 | 45/6
Z =45/2 Aj 0] -1 0 | 5/10

xs sort de la base, o entre dans la base.
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c 51 4 0 0

CRB Base b a1 | as | as as | O,

4 as 5/4 10| 1|5/2]-1/4

5 ap | 15/4| 1 |0 [-3/2| 1/4
Z=95/4 Aj | 0|0 |5/2]1/4

On a A; > 0,Yj € Jy, donc le critére d’optimalité est vérifié 2P = (3.75,1.25) et
Z°Pt = 23.75.
x1 et xo sont pas entiers donc on applique on applique la méthode Branch and Bound pour
avoir des solutions entieres.
Soit la solution P : (Z = 23.75;x1 = 3.75;22 = 1.25) du probléme initial P, on divise le pro-
bleme P en deux sous-problemes P; et P» sous cette forme :
(P1) = (P) + contrainte z1 < [x]]
(P2) = (P) + contrainte x1 > [z]] +1

¥ =3 wz4

on ajoute la contrainte r1 < 3 < x1 + x5 = 3 dans le dernier tableau du simplexe :

On résout P :

¢ 51 4 0 0 | O
cp | Base b a1 | as | asg ay | as
4 a2 5/4 10| 1 |5/2|-1/4
ap | 15/4 1 |0 |-3/2| 1/4
as 3 110 0 0

on multiplie la 2°¢ ligne du tableau par (-1) et on I'additionne avec la 3%me ligne, puis

on aura le tableau suivant :
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¢ 51 4 0 0 0
cp | Base b a1 | as | asg ay | as
4 as 5/4 10| 1 |5/2]-1/4]0
ap | 15/41 1|0 |-3/2|1/4]0

as | -3/4 |0 |0 |3/2|-1/4|1

E; |0]0|5/21/4]0

x5 sort de la base et x4 entre dans la base :

¢ 51 4 0 01]0
cg |Base |blay|as| a3 | a4 | a5
4] as 2] 0 4 o]
a1 |3 3/21 0|1

ag |31 00| -6 | 1|4

Tous les b; > 0 donc le critere d’optimalité est vérifié.
Py :(Z=23;x1 =3;290 =2)

On résout P :
on ajoute la contrainte x1 > 4 < —x1 + x5 = —4 dans le dernier tableau du simplexe :

¢ 51 4 0 0 | O
cp | Base b a1 | as | ag a4 | as
4 a2 5/4 10| 1 |5/2|-1/4
ap | 15/4 1|0 |-3/2| 1/4
as -4 |-110 0 0

on additionne la 2°™¢ ligne a la 3¢, puis on aura le tableau suivant :

¢ 51 4 0 0 | O
cp | Base b a1 | as | asg a4 | as
a9 5/4 10| 1 |5/2|-1/4|0

ap | 15/4 |10 |-3/2|1/41]0

as | -1/4 10 |0 |-3/2| 1/4 | 1

E; |0]05/2|1/4|0

x5 sort de la base et x3 entre dans la base :
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¢ 51410 0 O
cg|Base| b |aj|as|ag| a4 as
4 ay |5/6| 0|1 |0]|1/6|5/3
aj 4 1101]0 0 -1
a3 | 1/6 0|0 |1 |-1/6|-2/3

Tous les b; > 0 donc le critére d’optimalité est vérifié.
Py (Z =2333;x1 =4;29 =0.83)

%,=3.75 ; X;=1.25
£=23.75

P,

Xy=3 ; Xp=2 Xy=4 ; X;= 0.83
Z=23 7=23.33

9 n’est pas entier donc on divise le sous-probleme P, en deux sous-problemes P3 et P4 sous

cette forme :

(P3) = (P3) + contrainte xo <0
(Py) = (Py) + contrainte xg > 1

On résout Py :
on ajoute la contrainte xo < 0 < x9 + g = 0 dans le dernier tableau du simplexe du sous-

probleme P; :

¢ 51410 0 O 0
cg|Base| b |aj|as|ag| a4 as | ag
4 ag |5/6 0| 1|0|1/6 5/3|0
5 ai 4 111010 0 -1 0
0 a3 | 1/6 0| 0|1 |-1/6|-2/3|0
0 ag 0O [01]0 0 0 1

On multiplie la 1°7¢ ligne par (-1) et on 'additionne a la 4¢me Jigne, on obtient le tableau
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suivant :

¢ 51410 0 O 0
cg | Base | b a1 | as | az | ag as | ag
4 ag | 5/6 |0 1]01]1/6]5/3]|0
5 ai 4 1101]0 0 -1 0
0 as 1/6 | 0|0]|1]-1/6[-2/3]0
0 ag | -5/6 | 0 | 0|0 |-1/6|-5/3| 1

E; 1010]0]2/3[5/3]0

g sort de la base et x5 entre dans la base :

¢ 51410 0 O] 0
cp | Base b a1 | as | as a4 as | ag
4 a2 0 0] 110 0 0 1
5 ap | 45/10 | 1 | 0 |0 | 3/10 | O |-3/5
0 as /2 100 ] 1]-3/10|0 |-2/5
0 as /2 0|00 1/10 | 1 |-3/5

Tous les b; > 0 donc le critére d’optimalité est vérifié.
P3 : (Z = 22.5;.%1 = 4.5;1’2 = 0)

On résout Py :
on ajoute la contrainte z9 > 1 < —x9 + x5 = —1 dans le dernier tableau du simplexe du

sous-probleme P; :

¢ 51410 0 O |0
cg|Base| b |a1|ax|ag3| a4 as | ag
4 ag | 5/6| 0 0] 1/6|5/3]0
5 ai 4 |1 0 0 -1 [0
0 az | 1/6| 0 1 |-1/6 -2/3| 0
0 ag -1 {0 (-1]0 0 0 1

On additionne la 1°7¢ ligne & la 4°™¢, on obtient le tableau suivant :
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¢ 51410 0 O 0
cg|Base| b |aj|as|az| a4 as | ag
4 a | 5/6 | 0] 1|0]1/6|5/3]0
5 aj 4 1101]0 0 -1 0
0 as /6 10| 0] 1]-1/6[-2/3]0
0 ag | -1/6 [ 0] 0| 0] 1/6|5/3]1

E; 1010]0]2/3[5/3]0

Pas de pivot négatif, donc la solution n’est pas réalisable.
Il n’est plus nécessaire de continuer a appliquer Branch and Bound puisque en faisant une
nouvelle séparation et évaluation a P3 on trouvera peut-étre une solution avec des z; entiers
mais avec une valeur de Z plus petite que la solution trouvée précédemment. Par conséquent

notre solution optimale est p: (Z =23;x1 = 3;x9 = 2)

¥1=3.75 ; X;=1.25
£=23.75

Xi=4 ; X;= 0.83
7=23.33

P, //E\\

My=4.5 ; X;=0 Pas de solution
f=22.5
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Chapitre 3

Modélisation

3.1 Introduction

La modélisation est une traduction d’une observation dans le but de lui appliquer les
outils, les techniques et les théories mathématiques, puis généralement, en sens inverse, la
traduction des résultats mathématiques obtenus en prédictions ou opérations dans le monde

réel.

Dans I’élaboration de modeles il peut en exister plusieurs pour un probléme, chacun pré-
sentant des avantages pour une résolution ; opter pour une formulation spécifique revient a

I’existence d’outils de résolution qui peuvent fournir une solution rigoureuse et applicable.

Dans notre cas on aura recours au modele du Sac & Dos Multidimensionnel (illustré dans le
chapitre précédent), ce dernier explicite notre probléme de sorte que la solution sera conforme

et applicable.

3.2 Modélisation du probléeme de cuisson au sein de ’ENIEM

Rappelons que le probleme de cuisson des pieces est relatif a la position de celles-ci sur
la chaine d’accrochage.
Un porte-charge a plusieurs compartiment (ou cintre), il possede des crochets sur les-quels
on accrochera les pieces de maniere précise ; chacun en comporte quatre, comme lillustre ce

schéma :
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De ce fait on accrochera des pieces sur les crochets des compartiments(qui sont au total
100) relativement a la capacité de cuisson du four et des pieces.
Ces pieces qui sont au total six (6), sont les suivantes : ciel carcasse, paroi latérale, socle du
four, couvercle, leche fritte, panneau postérieur.
Le nombre de position a occuper est proportionnel a la capacité de cuisson des pieces, les
piéces ayant une superficie et un volume minimal par rapport aux autres auront une meilleure

cuisson. Le nombre de position a occuper sera exprimé avec le coefficient w;.

w; — Nombre de positions a occuper (de 1 a 4);

p; — Le profit qu’engendre la piece en Dinars.

Conformément au modele de Sac a Dos Multidimensionnel, les variables x; définissent les

différentes pieces a accrocher :

1 si la piece i est choisie pour ’accrochage
€Ti= (Z = 1, ..... 5 N)

0 sinon

Pour augmenter le nombre de pieces a produire on leur a proposé I'ajout d’'une chaine sup-
plémentaire de sorte a avoir une superposition de deux chaines d’accrochage ; I'application
(positionnement des pieces a faire cuire) se fera sur deux compartiments (Soit 8 crochets

dans chaque compartiment), C'; =8 1 < j < 2. Comme l'illustre ce schéma :
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Compartiment a 8 crochets

FIGURE 3.2 — superposition de deux chaines d’accrochage

3.3 L’attribution des variables aux pieces

L’existence de deux variables pour chaque piece justifie I’existence de deux chaines d’ac-

crochage superposés ayant des caractéristiques identiques.

x1,x7 — Ciel Carcasse { Nombre de positions & occuper au plus pour une cuisson
optimale : 2/ Profit engendré : 182,4 Da }

x9,rg — Paroie latérale { Nombre de positions a occuper au plus pour une cuisson
optimale : 3/ Profit engendré : 167,13 Da }

x3,r9 — socle du four { Nombre de positions a occuper au plus pour une cuisson
optimale : 2/ Profit engendré : 222,21 Da }

x4,210 — couvercle { Nombre de positions & occuper au plus pour une cuisson
optimale : 2/ Profit engendré : 1613,11 Da }

x5,211] — leche fritte { Nombre de positions a occuper au plus pour une cuisson
optimale : 4/ Profit engendré : 509,38 Da }

x¢,r12 —> panneau postérieur { Nombre de positions a occuper au plus pour une cuisson
optimale : 3/ Profit engendré : 146,51 Da }
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En vertu du modele du Sac & Dos Multidimensionnel on obtient le PL suivant :

Z =182,4x2xx1+167,13 X 3 X 94+ 222,21 X 2 X x3+1613,11 X 2 X 24 + 509,38 x 4 X x5
+146,51 x 3 X g+ 182,4 X 2 X w7+ 167,13 x 3 x xg + 222,21 X 2 X 19+ 1613,11 X 2 X 219
+509,38 x 4 x x11 4+ 146,51 X 3 X £19 — Max

201+ 310 + 2x3 + 204 + 45 + 316 < 8

2x7 + 3xg + 229 + 2210 + 4211 + 3112 < 8

r1+x7r=1
ro+xg=1
r3+x9=1
T4+ 210 =1
r5+xr11=1
re+ri2=1

T1+rot+x3+x4+25+26=3
r7+rxs+x9+ 210+ 211 +212 =3
z; € {0,1};i={1,...,12}

(3.1)

La solution attendue est que les z; (pieces) choisis en premiere ligne vont exclure ceux

de la deuxieme ligne c.a.d on ne peut pas retrouver la méme piece dans deux compartiments
qui se suivent ; donc si par exemple le couvercle (désigné par x4 et x1g) est accroché dans C
on ne peut pas le retrouver dans Cs alors la variable x4 aura la valeur de 1 et x1¢ aura la

valeur de 0.
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Chapitre 4

Résolution et interprétation

4.1 Introduction

La résolution du probléeme modélisé précédemment se fera a 'aide d’un logiciel intitulé
Visual Xpress; étant donné la taille du PL, il est difficile de le résoudre sans I'aide de la
machine.

L’environnement de développement intégré (IDE) de Visual Xpress comporte des outils qui

nous aiderons dans notre tache de résolution.

4.2 Présentation du logiciel

c’est un logiciel qui comporte un langage de modélisation qui permet d’écrire les pro-
grammes linéaire sous une forme symbolique proche de ’écriture mathématique, permettent
ainsi de modifier les données, enlever ou rajouter des contraintes, comparer deux modeles,
analyser la sensibilité des solutions par rapport aux données.

En lancant le programme on aura la fenétre suivante :
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File Help

D H|E| £ ) oo o) ) 8| & | E | N puchase authorisation found. Student Ediion

] | |

FIGURE 4.1 — Interface Visual Xpress

Nous cliquons sur FILE puis sur NEW et I’écran de 1’espace de travail s’ouvre

£5: File Edit Options Run Window Help BEE

D @& & B ofo @ Z| 15| @] ] 21| mo purchase authorisation found. Student Ediion

[»]

R |

[<]

[ Mt Dptimised [MIN_[Ln 1. Cal1

FIGURE 4.2 — Espace de travail de Visual Xpress



4.3 Les étapes du programme

On saisit notre programme dans l'espace de travail et I'exécution se fera comme suit :
Avant d’exécuter un probleme chargé dans I’éditeur, il faut désigner le sens de I'optimisation
(MIN ou MAX) dans option/optimiser.

BN Visual XPRE: eo Mo

By: File Edit Options Run  Window Help

[ ‘W’“| == ‘ |3‘ ""‘ | é@l/‘ ﬂ‘@| ‘ | Mo purchase authorisation found, Student Edtion

Optimiser Options

Algarithm Sense
k.
Frimal &mples - ,—,L -
WIN Caneel
Fresclve N
[Presolve ~|
Advanced | (e | B | Help |

=
[« »
Not Optimised MIN [Ln 1. Col 1

FIGURE 4.3 —

on va résoudre le probleme linéaire continu avec la commande Solve LP dans le menu

Run/Solve LP.
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! Visual XPRESS - [<New Madel 23]

B3+ File Edit Options Window Help = [ &%

D= & Produce Matrix... puichase authorisalion found. Studsnt Ediion

View Model Log —

View Errors...

Solve LP

Solve Global

View Results...

Write Report

Write Basis to File...

Qutput solution (fixed format)

Output solution (custom format)

Qutput ranging info (fixed format)

Output ranging infe {custom format)

; f
Not O Internet Explorer | MIN_[Ln 1, Col 26

FIGURE 4.4 —

Si le probleme linéaire a résoudre est en nombre entiers, il faut commencer par I'utilisation

de la commande Solve LP dans le menu Run / Solve Global

4.4 Application

Nous avons implémenté le modele mathématique du probleme modélisé dans le chapitre

précédent comme le montre la figure (4.5).
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{3+ File Edit Options

o S|

0O
VARIRBLES

X1

X2

X3

X4

X5

Xe

CONSTRAINTS

PROFIT:

[«]

187.13*3*X2 + 222.21

‘ ﬁj‘/| l£|®‘ | ‘ Mo purchaze autharisation found. Student Edition

*#2*X3 + 1613.11%2*X4 + S509.3B8*4*XK5 + 146.51*3*X6

2*X4 + 4#KE o+ I*HE
2#¥10 + 4*XK1l + 3%K12 «<— &
+ X5 + X6

Mul Optiniised

Mk | Lo 43, Cul 2

FIGURE 4.5 —

Le résultat obtenu est le suivant :

2.4*2%X7 +

167.13*3*X8

Y
N
Y

1813.11*2*X10

55 File Edit Options

ol=| @l&|

MODEL TT

VARIABLES
X1
x2
X3
X4
X5
Xe

CONSTRAINTS

PROFIT:

TR11:

4]

XP

-mod fi

167.13*%3#*X2

| &|#| 5| ®| %] E| nopuchass authorisation found. Student Ediion

Solve IP
Statistics
Rows: 11 Columns: 124 Mon-Zeroes:
Entities: 12 Sets: 0 Set Members:

Branch and Bound
Node: 3 Active Nodes: 0 Best Bound:
Solutionfs): 1 Best Solution: 013,88 at node:

Status
Search Complete - integer solutions found

Wiew Log.

+ 222.2

2*¥4  +
2*¥X10 +

4*¥X5 + 3*Xe
4*¥11 <+ 3#X12

1#%2%X3 + 1613.11%2+%X4 + 509.38%4#X5 + 146.51%3*X6

IF Optimal

M | Ln 36, Col 191

FIGURE 4.6 —
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La solution trouvée est X = (0;0;1;0.5;0.5;1;1;1;0;0.5;0.5;0).

Résolution par Branch and Bound : Comme on peut le constater les valeurs de la solution
ne sont pas entieres, donc on appliquera la méthode de Branch And Bound, toujours en
utilisant Visual Xpress : en ajoutant la contrainte z4 =0 et x4 = 1 séparément on obtient les

solutions suivantes :

So

2=7013,88

X,=0 Xo=1
5, S;
X270 %=1 Xe=1 ;Xm0 ; X,=0; X,=0; X3=0.5 ; X,=1;
Xs=0; Xe=1; X;=1; X5=0; X5=0.5; Xs=1; X;=1; Xg=1;
X5=0; X10=1; X;,=1; X1,=0; X5=0.5 ; X;0=0 ; X;,=0.5 ; X,=0;
2=7013,88 2=7013,88
FIGURE 4.7 —

On remarque que la solution S7 nous fourni une solution avec des valeurs entieres tout
en gardant la valeur maximale de la fonction Z.

S1 est donc la solution optimale.

4.5 Solutions et interprétations

Pour trouver un palliatif ou une solution définitive il y a plusieurs solutions, parmi elles :

Solution 1 :  Opter pour une nouvelle installation, avec ’expérience acquise au cours du
processus d’émaillage il est plus aisé de maitriser et de comprendre un nouveau procédé qui
consiste a l'installation d’un convoyeur avec au minimum 6 crochets, deux a trois chaines
d’accrochage superposés tout en rallongeant la longueur du convoyeur avec le four adéquat.
Il est clair que cette installation peut étre onéreuse, mais avec un bon processus de fabrication
et des ventes, les cofits peuvent étre amortis étant donné que c’est un investissement a long

terme.

Solution 2 :  Revoir le schéma organisationnel du processus de fabrication en 'occurrence
I'ordonnancement des téches (traitement des aciers et émaillage), et automatiser certaines
taches (sans l'intervention du travailleur) qui permettront un gain de temps considérable en

ajoutant des fonctions d’automatisation aux machines.
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Cette solution peut prendre du temps a mettre en ceuvre vu la complexité des taches, les
différents parametres (comme le temps d’adaptation du travailleur a une nouvelle tache) et

de tester lefficacité du nouveau schéma organisationnel.

Solution 3 :  Elle consiste en 'application de la solution qu’on a trouvé par la résolution
du PL obtenu par la modélisation du probleme.
La solution trouvée est X' = (0;1;1;0;0;1;1;0;0;1;1;0), son application se fera comme
suit :
Accrocher les pieces xo , 3 , g dans le premier compartiment et x1 , x4 , x5 dans le
compartiment qui le précede.
En utilisant les données qu’on a récolté sur le terrain :

— la durée pour que le convoyeur fasse un tour complet est de 30 min.

— Le volume horaire est de 6h30min.

— la capacité d’accrochage du convoyeur est de 100 crochets.
En faisant le calcul suivant :
Puisque on a ajouté une deuxieme chaine d’accrochage donc le nombre de crochets devient
200. Sachant qu’il nous faut 2 compartiments pour faire une cuisiniere donc le nombre total

200
t =

que peut faire notre nouveau porte-charge es =100 cuisinieéres/30 min.

Finalement 1'unité cuisson pourra faire au moins 300 cuisiniéres en 1h30min.

4.6 Conclusion

Comme on a pu le constater le logiciel Visual Xpress nous a été d'une aide précieuse
pour la résolution de notre probleme qui nous a permit de dégager une solution applicable

directement sur le terrain.
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Conclusion générale

La Recherche Opérationnelle est une discipline d’aide a la décision, qui est de plus
en plus utilisée dans le monde industriel qui permet a la fois la résolution des problemes
rencontrés lors de la production, mais aussi 'optimisation de cette derniére et en dernier

réduire les pertes ce qui constitue un bon outil de gestion.

Dans le travail que nous venons de réaliser, nous avons étudié la méthode Branch and
Bound qui est une méthode de résolution des problemes d’optimisation combinatoire, parmi
ces problemes on a vu les problemes de programmation linéaire qui sont résolus par la mé-
thode du Simplexe, mais, pour les problemes de programmation linéaire en variables binaires
la méthode du Simplexe et dual du Simplexe ne sont pas suffisantes, c’est la que 'on a vu
I'utilité de la méthode de Branch and Bound, et son efficacité a résoudre ce type de probleme,

qui sont plus difficiles et plus complexes.

Pour l'efficacité de I'utilisation de ces méthodes, nous les avons implémentées dans un

logiciel (Visual Xpress), qui constitue un bon outil de modélisation et de résolution.

Notre objectif dans ce mémoire était d’améliorer la production au sein de l'atelier
Traitement et Revétement de Surfaces (TRS) de 'ENIEM ; ce qui leur permettra d’avoir une

flexibilité dans la production et ainsi avoir une bonne position sur le marché.
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