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Introduction

<<Le désir humain de perfection trouve son expression dans la théorie de 'optimisa-
tion. Elle étudie comment décrire et atteindre ce qui est meilleur, une fois que [’on connait
comment et modifier ce qui est bon et ce qui est mauvais... la théorie de ['optimisation

comprend ’étude quantitative des optimums et les méthodes pour les trouver >>[24].

A partir de la citation ci-dessus, on comprend la motivation d’un processus d’opti-
misation. En effet, 'optimisation cherche a améliorer une performance en se rapprochant
d’un point optimal. Des qu’on utilise un des mots minimum, minimiser, minimal, maximal,
maximum, maximiser pour décrire une situation, il devient possible de formuler sous forme
mathématique un probleme d’optimisation.

L’optimisation est un domaine encore relativement jeune des mathématiques appliquées. Ce
domaine des mathématiques, relativement récent, est appelé ” programmation mathématique”,
et dans cette appellation il faut donner au mot ”programmation” le sens de planification
et non de programmation au sens de l'informatique. Les méthodes numériques de 'optimi-
sation ont principalement été développées apres la seconde guerre mondiale, en parallele

avec 'amélioration des ordinateurs, et n’ont cessé depuis de s’enrichir.

L’optimisation mathématique est utilisée dans plusieurs contextes. Dans notre vie quo-
tidienne, nous cherchons a optimiser notre temps de travail, nos espaces de rangement,
ou encore le trajet que nous aurons a parcourir pour nous rendre quelque part, etc. Nous
cherchons tous une meilleure solution aux problemes qui jalonnent notre existence. L’op-
timisation intervient, dans les processus de résolution des problemes de production et de
planification rencontrés dans les divers domaines de la vie tels que 1’économie, 'industrie
et le commerce, ou dans I'étude qualitative de certains problemes de décision. Les ges-

tionnaires désirent maximiser leurs profits, ou minimiser leurs couts de production. Un
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ingénieur souhaite minimiser le poids d’une structure sous contrainte que la structure soit
capable de supporter X tonnes ou encore maximiser la force de la structure sous contrainte

que son poids soit au plus X tonnes.

Selon la nature de la fonction objectif et de ’ensemble contraint, on distingue deux
classes de problemes: les problemes d’optimisation linéaire dont on dispose aujourd’hui
d’un arsenal théorique et numérique considérable pour les résoudre, et les problemes non-
linéaire dont 1’étude est en plein essor. La programmation non linéaire regroupe un ensemble
de sujets dans I'étude de problemes d’optimisation. Pour une fonction objectif donnée, le
probléme consiste & trouver un point minimisant (ou maximisant) cette fonction. Par-
fois, tous les points de R"™ sont candidats, parfois, des contraintes limitent le domaine
de recherche. Les fonctions utilisées (fonction objectif, contraintes) sont continues, méme
différentiables. On utilise des résultats d’analyse mathématique pour caractériser les points
candidats ; un premier pas consiste donc a obtenir des conditions vérifiables satisfaites par
les minima ou maxima recherchés. Lorsqu’un point ne satisfait pas a ces conditions d’opti-
malité, on en déduit une maniere de calculer un point meilleur, et finalement un algorithme

itératif réduisant (pour la minimisation) progressivement la fonction objectif.

Le présent projet a pour vocation de se focaliser sur les problemes d’optimisation conti-
nus et non linéaires. Ceux-ci sont habituellement définis par un ensemble X appelé en-
semble de solutions admissibles et une fonction objectif f: X —— R qui associe a chacun
des éléments de X un nombre réel, ou un cotuit. Nous considérons le cas ou X est un sous-
ensemble de R™. Ses éléments sont donc des vecteurs de nombres réels a n dimensions de
la forme (x',2?%,....2"), avec z* € R, Vi € {1,2,...,n}. Le probléeme consiste a trouver
I'élément de X dont le cotit est minimal ou maximal, (mais cela ne change rien a la diffi-
culté ou aux types de méthodes employées). Cela peut étre formulé de maniere plus concise

comme suit :
Minimiser f(z)
sous contrainte
rze X

X est généralement défini par une collection de contraintes exprimées sous forme d’égalités
et d’inégalités. Nous admettons que f est continue et continuellement différentiable, et par-
fois méme nous admettrons que f est deux fois continuellement différentiable. Les dérivées
seconde et premiere jouent un role important aussi bien dans la caractérisation des so-

lutions optimales que dans les idées qui conduisent a la plupart d’algorithmes utilisés et
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implémentés au cours de ce projet.
Par optimisation sans contraintes, nous désignons le cas particulier ou X = R". Cela peut
étre formulé de maniere suivante :

Minimiser f(x)
xr € R"”

Parfois, les algorithmes de résolution sont fondés sur les mémes principes lorsque le probleme
est contraint ou lorsqu’il ne 'est pas. Ils nécessitent seulement d’étre adaptés afin de pro-
duire des résultats convenables dans les deux cas. En d’autres termes, certains algorithmes
pour 'optimisation non linéaire avec des contraintes sont dérivés des algorithmes d’opti-
misation non linéaire sans contraintes, avec quelques modifications destinées a prendre en

charges ces derniéres (notamment a ne pas sortir de X).

Les différents résultats auxquels nous avions aboutis sont exposés dans les chapitres
constituant ce mémoire, et qui se décomposent comme suit :
Chapitre 1: Eléments d’analyse convexe et conditions d’optimalité:
Ce chapitre se veut étre, un apercu panoramique sur les différentes notions et techniques
a lesquelles nous avions eu recours dans l'implémentation des méthodes d’optimisations.
Nous procédons donc, par une représentation progressive allant de la notion de convexité
jusqu’a I'exposition des conditions d’optimalié.
Chapitre 2: Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes:
Dans ce chapitre, nous abordons la description des algorithmes pour résoudre les problemes
d’optimisation non-linéaires sans contraintes. Nous étudions d’abord les méthodes de des-
cente, ensuite les méthodes du gradient conjugé et on términe par la méthode de Mead et
neald. Nous achevons ce chapitre par une étude comparative des résultats de I'implémentation.
Chapitre 3: Méthodes itératives d’optimisation avec contraintes:
Ce chapitre traite I'optimisation non linéaire avec contraintes et comporte trois méthodes,
a savoir la méthode de Frank Wolfe, et les méthodes de pénalités intérieur et extérieur.
Dans la partie finale de ce chapitre, nous donnerons quelques conclusions liées a la mise en

oeuvre de ces méthodes.

A ce stade nous allons rappeler brievement les définitions de quelques notions impor-

tantes auxquelles nous ferons appel par la suite.
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Minima locaux et globaux

Soient ’ensemble S € R" et une fonction f: & — R. Les minima locaux et globaux
de f sur S sont définis de la maniere suivante :
Minimum local
Intuitivement, un vecteur z* € S est un minimum local de f sur S s’il a un cotut plus faible
que celui de ses voisins. Formellement, £* est un minimum local de f sur & si de > 0 tel
que
flz*) < flx) Ve eSS |zr—a"|<e

ou |.| désigne la norme.

Le minimum local est strict si
flz*) < flx) VxeS |r—a"|<e

Minimum global
Un vecteur z* € § est un minimum global de f sur § s’il a un cotit plus faible que celui

de tous les autres vecteurs dans S. Formellement, x* est un minimum global de f sur S si
flz®) < flw) Vres
Le minimum global est strict si

flz*) < flx) VxeS



Chapitre 1

Eléments d’analyse convexe et
conditions d’optimalité

Introduction

Pour étudier les problemes d’optimisation, il est nécessaire de recourir a des outils
spécifiques dont I’étude est basée sur ’analyse convexe. En effet, I'hypothese de convexité
va jouer un role tres important pour la plupart des algorithmes que nous décrirons, la
convergence vers un optimum global ne pourra étre démontrée qu’avec ces hypotheses .
Dans la premiere section de ce chapitre, nous introduirons rapidement quelques éléments
de I'analyse convexe requis pour l’étude de 'optimisation. Nous aborderons ensuite deux
conditions souvent retenues pour la résolution de ce type de problemes: les conditions

necessaires et suffisantes d’optimalité.

1.1 Convexité

1.1.1 Ensemble convexe

Définition 1.1.1. ”Ensemble Convexe”

Un ensemble A C R™ dit convexe si, pour tous points x et y de A, le segment [x,y] est

inclus dans A,
Vee A, VyeA VAel0l], Max+(1-NyeA (1.1)
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Autrement dit, un sous-ensemble convexe contient toujours le segment [x, y| joignant deux
de ses points x et y. Une interprétation ”optique” consiste a dire que dans une piece convexe,

deux personnes peuvent toujours s’apercevoir (voir FIG 1.1).

Ax+(1 —/\]

Fic. 1.1 — Interprétation géométrique d’un ensemble convexe

Propriétés 1.1.1.

L’intersection d’un nombre fini quelconque d’ensembles convezes est conveze.
Définition 1.1.2. ”Combinaison Convexe”

On appelle combinaison convexe de n points {x;},_, . tout point y obtenu par la

1=

formule

y= Z)\Zwi avec Z)‘i =1 avec X\ >0 (1.2)

i=1 i=1

Théoréme 1.1.1. [1]

Un ensemble A est convexe si et seulement si toute combinaison convexe des points de

A appartient a A

Remarque 1.1.1.

L’intersection de sous-ensembles convexes est convexe.

— L’union de sous-ensembles convexes n’est pas convexe en général, mais ['union crois-

sante de convexes (famille emboitée) est convexe.
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1.1.2 Enveloppe convexe

Etant donné un sous-ensemble A de X, 'espace X est un convexe contenant A. De plus,
Iintersection de convexes contenant A étant convexes et contenant A, on peut poser la

définition suivante.

Définition 1.1.3. ”Enveloppe Convexe”

L’enveloppe convexe d’un sous-ensemble A C X quelconque est le plus petit convexe
(au sens de l'inclusion) qui contient A elle est notée Conv(A). Cette définition est illustrée

dans la figure (1.2) ,en sommbre c’est I’enveloppe convexe et en clair le sous-ensemble.

F1G. 1.2 — Illustration de la définition (enveloppe convexe)

La construction de l'enveloppe convexe suggérée ci-dessus (intersection des convexes
contenant A) est une construction “externe”. Le théoréme suivant propose une construction

“interne” de Conv(A)

1.1.3 Fonction convexe

Définition 1.1.4. ”Fonction convexe”

Une fonction f: R — R est dite convexe, si elle vérifie:

Ve eR", WyeR", Vael01], fz+(1—Ny) <Mz)+ (1 —Nfy) (1.3)
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Cette inégalité est appelée inégalité de convexité. Elle signifie que toute corde de ¢y est

située au dessus de I'arc de ¢y soutenant la corde.

fIX) 4

f(®)

J (@)
f(a)

1

FiGc. 1.3 — Courbe représentative d’une fonction convexe

Le segment de droite reliant les points (a, f(a)) et (b, f(b)) se trouve totalement au-
dessus du graphe de f. Le point * = Aa + (1 — A\)b est situé quelque part entre a et b.
Le point de coordonnées (z,Af(a) + (1 — A)f(b)) se trouve sur le segment de droite entre
les points (a,f(a)) et (b,f(b)). Pour que la fonction soit convexe, il faut que ce point se

trouve toujours (c’est-a-dire pour tout a, b et 0 < A < 1) au-dessus du graphe de la fonction.

Théoreme 1.1.2.
Si f est continument différentiable, les conditions (1) et (2) ci-dessous sont équivalentes;

Si f est deux fois continiment différentiable, les conditions (1), (2) et (3) ci-dessous sont

équivalentes :
1. f est conveze;

2. Vo € R", Vao € R", flx) > flzg) + VI (20).(x — 20); c-d-d la courbe C de f est au
dessus de ses tangentes.
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JX)

Tangenlflz a Cau point d’abscisse x,
{d eq""'non ¥y= f(xg) \71’"[.':'.-".;;.:.:.-" — Ip)

X

Fi1G. 1.4 — Courbe représentative d’une fonction d’appuie

3. Y, le hessien V2f(x) est une matrice semi-définie positive, c-a-d
Yy, y . V3f(x).y > 0. (1.4)
Remarque 1.1.2.

— fest dite strictement convexe si I'inégalité stricte est toujours vérifiée pour x # y et
A€ [0,1]

fz + (1= Ay) < Mx) + (1= X)fy)

— f est dite fortement convexe, s’il existe a > 0 tel que Vo € R", Vy € R",
VA € [0,1],

1
e + (1= Ny) < M) + (1= Mfty) = 501 = Allz =y’ (1.5)
On dit aussi que fest a-convexe.
— La forte convexité est le cadre agréable pour de nombreux problemes d’optimisation,
car elle donne facilement 'existence, 'unicité, et des algorihmes de calcul perfor-

mants; c¢’est une hypothese forte, mais elle inclut le cas des fonctions quadratiques,

tres important en pratique

Définition 1.1.5. ” L’épigraphe”
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On appelle 'épigraphe d’une fonction f noté épi(f) I'ensemble défini par:

épi(f) ={(z;r) € AxR, flz) <r}

Proposition 1.1.1. ”Critere de I’épigraphe”
f est convexe si et seulement si son épigraphe est convexe, ot

épi(f) = {(e.r) € Ax R, flz) <r}

Preuve.

? , e
f convexe &' son épigraphe est convexe

1. f convexe =’ son épigraphe est convexe

Soient (x1,r1),(xe,r2) € €épi(f) et A € [0,1]

On a A(x1,r1) + (1 — A)(z2,m2) = (Az1 + (1 — N)ag,Ary + (1 — N)ro)

fOxy + (1= Naxg) < A1) + (1 = N)fleg) car f est convexe
<A+ (1= X)rg car (x1,r1),(x2,m2) € épi(f)

D'ou  A(xy,m1) + (1 — N)(x2,m2) € épi(f) = épi(f) est conveze (1)
2. épigraphe de f est convexe =’ f convezxe

Soient (x1,r1),(xe,r2) € €épi(f) et A € [0,1]

On a A(x1,r1) + (1 — AN)(z2,m2) = (Az1 4+ (1 = N)ag,Ary + (1 — N)ro)

fOzr + (1= Nan) < Arp+ (1= A)ry
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On pose 1y = flry) et 1= flxg)
Dot fidxy + (1 — N)ag) < May) + (1 = N)flza) = fest convexe (2)

De (1) et (2) on a f convexe < épigraphe convexe

Définition 1.1.6. ”Fonction concave”

Une fonction f: R®™ — R est dite concave si (—f) est une fonction convexe, i.e. avec

les mémes notations, si

VeeR" VyeR" VAel01], fOx+(1-—Ny) >Maz)+(1—-Nfy) (1.6)

fix)

e B ettt
o

[ ..

Fic. 1.5 — Courbe représentative d’une fonction concave

Remarque 1.1.3.

a) La convexité de la fonction est une caractéristique trés importante en optimisation. En
effet, lorsque la fonction n’est pas convexe, il est pratiquement impossible d’identifier un
optimum global d’un probleme d’optimisation. Notons que I'importance de la convexité est
liée aux problémes de minimisation. Lorsque 'on étudie des problemes de maximisation,
on utilise la notion de concavité.

b) Noter que convexité et concavité ne sont pas des propriétés complémentaires. Une fonc-

tion peut n’étre ni convexe ni concave.
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1.2 Conditions d’optimalité

Avant de développer des algorithmes permettant d’identifier des solutions d’un probleme
d’optimisation, il faut étre capable de décider si un point donné est optimal ou non. Ces

conditions d’optimalité ont trois roles essentiels dans le développement des algorithmes
1. elles procurent une analyse théorique du probleme,
2. elles inspirent directement des idées pour les algorithmes,

3. elles permettent de déterminer un critere d’arrét pour les algorithmes itératifs.

1.3 Conditions d’optimalité pour les problemes sans
contraintes

Considérons le probleme d’optimisation sans contrainte suivant

(P)

zeR"

On cherche a résoudre (P), donc il s’agit de déterminer un point z* de R™ tel que:
Ve € R", flz¥) < flw) (L.7)

¢’est-a-dire un minimum global de fsur R™. Mais pour beaucoup de problemes d’optimisa-
tion sans contrainte, les principales méthodes de résolution connues ne permettent pas la
détermination d’un minimum global, il faut alors se contenter d’'un minimum local, c¢’est-
a~dire des points qui vérifient (1.7) seulement dans un voisinage de x*. Nous allons voir

maintenant comment de tels points peuvent étre caractérisés.

1.3.1 Conditions nécessaires d’optimalité

On suppose que f(x) est continue et a des dérivées partielles premieres 0f/0x; et se-

condes 9*f/0z;0x; continues pour tout z € R™.

Théoréme 1.3.1. [2]” Conditions nécessaires d’optimalité”

Une condition nécessaire pour que x* soit un minimum local de f est:

a) Viz*)=0
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b) si f est deux fois différentiable , alors
V2f(zx) = [0%/0x,0x;(x*)] est une matrice semi-définie positive.
La condition (a) est appelée condition nécessaire du premier ordre, la condition

(b) est appelée condition nécessaire du second ordre.

Preuve.

Soit * un minimum local de f.

Comme f est deux fois différentiable, le développement de Taylor au voisinage de 2~ donne :

flw) = fla®) + V(@) (@ = 2%) + 5(z — 2") V2 fa") (@ — 2*) + [lo — 27 [P0(z — 27)

Avec 0(z — 2*) — 0 quand x — z*

1. Si Vf(z*) # 0 alors en choisissant © = x*—0V f(x*) on aurait, pour # > 0 suffisamment
petit: flx) < flz*) ce qui contredirait le fait que x* est un minimum local. Donc la
condition (1) est bien nécessaire.

2. Si la matrice V2f(x*) n’est pas semi-définie positive, c’est qu’il existe un vecteur
d € R™(d # 0) tel que: d"V2f(z*)d < 0.

En choisissant alors © = z*+6d, pour 0 > 0 suffisamment petit on aurait f(z) < flz*)

ce qui contredirait encore I'optimalité locale de x*.

Remarque 1.3.1.

En pratique, la condition nécessaire du second ordre est difficile a vérifier systématiquement,
car elle exige de calculer les dérivées secondes et d’analyser les valeurs propres de la matrice
hessienne.

La condition nécessaire d’optimalité du premier ordre joue un role central en optimisation.
Les vecteurs x qui vérifient cette condition sont appelés des points critiques ou points sta-
tionnaires. Parmi eux, il y a des minima locaux, des maxima locaux et des points qui ne

sont ni 'un ni 'autre. Ces derniers sont appelés points selle.

Définition 1.3.1. ”Point critique”

Soit f: R® — R une fonction différentiable. Tout vecteur x € R™ qui vérifie la condition

(a) c’est-a-dire: Vf{z) = 0 est appelé un point stationnaire ou point critique de f.
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1.3.2 Conditions suffisantes d’optimalité locale

Théoréme 1.3.2 (2). ”Conditions suffisantes d’optimalité local”

Soit f: R™ — R. Une condition suffisante pour que x* soit un optimum local de f est:

1. Vflz*) = 0 (stationnarité)

2. La hessienne V2f(zx)  est une matrice définie positive

Preuve.

Considérons un point z* satisfaisant les deux conditions (1) et (2) du théoreme.
Le développement de Taylor de f au voisinage de x* s’écrit alors:

flz) = fla*) + 5(z — )TV @) (@ — %) + [l — 27|20z — 2¥)
Avec (x — 2*) — 0 quand © — z*
Pour toute direction de déplacement d € R™(||d|| =1) on a:

flz* +td) = flz®) + ngW fz*)d + £20(t)

d’ou P
fla” +td) = fla7) = S d"Vfla")d + £°0(1)
ou #(t) — 0 quand t — 0.
En vertu de la condition (2) ona:
t2
EdTVQ flz*)d >0

et par suite, pour # suffisamment petit, on a

fl* +td) > flx™)

Ce qui montre que z* est bien un minimum local de f.

Nous présentons maintenant une condition suffisante pour quun minimum local soit également

un minimum global.
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1.3.3 Conditions suffisantes d’optimalité globale

Dans le cas d'une fonction convexe f définie sur R", on a la condition nécessaire et

suffisante pour que x* soit un minimum global de f est donnée dans le théoreme suivant:
Théoréeme 1.3.3. [3] ”Conditions suffisantes d’optimalité globale”

Soit une fonction continue f: R® — R et x* € R™ un minimum local de f.
e Si f est une fonction convexe, alors x* est un minimum global de f.

e Si de plus f est strictement conveze, x* est ['unique minimum global de f.

Autrement dit, dans le cas conveze, la stationnarité a elle seule constitue une condition
nécessaire et suffisante d’optimalité globale.

Preuve.

Supposons par absurde qu'il existe un autre minimum local x* # x*, tel que flz1) <

fz*) Par la convexité de f, nous avons
fO™ + (1= Nzt < Ma*) + (1= M) fiah),
ot 0 < A <1 Comme flzt) < flz*), nous avons pour chaque A €]0,1]
faa™ + (1= Na") < M@") + (1 = Mfia") = fla”), (1.8)

Considérons € > 0 arbitraire, et montrons que la définition d’un minimum local est
contredite.
Si e > ||lz* — ™|, la définition d’un minimum local n’est pas vérifiée pour z = z*, en
prenant A = 1 dans (1.8).

Sie < [jz* — x|, considérons 0 < n < 1 tel que € < ||nz* + (1 — n)z™|| = e . Dans ce
cas, la définition d’un minimum local n’est pas vérifiée pour x = (Az* + (1 — \)z™) avec

n < A< 1par (1.8). Comme n < 1, de tels \ existent toujours.

Considérons maintenant une fonction strictement convexe, et supposons que z* et y*
soient deux minima globaux distincts, et donc x* # y* et flx*) = fly*). En fonction de la

définition de convexité stricte, nous avons

fxm + (1= Ny") < Ma®) + (1 = Mfly") = fz") = fy"),
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ce qui contredit que z* et y* sont des minima globaux.

Nous terminons cette section par une discussion des conditions d’optimalité pour les
problemes quadratiques.
1.3.4 Conditions d’optimalité pour les problemes quadratiques

Parmi les fonctions non linéaires, les fonctions quadratiques joueront un role important

dans les algorithmes d’optimisation.

Définition 1.3.2. ”Fonction quadratique”

Une fonction f: R®™ — R sera dite quadratique si elle peut s’écrire

flz) = %xTAx 4o (1.9)

ol A est une matrice symétrique n x n, b € R" et ¢ € R. Nous avons alors
Vfz)=Ax+0b (1.10)

et
Vifz) = A (1.11)

Théoreme 1.3.4. [3] ”Conditions d’optimalité pour les problémes quadratiques”

Considérons le probleme

: L 1 T
ggﬁg}bf(x) =% Ar+b'z+c (1.12)

ou A est une matrice symétrique n x n, b € R" et c € R.

1. Si A nlest pas semi-définie positive, alors le probléme (1.12)ne posséde pas de solu-

tion, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun x € R™ qui soit un minimum local de (1.12).

2. Si A est définie positive, alors
rr=—-A"" (1.13)

est l'unique minimum global de (1.12)
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Preuve.

Nous avons Vf(z) = Az + b et V3flx) = A

1. Supposons par I'absurde qu’il existe z* minimum local de (1.12). D’apres (b) du

théoréme (1.3.1), V2f(x) = A est semi-définie positive, ce qui contredit I'hypothese.

2. Comme A est définie positive, le point z* dans (1.13) est bien défini car:
Vz*) = Az"+b
On remplacer x* par sa valeur, on aura
Viz*) = —-AAb+b=0

Les conditions suffisantes d’optimalité du théoreme (1.3.2) sont vérifiées et =* est un mi-
nimum local de f. De plus, f est convexe. D’apres le théoreme (1.3.3), 2* est 'unique

minimum global.

1.4 Conditions d’optimalité pour les problemes avec
contraintes

Cette section est une courte introduction a I’optimisation sous contrainte. On s’intéresse
au conditions d’optimalité pour les problemes avec contraintes de la forme:
min fz),

sous contraintes (1.14)
r e X,

L’écriture des conditions d’optimalité en présence de contraintes est basée sur la méme
intuition que dans le cas sans contraintes, a savoir qu’il est impossible de descendre a
partir d’un minimum.

Une difficulté importante en optimisation sous contrainte consiste a savoir se déplacer dans
I’ensemble des contraintes, i.e. étant donnée une direction de recherche comment garantir
que I'on reste dans ’ensemble des contraintes.

Pour cela, on introduit la notion de direction admissible et qualification des contraintes.
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Directions admissibles et qualification des contraintes

Définition 1.4.1. ”Directions admaissibles”

Soit le probleme général d’optimisation (1.14), et soit un point x € R™ admissible. Une
direction d sera dite admissible en x s’il existe n > 0 tel que = + ad soit admissible pour
tout 0 < a < 7.

Définition 1.4.2. ”Les indices actifs”

Soit 'ensemble des contraintes X = {z € R"/g;(x) < 0, i € I = {1,2,...,m}}. L'en-
semble des indices actifs (L’ensemble des indices des contraintes saturées ) au point z* est

formé des indices i qui vérifient g;(x) = 0. Il est noté comme suit :
lo = lo(2%) = {2 € I/gi(2") = 0} (1.15)

Définition 1.4.3. ”Qualification des contraintes (Q.c)”

Soit un probléme d’optimisation (1.14), et soit un point admissible z*. La condition
de qualification des contraintes (Kuhn et Tucker 1961, Abadie 1967)1 est vérifiée si tout
élément du cone des directions en z* est une direction admissible a la limite en x*.

Donc (Q.c) en x*, revient a chercher I'existence d’une direction d pointant a I'intérieur du
cone défini par:
K={deR"/VTg(z*)d <0, Viel,(z")}. (1.16)

C’est a dire que:
(Q.c) <= 3d € R"/VTg;i(z*)d <0, i€l (z%). (1.17)

Evidemment, la vérification directe de (Q.c) peut étre difficile en pratique, et c¢’est pour-
quoi on a recherché des conditions suffisantes pour que (Q.c) soit réalisée. Les résultats les

plus importants sont rassemblés dans le lemme ci-dessous.

Lemme 1.4.1. [3]

Pour que (Q.c) soit vérifiée en tout point x € X il suffit que l'une des conditions (a)
ou (b) soit réalisée :

a) toutes les fonctions g;, sont linéaires (Karlin 1959)/%/,
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b) toutes les fonctions g; sont convewes et X a un intérieur non vide (Slater 1950)/¢/.

Pour que (Q.c) soit vérifiée en un point x* € X, il suffit que l'on ait :

c) les gradients Vg;(2°)(i € T*) des contraintes saturées en x* sont linéairement indépendants
(Fiacco et McCormick 1968)/7.

1.4.1 Conditions nécessaires Karush-Kuhn et Tucker

Les conditions nécessaires de Karush-Kuhn et Tucker(/.K.T)!®! donnée dans le théoreme
suivant est fondamentale. Sous 'hypothese de qualification des contraintes, une condition
nécessaire d’optimalité locale pour un probleme d’optimisation avec contraintes du type

minf(x)
Sous les contraintes

gi(x) <0 iel
r e R"

(1.18)

Théoréme 1.4.1. [8]”Karush-Kuhn et Tucker 1951”
On suppose que les fonctions f et g;(i € 1) sont continiment différentiabies, et que I’hy-

pothese de qualification des contraintes est vérifice en x* € X, avec :
X ={zeR"/gi(x) <0, Viel}.

Alors, une condition nécessaire pour que x* soit un optimum local de (1.18) est qu’il existe
des nombres \; > 0(i € I) appelés multiplicateurs de Karush-Kuhn et Tucker, tels que:
V") + 2 AiVei(@™) =0,

et, (1.19)

Pour démontrer ce théoreme, nous aurons besoin des deux résultats suivants:

Lemme 1.4.2. [3]”Farkas”

Soit A une matrice nxm, b un vecteur de R™, avec m < n.
Si pour chaque vecteur x vérifiant Ax < b, et cx < 0 alors il existe des coefficients \; > 0,

tels que
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Lemme 1.4.3. [3]

Soit d une direction admissible en x*. Alors nécessairement, d vérifie les relations :
Vol (z9).d<0  (Viel,). (1.20)
Preuve. "Théoréme de Karush-Kuhn-Tucker”

Le point z* étant un minimum, alors pour toute direction admissible d en x*, on aura

VAz*)T.d > 0, et ce, en vertu du lemme (1.4.3). En utilisant (1.20), on peut donc écrire
Vol (z9).d<0 (Viel,) = —VAz)".d<0
En vertu du lemme de Ferkas (1.4.2), il existe alors des coefficients \!, (i € I,,), tels que

M) = SN,
i€lq
Posons \! = 0 pour ¢ € I\[,(2*). Donc on obtient
—Vz") = 2ia A == Vz") + 2ia A Vei(a) =0,

et,

XVg(a) =0 (i€l

Remarque 1.4.1.

Dans le cas ou les gradients des contraintes saturées sont linéairement indépendants
(x* est alors appelé un point régulier) il est important de noter que le vecteur de Kuhn et

Tucker X\ est unique.

1.4.2 Interprétation géométrique des conditions de Karush-Kuhn
et Tucker

Les conditions de Karush-Kuhn et Tucker peuvent s’interpréter géométriquement de la

fagon suivante (fig.1.6). Sous I'hypothese de qualification des contraintes.
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—F

Vgo(x")
$ —Vf(x)

go(x ) =0

.-"'-f- a-_“l
cone des directions admissibles Ga(x )=0

Fic. 1.6 — Interprétation géométrique des conditions de Karush-Kuhn et Tu-
cker

Les conditions de Karush-Kuhn et Tucker sur un exemple & deux dimensions. Au point
x* les contraintes saturées sont les contraintes g, et g4 et I, = {2,4}.
L’ensemble des directions admissibles d forme un cone intersection des |I,| demi-espaces
d’équation :

Vol (z*).d<0  (Viel,))

Pour que z* soit un optimum local il faut que le vecteur —V f(z*) fasse un angle obtus avec
chaque direction admissible d. Il est alors équivalent de dire que le vecteur —V f(z*) doit
faire un angle aigu avec le gradient Vg;(z*) de chaque contrainte saturée (i € I,).

Dans ces conditions, —V f(x*) doit effectivement s’exprimer comme combinaison linéaire a
coefficients \; positifs des Vg;(z*) pour (i € 1,).

Remarque 1.4.2.

1. Les conditions de Karush-Kuhn et Tucker s’étendent sans difficulté a des problemes

comportant a la fois des contraintes d’égalité et des contraintes d’inégalité de la forme
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minf(x)
sous les contraintes

(P)] gi(x) <0 i={12,...,m}
hi(x) =0 i={1,2,...,p}
r € R".

La condition nécessaire pour que z* soit un optimum local de (P) est qu'il existe des

nombres \; > 0 et u; non contraints en signe tels que:

VIE) + Do MV Gi(a) + e i Vi) = 0,
et (1.21)

1.4.3 Conditions suffisantes d’optimalité

Nous allons étudier maintenant des conditions suffisantes d’optimalité. Associons a
chaque contrainte un nombre réel \; > 0 appelé multiplicateur de Lagrange. La fonction

de Lagrange est:

L(z)) = fz) + 3 Nigila) (1.2
icl
Définition 1.4.4. ”Point-col”
Soit: T € X et A>0.

A
On dit que (7,\) est un point-col de L(x,\) si:
1. L(z,\) < L(z,\) Ve e X

2. L(x\) < L(TX)  VA>0



Chapitre 1. Eléments d’analyse convexe et conditions d’optimalité

27

$L(x.N)

e T
/ --T.T\-'IT_/'"/ \\

¥ =

Fic. 1.7 — Illustration de la notion de point-col

Propriété 1.1. ”Caractérisation d’un Point-col”

SoitT e X et A > 0.

(T,\) est un point-col pour L(z,\) si et seulement si:

a) L(Z,\) = mingexL(z,\)

b) ¢:(7) <0 Viel

c) \igi(T) <0 Viel

Théoréme 1.4.2. [3] ”Suffisance de la condition de point-col)”

Si (Z,\) est un point-col de L(x,\) alors T est un optimum global du probleme (1.20).

Preuve.

La condition (a) du théoréme précédent entraine:
f@) + sz‘gi@) < flz) + ingi(m) (Vz € X)
I I
D’autre part:
(c) = \igs(T) =0 (Vi)
d’ou:

fz) < flz) + ingi(x) Ve e X

et comme A > 0 on a: f(T) < flz), Vo € X tel que: g;(v) <O0.
D’ou T est un optimum global du probleme.

Remarque 1.4.3.
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Ce résultat est tres général et s’applique a n’importe quel programme mathématique
convexe, non convexe, f et g; différentiables ou non...
Cependant, pour certains problemes, il peut ne pas exister de point-col. C’est le cas en

général, pour les problemes non convexes.

Conclusion

Nous avons vu que les conditions nécessaires d’optimalité permettent d’identifier les
points critiques, qui sont les candidats pour la solution d’un probleme d’optimisation. Une
maniere d’aborder le probleme serait de résoudre le systeme d’équations défini par ces
conditions.

Nous allons voir maintenant des méthodes numériques permettant de résoudre de tels
systemes d’équations non linéaires. Bien que celles-ci ne soient pas utilisées directement

pour l'optimisation, elles servent de base aux algorithmes principaux.



Chapitre 2

Méthodes itératives d’optimisation
sans contraintes

Introduction

L’optimisation sans contrainte de fonctions continues non linéaires a pour objectif, de
trouver pour une fonction donnée f de R™ dans R continue, un vecteur z* tel que fla*)
soit un extremum de f. Usuellement, f est appelée fonction objectif (ou criteére, ou encore
cout) et x variable de décision. Etant donné que la maximisation de f est équivalente a
la minimisation de —f, tous les algorithmes présentés ici recherchent un minimiseur de la

fonction objectif. Autrement dit, on cherche z* tel que:

x* € arg min f(x) (2.1)

rER"
n consider roblem imisation san ntrainte suivant :
On considere le probleme d’optimisation sans contrainte suivant
Min f(x)

(P)
r €R"

Pour résoudre le probleme (P) intéressons nous aux méthodes suivantes:

1. Les méthodes basées sur le gradient
2. Les méthodes de Newton

3. La méthode des directions conjuguées
4

. La méthode du simplexe (ou méthode de Nelder et Mead)

29



Chapitre 2. Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes 30

Ces méthodes utilisent des dérivées (et donc la propriété de différentiabilité de f) a I'ex-
ception des méthodes de directions conjuguées (sauf dans le cas particulier de la méthode
du gradient conjugué) et de la méthode du simplexe basée, elle, sur des propriétés plus
géométriques.

Apres les avoir décrites, nous discuterons plus précisément des champs d’application de
chacune de ces méthodes et les analyserons du point de vue de leur convergence. Apres
avoir implémenté les méthodes grace au programmes développé au cours de ce projet, nous
serons en mesure d’établir une étude comparative des différentes méthodes, du point de
vue de la performance et de la rapidité de convergence des algorithmes, et cela en fonction

du type de probleme et du point initial.

Nous allons maintenant rappeler brievement les définitions de quelques notions impor-

tantes pour la suite.

Notion de direction de descente

Le gradient joue un role essentiel en optimisation. Dans le cadre des méthodes d’opti-
misation, il sera également important d’analyser le comportement de la fonction objectif
dans certaines directions. Commencons pour cela par rappeler le concept de dérivée direc-

tionnelle.

Définition 2.1. ”dérivée directionnelle”

Soit f: R™ —— R une fonction continue, soit x € R™ et d € R".

La dérivée directionnelle de f en x dans la direction d est définie par:

dfied) = tm ST A)

t—0t t

(2.2)

si cette limite existe.

Proposition 2.1.

Si f est différentiable en un point x € R", alors pour tout d # 0, f admet une dérivée

dans la direction d en x et :

df(z,d) = d"Vf(z) (2.3)

On rappelle que la réciproque est fausse! La dérivabilité selon tout vecteur en x n’im-

plique pas nécessairement la différentiabilité de f en x.
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La dérivée directionnelle donne des informations sur la pente de la fonction dans la di-
rection d, tout comme la dérivée donne des informations sur la pente des fonctions a une

variable. En particulier,
— si df(xz,d) > 0 alors f est croissante dans la direction d.
— si df(x,d) < 0 alors f est décroissante dans la direction d.
Dans ce dernier cas, on dira que d est une direction de descente de f.

Définition 2.2. ”direction de descente”

Soient f: R"™ —— R, une fonction différentiable et x € R". Le vecteur d € R" est une
direction de descente pour f a partir du point x si t — f(x 4 td) est décroissante en ¢t = 0,

c’est-a-dire s’il existe n > 0 tel que:
vt €], fla+ td) < flx) (2.4)

Théoréme 2.1. [9/”Direction de plus forte descente”

Soit f: R™ — R une fonction différentiable, et x un point de R™.

Alors pour toute direction d de norme constante égale a ||d|| = [|[VAx)| , on a:
(=VA2))' Vfiz) < d"V[z)

La direction d* = —V f(x) est appelée direction de plus forte descente.
La direction opposée au gradient est donc celle dans laquelle la fonction a la plus forte
descente, le gradient correspond, lui, a la plus forte pente.
Corollaire 2.1. [9/”Direction de plus forte pente”
Le vecteur Vf(x) est appelée direction de plus forte pente de f au point x € R™.
On remarquera que si £* est un point de minimum local de f, alors il n’existe aucune
direction de descente pour f au point z*.
Proposition 2.2.
Soient f: R" — R différentiable et x € R" tel que: Vf{z) # 0.
Le vecteur d € R™ est une direction de descente pour f a partir du point x ssi la dérivée

directionnelle de f en x dans la direction d vérifie :

df(z,d) = Vf (z)d < 0 (2.5)
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Théoréme 2.2. [9] ” descente”
Soit f: R" — R une fonction différentiable. Soient x € R™ tel que flx) # 0 et d € R™. Si

d est une direction de descente en x alors il existe ) tel que :

Va € [0,19], flz + ad) < flx) (2.6)

En utilisant ce résultat, on construit un algorithme général de minimisation, nommée
algorithme de descente. Il consiste simplement a suivre une direction de descente de facon

itérative jusqu’a l’obtention d’un "bon” minimiseur.

2.1 Deéduction d’une classe d’algorithmes de descente

Dans cette section, nous construisons une famille d’algorithmes itératifs pour calculer
un minimum local d’une fonction f. La base de notre étude est la suivante: si un point
x ne satisfait pas aux conditions d’optimalité, il est possible de produire un autre point,
x! pour lequel f(z!) < f(z"). Cette famille d’algorithmes porte le nom de méthodes de

descente. On cherche alors x!

sous la forme z' = 2° + a;d! ol d' est un vecteur non nul
de R™ et o un réel strictement positif. En pratique donc, on cherche d' et o' pour que
fl2® + ayd') < f(zY). On ne peut pas toujours trouver d'.

Quand d' existe on dit que c’est une direction de descente et o est le pas de descente. La
direction et le pas de descente peuvent étre fixes ou changer a chaque itération. Le schéma

général d’'une méthode de descente est le suivant :
2 e R"
o = oF 4 apdk, dF e R* — {0}, ap € R™

oll ay et d* sont choisis de telle sorte que fz° + o d') < fa0).
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Fi1G. 2.1 — Schéma général d’une méthode de descente

Algorithme de descente

1. Initialisation
k «— 0: On se donne une fonction f différentiable, un point initial 2° et un seuil de
tolérance € > 0

2. Itération k=12, ...

k+1

okt — 2k 4 o dF

3. Critere d’arrét
Si ||zt — 2%|| < e STOP 2% est la solution optimale

Sinon, on pose k «— k + 1 et on retourne a 2.

Il est important de noter que l'algorithme n’est pas complétement défini. En effet, rien
n’est spécifié le pas «, et la direction d . Enfin, certaines hypotheses supplémentaires sont

nécessaires afin de garantir que la méthode converge.

2.1.1 La recherche linéaire d’un pas

Soit x un point de R™ tel que: Vf{z) # 0 et d une direction de descente de fen x.
Intéressons nous maintenant d’un peu plus pres a la phase de recherche linéaire i.e. au
calcul d’'un pas a € R vérifiant :

flz + ad) < flz).
D’apres la caractérisation de la descente (proposition 2.2), il s’agit donc a chaque

itération k, de trouver un point z**! dans une direction d vérifiant :

¢'(0) =Vf")'d<0
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Recherche linéaire d’Armijo et de Wolfe

La condition de descente: flz* + adF) < f(x*) n’est pas suffisante pour que le pas «
soit considéré comme acceptable car la convergence n’est pas toujours vérifiée. la notion
de direction de descente est une notion locale qui ne s’applique qu’au voisinage de l'itéré
courant.

De ce fait, au lieu de demander a ce que le pas cherché minimise la flx + ad), on préfere
imposer des conditions moins restrictives (et moins cotliteuses & mettre en oeuvre): une

premiere condition est dii & Armijo (1966)') et la deuxieme est di & Wolfe(1969)11.
Définition 2.1.1 (12). ”Pas d’Armijo et Wolfe”

Un pas «a est dit admissible pour une direction suffisamment descendante d lorsqu’il
satisfait aux deux inégalités suivantes, nommées critere d’Armijo et de Wolfe respective-
ment :

flx +ad) — flz) < geaVfz)'d g E]O,%[, (Armijo) (2.7)
Vf(flf + O./d)d > 81Vf(l’)Td €1 6]60,1[, (Wolfe) (28)

ol € et €1 sont des parametres fixés pour déterminer I’admissibilité d’un pas.

La condition d’Armijo permet d’éviter les pas trop grands. En pratique la constante g
est choisie tres petite de maniere a satisfaire (2.7) le plus facilement possible.
En plus de la condition d’Armijo, il est donc important d’imposer une condition qui permet
d’éviter les pas trop petits. Cette condition est celle de Wolfe donnée par (2.8). Pour le
choix de la direction d; peut étre:

— Soit le gradient de f en 2% : d), = —Vf(z*);

— Soit calculée & partir du gradient Vf(z*);

— Soit choisie d’une facon plus ou moins arbitraire a condition que ce soit une direction

de descente c’est-a-dire que d} Vf{(z*) < 0.

Pour notre contexte intérissons nous a la méthode du gradient a pas optimal

2.1.2 Méthode du gradient a pas optimal

La méthode de plus profonde descente est la méthode de gradient la plus utilisée. Une
idée naturelle consiste a suivre la direction de plus forte descente et a faire un pas qui rends

la fonction a minimiser la plus petite possible dans cette direction. La premiere question
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est de choisir cette direction. On remplece f au voisinage de z* par son développement de

Taylor de premier ordre:

fz* +d) ~ fla®) + Vfz")Td
On voudrait que la dérivée directionnelle Vf(z*)Td soit la plus petite possible dans un
voisinage de d. On cherche donc a résoudre:

min Vf(z")'d  s.c lld|l =1

deRn

dont la solution nous ait donnée par le théoreme de la direction de plus forte descente,

comme la direction de plus profonde descente normalisée :

ko V")
A TP

On pose ensuite q(a) = flz* — Vf(z¥)) et on calcule ay, de facon & minimiser q pour a > 0.

On est alors ramené a un probleme d’optimisation unidimensionelle.

Algorithme de plus profonde descente (”Steepest descent”)

1. Initialisation
k +— 0: On se donne une fonction f différentiable, un point initial 2% et un seuil de

tolérance € > 0

2. Itération k=12, ...

k _ _ Vfah)
pose d% = —gen]
calculer: a; = argmings flz* + ad®)
k1

okt — 2F 4 qpdF

3. Critére d’arrét
Si ||zFt — 2| < e STOP) 2**! est la solution optimale

Sinon, on pose k «— k + 1 et on retourne a 2.

2.1.3 Convergence de la méthode du gradient

On veut minimiser une fonction f. Pour cela on se donne un point de départ arbitraire
2°. Pour construire I'itéré suivant ! il faut penser qu’on veut se rapprocher du minimum

de f, on veut donc que:

fla') < f(=")
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Notre but est maintenant de produire une suite de points z* dont les points d’accumulation
sont stationnaires, et ce quel que soit le point de départ 2° de la suite. Nous utiliserons
pour ce faire le fait que nous tentons de minimiser une fonction f, ce qui nous aide a évaluer
la qualité relative de deux points consécutifs de la suite.

Théoréme 2.1.1. [13]

Soit f une fonction C* de R™ dans R, z* un minimum de f. Supposons que

i) f est a-elliptique, c’est-a-dire,
Ja >0, V(zy) €R"xR", (Vflz) = VAy)).(z —y) = alz -y
ii) lapplication Vf est lipschitzienne
d0 >0, V(ry) eR"xR", ([|VAz) - VAy)l) <allz -yl

S’il existe deux réels a et b tels que p®) satisfasse 0 < a < p*F) < b < i—‘; , pour tout k >0,
alors, la méthode du gradient définie par x**' = x* + ad* converge pour tout choiz de x°

de facon géométrique
B o1l [at ot < B — 7).

Remarque 2.1.1.
Le gradient a pas optimal qui est en principe la meilleure méthode des méthodes du gradient
d’un point de vue de la rapidité de convergence, celle-ci peut étre lente car elle fait des

zigzags pour aller vers la solution optimale.

2.2 La méthode de Newton

La méthode de Newton n’est pas une méthode d’optimisation a proprement parler.
C’est en réalité une méthode utilisée pour résoudre des équations non linéaires de la forme
flx) =0 ou f est une fonction de R™ dans R". Nous allons d’abord la décrire puis montrer

comment on peut I’appliquer a la recherche de minimum.

La méthode de Newton dans R

Présentons d’abord formellement cette méthode dans R. Soit I un intervalle de R et

f: 1 — R, pour résoudre f(t) = 0 ou f est une fonction C'. La méthode de Newton
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part d’une solution approchée x et remplace 1’équation f(t) = 0 par I’équation approchée
f(x)+ (t —2)f'(x) = 0, d’ott la solution

L)
F'@)

Bien entendu, cette formule n’a un sens que si f'(x) # 0. On espere que le nombre réel

(2.9)

t donné par cette équation est un peu plus proche d’une racine que ne I’était x. En tout
cas, si t appartient encore a I, on peut recommencer en partant de t, etc..., d’ou une suite

définie (pas forcément pour tout n) par la relation de récurrence:

k
k+1 r S(@")
Ft) 210
Nous préciserons ensuite les conditions d’utilisation de la méthode et justifierons I'existence

des itérés successifs dans un théoreme général de convergence.

Algorithme de Newton dans R

1. Inmitialisation
k = 0: On se donne une fonction f différentiable, un point initial 2° et un seuil de

tolérance € > 0

2. Itération k=1,2,...

k41 _ ok fER)
I COR

3. Critére d’arrét
Si ||aF*tt — 2*|| < e, STOP ) 2**! est la solution optimale

Sinon, on pose k =k + 1 et on retourne a 2.

T

Remarque 2.2.1.

Remarquons qu’il faut non seulement assurer la convergence de la suite x* vers la
solution z*, mais aussi montrer que cette suite est bien définie, c¢’est-a-dire montrer que
f'(x%) # 0 a I'étape 2. Cette méthode est aussi appelée méthode de la tangente. En effet

k

chaque itéré z¥! est obtenu a partir du précédent en tracant la tangente a la courbe de f

au point (z* f(x*)) et en prenant son intersection avec I’axe des abscisses (Fig 2.1).
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Fi1G. 2.2 — Interprétation géométrique de la méthode de Newton

La méthode de Newton dans R"

Nous pouvons maintenant généraliser & R”. Soit f une fonction de classe C! de R™ &

valeurs dans R™. On suppose que 1’équation
flz) =0

On suppose ici que f est deux fois continiment dérivable et que l'on sait calculer ses
dérivées secondes. Au voisinage d'un point =¥, on approche f par la fonction quadratique

donnée par la formule de Taylor d’ordre 2:
1
g(z) = f(2*) + (x — 2F)" .V fak) + §(x — 2" V2 (). (2 — 2F) (2.11)

On peut alors choisir pour z¥ le point, s'il existe, qui minimise ¢; pour que ce point
minimisant ¢ existe, il est suffisant que V2f(a*) soit définie positive, il est alors déterminé

par 'équation Vg(x) = 0 qui s’écrit :
V") + V2 f(z").(x — 2%) = 0

d’otr:
" = 2F — (V2 f(2M)] L V() (2.12)
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On pose

d* = —[V2fa")] L.V (") (2.13)

On a V2f(z*) est définie positive, la direction d* sera le minimum de (2,11).

Dans ce cas,
V") d" = —(d*)'V*f(a*)d* <0 (2.14)

on obtient bien une direction de descente.

Définition 2.2.1. ”Direction de Newton”

Soit & minimiser la fonction f, C? sur son domaine de définition, alors on désigne par

direction de Newton en x le vecteur
d=—[V*fla)] "'V fiz)

Algorithme de Newton dans R"”
1. Initialisation
k =0 : On se donne une fonction f différentiable, un
point initial 2° et un seuil de tolérance £ > 0
2. Itération k=1,2...
T+ = gk VRV fat);
3. Critére d’arrét
Si ||zt — 2| < e, STOP ) z**! est la solution optimale

Sinon, on pose k =k + 1 et on retourne a 2.

2.2.1 Convergence de la méthode de Newton

L’inconvénient majeur de la méthode est sa sensibilité au choix du point de départ: la
convergence est [ocale. Si ce point est mal choisi (“trop loin” de la solution) la méthode
peut diverger. Un autre inconvénient de la méthode de Newton réside également dans le fait
que nous avons a évaluer et ”a inverser” V2f(z"*) & chaque itération. Certaines méthodes
proposent d’utiliser non pas V2f(z¥) comme matrice mais plutét une approximation de
celle-ci (plus précisemment, dans les méthodes de Quasi-Newton)*4l. I’avantage de cette

méthode est sa grande rapidité. La convergence est quadratique, c’est-a-dire que 'erreur
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FL _ 2F|| est élevée au carré a chaque itération. Concrétement, si elle vaut 1072 &

er = ||z
'étape k elle vaudra 10~* 'étape k + 1 et 1078 & I'étape k + 2.
Nous avons le résultat de convergence suivant:

Proposition 2.2.1.

Si 20 est choisi suffisamment proche d’un minimum local z* ot le hessien de f est défini

positif, alors la suite (%) a une convergence quadratique vers z*.

Théoréeme 2.2.1. [2]

Soit f une fonction deux fois différentiable, possédant un unique minimum global x*
tel que Vf(x*) est définie positive (on note A\ > 0 sa plus petite valeur propre) et tel que
V2f(z) est localement Lipschitz au voisinage de x* (on note C sa constante Lipschitz).
L’algorithme de Newton converge quadratiquement vers x* si on l'initialise en un point x°

tel que

A
0 _ 2% < = 2.1
2 - 27| < (215)

Preuve.

D’apres la formule de Taylor 3y € [2*,2*] tel que

Via®) = fz") = V2fn)(a* — 2¥)

Ceci donne, en utilisant Vf(z*) = 0

—fla*) = V2l (" — at)

—fla*) — V2 f(n) (@ — %) = (Vf(n) — V2Aab)) (" — o)

D’autre part, si ¥ est suffisamment proche de z*, la condition de Lipschitz donne qu’il

existe C' > 0 tel que
IV2fn) — V2f(a®)|| < Clla* — ||

On peut donc déduire
| = VAz*) = V2f(z") (2" — 2*)]| < Clla” — ¥ (2.16)
L’itération de I'algorithme de Newton donne
ot = 2 L VAR IV (k)
Apres substitution et simplification dans (2.17) on a

IV2fa®) (2" — 2" )| < Clla” — 2*|®
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Il s’agit maintenant de faire apparaitre V2f(z*) qui est la quantité sur laquelle porte I'hy-

pothese. Une inégalité triangulaire donne
IV2fa") (@" = 2™ | < [V flah) (@ = 2™ ]| + (VA fla™) = V2fa")) (@™ — )
A Daide des majorations précédentes on a alors
IV2fa")(@" = 2™ || < Clla” — 2|* + Clla™ — 2*|| "+ — 27| (2.17)

Notons maintenant A > 0 la plus petite valeur propre de V2f(z*). L’inéquation (1.18)

donne alors
Az — 2| < Clla* — 2"|? + Ofla* — 2¥|[]J" — 2] (2.18)

On a

A
k_ * <
o — ']l < o

Pour tous les indices p > k suivants on encore [|z? — 27| < 3.

En effet on peut tirer de (1.19) que
(A = Clla® — 2" [)[|la"*! = 2*|| < Ol — 2*||?

d’ou \
la* —z*| < =

2C

2.3 La méthode du gradient conjugué

Il s’agit d’une variante de la méthode de plus profonde descente, introduite par Hestenes
et Stiefel en 195201,
L’algorithme que nous présentons dans cette section possede deux intérets. Il permet de
résoudre des systemes linéaires a coefficients strictement positifs de grande taille et il sert
d’algorithme de base pour la résolution des problemes d’optimisation non linéaire.

Soit le probleme de minimisation quadratique suivant:

1
flz) = ExTAx +b'x4c avec x € R" (2.19)

ou A est une matrice carrée d’ordre n, symétrique, définie positive, et b € R".

On note
Vfz)=Ax+b (2.20)
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qui est non nul, et
Vifz) = A (2.21)

La premiere idée fondamentale de l'algorithme du gradient conjugué consiste a choisir
chaque direction de descente conjuguée a la direction de descente précédente par rapport

a A. Afin de développer le gradient conjugué, introduisons la notion de direction conjuguée.

Définition 2.3.1. ”directions conjuguées”

Soit une matrice A € R” x R™ définie positive. Les vecteurs (ou directions)non nuls de

R™ d*, ... ,d* sont conjuguées par rapport & A (A-conjuguées)si
(d)TAF =0, Vij telsque i j (2.22)

Ceci signifie que ces deux vecteurs sont orthogonaux pour le produit scalaire associé a la

matrice A, défini par
<zy>a=a Ay,  VY(z,y) € R" x R" (2.23)

Théoréeme 2.3.1. [16]

Soit {d*,...,d*} un ensemble de directions non nulles et conjugués par rapport a A.
Alors les vecteurs d*, ... ,d* sont linéairement indépendants.
Preuve.

Soit {d!,...,d*} est une famille de k directions A-conjuguées, et \; € R avec
(1=1,....k).

Montrer que
i=k

dNd =0 = X\=0
i=1
On multiplie dans les deux membres par Ad’ avec j=1,....,k
i=k
Z Nd Ad? = X (d)T A + Mo (d®)TAd + ...+ M(d¥)TAF =0 avec j=1,...k
i=1

Comme d', ... ,d* sont des directions A-conjuguées alors

(dY'Ad = (d*)TAd = ... = (d)TAd' =0
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D’ou
Aj=0 avec j=1,...k
Donc
d',...,d" sont linéairement indépendants.

Remarque 2.3.1.
Noter que, si A est la matrice identité, les directions conjuguées sont orthogonales.

En dimension n > 2, il existe une infinité de directions conjuguées a une direction
donnée. Pour trouver a l'itération k, une direction d* conjuguée & d*~!, I'idée consiste a
chercher d* sous forme d’une combinaison linéaire de d*~* et de la direction de la plus forte

pente au point z¥, soit :
oM = 2 4 apd” E=1,...n (2.24)

avec

o, = argmin f(z* + ad®)
[0}

Lemme 2.3.1. [16]

Soient d*,d?, ... ,d" un ensemble de directions A-conjuguées dans R™. Soient xt 22, ... a"*!
les itérés générés par une méthode de directions conjuguées. Alors,
1. pour tout k=1,...,n, le pas oy, est défini par
(d*)TVfiz*)’
="t 7 2.25
T T @ T A (2.25)
2. pour tout k=1,....n, Vfa*) est orthogonal a d*,...,d"71, c-a-d
Via)'d =0, i=1,....k—1; (2.26)
3. Vflz" ) = 0;
4. soit k tel que Vf{a*) = 0; alors,
Vfz)=0, i=k,...n+1 (2.27)

Preuve.

1. Comme oy, est le minimum de la fonction dans la direction d*, sa valeur est calculée

en annulant la dérivée directionnelle de f dans la direction d*, c’est-a-dire

(d*)"Vfa® + agd®) = (@) V) =0 (2.28)
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et, en utilisant (2.20),

(d)(A(2* + g d®) +0) =0

(d)T Az® + o (dM)T Ad® + (d*) b =0
D’ou

o — _bTal’c + (z*)T Ad*
k= (d*)T Ad¥

k+1

2. Comme 2**! = 2% 4+ a;,d*, nous avons

ab = 2" gy d !

k—2 k—2 k—1
=X + Oék_Qd + Oék_ld

k—1
=2+ ) ad (2.29)
j=i+1
Des lors, pour i =1,....k — 1,
d’apres (2.20)
(d)'Vfia") = (d)" (Az* + )
d’apres (2.30)
= (di)T < A(xiJrl + Zf;:+1 ajdj) +b )
k-1
= ()" Az — (d)Tb+ Y oy(d)TAd
j=i+1
d’apres (2.22)
= (d")"(Az""" +b)
d’apres (2.20)
— Vf(xiJrl)Tdi
d’apres (2.29)
Vf($i+1)Tdi =0

3. Soit d # 0 un vecteur arbitraire de R". Comme d',...,d" est un ensemble de n

vecteurs linéairement indépendants dans R", il s’agit d’une base et d peut s’écrire

d= i Aid!
i=1
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Des lors

Vf(InJrl)Td — Xn:szf(xn+l)sz -0

i=1

D’aprés (2) comme d est arbitraire, nous obtenons ~ Vf(z"*1) = 0.

4. SiVf(z*) = 0 alors a; = 0, d’apres (2.26). Le résultat découle d’une simple récurrence

sur k.

qui permet de transformer le probleme (2.37) en probléme sans contrainte

Calcul des directions conjuguées

On peut construire une base de vecteurs propres orthogonaux car A est symétrique. Ces
vecteurs sont par construction A-conjugués et constituent un choix possible de directions
conjuguées. Mais le calculs de ces vecteurs est en général tres cotteux en temps de calculs.
En fait on peut calculer les directions conjuguées au fur et a mesure qu’on en a besoin par
la récurrence suivante

qui s’interprete comme l'opposé du gradient au nouveau point altéré par la direction

précédente. Pour que d* et d*~! soient des directions A-conjuguées on choisit

k\T k
(VAxr=1)TV k1)
La direction d* est également A-conjuguée avec les directions d’ pour i = 0, ...,k —2. Pour

démontrer ce résultat on utilise la proposition suivante

Proposition 2.3.1. [13]

On poser r* = Vf(z").

Si k= x* alors les propriétés suivantes sont vérifiées
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1. pour tout 1=0,....k—1

(rk)Tr’L — O
2. Soient les deux vecteurs (r°rt, ... .r%) et (r% Ar, ... AFr0).
(Ot Py = (0, A0, ARPO)

ce dernier sous espace est dénommé sous-espace de Krylov.

3. Soient les deux vecteurs (d°,d*, ... ,d*) et (rO Ar0, ... AFr0).

vect(d®,d*, ... ,d") = vect(r®,Ar°, ... AFrY).

4. pour tout 1=0,...,k—1
(d")TAd" =0

On peut calculer
(dz)TAdk — _(dz)TArk + ﬁk‘(dz)TAdk—l — _(dz)TA,rk

On sait d’apres que (7%)7d? = 0 pour tout i = 0,...,k — 2. Or d’apres les points 2 et 3 de
la proposition (1.3.1) on sait que

Ad e A, (r%Ar° . ATY) = (Ar% A%O L AT Cveet(dd . L dTTY)

Donc il existe un vecteur (741, ... ~*™!) € R*™ tel que
i+1
(d)"Ark =Y A (d) " =0
=0

quel que soit i = 0, ... ,k—2. En conclusion, les directions {d°,d", ... ,d*} sont A-conjuguées.
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Algorithme du gradient conjugué

1. Initialisation
fixer € > 0, choisir 2° € R"™ poser Vf(z°) = Az® — b
et d’=—-Vfa?)

2. Itération k=0,1,...
_ (d")TVfa*)
()T AdF

calculer ¢! = 2% 4 oyd*
calculer  Vfz**t) = flak+1) + ap Ad*
calculer [BFF! = W
caleuler (A1) = =V f(akt1) + grtigk
3. Critére d’arrét
Si ||zt — 2| < e, STOP ) z**! est la solution optimale

Sinon, on pose k =k + 1 et on retourne a 2.

calculer ay, =

2.3.1 Convergence de la méthode du gradient conjugué

Concernant la convergence de la méthode du gradient conjugué, on a le résultat suivant:
Théoréme 2.3.2. [18]

Soit A une matrice symétrique définie positive d’ordre n. Toute méthode qui utilise des

directions conjuguées conduit a la solution exacte en au plus n itérations.
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Preuve.
Les directions d°,d',...,d"! forment une base A-orthogonale de R".
De plus, puisque z* est optimal par rapport & toutes les directions d?, (j =0,...,k— 1),
le vecteur 7% est orthogonal & I'espace VF~1 = vect(d°,d*, ... ,d*1).
Par conséquent,
Lyt =R
et donc r"™ = 0 ce qui implique
"=z

Remarque 2.3.2.

Rappelons que l'algorithme présenté ici était particularisé au cas d’une fonctionnelle
quadratique. On peut étendre I’algorithme pour une fonctionnelle fdifférentiable quel-

conque de maniere efficace.

2.3.2 La méthode du gradient conjugué pour une fonction quel-
conque

La méthode de Fletcher et Reeves (1964)" et la méthode de Polak-Ribiere (1971)2°
sont des extensions directes de la méthode précédente au cas des fonctions quelconques.

Ces méthodes a deux avantages :

1. Elle nécessite le stockage de tres peu d’informations.

2. Sa vitesse de convergence est tres supérieure a celle des algorithmes de gradient
classiques.
Ces méthodes consiste & remplacer r(z*) par Vf(z*), déterminer oy, par une minimisation

en dimension un, et calculer 3! de la maniére suivante:

Vf(l’k+1)T<Vf($k+1)T _ Vf(l’k))

ﬁk-i‘l _
VARV f(zF)

(Fletcher-Reeves)

(VA" VM) — Vb))
VAz*) TV flak)

6k+1 _

(Polak-Ribiére)
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L’algorithme s’écrit alors:
Algorithme de Fletcher-Reeves 1964 /Polak-Ribiére (1971)

1. Initialisation

fixer € > 0, choisir 2° € R" poser Vf(z°) = A2® —b et d° = —Vf(a")
2. Itération k=0,1,...,...

_ @)V f(zh)

calculer oy, = @TAT

calculer 2t = 2F + apdF
calculer  Vf(z"1) = 1) + ap AdF
calculer

VAT (VAT — Vb))

ﬁkH = —Vf(l‘kH) + V Az TV ()

(Fletcher-Reeves)

[t VA=) — V)
V@*) TV flak)

calculer  d"+! = —Vf(xk+1) 4 prH1gk
3. Critére d’arrét
Si ||zt — 2| < e, STOP ) z**! est la solution optimale

Sinon, on pose k =k + 1 et on retourne a 2.

B = —Vfk+1)+ v

(Polak-Ribiére)

Remarque 2.3.3.

Tout comme 'algorithme de gradient conjugué, I'implémentation de ces algorithmes ne
requiert que peu de calculs et peu de mémoire quelque soit la taille du systeme. Pour assurer
la décroissance entre deux itérations, on utilisera dans la recherche linéaire les conditions

de Wolfe avec typiquement des parametres 0 < e < g9 < 1/2.

Il est important de remarquer que la convergence globale de la méthode de Fletcher et

Reeves et la méthode de Polak-Ribiere n’est assurée que si ’on procede a une réinitialisation
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périodique. Par exemple, toutes les n itérations, on repartira du dernier point obtenu avec,
comme direction de déplacement, le gradient en ce point. La convergence globale de cette

procédure découle alors de la convergence globale des méthodes de plus forte descente.

2.4 La méthode de Nelder-Mead

Enfin, pour conclure, nous présentons la méthode du simplexe de Nelder-Mead (1965)2!
applicable a des problemes d’optimisation non linéaire sans contraintes (a ne pas confondre
avec I'algorithme du simplexe pour I'optimisation linéaire). La méthode du simplexe appar-
tient a la classe des méthodes de recherche directe, ¢’est une méthode d’optimisation locale.
Cette méthode . Toutefois, elle présente deux avantages: d'une part, elle ne nécessite pra-
tiquement aucune information sur la fonction objectif & optimiser (pas besoin de connaitre
son gradient/sa matrice hessienne ou d’étre différentiable), mais simplement la possibi-
lité de pouvoir I’évaluer en différents points; d’autre part, elle présente assez souvent des
performances satisfaisantes en pratique (surtout pour des problémes impliquant un petit

nombre de variables!.

Soit une fonction f: R — R de n variables a minimiser. Cette méthode utilise la

notion de simplexe dans R". Introduisons la définition du simplexe.

Définition 2.4.1. ”Simplexe”
Un simplexe de dimension k est I’enveloppe convexe de k + 1 vecteurs x',z2, ... z**!
de R", k < n, affinement indépendants, c’est-a- dire que les k vecteurs z! — z¢! 22 —

Bl 2% — 2% sont linéairement indépendants.

x
Par exemple, trois points non alignés dans R? | ou quatre points non coplanaires dans R?
sont affinement indépendants et définissent des simplexes de dimension 2 et 3, respective-

ment.

L’idée de la méthode de Nelder-Mead est de définir un simplexe de dimension n dans
R™ & partir de n+1 vecteurs affinement indépendant. Nous supposerons que ces points sont
triés de maniere que

flah) < fla®) < ... < fla™h)

Ensuite, le plus mauvais de ces points, c¢’est-a-dire 2! sera remplacé par un point meilleur.

Afin de déterminer ce meilleur point, on calcule le centre de gravité du simplexe formé par
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les autres points, c’est-a-dire
1 n
- i
T=— E x
n <
=1

Placons-nous a litération k, étant donné le simplexe actuel qu’on noté A¥, il s’agit de
déterminer le simplexe suivant A*1 (3£ AF).

On considere la direction

Les points de test sont obtenus moyennant quatre opérations possibles, a savoir : réflexion,
expansion, contraction et rétrécissement. Chaque opération est associée a un parametre. Les
coefficients associés aux opérations de réflexion, expansion, contraction et rétrécissement
sont respectivement notés par p,x,y, et o. Ces coefficients doivent remplir les conditions
suivantes :

p>0, x>1, 0<~vy<l, e O<o<l.

D’apres Kelley?, La séquence standard associée aux coefficients {p,x,7,0} est {1,2,%,%}.

Dans chaque itération de 'algorithme de Nelder-Mead deux transformations sont possibles:

— un seul point du simplexe actuel sera modifié. Le nouveau point de test accepté par
I’algorithme remplace le plus mauvais point du simplexe actuel (z"™!), et prépare le

nouveau simplexe pour l'itération suivante,

— ou bien un ensemble de n nouveaux points sera calculé et remplace les n actuels points
z'(i =2,...,n+ 1) afin de former un nouveau simplexe pour 'itération suivante.

L’algorithme s’arréte lorsque la différence (f{z"!) — f(z')), qui présente la distance entre

les valeurs de la fonction du meilleur et du plus mauvais point, soit inférieure a un certain

seuil de précisione €.
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3 3
X 3
X X
1 3 1 x:
- K -
% . 1 E " ¥ L 1 X
" X 1 u X L] X =
-‘1 : 1.‘ I1 - “-t- El
- | Y 1 ™ #
..\,_'1 | "\ 11 :w‘.’
. T . \ )
X % rk
\.‘ }: I..I
“u 1 L
-..“ 'l" x
‘i:{ .
a- réflexion b- expansion c- contraction externe
3
x3 X
l":
1 - 1
2 X
b4 X x
., g- rétrécissement
d- contraction interne
(Le simplexe original est présenté avec une ligne continue)

Fi1Gc. 2.3 - Les mouvements possibles dans la méthode de Nelder-Mead

La figure (2.2) montre 'effet des opérations de réflexion, de 1’expansion, de la contrac-
tion (interne et externe) et du rétrécissement pour un simplexe a deux dimensions, soit un
triangle (z!',22,23) en utilisant la séquence standard des coefficients {p =1, y =2, ~=

» 0=3}
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Algorithme de Nelder et Mead

1. Initialisation

Données: fune fonction et n + 1 points affinements indépendants z!,22,... 2" de
R".

Renuméroter les points tels que: flz!) < flz?) < ... < flz").

fixer € > 0.

2. Itération : Tant que la différence entre f(z') et f(z"') est supérieure a
un certain seuil de précision ¢
2.1- calculer 7 et f. = flz(p))
avec T =1 3" 7
et z(p) =T+ pd =7 + p(T — 2"1).
2.2- Réflexion :
si fla') < f < fla”),
alors 2" = z(p), aller a 2.7.
2.3- Expansion :
st f. < flz'), alors calculer  f, = f(z(x)), avecz(x) =7+ x(z" —7T)
si f, < f.,alors 2" =z(x) et aller & 2.7
sinon " = x(p) et aller a 2.7.
2.4 Contraction externe :
st fla™) < f. < fla™*1), alors calculer  fy = flz(y)) ,avec z(y) =7 + y(2" — T)
st fy < [, alors 2" = z(y) puis aller & 2.7
sinon aller a 2.6
2.5- contraction interne
st f. > fla™™h), alors calculer f;, = flz(Y)), avec z(y) =T — y(T — 2™*1)
st f, < flz"™), alors 2™ = x(v) puis aller & 2.7
sinon aller a 2.6.
2.6- Rétrécissement

(z'+at)
2

2.7- donner les sommets (z',2%, ... 2" ) tel que flz!) < f(z?) < ... < fla™™h).

retour a l'étape 2.

pour i = 2,...,n+ 1, calculer z* = , puis calculer f(z")

2.4.1 Convergence de la méthode du Nelder-Mead

Bien sur, il n’existe pas de critere fiable pour déterminer quand on est proche d’un

minimum, et on se contente généralement d’arréter la méthode lorsque les sommets du
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simplexe semblent se stabiliser ou converger.
Pour conclure, nous citons les rares résultats connus a propos de la convergence de cette

méthode.

v Appliquée a une fonction strictement convexe a une variable, la méthode de Nelder-

Mead converge vers un minimum (forcément global).

v" Appliquée a une fonction strictement convexe a deux variables, la valeur de la fonc-
tion évaluée sur tous les sommets du simplexe converge vers la méme valeur (mais ce n’est

pas forcément la valeur optimale).

v 1l existe une fonction strictement convexe a deux variables et une configuration de
départ spécifique pour laquelle la méthode de Nelder-Mead converge vers une point qui

n’est pas minimum.

2.5 Etude comparative des méthodes d’optimisation
sans contraintes

Dans cette section, nous allons tacher de résoudre des problemes de maniere réelle, et
comparer les résultats obtenus pour les différentes méthodes.

Soit le probleme quadratique suivant:
minimiserf(x) = 4a3 + 4x5 — 1229 — 42179 (P1) (2.31)

On résout ce probléme par la méthode du gradient. Le point de départ est z' = (1,1) et
la condition d’arrét ||V f(z*)|| < 0.01. Le résultat est donné dans le tableau 2.1 (les valeurs

ont été arrondies & deux décimales pour une lecture plus confortable) :
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k z flz") VAa®) 1d*=-Vfz*) | o* |[VAz")] M
1] (1.0,1.0) -8.0 (4.0,-8.0) (-4.0, 8.0) 0.09 8.94 (0.64, 0.71)
2| (0.64, 1.71) | -11.57 | (-1.71,-0.86) | (1.71,-0.86) | 0.21 0.96 (1.0,1.89)
3| (1.0,1.89) |-11.95| (0.43,-0.86) (-0.43, 0.86) | 0.09 0.21 (0.96, 1.97)
41(0.96,1.97) | -12 | (-0.18,-0.09) | (0.18,0.09) | 0.21 0.10 (1.0, 1.99)
51 (1.0, 1.99) -12 (0.05, -0.09) | (-0.05, 0.09) | 0.09 0.02 (1.0, 2.0)
6| (1.0,2.0) -12 | (-0.02, -0.01) (0.02,0.01) | 0.21 0.01 (1.0,2.0)
71 (1.0, 2.0) -12 (0.0, -0.01) (0.0,0.01) 0.09 0.00 (1.0,2.0)
8| (1.0,2.0) -12 (0.0, 0.0) - - - -

TAB. 2.1 — Exécution de la méthode du gradient pour (P1) depuis (1,1)

Un premier constat est que la méthode du gradient n’a pas eu besoin de beaucoup d’itérations

pour trouver la solution optimale de ce probleme en partant de point initial (1,1). Cela est

du au fait que la direction menant au minimum est proche de la direction donnée par le

gradient, permettant a la méthode de progresser rapidement.

Si nous résolvons le méme probleme en partant du point (2,27), nous obtenons:

k at fla®) VAa"b) d"=-Vf(z") | o" [[Vfz")] M

1 | (2.00, 27.00) | 2392.00 | (-92.00 ,196.00) | (92.00 -196.00) | 0.09 | 21652 | (10.31, 9.31)
2 [ (10.31,9.31) | 275.93 | (45.22,21.23) | (-45.22, -21.23 ) | 49.95 | 0.96 (1.12,4.99)
3| (1.12,4.99) | 2249 | (-11.02,23.48) | (11.02-2348) | 0.09 | 25.93 | (2.11, 2.88)
4] (211,288) | -7.87 | (542,254) | (-542,-254) ] 0.09 | 598 | (1.01,2.36)
5 | (1.01,2.36) | -11.51 | (-1.32,281) | (1.32,-2.81) | 020 | 3.11 (1.13,2.10)
6 | (1.132.10) | -11.94 | (0.65,0.30) | (-0.65-0.30) | 0.21 | 0.72 | (1.00, 2.04)
7 | (1.00,2.04) | -11.99 | (-0.16,0.34) | (0.16,-034) | 020 | 037 | (1.02, 2.01)
8 | (1.02,201) | -12 (0.08,0.04) | (-0.08 -0.04) | 0.09 | 009 | (1.00, 2.01)
9 | (1.00,201) | -12 (-0.02, 0.04) (0.02-0.04) | 020 | 0.04 | (1.00, 2.00)
10 [ (1.00, 2.00) | -12 (0.01, 0.0) (-0.01,0.0) | 0.09 | 0.01 | (1.00, 2.00)
11| (1.00, 2.00) | -12 (0.0, 0.0) - - - -

TAB. 2.2 — Exécution de la méthode du gradient pour le probléme (P1) depuis

(2,27)

La méthode a eu besoin de plus d’itérations que lors de la premiere exécution, soit 3 de

plus, pour trouver une approximation du minimum (1, 2) avec une précision équivalente.
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Cela est dii au fait qu’a chaque itération, la direction du gradient est relativement éloignée
de celle menant au minimum, conduisant a une convergence plus lente. Poussé a I'extréme,
ce phénomene conduit a des exécutions au cours desquelles la direction du gradient est
pratiquement orthogonale a celle menant au minimum, produisant le fameux phénomene
de "zigzag”, et conduisant a une convergence de la méthode considérablement lente.
Nous pouvons également observer la forte dépendance du comportement de la méthode du
gradient a son point de départ. En effet, une conséquence du raisonnement précédent est
que, pour un probleme donné, il est possible qu’elle converge vite depuis un point initial
et extréemement lentement depuis un autre point.

Nous exécutons maintenant le méme probleme (P) avec I'algorithmes de Newton, en par-
tant du méme point départ x! = (1,1) et la méme condition d’arrét ||Vf(z"*)|| < 0.01. Le

résultat est donné dans le tableau 2.3 , nous obtenons

ot | fab) | VAt V2 f(z") (V2 fz")) ! d* | oMt
1[(1.0,1.0) | -8 |(-4.0-8.0) | [(8 -4;-4 8)] | [(0.17 0.08; 0.08 0.17)] | (0,1) | (1.0,2.0)
2 [(1.0,2.0) | -12 | (0.0, 0.0) - - 3 :

TAB. 2.3 — Ezxécution de la méthode de Newton pour le probléme (P1) depuis

(1,1)

Nous exécutons maintenant le méme probleme (P)en partant du point (2,27).

z* fla®) | Vfah) | VPAa®) (Vfah) d* i

(2.027.0) | -8 | (-4.0,8.0) | [(8 -4:-4 8)] | [(0.17 0.08; 0.08 0.17)] | (-1,-25) | (1.0,2.0)

N | =

(1.0,2.0) | 2392.00 | (0.0, 0.0) - - -

TAB. 2.4 — Ezxécution de la méthode de Newton pour le probléme (P1) depuis
(2,27).

La méthode de Newton est plus efficace que la descente de gradient, elle converge
de maniere finie en une seule itération, comme nous pouvions nous y attendre (et ceci
indépendamment du point initial).

L’exécution de la méthode de gradient conjugué (B! est calculer avec la formule de
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Fletcher-Reeves ) et de la méthode de Nelder et Mead donnent respectivement les résultats

sulvants :
k z* f(z") Vf{(z") direction conjugé | o” Pt
Y 8.00 | (4.0, -8.0) (40,80) | 0.09 | (0.64, 1.71)
5 [(0.64, 1.71) | -11.75 | (-L71-0.86) | (-L.71-0.86) | 0.23 | (1.0,2.0)

TaB. 2.5 — Exécution de la méthode du gradient conjugée pour le probléme

(P1) depuis (1,1)

k "t flz®) Vf(x") direction conjugé | o” Rt
1] (227) | 2392.0 | (-92.0,196.0) | (-92.0,196.0) | 0.09 | (10.31,9.31)
2| (10.31,9.31) | 275.03 | (45.22,21.23) | (45.22,21.23) | 0.23 | (L.0,2.0)

TAB. 2.6 — Exécution de la méthode du gradient conjugée pour le probléeme
(P1) depuis (2,27)

La méthode de

Nelder-Mead

itération 0 1 2 3 4 5
f(xk) -8 -8.39 -8.9075 -9.75688 -10.5017 | -10.8923
étape | initaliation du simplexe | expansion | expansion | expansion | expansion | expansion

6 7 8 9 10 11 12
-10.8923 -10.8923 -10.9748 | -11.0974 -11.312 -11.5145 | -11.8241
contraction externe | contraction interne | réflexion | exansion | expansion | expansion | réflexion
13 14 15 16 17 18
-11.8241 | -11.9979 -11.9979 -11.9979 -11.9979 -11.9979
réflexion | réflexion contraction interne | contraction interne | contraction interne | réflexion
19 20 21 22 23 24 25
-11.9979 -11.9979 -11.9986 -11.9986 -11.9998 -11.9998 -11.9999
contraction | contraction | contraction | contraction | contraction | contraction interne | réfelexion
interne interne interne interne interne
26 27 28 29 30 31 32
-11.9999 -12 -12 -12 -12 -12
contraction | contraction | contraction | contraction | réfelexion | contraction | contraction interne
interne interne interne interne Interne




Chapitre 2. Méthodes itératives d’optimisation sans contraintes 58
33 34 35 36 37 38 39
-12 -12 -12 -12 -12 -12
contraction | contraction | contraction | contraction | réfelexion | contraction | contraction interne
interne interne interne interne interne
40 41 42 43
-12 -12 -12
contraction | contraction | contraction | contraction
interne interne interne interne

TAB. 2.7 — Exécution de la méthode de Nelder-Mead pour le probléme (P1)

Ce dernier algorithme nécessite un nombre d’itérations plus important que les précédents.
A premiere vue, nous pourrions déduire qu’il est moins efficace ou moins adapté a ce
probléeme, néanmoins, nous devons garder a l’esprit qu’il ne requiert nullement la résolution
d’un sous probleme de minimisation monodimentionnel, comme c’est le cas de la méthode
du gradient ni I’évaluation de I'inverse d'une matrice comme l’exige la méthode de Newton ;
seules quelques opérations arithmétiques élémentaires et des comparaisons de valeurs sont

nécessaires a chaque itération.

Conclusion

En conséquence, et apres avoir résolu d’autres exemples quadratiques, on conclu que
chacun des algorithmes décrits précédemment peut étre utilisé pour résoudre ce type de
probléeme; cependant, la méthode de Newton et la méthode des directions conjuguées
restent les mieux adaptées, de part leur convergence finie en un nombre fixe d’itérations.
D’autre part la méthode de Nelder-Mead et du gradient révelent dans ce cas les moins
utiles. La méthode du gradient converge trop lentement. La méthode de Nelder-Mead
permet d’obtenir une bonne solution sans trop d’effort, mais dans certaines configurations,
le simplexe peut dégénérer, les points ne sont plus affinement indépendants. On peut, dans

[27]

ce cas, utiliser la méthode de Torczon*") qui maintient la géométrie du simplexe.



Chapitre 3

Introduction

Nous avons traité, dans le chapitre précédent, de la résolution de problemes de mini-
misation sans contraintes.
Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la résolution de problemes d’optimisation non
linéaires sous contraintes.
Nous considérons le probleme
i (2),
sous contrainte
reX
ou X est défini par une collection d’inégalités g; < (z) et d’égalités h;(z) = 0.
Parmi les méthodes d’optimisation non linéaire, nous décrirons successivement : la méthode
de Frank et Wolfe (1959)[23] qui s’applique au cas des contraintes linéaires, en suite les

méthodes de pénalisation.

3.1 La méthode de Frank et Wolfe

On s’intéresse a des problemes avec contraintes linéaires de la forme:
/ .. .
Minimiser flx)
sous les contraintes

(P)
Axz=5>

29
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Beaucoup d’algorithmes ont été développés pour la résolution du probleme (p), mais il
serait intéressant de connaitre la méthode la plus classique de Frank et Wolfe(1959)°.
Frank et Wolfe ont d’abord appliqué leur méthode au cas quadratique c-a-d:

flx) = %.CETDZE + ¢z, avec D symétrique, que I'on minimise sur un polyedre convexe
fermé. Ce genre de problemes est convexe des lors que la matrice A (la Hessienne de la
fonction objectif) est semi-définie positive. Cette méthode n’est autre que la méthode du
simplexe (de la programmation linéaire)légerement modifiée. Le principe de cette méthode
est la résolution du systeme de Kuhn-Tucker et consiste a trouver une solution réalisable
pour un systeéme linéaire avec une condition supplémentaire du type x;0;, ou x et § sont
des vecteurs de méme dimension. En d’autres termes, c¢’est trouver une solution réalisable
basique initiale en résolvant un probleme de programmation linéaire, assujetti a la nouvelle
condition.

Formulons le théoreme de KKT pour le probleme suivant :
( Minimiser flz) = 22" Dz + '
sous les contraintes

Az =05

x>0

\

ou D' =D >0,ceR"be R"rangA =m < n. Ce probleme peut encore s’écrire sous

la forme équivalente suivante :

( Minimiser flz) = 22" Dz + '
sous les contraintes

Axz—-b<0

—Ax+b>0

-z <0

\

La fonction Le point de minimum x* est alors caractérisé par les équations et les inégalités

sulvantes :
N >0 >0 et 6 >0 tels que
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(9L (2% A1 03,6%) =0,
M (Az* —b) =0,

A (—Az* +b) =0,

0 x* =0,
Ax*—b=0,
[ 2 >0
ou .
L(x, A \2,0) = Eac’Dx +dr+ N (Az —b) + Ny(—Az +b) — 'z,
d’on
oL , ,
%(ﬂf,)\l,)\%é) =Dx+c+ A )\1 —A )\2 — 0.

En posant A = A\ — M\y,A € R™ le point z* est défini pai le systeme suivant:

( Dz’ + AN — 6 = —¢, (L)

Az* =0, (L2)
N (Ax* —b), (L3)
5% =0, (L4)

7" > 0,\* € R™.§* > (0

\

Comme I'équation (L4 ) est tout le temps vérifiée, le systeme se réduit ainsi:
( Dx" + A\ — 6% = —¢, (L1)
Az* =0, (L2)

N (Az* —b), (L3)

7" > 0,\* € R™.§* > 0

\

Un tel systeme n’est pas linéaire par rapport au multivecteur (z*,\*,0*) a cause de
I'équation (L3). On obtient donc un systeme linéaire de (n+ m) équations a (n + m +

n) inconnues, constitué des équations (L1) et (L2), avec en plus n équations non linéaires
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d;z; =0, j = 1,n, il suffit d’obtenir une solution réalisable basique du systeme linéaire,
avec 2/ basique et §; non basique ou vice-versa. Pour appliquer la méthode du simplexe,
il faut alors écrire le systeme (L1), (L2) sous forme standard, a savoir que le second
membre doit étre positif ou nul, ainsi que le vecteur \* qui doit étre réécrit sous la forme:

* ok * * * N B,
Ai=of —a ., ap =007 >00=1m.

Algorithme de Frank et Wolfe
Début

1. Initialisation
Introduire les données, D,A b,c;
Appliquer les conditions de K.K.T au probleme;

Déterminer les équations de K.K.T
2. Détermination des parametres du programme linéaire :
— Introduire les variables artificielles v ;
— Construire la matrice des contraintes A ;
— Construire le vecteur du second membre b

— Construire le vecteur des cotits c;
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3. Initialiser le vecteur solution (x,\,0,v);
— Déterminer ’ensemble des indices Jg et Jy ;
— Extraire les éléments de base xp, Cp, Ap;

4. Calculer le vecteur des potentiels u' = czAg';
Calculer le vecteur des estimations Ey = w/'Ay — cy; Si Exy > 0 Alors la solution
actuelle est optimale;
Sinon aller a (5);
FinSi
5. Déterminer la variable qui entre en base tout en vérifiant la condition;
bz, =0 j=1pn;
Déterminer la variable qui sort de la base;
Mettre & jour Ag, Xp, Cp, J,, Jn et aller en 4;
Fin

3.1.1 Convergence de la méthode de Frank et Wolfe

Théoréme 3.1.1. [3]

On suppose que f est continument differentiable et que ['une des deux conditions sui-

vantes est vérifiée :

(i) le polyedre X = {x/Ax = b,x > 0} est borné;

(ii) f(z)— 400 quand ||z|| — +o0
Alors pour tout point de départ 2° € X, la méthode de Frank et Wolfe converge vers

un optimum local du probleme
min f(z). (3.1)

z€eR™

3.2 Les méthodes de pénalités

La pénalisation est un concept simple qui permet de transformer un probleme d’op-
timisation avec contraintes en un probleme ou en une suite de problemes d’optimisation
sans contrainte. C’est un concept qui a une utilité a la fois théorique et numérique. En
analyse, ’approche par pénalisation est parfois utilisée pour étudier un probleme d’opti-

misation dont les contraintes sont difficiles a prendre en compte, alors que le probleme
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pénalisé a des propriétés mieux comprises ou plus simples a mettre en évidence. Si on a de
la chance ou si la pénalisation est bien choisie, des passages a la limite parfois délicats per-
mettent d’obtenir des propriétés du probleme original (I’existence de solution par exemple).
Les méthodes de pénalité constituent une famille d’algorithmes particulierement intéressants
du double point de vue de la simplicité de principe et de l'efficacité pratique. Parmi I’abon-
dante littérature consacrée a ce sujet, on peut citer les travaux de Courant (1943)2% Ablow
et Brigham (1955)2% Fiacco et McCormick (1968)"). Nous commencerons par exposer le
principe de base de toutes ces méthodes, puis nous étudierons plus spécialement deux
des variantes les plus utilisées: les méthodes de pénalités extérieures et les méthodes de
pénalités intérieures.

Nous considérons le probleme suivant:
( Minimiser f(x)

sous les contraintes

(P1)

gi(z) <0 (1=1.2,---,m)

| 7 €R"

ou f:R" — R, et g: R* — R™.

Considérons le probléme sans contrainte (probleme pénalisé) :

Minimiser 0,.(x)

(Pr)

r e R"

ou 0,(x) est obtenu en ajoutant a f(x) le terme rp(z):

0,(x) = flz) +rp(w)

avec

p(e) = Y Mgi(a)

et r est un scalaire strictement positif, appelé le facteur de pénalisation. Le but de ce terme
additionnel est de pénaliser la violation des contraintes (on parle alors de pénalisation
extérieure, ce que nous verrons a la section 3.3.1) ou I'abord de la frontiere du domaine
admissible (on parle dans ce cas de pénalisation intérieure, ce que nous étudierons a la

section 3.3.3). L’intérét de (Pr) est de pouvoir étre résolu par une méthode d’optimisation



Chapitre 3. Méthodes itératives d’optimisation non-linéaire sans contraintes65

sans contrainte. La question qui se pose immédiatement est de savoir si en résolvant (Pr)
on résout (P1). Autrement dit, on cherche a savoir quand les ensembles de solutions de
(P1) et (Pr) céincident. Cela va dépendre du choix de la fonction p et de r.

Par exemple, on pourrait choisir A comme suit :

0 st y<0

h(y)
+oo st oy >0
Il est clair que dans ce cas, les problemes (P1) et (Pr) sont identiques: ils ont les mémes
ensembles de solutions. Cette fonction de pénalisation est parfois utilisée dans la théorie, car
elle permet de traiter en méme temps les problemes avec ou sans contrainte . Cependant,
ce choix de p n’est pas tres utile en pratique car les méthodes classiques d’optimisation ne
peuvent pas étre utilisées sur des fonctions qui prennent la valeur +o0o dans des régions
visitées par les itérés (dans quelle direction se déplacer pour faire décroitre 6, si 1'itéré
courant n’est pas dans X 7). Nous allons donc, dans cette section, introduire divers termes

de pénalisation rp(-) et en étudier les propriétés théoriques et algorithmiques.

3.2.1 Méthode de pénalité extérieure

La difficulté mentionnée ci-dessus peut étre évitée en utilisant des fonctions de pénalisation
continues et a dérivées continues. Ainsi, dans la méthode dite des <pénalités extérieuress,

Fiacco et McCormick (1968) ont proposé de prendre :
h(y)=0 si y<0

h(y)=vy* si y>0

En posant :

ou
Vz, gt (x) = Max{0,9;(z)}

p est appelée fonction de pénalisation extérieure.
Le probleme (P1) est alors remplacé par le probleme d’optimisation sans contrainte (probleme
pénalisé) :
Minimiser  0(x,r) = flx) +rY i, Max{0,9;(x)}?
(Pr)

zeR"
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ou r > 0 est appelé le coefficient de pénalité, notons Z(r) un minimum de 6(x,r).

Le choix d’une valeur appropriée du coefficient de pénalité r résulte d’'un compromis: d’une
part, r doit étre choisi suffisamment grand pour que le point Z(r) obtenu soit proche de
I'ensemble des solutions X (autrement dit, que p soit suffisamment faible); d’autre part,
si v est choisi trop grand, la fonction 6 peut étre mal conditionnée d’ou des difficultés
numériques dans la recherche de 'optimum sans contrainte.

Ceci explique pourquoi les méthodes de pénalités sont généralement mises en oeuvre sous
forme itérative de la facon suivante.

On commence par choisir un coefficient de pénalité r; de valeur pas trop élevée (pour éviter
les difficultés numériques) puis on résout le probleme sans contrainte :

;161]%{2 0(z,r1) = flx) + r1p(z)

Soit Z(ry) le point obtenu.

Si la quantité p(Z(ry)) est suffisamment faible, Z(r1) est une bonne approximation de
I'optimum, et les calculs sont terminés. Dans le cas contraire, c¢’est que la pénalité associée
a la violation des contraintes n’est pas assez élevée. On choisira donc un coefficient de
pénalité r9 > ry et on résoudra le nouveau probleme sans contrainte :

min 0(z2) = f(z) + rap()

On obtiendra un nouveau point Z(r3), et ainsi de suite.
Remarquons qu’a chaque étape k du processus précédent, il est avantageux d’utiliser le
point T(r_1) obtenu a 'étape précédente comme point de départ de 'algorithme d’opti-

misation sans contrainte choisi (gradient conjugué, méthode de quasi Newton,...).



Chapitre 3. Méthodes itératives d’optimisation non-linéaire sans contraintes67

Algorithme de pénalité extérieure
1. Initialisation
fixer € > 0, choisir 2°

2. Itération k=12, ...

non admissible, , choisir v > 1 et (r; ~ 1)

?

9(33,7%) = f(m) + Tk Z Max{O,gl(:L’)}Q

i=1
calculer

min 0(z,ry)

avec I'un des méthodes étudient dans le chapitre 1

3. Critére d’arrét
Si [[2**t! — 2| < e, STOP z* est optimal

Sinon, on pose k =k + 1 et on retourne a 2 avec ryy1 = Yrg.

Remarque 3.2.1.

1. On commence toujours par un point non admissible.

2. Pour le choix du paramétre de pénalité on commence par des valeurs assez petites

(r; = 1) ensuite 'augmente au fur et & mesure des itérations.

3.2.2 Convergence de la pénalisation extérieure

Le théoreme ci-dessous étudie le comportement des solutions " de (Pr), lorsque r
tend vers l'infini. Il donne des conditions pour que les solutions des problemes pénalisés

convergent vers une solution du probleme original.

Théoréme 3.2.1. [3]

Soit p: R" — R une fonction de pénalisation extérieure vérifiant :

i) p(xz) >0 V.
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it) p(z) =0<= e X ={x/gi(x) <0i=1,...,m}.

iti) p continue.
On suppose, d’autre part, que f est une fonction continue, que X est fermé, et que l'une

des deuz conditions suivantes est vérifiée :

a) p(x) >0 V.

b) X est borné et p(x) — +o0o quand |z|| — +o0.
Alors, lorsque le coefficient de pénalité r tend vers + oo :

e la suite {T(r)} admet au moins un point d’accumulation, et tout point d’accu-

mulation de cette suite est une solution optimale (globale) du probléme (P1),
o X est borné et p(x) — +oo quand ||z|| — +o0,

o p(x(r)) — 0.

Preuve.

Les hypotheses du théoreme entrainent l’existence de x* € X, solution optimale de
(P1). On a donc:
Ve e X : flz) > flz™).

Considérons alors une suite infinie et croissante {ry} de valeurs de r telles que:
ry, — +0o  (k — +00)

et soit {2} la suite des valeurs correspondantes de x (z* = Z(r})). Commencons par établir

quelques relations utiles.
On a

f($k+1) +rk+1p($k+l) > f($k+1) +7’kp(37k+1) > f(xk) +7’kp<$k>
d’ou:
0(z" ™ r1) > 0(2% ) VE. (3.2)

Remarquons ensuite que, par définition de z* et z**!, on a:

J@®) + rp(a®) < ") + rep(a)
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et
fM) + et < fah) + reap(a”)

d’ou, en additionnant :

(Thy1 — Tk)]?(xkﬂ) < (kg1 — Tk)P(fL'k)

et comme 11 > 1 il vient :

p(afth) < p(a¥)  VE (3.3)

Enfin pour tout k on peut écrire:
flz*) < fa®) +rp(a®) < f27) + rep(a”)
ou z* est une solution optimale de (P1). Comme z* € X, p(2*) =0 et on en déduit :
fa®) < 02" m) < fla®), Yk (3.4)

Ceci étant, on observe que les hypotheses du théoreme impliquent que toute la suite
{z*} est contenue dans un ensemble borné. En effet, si la condition (a) est vérifiée, cette

propriété se déduit de la relation (3):
fa®) < ), vk

Si ¢’est la condition (b) qui est vérifiée, la propriété se déduit de la relation (2) qui montre

que,

p(a®) < p(zh), VEk

olt #! est le premier terme de la suite {z*}.

Dans tous les cas, on peut donc extraire de {z*} une sous-suite {z'},c; (L C N) conver-
geant vers .

Comme f est continue, on a:

lim flz') = f(z)

I€L
et d’apres (3):
fiz) < fla®)
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La suite des valeurs #(x*,r;) est monotone croissante d’apres (1) et majorée par flz*)
d’apres (3).
Elle a donc une limite 0* < f(z*).
On en déduit :
fz®) + rip(a®) — 0

et pour € L:

lllerg rip(zt) = 6* — f(T)

Puisque p(z') > 0 et r; — +00 on en déduit:

p(z)) — 0 quand | — o0 (lel).

Alors, en utilisant la continuité de p, il vient p(Z) = 0 ce qui prouve que T € X. Comme
d’autre part flz) < f{z*) on en déduit que nécessairement f(T) = f(x*) et T est bien une

solution optimale de (P1).
Remarque 3.2.2.

— Pour que la suite {Z,} s’approche d’une solution de (P1), il faut faire croitre le fac-
teur de pénalisation r. Dans ces conditions, le théoreme nous apprend que la suite
{f(Z,)} croit. Si la croissance de cette suite est stricte, les points Z, ne peuvent étre
qu’extérieurs a X, sinon les point d’accumelation de {Z,} ne pourraient pas étre so-
lutions de (P1). En effet, on aurait alors des points de X aussi proches que 1'on veut
d’une solution Z en lesquels f prendrait une valeur strictement inférieure a f(T), ce

qui contredirait 'optimalité de 7.

— Le qualificatif ”extérieur” vient de la propriété (iii), qui exprime que 6(z,r) ne modifie

f qu’a I'extérieur de I’ensemble admissible.

3.2.3 Meéthodes de pénalité intérieure

Dans certains problemes, le fait que les itérés =, générés par pénalisation extérieure
ne soient pas admissibles peut étre un inconvénient, par exemple, parce que f n’est pas
définie a I'extérieur de X. On peut introduire des méthodes de pénalisation dans lesquelles
les itérés T, restent dans X. C’est ce qui a conduit Fiacco et McCormick (1968) a proposer

d’autres méthodes de pénalisation dans lesquelles 'optimum est approché par l'intérieur
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(d’otr le nom de méthodes de < pénalités intérieures > ).

Supposons que 'ensemble des solutions X de (P1) soit tel que:

e l'intérieur de X est non vide,

e tout point de la frontiere de X est limite d’une suite de points appartenant a

I'intérieur de X.

Soit B(x) la fonction définie par:

COEESY L i=1...m)

Les termes de pénalisation B considérés dans cette section satisfont les conditions suivantes:

e B(x) >0  Vzxeint(X), avec int(X) :désine l'intérieur de X,
e B(x) — +oo lorsque x tend vers la frontiere de X,

e en supposant les fonctions g; (¢ = 1,...,m) continues, B (x) est continue sur
I'intérieur de X.
Une telle fonction est appelée une fonction de pénalisation intérieure (on dit encore, fonction
< barriere ).

Considérons alors la fonction :

¢(x,t) = fle) + tB(x)

ou t est un réel positif, est appelé le coefficient de pénalité.

Si f est continue sur X et que I'une des conditions suivantes est vérifiée:

o flw) — +oo  ([Jzl} — +00),

e X est borné.

alors pour toute valeur ¢t > 0, ¢(z,t) admet nécessairement un minimum sur X, soit Z(t),
et nécessairement T € int(X).

Le principe des méthodes de pénalités intérieures est alors le suivant.

Choisissons une valeur t; > 0 et recherchons (par une méthode itérative d’optimisation
sans contrainte) un minimum de ¢(z,t) & partir de 2° € int(X).

Dans le processus de minimisation de ¢(x,t1) on remarque que ’on ne peut jamais traverser
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la frontiere de X puisque au voisinage de celle-ci ¢(x,t;) — +oo.

On obtient donc z! = Z(t;) € int(X). Si la quantité ¢;. B(z') est suffisamment faible, alors
2! est une bonne approximation de 'optimum de f sur X et les calculs s’arrétent.

Dans le cas contraire on choisira une valeur t, < t;, et on recherchera, de nouveau,
2? = Z(t3) minimum de ¢(x,t5) en partant de z' = T(t;), le point précédent. Le processus
est répété jusqu’a obtention d’une approximation : acceptable de 'optimum de (P1).

Le résultat suivant montre que, moyennant des hypotheses tres peu restrictives, la méthode

des pénalités intérieures converge vers 'optimum du probleme (P1).

Algorithme de pénalité intérieure
1. Initialisation

fixer € > 0, choisir 2° admissible, , choisir n > 1 et (¢; > 0)onprend(t; = 10)
2. Itération k=1,2,...

o) = i) + (3~ 1)
calculer
min ¢(z,1y)

avec I'un des méthodes étudient dans le chapitre 1
3. Critere d’arrét
Si [[z**! — 2| < e, STOP

Sinon, on pose k =k + 1 et on retourne a 2 avec ty 1 = nty.

3.2.4 Convergence de la pénalisation intérieure

Le théoréme suivant étudie la suite {Z;} des solutions des probleémes pénalisés. Contrai-
rement a la pénalisation extérieure, il faut ici faire tendre t vers 0 (et non vers 4+00), ce
qui a pour effet de diminuer I'influence du terme pénalisant qui repousse les points vers
I'intérieur de X et donc de permettre a Z; de se rapprocher de la frontiere du domaine

admissible, si cela est nécessaire.
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Théoréme 3.2.2.

Soit X ={z/gi(x) <0 (i=1,...,m)} l'ensemble des solutions du probléme (P1).
On suppose que X est fermé, qu’il a un intérieur non vide et que tout x € X est limite
d’une suite de points appartenant a l'intérieur de X.

Soit B(R™ — R) une fonction de pénalisation intérieure vérifiant :

e B(x)>0 Vo € int(X),
e B(x) — +oo lorsque x tend vers la frontiere de X,

e B(x) est continue int(X).
On suppose, d’autre part, que f est une fonction continue, et que l'une des deux conditions
suivantes est vérifiée:

o fle) — +oo  quand(||z|| — +00),

o X est borné;
Alors, lorsque le coefficient de pénalité t tend vers 0:

e la suite T(t) admet au moins un point d’accumulation et tout point d’accumula-

tion de la suite T(t) est un optimum (global) du probléme (P1),

e la quantité t.B(Z(t)) tend vers 0.
Preuve. On remarque que les hypotheses du théoreme (3.2.2) impliquent 'existence de
x* € X solution optimale de (P1).
Considérons alors une suite infine {t;} et décroissante de valeurs positives de (t, —
0 quand k — o00) et soit {x*} la suite des valeurs correspondantes de z(z* = Z(t})).

Pour tout k, on peut écrire:
fl*) < flz®) < fla®) + 1 B(z") = (2" ). (3.5)

En vertu de la continuité de f, et d’apres les hypotheses faites sur I’ensemble X, Ve > 0 il
existe T € int(X) tel que:

f) < fz¥) + ¢,
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Ceci entraine, Vk :
flx*) + e + 4. B(@) > @) + . B(T) > 0(2* t.).

On a donc:
lim A(z"t;) < flz*) +e.

k— o0

Cette relation étant vraie Ve > 0, on en déduit, en utilisant (3.7):

lim (2" t;) = flz*)

k— o0

Jimfla) = fla")

et

k—s00
Ceci étant, les hypotheses du théoréme (3.2.2) impliquent que toute la suite {z*} est
contenue dans un ensemble borné.
On peut donc extraire une sous-suite {z°}.cp (£ C N) convergeant vers Z. Par continuité

de f on a:

et comme X est fermé:

°ecX =—7clX.

On en déduit que tout point d’accumulation de la suite {z*} est un optimum (global) de
(P1).

Proposition 3.2.1.

Soit x* solution du probléme sans contraintes suivant

in ¢(z,y)
On a les relations suivantes:
i) Vk: P(a* ) < ook ).

i)  Vk: B(z*) < B(z"1).
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i) Yk flz®) < flab ).

La derniere inégalité montre, en particulier, que la suite des valeurs de la fonction
objectif obtenues est monotone décroissante.
Les méthodes de pénalités intérieures sont tres intéressantes pour traiter des problemes
d’optimisation avec contraintes fortement non linéaires. Elles supposent, en revanche, que
I'on connaisse une solution de départ z° appartenant a l'intérieur de X, ’ensemble des
solutions.
D’autre part, leur mise en oeuvre nécessite un certain nombre de précautions, en particulier

au niveau des procédures de recherche unidimensionnelle, pour éviter de sortir de I’ensemble

des solutions X.

3.2.5 Etude comparative des méthodes d’optimisation avec contraintes

La méthode de Frank et Wolfe

Soit le probleme quadratique suivant :

min f(x) = 23 + x129 + 623 — 221 + 8y
T+ 22, <4

21’1 + X2 < 5

r1,22 > 0

(P2)

Le probleme (P2) se formule ainsi :

min f(z) = 23 + x129 + 623 — 221 + 879
T+ 20 +13 =4

201 +x2+ Ty =25

T1,22,L3,T4 2 0

(P2)

L(x,/\,é) = $%+ZB1QZ2+6$%—2$1+8$2+>\1 (ZU1+2[172—|—ZE3—4)+/\2(2$1+$2+$4—5)—51$1—(52182—53333—(54:84

( 57;(:13,/\,5) =0
IL (z,1,6) =0
i
IL (z.0,0) =0
or
a—m(fﬂ,)\,(S) =0
et

r1+ 20+ 123 =4
21’1+$2+J}4:5
5jxj:O
x;>0;0;>05 =14
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Alors on obtient le systeme suivant :

221 + 29 — 07 +03+204=2
—x1 — 1229 + 09 — 205 — 04 = 8
1’1+2$2 + x4 =5
(5jl’j:0

Z; > 0;5j > O,j = 1,4

Nous avons obtenu un systeme linéaire de 4 équations avec 8 inconnues et 4 équations
non linéaires. Pour trouver une solution telle que §;z; = 0 avec j = 1,4, il suffit d’obtenir
une solution réalisable basique (z,0) du systeme linéaire avec z; basique et J; hors base
ou vice-versa. Pour cela, il faut choisir I'indice j, entrant dans la base de telle sorte que
les vecteurs-colonnes correspondant a xjo et ;o ne se trouvent pas en méme temps dans la
base.

Appliquons la premiere phase du simplexe en considérant le probleme de programmation

linéaire suivant :

ZI—’Ul

2$1+l’2 —51 +(53+254+U1:2
(P/) —I1—12l‘2 +(52—2(53—54:8

T1+ 2T + x4 =9

T Zov(sj 207j:mavl 20

Le vecteur z = (z,0,v1) = (0,0,4,5,0,8,0,0,2) est une solution réalisable initiale basique du

probleme (P’), avec Ag = (ag,a6,a3,a4). Dressons alors les tableaux simplexes suivants:

T T T T3 | Ty 51 52 (53 54 U1

¢ 0 O ]0]O0O]O0O]O0O]O0]|O0]-1
cp basse | b aq as | as | a4 |as | ag | ar | ag | ag | 0
-1 agy 2 2 1 Oj(o0|-1]0]1]2]1 1 | —j1 =
0 ag 8 -1 121010101 (-2(-110]| o
0 as 4 1 2 170107 0]0107]O0 4
0 ay 5 1 0| 1/0]0]0|0]O0]5/2

Z==2 E -2 110101 1]0]-11-2]0
Tj=1

TAB. 3.1 — Exécution de la méthode de Frank Wolfe (Phase 1 du simplexe)

Remarquons que jo = 1 est I'indice qui entre dans la base tandis que l'indice j; = 9 sort,

car I'indice 7 = 8 ne peut pas étre choisi a cause de la présence de a, dans la base, et ce,
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afin que la condition z;0; = 0 soit assurés.

T T i) T3 | T4 51 52 53 54 (%1
cl| O 0 010 0 0 0 0] -1
CB basse | b | a; as as |as | as |ag| ar |ag| a9 |0
0 ap | 1] 1] 1/2 |00 [-1/2]01/2]1]1/2
0 ag | 9]0 |23/12] 00 [-1/2]1 [-3/2]0]1/2
0 as 310 3/2 110]1/2]0|-1/2]-1]-1/2
0 ay 310 0 011 1 o -1 -2 -1
Z=0 E| 0 0 010 0 0 0 0 1

TAB. 3.2 — Exécution de la méthode de Frank Wolfe (Phase 2 du simplexe)

Le critere d’optimalité étant vérifié, il s’ensuit que le vecteur z = (1,0,3,3,0,9,0,0,0) est une
solution optimale du probléme linéaire. Par conséquent, la solution du probleme (P2) est
le vecteur z* = (1,0) avec flz*) = —1.

La méthodes de Frank et Wolfe se base sur le gradient de la fonction objectif pour
déterminer une direction de mouvement ; on ne peut donc pas attendre de cette méthode
qu’elle convergent vers des minima globaux ; elle serai attirée par tout type de minimum,
local ou global. La méthode de Frank et Wolfe dans certain cas tomber dans le cas d'une
convergente tres lente en zigzag. En effet, le point 2* déterminé a chaque itération afin
de produire une direction est typiquement un point extréeme du polytope formé par les
contrainte. Il est donc possible que la direction obtenue soit presque orthogonale a la di-

rection menant au minimum.

Les méthodes de pénalité
Bien que les méthodes de pénalités sont tres bien supportée par la théorie et nécessite
peu de restrictions sur le probleme pour assurer une convergence théorique, elle souffre de
faiblesses dans le cadre de I'utilisation pratique, particulierement lorsque la frontiere de la

région admissible est approchée.

Soit P3:
min f(x) = (71 — 6)% + (xo — 7)?
—31‘1 — 21’2 S —6
(P3)] —x1+ 22 <3
T+ X2 <7

21y — <

Lk
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Résolvons ce probleme par la méthode de pénalité extérieure, en démarrant de point non
admissible (6,7), avec un parametre r = 0.5, un facteur d’augmentation de v = 2 et la

condition d’arrét ||zF™1 — 2%|] < 0.01. Le résultat est donné dans le tableau (3.2):

k zk f(x®) P(z* 1) % g(z") ok
0 (6.00,7.00) | 0 9.00 050 | 6.00 | (4.00,5.00)
1 | (4.00,5.00) 8.00 12.00 1.00 3.00 (3.60,4.60)
2 | (3.60,4.60) 11.52 14.40 2.00 2.00 (3.33,4.33)
3] (3.33,4.33) 14.22 16.00 4.00 1.20 (3.18,4.18)
1] (318,4.18) | 15.04 16904 | 800 | 067 | (3.094.09)
5 | (3.09,4.09) 16.93 17.45 16.00 0.35 (3.05,4.05)
6 | (3.05,4.05) 17.45 17.72 32.00 0.18 (3.02,4.02)
71 (3.02,4.02) 17.72 17.86 64.00 0.09 (3.01,4.01)
8 | (3.01,4.01) 17.86 17.93 128.00 0.05 (3.01,4.01)
9 (3.01,401) | 17.93 17.06 25600 | - :

TaB. 3.3 — Exécution de la méthode de pénalité extérieure, pour le probléeme
(P3) depuis un point non admissible (6,7)

Un premier constat est que la méthode de pénalité extérieur n’a pas eu besoin de beau-
coup d’itérations pour trouver la solution optimale de ce probleme en partant de point
initial non admissible (6,7). Les résultats de la table 3.2, nous apprend que les suites
{2} {re}, {f(z")} et {P(aF 7))} croit, par contre la suite {g(«*) = > (maz{0,9;(z*)})}
décroit. Donc les conditions pour que les solutions des probleme pénalisée convergent vers
une solution du probleme original sont vérifiées.

Exécutons maintenant la méthode de pénalité intérieure pour ce probleme, depuis le point
admissible (2,2) avec un parametre initial ¢ = 10 et un facteur de réduction associé n = 0.8

et la condition d’arrét ||z¥+? — 2¥|| < 0.01. Le résultat est donné dans le tableau (3.2)
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k ak fa®) | P2 tr) ty gkl

0 | (2.00,2.00) | 41.00 55.17 10.00 | ( 2.72,3.24)
1 [ (272,3.24) | 2486 | 39.64 | 8.00 | (2.75,3.31)
> | (275,331) | 24.16 | 36.61 | 6.40 | (2.78,3.3%)
3 | (2.78,3.38) | 23.53 34.05 5.12 | (2.80,3.44)
4 | (2.80,3.44) | 22.96 31.89 4.10 | (2.81,3.50)
5 | (2.81,3.50) | 22.44 30.5 3.28 | (2.83,3.55)
6 | (2.83,3.55) | 21.97 28.48 2.62 | (2.84,3.60)
7 | (2.84,3.60) | 21.55 27.13 2.10 | (2.85,3.64)
8 | (2.85,3.64) | 21.18 25.98 1.68 | (2.86,3.69)
9 | (2.86,3.69) | 20.84 24.98 1.34 | (2.87,3.72)
10 | (2.87,3.72) | 20.54 24.12 1.07 | (2.88,3.76)
11| (2.88,3.76) | 20.27 23.38 0.86 | (2.89,3.78)
12 | (2.89,3.78) | 20.03 22.73 0.69 | (2.89,3.81)
3] (2.89,381) | 19.82 | 2217 | 0.55 | (2.90,3.83)
14| (2.90,3.83) | 19.62 21.68 0.44 | (2.91,3.85)
15| (2.91,3.85) | 19.45 21.25 0.35 | (2.92,3.87)
16 | (2.92,3.87) | 19.30 20.87 0.28 | (2.92,3.89)
17| (2.92,3.89) | 19.16 20.54 0.23 | (2.94,4.06)
18 | (2.94.4.06) | 18.01 : § §

19 | (2.94,4.06) | 18.01 § i

TAB. 3.4 — Exécution de la méthode de pénalité intérieur, pour le probléme
(P3) depuis un point admissible (2.2)

Il n’y a pas de technique générale pour le choix du parametre ¢ et du facteur de

réduction.

— Lorsque {t;} est tres proche de zéro, 'arrondissement des valeurs da au calcul en
nombre de chiffres limité que I'ordinateur utilise entraine la propagation des erreurs
dues a celui-ci.

— Lorsque la méthode approche l'extrémité du domaine, un probleme est posé, dii
aux algorithmes de minimisation directe utilisés. L’on se convaincra aisément du fait
que le comportement d’'une méthode de barriere dépend fortement du choix de cet
algorithme.

Un raisonnement analogue a celui développé pour la méthode de pénalité extérieure.
La méthode a eu besoin plus d’itérations, soit 10 de plus que la méthode de pénalité
extérieures, pour trouver une approximation du minimum avec une précision équivalente.
Les suites{z*} {r.} ,{f(z")} et {P(z* 1)}, {2}, {rx} décroit, d’ott la converge de la méthode

vers la solution optimale globale.
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Conclusion

En conséquence, et apres avoir résolu d’autres exemples, on conclu que chacun des
algorithmes décrits précédemment peut étre utilisé pour résoudre ce type de probleme;
cependant, la méthode de Frank Wolfe converge toujours, mais il existe des cas au la
méthode ”zigzague”. Les méthodes de pénalité, convergence vers la solution mais, elle
souffre de faiblesses dans le cadre de l'utilisation pratique, particulierement lorsque la

frontiere de la région admissible est approchée.



Conclusion générale

A travers ce mémoire, notre objectif était 1’étude théorique puis I'implémentation des
méthodes d’optimisation dans le cas non linéaire. Pour ce faire, Pour ce faire, nous avons
étudié et implémenté différentes approches de résolution. Pour cela, nous avons d’abord
introduit quelques notions classiques importantes sur la convexité, entre autres, les condi-
tions d’optimalité de KKT. Afin d’analyser ou de résoudre de maniere efficace un probleme
d’optimisation, il est fondamental de pouvoir disposer de conditions d’optimalité. En ef-
fet, celles-ci nous servent non seulement a vérifier la validité des solutions obtenues, mais
souvent I’étude de ces conditions aboutit au développement des algorithmes de résolution
eux-memes.

Nous nous sommes intéressés ensuite a résoudre des probléemes d’optimisation sans
contraintes pour le cas non linéaire. En premier lieu, nous avons abordé les méthodes de
descente basée sur la descente du gradient, qui consiste simplement a suivre une direction
de descente de fagon itérative jusqu’a I'obtention d’un ”bon” minimiseur. Ces méthodes
utilisent une approximation linéaire pour trouver une direction de mouvement. Ensuite
nous avons traité la méthode itérative de Newton. L’idée de cette méthode est de minimiser
a chaque itération I'approximation quadratique de f, la convergence de la méthode est
rapide car elle est quadratique. La méthode du gradient conjugué basée sur I'important
concept de la conjugaison et a été développée afin de résoudre les problemes quadratique en
au plus n itérations. Nous présentons ensuite la méthode du simplexe de Nelder-Mead qui
appartient a la classe des méthodes de recherche directes, ¢’est une méthode d’optimisation
locale. Toutefois, elle présente I’avantage qu’elle ne nécessite aucune information sur la
fonction objectif a optimiser.

Nous avons élaboré les programmes de ces méthodes et I'implémentation nous a permis
de résoudre des exemples et réaliser une étude comparative entre ces méthodes d’optimisa-

tion. Nous avons constaté que les méthodes de Newton et du gradient conjuguées restent les
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mieux adaptées, de part leur convergence finie en un nombre fixe d’itérations. D’aute part la
méthode de Nelder-Mead et du gradient révele dans ce cas les moins utiles. La méthode du
gradient converge trop lentement. La méthode de Nelder-Mead permet d’obtenir une bonne
solution sans trop d’efforts, mais dans certaines configurations, le simplexe peut dégénérer,
les points ne sont plus affinement indépendants. Apres avoir introduit les méthodes d’op-
timisation pour les problemes sans contraintes, nous avons présenté en détail les méthodes
d’optimisation pour les problemes avec contraintes. Nous avons d’abord abordé la méthode
de Franf Wolfe qu’est applicable si le probleme est quadratique et convexe. Nous termi-
nons par les méthodes de pénalités extérieure et intérieure. Le principe de ces méthodes
réside dans la transformation d’un probléme contraint en une séquence de problemes sans
contraintes, en ajoutant au cott une pénalité. L’ajout de cette fonction a pour seul but
de pénaliser le cout en cas de violation d'une ou de plusieurs contraintes. La méthode
de pénalité extérieure cherche a approcher le minimum depuis 'extérieur de domaine ad-
missible et dans certains problemes, le fait de ne pas étre admissibles peut constituer un
inconvénient, parce que la fonction objectif n’est pas définie a I'extérieur de domaine ad-
missible. C’est ce qui a conduit Fiacco et McCormick (1968) & proposer d’autres méthodes
de pénalisation dans lesquelles 'optimum est approché par 'intérieur c¢’est ce que on appel
les méthodes de pénalités intérieures. L'implémentation de ces méthode conduit a conclure
que la méthode de pénalité extérieure est tres similaire a celle de pénalité intérieure. En
particulier, des résultats théoriques équivalents peuvent étre établis et assurer sa conver-
gence. La seule différence notable étant que la méthode de pénalité extérieure ne nécessite

aucunement un point initial intérieur du domaine admissible.

Ce sujet passionnant n’a bien str pas été épuisé a travers ce projet et de nombreux
défis restent ouverts, en particulier I'implémentation de nouvelles méthodes et d’extensions
aux modeles présentés, afin de juger des gains en terme de performance qui pourraient en

résulter, ou de tenter d’élargir leurs champs d’application.
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