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Introduction générale

La programmation mathématique est une branche des mathématiques appliquées ayant
pour objet I'étude théorique des problémes d’optimisation, ainsi que la conception et la
mise en ceuvre des algorithmes de résolution. En effet, la programmation mathématique
monocritéres se résume a rechercher un n-uple x 2 Rn qui maximise (ot minimise) une
fonction scalaire ( fonction dite fonction « objectif » ) sous des contraintes linéaires ou
non linéaires et de type inégalités et (o) égalités.

Suivant la nature de la fonction objectif, et celles des fonctions intervenant dans les
contraintes, on tombe dans une catégorie particuliére de programmation mathématique;
par exemple : lorsque la fonction objectif est linéaire et les contraintes sont linéaires, on
obtient un probléme de programmation linéaire. Si la fonction objectif et les fonctions des
contraintes sont quadratiques , on a affaire & un probléme de programmation quadratique ;
en dehors de ces cas, on parle de programmation non linéaire dont la programmation qua-
dratique sujet de notre travail qui n’est qu'un cas particulier.

Le but de ce travail est d’établir une synthése sur la programmation mathématique convexe
, de présenter quelques méthodes de résolution et de faire des implémentations des algo-
rithmes traités. Ce travail commence par une introduction et s’articule autour de cing
chapitres :

Le chapitre 1, nous présentons quelques rappels algébriques, certains résultats classiques
ainsi que la notion de la convexité.

Le chapitre 2, est consacré a des généralités sur la programmation linéaire.

Le chapitre 3, présente 1'algorithme de la méthode de Wolf et adaptée de support

pour la résolution d’'un programme quadratique convexe. Au chapitre 4, on parlera de la

programmation non linéaire.
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Le chapitre 5, traite la partie implémentation et description générale du logiciel (MAT-
LAB) ainsi que la présentation des résultats obtenus.
Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion générale et une bibliographie uti-

lisée .



Chapitre

Notion fondamentales

1.1 Bases de ’algébre linéaire.

1.1.1 Introduction :

Dans ce chapitre nous allons donner quelques notions sur 1’algébre linéaire et la pro-
grammation mathématique.
Et les propriétés des formes quadratiques, ainsi que la notion des ensembles et fonctions

convexes.

1.1.2 Espaces vectoriels et vecteurs

On note R " I'espace vectoriel de dimension n.

La base canonique de R" est (eq, . .. ,e,)" e =(0,...1,...0)".

Un vecteur z€ R" de composantes 1, . . . . , T,, est noté = = (x;) , 1 <i < n.
T
o)

Les vecteurs sont notés verticalement : z =

Tn

1.1.3 Matrices et vecteurs

soient n,m € N*. Une matrice d’ordre mxn a coef ficient dans R"™ est un tableau a deux dimensions

ayant mlignes et ncolonnes , represent é sousla forme suivante :
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aii A1n
Am1 - Gmn
Oul ={1,2,....,m} et J={1,2,...,n} représentent respectivement l'ensemble des
indices des lignes et colonns se A.pour des calculs
Pratiques, la matrice A se note aussi
Ay ay;
Ay (;
A= (a,ag,......... Qjyooooennn a,) = ) , aj=A(l,j) =
A
Aj, (mj
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Tel que a; est un vecteur-colonne de dimensionm.

Ag-:A(i,J):(ail,aiz, ......... ,aim) est un vecteur ligne de dimension n.

la matrice A est dite carée si on an =m ;de plus , si A= A", la matrice est dite

symetrique . La matrice identité d' ordre n sera notée I,

1.1.4 Matrices carrées et matrices particuliéres.
Une matrice A € R™*" est carrée d’ordre n , s’écrit sous forme :

@11 - Aip
Apl a/"én
Aveca;; € Rii=1...n;5=1...n
On a n lignes et n colonnes

La trace d’une matrice carrées A d’ordre n est la somme des valeurs sur sa diagonale

principale :
tT(A) = Z Q-
i=1
535
Exemple:tr | 4 1 2 =5+1+4+7=13
3 8 7

Le déterminant d’une matrice carrée A d’ordre n est noté det(A).

nxn

la matrice identité d’ordre n, dans , vaut I, = (e1...6,).

1 -+ 0

0 --- 1

Une matrice carrée D est diagonale si les seules éléments non nuls sont sur la diagonale ;
elle est notée D = diag (d;), ou d;) est le vecteur formé par les éléments diagonaux.
Une matrice carrée M triangulaire inférieur si les seuls éléments non nuls sont dans le

triangle inferieur.
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Exemple 1 :
1 00

M = 2 4 0 est une matrice triangulaire inférieur.
4 8 2

Une matrice carrée M triangulaire supérieur si les seuls éléments non nuls sont dans le

triangle supérieur.



CHAPITRE 1. NOTION FONDAMENTALES

Exemple 2 :
2 31

M=1| 0 2 3 | est une matrice triangulaire supérieur.
0 0 2

1.1.5 Matrices symétriques

La transposée A" d’une matrice A est la matrice obtenue en interchangeant les lingnes et
les colonnes. Soit A = (a;;) et B = A" = (b;;), on a donc b;; = aj;.
Une matrice carrée A est symetrique si A = A’
Les matrices A" A et A A" sont symétriques.
Ona (A) = Aet (AB) = B'A’.
Soit M une matrice carrée symétrique d’ordre n.
1. M est dite définie positive si : &’Mx >0 Va #0, x € R"
2. M est dite semi définie positive si : 2’ Mx > 0, x € R"
3. M est dite définie négative si: ’Mx <0 Vx #0, z € R"

4. M est dite semi définie négative si : 2’Mxz <0 , x € R"

1.1.6  Critére de Sylvester

Soit M une matrice carre symetrique (n X n), on dit que M est :
1. definie positive si det M, >0,V k =1,.... .n .
2. definie negative si det (-1)* M, 0Vk=1,...,n

a1 - Aip

Ou A=

11 o Qi

det Ak —

Qg1 - Gk
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Remarque : (A; ) est aussi appelé mineur principal successif.

1.1.7 Critére des valeurs propres

Soit M une matrice carrée symétrique.

1. M est dite définie positive si toutes ses valeurs propres sont strictement positives

2. M est dite semi définie positive si toutes ses valeurs propres sont positives ou nulles

dont 'une au moins est nulle.
3. M est dite définie négative si toutes ses valeurs propres sont strictement négatives.

4. M est dite semi définie négative si toutes ses valeurs propres sont négatives ou nulles

dont 'une au moins est nulle.

1.1.8 Produit scalaire et normes vectorielles

Le produit scalaire de deux vecteurs z et y est 'y => " | xy;  z,y € R™
Soit = (z;), on a z; = eix.
Soit A :(aij>> on a a;; = €;A€j.

Dans le cas de vecteurs complexes, le produit scalaire hermitien est défini par
(r,y) € Cc"x™  — o™y =Y " | Ty

O le sur-lignage d’une grandeur indique qu’on en considére le conjugué.

Il est donc possible de définir plusieurs normes dans I’espace vectoriel 1" .

1.1.9 Normes vectorielles et normes matricielles.

Soit V' un espace vectoriel réel ou complexe. On appelle norme sur V,
toute application ||.||,a valeurs dans RT, et satisfaisant les aviomes suivants :

(a) Yo eV, 0< ||u|| < oo, Yu €V, (positivité)

(b) Yo eV | |v]| =0 < v =0, (la séparation)

(c) VAe R, veV, |[M| =[Al. |lv]|, (homogénéité)
)

(d) Yowe V v+ w| < ||v]|+ |Jw| Yv,w €V. (Inégalité triangulaire)
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Exemple

Lo flolls = Y2, Joil o = (01,02, va)’
2. lolla = /3, (v:)*, norme euclidienne
3. Nlvlly = 2k=y [kl

4. ||v]leo = max,_i, v

Une norme matricielle est une application ||| : M, (K) — R* qui vérifie les propriétés
suivantes :
L. Al =0

2. [JeA]l = laf [[A]l, Vo K

3. [[A+ Bl < [[Al + [IB|l, VA, B € M, (K)

4. |A. B] < Al |BIl, VA, B € M, (K)

5. 1A z]| < ||A]. =], x € R".
Exemple : les trois normes usuelles sont :
LAl = max_rz - D20 [yl

2. ||Allz = +/p(A2) . p (A?) : rayon spectral de A% = maxj<;<,, (|\i]) ,

valeur propre de A2

3. 1Al = max; 3L, |ag]
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1.2  Fonction de plusieurs variables

1.2.1 Convergence des suites dans R"oudansi

On définit une suite dans R" par : (Sk) k>0 avec :
Sk— (SF, S5..., 8" et Se R, i =1,2,....n.
Exemple : S¥ = ( L2k ) une suite dans R2.

k+17 14+k2

Soit (S’“)k>0 une suite de points (ou vecteurs) de R". On dit que cette suite converge
vers une limite S

R" sietseulementsipourtout

e > 0, il existe kg tel que

k>ko ||[SF— S| < e

On note alors limy_,oo S¥ = S ou encore parfois S¥ — S. Dans le cas contraire on dit
que la suite diverge.

Dans le cas n = 1, on a ||S* — S|| = |S* — S| et on retrouve la définition usuelle de la
convergence des suites réelles.

Remarque : Si (Sk) converge, sa limite est unique.

Une suite (Sk)k>0 est dite “de Cauchy® si et seulement si pour tout € > 0, il existe kq tel
que

kl > ky— HS’“— SZH <e 77>1

Remarque : Dans R" (Sk) suite de Cauchy <= (Sk) convergente.

1.2.2 Fonctions continues

Une fonction f :— R tel que C R™ est continue au point xg st :
Ve >0tel que |z —zo|| <d=|f(z) — flzo)] <€

On écrit imf (z) = f(xo)

X— Xp

f est continue sur si elle est continue en tout point de .

10
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1.3 Différentiabilité et dérivées partielles

1.3.1 Différentiabilité : le premier ordre
(Dérivée partielle) On définit la dérivée partielle par rapport a x; de la fonction
f au point = (21,...,x,) par la limite :

lim f(Il N 3 +h,Ii+1,...,$n)—f(.%‘l,...,xn)
h—0 h

. ;)
Quand elle existe et elle est notée %(m)

11
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Remarque
On définit la dérivée partielle par rapport a x; de f en dérivant f par rapport a x;en
supposant les autres variables constantes .
Si les dérivées partielles Of (z)/0x; existent pour tout i, le gradient de f est defini de la
facon suivante.

(gradient) Soit f : R"™ — R une fonction continue. La fonction notée Vf (z) :

R™ — R™, également notée Of (r)/0x; est appelée le gradient de f et est definie par
of (=)

oz

Vf(r) =

elle peut ne pas exister pour certains r € R".

Remarque : Le gradient joue un role essentiel dans le développement et I'analyse des
algorithmes d’optimisation.

Exemple : (gradient)

Soit f (z,y) = a® + 2%y + zy* + y* + 20. Le gradient de f est donné par

98 — 322 + 20y + 12

Vi@y =%

g—£:x2+2xy+3y2

(Dérivée directionnelle) On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction
d € R" au point z, notée d f (z,d),
La limite (éventuellement +00) du rapport :

f(x+hd) - f(z)
h

Lorsque h tend vers 0

Autrement dit :
f(z+hd) — f(z)

- hlglo h

Of (z,d)

De plus, lorsque le gradient existe , la dérivée directionnelle est le produit scalaire entre

le gradient de f et la direction d, i,e :

0f (z,d) =V'f (z)d

Remarque :
Si ||d||=1 la dérivée directionnelle est le taux d’accroissement de f dans la direction d au

point x.

12
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1. Le taux d’accroissement est maximal dans la direction du gradient .

2. Le gradient indique la direction de la plus grande pente .

Exemple :

Soit f (z1,x2) = 100(z3 — 22)° 4 (1 — 1)
dq

Et soit d =
da

La dérivée directionnelle de f dans la direction d est :

(dldg) Vf (ZEl, 1’2) == dl — 400 (‘/L‘Q_I%) Try — 2(1 — ZL’l)) + 200d2(1‘2 — ZL’%),

13
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Ou Vf (x1,x2) est donné par :
U/ (1. 00) = (—400(zy — 22) 21 — 2(1 — 11))
—200(z9 — 23)71

(fonction différentiable) Soit f : R™ — R une fonction continue. Si, pour tout
d € R", la dérivé directionnelle de f dans la direction d existe, alors la fonction f est dite
différentiable.,

(matrice gradient) Soit f : R"™ — R™ telle que Soit f; : R" — R est
différentiable, pour i = 1,...,m. dans ce cas, f est différentiable, et la fonction Vf () :

R™ — R™™ est appelée matrice gradient et est définie par

| |
Vi@ =1 Vif(z) - Via(r)
| |

Ofi  Of2 ., Ofm
Or1 Oz 01
ofr Ofa .. Ofm
OTn Oxn 0xn

Remarque : La matrice gradient est souvent utilisée dans sa forme transposée et est
appelée matrice jacobienne de f
(matrice jacobienne) Soit f : R* — R™. La fonction J(z) : R — R™ " est

appelée matrice jacobienne et

on on ... on

/ 0x1 Oz 0zn

Vi) o, oh ... oh

est définie par J (z) = Vf (z) = : — 89_61 Bfa Bfn
Vim (@) O Ofw ... Ofm

Oz1 Ox2 Oxn

1.3.2 Differentiabilité : le second ordre

Nous pouvons effectuer la méme analyse de differentiabilité faite sur la fonction fdans la
section (1.3.1) pour chacune des fonctions V., f (z) de la définition (1.3.1). La j°™¢ dérivée

partielle de V;f (x) est la dérivée seconde de f par rapport aux composantes i et j, car

0V.if (x) _ 90 f(x)/0x) _ 9 f(x)

(%j 8a:j n (91:18% .

Il est courant d’organiser ces dérivées secondes dans une matrice n xn dont I’élément de la

ligne 7 et la colonnes j soit 9* f (x)/0x;0z;. Cette matrice est appelée matrice hessienne

ou hessien.
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(matrice hessienne)
Soit f : R™ — R une fonction deux fois différentiable.

La fonction notée V2f (x) : R™ — R"™™ est appelée matrice hessienne ou hessien de

f et est définie par

Pf@)  Pf=) . Pf=)
0z Ox10x2 0x10zn
Vi f(x) = : : :
Pf@)  Pf= . Pf=)
O0xnOr1  OxnOTo ox2

15
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Remarque : La matrice hessienne est toujours symétrique.
Notons que le hessien de f est la matrice gradient de la matrice jacobienne de V f.
Exemple (hessien)

Ecrire la hessien de f (x,y, 2) = 22% + % + 2% + 2zy + 4yz + 222

Hy = J (4o + 2y + 22, 2y + 22 + 42, 22 + 4y + 27)

4 2 2
~[V2f(z)=H=| 2 2 4
2 4 2

1.4 Ensembles et fonctions convexes.

1.4.1 Introduction :

Pour étudier les problémes d’optimisation, il est nécessaire de recourir ‘a des outils scien-
tifiques dont I’ “étude est basée sur I'analyse convexe. En effet, I'hypothése de convexité
va jouer un role trés important pour la plupart des algorithmes que nous d“écrirons, la
convergencevers I'optimum ne pourra étre démontrée qu’avec cette hypotheése.

Nous allons ici rappeler quelques notions de convexité importantes auxquelles nous ferons

appel par la suite, ainsi que quelques propriétés.

1.4.2 Ensembles convexes

Un ensemble S C R™ est dit convexe si et seulement si :
Ve e S
Yy e S — A+ (1-NyeSs.
VA €[0,1]
D’une fagon équivalente, on peut dire que S est convexe si et seulement si, pour deux

points quelconques z et y pris dans S, le segment [z, y| est tout entier contenu dans S.

Exemple 4.2.1.

16
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Ax+ (1-A)r
Ax+ (1- M
X
f convexe f non convexe

FIGURE 1.1 — Interprétation géométrique d’ensembles convexe et non convexe

17
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1.4.3 Enveloppe convexe :

Soit S C R™. On appelle enveloppe convexe de S, et on note conv(S), le plus petit
ensemble convexe (au sens de l'inclusion) contenant S.
Il ya deux maniére de construire convS :
conv(S) = Intersection de tous les convexes contenants S.

conv (S) = Ensemble de toutes les combinaisons convexes d’éléments de S.

1.4.4 Fonction convexe :

Soit € R™ un ensemble convexe et f une fonction de dans R

f est dite convexe si ,

Va,y € ,Vtel0,1]

S =tz +ty) <((1—1) f(x) +1f(y)

1.4.5 Fonction strictement convexe

Une fonction f: R" — R est dite strictement convexe si, pour tout z et y € R", x # v,
et pour tout t € |0,1[, on a

fly+ A =t)z) <tf(y)+ (1 —=1)f(z).

(tf(y) + (1 — ) (x) \

x z=ty+(1—t)x v
Figure 1.1 - Ilustration de la définition 1

FIGURE 1.2 — [llustration de la definition convexité

18
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1.4.6 Fonction concave

Une fonction f: R" — R est dite concave si —f est une fonction convexe, c’est-a-dire si

pour tout z,y € R™ et pour tout t € [0,1], on a
fly+ (1 —t)x) >tf(y)+ (1 —1)f(z).

19
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Remarque
La convexité et la concavité ne sont pas des propriétés complémentaires. Une fonction
peut n’étre ni convexe ni concave. C’est le cas de la fonction représentée dans la figure

suivante

1)

Figure 1.2 - fonction ni convexe ni concave

/’ (xfG)

FIGURE 1.3 — fonction ni convexe ni concave

20



Chapitre

La programmation linéaire

2.1 Introduction

La programmation linéaire (PL) est une branche de la programmation mathématique
(résolution de programmes économiques ou autres a 'aide des mathématiques). Trois
types de problémes relévent de la programmation mathématique :

— La programmation linéaire, Ou les fonctions données sont linéaires.

— La programmation quadratique.

— La programmation non linéaire, Ou une partie des fonctions données sont représentées
sous la forme de fonctions non linéaires.

Quelques rappels :

Tout probléme de la programmation linéaire peut se formuler de la maniére suivante :

Trouver les valeurs des variables x = (z; , j = 1,n ) qui maximisent ou minimisent la

fonction linéaire suivante :

n
Z =Z(x1,29,...,0,) = C1T1 + Coy + +CT; + - - + Xy = Z — cjz; — (max/min)
7j=1

(2.1)

Les sous contraintes suivantes :
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CHAPITRE 2. LA PROGRAMMATION LINEAIRE

a1 + ajoxo + - + a1;T; + ot aT, = bl

(9121 + ag9oxg + - -+ + A2 5 + ot QonT, = b2

a; 11 + appxo + -+ + CLUSL’J' + ot apx, = bz

[ @m1 %1+ QT2 + - Q%5+ A = b

r=(z;, j=1,...,n)
>0, j=Tn (23)

Ou ¢; , j = 1,n représentent les cotlits ou profits unitaires des différents produits.
Les coefficients ¢j et a;; (¢ =1,m , j = 1,n ) sont supposés etre des nombres réels, en
plus on considére que l'entier mest inférieur ou égal a n , tous les nombres b; (i = 1,m)

sont positifs ou nuls et le rang du systéme 2.2 est inférieur ou égal a m.
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CHAPITRE 2. LA PROGRAMMATION LINEAIRE

— La fonction Z est appelée fonction objectif.
— Les contraintes 2.2 sont appelées, contraintes principales, ou essentielles.

— Les contraintes 2.3 sont dites directes (de non négativité)

Remarque

Si 'objectif consiste & minimiser une fonction linéaire :
Z =7 (1,22,...,0,) =121 + Coig + -+ + ;25 + - + Cp Ty,
Alors on maximisera la fonction linéaire opposée :

Z=—7(21,T2,...,0,) = —C1T1] — Colg — *++ — CjTj — =+ — CpTp, .

Ecriture matricielle d’'un probléme de programmation linéaire

Pour écrire le probléme de programmation linéaire 2.1 -2.2 -2.3 sous forme compacte, on
utilise la forme matricielle (vectorielle). Pour ce faire on introduit les notations suivantes :
Soient [ = {1,2,...,m } 'ensemble des indices de lignes et j = {1,2,...,n } 'ensemble
des indices des colonnes.

Ainsi 'ensemble des variables x;, z9, 2;,..., 2, s’écrira sous la forme vectorielle :
r=ua(J)=(x;,j €J).
De maniére analogue on aura :
c=c(J)=(c;,j€J),b=b() = (bi,i )

L’ensemble des coefficients a;; , @ € I, j € J, sera représenté sous forme d’une matrice A
d’ordre (m X n )
11 A12... Q15 ... A1p

A=A ,J)=(ay,iel, jeJ )=

Am1 Am2 * " Amj - .. Amn
On écrit souvent A de la maniére suivante :
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..,a,) , Ol a; est un vecteur colonne :

ay;

agj

CLJ' = At([,j) =

Clmj

24



CHAPITRE 2. LA PROGRAMMATION LINEAIRE

Avec ces nouvelles notations, le probléme (2.1) -(2.3) peut etre écrit sous forme ma-

tricielle suivante :

( Z =Z(x) = dr — (max/min).

Ax =0
x>0,

T € R

\
Ici ¢f est le transposé de ¢, la matrice A est la matrice de condition du probléme et b

vecteur (second membre).

2.2 Forme d’un Programme linéaire [2]

Un programme linéaire peut étre écrit sous une :

Forme générale

( (max/min)Z(x) = 37 ¢;x;.
(P.L) = ¢ o
> aizi(<, > ou =)b,i = 1,m
| r; >0,V =1,n
Forme canonique
(max/min)Z(x) = cx.
(PL) - S.C
Az < (resp >)b
\ x>0,
Forme standard
(mazx/min)Z(x) = cx.
S.C
(P.L) = Az =1
x>0
\ b=0,

Remarque
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Les problémes de minimisation et de maximisation sont en fait équivalents puisque minZ =

—max(—Z2) et marZ = —min(—2).

2.3 Meéthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode itérative. Elle démarre d’un point extréme (som-
met de départ) et passe au sommet voisin, et ceci constitue une itération de I’algorithme
du simplexe. Pour cela, on doit définir le point extréme de départ et le test d’arrét.
Soit le probléme standard de programmation linéaire (avec maximisation) suivant :

Z(1’):Cll'l—|—CQ$2+"‘+Cj$j+"'+Cnxn_>max' (24)

a11r1 + a9 + - - - + Q1525 + -t apT, = b1

2121 + A2%2 + -+ - 4 Q9T + - + ATy = by

(2.5)
ain®1 + Ty + -+ agri+ o+ ATy = b;
| @m1T1 + Gma®y + -+ %5+ AT = b
xy >0, 20>0,..., 2, >0 (2.6)
Ici on suppose by, by, ..., b, >0,etrang A=m<n
Le probléme (2.4)-(2.6) peut étre écrit sous sa forme matricielle :
¢'x — max
Az =b (2.7)
>0
ou A= A(I, J) est la matrice des conditions ; a;;= A(I, J) les colonnes de A.
=" Le vecteur des profits, b = b(I) le vecteur des contraintes (second Membre),
r=ux(J) = (z;, j € J) le vecteur des variables.
I={1,2,....m},j5={1,2,...,n } les ensembles d’indices des lignes et des colonnes de

sa matrice A.
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Probléme standard et solution de base :[2]

Tout vecteur x vérifiant les contraintes (2.4)et (2.6) est appelé solution réalisable
(admissible) du probléme (2.4) — (2.6)

Une solution réalisable x est dite de base si ( n-m ) de ses composantes sont nulles, et
aux autres (x;1, % 2, ..., T;m,) correspondent m vecteurs a;i, @jz, . .., ajy de la matrice de
condition A linéairement indépendants.

L’ensemble Jg= 71, Jo ..., Jm estappelensembledesindicesdebase,

Ju =J\Jp Ensemble des indices hors base.

Autrement :

Une solution réalisable # =x(J) est solution de base si xg= z(Jy) = 0,

detAp #0,0u Ag =A(l, Jg),x (Jg)>0.

La matrice Ap est appelée la matrice de base , z; , j € Jp les composantes de base ,

xj , j €Ju les composantes hors base .

0= max ( ¢ x),

Une solution réalisable de base 2° de (2.4) - (2.6)est optimale si ¢
pour toute solution réalisable.

Une solution réalisable de base x est dite non dégénérée si z; >0, 5 € Jp.

L’accroissement de la fonction objectif Z est égale a :
ANZ =7 (T)-2(x) = 7T—cdx=dAu.
Construisons le m-vecteur y = y(I) vecteur de potentiels :

y'=c pAg', et le vecteur A = A(J) = (4, j € J); le vecteur estimations :

A=y A-{¢
Aj=vyaj—c;,j€]
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2.3.1 Critére d’optimalité [2]

Soit {x , A} une solution réalisable de base de départ.

L’inégalité Ay = A (Jy) > 0 est suffisante et dans le cas de la non dégénérescence elle

est nécessaire pour l'optimalité de {z , A} .

L’organigramme de 1’algorithme de simplexe- maximisation [2]

[ Soit {x, Ag} une solution réalisable de base ]

Cabculery' = cgdz! et
A=ya—g.jE]y

Stop, X est une solution
optimale.

Soit jgefy ¢
&= iR cojeg, &
Sidglg, =0

Solutbon infinie

Déterminer

J:ljrrﬂo = rﬂ_l':I:ij {‘:'I_Jnllrx_"ju =0j€ ;3}

Calculer £ = 2(J) = (2(fg), 2y 1) /
#(Jg) = x(Js) - 845'q;, .
5 =0, € Jy\o X, =8

Poser fz = (Je\ia) Ul Jy = Ue\od Uy, dg = A(LfR)

+ Dol {£, Az} La nouvelle solution réalisable de base
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2.3.2 Algorithme du simplexe [2]

1. Soit {x, A}, une solution réalisable de base de départ.

2. Calculer y =y AL et A; =y a; — ¢j, j€ Ju.
SiA; >0,5€Jy
Stop, = est solution optimale.
Sinon :
Soit jo € Ju :Ajo= (min A;/A; <0),j € Jg.
Si At <0, € Jy

Stop le maximum de la fonction objective tend vers l'infini

Sinon :

Déterminer : = j; /0° = 0;; = mz’n{%/xﬂo >0, € Jp

J

Calculer

z=7(J) =(x(Jp),z(Jg))

f(JB) = ZE(JB) — HoAglajO,:B_j =0 s ]EJH\]O N [L’_jo = 90
Poser Jg = (Jg —j1) Ujo , ju = (Ju —jo)Uj1 . Ap=A(I,Jp), don { T, A} , la
nouvelle solution réalisable de base puis aller en 2.2
Tableau du Simplexe [2]

Les différents calculs qu’on aura a effectuer et les différentes étapes de résolution seront

disposés dans le tableau suivant :
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C C1 Co Cm Cm+1 Cj Cn,
cp | Base b ar | as | - | am Qi1 || aj |- | an | 0;
C1 aq bl =T 1 0 0 T1,m+1 T1j T1n 01
Co (05} b2 = T2 0 1 tee 0 T2.m+1 cee X2j cee Ton 02
Cm | Qm | =2, | 0 O || 1 | Zmmgr | = | @ | - | Ton | O
7 A Al A2 Am Am-i—l Aj An
Exemple

Nous allons résoudre le probléme de programmation linéaire suivant, par la méthode du

simplexe :
Z = 3x1 + 229 — max

2[E1+1’2+[E3:5
$1—£L’g+l‘4:1

$1+3§'2+l’5:3

\

On a J = {1,2,3,4,5} et Jg = {3,4,5}, Jy = {1,2}, avec Ap = I3 donc solution

réalisable de base est x = (0,0, 5,1, 3), dressons alors le premier tableau du simplexe.

C 31210010

cg |Base | B | a1 |ax|as|as|as| 0,

0 as 5121 11]0]0]|5/2

0 ay 1 1(-110]11]0 1

0 as 31|10 ,0|1] 3
Z=0 | A; [-3]-2]0[01]0

On remarque que la relation A; > 0,Vj € Jy n’est pas vérifiée, donc la solution

réalisable de base initiale n’est pas optimale, on doit alors changer la base de la maniére

suivante :

minjes, A; = Ay = =3, donc jo =1

le vecteur a; va rentrer dans la nouvelle base .

Et calculons 6° = minjc,0; :
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) 1 3
9325,642121,952123, d’0u90: ﬂ:minjeJBHJ-:&:l

De 1a, le vecteur a4 va sortir de la base, et la nouvelle solution 7 .

Dressons le 2°*¢ tableau du simplexe :

C 31210010

cg | Base | B | a1 |as |as|as]|as |0

0 as 31031 |-2]0]1

3 ap 1 |{1]|-1]0 1|0/

0 as 21012011111
Z=3|A;10-4]0]3]0
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La nouvelle solution de base est donc x = (1,0, 3,0, 2) de plus elle , n’est pas optimale
car Ay = —4<0.

On doit alors changer la base une autre fois :

mianJHAJ = AQ =—4

,donc le vecteur ay entrura as sortira de la base .
Comme #° = minjej,0; = 03 = 05 ,donc le vecteur ay entrura as sortira de la base .

Le tableau du simplexe :

CRB Base B ay | Az | as ay as 6]'

0| as [ O0]O0|0]|1|-1/2]-3/2]/

30 a | 2]1]0|0]1/2]1/2])/

2 a |1 ]O0|[1]0]-1/2]1/2]/

N
I

o0
>

Slololo| 12502

La nouvelle solution de base est donc T = { 2,1,0,0} , comme T >0,Vj eJ:H

L’algorithme s’arréte et la solution obtenue est optimal , avec 7 = 8 .

2.4 La M-Méthode [2]

Le mathématicien américain Tcharness a proposé cette méthode pour résoudre les
programmes linéaires.

Soit le probléme :
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7 =cx — max
Az =0 (P)

On constitue le probléme (PM) de la maniére suivante :
Z=cx—MY" x,y — mazx
[Ax]; + 2pys = b; , i=1,m (PM)

z; >20,5=1n+m
ou M > 0 (un nombre positif trés grand )
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Le vecteur X = (0, b)l = (=0, zpe = b;, 1 =1,m est une solution de base réalisable

pour (PM).

On résout le probléme (PM) par la méthode du simplexe avec une solution réalisable de

base de départ {(0,b) , Ag} .

2.4.1 Principe de la M-méthode |2]

Aprés la transformation de (P) en (PM), & 'optimum nous avons les cas suivants :

1. Si toutes les variables artificielles sont nulles alors la solution est optimale.

De plus si Ajo= 0/ jo € Jg alors on aura une infinité de solutions optimales.

Au moins une variable artificielle de la base strictement positive = contraintes

contradictoires.

. A un certain moment on ne peut pas améliorer, par manque de pivot.

On distingue deux cas :

-Toutes les variables artificielles sont nulles = solution infinie

- Au moins une variable artificielle strictement positive = contraintes contradic-

toires.

Exemple :

résoudre le probléme suivant :
4

max/ = —2x1+ xo9 + 4x3

T1— To9 + x3= 2

—5I2+2l’3:4
—2I2+ZL’3: 1
rj>0,j=13

\
Pour déterminer une solution de base initiale, on doit ajouter deux variables artificielles

x4 et x5 , d’ou on obtient le M-probléme suivant :
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/

maxZzy = —2x1 + r9 + 4dxs — Mxy — Maxs
r1— Ty + T3 = 2
(PM) —b519 + 223 + 14 =4
—2ry4+x3+15=1
\ xj>0,j=1,5
I1 admet une solution de base de départ T = (2,0,0,4,1) avec Jg = {1,4,5} et Jy =
{2,3}

Calculons le potentiel 7 et le vecteur des estimations Kj , ] €J:
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10 0
01 0 |=(=2 —-M-M).
0 0 1

y=cpAgz' =(-2, —M, —M)

AN;j=0,j € Jp

-1
A_ZZ ?//612 - 62:(_27 -M ) _M) =5 —1=7TM +1
—2
1
Ny=yaz—e—(~2,~M, —M) | 2 | —4=-3M—6

1
Dressons le premier tableau du simplexe :

C -2 1 4 —M | —M
[37) Base B | a; ao as ay as G_J
-2 ay 2 |1 -1 1 0 0 2
-M ay 4 10 -5 2 1 0 2
4 as 110 -2 1 0 1 1
Z=-5M—-4|A;| 0 |TM+1|-3M—-6| 0 0

36




CHAPITRE 2. LA PROGRAMMATION LINEAIRE

La solution de départ n’est pas optimale car Ag <0, donc on doit faire rentrer as dans

la base et faire sortir as , ainsi on obtient le nouveau tableau suivant :

C 2 1 |4|-M| -M
73] Base B | as as | ag as QZJ
-2 aq 1 1 1 0 0 -1
-M ayg 2 0 -1 0 1 -2
4 as 1 0 -2 1 0 1
Z=-5M—-4|A, |0 |M—-11/0] 0 |—-3M—6
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Le critére d’optimalité est vérifié, donc la solution du M-probléme est =

=(1,0,1,2,0)
Comme la variable artificielle T; = 2 > 0,donc le probléeme (P) n’admet pas de solution

optimale (les contraintes de (P) sont contradictoires).

2.5 Meéthode duale du simplexe [2]

Etant donné le probléme primal de programmation linéaire :
§
dx — max

Az =10 (P)

\ z >0

E(t son dual

b’y— min
Ay>c (D)

y € R™
|2] De 'ensemble J, choisissons un sous ensemble Jg € J et soit Ag = (I, .Jp) une

sous matrice inversible de A

En utilisant la matrice Ag , on construit le vecteur y :

y'=c'gAg5" (2.8)

Le vecteur y est dit plan dual basique de (D) et Ag la matrice de base si

Oll A}I:([, JH), JH: J\JB
[2] Un plan dual basique y est dit non dégénéré si A%y > Chp.
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En utilisant un plan dual basique de départ y , on construit les vecteurs suivants :

0(j) = Ay —c, x(J)=(x(Jp),x(Ju)), x(Jp) = x5 = A;b, x(Jyg) =2 =0

Appelés Coplan et pseudo plan respectivement du probléme (P) .

Remarque

Par construction 0(Jp)= 0etd(Jg)> 0estun plan dual basique alors 6 et 0 sont dits

basiques.
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2.6  Algorithme dual du simplexe [2]

Considérant un plan dual basique y avec sa matrice de base Ap.
En utilisant Ap , on calcule le pseudo plan x = (vp= Az' b, 25 =0) .
Si zp > 0 Alors z est optimale pour le probléme (P), et y optimal du dual (D)
Sinon , on calcule z;o=minx;, (x; <0,j € Jp) de la I'indice j, doit sortir de la base et la
colonne a;q doit sortir de Ap , c’est & dire, on change de base (Ap— Ap ) .
Le changement de base entraine le changement du plan dual y (y — 7) qui entraine aussi
le changement du coplan & ( §— 4§ ) .

Ce changement de coplan se fera de la maniére suivante : 6 = & + Ad , oil

o, J=Jo
0, j € js \o
Ou o est le pas dual positif ou nul.
A 6; = 0xj;, , J € ju ou x;j, est la 7°"¢ composante du vecteur Aglajo.
Pour que § soit un coplan, il faut avoir un pas maximal §° ==miN,; <0jey {ﬁ } -

—6;1
25051

La nouvelle base sera Jp = (Jp\jo) Ui, et Ag = A(I , Jg ), la nouvelle itération
débutera avec

T = (Tp T ) = (Ag'b, Ty = 0) .

Remarque 2

Les problémes du type :

(
Z=cr—

Az > b

x>0

\ b>0,c>0

Sont résolus dans la plupart des cas par la méthode duale du simplexe, car en ajoutant
des variables d’écart, on obtient facilement la solution de base de départ. Par contre si on
utilise la méthode du simplexe, on ajoute des variables d’écart et des variables artificielles

et ceci, augmente la dimension du probléme.
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Exemple.1.3

Résoudre le probléme linéaire suivant :

.
ming = 2x1 + x3

$1+I2—$325

1'1—2172—{—41'328

\ 120,29 >0¢€t 23 >0

Sous forme standard , on aura

marZ = —2x1 — T3
—$1—$2+JI3+?L’4: -5
—ZE1+2ZE2—4£L'3+I5 -8

>0, i=15

D’otu z = (0,0,0,—5,-8 ) et Z(z)=0
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Soit AB = (CL4, CL5) =
{1,2,3}

I, , une telle matrice inversible avec Jg = {4,5 }, Jg =

En utilisant Ag , on calcule le vecteur des potentiels y :
y = cgAg'= (0,0) , car 5 = (0,0,) ,

de la y’Ap=(0,0,0) > ¢y =(—2,0,—1) , donc y est un plan dual , ce qui veut dire
que la matrice Ap est de base .

Le coplan basique initial est donc égalea § = A’y —c= —c=1(2,0,1,0,0).

C -2 0 -1 0 0
Base b ay Qo as ay as
T4 -5 -1 -1 1 1 0
x5 -8 -1 2 -4 0 1
0 2 0 1 0 0
o 2 / e | /

T

Les composantes du pseudo plan zg ne sont pas toutes positives, donc le critére d’op-
timalité n’est pas vérifié.
Onazs = —8 = min,, _,

se spj » donc as sort de la base.

De plus

MMy o ey (o) =1/4

Donc le vecteur az va rentrer dans la nouvelle base a la place de a5 et on passe a la

nouvelle itération :

C -2 0 -1 0 0
Base b aq as as ay as
T4 -7 -5/4 -1/2 0 1 1/4
X3 2 1 -1/2 1 0 -1/4
) 7/4 3 0 0 1
o 7/5 1 / /
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On azy = —7 < 0, donc a4 sort de la base et sera remplacé par ay, qui correspond au

pas maximun o= 1 , par suite on passe a l’autre itération :

C -2 0 -1 0 0
base b ay as as ay as
X 14 5/2 1 0 -2 -1/2
T3 9 3/2 0 1 -1 -2/5
4] 0
o

Onales z; >0, donc la solution est optimal .

D’on * = (0,14,9,0,0,) et z(x*)=9.

2.7 La méthode des deux phases [2]

1.

Premiére phase :

La premiére phase de résolution du probléme (P) consiste a déterminer une solution

de base réalisable de (P). Pour cela, on construit le probléme suivant :

m .
— > Tpgi — maw;

[Az]; + Zpyi = b 5i=1;m; (P1)

0> 0 =TT

Ot les z,,4; sont appelés des variables artificielles.

Le probléme (P1) posséde n + m variables X=(x1;...%9;. .. Tpi1;- .. Tnim) €6 M
équations. Le vecteur X=(0;...0;b1; .. .;by,,) est réalisable pour (P1) donc I'ensemble
des solutions admissibles de (P1) est non vide. D’un autre c6té la fonction objectif
est bornée supérieurement :

S g <0, donc le probléme (P1) admet une solution optimale X? = (29, 22)

Si 20 est différent de zéro alors les contraintes du probléeme de départ (P) sont
contradictoires.

Supposons que 20 # 0 et les contraintes de (P) ne sont pas contradictoires, donc
Jx' /Az' = b et ceci implique que (z'; x! = 0)est une solution admissible de (P1)
Et (29, 20) est optimale de (P1), donc -y ;" al, < —=>>" 2% | et comme 29 > 0,

ce qui est impossible, donc il n’existe pas de z'/Az! = b.
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2. Deuxiéme phase :

Soit (2% 2Y) | une solution optimale de (P1) avec des variables artificielles nulles.

Alors on utilise la solution zy avec sa matrice A%, comme solution de base de départ du
probléme (P), et ceci constitue la deuxiéme phase.

Sial,;, = 0;V iet 3 un indice ig/a;p € Ap , alors pour revenir a la deuxiéme phase , il faut

exclure cette colonne de Apg .
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Exemple 1 :
Considérons le probléme suivant :

Z =11+ 229+ x3 — max
—X1+X2—I3:10 (P)

21’1—1‘2"—1’3:5

Du probléme (P) on construit le probléme suivant :

F=—24— 25 = max
—T1+ T2 — X3+ T4 = 10 (Pl)
21’1 — X9 + T34T5 = 5}
X = (0, 0, 0, 10, 5) est une solution réalisable de base de (P;), Avec Ag = (a4;a5) =
1 0

0 1
Dressons le premier tableau du simplexe :

C 0 0 0 -1 -1

Cg | Base B ay Qo as a4 as 0;

-1 ay 10 -1 1 -1 1 0 / Li

-1 as 5 2 -1 1 0 1 5/2 —

1}
F=-15 A, -1 0 0 0 0
T

Ajo = minje s, A; = —1 , donc la solution de départ n’est pas optimale, et jo—1 va rentrer
dans la nouvelle base.
De plus 6,1 = minj¢;, 0; = 65=5/2, donc j1=5 va sortir de la base, de 1a on obtient la

nouvelle base jp= {4, 1} , Jg= {5, 2, 3}.

Dressons le 2éme tableau du simplexe :
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C 0 |0 0 -1 -1

cp Base b a; | as as as | as |6

-1 | ay 25/2(0 [1/2 |-1/2|1 |1/ |25 | = L?=L{+iL
2

0 a 5/2 |1 |-1/2(1/2]0 |1/ |/ |L3=1L]
2

A; |0 |-1/201/2 |0 |1/

2

La nouvelle solution est T = (g ;0;0; %; 0), elle n’est pas optimale, car Ay= -1/2< 0.

Ajo = minjey, Ay =A; =-1/2 ,donc jy = 2, va rentrer dans la base et 0j1=minjc s, 0; =
04, de la J; = 4 va sortir de la base .

D’ou ;B:{27 1}7 ?H:{57 47 3}

46



CHAPITRE 2. LA PROGRAMMATION LINEAIRE

Dressons le 3¢ tableau du simplexe :

C 0 0 0 -1 -1
cp Base | b ay a as ay as 0;
0 Qo 25 0 1 -1 2 1
0 aq 15 1 0 0 1 1
F=0 A; 0 0 0 1 1
f >,z = (15,25,0,0,0)estsolutionoptimalede( P1), comme

xry = x5 = 0, donc xy = (15, 25, 0) est une solution de base admissible du probléme (P),

avec

AB:(ELQ, &1).

On passe a la deuxiéme phase en utilisant cette derniére solution basique, pour résoudre

le probléme (P). Ici on utilise le dernier tableau obtenu a la lére phase avec une solution

optimale dont les variables artificielles sont nulles.

C 1 2 1
Cp Base B ar as as 0;
2 ay 25 0 1 -1
1 as 15 1 0 0
=65 A 0 0 -3

-1 0
Le vecteur Ag'ajo = Aztas = < ) , donc la solution du probléme (P) est
0 0

infinie ,
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Chapitre

Programmation quadratique.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, On rappelle tout d’abord les propriétés essentielles des formes qua-
dratiques Par la suite, on résume les problémes quadratiques en général, a la fin on expose

une variante de la méthode de Wolfe.

3.2 Propriétés des formes quadratiques semi-définies
positives [3]

Une fonction réelle de la forme suivante :

flz) = Z Z = a;;T;1;. (3.1)

i=1 j=1
Est dite forme quadratique de n variables xq, xo, ..., x,.
En posant x’= (x1,22,...,2,), et A= (a;;,1 <1i,j <n), laformule (3.1) s’écrit sous

la forme suivante : F(z) = 2’ Ax.

Exemple :

Soit une fonction & trois variables :
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2 2 2
F(l") = anT + a12X1T9 + A1371T3 + G21T2x1 + 22Ty + 93293 + A31T3T1 + A32X3T9 + a33T3.

(3.2)

= x1(a11®1 + a12%9 + a13x3) + Ta(a21T1 + A22T2 + a233) + T3(a3121a32%2 + a33T3).

(3.3)
a11T1+ a12T2+ Q1373
= (21,22, 73) | anz1+ aTat G233 (3.4)
a31Ti+ azsTot  a33x3
ailp G2 ai13 A
= (xh T2, l’g) o1 Q99 (A23 o (35)
a31 azz G33 x3

D’ou F(x) =x’Ax.
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En tenant compte de la commutativité de la multiplication dans R, on peut écrire
F(z) de la maniére suivante, avec i<j :

F(x) = Cllﬂ% + CL22$3 + Cl33$§ + (@12 + az1)z122 + (a13 + as1)T123 + (a3 + as2)TaTs.

Pour i # j, le coefficient devant le produit x; x; est égal a (a;; +a;;). En vertu de cela,

la matrice A est toujours supposée symétrique.

3.2.1 Formes quadratiques définies et non définies

Soit la forme quadratique F(z) = 2" Dx. (D symétrique).

Une matrice symétrique D est dite matrice definie positive (non négative) et se note
D > 0 (D > 0), si elle est associee a une forme quadratique definie positive (non négative).
Une forme quadratique F'(z) est dite non definie si F'(x) est positive pour certaines valeurs

de x et negative pour d’autres.

3.2.2 Critére de Sylvester pour les formes quadratiques définies

et semi-définies.

L’intérét du critére de Sylvester est de caractériser une forme quadratique définie ou

semi-définie. Pour cela, considérons la matrice symétrique suivante

diy dip -+ dip
do1 dyp -+ dop
D =
dnl dn2 e dnn
Le mineur de la matrice D, formé des lignes 41, @2, . . ., %, €t des colonne jy, ja, . . ., jp, sera
noté comme suit :
digy -+ diyj,
D _ 7/1 22 .. ’Lp _ d’L’le PR dinp
J2 J2 0 Jp
| iy e diy, |
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Ce mineur est principal si ¢; = ji1,%2 = Jjo2, ..., % = Jp, c’est-a-dire s’il est formé de lignes

et de colonnes portant les mémes numeros. Les mineurs suivants

dll d12 e dln
dip d dor dog - day,
D1:d117D2: 11 12 ,---,Dn: 21 22 2
d21 d22
dnl dn? e dnn

Sont appelés mineurs principaux successifs. Nous avons alors le critére de Sylvester :

(Critere de Sylvester)

1. Pour qu'une matrice D soit définie positive (D > 0), il est nécessaire et suffisant

que les mineurs principaux successifs de D soient positifs :

Dy >0,Dy>0,---,D, >0; (3.6)
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2. Pour qu’une matrice D soit semi-definie positive D>0, il est necessaire et suffisant

que les mineurs principaux de D soient non negatifs :

'L., i, cee 1
b Pl >01<ii<is<- - <ipp=1,2,-,n (3.7)

j17 j27 ) jp

Remarque : La condition

Dy >0,Dy>0,---,D, >0

N’est pas suffisante pour que la matrice D soit définie non negative. En effet, pour la

matrice

0 -1 dy1  da
Dy =0,Dy=0.

La forme quadratique associée a D s’ecrit alors :
F(x) = dux] + 2d1ow135 + dagal = —a3.

Cette forme n’est pas comme on le voudrait définie non négative (elle est définie non

positive). La raison est que le mineur principal

2
D = =—-1<0.

Remarque
Pour qu’une matrice D soit definie negative ou non positive, la condition 3.6 et 3.7 se
formulent ainsi :
1. D<0& (-1)PD,>0,p=1,...,m
7;17 7:27 ) ip
2.D<0< (-1)PD >0;p=12---,n
Ju, J2, s Jp
En effet, on a :

D<0&H=-D>0&H,>0,p=1,...,ns (-1)’D,>0,p=1,...,n.
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Remarque

Le criteére de Sylvester n’est valable que pour les matrices symétriques.

En effet, pour la matrice

Le critere de négativité de Sylvester est vérifié :

D1:—1,D2: :5>0,D5:’D‘:—4<0
2 -1
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Néanmoins, la matrice D n’est pas definie negative puisque pour

r=(1,0,—-1)#0,0n a:

0
Fx=2'Dx=(1,0,—-1) | 2| =0.
0

3.2.3 Propriétés des matrices définies positives et- non négatives

13]

Les matrices symétriques définies ont des propriétés trés intéressantes. En voici quelques

unes .

Propriété 01

Soit une matrice symétrique D = d;;, 1 < 4,5 < n. Si D est définie positive (non
négative), alors

on a .

di; > O(d” > 0),\72 =1,2,...,n.

Propriété 02

Soit la matrice D partitionnée de la maniére suivante :

m k
D= Dy Dy m -m+k=n
Dy Doy k

Si D > 0 (D > 0), alors les sous-matrices principales Dj; et Dyy sont aussi définies
positives (non négatives). D’une maniére générale, toute sous-matrice principale d’une

matrice définie positive (non négative) est définie positive (non négative).

Propriété 03

Un élément diagonal d’'une matrice symétrique D définie non négative ne peut s’an-

nuler que si les autres éléments de la méme ligne et colonne s’annulent aussi.
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Propriété 04

Soit D une matrice symetrique definie non negative .Si x est un point quelconque mais

fixé de R™ tel que 2’ Dx = 0, on a alors Dx = 0.

3.3 Problémes quadratiques

Un probléme d’optimisation avec une fonction quadratique et des contraintes linéaires
est appelé un programme quadratique. Un probléme quadratique général peut s’écrire

comme suit :
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minimiser(x € ") f(x) = 1/22'Dx 4z + g
Ax =b
Qx < h
x € R, (3.8)

Ou D est une (n,n) matrice symétrique, ¢,z sont des n-vecteurs, A est une(p,n)
matrice avec rang(A) = p, @ est une (m * n) matrice; rang(Q)) = m,b est un p-vecteur,

et h est un m-vecteur, g€ R.

Remarque

Si la matrice D est semi definie positive, on dit que le probléme 3.8 est un probléme

quadratique convexe (le probléme est dit strictement convexe si D est définie positive).

3.3.1 Conditions d’optimalité
Probléme sans contraintes

Considérons le probléme
Mmingesn f(x) = 1/22'Dx + dx + g. (3.9)

Ot D est une matrice symetrique nxn, c€ R"etg € R.
Si D n’est pas semi-définie positive, alors le probléme 3.9 ne posséde pas de solution,

c’est-a-dire qu’il n’existe aucun z € R™ qui soit un minimum local de 3.9

Si D est définie positive, , alors

¥ =—D" ¢ (3.10)

Est 'unique minimum global de 3.9.
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Probléme avec contraintes

Soit le probléme d’optimisation quadratique avec contraintes d’égalité :
mingesn f () = 1/22'Dx + . (3.11)

Sous contrainte

Az =b (3.12)

Ou D une matrice symétrique € R ¢ € R*, A € R™"etb € R™.

La fonction lagrangienne est

L(z,\) =1/22'Dx + dz + N (b — Ax),
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Avec A € R™ . En appliquant directement la condition nécessaire d’optimalité du
premier ordre s’écrit

V.L(z,\) =Dz +c—AXN=0 (3.13)
En combinant 3.12 et 3.13 , on obtient le systéme linéaire

D A T —c
- (3.14)
A 0 A b

Montrons dans quel cas ce systéme posséde une solution unique.

Soit le probléme quadratique 3.11- 3.12, avec A de rang plein. Soit Z € R une
matrice dont les colonnes forment une base de I'espace nul de A, c’est-a-dire AZ = 0, etZ
de rang plein. Si la matrice hessienne réduite Z’DZ est definie positive, alors le systéme

3.14 est non singulier et posséde une solution (z*, A\*) unique. Soit = et \ tels que

D A x 0
A 0 A 0
C’est-a~dire Dx = A’ et Ax = 0. montrons que z et A sont nuls pour prouver que la

matrice est non singuliere. Comme Ax = 0, on a

N 2 A
0= (a2'\) =1'Dx
A 0 A

Comme Z est de rang plein, il existe y tel que x = Zy Dés lors,

v'Z'DZy = 0.

Puisque Z'DZ est definie positive, alorsy = 0 en consequence, x = Zy = 0 et la

premiére équation s’écrit

Dx — A'X=—-A'\=0.

Comme A est de rang plein, alors
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3.4 Reésolution de probléme quadratique [4]

3.4.1 Résolution de probléme quadratique sans contraintes (cas

convexe)
Dans ce qui suit nous allons résoudre le probléme :
mingesn f () = 1/22'Dx + dx + g. (3.15)

Ou D est une matrice symétrique n * n, définie positive, ¢ € R" et g € R d’aprés
le théoréeme 3.3.1, si D n’est pas semi-définie positive, le probléme n’a pas de solution.
Notons que la valeur de g n’a aucun impact sur la solution du probléme 3.16.nous allons

nous concentrer sur le probléme
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mingesn f () = 1/22'Dx + . (3.16)

La valeur de g sera rajoutée a la valeur optimale de la fonction objectif de 3.16 pour
obtenir la valeur optimale de la fonction objectif de 3.15.
En utilisant le théoréme 3.3.1, I'unique minimum global de 3.16 peut étre facilement

obtenu en résolvant le systéme d’équation linéaire

Dz = —c. (3.17)

3.4.2 Résolution d’un probléme quadratique convexe.[4]
Méthode quadratique de Wolfe (1959)
Introduction

Beaucoup d’algorithmes ont été développés pour la résolution du probléme de pro-
grammation quadratique convexe, mais il serait intéressant de connaitre la méthode la
plus classique de Wolfe, qui n’est autre que la méthode du simplexe légérement modifiée.

Le principe de cette méthode est la résolution du systéme de Kuhn-tucher et consiste a
trouver une solution réalisable pour un systéme linéaire avec une condition supplémentaire
du type z;0; =0,

Ou z et § sont des vecteurs de méme dimension. En d’autre terms c’est trouver une
solution réalisable basique en résolvant un probléme de programmation linéaire, assujetti

A la nouvelle condition.

Cas d’un probléme quadratique standard

Formulons le théoreme de K.K.T pour le probléme suivant :

F(z) =1/22'Dx + v — min,

Ax=b,
x> 0,(3.18)
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D’=D>0,ce R",b € R, rangA =m < n.

Ce probléeme peut encore s’écrire sous la forme équivalente suivante :

F(z) =1/22'Dx + dx — min,

Ax-b< 0,
-Ax+b< 0,
-x< 0,(3.19)

Le point de minimum x* est alors caractérisé par les équations et les inégalités sui-
vantes :

Il existe deux m-vecteurs A\ > 0, \j > 0, ainsiqu’'unn — vecteurd* > 0 tels que
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([ OL/0w(x", N1, 05, 6%) = 0,

0o xt =0,
Ax* —b=0,
x*0,

0*0.

L(z, A1, A2, 0) = 1/22'Dx + 'z + N[ (Ax — b) + Ny(—Ax +b) — d'x,

aL/a.T(.CC, )\17 )\2, 6) =Dx+c+ A,)\l — A/)\Q — 0.

En posant A = A1 — A2, A € R™, le pointx™ est defini par le systéme suivant :

(

Da s +AN — 6 = —¢, (L)

Az* = b, (Lo)

(L3)

N(Az* —b) =0, (Ly)
2> 0,0 € R™ 6 >0,

\

Comme 'équation (L4) est tout le temps vérifiée, le systéme se réduit ainsi :

¢

Dz« +A'XN — 6 = —¢, (L)
Ax* =b, (Lo)

¥ >0, e 1", 6" >0,

\
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Un tel systéme n’est pas linéaire par rapport au multivecteur (z*, \*,§*) a cause de
I'équation (L3). On obtient donc un systéme linéaire de (n+m) equations a (n + m + n)
inconnues, constitué des equations (L) et (Ly), avec en plus n équations non linéaires
d;z; = 0, j = 1,n. Pour trouver une solution telle que §;z; = 0 j = 1,n, il suffit d’obtenir
une solution réalisable basique du systéme linéaire, avec x; basique et J; non basique ou
vice-versa. Pour cela, on appliquera la premiere phase du simplexe et on choisira I'indice
Jo du vecteur qui entre dans la base de telle sorte que les vecteurs-colonnes correspondant
a ;o etd;o ne se retouvent pas en meme temps dans la base. Pour appliquer la methode
du simplexe, il faut alors écrire le systéme (L1), (Lo) sous forme standard, a savoir que le
second membre doit étre positif ou nul, ainsi que le vecteur A* qui doit étre réécrit sous
la forme :

* * * * *
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Algorithme

Exemple numérique

Soit le probléme quadratique suivant :

f(X):X% + T2 + 635% — 221 + 8xy — mun.

T+ 219 < 4
S.c 201+ 19 < H (320)

Ty, T2 Z 0,

Le probléme se formule ainsi :

flx) = 22 + 1129 + 622 — 221 + 819 — Min.
1 2

I1+21’2+ZE3 :4,
S.c 201 + 719 + x4 = 5,

T1, T2, T3, T4 > 0,

Si (z1,22,73,74) est un point de minimum de la fonction F(z), alors 3\ € R?;

01,02, 03,04 > 0 tels que :
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Algorithm 1

Début
1.

2. Introduire les donnes, D,A b.c;

3.

W

. Appliquer les conditions de K.K.T au probléme;

6. Déterminer les équations de K.K.T';

9. Détermination des paramétres du programme linéaire ;

10.

11. Introduire les variables artificielle v;;

Construire la matrice des contraintes A

Construire le vecteur du second membre b

Construire le vecteur des cofits c¢;

Initialiser le vecteur solution (x,\, d, v);

Déterminer ’ensemble des indices Jg et Jy ;

Extraire les éléments de base x5 ,cp ,Ap;

Calculer le vecteur des potentiels u' = g AR';

Calculer le vecteur des estimations Ey, = v/ Axy — cy ;
N N »
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OL/0zy (x,A,0) =0
OL/0zy (x,A,0) =0
OL/0z3 (x,A,0) =0
OL/0z4 (x,A,0) =0
T1 4 229 + 23 = 4,
21+ x9 + 14 = 5,

Y

Y

9

Y

(3.21)

L(z, )\, 0) = a:f + 129 + 635% — 221 + 89+

>\1<X1 + 2372 + T3 — 4)+)\2(2X1 + X9 + 5$4>—61X1—82X2—83X3—84X4.

Alors on obtient le systéme suivant :

$1+2$2+JI3:4,
2$1+$2+ZIZ4:5,

Cest a dire :

(

x1+2x2—|—m3:4,
2&71+$2+I4:5,

66

2l’1+$2+53+2§4—51:2,
x1 + 1229 + 203 + 04 — 62 = =8,

([ OL/0xy —2x1 + 29— 2+ A + 200 — 61 = 0,
OL/0xy =x1 4+ 1229 + 8 + 2X\; + Ay — 05 = 0,
OL/Ors—N — 65 = 0 <3 A = 6,
OL/OTs—Ns — 64 =0 ¢ Ao = 64,

(3.22)
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En multipliant (Ls) par (—1) le systéme 3.22 ¢’écrit donc :

(

221 + o + 03 + 20, — 01 = 2,
—x1 — 1229 — 203 — 64 — 09 = 8,
T1 + 229 + x3 = 4,

201 + X9 + 14 = 5,

Nous avons obtenu un systéme linéaire de 4 équations avec 8 inconnues et 4 équations
non linéaire. Pour trouver une solution telle que d;z; = 0 avec j=1,4,, il suffit d’obtenir
une solution réalisable basique(x,d) du systéme linéaire avec z; basique et ¢, hors base
ou vice-versa. Pour cela, il faut choisir I'indice j, entrant dans la base de telle sorte que
les vecteurs-colonnes correspondant a x;y et d;9 ne se trouve pas en méme temps dans la

base.
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Appliquons la premiére phase du simplexe en considérant le probléme de pro-

grammation linéaire suivante :

Z = —v; — max

201 + 23+ 03+ 204 — 01 +v1 =2,
—1131—121’2—2(53—54—52:87
$1+2$2+$3:4,

S. c (3.23)
2ZE1+J]2+ZE4 :5,

T > 0,(5]‘ > Oa J:m7 vy 2> 07

Le vecteur z = (z,6,v1) = (0,0,4,5,0,8,0,0,2) est une solution réalisable initiale
basique de probléme (3.23) , avec Ag = (ag, ag, a3, as). Dressons alors les tableaux des

simplexes suivants :

T X1 Xo | X3 | Xq |01 | 0| 03] 04| Ve

¢ 0 0O]0]0J0L0]0]O0]-1
cg | Base| b ay ap |as | a4 | a5 | ag | ay | ag | ag | 0
-1 ag | 2 2 1100 |-1]0 1|21 1
0 ag | 8 -1 121000 |1]-2]-1]0]
0 ag | 4 1 2 11[0]0]0]0]0]0] 4 |—=531=9
0 ay 5 2 1 {0 1]0[0|0]0]O0]5/2

7=-2 A -2 -1 /001 ]0(-1/-2]0
Tio=1 -

TABLE 3.1 — Phase 1 du simplexe.

Remarquons que jp = 1 est I'indice qui rentre dans la base tendis que I'indice j; = 9
sort, car I'indice j=8 ne peut pas étre choisi a cause a la présence de a, dans la base, et

ce, afin que la condition z404 = 0 soit assurées.
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T | x Xo X3 | Xa | 01 | 02| O3 | 04| vy
c| O 0 010 0 0 0 0] -1
cg | Base | b | ag a9 azs |las | a5 |ag| ay |ag| a9 |0
0 ay 1] 1 /2 |00 |-1/2|0(|1/2]1]|1/2
0 ag | 9|0 - 0|0 |-1/2|1]-3/2|0]1/2
0 a3 | 3]0 (23/12( 1|0 |1/2]0]|-1/2]-1]-1/2
0 ag | 310 3/2 |1]1 1 0| -1 |-2| -1
0 _
7Z=0 A0 0 010 0 0 0 0 1

TABLE 3.2 — Phase 1 du simplexe suit.

Le critére d’optimalité étant vérifié il s’ensuit que le vecteur 7 = (1,0, 3,3,0,9,0,0, 0)est
une solution optimale du probléme linéaire . Par conséquent la solution réalisable basique
du systéme d’optimalité du probléme quadratique est le vecteur (z, 3) tels que :

T = (21,29, 73,24) = (1,0, 3,3)

5: (51,52,53754) = (0,9,0, O)
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Donc le point de minimum du probléme 3.20 set le vecteur 2° = (1,0) , avec F(z) = —1

3.4.3 Systéme d’optimalité pour un P.Q.C & variables bornées
5]

Soit le probléme de programmation quadratique

f(z) =1/2x Dx + ¢ — min
Ax =b (3.24)

OuD'=D >0,ce ", be R, d-,d" € R", rangA =m < n.

Ce probléme peut encore s’écrire sous la forme équivalente suivante :

f(z) =1/2x Dx + ¢'x — min
Az —b <0
—Az+b<0
—z+d” <0
r—dT<0
Les conditions de Karush-Kuhn-Tucker pour ce probléme s’établissent comme suite :
le vecteur 2° € R est un point de minimum pour le probléme 3.24 , aussi il existe des

vecteurs A > 0,29 > 0,69 > 0,89 > 0, tels que

9 0 0 <0y _
%,C(l’ ,)\,6)—

%[%lﬁ’ D4z A (Az%— b) +AY (—Az%+ b) +0Y (—a®+d ") + 09 (z°—d*)] =0
AV (Az'+ b) =0,
A (—Ax"—b) =0,
6V (—a%4-d™) = 0,
89 (2°—d*) =0,

A= b=0,d <z2° < dT,
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07,05> 0, AY, A3 > 0.

En posant A> = X9 — X) [ A% € R™  le point 2" est défini par le systéme d’optimalité

suivant :

' (L)
Az = b, (L)
&V (—z® +d7) =0, (Ls)
69 (20 — d*t) =0, (Ls)
\ Ne R™ 60,09 > 0,d <2° < d,
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3.5 Meéthode directe de support pour la résolution d’un

P.Q.C standard (méthode adaptée )

3.5.1 Introduction

La méthode de simplexe quadratique de Wolfe est la méthode la plus classique pour
la résolution d’'un P.Q.C. Dans ce chapitre, on applique la Méthode Directe du Support,
pour la construction d’un algorithme de résolution d’'un probléeme de programmation
quadratique convexe, donné sous forme standard.

Le principe de cette méthode est le suivant : partant d'un plan support initial, formé
d’une solution réalisable et de deux matrices non dégénérées correspondant respectivement
aux contraintes est a la fonction objectif, chaque itération consiste a trouver une direction
d’amélioration et un pas maximal le long de cette direction de facon a améliorer la valeur
de la fonction objectif, tout en s’assurant de ne pas sortir de domaine admissible déterminé

par les contraintes du probléme

3.5.2 Position du probléme et définitions|6]

Le probléme de la programmation quadratique convexe se présente sous la forme stan-

dard suivante :

F(z) = 1 2D z+ dz — min, (3.25)

Az =b (3.26)

x>0 (3.27)

OuD =D >0, cet x sont des n-vecteurs , b est un m-vecteur ,A une matrice d’ordre

m X n avecrang A = m < n;l ={1,2...... ,m} : I'ensemble des indices des lignes da
A
J={12......... ,n} : est Pensemble des indices des colonnes de A.
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Soit une partition de ’ensemble J telle que J = {1.2......... ,n} = Jp U Jy, avec
JeNJIy=10,

’JB’ = m.
On peut alors écrire et fractionner les vecteurs et la matrice A de la maniére suivante :
r=x(J)=(z;, 7€),
IB . .
=\ sep=x(Jp)=(x;, j€ Jp) , an=a(In)=(z;, j € JIn
N

C . .
Cc= (_B> acB:C(JB>:(Cj7.]€ JB)acN: C(JN):(CJ7.] S JN)7

alj
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A= (Ap/An) , Ap= A, Jp), Ay = (I, ]y ]

Un vecteur z vérifiant les contraintes 3.26 et 3.27 est appelé plan ou solution réalisable

du probléme (3.25) - (3.27). Un plan z° est dit optimal si

1 1
F (xo) = 53:0 Dal + T2 = m’m(§ x' Dz + d'x)

Ou z est pris parmi tous les plans du probléme (3.25) - (3.27).

Un plan 2 est appelé e- optimal ou suboptimal si
€ 0 1 e\/ € /€ 1 0\/ 0 /0
F(x)—F(x)zi(x)DI +cx—§(x)Dx —cdr’ <e¢

Ou z° est une solution du probléme (3.25) - (3.27) et € est un nombre positif ou nul,
donné a 'avance.

L’ensemble Jp C J, |Jg| = m est appelé support des contraintes si
detAB = detA(I, JB) 7& 0

Le couple (z,Jg), formé du plan = et du support Jp ,est appelé plan de support des
contraintes .

Le plan du support est dit non dégénéré si

x; >0 ,Vj€e Jp (3.28)

3.5.3 Formule d’Accroissements de la Fonction Objectif

Soit {x, Jp} un plan de support des contraintes du probléme (3.25) - (3.27) .Considé-
rons un autre plan quelconque 7 = = + Ax .

L’accroissement de la fonction objectif s’écrit alors :
— 1—/ — /— 1 / /
F(Z)—F(x) = 5xDx+cx—§xDx—cx
1 / / 1 / /
= §(x+Ax)D(x+Aa:)—l—c (x+Am)—§xDx—cx
1
= (Az) (Dz + ¢) + E(A:v)’ DAz,

F@) - F(z)= ¢ () Az + %(Aw)/ DAz (3.29)
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Ot g (z) = Dx + c est le gradient de la fonction 3.25, avec g () = ¢ (J) =(g;,5 € J)
98=9JB) , gn =9 (JIn).

Par ailleurs, on a :

Az =10
AT =b

& AT = A(x + Ax) = Az + AAx = AAx =0,
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En posant Ax = Azp JArp = Ax(Jg) Axy = Azx(Jy
AX N

L’égalité Ax = 0 peut s’écrire AgAxrg + AyAzy = 0;

D’ou

A[EB = —Aél ANAZL'N (330)

La formule 3.28 devient alors :
F(z) — F(x) = ggAzrp + gyAxy + 1/2(Azp, Azy) D(Axp, Azy).

En vertu de 3.29 , on obtient donc
F(T) - F(z) = g5 (A5 AvAzy) + gyAzy

+%((_AE;1 AnAzy, Azy) D(—A5" AvAxy, Azy)

/

1 —AA —AA
— [—ngAgl An + gﬁv] Axy + =Azy BN p BN Az
2 Iy Iy
Ou Iy = In(Jn, Jn) est la matrice identité d’ordre (n —m).
Posons
—AG'Ay ,
Z=27(J,Jy) = M = M(Jy,Jy) = 2'DZ (3.31)
In

On définit le vecteur des potentiels u ainsi que le vecteur des estimations E comme

suite :
u' = ngAE;l, E' (‘]) = g/ —u'A= (Eij EEV) )
Ey=0,Ey =gy —uAy
Finalement 1’accroissement 3.29 aura la forme suivante :
1
F(T)— F(z) = ExAxy + §(A:EN)’Z’DZA;EN
1
F(T)— F (z) = ENAxy + §(AIL’N)/MAIL’N (3.32)
Soit Jyg et Jy deux sous ensemble de Jy tels que

Tvo={j € In/ x;= 0}, Jny = {j € Jn/ z; > 0}.
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Les sous vecteurs x et Ey peuvent étre fractionnés sous la forme suivante :

INO

TN = N0 = (25,7 € Ino),any = (25,5 € Iny) .
.I'N_',
Eno ‘ .
En = ,Eno = (Ej,j € Ino), Eny = (Ej,j € Iny).
Ens

La formule d’accroissement 3.32 peut s’écrire :

1 /
F(7)— F(z) = E'ygAzno + E'y + Azy + §(AxN) MAzy (3.33)

3.6 Critére d’optimalité

Critere d’optimalité Soit {x, g} un plan de support des contraintes du probléme
(3.25) (3.27).Alors les relations suivantes : | (3.34)

Sont suffisantes pour 'optimalité du plan .
Ces mémes relations sont aussi nécessaires, si le plan de support des contraintes est

non-dégénéré.

Démonstration. Condition suffisante :

Soit {x, Jp} un plan de support des contraintes vérifiant les relations 3.34. Pour tout

plan T du probléme (3.25) - (3.27), la formule d’accroissement 3.33 nous permet d’écrire :

AF = F(E) - F (IL‘) Z Eg\[oAxNO + E;\H_AZL‘N_;,_,

Car la matrice M est semi-définie positive. Dot

F@) — F(x)> Y Ei@—z)+ > BT -

JE€JINO JeJIN+

En vertu des relations 3.34, on aura :

F(x)— F(x)> Y Ez; >0
J€JINo

Car T est un plan du probléme (3.25) - (3.27). D’'ouF (z) > F (z).

Le vecteur z est par conséquent une solution optimale du probléme (3.25) - (3.27).
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Condition nécessaire : Soit {z, Jg} un plan de support optimal non-dégénéré du
probléme (3.25) - (3.27) et supposons que les relations 3.34 ne sont pas vérifiées, c-a-d,

qu’il existe au moins un indice jy € Jy , tel que

Ejo <0, Pour jy € Jno ou bien Ejy # 0, pour jy € Jyy
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On construit un autre plan T = x + 6l, ou 6 est un nombre réel positif, et | = I(.J) est

un vecteur de direction que I'on construit comme suite :

ljo = SignEjo
lj = 07] 7éj07j € JN

D’autre part, on doit avoir

Af:Ax+0Al:b<:>Al:ABlB+ANlN:0

D’ou
lp = —A;ANZN = AglajosignEjo.
On a donc
lp = —signkj
lij=0,7 #Jjo,J € Jn,
lg = —AglajosignEjo

Le vecteur T vérifie la contrainte principale AT = b . Pour que T soit un plan du

probléme (3.25) - (3.27), il doit en plus vérifier I'inégalité
>0 x+00>0

Soit, en écrivant composante par composante :
Qlj > ZEj,j € Jp Hlj S [—ZL'j,—f—OO[,
=

ZB = —A]_glajgsignEjo QSignEjo S Zj0
Pour jg € Jno ,011an0<0€13 ZL'JQ:O:>920

Pour jo € Iyt , Ejo #0= Ejo > 0ou E; <O0.

Si Ejp > 0, comme z;0 > 0, on a signkjy < xjo = 0 < xjo.

Si Fjp < 0, comme zjo > 0, on a alors signEjy < xj0 = 0 > —xjo.

Comme z; > 0,j € Jp, le vecteur T sera alors un plan du probléme (3.25) - (3.27) pour
un nombre 6 positif assez petit.

La formule d’accroissement 3.33 nous donne
1
F(z)— F(z) = E\yAxry + é(AxN)/MAxN
/ ]‘ 21/
. 1 /
=0 | —EjosignEj + éﬁlNMlN
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1

Pour 6 et [ ainsi choisi on aura — |Ejo| + 30l Mly < 0. D’ou F (z) — F (x) <0, ce qui

contredit 'optimalité de z .

Par conséquent, les relations 3.34 sont suffisantes, et aussi nécessaire pour 'optimalité du

plan z dans le cas ou x est non dégénéré.
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3.7 Critére de Suboptimalité

Pour estimer 1’écart qui existe entre la valeur optimale F'(z%) et une autre valeur F (x)
d’un plan de support des contraintes quelconque {z, Jg}, il suffit de remplacer dans la

formule d’accroissement 3.33 le vecteur T par 2° et de minorer I’expression .On aura donc :

F(mo) — F(x) > Z E; (x?—xj)

JjeIN

D’ou :

F(z)— F(2") > Z Ej (z; — 2))

Jje€JIN

Puisque la solution optimale 2° est admissible et en supposant que Ey > 0, nous aurons
<x(; >0,j € J> = <a:j —x? <z —0> = <Ej(mj —x?) < ijj>.
Par conséquent, on obtient la majoration suivante :

F(z)— F(2°) <Y Ejz; = B(x, Jp) (3.36)
JjeJIN
Le nombre §(x, Jg) est appelé estimation de suboptimalité. On alors le théoréme suivant :

(condition suffisante de suboptimalité) soit (x, Jg) un plan de support des contraintes

du probleme (3.25) - (3.27) et € un nombre positif ou nul arbitraire .

Si Ex >0ET sif(x,Jp) # ¢ ,alors le planx est € — optimal.

Démonstration :

En vertu de 3.36, nous avons
o)~ F(") < Yy Byry = Bla.Jo)< e =F(x)— F(°) <e

Alors le plan x est donc € — optimal

3.8 Méthode de résolution :

Avant d’entamer la méthode de résolution donnons quelques définitions essentielles,

On appelle support de fonction objectif (3.25) 'ensemble des indices
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Js C Jy Tel que detMg = detM(Js, Jn) # 0,0u M est la matrice 3.31, on posera Jyy =
In/Js

1. On appelle support du probléme (3.25)-(3.27) l'ensemble Jp = {Jp, Jg} formé du

support des contraintes Jg et de celui de la fonction objectif Jg.

2. On appelle plan de support du probléme (3.25)-(3.27) la paire {z, Jp} formée du
plan x et du support Jp; il est dit accordé si E(Jg) = 0.

3. La direction [ est dite admissible si Al = 0.

Elle est dite d’amélioration si en outre E71 < 0, (¢ (0) < 0).

3.8.1 Algorithme de résolution :

Etant donné un nombre réel positif ou nul quelconque € et un plan de support initial
{z, Jp} le but de I'algorithme est alors de construire un plan € — optimal z° ou carrément
un plan optimal 2°.

L’itération de l’algorithme consiste a faire le passage de {x, Jp}, vers {x_,E} , tel que
F (z) < F(z). Pour cela, construisons le nouveau plan 7 de la maniére suivante :

T = x + 0l Ou [ est un n-vecteur appelé direction d’amélioration ; 6 est le pas le long
de cette direction.

Dans cet algorithme, on choisira la métrique du simplexe. On ne fera donc varier
qu’une seule composante parmi celles qui ne vérifient pas les relations 3.34.

Pour que l'accroissement soit maximal, il faut choisir I'indice Jy tel que :
|Ejo| = max(|Ej| ,j € Jnno),

Ou Jyno C Juy est I'ensemble des indices non optimaux. On calcule [y de maniére a

assurer F'l <0, On posera alors :

le — _SlgnEJO 7lj - 07] 7£ j07 ] € ‘]NN

On calculera la composante [, de maniére & assurer Ej =FEj(x+0l) =0,5 € Jg. En
vertu de 3.31 nous avons :
—AG' An

E'n = (95, 9y5) = =g (v)Z
Iy
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Comme [ = Zl on aura donc

Ey=g (x+0°) Z = Ey + 0°UNZ'DZ = Ej + 0°l M.

Finalement, on a

Ex=Enx+6"Mly.

Puisque

E (Js) = 0,alors 'équation E (Js) = 0 est équivalente & M (Jg, Jg) I (Jg)+M (Js, Jyn) 1l (Jyn) =
0.

Dot I (Js) = —Mz (Js, Jun) L (Jwn) -

Ensuite on calcule g de maniére & avoir Al =0 :
lg = Z(JB) = —AglM (Asls + ANNZNN)-

Alors pour l'indice j,, nous avons les formules suivantes pour la construction de la direc-

tion de = 'amélioration | = (l;,5 € J) = (1(Jg), {(Js),l(JyN) :

Lo = —signky,
l;=0,7# jo,j € Inn,
[(Js) = —Mg'M (Js, Jy) signEjq,
1(Jg) = AG AL, Js) 1 (Js) — A(I, Ijo) signEjo).

(3.37)
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D’autre part, le pas 6 doit vérifier les relations suivantes :
1. =0l <zj,5 € Jp.

2. =0l; <zxj,j € Js.

3. Osign E;p < xjo.

En calculons les différentes valeurs maximales que peut prendre le pas # dans ces

relations,on aura :
—ﬂfj/lj si lj <0

‘9]'1 = mianJB (9]) , 0u 9]' =
0o,sil; > 0

» —x;/l; Sil; <0
0,5 = minjey, (0;) ,oub; = ! J_ !
00, s1 1; > 0.
Zj0 St Ej() >0
9]' -
00, st Fjp < 0.
Ensuite, déterminons le pas 6 pour lequel le passage de x & T doit assurer une dimi-

nution maximale de la fonction objectif, i , e ,d’aprés 3.35 nous devons avoir :

Do (6
68(0) =0« ‘Ej0| +0lyMly = 0.
On en déduit que la valeur de 0 est égale a : |Eol , silhMly > 0.

lEMlN
GF: o0, si ZJEMZNIO

Par conséquent, le pas maximal 6° le long de la direction [ vaut :
(90 = min(ejo, 9]'1, 9]‘5, HF)

Le nouveau plan s’écrit T = x + 0°1. Si Ey > 0 et 5(Z, Jp) < ¢ , alors que le plan T est
e-optimal et on peut arréter 1’algorithme .

Sinon, on changera Jp de la maniére suivante :
1. Si6° =0, alors Jp = Jp, Js=Js, Jp=Jp;
2. 8i 00 =0, ,alors Jp = (Jp/j1) Ujo, s = Ju . Ip = {JTp. o} ;
3.8 0°=0;, ,alors Jp = Jp, Jy=Js/js , Jp={JTp, Js};
4. 816" =0p , alors Jp = Jp, Js = J,Ujo, Jp = {Jp, Js};
On recommencera alors une nouvelle itération avec le nouveau plan de support accordé
{ZJr}
Remarquele passage de {z, Jp} — {I'_,jp} assure les conditions

detAp # 0,detM, # 0,et E(J,)= 0.
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3.8.2 Finitude de la méthode

La finitude de la méthode de résolution présentée ci-dessus est garantie pour peu qu’une
certaine réglé soit observée, a savoir qu’il faut commencer par changer en premier lieu
les composantes non optimales, ne correspondant pas aux composantes critiques du plan
courant x .

Soit Jyno I'ensemble des indices non optimaux, formés des sous-ensembles suivants :
Inno = Je U Jo

Avec Jg = {j S JNN/ZL'j > O,Ej 7é 0} et J, = {] € JNN/Ij = O,Ej < O}
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Tant que Jg # () U'indice jy est toujours choisi dans Jg.
Pour la démonstration de ce théoréme, nous renvoyons le lecteur aux références sui-

vantes :(7,8.9].

3.9 Algorithme de la méthode

La méthode est résumée dans ’algorithme suivant :

Algorithme
Début

Soit un nombre réel positif ou nul quelconque € et un plan du support initial {x, Jg}
tel que Jp = {Jp, Js}, avec J; = ) pour plus de facilité :
test d’optimalité du plan de support {z, Jg} ;

— 81 Enx >0 alors

Calculer la valeur de suboptimalité 5 {z, Jp};
oSt f{x, Jg} = 0 alors le processus de résolution s’arréte avec {z, Jp} plan de
support optimal ;
FinS1
Si B{x,Jg} < € alors le processus de résolution s’arréte avec {z, Jp} plan de
support e-optimal ;
FinSi
Si p{x, Jg} > € alors aller en (3);
FinSi

—  Sinon Ey0 aller directement en 3 ;

FinSi

Changement du plan z en 7 : 7 = x + 6°L.

— Choisir I'indice jy tel que |Ejo| = max(|E;|,j € Jyno), ou Jyno est I'ensemble des

indices non optimaux.
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— calculer le pas 6° = min {61, 6,0, 0;s,0r} ;

— Calculer 7 = z + 6°I;

Test d’optimalité du nouveau plan 7 ;

— 8i Ex > 0 alors

eSi [B{Z, Jp} < e alors le processus de résolution s’arréte avec {Z, Jp} plan
de support e-optimal ;
Sinon aller en 5

FinSi

— Sinon (EN0) aller directement en 5 ;

FinSi
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Changement du support Jp en Jp Si 0° = o alors
7P = JB;js =Js, 713 = Jp;

FinSt
Si #° = 6, alors
Jp = (Js/j1) Ujo,Js = Js;Jp = {Jp, Js};
FinSi
Si 0° = 0g alors
Jp=Jp Js=Js [js,Jp={JB, s} ;
FinSt
Si 0° = 0y alors
Jp=Jp Js=Js Ujo,Jp = {73775} ;
FinSt

Aller en 1 avec le nouveau plan de support {, Jp}.
3.10 Exemple numérique :
Soit le probléme de programmation quadratique suivant :
F (x) = 2] + 2129 + 625 — 2271 + 819 — min,
x1+2x2+x3:4,

2]31+Z)32—|—134:5,

Z1 207I2 20,1'3 ZOaxéLZO

On a
2 1 00 —2
1 12 0 0 8 4 1 210
D= ,C = b= LA =
0 0 0O 0 5) 21 01
0 0 0O 0
Soit x = (0,0, 4,5) un plan initial du probléme. Posons Jg = {3,4}, Jy = {1, 2} .nous avons alors Ag =
12\ 12
(ag ,as ) =1y etAy = (a1 ,ay )= A An =
2 1 2 1
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Déterminons la matrice M = Z'DZ avec

1 0
—AA 0 1
Z=27(J,Jy) = BN 2
In -1 -2
2 -1
D’ou
2 1 00 1 0
1 0 —1 —2 1 12 00 01
M=2'DZ = _
01 —2 —1 0 0 0 0 B
0 0 0 0 2 1
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Calculons le vecteur gradient g (z) = (gp,9n) :

2 1 00 0 -2 —2
1 12 00 0 8 8
g(z)=Dz+c= + —
0 0 0 0 4 0 0
0 0 0 0 5) 0 0
0 —2
g = Et gN =
0 8
D’ou le vecteur des estimations :
/I A—1 / —2
Ey =gn—(g'Ay An) = .

Posons Js = 0 , Jyy = Jn/Js = {1,2}, la paire {x, Jp} est alors le plan de support du
probléme considéré.
Itération :
Le critéere d’optimalité n’étant pas vérifier pour l'indice j, = 1,
— Calculons alors la direction d’amélioration [ :
lip =1, = —sigNE; =1 car B; <0
lj=0 i # Jo s
1

0
[(Js)=(lj,j € Jg) =0,car (Jg=10)

[(Jnn) =

[(Jp) = (lj,] € Jp) = —A5' A(I,1) =

-2
— Calculons le pas #° le long de cette direction :
0jo =01 =00, car B, <0,
) . 0; =4
01 = minjey, 0; = min{6s,604} ,avec
0, =5/2

9j1:94:5/2:>j1:4
0,5 = oo, car Jg =0,
FE
szu,avecoz:lﬁv Mly =2
Q

Op =2/2=1.
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Donc 0° = min {60,60;1,0;s,0r} = 0 = 1. on a alors le nouveau plan :

w w o =

DOHCjB:JB:{3,4} 7752{1} ;jNN:{Q} ;713:{73,75}.
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On commence alors une nouvelle itération avec le plan de support {E, jp} ;

Calculons alors le nouveau vecteur d’estimation ;

2 1 00 1 —2 0
12 00 0 8 9 — 0
9(x) = DT+c = + = BN =
0 0 0 0 3 0 0 9
0 0 0 0 3 0 0
Le critére d’optimalité 3.34 étant vérifié, le vecteur 2° = (1,0,3,3) est alors un plan
optimal avec F (2°) = —1.
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Chapitre

La programmation non linéaire convexe

Introduction

Le concept de convexité est trés important en programmation mathématique. Cette
classe de problémes, appelée optimisation convexe, concerne les problémes d’optimisation
non linéaire, ou la fonction objectif f(x) est convexe et I’ensemble des solutions réalisables
X est aussi convexe. Pour cette catégorie, on distingue les problémes de programma-
tion linéaire, certains problémes de programmation quadratique et quelques problémes
non linéaires, surtout avec des contraintes linéaires. Pour les problémes de minimisation
convexe, les conditions nécessaires d’optimalité de premier ordre deviennent suffisantes et

tout le résultat acquiert un caractére global.

Définition :

D’une maniére générale un probléme convexe non linéaire est présenté comme suit :

gi(z) =ahix—b; =0 ,i €¢

(4.1)
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fetg; sont convexes.

ou:a; € R"et b €R.

Ainsi, 'ensemble des solutions réalisables X du probléme précédent est convexe.Le
résultat principal est que tout minimum local est un minimum global et ’ensemble S des
minimums globaux est convexe. Aussi, sous 'hypothése de la stricte convexité de f, le
minimum global est unique .

Théoréme 1 :

Tout minimum local 2* du probléme convexe (4.1) est un minimum global, et 1'en-

semble des minimums globaux S est convexe.
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Preuve :

Supposons que z* € X est un minimum local, mais n’est pas un minimum global.

Alors, il existe & € X vérifiant f(z) < f(z*).
En prenant zy = 02 + (1 — 0)z* = & + 0(& — z*) pour 0 < 6 < 1, alors par la convexité

de X, xp € X . Aussi, par la convexité de f(x) , on aura :

f(xg) <O0f(2)+ (L =0)f(z*)  (4.2)
< f(@*) +0(f(z) — f(a%))
< f(z*)

pour ¢ suffisamment petit, xy € v(z*, €). Donc la relation (4.2) contredit le fait que z*
est un minimum local. Par conséquent, toutes les solutions locales sont globales. Pour le
deuxiéme résultat, soient x1,x9 € S
Et posons 2y = 0,1 + (1 — 0)xs pour 0 < 6 < 1. Par la propriété de la solution globale, on

a f(xg) > f(x1) = f(x2). Aussi, par la convexité def(x), on aura :

flxg) < Of(x1) + (1 —0)f(x2) = f(x2).

Par conséquent, on déduit que f(zg) = f(x1) = f(x2) et donc xy € S, ce qui signifie

que S est convexe.

Corollaire :

Si de plus f(z) est strictement convexe sur X, alors la solution globale est unique pour

le probléme convexe (4.1).

Preuve :

Supposons que S contient deux solutions globales distinctes x1, x5 € S et considérons

un autre point 0z + (1 — ) xo pour 0 < § < 1. Puisque x1 # x5 et 0 < 6 < 1, alors on a

33'1#1'.
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Par la stricte convexité de f(z), on conclut que f(xp) < 0f(x1)+ (1 —0)f(z2) = f(x1)

et cela contredit la supposition x; € S. Par conséquent, le minimum global est unique.

Le deuxiéme résultat important sous I’hypothése de convexité est que les conditions

de KKT sont suffisantes pour la solution globale.

Théoréme 2 :

Pour le probléme convexe (4.1), si les conditions de KKT sont satisfaites au point x*

, alors * est un minimum global.
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Preuve :

Soit (z*,w*) une paire de KKT du probléme convexe. Clairement, la fonction de La-
grange L(z,w*) = f(z) +>_,c. w; gi(x) est convexe pour x. Soit x est un point réalisable

quelconque et wf # 0 € I , donc on aura :

wi gi(z) =0, 1€€e, wfgl(r)<O0
D’ou
Lz, w*) < f(x) (4,3)

En utilisant les propriétés des fonctions convexes et les conditions de KKT | alors pour

un point réalisable arbitraire on a :

L(x,w*) > L(z*,w*) + (x — 2*)'VL(z*, w")
> L(z*,w")
> fl@7) + 220" wigi(z®)
> f(a7)

Problémes pratiques :

La programmation quadratique est naturellement utilisée dans la modélisation d’une
variété d’applications, telles que la gestion de portefeuille [10, 11], analyse structurelle et
le control optimal [12], ainsi que les machines a vecteurs supports . une bonne estimation

de la solution finale peut étre connue d’avance.

Du point de vue théorique, la programmation quadratique est trés importante, car elle
est intermédiaire entre I'optimisation linéaire et non linéaire. En effet, les méthodes déve-
loppées pour I'optimisation quadratique sont une extension directe de celles congues pour
le cas linéaire. De plus, les modéles quadratiques sont utilisés comme des sous-problémes
a résoudre a chaque itération pour le calcul d’une direction réalisable dans les méthodes

dites de programmation quadratique séquentielle [13, 14].
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Dans ce qui suit, on présentera quelques modéles classiques de la programmation qua-

dratique.

4.1 Gestion de portefeuille :

Hary Markowitz en 1990 a eu le prix Nobel en économie pour ses travaux sur la
gestion de portefeuille [10, 11|. Cette théorie permet de trouver un compromis entre un
ensemble de n investissements potentiels (actifs ou projets) ayant chacun un rendement
rit=1,2....... n. Les rendements ne sont pas généralement connus d’avance et ils sont
souvent supposés étre des variables aléatoires suivant la loi normale. Chaque variable
aléatoire r; est caractérisée par sa moyenne (espérance mathématique) u; = E(r;) et sa

variance o2 = E[(r; — u;)?]. La variance mesure les fluctuations de la variable r; autour

i

de sa moyenne. En effet, une grande valeur de indique un risque d’investissement.
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Un investisseur construit son portefeuille en attribuant une proportion z; des fonds
disponibles (capital a investir) et on suppose que les rentes courtes ne sont pas permises.

Donc les contraintes du probléme sont alors :

o xi =1, x>0

La rentabilité du portefeuille est donné par

R = Z?:l Tr;X; (42)

Afin de mesurer la désirabilité du portefeuille, on a besoin d’obtenir des mesures du ren-

dement espéré et de la variance. Le rendement espéré est tout simplement

ER= [y i) =Y, E(ri)v; = p'w.

La variance, aussi, peut étre calculée a partir des lois élémentaires de la statistique.
Elle dépend de la covariance entre chaque paire d’investissements (projets) et qui est dé-

finie comme suit :

pij = %;]’“)] pour i, j=1,2,....... n (4.3)

La corrélation mesure la tendance des rendements des investissements i et j & évoluer
dans la méme direction. Par conséquent, deux investissements dont les recettes tendent a
augmenter et a baisser ensemble ont une covariance positive ; pour un p;; proche de 1, les
deux investissements sont fortement liés. Par contre, les investissements dont les recettes
tendent a varier dans des directions opposées ont une covariance négative. La variance du

portefeuille total R est alors donnée par :

E(R—ER)* =371, Y0 0i0jpijxir; = ' Dx (4.4)

ol la matrice de variance-covariance D est carrée d’ordre n, symétrique, définie positive

et chaque élément est égale a :
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dz‘j = P;ij0i0; Z,] = 1, 2.0 n (45)

Nous nous sommes intéressés aux portefeuilles pour lesquels le rendement espéré p'z
est grand et la variance du portefeuille 2’ Dx est petite. Dans le modéle proposé par Mar-
kowitz [10], on a combiné les objectifs en un seul critére en pondérant la variance par
un parameétre A, appelé parameétre de tolérance de risque. Pour déterminer le portefeuille

optimal, on résout alors le probléme de programmation quadratique convexe suivant :
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min \x’ Dx — p'x

Yrixi=1, x>0 (4.6)

Le paramétre A varie dans 'intervalle [0, +o00] et sa valeur dépend des préférences de I'in-
vestisseur. En effet, les investisseurs conservateurs placeraient plus de poids en minimisant
le risque dans leurs portefeuilles et donc choisissent une grande valeur de pour augmenter
le poids de la variance dans la fonction objectif. Les investisseurs audacieux prennent plus

de risque dans l’espoir d'une grande recette, d’ou1 la valeur de A est proche de zéro.

Les difficultés rencontrées dans ’application de cette technique d’optimisation du por-
tefeuille aux investissements de la vie courante résident dans la définition des rendements
espérés, les variances et les covariances des investissements en question. L’une des pos-
sibilités est d’utiliser un échantillon des données des cing derniéres années pour estimer
les quantités p;, 0; et p;;. Malheureusement, les données historiques ne sont pas toujours
disponibles pour beaucoup de projets d’investissements intéressants (cas de nouvelles com-
pagnies basées sur les nouvelles technologies). Les professionnels de la finance combinent
souvent les données historiques avec leurs propres attentes pour produire des valeurs des

parametres en question.

4.2 Gestion de production

Admettons qu’un entrepreneur veut maximiser son profit de vente de n denrées qu’il
produit. Supposons que p; , le prix par unité du j éme produit, décroit linéairement avec

la quantité produite x;.

Donc, on aura :
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Ou o; >0 e B3>0

Avec les contraintes linéaires habituelles concernant la disponibilité des ressources em-

ployées, le probléme est alors modélisé par le PQ suivant :

maz f(x) 35 (o — Bjzj)x;
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Chapitre

Définition et implémentation en logiciel

MATLAB

5.1 Définition du logiciel MATLAB

Le logiciel MATLAB (MATrix LABoratory) est spécialisé dans le domaine du calcul
matriciel numérique .Tous les objets définis dans le MATLAB sont donc au moyen des
vecteurs des matrices /tableaux de nombres .

Un ensemble important d’opérateurs et de fonction MATLAB de base facilitent leur ma-
nipulation et des opérations comme par exemple le produit et I'inversion matricielles
(inv), la transposition (‘) ou encore le calcul des valeurs propres , font partie de la biblio-
theque standard . D’autres fonctions servent a la création et a la manipulation de matrices
et de tableaux (diag,rand,ones,zeros,linspace) sont également disponibles en nombre.
L’environnement MATLAB se présente sous la forme d’un espace de travail (Workspace)
, ou un interpréteur de commandes exécute des opérations et des fonctions de MATLAB
. Les sources de celle-ci sont disponibles , écrites en “langage “MATLAB , voir en C ou
en fortran . L’utilisateur peut les modifier , mais en s’en inspirant , il peut surtout créer
et rajouter ses propres fonctions.

Le “langage” MATLAB contient un minimum de structures de programmation (structure,
itérative , structure conditionnelle , sous-routine) mais reste trés rudimentaire . L’avantage
est qu'il est trés simple et trés rapide & programmer, offrant une grande tolérance (syntaxe
simple, pas de définition des types, etc.), ce qui permet un gain appréciable en temps de

mise au point.
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L’ingénieur peut par ce moyen étre plus efficace dans I’analyse d’un probléme ,en concen-

trant ses efforts sur celui-ci et non pas sur I'outil servant & le résoudre.

5.2 PRESENTATION DU LOGICIEL

MATLAB est un solveur de calcul scientifique basé sur le type de variable matricielle.
Il a été congu pour fournir un environnement de calcul numérique de haut niveau grace a
sa structure de données interne et ses grandes capacités graphiques pour la visualisation

d’objets mathématiques complexes.
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5.3 DESCRIPTION DE LA FENETRE MATLAB

5.3.1 1. La barre de titre

La fenétre MATLAB est surmontée par une barre de titre, concernant a sa gauche une
icone et sa droite les trois boutons :
- Mise en icone.
- Minimisation /maximisation.

- Fermeture.

Barre de titre  Barre de menu B1I.TIE d’ outils ferm

Fir [0 Tebug Pade Omiocp Windes o r

r._'l'\J !.hlth = hR i Cisrenk Fobder £\Progrim RieitMATLASURTE 211k -u,ﬂ
¢ Samioots A Hewinadd 3 What's Hew
L

| ey [

Barre d’état.

FIGURE 5.1 — La fenetre principale du logiciel MATLAB

La barre du menu La barre du menu contient en général 5 fenétres :
- File (fichier) permet d’obtenir I’éditeur de programme;
- Edit (Edition) permet de couper /coller dans la ligne de commande et autres;
- Debug permet l'exécution d’un programme et autres; - Window (fenétre) permet le
passage aux différentes fenétres du logiciel ;

-Help (Aide) acceéde au menu d’aide
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5.3.2 La barre d’outils

La barre d’outils est souvent des raccourcis de fonctions contenue dans les menus :
-Ouvrir un nouveau fichier dans I’éditeur ;
-Rappeler un ancien fichier dans I’éditeur ;
-Couper;
-Coller;
-Annuler ;

-Appeler laide.

5.3.3 La Fenétre de Commande

Elle se divise en deux zones :
-La zone historique : dont on peut copier des parties .
-La zone de commande éditable : permet de taper une commande qui sera validée a I’aide

la touche : « Return » ou « entrée »

5.4 METHODE DE TRAVAIL

5.4.1 Edition et sauvegarde MATLAB des fichiers

Dans un premier temps, on peut se contenter d’introduire ces commandes une a une
au niveau de l’espace de travail ou elles sont interprétées directement. Cependants par
la suite , il est beaucoup plus pratique d’écrire sa séquence de commandes complétée au
moyen d’un éditeur, puis de sauvegarder le tout dans un fichier avec 'extension « m »
. Cette séquence pourra alors étre exécutée dans MATLAB par simple introduction du

nom de fichier.
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5.4.2 Aide en ligne

En plus de I'aide Windows une aide en ligne est disponible pour chaque commande de

MATLAB. 1l suffit d’introduire « help nom de la commande ».

5.4.3 Création de fichiers de commandes et de fonctions utilisa-

teurs

-Fichier de commande « Script files » :
Un fichier de commande (Script file) est un fichier ASCII d’extension « m » contenant une
suite de commandes MATLAB .1l peut étre exécuté directement en tapant simplement
son nom dans l'espace de travail MATLAB (commande — window) .
-Fonctions :
De nouvelles fonctions peuvent étre ajoutées &8 MATLAB par 'utilisateur. 11 suffit de créer
un fichier de nom « nom-de-fonction.m » contenant les commandes a exécuter et dont
I’entéte a le format :
Function [liste des arguments de sortie]=nom de fonction (liste des arguments d’entrée).
Contrairement aux fichiers de commande, les variables intervenants dans les fonctions

sont locales.
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FIGURE 5.2 — La fenetre (commande -window)

[open o —— — |
: Regarder dans | [l maTLAB ﬁ o @Ej{w i
EEE Nom Modfis fe Type #
T antrax 09052003 1411 A
| P i 03/00/2003 2300  MATLA
F ] evemchekish 07/04/2003 21.20 A
[ exemehebaharezki 08/09,/ 2003 12:37 BAATLAE
ﬁ Bureau ] memplen?2 04/09/2003 00:34 FAATLAE
_ ] exemplekar - 07/09/2003 30:08 MATLAE
[ _.| EI gradicny ﬂﬁmﬂ'}.ﬂ MATLAE
Bblghiques | Ll hessienmioc. |06/09/2003 00:03  MATLAE
' £ hessiennyy O6R200300:03  MATLAE
ﬂ | ﬂ hessizni 05/0%/2003 17:53 MATLAE
£ hessienxy 03M9/20317:56  MATLAF
Ot |16 hessienyy 05/09/2003 1802 MATLAL
f-‘"l rexemnle 07/08 207 MATLAE ™
ﬁ ]
r Heacau Mom du fichier I"_Erad'nru'.m" "l'r:m;m'"hr.s:iﬂwll ﬁ.ml’ |
| Tyeea defichiers:  [MATLABfioa. Il poer |
. b

FIGURE 5.3 — La boite de dialogue d’ouverture de fichiers
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5.5 RESOLUTION DES EXEMPLES ETUDIES SOUS
MATLAB

5.5.1 RESOLUTION D’UN PROBLEME DE PROGRAMMA-
TION LINEAIRE AVEC LA METHODE DE SIMPLEXE

Pour I'exemple numérique précédent résolu dans le deuxiéme chapitre, en utilisant

MATLAB nous avons trouvé la solution optimale de la maniére suivante :
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. Command Window T T T

File Edit DPebug Desktop Window Help

e £ = §=3; —2: 0 ;: 0 :8)
A=JZ 31 I DO O

i =3 B8 1 o

1 2 0 B 2F:
B =4 3 X § 3
b = zZeros|S5,1):;

[#,fval,exitflag, output, lambda] = linprogi(f,[]1,[]1, A, , 1lb)

Optimization terminated.
¥ =
.0o0oo
.0ooo
.0ooo
.00oo
.00oo
fwval =
—-8.0000
exitflag =
1
cutput =

o oo+ B

iterations: 7

algorithm: 'large-scale: interior point!
cgiterations: O

message: 'Optimization terminated.’
lambda =

ineglin: [0x1 double]

eglin: [3x1 double]

upper: [49x1 double]

lower: [S5x1 double]

FIGURE 5.4 — résolution exemplel sous-MATLAB

5.5.2 RESOLUTION D’UN PROBLEME DE PROGRAMMA-
TION QUADRATIQUE AVEC LA METHODE DE WOLF

Pour l'exemple numérique précédent résolu dans le troisieme chapitre, en utilisant

MATLAB nous avons trouvé la solution optimale de la maniére suivante :
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3 s vocroe: N T R

Fichier Edition Format Affichage 7

H=[21 00
11200
0o o0
DD DD

FIGURE 5.5 — résolution exemple2 sous-MATLAB
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4 command window . LTS NS NN T

File Edit Debug Desktop Window Help

B W= 24 00O

1 IZ B O
BB BB
BB B B3
£ = F -£ B B B {
A=[1 210
22D %3
b= [4 : 53] :
b = Zeros|g9,1):
[#,fwval] = guadprogi(H,£,[]1,[]1,4,b,1b,[])
H =
2 3 0 0
1 12 o o
0 0 0 0
0 0 0 0
f =
-2 g o o
A =
2 2 2 0
2 3 0 3

Warning: Large-scale method does not currently solve this problem formulation,
using medium-scale method instead.
> In guadprog at 263

Optimization terminated.
¥ =

1.0000

0.0000

3.0000

3.0000

FIGURE 5.6 — résolution exemple2 sous-MATLAB
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Conclusion générale

Nous nous sommes intéressé dans notre modeste travail a une classe particuliére des
problémes d’optimisation nommés problémes convexes (linéaires, non linéaires et quadra-
tique)

A savoir :
Les problémes linéaires en utilisant quelques techniques de résolution par la méthode du
simplexe

Ensuite, on a présenté le probléme quadratique convexe résolu par la méthode de

Wolf et adapté

Par la suite, on a traité deux problémes pratiques sur la programmation non linéaire

convexe : gestion de portefeuille et gestion de production.

Nous nous sommes interessé vers la fin a la prtesentation de logiciel MATLAB ainsi
que la résolution des problémes étudies sous MATLAB avec la methode du simplexe et la

methode de WOLF.
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Résumé

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a résoudre des problémes Min-Max
en programmation linéaire par la méthode de simplexe primales et duals .Ensuite a la
resolution des problémes quadratiques convexes avec la méthode adaptée et la methode
de Wolf.Par la suite on a presenté des problémes non linéaires : la gestion de portfeuille
et de production. Au finale nous avons présentée le logiciel MATLAB et applications
informatiques.

english
Abstract

In this work we are interested in solving problems Min-Max in linear programming
by the primal simplex method and duals. Then to the resolution of convex quadratic
problems with the me- adapted method and the method of Wolf. Thereafter we presented
problems non-linear : portfolio and production management. In the end we have presented

MATLAB software and computer applications.
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