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Introduction générale

De nos jours, les systèmes deviennent de plus en plus complexes. En effet, les besoins

de l’utilisateur sont de plus en plus grands. Nous sommes donc amener à satisfaire ces

exigences en améliorants les performances des systèmes qui consistent en rapidité, précision

et la stabilité.

L’automatique fait partie des disciplines scientifique et qui vise à conférer à un

dispositif donné et qui s’intéresse à commander les systèmes et les rendre plus fiables et

utilise plusieurs méthodes et techniques qui servent à l’amélioration des performances des

systèmes et parmi elles la méthode de placement de pôles.

Le placement de pôles des systèmes multivariables est la méthode la plus générale pour

la correction des systèmes linéaires, la plupart des méthodes de commande (modèle de

référence, commande optimale quadratique à horizon infini, …) peuvent en effet s’interpréter

aussi comme un placement de pôles. Le principe de cette technique est très simple et consiste

à concevoir un régulateur, par retour d’état, de façon à ce que le système en boucle fermée

assure en principe la stabilité, la rapidité et la précision et permet d’obtenir le comportement

dynamique désiré par un choix approprié des modes du système.

Le présent mémoire est organisé en quatre chapitres qui sont résumés comme suit :

Le premier chapitre est consacré à donner quelques généralités sur la notion de

variables d’état, et présenter les formes canoniques pour les systèmes monovariables et pour

les systèmes multivariables. On introduit aussi la notion de commandabilité et d’observabilité

qui sont important pour la vérification de l’existence de la commande.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons la technique de placement de pôles pour

les systèmes monovariables qui sont sous la forme commandable et sous la forme

quelconque, et on finissant ce chapitre en donnant la formule d’Ackerman qui nous donne

directement l’expression de la commande et ça en s’appuyant sur quelques exemples.

Dans le troisième chapitre, nous donnons les différentes méthodes et procédures de

placement de pôles pour les systèmes multivariables qui sont efficaces, permettant de

répondre à la plupart des problèmes de placement de pôles et de nombreux exemples
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numériques sont donnés afin d’illustrer les développements théoriques ainsi que les

algorithmes proposés.

Dans le dernier chapitre, nous présentons un système multivariable ayant deux entrées

et deux sorties qui est la cuve de mélanges(en anglais stirred tank), après la modélisation de

ce système en espace d’état et sa linéarisation aux points de fonctionnement, nous faisons une

comparaison entre les méthodes citées dans le chapitre trois et ça avec la simulation sur

MATLAB du système en boucle ouverte et le système bouclé par retour d’état (le système

corrigé).
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I.1 introduction

Les théories de commande avancées sont basées complètement sur la modélisation

moderne sous la forme des variables d’état [1]. La représentation d’état des systèmes est un

outil puissant permettant de modéliser le fonctionnement des systèmes linéaires

monovariables et multivariable. Nous allons définir ces deux systèmes et présenter les formes

canoniques pour les deux cas et ainsi nous introduisons les notions du commandabilité et

d’observabilité [2].

I.2 Variables d’état d’un système dynamique [1]

On définit l’état d’un système à l’instant ଴ݐ comme l’information sur le passé nécessaire

et suffisant pour déterminer l’évolution ultérieur du système quand on connait, pour t>t0, les

signaux d’entrée et les équations du système. Plus généralement, les variables d’état dans les

systèmes physiques sont les éléments aptes à emmagasiner de l’énergie sous la forme

cinétique ou potentiel : inductances, capacités, masses, ressorts.

I.2.1 Exemple : considérant l’exemple de la figure(I.1) décrit par les équations

différentielles suivantes :

⎩
⎨

(ݐ)ݑ⎧ = (ܴଵ + ܴଶ) (ݐ݅) + ܮ
ௗ௜

ௗ௧
+ (ݐ)ݒ

(ݐ݅) = ܥ
ௗ௩(௧)

ௗ௧

(ݐ)ݕ = ܴଶ (ݐ݅) + (ݐ)ݒ

(I.1)

Figure(I.1) : Exemple d’un système électrique.

Dans le cas de cet exemple l’information nécessaire est suffisante pour résoudre le

système d’équation (I.1) est liées aux conditions initiale (଴ݐ݅) et .(଴ݐ)ݒ Par conséquent un

ensemble possible de variables d’état est : (ݐ)ݔ = [ ,(ݐ݅) ,்[(ݐ)ݒ où (ݐ)ݔ est vecteur d’état.
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I.2.2 Définition du vecteur d’état [1]

Un vecteur d’état est un ensemble minimal de variables d’état, c’est-à-dire de grandeurs

temporelles nécessaires et suffisantes pour déterminer l’évolution future d’un système quand

on connait les équations qui décrivent le fonctionnement du système et les entrées de ce

système.

Dans ce qui suit, l’état d’un système et en générale représenté par un vecteur d’état qui

sera noté :

(ݐ)ݔ = (ݐ)ଵݔ] ⋯(ݐ)ଶݔ ்[(ݐ)௡ݔ (I.2)

Le nombre ݊ de composantes correspond au degré de complexité du système. Il définit

l’ordre du système.

I.2.3 Remarque [1]

 Le vecteur d’état n’est pas unique : il y a même une infinité de choix possible

sur notre exemple (figure(I.1)) , [ (ݐ݅)
ௗ௜

ௗ௧
]் est un autre vecteur d’état possible.

 Les variables d’états sont généralement choisies pour leur signification physique

et/ou leur simplicité dans les équations d’évolution qui leur sont associées.

 On passe d’un vecteur d’état à un autre par simple changement de base.

I.3 Equations d’état [3]

Lorsqu’un système est modélisé sous la forme d’une représentation d’état, on montre

qu’il est faisable d’exprimer l’état du système à un instant donné en fonction du signal

d’entrée à ce même instant et en fonction de son « passé », autrement dit, de son état

précédente. Comme nous avons affaire à des variables continues dans le temps, la notion

d’état précédent n’existe pas vraiment. En revanche, ce concept est à rapprocher de

l’évolution du système.

La forme généralisée des équations de système sous forme d’état est :

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ + (ݐ)ݑܦ
(I.3)
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Tel que :

 x(t) : vecteur d’état du système de dimension n.

 u(t) : vecteur d’entrée ou vecteur de commande du système de dimension l.

 y(t) : vecteur de sortie du système de dimension m.

 A : matrice d’état du système de dimension n × n.

 B : matrice d’entrée ou de commande du système de dimension n × l.

 C : matrice de sortie du système de dimension ݉ × n.

 D : matrice de transmission directe du système de dimension m × l.

D’une manière générale l’équation (I.3) est donnée comme suit :

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
(ݐ)ଵݔ̇

(ݐ)ଶݔ̇
.
.
.
.

⎦(ݐ)௡ݔ̇
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

ଵܽଵ ଵܽଶ … ଵܽ௡

ଶܽଵ ଶܽଶ … ଶܽ௡

. . … .

. . … .

. . … .

. . … .

௡ܽଵ ଶܽ௡ … ௡ܽ௡⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
(ݐ)ଵݔ

(ݐ)ଶݔ
.
.
.
.

⎦(ݐ)௡ݔ
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵܾଵ ଵܾଶ … ଵܾ௟

ଶܾଵ ଶܾଶ … ଶܾ௟

. . … .

. . … .

. . … .

. . … .

௡ܾଵ ௡ܾଶ … ௡ܾ௟⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵݑ
ଶݑ
.
.
.
.

⎦(ݐ)௟ݑ
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(I.4)

(t)ݔ̇ A (ݐ)ݔ B u(t)

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
(ݐ)ଵݕ
(ݐ)ଶݕ

.

.

.

.
௠ݕ ⎦(ݐ)

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

ଵܿଵ ଵܿଶ … ଵܿ௡

ଶܿଵ ଶܿଶ … ଶܿ௡

. . … .

. . … .

. . … .

. . … .

௠ܿ ଵ ௠ܿ ଶ … ௠ܿ ௡⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
(ݐ)ଵݔ
(ݐ)ଶݔ

.

.

.

.
⎦(ݐ)௡ݔ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

+

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

ଵ݀ଵ ଵ݀ଶ … ଵ݀௟

ଶ݀ଵ ଶ݀ଶ … ଶ݀௟

. . … .

. . … .

. . … .

. . … .

௠݀ ଵ ௠݀ ଶ … ௠݀ ௟⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
(ݐ)ଵݑ
(ݐ)ଶݑ

.

.

.

.
⎦(ݐ)௟ݑ

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(I.5)

(ݐ)ݕ ܥ (ݐ)ݔ ܦ (ݐ)ݑ

I.3.1 Exemple : Reprenons notre exemple de la figure (I.1), le système d’équations (I.1)

peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧
ௗ

ௗ௧
൤

(ݐ݅)

(ݐ)ݒ
൨= ቎

ି(ோభାோమ)

௅

ଵ

௅
ଵ

஼
0
቏൦

(ݐ݅)

(ݐ)ݒ

൪+ ൦

ଵ

௅

0

൪(ݐ)ݑ

(ݐ)ݕ = [ܴଶ 1]ቈ
(ݐ݅)

(ݐ)ݒ
቉

(I.6)
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I.4 Passage d’une représentation d’état vers une fonction de transfère [7]

On considère un système LTI (linéaire à temps invariant) décrit par l’équation (I.3) :

On se restreint au cas d’un système à une entrée et une sortie. Exprimons la fonction de

transfert G(p) du système en fonction des matrices A, B, C et D.

(݌)ܩ =
௒(௣)

௎(௣)
(I.7)

Dans le cas des systèmes multi-entrées multi-sorties (système MIMO), G(p) est une

matrice des fonctions de transfert entre une entrée et une sortie.

Par exemple :

(݌)௜௝ܩ =
௒೔(௣)

௎ೕ(௣)
(I.8)

En prenant les T.L. (Transformée de Laplace) des équations d’états et de sortie, on

obtient :

൜
(݌)ܺ݌ = (݌)ܺܣ + (݌)ܷܤ

(݌)ܻ = (݌)ܺܥ + (݌)ܷܦ
(I.9)

En supposant des conditions initiales nulles.

൜
(݌)ܺ = ௡ܫ݌) − (݌)ܷܤଵି(ܣ

(݌)ܻ = ௡ܫ݌)]ܥ − (݌)ܷ[ܤଵି(ܣ + (݌)ܷܦ = ௡ܫ݌)ܥ] − ܤଵି(ܣ + (݌)ܷ[ܦ
(I.10)

Finalement :

(݌)ܩ =
௒(௣)

௎(௣)
= ௡ܫ݌)]ܥ − [ܤଵି(ܣ + ܦ (I.11)

Avec In la matrice identité de dimension n.

L’inverse d’une matrice est obtenue par :

−ܫ݌) ଵି(ܣ =
௔ௗ௝(௣ூ೙ି஺)

ୢ ୲ୣ(௣ூ೙ି஺)
(I.12)

On substituant à l’inverse sa définition, il devient :

(݌)ܩ =
௒(௣)

௎(௣)
= ቂܥ

௔ௗ௝(௣ூ೙ି஺)

ୢ ୲ୣ(௣ூ೙)ି஺)
+ቃܤ ܦ (I.13)
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I.4.1 Exemple 1 : on considère le système LTI représenté par les équations :

(ݐ)ݔ̇ = ቂ
0 1

−10 −7
ቃ(ݐ)ݔ + ቂ

0
1
ቃ(ݐ)ݑ; (ݐ)ݕ = [1 (ݐ)ݔ[0 (I.14)

La matrice (pIn – A) dans cet exemple devient :

−ଶܫ݌) (ܣ = ൤
݌ −1

10 +݌ 7
൨ (I.15)

Et son inverse est calculé par :

−ଶܫ݌) ଵି(ܣ =
௔ௗ௝(௣ூ೙ି ஺)

ୢ ୲ୣ(௣ூ೙ି ஺)
=

ቂ
௣ା଻ ଵ
ିଵ଴ ௣

ቃ

௣మା଻௣ାଵ଴
(I.16)

La fonction de transfert est donc donnée par :

(݌)ܩ =
௒(௣)

௎(௣)
= ௡ܫ݌)]ܥ − [ܤଵି(ܣ =

[ଵ ଴]ቂ
௣ା଻ ଵ
ିଵ଴ ௣

ቃቂ
଴
ଵ
ቃ

௣మା଻௣ାଵ଴
=

ଵ

௣మା଻௣ାଵ଴
(I.17)

A partir de cet exemple, nous observons bien que le déterminant de la matrice (pI2 - A)

est égal au polynôme du dénominateur de G(p). C’est–à-dire que les pôles de la fonction de

transfert correspondent aux zéros de det (pIn – A) qui est aussi le polynôme caractéristique de

la matrice d’état A.

I.4.2 Exemple 2 : on considère maintenant un système multivariable donné par :

ቐ
(ݐ)ݔ̇ = ቂ

0 1
−10 −7

ቃ(ݐ)ݔ + ቂ
0.5 0
0 1

ቃ(ݐ)ݑ

(ݐ)ݕ = ቂ
1 0
0 1

ቃ(ݐ)ݔ
(I.18)

La fonction du transfert pour ce cas est :

(݌)ଶܩ =
௒(௣)

௎(௣)
=

ቂ
ଵ ଴
଴ ଵ

ቃቂ
௣ା଻ ଵ
ିଵ଴ ௣

ቃቂ
଴.ହ ଴
଴ ଵ

ቃ

௣మା଻௣ାଵ଴
= ൦

భ

మ
௣ା

ళ

మ

௣మା଻௣ାଵ଴

ଵ

௣మା଻௣ାଵ଴

ିହ

௣మା଻௣ାଵ଴

௣

௣మା଻௣ାଵ଴

൪ (I.19)
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I.5 Représentations usuelles des systèmes

Il existe plusieurs réalisations de forme compagne qui peuvent être facilement obtenues

à partir de la fonction de transfert et ça pour des systèmes monovariables et des systèmes

multivariables.

I.5.1 Cas d’un système monovariable

Un système monovariable est un système possédant une seule entrée et une seule sortie

[6].

Figure(I.2) : Représentation d’un système monovariable.

I.5.1.1 Représentation compagne commandable [2]

Considérant un système décrit par sa fonction de transfert :

(݌)ܩ =
ே(௣)

஽(௣)
=

௕೘ ௣
೘ ା௕೘ షభ௣

೘ షభା⋯ା௕భ௣ା௕బ

௔೙௣೙ା௔೙షభ௣೙షభା⋯ା௔భ௣ା௔బ
Avec ݉ < ݊ (I.20)

Choisissons ௡ܽ = 1, le système de la forme compagne pour la commande est vu comme

une mise en série d’intégrateurs purs. La figure(I.3) montre la représentation schématique du

système décrit par la fonction du transfert (I.20).

Figure (I.3) : Représentation compagne commandable.
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Les équations d’état se déduisent naturellement de cette représentation :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

ଶݔଵୀݔ̇
ଷݔଶୀݔ̇
⋮

௡ିଵݔ̇ = ௡ݔ
௡ݔ̇ = − ଴ܽݔଵ− ଵܽݔଶ−⋯− ௡ܽିଵݔ௡ + ݑ

=ݕ ଴ܾݔଵ + ଵܾݔଶ + ⋯+ ௠ܾ ௠ݔ ାଵ

(I.21)

La représentation d’état obtenue est dite sous forme compagne pour la commande; elle

s’écrit (si ݉ < )݊ comme suit :

D’où :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

(ݐ)ݔ̇ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1 0 ⋯ 0
0 0 1 ⋱ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 0 ⋯ 1
− ଴ܽ − ଵܽ ⋯ ⋯ − ௡ܽିଵ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

(ݐ)ݔ +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0
0
⋮
0
1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

(ݐ)ݑ

(ݐ)ݕ = [ ଴ܾ ଵܾ ⋯ ⋯ ௠ܾ ିଵ](ݐ)ݔ

(I.22)

Cette forme de représentation est appelée forme compagne car la matrice de commande

du système contient, en une seule ligne, l’ensemble des coefficients du dénominateur de la

fonction de transfert. Elle est dite commandable car, bien que seule la variable ௡ݔ soit

directement affectée par le signal d’entrée, toutes les variables d’état s’en trouvent influencées

par intégrations successives. Si un système est complètement commandable, alors on peut le

mettre sous forme compagne commandable.

I.5.1.2 Représentation compagne observable [2]

La représentation compagne observable peut être mise en évidence à partir de la forme

de (݌)ܩ décrit en (I.20).

On peut écrire le système décrit par sa fonction du transfert sous la représentation d’état

suivante :

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

ଵݔ̇ = − ଴ܽݔ௡ + ଴ܾ(ݐ)ݑ
ଶݔ̇ = −ଵݔ ଵܽݔ௡ + ଵܾ(ݐ)ݑ

⋮
௠ݔ̇ ାଵ = ௠ݔ − ௠ܽ ௡ݔ + ௠ܾ (ݐ)ݑ

⋮
௡ݔ̇ = −௡ିଵݔ ௡ܽିଵݔ௡

(ݐ)ݕ = ௡ݔ

(I.23)
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La figure (I.4) montre la représentation schématique du système décrit par sa forme

compagne observable :

Figure (I.4) : Représentation d’état du système sous forme compagne observable.

Les équations d’état se déduisent naturellement de cette représentation :

D’où :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

(ݐ)ݔ̇ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0 ⋯ ⋯ 0 − ଴ܽ

1 0 ⋯ 0 − ଵܽ

0 1 ⋯ 0 ⋮
⋮ ⋱ ⋱ ⋮ ⋮
0 ⋯ 0 1 − ௡ܽିଵ⎦

⎥
⎥
⎥
⎤

(ݐ)ݔ +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

଴ܾ

⋮

௠ܾ

⋮

௡ܾିଵ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

(ݐ)ݑ

(ݐ)ݕ = [0 ⋯ ⋯ 0 (ݐ)ݔ[1

(I.24)

Cette forme de représentation est appelée forme compagne observable car, le fait que la

matrice de commande du système contient en une seule colonne l’ensemble des coefficients

du dénominateur de la fonction de transfert, on remarque que la sortie de ce système est égale

à ௡ݔ et qui est par intégrations successives influencée par toutes les variables d’état. Si un

système est complètement observable, alors on peut le mettre sous forme compagne

observable.

I.5.2 Cas d’un système multivariables

Un système multivariables est un système dont une variable manipulée agit sur plus

d’une sortie autrement dit tout procédé comportant plusieurs entrées u = (u1, u2,…, uq) et

plusieurs sorties y = (y1, y2, …, yp) comme le montre la figure(I.5). [10]
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u1

u2

⋮
uq

y1

y2

⋮
yp

Figure(I.5) : Représentation d’un système multivariable

Les entrées et sorties d’un système multivariables sont généralement regroupées dans

deux vecteurs comme suite :

்ݑ = ⋯,ଶݑ,ଵݑ] [௤ݑ, (I.25)

்ݕ = ⋯,ଶݕ,ଵݕ] [௣ݕ, (I.26)

Avec :

u : le vecteur de commande de dimension (q x 1)

y : le vecteur de sortie de dimension (p x 1)

q : le nombre d’entrées

p : le nombre de sorties

I.5.2.1 Forme compagne commandable (FROBENIUS) [3]

On considère un système LTI décrit par les équations d’état suivent :

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ
(I.27)

Avec (ܤ,ܣ) commandable.

On note ଵܾ, ଶܾ,⋯ , ௠ܾ les vecteurs colonnes de la matrice ܤ considérée de rang maximal

“colonne”.

En général, pour une paire ,(ܤ,ܣ) on peut considérer des “morceaux” successifs de la

matrice de commandabilité ܴ:

ܴ = ܤ] ܤܣ ܤଶܣ … [ܤ௡ିଵܣ (I.28)

Système

multivariable
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C’est-à-dire :

ܤ] [ܤܣ

ܤ] ܤܣ [ܤଶܣ

⋯⋯⋯ (I.29)

ܤ] ܤܣ ⋯ܤଶܣ [ܤ௞ܣ

⋯⋯⋯

On a bien sûr :

ݎܽ ܤ]݃݊ [ܤܣ ≤ ݎܽ ܤ]݃݊ ܤܣ [ܤଶܣ ≤ ⋯ ≤ ݎܽ ܤ]݃݊ ܤܣ ⋯ܤଶܣ [ܤ௞ܣ ≤ ⋯ ≤ ݎܽ ܴ݊݃.

A partir d’une certaine valeur ,݇ le rang est égal à ݊ et il va plus augmenter pour cette

suite de matrices. Soit ݀ = −ߩ) 1) ≤ (݊− 1). La valeur ݀ s’appelle ‘’indice de

commandabilité de la paire de matrices .(ܤ,ܣ) On a bien sûr ≥ߩ ,݊ puisqu’on a supposé la

paire (ܤ,ܣ) commandable.

Dans la construction théorique qui suit, on va supposer la matrice ܤ est de rang

maximal “colonne” (toutes ses colonnes sont linéairement indépendantes). Sinon, il s’agit

d’une erreur de modélisation du système, puisqu’il est possible de renoncer à un certain

nombre d’entrées de commande tout en conservant sa commandabilité.

En mettant en évidence les colonnes de ܤ

ܤ = [ ଵܾ ଶܾ⋯ ௠ܾ ] (I.30)

La matrice de commandabilité ܴ du système LTI est de la forme :

ܴ = [ ଵܾ… ௠ܾ ܣ| ଵܾ…ܣ ௠ܾ |⋯ ௡ିଵܣ| ଵܾ…ܣ௡ିଵ ௠ܾ ] (I.31)

On va éliminer de cette matrice les colonnes qui sont linéairement dépendantes des

colonnes situées à leur gauche. On peut remarquer que, si la colonne ௝ܣ ௜ܾ, 1 ≤ ݆< ݊− 1 est

eliminée, les colonnes ௞ܣ ௜ܾ avec ݇> ݆ seront également eliminées. On va illustrer cette

construction, pour un système LTI commandable avec ݊ = 5 et ݉ = 2 :

ܴ = [ ଵܾ ଶܾ|ܣ ଵܾ ܣ ଶܾ|ܣଶ ଵܾ ଶܣ ଶܾ|ܣଷ ଵܾ ଷܣ ଶܾ|ܣସ ଵܾ ସܣ ଶܾ] (I.32)
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Les colonnes colorées sont celles supposées effacées. Bien entendu, il reste ݊ colonnes

puisque la paire (ܤ,ܣ) est commandable et que par conséquent ܴ possède ݊ colonnes

linéairement indépendantes.

On va maintenant trier les colonnes de ܴ par ordre lexicographique, c’est-à-dire que

l’on va d’abord placer les colonnes générées par ଵܾ dans l’ordre des puissances de ,ܣ ensuite

les colonnes générées par ଶܾ et ainsi de suite. On obtient ce qu’on appelle un massif

lexicographique :

=ܮ [ ଵܾ ܣ ଵܾ| ଶܾ ܣ ଶܾ ଶܣ ଶܾ] (I.33)

Dans le cas général le massif lexicographique et de la forme :

=ܮ [ ଵܾ ܣ ଵܾ ܣ
ଶ

ଵܾ⋯ܣఘభିଵ ଵܾ| ଶܾ ܣ ଶܾ⋯ܣఘమିଵ ଶܾ|⋯ | ௠ܾ ܣ ௠ܾ ఘ೘ܣ⋯ ିଵ ௠ܾ ] (I.34)

Les indices ௜ߩ , ݅= 1, … ,݉ s’appellent les invariants de KRONECKER de la paire

(ܤ,ܣ) ou indices de commandabilité.

Nous avons à l’évidence :

ߙ = max
௜
=௜ߩ indice de commandabilité de la paire (ܤ,ܣ)

ଵߩ + ଶߩ + ⋯+ ௠ߩ = ;݊ ݎܽ ݊݃ (ܮ) = ݊ (I.35)

Un indice de commandabilité est associé à chaque entrée .௜ݑ

I.5.2.1.1 Calcul des indices de commandabilité [4]

On va illustrer ceci avec un exemple :

Assumons au départ que la matrice B est de plein rang (rang égal au nombre de

colonnes).

Assumons que ݊ = 4 :

Puisque B est de plein rang, alors rang([ ଵܾ ଶܾ]) = 2 et on ajoute la colonne ܣ ଵܾet on

vérifié le rang. Si le rang est passé de 2 à 3, on conserve cette colonne, sinon on la retire puis

on ajoute la colonne suivante ܣ ଶܾ et on recommence.
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La figure suivante donne la suite :

Figure(I.6) : exemple du calcul des indices de commandabilité.

Comme ܮ est une matrice carrée non singulière, on peut calculer son inverse :

ଵߪ → ଵݍ
்

ଶߪ → ଶݍ
்

௠ߪ → ௠ݍ
்

On a mis en évidence les lignes de la matrice ଵିܮ qui en les numéros d’ordre

,ଶߪ,ଵߪ … ௠ߪ,

ଵߪ = ଶߪ;ଵߩ = ଵߩ + ;ଶߩ … ௠ߪ; = ଵߩ + ଶߩ + ⋯+ ௠ߩ (I.36)

Avec ces lignes, on peut construire une matrice ܶ qui sera la matrice de changement de

base décrite comme suit :

ܶ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

ଵݍ
்

ଵݍ
ܣ.்
⋯

ଵݍ
ఘభିଵܣ.்

-------
⋯

-------
௠ݍ
்

௠ݍ
் ܣ.
⋯

௠ݍ
் ఘ೘ܣ. ିଵ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(I.37)

⋮

⋮

⋮

ଵିܮ =
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Après le changement de base, on obtient la forme canonique commandable suivante :

௖ܣ = ଵିܶܣܶ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1
⋱ ⋱

⋱ ⋱
0 1

× × × × × ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0

× × × × × ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⋯

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0

× × × × × ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0

× × × × × ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1
⋱ ⋱

⋱ ⋱
0 1

× × × × × ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⋯

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0

× × × × × ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0

× × × × × ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0

× × × × × ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⋯

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1
⋱ ⋱

⋱ ⋱
0 1

× × × × × ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

௖ܤ = ܤܶ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0

1 0 0 … 0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0

0 1 0 … 0 ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⋮

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0

0 0 … 0 ×⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(I.38)

Les blocs matriciels situés sur la diagonale de ௖ܣ sont appelés matrices compagnes

commandables.

I.5.2.1.2 Exemple

Soit le système suivant :

(ݐ)ݔ̇ = ൥
1 0 −3
4 5 −6
7 7 −9

൩(ݐ)ݔ + ൥
1 0
−1 0
0 1

൩u(t) (I.39)

La matrice ܤ est de rang 2.

La matrice de commandabilité est :

ࣝ = ܤ] ܤܣ [ܤଶܣ = ൥
1 0 1 −3 1 24
−1 0 −1 −6 −1 12
0 1 0 −9 0 18

൩ (I.40)

Le rang de ࣝ est de 3.

Le rang de la matrice ܤ est de 2.

On va voir le rang de la matrice :

[ ଵܾ ଶܾ ܣ ଵܾ] = ൥
1 0 1
−1 0 −1
0 1 0

൩ (I.41)

Puisque le rang reste à 2

Cela implique que l’indice de commandabilité ଵߩ = 1 et on retire la 3é௠ ௘ colonne et on

ajoute la colonne ܣ] ଶܾ] et on trouve le résultat suivant :
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[ ଵܾ ଶܾ ܣ ଶܾ] = ൥
1 0 −3
−1 0 −6
0 1 −9

൩ (I.42)

Le rang de la dernière matrice est 3 est égal à ݊ ce qui fait que ଶߩ = 2.

La matrice ܮ est donnée comme suit :

=ܮ [ ଵܾ ଶܾ ܣ ଶܾ] = ൥
1 0 −3
−1 0 −6
0 1 −9

൩ (I.43)

L’inverse de la matrice ܮ est :

ଵିܮ = ൦

ଶ

ଷ

ିଵ

ଷ
0

−1 −1 1
ିଵ

ଽ

ିଵ

ଽ
0

൪ (I.44)

ଵݍ
் = ቂ

ଶ

ଷ

ିଵ

ଷ
0ቃ (I.45)

ଶݍ
் = ቂ

ିଵ

ଽ

ିଵ

ଽ
0ቃ (I.46)

La matrice de changement de base est :

ܶ = ቎

ଵݍ
்

ଶݍ
்

ଶݍ
ܣ்

቏=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ଶ

ଷ

ିଵ

ଷ
0

ିଵ

ଽ

ିଵ

ଽ
0

ିହ

ଽ

ିହ

ଽ
1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

(I.47)

௖ܣ = ଵିܶܣܶ = ൥
1 12 0
0 0 1
0 −18 −4

൩;ܤ௖ = ܤܶ = ൥
1 0
0 0
0 1

൩ (I.48)

I.5.2.2 Forme canonique de JORDAN [5]

Soit ܣ une matrice de dimension (݊× )݊, les valeurs propres =݅,௜ߣ 1, … ,݊ sont

solutions de l’équation caractéristique :

Δ(ߣ) = det(ܫߣ௡ − (ܣ = 0 (I.49)

A chaque valeur propre ,௜ߣ on associe un vecteur propre .௜ݒ
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Cas 1 : les valeurs propres sont distinctes

Dans ce cas, on peut toujours diagonaliser la matrice ,ܣ ,ଶߣ,ଵߣ} … {௡ߣ, sont les valeurs

propres.

<-----ଵߣ ଵݒ
<-----ଶߣ ଶݒ

⋮
<-----௡ߣ ௡ݒ

⇒ ൞

ଵݒܣ = ଵݒଵߣ
ଶݒܣ = ଶݒଶߣ

⋮
௡ݒܣ = ௡ݒ௡ߣ

(I.50)

On a ݊ équations à ݊ inconnues ,ଶݒ,ଵݒ) … (௡ݒ, ⇒ on peut toujours calculer ces vecteurs

propres.

ଵݒ]ܣ ଶݒ … [௡ݒ = ଵݒ] ଶݒ … [௡ݒ ൦

ଵߣ 0 ⋯ 0
0 ଶߣ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 ௡ߣ

൪ (I.51)

Avec :

ܸ.ܣ = ܸΛ (I.52)

⇒ La forme modale de ܣ est donnée par

Λ = VିଵAV (I.53)

݁Λ௧ = ൦

݁ఒభ௧ 0 ⋯ 0
0 ݁ఒమ௧ ⋱ ⋮
⋮ ⋱ ⋱ 0
0 ⋯ 0 ݁ఒ೙௧

൪ (I.54)

݁Λ௧ : Matrice de transition.

I.5.2.2.1 Exemple

Soit la matrice ܣ définie comme suite :

ܣ = ቂ
1 0
−2 −5

ቃ (I.55)

Calculer les valeurs propres :

݀ −ܫߣ)ݐ݁ (ܣ = ݀ ቀቂݐ݁
ߣ 0
0 ߣ

ቃ− ቂ
1 0
−2 −5

ቃቁ= ݀ ቂݐ݁
−ߣ 1 0

2 +ߣ 5
ቃ= −ߣ) +ߣ)(1 5) (I.56)
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Ce qui donne:

൜
ଵߣ = 1
ଶߣ = −5

(I.57)

Vecteurs propres associés :

 Pour ଵߣ :

ଵݒܣ] = ଵݒଵߣ ଵݒ, ≠ 0]

ଵݒ = ቀ
ݔ
⇒ቁݕ ቂ

1 0
−2 −5

ቃቂ
ݔ
=ቃݕ 1ቂ

ݔ
ቃݕ

=ݔ ݔ

−ݔ2− =ݕ5 ⇒ݕ =ݕ
−1

3
ݔ

Il existe une infinité de solution, on prend :

=ݔ 1 ⇒ =ݕ
−1

3
ݔ

⇒ ଵݒ = ቈ
1

−
ଵ

ଷ

቉ (I.58)

 Pour ଶߣ :

ଶݒܣ] = ଶݒଶߣ ଶݒ, ≠ 0]

ଶݒ = ቀ
ݔ
⇒ቁݕ ቂ

1 0
−2 −5

ቃቂ
ݔ
=ቃݕ −5ቂ

ݔ
ቃݕ

=ݔ ⇒ݔ5− =ݔ 0

−ݔ2− =ݕ5 ⇒ݕ5− =ݕ ݕ

Il existe une infinité de solution, on prend : =ݕ 1.

⇒ ଶݒ = ቂ
0
1
ቃ (I.59)

La matrice des vecteurs propres est :

ܸ = ଵݒ] [ଶݒ = ቈ
1 0

−
ଵ

ଷ
1቉;ܸିଵ = ቈ

1 0
ଵ

ଷ
1቉ (I.60)

La matrice diagonale s’écrit :

Λ = VିଵAV = ൥
1 0
1

3
1
൩ቂ

1 0
−2 −5

ቃ൥
1 0

−
1

3
1
൩

Λ = ቈ
1 0

−
ହ

ଷ
−5቉ቈ

1 0

−
ଵ

ଷ
1቉= ቂ

1 0
0 −5

ቃ (I.61)
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On obtient la matrice diagonale :

Λ = ቂ
1 0
0 −5

ቃ

݁஺௧ = ܸ݁Λ௧ܸିଵ = ൥
1 0

−
1

3
1
൩ቂ݁

௧ 0
0 ݁ିହ௧

ቃ൥
1 0
1

3
1
൩

݁஺௧ = ቈ
݁௧ 0

−
ଵ

ଷ
݁௧+

ଵ

ଷ
݁ିହ௧ ݁ିହ௧

቉ (I.62)

Cas 2 : valeurs propres multiples :

La matrice ܣ peut ne pas être diagonalisable car on n’a pas les ݊ équations nécessaires

au calcul des vecteurs propres, si la matrice ܣ n’est pas diagonalisable on définit les valeurs

propres généralisées qui permettent d’obtenir les formes bloc diagonales appelées Forme de

JORDAN.

Par exemple :

൝

⟶ଵߣ ݈݁݌ݎ݅ݐ ݑ݉: éݐ݈݅ܿ݅݌ݐ݈݅ = 3
λଶ⟶ ݈ܾݑ݋݀ ݑ݉݁: éݐ݈݅ܿ݅݌ݐ݈݅ = 2
⟶ଷߣ ݉ݏ݅ ݈݁݌ ݑ݉: éݐ݈݅ܿ݅݌ݐ݈݅ = 1

ൡ݊ = 6(3 × 2 × 1)

Soit V la matrice de vecteurs propres généralisées alors la form de JORDAN peut

être donnée comme suit :

=ܬ ܸିଵܸܣ

=ܬ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
൥

ଵߣ 1 0
0 λଵ 1
0 0 ଵߣ

൩ ൥
0 0
0 0
0 0

൩ ൥
0
0
0
൩

ቂ
0 0 0
0 0 0

ቃ ൤
ଶߣ 1
0 ଶߣ

൨ ቂ
0
0
ቃ

[ 0 0 0 ] [0 0] ⎦[ଷߣ]
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(I.63)
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On peut avoir aussi ce ci :

=ܬ

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
቎
൤
ଵߣ 1
0 ଵߣ

൨ ቂ
0
0
ቃ

[0 0] [ଵߣ]
቏ ൥

0 0
0 0
0 0

൩ ൥
0
0
0
൩

ቂ
0 0 0
0 0 0

ቃ ൤
ଶߣ 1
0 ଶߣ

൨ ቂ
0
0
ቃ

[ 0 0 0 ] [0 0] ⎦[ଷߣ]
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(I.64)

⎩
⎪
⎨

⎪
⟶ଵߣ⎧ 2 ܾ݈ ܿ݋ ܬܱ݁݀ݏ ܰܣܦܴ

↱ 1 ܾ݈ ܿ݋ ݎ݀݋'݀ ݎ݁ 2
↳ 1 ܾ݈ ܿ݋ ݉ݏ݅ ݈݁݌

⟶ଶߣ 1 ܾ݈ ܿ݋ ݎ݀݋ᇱ݀ݏ ݎ݁ 2
⟶ଷߣ 1 ܾ݈ ܿ݋ ݉ݏ݅ ݈݁݌

I.6 Commandabilité et observabilité d’un système [2]

La commandabilité et l’observabilité d’un système ne dépendent pas de la

représentation choisie qui, rappelons-le une fois de plus, n’est pas unique. Si un système est

commandable et/ou observable, il s’agit de propriétés intrinsèques au système qui ne sont pas

remises en cause par la forme du modèle. Il ne faut donc pas confondre les formes compagnes

avec des représentations sous lesquelles il faut impérativement placer le système pour qu’il

possède telle ou telle caractéristique. En revanche, il est important de connaître ces formes

remarquables car elles facilitent, sous certaines conditions, la mise en œuvre des systèmes.

Les concepts de commandabilité et d’observabilité sont des concepts fondamentaux

pour l’étude des systèmes. Ils décrivent respectivement comment les états d’un système sont

influencés par les entrées et quelle information les sorties mesurées donnent sur les états du

système. De plus, ces concepts (commandabitité et observabilité) sont utilisés pour avoir la

possibilité du passage d’un système en espace d’état vers un système en fonction de transfert.

Puisque la représentation de fonction de transfert est validée seulement si elle remplit les

conditions de la commandabilité et de l’observabilité des systèmes sous forme d’espace

d’état.

I.6.1 Notion de commandabilité [2]

La commandabilité a pour objet de caractériser la capacité d’un système à avoir ses

caractéristiques dynamiques modifiées par les entrées.
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Il est souvent intéressant de s’assurer de la commandabilité d’un système avant de

mettre en œuvre la commande proprement dite. En d’autres termes, on demande de disposer

d’une condition nécessaire et suffisante de commandabilité.

I.6.1.1 Définition [2]

Un état ௜estݔ commandable en ଴ݐ s’il est possible de déterminer /(ݐ)ݑ ଴ݐൣ ௙൧conduisantݐ

tout état initial (଴ݐ)௜ݔ vert 0 en ଴ݐ ≤ ଵݐ ≤ .௙ݐ

Si cette propriété est vraie ∀ ଴ݐ et ∀ ݅= 1,⋯ ,݊ alors le système est complètement

commandable.

I.6.1.2 Critère de commandabilité [2]

Il est clairement difficile d’utiliser directement les définitions précédentes afin de

décider de la commandabilité d’un système LTI donné. La commandabilité est une propriété

caractéristique du couplage entre l’entrée et la sortie du système et fera donc intervenir les

matrices ܣ et .ܤ Kalman a proposé un critère simple construit à partir de ces deux matrices.

I.6.1.3 Théorème de KALMAN [7]

Considérons un système LTI représenté par un vecteur d’état ,(ݐ)ݔ et une équation

d’évolution de l’état :

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ (I.65)

Où ܣ ∈ ܴ௡×௡,ܤ ∈ ܴ௡×௟, il est est commandable si et seulement si la matrice de

commandabilité ࣝ est de rang .݊

ݎܽ ݊݃(ࣝ) = ݎܽ ܤ])݃݊ ܤܣ ܤଶܣ ⋯ ([ܤ௡ିଵܣ = ݊ (I.66)

Un système est commandable si ݎܽ ݊݃(ࣝ) = .݊ On définit plus généralement le degré de

commandabilité d’un système comme le rang de la matrice de commandabilité.

I.6.1.4 Exemple 01: on considère le système suivant :

൝
ௗ௫(௧)

ௗ௧
= ቂ

0 1
−2 −3

ቃ(ݐ)ݔ + ቂ
1
−3

ቃ(ݐ)ݑ

(ݐ)ݕ = [1 (ݐ)ݔ[0
(I.67)
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 Etudier la commandabilité du système.

ݎܽ ݊݃(ࣝ) = ݎܽ ܤ])݃݊ ([ܤܣ

ݎܽ ݊݃(ࣝ) = ݎܽ ݊݃ቀቂ
1 −3
−3 7

ቃቁ

ݎܽ ݊݃(ࣝ) = 2 (det(ࣝ) ≠ 0)

Le rang de ࣝ égal à 2, donc le système est complètement commandable.

I.6.1.5 Exemple 02 : on considère le système multivariable suivant :

(ݐ)ݔ̇ = ൦

0 1 0 0
3 0 0 2
0 0 0 1
0 −2 0 0

൪(ݐ)ݔ + ൦

0 0
1 0
0 0
0 1

൪(ݐ)ݑ (I.68)

(ݐ)ݕ = ቂ
1 0 0 0
0 0 1 0

ቃ(ݐ)ݔ (I.69)

 Etudier la commandabilité du système.

ݎܽ ݊݃(ࣝ) = ݎܽ ܤ])݃݊ ܤܣ ܤଶܣ ([ܤଷܣ

ݎܽ ݊݃(ࣝ) = ݎܽ ݊݃[ ଵܾ ଶܾ ܣ ଵܾ ܣ ଶܾ ଶܣ ଵܾ ଶܣ ଶܾ ଷܣ ଵܾ ଷܣ ଶܾ]

ݎܽ ݊݃(ࣝ) = ݎܽ ݊݃൮൦

0 0 1 0 0 2 −1 0
1 0 0 2 −1 0 0 −2
0 0 0 1 −2 0 0 −4
0 1 −2 0 0 −4 2 0

൪൲

Le ݎܽ ݊݃(ࣝ) =4, donc le système est commandable.

I.6.2 Notion de l’observabilité [2]

Dans cette partie, nous avons vu combien il était important, notamment pour la

commande des systèmes en boucle fermée, d’être capable de mesurer un signal de sortie.

Certaines variables d’état sont très faciles à mesurer. Un capteur placé au bon endroit, à

l’intérieur du système, peut nous donner accès à l’information recherchée.

Dans ce cas, en dit que la variable d’état considérée est mesurable. Dans d’autres cas,

cette investigation directe n’est pas possible. La grandeur est dite non mesurable.
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En revanche, elle peut, tout en étant non mesurable, influencer à la sortie (ݐ)ݕ du

système. Il est alors possible, à partir de la mesure de la sortie, de déduire la grandeur

considérée. En dit que celle-ci est observable.

I.6.2.1 Définition [2]

Un état ௜ݔ est observable en ଴ݐ s’il est possible de déterminer (଴ݐ)௜ݔ connaissant /(ݐ)ݕ

.௙൧ݐ଴ݐൣ

Si cette propriété est vraie ଴ݐ∀ et ∀݅= 1,⋯ ,݊ alors le système est complètement

observable.

I.6.2.2 Remarque

Clairement, la notion d’observabilité est cruciale pour les systèmes où le vecteur d’état

complet n’est pas accessible à la mesure mais doit être reconstruit, estimé ou filtré à partir des

données par la sortie.

I.6.2.3 Critère d’observabilité [2]

Un critère de Kalman existe également pour la notion d’observabilité et fait intervenir

la matrice dynamique ܣ et la matrice de sortie .ܥ

I.6.2.4 Théorème de KALMAN [7]

Considérons un système LTI représenté par un vecteur d’état ,(ݐ)ݔ et une équation

d’évolution de l’état donné par l’équation (I.65)

Où ܣ ∈ ܴ௡×௡,ܥ ∈ ܴ௠ ×௡ est observable si et seulement si la matrice d’observabilité ࣩ

est de ݎܽ ݊݃ ݊ :

ݎܽ ݊݃(ࣩ) = ݎܽ ݊݃

⎝

⎜
⎛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

ܥ
ܣܥ
ଶܣܥ

⋮
⎦௡ିଵܣܥ

⎥
⎥
⎥
⎤

⎠

⎟
⎞

= ݊ (I.70)
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I.6.2.5 Remarque : l’observabilité d’un système des matrices caractéristiques (ܥ,ܣ) sera

appelée observabilité de la paire .(ܥ,ܣ)

I.6.2.6 Exemple 01 : soit le système modélisé par :

൝
(ݐ)ݔ̇ = ቂ

1 1
−1 −2

ቃ(ݐ)ݔ + ቂ
0
1
ቃ(ݐ)ݑ

(ݐ)ݕ = [1 (ݐ)ݔ[0
(I.71)

 Vérifier l’observabilité du système

ݎܽ ݊݃(ࣩ) = ݎܽ ݊݃ቀቂ
ܥ
ܣܥ
ቃቁ

ݎܽ ݊݃(ࣩ) = ݎܽ ݊݃ቀቂ
1 0
1 1

ቃቁ

ݎܽ ݊݃(ࣩ) = 2 (det ≠ 0)

Le rang est égal à 2 donc le système est complètement observable.

I.6.2.7 Exemple 02 : on considère le système donné par l’équation (I.68)

 Vérifier l’observabilité du système

ݎܽ ݊݃(ࣩ) = ݎܽ ݊݃൮൦

ܥ
ܣܥ
ଶܣܥ

ଷܣܥ

൪൲

ݎܽ ݊݃(ࣩ) = ݎܽ ݊݃

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

ଵܿ

ଶܿ

ଵܿܣ

ଶܿܣ

ଵܿܣ
ଶ

ଶܿܣ
ଶ

ଵܿܣ
ଷ

ଶܿܣ
ଷ⎦
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎞
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ݎܽ ݊݃(ࣩ) = ݎܽ ݊݃

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎛

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡

1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1
3 0 0 2
0 −2 0 0
0 −1 0 0
−6 0 0 −4⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎞

ݎܽ ݊݃(ࣩ) = 4

Le rang de ࣩ est égal à 4 donc le système est observable.

I.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé quelques généralités sur les systèmes comme la

représentation d’état qui est une approche moderne d’étude des systèmes et qui est à l’origine

de méthodes puissantes d’analyse et de commande des systèmes.

Nous avons abordé les notions de commandabilité et d’observabilités introduite par

KALMAN, pour caractériser respectivement la possibilité que la commande exerce une

influence sur un des états et la possibilité d’obtenir une certaine information d’un des états.

Nous avons aussi donné quelques formes canoniques pour la représentation des

systèmes soient monovariables ou multivariables.
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II.1 Introduction

En automatique, la commande par retour d’état est un moyen de modifier le

comportement en boucle fermée d’un système dynamique donné par une représentation d’état.

Cette approche suppose que l’état connu. Quand ce n’est pas le cas, on peut utiliser un

observateur d’état de manière a reconstruire l’état a partir des mesures disponible. Une finalité

de la commande par retour d’état est d’obtenir un système en boucle fermée dont les pôles,

c’est-à-dire les valeurs propres de la matrice d’état soient placées de manière appropriée. Ces

pôles en effet déterminent le comportement du système.

La notion de la commande par retour d’état remonte aux travaux de PONTRAYGIN

(en Russie) et de BELLMAN (au Etats-Unis) sur la commande optimale et les commandes

linéaires à retour d’état et qui sont apparues avec les travaux de KALMAN. Entre temps se

développaient des approches algébriques ayant pour finalités le placement de pôles.

WONMAN a montré qu’il existe une commande par retour d’état plaçant les pôles du

système bouclé à des valeurs arbitraires du plan complexe (vérifiant toutefois une condition

de symétrie par rapport à l’axe réel) si est seulement si le système est commandable. Cette

commande n’est unique que pour des systèmes monovariables.

II.2 Principe

Parmi les méthodes de correction des systèmes on trouve celles de retour d’état.

II.2.1 Limite d’un retour de sortie

Figure (II.1) : asservissement classique.

Les méthodes de conception des contrôleurs ont été limitées au cas monovariables.

L’extension au cas multivariables n’est pas évident, l’exploitation d’une seule information

(incomplète) par le contrôleur ne permet pas d’atteindre les performances exigées à titre

d’exemple un retour de sortie statique (action proportionnelle (ݐ)ݑ = ,((ݐ)ߝܭ une seule sortie

ne permet pas de stabiliser un seul pôle instable.
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II.2.2 Principe de la méthode du placement de pôles [2]

Le principe est de déterminer une commande telle que les pôles du système bouclé

soient convenablement placés dans le plan complexe est satisfaire des spécifications

d’amortissement, de rapidité et de stabilité.

Les pôles de la fonction de transfert étant les valeurs propres de la matrice d’état, le but

est donc de réaliser un asservissement modifiant convenablement la matrice d’état du

système.

Figure (II.2) : Système en boucle ouverte.

Soit le système décrit par l’équation d’état suivante :

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ + (ݐ)ݑܦ
(II.1)

Le signal de commande du système (autrement dit l’écart) doit être construit en

soustrayant au signal de consigne un signal qui dépend du vecteur d’état. Ce vecteur d’état

étant composé de ݊ signaux ⋯,(ݐ)ଶݔ,(ݐ)ଵݔ ,(ݐ)௡ݔ, on le multipliant par un vecteur ligne (ܭ)

appelé vecteur de gain pour pouvoir effectuer cette soustraction, on a alors :

ܭ = ൣ݇ ଵ, ଶ݇,⋯, ௡݇൧ (II.2)

Figure (II.3) : bouclage du système par un vecteur du gain.
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Les équations du système en boucle fermée sont :

ቐ

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݎ − (ݐ)ݔܭ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ + (ݐ)ݑܦ
(II.3)

L’équation d’état du système en boucle fermée s’écrit comme suit :

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݎ]ܤ − [(ݐ)ݔܭ = −ܣ] (ݐ)ݔ[ܭܤ + (ݐ)ݎܤ

Donc :

(ݐ)ݔ̇ = −ܣ] (ݐ)ݔ[ܭܤ + (ݐ)ݎܤ (II.4)

Par conséquent, la matrice d’état du système en boucle fermée vaut : −ܣ) (ܭܤ

La dynamique du système bouclé est donc fixée par les valeurs propres de la matrice

d’état du système en boucle fermée −ܣ) ,(ܭܤ ces valeurs propres sont les racines de

l’équation caractéristique :

det൫ܲ −ܫ −ܣ) =൯(ܭܤ 0 (II.5)

II.3 Calcul de la loi de commande

II.3.1 Le cas d’un système sous la forme commandable [2]

Un système linéaire à temps invariant mis sous forme compagne commandable donné

par :

(ݐ)ݔ̇ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1
⋱ ⋱

⋱ ⋱
0 1

− ଵܽ … − ௜ܽ … − ௡ܽ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

(ݐ)ݔ +

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
0
⋮
⋮
0
1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

(ݐ)ݑ (II.6)
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L’objectif c’est de calculer la matrice de dimension (1 × )݊, ܭ = [ ଵ݇, ଶ݇, … , ௡݇ ]

de retour d’état telle que la matrice −ܣ ܭܤ ait comme valeurs propres ,ଵߣ) λଶ, … , (௡ߣ

−ܣ ܭܤ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

0 1
⋱ ⋱

⋱ ⋱
0 1

− ଵܽ− ଵ݇ … − ௜ܽ− ௜݇ … − ௡ܽ − ௡݇⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

(II.7)

La dynamique désirée en boucle fermée est caractérisée par les pôles désirés en boucle

fermée sont : ,ଵߣ λଶ, … , .௡ߣ

Le polynôme caractéristique en boucle fermée :

(݌)஻ிܨ = ∏ −݌) (௜ߣ
௡
௜ୀଵ = ௡݌ + ݌௡ିଵܤ

௡ିଵ + ⋯+ +݌ଵܤ ଴ܤ (II.8)

Le polynôme caractéristique de la matrice d’état en boucle fermée est :

(݌)(஺ି஻௄)ܨ = ݀ −ܫ݌]ݐ݁ −ܣ) [(ܭܤ (II.9)

= ௡݌ + ( ௡ܽ + ௡݇)݌௡ିଵ + ⋯+ ( ଶܽ + ଶ݇)݌+ ( ଵܽ + ଵ݇)

(݌)(஺ି஻௄)ܨ = (݌)஻ிܨ ⇒ ൞

௡ܽ + ௡݇ = ௡ିଵܤ
⋮

ଶܽ + ଶ݇ = ଵܤ
ଵܽ + ଵ݇ = ଴ܤ

⇒ ൞

௡݇ = −௡ିଵܤ ௡ܽ

⋮

ଶ݇ = −ଵܤ ଶܽ

ଵ݇ = −଴ܤ ଵܽ

(II.10)

La valeur du gain du retour d’état :

ܭ = −଴ܤ] ଵܽ,ܤଵ− ଶܽ, … −௡ିଵܤ, ௡ܽ] (II.11)

La loi de commande s’écrit dans ce cas comme suit :

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݎ − (ݐ)ݔܭ (II.12)

= (ݐ)ݎ − −଴ܤ] ଵܽ,ܤଵ− ଶܽ, … −௡ିଵܤ, ௡ܽ]൦

ଵݔ
ଶݔ
⋮
௡ݔ

൪

= (ݐ)ݎ − −଴ܤ)] ଵܽ)ݔଵ + −ଵܤ) ଶܽ)ݔଶ + ⋯+ −௡ିଵܤ) ௡ܽ)ݔ௡]

= (ݐ)ݎ + ( ଵܽ− ଵݔ(଴ܤ + ( ଶܽ− ଶݔ(ଵܤ + ⋯+ ( ௡ܽ − ௡ݔ(௡ିଵܤ (II.13)
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II.3.1.1 Exemple

Soit le système décrit par les équations d’état suivantes :

൝
(ݐ)ݔ̇ = ቂ

0 1
0 −2

ቃ(ݐ)ݔ + ቂ
0
1
ቃ(ݐ)ݑ

(ݐ)ݕ = [1 (ݐ)ݔ[0
(II.14)

Le système est commandable car il est sous la forme commandable.

Les pôles désirés en boucle fermée ଵߣ: = −2 − ଶߣ,3√2݆ = −2 + 2݆√3,

(݌)஻ிܨ = ൫݌+ 2 + 2݆√3൯൫݌+ 2 − 2݆√3൯= ଶ݌ + +݌4 16 (II.15)

Le polynôme caractéristique de la matrice d’état en boucle fermée est:

(݌)(஺ି஻௄)ܨ = ݀ −ܫ݌]ݐ݁ −ܣ) [(ܭܤ = ݀ ቂ݌ቈݐ݁
1 0
0 1

ቃ− ൤
0 1

−4 ଵ݇ −2 − 4 ଶ݇
൨቉

= ଶ݌ + (2 + 4 ଶ݇)݌+ 4 ଵ݇ (II.16)

(݌)(஺ି஻௄)ܨ = (݌)஻ிܨ ⇒ ଶ݌ + (2 + 4 ଶ݇)݌+ 4 ଵ݇ = ଶ݌ + +݌4 16 (II.17)

Par identification :

൜
2 + 4 ଶ݇ = 4
4 ଵ݇ = 16

⇒ ൜ ଵ݇ = 4

ଶ݇ = 0.5
(II.18)

La commande est :

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݎ − [4 0.5]ቂ
ଵݔ
ଶݔ
ቃ (II.19)

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݎ − −ଵݔ4 ଶݔ0.5

II. 3. 2 Cas d’un système sous la forme quelconque [2]

Soit le système décrit par les équations d’état suivant :

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ
(II.20)
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Si le système est commandable on peut le mettre sous la forme canonique de

commandabilité suivante :

൜
(ݐ)஼ݔ̇ = (ݐ)஼ݔ஼ܣ + (ݐ)ݑ஼ܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)஼ݔ஼ܥ
(II.21)

Avec :

⎩
⎨

⎧
஼ܣ = ଵିܲܣܲ

஼ܤ = ܤܲ

஼ܥ = ଵିܲܥ

஼ݔ = ݔܲ

(II.22)

ܲ ∶ matrice de passage d’une représentation quelconque commandable à sa forme

canonique de commandabilité.

Le calcul de ܲ est donnée par :

ܲ = ൦

ݍ
ܣݍ
⋮

௡ିଵܣݍ
൪ (II.23)

Avec ݍ c’est la dernière ligne de ࣝିଵ qui est trouvé à partir de l’inverse de la matrice

de commandabilité

La commande dans l’espace d’état est défini par les nouvelles variables ஼ݔ par :

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݎ − (ݐ)ݔܭ

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݎ − (ݐ)஼ݔଵିܲܭ

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݎ − (ݐ)஼ݔ஼ܭ
(II .24)

Avec :

൜
஼ܭ = ଵିܲܭ

ܭ = ஼ܲܭ
(II.25)

II.3.2.1 Exemple : soit le système suivant :

(ݐ)ݔ̇ = ൥
−1 0 0
0 −2 0
0 0 3

൩(ݐ)ݔ + ൥
1
−1
−1

൩(ݐ)ݑ (II.26)
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 l’objectif est de calculer la commande par retour d’état qui place les pôles

à: {−4, −3, −5}

La matrice de commandabilité est :

ࣝ = ܤ] ܤܣ [ܤଶܣ = ൥
1 −1 1
−1 2 −4
−1 −3 −9

൩ (II.27)

Le ݎܽ ݊݃(ࣝ) = 3 donc le système est complètement commandable, il peut être stabilisé

par le retour d’état.

La forme canonique commandable est obtenue comme suit :

ࣝିଵ = ൥
1.5 0.5 −0.1

0.25 0.4 −0.15
0.25 −0.2 −0.05

൩
ݍ

(II.28)

ܲ = ൥

ݍ
ܣݍ

ଶܣݍ
൩= ൥

0.25 −0.2 −0.05
0.25 0.4 −0.15
−0.25 −0.8 −0.45

൩ (II.29)

஼ܣ = ଵିܲܣܲ = ൥
0 1 0
0 0 1
6 7 0

൩; ஼ܤ = ܤܲ = ൥
0
0
1
൩ (II.30)

Les valeurs propres du système en boucle ouverte sont : {−1,−2, 3}.

Le polynôme caractéristique en boucle ouverte est :

Δ(ߣ) = det(ܫߣ− (ܣ = +ߣ) +ߣ)(1 −ߣ)(2 3) = −ଷߣ −ߣ7 6

= ଷߣ + ߣଵߙ
ଶ + +ߣଶߙ ଷߙ (II.31)

ݒ݁ܽ ܿ൝
ଵߙ = 0
ଶߙ = −7
ଷߙ = −6

(II.32)

Le polynôme caractéristique en boucle fermée est :

Δ(ߣ)തതതതതത= +ߣ) +ߣ)(4 +ߣ)(3 5)

ଷߣ= + ଶߣ12 + +ߣ47 60

= ଷߣ + ߣതଵߙ
ଶ + +ߣതଶߙ തଷߙ (II.33)
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Les coefficients du polynôme caractéristique en boucle fermée sont :

൝
തଵߙ = 12
തଶߙ = 47
തଷߙ = 60

(II.34)

Le gain du retour d’état :

஼ܭ = −തଷߙ] ଷߙ −തଶߙ ଶߙ −തଵߙ [ଵߙ (II.35)

஼ܭ = [66 54 12] (II.36)

ܭ = ஼ܲܭ = [66 54 12]൥
0.25 −0.2 −0.05
0.25 0.4 −0.15
−0.25 −0.8 −0.45

൩= [6 1.2 16.8]

ܭ = [6 1.2 16.8] (II.37)

La commande du retour d’état dans la base originale est :

(ݐ)ݑ = (ݐ)ݎ − (ݐ)ଵݔ6 − (ݐ)ଶݔ1.2 − (ݐ)ଷݔ16.8 (II.38)

II. 3. 3 Formule d’ACKERMAN [1]

Elle donne directement l’expression de la matrice de retour d’état

ܭ = −[0 … 0 ଵି[(ܤ,ܣ)ܥ][1 ிܲ஻(ܣ) (II.39)

Avec :

஻ܲி(ܣ) = ௡ܣ + ܣ௡ିଵܤ
௡ିଵ + ⋯+ +ܣଵܤ ܫ଴ܤ (II.40)

 pour appliquer la formule d’ACKERMAN on va suivre l’algorithme suivant :

 vérifier la commandabilité de paire (ܤ,ܣ) .

 choisir les pôles désirés en boucle fermée.

 calculer le polynôme caractéristique en boucle fermée à partir de ces pôles

஻ܲி(݌) = ∏ −݌) (௜ߣ = ௡݌ + ݌௡ିଵܤ
௡ିଵ + ⋯+ +݌ଵߣߣܤ ଴ܤ

௡
௜ୀଵ .

 en déduire ஻ܲி(ܣ) .

 appliquer la formule d’ACKERMAN (II.39).
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II.3.3.1 Exemple

Soit le système suivant :

(ݐ)ݔ̇ = ൥
−1 0 0
0 −2 0
0 0 3

൩(ݐ)ݔ + ൥
1
−1
−1

൩(ݐ)ݑ (II.41)

Les pôles désires en boucle fermée sont :

{−4,−3,−5} (II.42)

Le polynôme caractéristique en boucle fermée est :

Δ(ߣ) = +ߣ) +ߣ)(4 +ߣ)(3 5) = ଷߣ + ଶߣ12 + +ߣ47 60 (II.43)

Δ(ܣ) = ଷܣ + ଶܣ12 + ܣ47 + =ܫ60 ൥
24 0 0
0 6 0
0 0 336

൩ (II.44)

La matrice de commandabilité est :

ࣝ = ൥
1 −1 1
−1 2 −4
−1 −3 −9

൩ (II.45)

ݎܽ ݊݃(ࣝ) = 3

Le système est complètement commandable.

ࣝିଵ = ൥
1.5 0.6 −0.1

−0.25 0.4 −0.15
−0.25 −0.2 −0.05

൩ (II.46)

ܭ = −[0 0 1] × ࣝିଵ × Δ(ܣ) = [6 1.2 16.8] (II.47)

II. 4 Commande d’une machine à courant continu par placement de pôles

L’objectif est de maintenir la vitesse de la machine à courant continu à une valeur désire

on plaçant les pôles à des valeurs bien choisies et à des valeurs numérique des paramètres de

la machine qui sont :

 ܴ = 4.63Ω ∶Résistance de l’induit.

 =ܮ 0.0273 ℎ : Inductance d’induit.

 ݂= 0.0012 ܭ
ൗݏ ∶ Coefficient de frottement.

 =ܬ ܭ0.051 .݃.݉ ଶ : Moment d’inertie de l’axe de rotor.

 ௖ܭ = 0.58 : Constante de construction du moteur.

 ܷ௔ = 180ܸ : Tension d’induit.
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Après la simulation on à obtenu le graphe suivant :

Figure (2.4) : reponse indicielle du système en boucle fermée.

II.4.1 Interprétation de graphe

Pour un placement de pôle bien choisi on voit que la réponse du système se stabilise à

une valeur de la vitesse qui est 180tr/min et avec une rapidité et ça pour un placement des

pôles bien choisi qui est{−2,−5}.

II.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre le principe de la commande par placement de

pôles pour les systèmes monovariable qui est un aspect ultime de l’étude des systèmes

linéaires. Nous avons calculé la loi de commande pour un système qui est sous la forme

compagne commandable pour la commande, et pour un système qui est sous forme

quelconque. On a utilisé le principe d’Ackerman qui nous donne directement l’expression du

gain ce qui nous donne aussi directement l’expression de la commande, à la fin on a illustrer

dans ce chapitre un exemple de la commande d’une machine à courant continu.
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III.1 Introduction

La notion de placement de pôles joue un rôle judicieux pour la commande des systèmes

linéaires. Pour un système monovariable le problème du placement de pôles par retour d’état

consiste à déterminer la matrice du gain. Un tel problème a été largement abordé dans le cadre

de l’étude des systèmes monovariables. Pour ce dernier, le vecteur de retour d’état comporte

݊ composantes et comme il s’agit de placer ݊ poles, il n’éxiste aucun degré de liberté

supplémentaire. La solution est donc unique.

Dans le cas des systèmes multivariables, la matrice du gain est ܭ ∈ ܴ௠ ×௡ comporte

donc ݉ × ݊ composantes. La commande pour les systèmes multivariables n’est pas unique, il

existe en effet une infinité de solutions qui peuvent avoir des propriétés différentes et pour le

calcul de la commande multivariable on utilise plusieurs approches et techniques présentées

dans ce qui suit.

III.2 Placement de pôles pour les systèmes multivariables

Dans le cas général multivariable, il existe plusieurs approches et méthodes différentes

pour la détermination de la valeur du gain du retour d’état :

III.2.1 METHODE 1 : Réduction au cas monovariable [8]

On considère le système suivant :

൜
(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ

(ݐ)ݕ = (ݐ)ݔܥ
(III.1)

Les deux matrices : ଴ܨ matrice réelle (݉ × )݊ et ℎ଴ une matrice colonne de dimension

(݉ × 1).On considère également le système à une entrée :

൜
=ݔ̇ +ܣ) +ݔ(଴ܨܾ ݑℎ଴ܤ
=ݕ ݔܥ

(III.2)

Ou encore :

൜
=ݔ̇ +ݔ଴ܣ ଴ܾݑ
=ݕ ݔܥ

(III.3)

Avec :

൜
଴ܣ = ܣ + ଴ܨܤ
଴ܾ = ℎ଴ܤ

(III.4)
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La paire de matrices ,଴ܣ) ଴ܾ) est commandable pour toutes les matrices ଴ܨ et ℎ଴ et on

peut choisir quasi arbitrairement les matrices ଴ܨ et ℎ଴.

Dans un premier temps on résout le problème de placement de pôles pour le système

monovariable décrit en (III.3) puis on revient au système initial (III.1) et on détermine le gain

du retour d’état.

La matrice relative au système décrit par la relation (III.3) est ோܣ tel que :

ோܣ = −଴ܣ ଴ܾ݇
் = ܣ + −଴ܨܤ ℎ଴݇ܤ

்

= ܣ + −଴ܨ)ܤ ℎ଴݇
்) = −ܣ ℎ଴݇)ܤ

் − (଴ܨ

ோܣ = −ܣ ℎ଴݇)ܤ
் − (଴ܨ (III.5)

:݇ gain du retour d’état monovariable de dimension(1 × )݊.

On vient ainsi de définir une matrice ܭ qui place les pôles par le retour d’état :

ܭ = ℎ଴݇
் − ଴ܨ (III.6)

ܭ : gain du retour d’état multivariable.

Il s’agit bien d’une matrice(݉ × )݊, l’algorithme permettant de placer les pôles par retour

d’état du système (III.1) est le suivant :

L’ensemble de pôles est :

Λ = ,ଶߣ,ଵߣ} … {௡ߣ, (III.7)

 Etape1 : on choisit arbitrairement les matrices : ଴ܨ matrice(݉ × )݊ ℎ଴ݐ݁ matrice

colonne(݉ × 1).

 Etape2 : on calcule les matrices :

଴ܣ = +ܣ ଴ܨܤ

଴ܾ = ℎ଴ܤ

 Etape3 : on vérifie que la paire ,଴ܣ) ଴ܾ) est commandable et dans le cas contraire on

revient à l’étape 1.

 Etape4 : avec les matrices ,଴ܣ) ଴ܾ) et l’ensemble ,ଶߣ,ଵߣ} … {௡ߣ, on résout un

problème monovariable de placement de pôles décrit dans le chapire 2. Le résultat est

le gain du retour d’état ்݇.

 Etape5 : le gain du retour d’état pour le système (III.1) est calculé comme suit :

ܭ = ℎ଴݇
் − ଴ܨ
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III.2.1.1 Exemple

Soit le système multivariable décrit en (III.1) :

ܣ = ൥
1 0 1
0 2 0
0 0 5

൩ ; ܤ = ൥
1 0
−1 0
1 1

൩ (III.8)

Le système est instable, puisque le spectre de la matrice ܣ est :

(ܣ)ߣ = {1, 2, 5} (III.9)

Cependant, le système est commandable, puisque la matrice de commandabilité est de

rang maximal ligne :

ݎܽ ܴ݊݃ = ݎܽ ܤ]݃݊ ܤܣ [ܤଶܣ = ݎܽ ݊݃൥
1 0 2 1 7 6
−1 0 −2 0 −4 0
1 1 5 5 25 25

൩= 3 (III.10)

On peut donc le stabiliser par placement des pôles et on peut imposer, par exemple, les

pôles suivants :

(ܣ)ߪ = {−1,−1,−1} (III.11)

On exécutant l’algorithme précédant :

 On choisit arbitrairement les matrices ଴ܨ et ℎ଴ :

଴ܨ matrice (2 × 3) et ℎ଴ matrice colonne (2 × 1)

଴ܨ = ቂ
1 1 1
1 1 1

ቃ ; ℎ଴ = ቂ
1
1
ቃ (III.12)

 On calcule les matrices ଴ܣ et ଴ܾ :

଴ܣ = +ܣ ଴ܨܤ = ൥
2 1 2
−1 1 −1
2 2 7

൩ ; ଴ܾ = ℎ଴ܤ = ൥
1
−1
2
൩ (III.13)



Chapitre III Placement de pôle d’un système multivariable

39

 On vérifie que la paire ,଴ܣ) ଴ܾ) est commandable

On calcule la matrice de commandabilité ܴ଴ :

R଴ = [b଴ A଴b଴ A଴
ଶb଴] = ൥

1 5 34
−1 −4 −23
2 14 100

൩ (III.14)

ݎܽ ݊݃( ܴ଴) = 3

Le placement de pôles est donc possible, puisque la paire ,଴ܣ) ଴ܾ) est commandable.

 on entre maintenant dans la procédure de placement de pôles monovariable avec les

données : ,଴ܣ ଴ܾ et Ʌ = {−1,−1,−1}

Le polynôme caractéristique de la matrice ଴ܣ est :

஺ܲబ
(ߣ) = −ଷߣ ଶߣ10 + −ߣ22 15 (III.15)

On peut donc définir les coefficients :

଴ܽ = −15; ଵܽ = 22; ଶܽ = −10 (III.16)

Le polynôme caractéristique imposé est :

஺ܲೃ
(ߣ) = +ߣ) 1)ଷ = ଷߣ + ଶߣ3 + +ߣ3 1 (III.17)

Ayant pour coefficients :

଴ܽതതത= 1; ଵܽതതത= 3; ଶܽതതത= 3 (III.18)

 on calcul l’inverse de la matrice de commandabilité ܴ଴
ିଵ :

ܴ଴
ିଵ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵଷ

ଶ
2

ି଻

ସ
ିଽ

ଶ
−2

ଵଵ

ଵଶ
ଵ

ଶ

ଵ

ଷ

ିଵ

ଵଶ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

(III.19)

La dernière ligne de ܴ଴
ିଵest :

்ݍ = ቂ
ଵ

ଶ

ଵ

ଷ

ିଵ

ଵଶ
ቃ (III.20)
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 la matrice de changement de base qui conduit à la forme compagne commandable est :

ܶ = ቎

்ݍ

ܣ்ݍ

ଶܣ்ݍ
቏=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵ

ଶ

ଵ

ଷ

ିଵ

ଵଶ
ଵ

ଶ

ଶ

ଷ

ଵ

ଵଶ
ଵ

ଶ

ସ

ଷ

ଵଵ

ଵଶ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

(III.21)

 le compensateur qui place les pôles désirés du système monovariable est défini par :

்݇ = [ ଴ܽതതത− ଴ܽ ଵܽതതത− ଵܽ ⋯ ௡ܽିଵതതതതതത− ௡ܽିଵ]ܶ (III.22)

C'est-à-dire :

்݇ = [16 − 19 13]

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
ଵ

ଶ

ଵ

ଷ

ିଵ

ଵଶ
ଵ

ଶ

ଶ

ଷ

ଵ

ଵଶ
ଵ

ଶ

ସ

ହ

ଵଵ

ଵଶ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

=[5 10 9] (III.23)

 on calcul enfin le compensateur relatif au système initial :

ܭ = ℎ଴݇
் − ଴ܨ = ቂ

1
1
ቃ[5 10 9] − ቂ

1 1 1
1 1 1

ቃ

ܭ = ቂ
4 9 8
4 9 8

ቃ (III.24)

Cette méthode est très pratique de placement de pôles pour les systèmes multivariables,

elle nous donne l’expression de la commande comme suit : (ݐ)ݑ = (ݐ)ݎ − (ݐ)ݔ݇

Le système multivariable (III.8) possède deux entrée (ݐ)ଵݑ (ݐ)ଶݑݐ݁ d’où leur

expressions sont :

൤
(ݐ)ଵݑ
(ݐ)ଶݑ

൨= ൤
(ݐ)ଵݎ

(ݐ)ଶݎ
൨− ቂ

4 9 8
4 9 8

ቃ቎

(ݐ)ଵݔ

(ݐ)ଶݔ
(ݐ)ଷݔ

቏

൜
(ݐ)ଵݑ = (ݐ)ଵݎ − (ݐ)ଵݔ4 − (ݐ)ଶݔ9 − (ݐ)ଷݔ8

(ݐ)ଶݑ = (ݐ)ଶݎ − (ݐ)ଵݔ4 − (ݐ)ଶݔ9 − (ݐ)ଷݔ8
(III.25)
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III.2.2 METHODE 2 : Méthode de Young & Willems [9]

La procédure proposée par Young et Willems est une technique basée sur le polynôme

caractéristique et s’appliquant pour les pôles simples et multiples.

Soit le système décrit par l’équation (III.1):

Le polynôme caractéristique en boucle fermée est donné comme suit :

(ݏ)݀ = det(ܫݏ− +ܣ (ܭܤ = ௡ݏ + ଵ݀ݏ
௡ିଵ + ⋯+ ௡݀ (III.26)

Avec :

 :ܭ gain du retour d’état.

 ݊ : la dimension du système.

Le polynôme caractéristique en boucle ouverte est donné par :

(ݏܽ) = det(ܫݏ− (ܣ = ௡ݏ + ଵܽݏ
௡ିଵ + ⋯+ ௡ܽ (III.27)

Le gain du retour d’état est donné par la relation suivante :

ܭ = ்݂݃ (III.28)

Avec :

 :݂ une matrice de dimension (݉ × 1) choisi arbitrairement tel que le système ܤ,ܣ} }݂

soit commandable.

 ݉ : nombre d’entrée.

La matrice ݃ est donnée par la relation suivante :

݃ = ௙ܥൣ
்൧
ିଵ
ܺିଵߜ (III.29)

Où

௙ܥ = ݂ܤ] ݂ܤܣ ⋯ ܤ௡ିଵܣ ]݂ (III.30)

௙ܥ : la matrice de commandabilité du pseudo-système mono-entrée ܤ,ܣ} }݂
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L’expression de la Matrice ܺ est donnée comme suit :

ܺ =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡

1 0 0 ⋯ 0

ଵܽ 1 0 ⋯ 0

ଶܽ ଵܽ 1 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ 0

௡ܽିଵ ௡ܽିଶ ⋯ ⋯ 1⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

(III.31)

Et

=ߜ [ ଵ݀− ଵܽ ଶ݀− ଶܽ … ௡݀ − ௡ܽ]் (III.32)

Pour le calcul de la valeur du gain on va suivre l’algorithme suivant :

 Etape1 : calculer la valeur de .(ݏ)݀

 Etape2 : calculer la valeur de .(ݏܽ)

 Etape3 : déduire la valeur de .ߜ

 Etape4 : choisir la valeur de la matrice .݂

 Etape5 : donner les valeurs de ௙ܥ et ܺ.

 Etape6 : calculer ݃.

 Etape7 : donner la valeur du gain ܭ = ்݂݃.

 Etape8 : calculer la commande ݑ = (ݐ)ݎ − .(ݐ)ݔܭ

III.2.2.1 Exemple

Soit un système multivariable continu {ܤ,ܣ} défini par :

ܣ = ൥
0 1 0
0 0 1
4 4 −1

൩ ; ܤ = ൥
1 0
0 0
0 1

൩ (III.33)

Le polynôme caractéristique en boucle ouverte c’est (ݏܽ) tel que :

(ݏܽ) = ଷݏ + −ଶݏ −ݏ4 4 (III.34)

Les pôles désirés sont {−1,−2,−3 } donc le polynôme caractéristique en boucle fermée

est (ݏ)݀ tel que :

(ݏ)݀ = ଷݏ + ଶݏ6 + +ݏ11 6 (III.35)

Les valeurs des coefficients de deux polynômes sont :
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൝
ଵܽ = 1

ଶܽ = −4

ଷܽ = −4
et ൝

ଵ݀ = 6

ଶ݀ = 11

ଷ݀ = 6
(III.36)

On en déduit :

=ߜ [(6 − 1) 11 − (−4) 6 − (−4)]

=ߜ [5 15 10] (III.37)

On choisit ݂= ቂ
1
1
ቃet on vérifie que le système ܤ,ܣ} }݂ est commandable

La matrice ܮ est calculée comme suit :

=ܮ ܣ] ܤ ]݂ = ൥
0 1 0 1
0 0 1 0
4 4 −1 1

൩ (III.38)

Le rang de la matrice ܮ est de 3 dons le système est commandable.

La valeur de ௙ܥ est donnée comme suit :

௙ܥ = ݂ܤ] ܤܣ ܤଷܣ ]݂ = ൥
1 0 1
0 1 3
1 3 1

൩ (III.39)

La valeur de ܺ est :

ܺ = ൥
1 0 0
1 1 0
−4 1 1

൩ (III.40)

Ce qui donne :

்݃ = ቂ
ଵ଴

ଷ
5

ହ

ଷ
ቃ (III.41)

Soit :

ܭ = ቂ
1
1
ቃ× ቂ

ଵ଴

ଷ
5

ହ

ଷ
ቃ=

ହ

ଷ
ቂ
2 3 1
2 3 1

ቃ (III.42)
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L’expression de la commande est : (ݐ)ݑ = (ݐ)ݎ − (ݐ)ݔܭ

ቐ
(ݐ)ଵݑ = (ݐ)ଵݎ −

ଵ଴

ଷ
(ݐ)ଵݔ − (ݐ)ଶݔ5 −

ହ

ଷ
(ݐ)ଷݔ

(ݐ)ଶݑ = (ݐ)ଶݎ −
ଵ଴

ଷ
(ݐ)ଵݔ − (ݐ)ଶݔ5 −

ହ

ଷ
(ݐ)ଷݔ

(III.43)

III.2.3 METHODE 3 : Principe de Becker-Ostertag [10]

Soit un système linéaire invariant décrie en (III.1) qui est supposé commandable.

La matrice ܭ de la loi de commande par retour d’état ݑ = ݔܭ− qui permet de placer les

valeurs propres de ce système vers les valeurs souhaitées =݅,௜ߣ 1, … , (݊݊ c’est la dimension

du système) est donnée par :

ܭ = (ܣ)଴ݍଵିܦܲ (III.44)

Avec :

ܦ = ܴ൦

(௖ܣ)ଵݍܲ
(௖ܣ)ଶݍܲ

⋮
(௖ܣ)௡ݍܲ

൪; ܴ = ܤ] ܤܣ ⋯ [ܤ௡ିଵܣ (III.45)

 ௖ܣ : C’est la matrice du système bouclé choisie sous la forme canonique.

 P : C’est la matrice des paramètres choisie arbitrairement lors de la synthèse d’un

placement de pôles multivariable, avec pour seul restriction que ܦ soit inversible.

 ܴ : La matrice de commandabilité.

(ߣ)଴ݍ = ௡ߣ + ௡ܽିଵߣ
௡ିଵ + ⋯+ ଵܽߣ+ ଴ܽ = −ߣ) −ߣ)(ଵߣ ⋯(ଶߣ −ߣ) (௡ߣ (III.46)

(ߣ)ଵݍ = ௡ିଵߣ + ௡ܽିଵߣ
௡ିଶ + ⋯+ ଶܽߣ+ ଵܽ (III.47)

(ߣ)௜ݍ = +௡ି௜ߣ ௡ܽିଵߣ
௡ି௜ି ଵ + ଵܽߣ+ ௜ܽ (III.48)

⋮

(ߣ)௡ݍ = 1 (III.49)

Pour le calcul de la loi de commande on va suivre l’algorithme suivant :
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 Etape 1 : calculer la matrice de commandabilité R.

 Etape 2 : choisir arbitrairement les paramètres de la matrice ܲ.

 Etape 3 : calculer la matrice .ܦ

 Etape 5 : calculer le gain ܭ si la matrice ܦ est inversible et sinon on revient à l’étape1

 Etape 6 : calculer la commande ݑ = (ݐ)ݎ − .(ݐ)ݔܭ

III.2.3.1 Exemple : Soit le système multivariable suivant :

(ݐ)ݔ̇ = (ݐ)ݔܣ + (ݐ)ݑܤ = ቂ
0 1

−10 −7
ቃ(ݐ)ݔ + ቂ

0.5 0
0 1

ቃ(ݐ)ݑ (III.50)

La matrice de commandabilité est :

ܴ = ቂ
0.5 0 0 1
0 1 −5 −7

ቃ (III.51)

On pose la matrice :

ܲ = ቂ
2 9
3 1

ቃ (III.52)

Maintenant on calcule la matrice ܦ :

Les pôles désirés en boucle fermée sont : {−1,−2}

Le polynôme caractéristique en boucle fermée est :

(ߣ݂) = ( +ߣ +ߣ)(1 2) = ଶߣ + +ߣ3 2 (III.53)

La matrice correspondante au système bouclé mise sous la forme commandable est :

௖ܣ = ቂ
0 1
−2 −3

ቃ (III.53)

(ߣ)଴ݍ = ଶߣ + +ߣ3 2 (III.54)

(ߣ)ଵݍ = +ߣ 3 (III.55)

(ߣ)ଶݍ = 1 (III.56)

Donc :

(ܣ)଴ݍ = ଶܣ + ܣ3 + ଶܫ2 = ቂ
−8 −4
40 20

ቃ (III.57)
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(௖ܣ)ଵݍ = ௖ܣ + ଶܫ3 = ቂ
3 1
−2 0

ቃ (III.58)

(௖ܣ)ଶݍ = ଶܫ = ቂ
1 0
0 1

ቃ (III.59)

La matrice ܦ à pour valeur :

ܦ = ቂ
−3 2
−24 −49

ቃ (III.60)

L’inverse de la matrice ܦ :ݐݏ݁

ଵିܦ = ቂ
−0.2513 −0.0103
0.1231 −0.0154

ቃ (III.61)

La valeur du gain est :

ܭ = ቂ
−11.2 −5.6

3.2 1.6
ቃ (III.62)

La commande est donnée comme suit : (ݐ)ݑ = (ݐ)ݎ − (ݐ)ݔܭ

൜
(ݐ)ଵݑ = (ݐ)ଵݎ + 11.2 (ݐ)ଵݔ + (ݐ)ଶݔ5.6

(ݐ)ଵݑ = (ݐ)ଵݎ − 3.2 (ݐ)ଵݔ − (ݐ)ଶݔ1.6
(III.63)

III.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu les différentes approches et techniques pour le calcul

de la loi de commande pour les systèmes multivariables qui n’est pas unique.

Nous avons exposé la méthode qui est basée sur la réduction du système multivariable

au cas monovariable qui est une méthode très pratique, et on calculant le gain pour ce dernier

et ensuite on revient au système initial, et aussi on a utiliser la méthode basée sur le principe

de Young et Willems, et à la fin on a présenté l’approche de Becker-Ostertag qui est basée

sur le choix de la matrice des paramètres ܲ qui rend la matrice ܦ inversible ce qui preuve la

non unicité de la commande selon le choix de ܲ.
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IV.1 Introduction

Dans le chapitre précedant, une panoplie de méthodes et techniques de placement de

pôles par retour d’état ont été presentées. Ces méthodes sont significative sur le plan théorique

et sur le plan pratique, donc il est judicieux de faire une comparaison entre elle et ça on

utilisant un modèle d’état d’une cuve de mélanges (modèle d’état linéairisé autour de point de

fonctionnement) qui est un système multivariable à deux entrée et deux sorties (en englais

stirred tank).

La simulation du modèle du système en boucle ouverte et le système bouclé par retour

d’état avec le logiciel MATLAB (tracer la réponse indicelle de deux systèmes) va permettre

de déduire la meilleure méthode qui va améliorer les performances du système et ça pour un

placement de pôles donné.

IV.2 Description du système

Une cuve de mélange de figure (IV.1) est alimentée par deux vannes fournissant des

débits volumique variables ܳଵ(ݐ) et ܳଶ(ݐ) qui contiennent des produits dissolus avec des

concentrations ଵܿ et ଶܿ.

Le mélange quitte le bac avec un débit ܳ(t), le brassage étant supposé parfait, la

concentration du produit final est uniforme et égale à .(ݐܿ) Les entrées de la cuve sont les

débits ܳଵ(ݐ) et ܳଶ(ݐ) et les sorties sont la concentration (ݐܿ) et le débit .(ݐ)ܳ

Figure (IV.1): Le mélangeur
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Les deux liquides versés dans la cuve sont concentrés en un produit (ݔ) sont ( ଵܿ)et ( ଶܿ)

les concentrations respectives (nbre de mol/l) sont constants.

 : vannes motorisées (électrovannes).

 ܳଵ(ݐ) et ܳଶ(ݐ) sont les débits.

 (ݐܿ) (ݐ)ܸ et ,(ݐ)ܳ la concentration, le volume et le débit sortant du liquide

mélangé.

L’objectif de la commande est de contrôler la concentration (ݐܿ) et le débit (ݐ)ܳ du

liquide mélangé.

Les entrées de commande qui nous permettent de modifier les grandeurs sont les débits

d’entrées ܳଵ(ݐ) et ܳଶ(ݐ).

Figure (IV.2) : Représentation du système

IV.3 Modélisation (équations de bilan) [2]

Pour une modélisation d’état du système on utilise les équations suivantes :

La variation du volume dans la cuve est donnée comme suit :

ௗ௏(௧)

ௗ௧
= ܳଵ(ݐ) + ܳଶ(ݐ) − (ݐ)ܳ (IV.1)

V(t) : le volume du liquide dans la cuve.

La variation de nombre de moles du mélange dans la cuve est donnée par l’équation

suivante :

ௗ

ௗ௧
[ [(ݐ)ݒ(ݐܿ) = ଵܿܳଵ(ݐ) + ଶܿܳଶ(ݐ) − (ݐ)ܳ(ݐܿ) (IV.2)
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Le débit de la sortie du liquide (ݐ)ܳ est donné en fonction de la hauteur du liquide dans

la cuve par la loi de Bernoulli pour les débits sortants[11]. Il a montré que ce débit est en

relation non linéaire avec la hauteur ℎ(ݐ) (l’existence de la racine carrée) et est donné par

l’équation suivante :

(ݐ)ܳ = (ݐ)ඥℎܭ (IV.3)

Avec

:ܭ C’est une constante expérimentale.

La cuve a une section constante .ܵ

L’équation (IV.3) s’écrite en fonction de ܵ comme suit :

(ݐ)ܳ = ටܭ
௩(௧)

ௌ
(IV.4)

On remplace (ݐ)ܳ par son expression qui est en fonction de ܵ dans l’équation (IV.1)

et on trouve :

ௗ௏(௧)

ௗ௧
= ܳଵ(ݐ) + ܳଶ(ݐ) − ටܭ

௩(௧)

ௌ
(IV.5)

On remplace (ݐ)ܳ par son expression qui est en fonction ܵ de dans l’équation (IV.2) et

on trouve :

ௗ

ௗ௧
[ [(ݐ)ݒ(ݐܿ) = ଵܿܳଵ(ݐ) + ଶܿܳଶ(ݐ) − ටܭܿ

௩(௧)

ௌ
(IV.6)

On obtient un système non linéaire décrit par l’équation (IV.5) et l’équation (IV.6) qu’il

faut linéairiser autour de points de fonctionnement qui sont définis par les valeurs des

grandeurs d’entrées et de sorties à l’état d’équilibre ces dernières sont données pour une

variation nulle.
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IV.4 Linéarisation au point de fonctionnement

Soit le système non linéaire défini par les équations (IV.5) et (IV.6) :

⎩
⎨

⎧
ௗ௏(௧)

ௗ௧
= ܳଵ(ݐ) + ܳଶ(ݐ) − ටܭ

௩(௧)

ௌ

ௗ

ௗ௧
[ [(ݐ)ݒ(ݐܿ) = ଵܿܳଵ(ݐ) + ଶܿܳଶ(ݐ) − ටܭܿ

௩(௧)

ௌ

(IV.7)

Pour une variation nulle on trouve :

൜
ܳଵ଴ + ܳଶ଴− ܳ଴ = 0

ଵܿܳଵ଴ + ଶܿܳଶ଴− ଴ܿܳ଴ = 0
(IV.8)

Le système (IV.8) est le système d’équations écrit à l’état d’équilibre.

Pour l’équation de Bernoulli on à l’équilibre :

ܳ଴ = ටܭ
௩బ

ௌ
(IV.9)

Avec

 ܳଵ଴ : représente la valeur du débit d’entrée ܳଵ(ݐ) à l’état d’équilibre.

 ܳଶ଴ : représente la valeur du débit d’entrée ܳଶ(ݐ) à l’état d’équilibre.

 ܳ଴ : c’est la valeur du débit de la sortie (ݐ)ܳ à l’équilibre.

 ଴ݒ : c’est la valeur du volume (ݐ)ݒ du mélange à l’équilibre.

 ଴ܿ : c’est la concentration (ݐܿ) du mélange à l’équilibre.

IV.4.1 Equations à l’équilibre [3]

Pour les deux débits d’entrée on a:

൜
ܳଵ(ݐ) = ܳଵ଴ + (ݐ)ଵݑ

ܳଶ(ݐ) = ܳଶ଴ + (ݐ)ଶݑ
(IV.10)

Pour le volume du mélange et la concentration du mélange :

൜
(ݐ)ݒ = ଴ݒ + (ݐ)ଷݑ

(ݐܿ) = ଴ܿ + (ݐ)ସݑ
(IV.11)
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Où

 ଴ܿ ∶ la concentration du mélange à l’équilibre.

 (ݐ)ଵݑ : la petite variation du débit d’entrée ܳଵ(ݐ) autour du point d’équilibre.

 :(ݐ)ଶݑ la petite variation du débit d’entrée ܳଶ(ݐ)autour du point d’équilibre.

 (ݐ)ଷݑ : la petite variation du volume (ݐ)ݒ autour du point d’équilibre.

 (ݐ)ସݑ : la petite variation de la concentration ݐܿ) du mélange autour du point

d’équilibre.

On remplace les équations (IV.10) et (IV.11) dans la première équation du système

(IV.7) et on trouve :

ௗ

ௗ௧
଴ݒ) + ((ݐ)ଷݑ = ܳଵ଴ + (ݐ)ଵݑ + ܳଶ଴ + (ݐ)ଶݑ − ටܭ

௩బା௨య(௧)

ௌ
(IV.12)

Donc on obtient :

ௗ

ௗ௧
((ݐ)ଷݑ) = (ݐ)ଵݑ + (ݐ)ଶݑ + ܳଵ଴ + ܳଶ଴− ටܭ

௩బ

ௌ
× ට1 +

௨య(௧)

௩బ
(IV.13)

Avec :

௨య(௧)

௩బ
<<< 1 (IV.14)

On utilisant l’approximation usuelle suivante [12] :

√1 + =ߝ 1 +
ఌ

ଶ
(IV.15)

Où

>>>ߝ 1 (IV.16)

Donc l’équation (IV.13) devient :

ௗ

ௗ௧
((ݐ)ଷݑ) = (ݐ)ଵݑ + (ݐ)ଶݑ + ܳଵ଴ + ܳଶ଴− ටܭ

௩బ

ௌ
× ቀ1 +

௨య(௧)

ଶ௩బ
ቁ (IV.17)

ௗ

ௗ௧
((ݐ)ଷݑ) = (ݐ)ଵݑ + (ݐ)ଶݑ + ܳଵ଴ + ܳଶ଴− ටܭ

௩బ

ௌ
ටܭ−

௩బ

ௌ

௨య(௧)

ଶ௩బ
(IV.18)
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On obtient à la fin :

ௗ

ௗ௧
൫ݑଷ(ݐ)൯= (ݐ)ଵݑ + (ݐ)ଶݑ −

ଵ

ଶ

ொబ

௩బ
(ݐ)ଷݑ (IV.19)

On pose :

௩బ

ொబ
= ߠ (IV.20)

Donc l’équation (IV.19) devient :

ௗ

ௗ௧
൫ݑଷ(ݐ)൯= (ݐ)ଵݑ + (ݐ)ଶݑ −

ଵ

ଶఏ
(ݐ)ଷݑ (IV.21)

On remplace les équations (IV.10) et(IV.11) dans la deuxième équation du système

(IV.7) et on trouve :

ௗ

ௗ௧
൫ൣܿ ଴ + ଴ݒ൯൫(ݐ)ସݑ + =൯൧(ݐ)ଷݑ

ଵܿ൫ܳ ଵ଴ + +൯(ݐ)ଵݑ ଶܿ(ܳଶ଴ + ((ݐ)ଶݑ − ටܭ(ݐܿ)
௩బା௨య(௧)

ௌ
(IV.22)

On obtient par l’utilisation de l’approximation (IV.15) et la notation (IV.20) :

(ݐ)ସݑ଴̇ݒ + ଴ܿ̇ݑଷ(ݐ) = ଵܿݑଵ(ݐ) + ଶܿݑଶ(ݐ)) −
ଵ

ଶ ଴ܿ
ொబ

௩బ
(ݐ)ଷݑ − ܳ଴ݑସ(ݐ) (IV.23)

On remplace (ݐ)ଷݑ̇ par son expression et on trouve :

(ݐ)ସݑ଴̇ݒ + ଴ܿ൬ݑଵ(ݐ) + (ݐ)ଶݑ −
ଵ

ଶఏ
=൰(ݐ)ଷݑ

ଵܿݑଵ(ݐ) + ଶܿݑଶ(ݐ)) −
ଵ

ଶ ଴ܿݑߠଷ(ݐ) − ܳ଴ݑସ(ݐ) (IV.24)

D’où

(ݐ)ସݑ̇ = −
ଵ

ఏ
(ݐ)ସݑ +

௖భି௖బ

௩బ
(ݐ)ଵݑ +

௖భି௖బ

௩బ
(ݐ)ଶݑ (IV.25)

On pose :

(ݐ)ݔ = (ݐ)ଷݑ] ்[(ݐ)ସݑ et (ݐ)ݑ = (ݐ)ଵݑ] ்[(ݐ)ଶݑ (IV.26)
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Les deux sorties sont ଵ(t)ݕ et ଶ(t)ݕ tel que :

ଵ(t)ݕ = Q(t) − Q଴ = ටܭ
௩(௧)

ௌ
ටܭ–

௩బ

ௌ
=

ටܭ
௩బା௨య(௧)

ௌ
ටܭ–

௩బ

ௌ
(IV.27)

L’expression de la sortie ଵ(t)ݕ devient :

ଵ(t)ݕ = Kට
଴ݒ
ܵ
ቀඥݒ଴ + (ݐ)ଷݑ − 1ቁ=

Kට
௩బ

ௌ
൬ට1 +

௨య(௧)

௩బ
− 1൰ (IV.28)

Par l’utilisation de l’approximation (IV.15) on trouve :

ଵ(t)ݕ ≃
ଵ

ଶ

ொబ

௩బ
(ݐ)ଷݑ ≃

ଵ

ଶθ
uଷ(t) (IV.29)

L’expression de la sortie ଶ(t)ݕ est donnée comme suit :

ଶ(t)ݕ = c(t) − c଴ = uସ(t) (IV.30)

On pose :

(ݐ)ݕ = (ݐ)ଵݕ] ்[(ݐ)ଶݕ (IV.31)

Par l’utilisation des équations (IV.21), (IV.25), (IV.29) et (IV.30) on obtient le modèle

d’état suivant :

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
(ݐ)ݔ̇ = ቎

ଵ

ଶθ
0

0
ଵ

θ

቏(ݐ)ݔ + ቈ
1 1

௖భି௖బ

௩బ

௖మି௖బ

௩బ

቉(ݐ)ݑ

(ݐ)ݕ = ቈ
ଵ

ଶθ
0

0 1
቉(ݐ)ݔ

(IV.32)
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IV.4.2 Valeurs numériques

Les valeurs numériques des grandeurs d’entrée et de sorties sont :

⎩
⎪
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎪
⎧
ܳଵ଴ = 0.015݉ ଷ /ݏ

ܳଶ଴ = 0.05݉ ଷ /ݏ

ܳ଴ = 0.02݉ ଷ /ݏ

ଵܿ = ݉ܭ1 ݈݋ ݉ ଷ/

ଶܿ = ݉ܭ2 ݈݋ ݉ ଷ/

଴ܿ = ݉ܭ1.25 ݈݋ ݉ ଷ/

଴ݒ = 1 ݉ ଷ

ߠ = 50 ݏ

(IV.33)

Le modèle d’état (IV.32) devient :

ቐ
(ݐ)ݔ̇ = ቂ

−0.01 0
0 −0.02

ቃ(ݐ)ݔ + ቂ
1 1

−0.25 0.75
ቃ(ݐ)ݑ

(ݐ)ݕ = ቂ
0.01 0

0 1
ቃ(ݐ)ݔ

(IV.34)

IV.5 Etude comparative des trois méthodes du chapitre précédant

IV.5.1 Simulation du système en boucle ouverte

Figure(IV.3) : Réponse indicielle du système en boucle ouverte
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IV.5.2 Interprétation du graphe

La matrice d’état de la cuve des mélanges est ܣ = ቂ
−0.01 0

0 −0.02
ቃce qui donne les

valeurs propres {−0.01 − 0.02} qui sont négatives ce qui justifie que l’ensemble des réponses

sont stables mais le temps de réponse est très élevé pour chaque système.

Pour la sortie ଵ(t)ݕ sa réponse est très lente (temps de réponse égal à 391 pour chaque

entrée appliquée).

Pour la sortie ଶ(t)ݕ sa réponse est lente (temps de réponse égal à196s pour chaque

entrée).

Le système est lent ce qui nécessite un bouclage par retour d’état (un placement de

pôles adéquat) pour rendre le système plus rapide (le temps de réponse très faible pour chaque

réponse du système) et ça en utilisant les différentes méthodes citées en chapitre trois et

choisir parmi elles la meilleur qui nous donne un système plus rapide pour un placement de

pôles donné.

IV.5.3 Simulation du système corrigé

On utilisant le modèle d’état linearisé décrit par les deux équations du système (IV.34),

on va déterminer la valeur du gain du retour d’état en utilisant un programme MATLAB et ça

on utilisant les algorithmes des méthodes citées en chapitre trois et on va choisir le placement

de pôles suivant :

{−12 − 0.26} et ces pôles satisfont les performances de stabilité et de rapidité.

La valeur du gain du retour d’état pour la méthode 1 est : 1ܭ = ቂ
149.975 −575.04
149.875 −575.04

ቃ.

La valeur du gain du retour d’état pour la méthode 2 est : 2ܭ = ቂ
153.7179 −621.66
146.0.321 −590.5816

ቃ.

La valeur du gain du retour d’état pour la méthode 1 est : 3ܭ = ቂ
157.7632 −667.5276
141.9568 −608.9638

ቃ.

On va tracer la réponse indicielle pour le système corrigé (bouclé par retour d’état avec

les différentes valeurs des gains).
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Figure(IV.4) : Réponse indicielle du système corrigé

(Méthode de réduction au cas monovariable)

Figure(IV.5) : Réponse indicielle du système corrigé

(Méthode de Young & Willems)
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Figure(IV.6) : Réponse indicielle du système corrigé

(Méthode de Becker-Ostertag)

IV.5.4 Interprétation des graphes

Les trois graphes montrent les réponses indicielles du système corrigés bouclé par retour
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preuve que les trois réponses obtenues sont stable et rapides vu que le temps de la réponse
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Le graphe(IV.5) : le temps de réponse est 11.6s pour chaque sortie.

Le graphe(IV.6) : le temps de réponse est 15.3s et ça pour chaque sortie et presque le

même pour la réponse du graphe (IV.4).

Donc le graphe (IV.5) montre que la réponse est rapide avec un temps de réponse faible

par rapport aux autres réponses qui est de .ݏ11.6

Ce qui justifie que la méthode du Young &Willems est meilleure.
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IV.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a introduit un système multivariable (cuve des mélanges) qui est

un système possédant deux entrées et deux sorties, nous avons un modèle d’état linearisé par

l’utilisation des équations de bilan et la linéarisation aux points d’équilibres. Une simulation

dans l’environnement MATLAB du système non bouclé montre que celui-ci est stable mais il

est lent (temps du réponse très élevé) ce qui nécessite un placement de pôles qui rend le

système rapide et ça on utilisant les réponses indicielles du système corrigé par l’utilisation

des trois méthodes du chapitre trois et on faisant une comparaison entre elles, ce qui est notre

objectif, ces réponses sont rapide car le temps de réponse est faible, mais la méthode du

Young & Willems est meilleur vu qu’elle donne un temps de réponse plus petit que les autres

et qui est égal à 11.6s.
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Conclusion générale

L’étude présentée dans ce mémoire à pour objectif d’aborder les différentes méthodes

et techniques de commande par placement des pôles utilisées pour les systèmes

multivariables, et qui sont employées en automatique afin de répondre au mieux aux objectifs

de performances souhaitées par l’utilisateur. Les méthodes proposées sont utilisable pour faire

une comparaison entre elles et déduire la meilleur qui répond au exigences de la stabilité et

du rapidité et ça on utilisant un système multivariable à deux entrées et deux sorties, qui est la

cuve du mélanges utilisés dans la plupart des usines du production alimentaire. Après sa

modélisation par une équation d’état linearisée à ces points d’équilibres et tracer la réponse

indicielle du système en boucle ouverte et le système bouclé par retour d’état (utilisation d’un

placement du pôles approprié) pour faire cette comparaison.

Nous somme amenés d’abord à maitriser la notion du variable d’état et les notions du

commandabilité et d’observabilité, et les formes canoniques des systèmes qui sont essentiel

pour l’élaboration d’une loi de la commande par placement des pôles. Ensuite on a donné et

développé les lois du commande par placement des pôles pour les systèmes monovariables et

ça pour les systèmes écrits sous une forme quelconque et sous une forme compagne

commandable et calculer le gain du retour d’état qui nous a aidé à élaborer cette commande.

Le théorème et la formule d’Acherman est aussi utilisée et nous donne d’une façon directe

cette commande. Après trois méthodes pour le calcul de la loi du commande par placement du

pôles pour les systèmes multivariables ont été présentées, et différents algorithmes ont été

développés pour l’élaboration de cette commande par le calcul du gain par retour d’état, tel

que la première méthode est basée sur le calcul de cette commande par réduction du système

multivariable au cas monovariable, calculer le gain de ce dernier et après revenir pour calculer

celui du système multivariable. La deuxième et la troisième méthodes sont basées sur lu

calcul du gain sans sa réduction au cas monovariables.

Enfin on a appliqué tout les méthodes citées en chapitre trois sur un système

multivariable possédant deux entrées et deux sorties (cuve du mélanges), tel que on a donné

un modèle d’état linéairisé, après nous avons tracé la réponse indicielle de ce système qui

nous donne une réponse stable mais très lent. Par un choix approprié des pôles, on a utilisé les

trois méthodes cités auparavant pour la correction du ce système (non bouclé) par un

bouclage par retour d’état, après la simulation du système corrigés, les réponses indicielle
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nous a donné des réponses rapides.la première et la troisième méthode sont presque le mêmes

car elles donnent un temps de réponse 15.1s et 15.3s respectivement. La deuxième méthode

(méthode du Young –Willem) donne un temps de réponse de 11.6s, donc ce qui justifie que

cette dernière est meilleur par son temps de réponse très faible.
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