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Introduction générale

I ntroduction générale

De nos jours, les systemes deviennent de plus en plus complexes. En effet, les besoins
de I'utilisateur sont de plus en plus grands. Nous sommes donc amener a satisfaire ces
exigences en améliorants les performances des systémes qui consistent en rapidité, précision
et lastabilité.

L’automatique fait partie des disciplines scientifique et qui vise a conférer a un
dispositif donné et qui Sintéresse a commander les systémes et les rendre plus fiables et
utilise plusieurs méthodes et techniques qui servent a I’améioration des performances des

systemes et parmi elles la méthode de placement de péles.

Le placement de pbles des systémes multivariables est |la méthode la plus générale pour
la correction des systemes linéaires, la plupart des méthodes de commande (modéle de
référence, commande optimale quadratique a horizon infini, ...) peuvent en effet s'interpréter
aussi comme un placement de pdles. Le principe de cette technique est tres simple et consiste
a concevoir un régulateur, par retour d état, de facon a ce que le systeme en boucle fermée
assure en principe la stabilité, larapidité et la précision et permet d obtenir le comportement

dynamique désiré par un choix approprié des modes du systeme.
Le présent mémoire est organisé en quatre chapitres qui sont résumés comme suit :

Le premier chapitre est consacré a donner quelques généralités sur la notion de
variables d' état, et présenter les formes canoniques pour les systemes monovariables et pour
les systémes multivariables. On introduit aussi la notion de commandabilité et d’ observabilité

qui sont important pour la vérification de I’ existence de la commande.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons la technique de placement de pdles pour
les systemes monovariables qui sont sous la forme commandable et sous la forme
guelconque, et on finissant ce chapitre en donnant la formule d’ Ackerman qui nous donne

directement I’ expression de la commande €t ca en s appuyant sur quel ques exemples.

Dans le troisieme chapitre, nous donnons les différentes méthodes et procédures de
placement de poles pour les systémes multivariables qui sont efficaces, permettant de

répondre a la plupart des problémes de placement de pbles et de nombreux exemples

Y



Introduction générale

numeériques sont donnés afin d'illustrer les développements théoriques ains que les
algorithmes proposés.

Dans le dernier chapitre, nous présentons un systéme multivariable ayant deux entrées
et deux sorties qui est la cuve de mélanges(en anglais stirred tank), aprés la modélisation de
ce systéme en espace d’ état et sa linéarisation aux points de fonctionnement, nous faisons une
comparaison entre les méthodes citées dans le chapitre trois et ¢a avec la simulation sur
MATLAB du systéme en boucle ouverte et le systéme bouclé par retour d'état (le systéme

corrigeé).

)



Chapitre | Généralités sur les systemes monovariables et multivariables

.1 introduction

Les théories de commande avancées sont basées complétement sur la modéisation
moderne sous la forme des variables d' état [1]. La représentation d’ état des systemes est un
outil puissant permettant de modéiser le fonctionnement des systemes linéaires
monovariables et multivariable. Nous allons définir ces deux systemes et présenter les formes
canoniques pour les deux cas et ainsi nous introduisons les notions du commandabilité et
d observabilité [2].

.2 Variables d’ état d’un systéme dynamique [1]

On définit I’ état d’un systéme al’instant t, comme I'information sur le passé nécessaire
et suffisant pour déterminer I’ évolution ultérieur du systéme quand on connait, pour t>to, les
signaux d’entrée et les équations du systeme. Plus généralement, les variables d état dans les
systemes physiques sont les éléments aptes & emmagasiner de I'énergie sous la forme

cinétique ou potentiel : inductances, capacités, masses, ressorts.

[.2.1 Exemple: considérant I'exemple de la figure(l.1) décrit par les équations

différentielles suivantes :

(1(t) = (R, + RpI(t) + Lo+ v(t)
i(t) = c =2 (I-1)
y(t) = Ryi(t) +v(t)

—— A— TN

it L A

R
R §
-+
uew O TC . y(t)
v(t) S

Figure(l.1) : Exemple d’ un systéeme éectrique.

Dans le cas de cet exemple I'information nécessaire est suffisante pour résoudre le
systeme d' équation (1.1) est liées aux conditions initiale i(t,) et v(t,). Par conséguent un
ensemble possible de variables d' état est : x(t) = [i(t), v(t)]7, ol x(t) est vecteur d’ état.
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[.2.2 Définition du vecteur d’état [1]

Un vecteur d' éat est un ensemble minimal de variables d' état, ¢’ est-a-dire de grandeurs
temporelles nécessaires et suffisantes pour déterminer I’ évolution future d’ un systeme quand
on connait les équations qui décrivent le fonctionnement du systeme et les entrées de ce

systeme.

Dans ce qui suit, I’ é&at d’ un systéme et en générale représenté par un vecteur d’ éat qui

seranoté :

x(t) = [x1(t) x2(8) -+ x, (O] (1.2)

Le nombre n de composantes correspond au degré de complexité du systéme. 1l définit

I’ ordre du systéme.
.2.3 Remarque[1]

— Le vecteur d éat n'est pas unique : il y a méme une infinité de choix possible
sur notre exemple (figure(l.1)), [i(t) Z—i]T est un autre vecteur d' éat possible.

— Lesvariables d états sont généralement choisies pour leur signification physique
et/ou leur simplicité dans les équations d’ évolution qui leur sont associ ées.

— Onpasse d’ un vecteur d’ état a un autre par simple changement de base.

.3 Equationsd’état [3]

Lorsgqu’un systeme est modélisé sous la forme d une représentation d’ état, on montre
gu'il est faisable d'exprimer I'éat du systéme a un instant donné en fonction du signal
d’ entrée a ce méme instant et en fonction de son « passé », autrement dit, de son éat
précédente. Comme nous avons affaire a des variables continues dans le temps, la notion
d’ état précédent n'existe pas vrament. En revanche, ce concept est a rapprocher de

I’ évolution du systeme.
Laforme généralisée des équations de systeme sous forme d’ état est :

{ x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.3
y(®) = Cx(t) + Du(t) |

]
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Tel que:

X(t) : vecteur d’ état du systéeme de dimension n.

u(t) : vecteur d entrée ou vecteur de commande du systeme de dimension |.

y(t) : vecteur de sortie du systéme de dimension m.

— A:matrice d' état du systéme de dimension n X n.

I
w

: matrice d’ entrée ou de commande du systeme de dimension n X .
— C: matrice de sortie du systéme de dimension m x n.

— D : matrice de transmission directe du systéme de dimension m x |.

D’une maniere générale |’ équation (1.3) est donnée comme suit :

%1 (t)] 1211 Q12 o Qupq[x(O)] [b11 b1z .o byr Wi
X, (1) A1 Gz - Gan||x,(0) by1 bz . by|| U2
=] . . T S . I . (1.4)
_J'Cn(t)_ N Ldn1  don - ajm— _xn(t)_ by by . by Al ()
~ - iy SN
x(t) A x(t) B u(t)
y1(®)] €11 €12 - Ciaq[x1 ()] [dir diz o dy[ua(0)
y2(t) C21 Ca2 Con xz(t) d21 dzz le uz(t)
= . . . A N ) ) ) (1.5)
_ym(t)_ \-le sz Cmn}— _xn(t)_ —\dml dmz dmb_ _ul(t)_
Y ~—
y(t) C x(t) D u(t)

[.3.1 Exemple : Reprenons notre exemple de la figure (1.1), le systéme d équations (1.1)

peut s écrire sous laforme matricielle suivante :

|~

i(t)

( © ~(Ri+Ry) 1
ali(t I
o 0 = i S + u(t)
3 c v(t) 0 (1.6)
i(t)
\Y(t) = [R; 1][

v(t)
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.4 Passage d’unereprésentation d’état versunefonction detransfere[7]

On considére un systeme LTI (linéaire atemps invariant) décrit par |’ éguation (1.3) :

On se restreint au cas d’un systeme a une entrée et une sortie. Exprimons la fonction de

transfert G(p) du systeme en fonction des matrices A, B, C et D.

_Y®
G0 =305 (17)

Dans le cas des systémes multi-entrées multi-sorties (systeme MIMO), G(p) est une

matrice des fonctions de transfert entre une entrée et une sortie.

Par exemple :

Gij(p) = —Z;((Z)) (1.8)

En prenant les T.L. (Transformée de Laplace) des éguations d’ états et de sortie, on

obtient :
{pX (p) = AX(p) + BU(p) (19)
Y(p) = CX(p) + DU(p) '
En supposant des conditions initiales nulles.
{X(p) = (pI, — A)"'BU(p) (1.10)
Y(p) = C[(pl, — A)7'BlU(p) + DU(p) = [C(pl, — A)"*B + D]U(p)
Finaement :
G(p) = % = C[(pl,, — A)~'B] + D (1.11)
Avec |n lamatrice identité de dimension n.
L’inverse d’ une matrice est obtenue par :
_ -1 _ adj(plp—A)
(pl —A)~ = et A) (1.12)
On substituant al’inverse sa définition, il devient :
_ Y _ adj(ply—A)
cp)=;5=c [det(pln)—A)B] +D (1.13)
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I.4.1 Exemplel: onconsidérelesystéme LTI représenté par les équations :
wo =19, Llxo+[Jue; yo =1 oxw (1.14)

Lamatrice (pln— A) dans cet exemple devient :

(plz—A)—[lo P+ 1 (1.15)

Et son inverse est calculé par :

p+7 1

_ -1 _ adj(plp—4) _ |-10 p
(plz A) - det(plp— A) "~ p2+7p+10 (|'16)

Lafonction detransfert est donc donnée par :

y p+7 1][0] L
G(p) = 2 = C[(pl, — A)"'B] = — 2P

U®) p2+7p+10 T p2+7p+10

(1.17)

A partir de cet exemple, nous observons bien que le déterminant de la matrice (pl2 - A)
est égal au polyndbme du dénominateur de G(p). C’ est—a-dire que les pbles de la fonction de
transfert correspondent aux zéros de det (pln — A) qui est aussi |e polynéme caractéristique de
lamatriced état A.

[.4.2 Exemple 2 : on considére maintenant un systéme multivariable donné par :

() = —20 _17]x(t)+[0(')5 (l)]u(t)

(1.18)
)
y© =[, 1]*®
Lafonction du transfert pour ce casest :
1 7
o) [1 0] p+7 1[0.5 o] 2Pt3 1
p 0 1il-10 p U _ |p2+7p+10 p2+7p+10
CP) = =T e =T ! (1.19)

p2+7p+10 p2+7p+10
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.5 Représentations usuelles des systemes

Il existe plusieurs réalisations de forme compagne qui peuvent étre facilement obtenues
a partir de la fonction de transfert et ¢a pour des systémes monovariables et des systemes

multivariables.
[.5.1 Casd’un systeme monovariable

Un systeme monovariable est un systéme possédant une seule entrée et une seule sortie

[6].

Systéme

u(t) ———>f ,
monovariable

—> (1)

Figure(l.2) : Représentation d’un systéme monovariable.

[.5.1.1 Représentation compagne commandable [2]

Considérant un systeme décrit par safonction de transfert :

_N®) _ bmp™+bym_1p™ ' +-+b1p+by
G(p) T D) anpp+ag—p"l+-+aiptag Avecm <n (1.20)

Choisissons a,, = 1, le systéme de la forme compagne pour la commande est vu comme
une mise en série d’intégrateurs purs. La figure(l.3) montre |a représentation schéematique du

systeme décrit par lafonction du transfert (1.20).

do *

I

Ay-2

=

7 P

xX(1) y()
> I " bﬁ
X (1

X7 (f ) },
“m

Figure (1.3) : Représentation compagne commandable.
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Les équations d’ état se déduisent naturellement de cette représentation :

( X1=X>
Xp—X3
. _ (1.22)
Xpn-1 = Xp
Xp = —QoX1 — A1 Xy — =+ — Au_1Xp, T U
\ y = b0x1 + b1x2 + -+ bmxm+1

La représentation d’ éat obtenue est dite sous forme compagne pour la commande; elle

S écrit (S m < n) comme suit :

0 1 0 0 0
PELERE
D'oir: $x<t>=[5 - : JWH[;)J“@ (122
L 4y —ag o e —ay g 1
y(@) =1[bg by -+ - bpq]x(t)

Cette forme de représentation est appel ée forme compagne car la matrice de commande
du systéme contient, en une seule ligne, I’ensemble des coefficients du dénominateur de la
fonction de transfert. Elle est dite commandable car, bien que seule la variable x,, soit
directement affectée par le signal d entrée, toutes les variables d’ état s en trouvent influencées
par intégrations successives. Si un systéme est completement commandable, alors on peut le

mettre sous forme compagne commandable.
1.5.1.2 Représentation compagne observable [2]

La représentation compagne observable peut étre mise en évidence a partir de la forme
de G (p) décrit en (1.20).

On peut écrire le systéme décrit par safonction du transfert sous la représentation d’ état
suivante :

( 561 = —QgXp + bou(t)
5(2 = X1 —a1XxXy + blu(t)

{ Xms1 = Xm — AQmXp + bpu(t) (1.23)

Xn = Xp—1 — Qp-1Xn
\ y(t) = Xn

)
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La figure (1.4) montre la représentation schématique du systéme décrit par sa forme

compagne observable :

u(t)
br’:‘ bm
I X1 Xn -
()
dp e (T e [ ¥

Figure(1.4) : Représentation d’ état du systeme sous forme compagne observable.

Les équations d’ état se déduisent naturellement de cette représentation :

p 0 -« - 0 —ag b,
[1 0 - 0 —al] [ : ]
Dol - Jx®) = I? 1 0 [x(t) +[ b?” ]u(t) (1.24)
0 - 0 1 —a,, b1
\y@=1[0 - - 0 1]x(®)

Cette forme de représentation est appel ée forme compagne observable car, le fait que la
matrice de commande du systéme contient en une seule colonne I’ ensemble des coefficients
du dénominateur de la fonction de transfert, on remarque que la sortie de ce systeme est égale
ax, €t quiestparintégrations successives influencée par toutes les variables d’état. Si un
systeme est completement observable, alors on peut le mettre sous forme compagne

observable.
[.5.2 Casd’'un systéme multivariables

Un systéme multivariables est un systéme dont une variable manipulée agit sur plus
d' une sortie autrement dit tout procédé comportant plusieurs entrées u = (ug, Uy,..., Ug) €t

plusieurs sortiesy = (ys, Y2, ..., Yp) comme le montre lafigure(l.5). [10]
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zl—b Systéme ——» N1
2

—» ivari —>

: multivariable ¥
f—> —

Figure(l.5) : Représentation d’ un systéme multivariable

Les entrées et sorties d’un systeme multivariables sont généralement regroupées dans

deux vecteurs comme suite :
ul = [Upllz ] (1.25)
yT = [YuY2r:Yp] (1.26)
Avec:

u : le vecteur de commande de dimension (q x 1)
y : le vecteur de sortie de dimension (p x 1)
g : lenombre d’ entrées

p : le nombre de sorties
[.5.2.1 Forme compagne commandable (FROBENIUY) [3]
On considére un systeme LTI décrit par les équations d’ état suivent :

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
{y(t) = Cx(0) (127)
Avec (A, B) commandable.

On note by, by, -++, by, 1€s vecteurs colonnes de la matrice B considérée de rang maximal

“colonne’.

En général, pour une paire (4, B), on peut considérer des “morceaux” successifs de la

matrice de commandabilité R:

R =[B AB A?B .. A" 'B] (1.28)
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C'est-a-dire :
[B AB]
[B AB A®B]
......... (1.29)
[B AB A?B - A¥B]
Onabien sir:

rang[B AB] < rang[B AB A?B] < - <rang[B AB A?B--- A¥B] < --- < rangR.

A partir d'une certaine valeur k, le rang est égal an et il va plus augmenter pour cette
suite de matrices. Soitd =(p—1) < (n—1). La vaeur d Sappele “indice de
commandabilité de la paire de matrices (4, B). On a bien sir p < n, puisgu’ on a supposé la

paire (A, B) commandable.

Dans la construction théorique qui suit, on va supposer la matrice B est de rang
maximal “colonne” (toutes ses colonnes sont linéairement indépendantes). Sinon, il s agit
d’une erreur de modélisation du systéme, puisqu’il est possible de renoncer a un certain

nombre d’ entrées de commande tout en conservant sa commandabilité.
En mettant en évidence les colonnes de B
B = [by b,..by] (1.30)
La matrice de commandabilité R du systeme LTI est delaforme:
R =[by ...by|Ab;y ...Aby |-+ |A" b, ... A" b, ] (1.31)

On va éiminer de cette matrice les colonnes qui sont linéairement dépendantes des
colonnes situées a leur gauche. On peut remarquer que, si lacolonne A7b;, 1 <j <n—1 est
eliminée, les colonnes A*b; avec k > j seront également eliminées. On va illustrer cette

construction, pour un systeme LTI commandableavecn =5etm = 2:

R = [by b,|Ab, Aby|A%b, Ab,|A%b, A3b,|A*b, A%D,] (1.32)




Chapitre | Généralités sur les systemes monovariables et multivariables

Les colonnes colorées sont celles supposées effacées. Bien entendu, il reste n colonnes
puisque la paire (4,B) est commandable et que par consequent R possede n colonnes
linéairement indépendantes.

On va maintenant trier les colonnes de R par ordre lexicographique, c'est-a-dire que
I’on va d abord placer les colonnes générées par b, dans |’ ordre des puissances de A, ensuite
les colonnes générées par b, et ains de suite. On obtient ce qu on appelle un massif

lexicographique :
L = [b, Aby|b, Ab, A%b,] (1.33)
Dans le cas général |e massif |exicographique et de laforme :
L = [b, Ab; A?b, --- APr71b,|b, Aby -+ AP2™ b, |-+ |by Aby, -+ APm1b,] (1.34)

Les indices p;, i = 1,...,m s appelent les invariants de KRONECKER de la paire

(A, B) ou indices de commandabilité.
Nous avons al’ évidence :

a = max p; = indice de commandabilité delapaire (4, B)
L

pr+p+ - +pp=nrang (L) =n (1.35)
Un indice de commandabilité est associé a chague entrée u;.
[.5.2.1.1 Calcul desindices de commandabilité [4]
Onvaillustrer ceci avec un exemple :

Assumons au départ que la matrice B est de plein rang (rang égal au nombre de

colonnes).
Assumonsquen = 4 :

Puisgue B est de plein rang, aorsrang([b; b,]) = 2 €t on gjoute la colonne Ab, €t on
vé&rifiélerang. Si le rang est passé de 2 a 3, on conserve cette colonne, sinon on laretire puis

on goute la colonne suivante Ab, et on recommence.
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Lafigure suivante donne la suite :

n =4 [y bz] | Rang =2
L d
[ by bz Abs ] |
Rang = .:_*___.---""_-_--_- -__---_--"'-—-____RHI'Iﬁ =2
e —
[ b; bz Ab, Ab. ] | [bib:Abz] |
Rang =4 _— y Rang =3 l Rang =3

[(b, b Ab, A%b, ] | | b1 b2 Ab; A%b: ] |

Pz =2 y Rang =4

3
1

&)
P

H o=

Figure(l.6) : exemple du calcul desindices de commandabilité.

Comme L est une matrice carrée non singuliere, on peut calculer son inverse :

T
01 >

T
O3 = (;

T
Om = qm

On a mis en évidence les lignes de la matrice L™ qui en les numéros d ordre

01,02, or) O
01 = P10 = P1 T P25 0i0m =p1rtppt -+ py (1.36)

Avec ces lignes, on peut construire une matrice T qui sera la matrice de changement de

base décrite comme suit :

]

ql. A

q1. AP

T={ - (1.37)

I

qr.A

gF. APm~1]

)
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Aprés le changement de base, on obtient la forme canonique commandable suivante :

[o 1 1
0 0 0
0 1
X X X X X Lx X X X X X X x x x 1 0 0 .. O
110 1 .
A =TAT™! = 0 R 0 B.=TB= 0 (1.38)
X X X X X X X X X X X X X X 0 1 0 0
[ 1 ot l
0 0 0
0 1
X x X x x X X X X X X X X X X to o .. 0 xH

Les blocs matriciels situés sur la diagonale de A, sont appelés matrices compagnes

commandabl es.
1.5.2.1.2 Exemple

Soit le systéeme suivant :

1 0 -3 1 0
x(t) = [4 5 —6]x(t) + (-1 olu(t) (1.39)
7 7 -9 0 1

Lamatrice B est derang 2.

La matrice de commandabilité est :

1 0 1 -3 1 24
C=[B AB A*B]=|-1 0 -1 -6 -1 12 (1.40)
o 1 0 -9 0 18
Lerang deC est de 3.
Lerang delamatrice B est de 2.
Onvavoir lerang de lamatrice :
1 0 1
[by b, Ab;]=|-1 0 -1 (1.41)
0 1 0

Puisque lerang reste a 2

Cela implique que I’indice de commandabilité p, = 1 et on retire la 3¥™¢ colonne et on

gjoute lacolonne [Ab,] et on trouve le résultat suivant :
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1 0 -3
0 1 -9
Lerang deladerniere matrice est 3 est égal an ce qui fait que p, = 2.
Lamatrice L est donnée comme suit :
1 0 -3
0 1 -9
L'inversedelamatrice L est :
2 1
3 3
L '=|-1 -1 1 (1.44)
-1 -1
—~ =0
9 9
2 -1
=5 = o (1.45)
-1 -1
=5 5 0 (1.46)
Lamatrice de changement de base est :
2 -1
T [5 Y 0]
T = o —I‘—1 - o| (1.47)
- qz - 9 9 "
;A [—_5 =5 1J
9
1 12 0 1 0
A.=TAT*=(0 0 1|;B.=TB=|0 0 (1.48)
0 —-18 —4 0 1

[.5.2.2 Forme canonique de JORDAN [5]

Soit A une matrice de dimension (n X n), les valeurs propres A;,i =1,...,n sont

solutions de I’ équation caractéristique :
AQL) = det(Al, —A) =0 (1.49)

A chaque valeur propre 4;, 0n associe un vecteur propre v;.
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Cas 1 : lesvaleurs propres sont distinctes

Dans ce cas, on peut toujours diagondiser la matrice A, {A;,4,, ..., 4,y sont les valeurs

propres.
h———>v  (Avy=Aivy
/12___:__> v, N Av, = A0, (1.50)
Ap——>1 Avp = Apvn

On a n équations a n inconnues (vq,v,, ..., V) = 0N peut toujours calculer ces vecteurs

propres.
A 0 0
0 A, - :
Alvy vy o vy] = [V vy .. vy . w0 (1.51)
0o - 0 A,
Avec .
AV =VA (1.52)
= Laforme modale de A est donnée par
A = V1AV (1.53)
et 0 ... 0
At :
eM=| DT (1.54)
0 e 0 ehnt
e\t : Matrice de transition.
1.5.2.2.1 Exemple
Soit lamatrice A définie comme suite :
1 o0
A= [_2 _5] (1.55)

Calculer les valeurs propres :

det(Al - A) = det g g] _ [_12 _05]) — det [’1 ; 1 A-1(A+5) (1.56)

,135]:
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Cequi donne:
{’11 =1 (1.57)

V ecteurs propres associés :

» Pour A, :
[Av, = 4vy , v, # 0]

n=()=15 Slhl=1h)

-1
—2x—5y=y:>y:?x

Il existe une infinité de solution, on prend :

1
l (1.58)

» Pour A, :
[AUZ = szz %) * O]

v=()=15 Slbl=-s[)

—2x—5y=-5y=>y=y
Il existe une infinité de solution, on prend : y = 1.

= v, =] (1.59)

Lamatrice des vecteurs propres est :

1 0 1 0
V=1[v v,] = l_l 1l;V_1 = ll 1] (1.60)

[ 5][_11 |

o L g

Lamatrice diagonale s écrit :

A=V 1AV =
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On obtient la matrice diagonale :

[ o
A=lo —5]
1 0 ot 0 1 0
At —yoAty-1 — | 1 1
e [“ 1][0 e‘“][g 1]
at et 0
e’ = _§et +§e—5t o5t (1.62)

Cas 2 : valeurs propres multiples :

La matrice A peut ne pas étre diagonalisable car on n’'a pas les n équations nécessaires
au calcul des vecteurs propres, si la matrice A n’est pas diagonalisable on définit les valeurs

propres généralisees qui permettent d’ obtenir les formes bloc diagonales appel ées Forme de

JORDAN.
Par exemple :
A, — triple: multiplicité = 3
A, — double: multiplicité = 2;n = 6(3 X 2 X 1)
A3 — simple: multiplicité = 1
Soit V la matrice de vecteurs propres genéralisees aors la form de JORDAN peut

étre donnée comme suit :

J=V-t4av

A 1 071 10 0] [OF
o o 21 lo ol lo
I=l0 o 8] [/12 1] [o] (1.63)
o o ol [0 2] lo
[0 0 o0] [0 o] [
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On peut avoir aussi ceci :

l“ BR8] (o]
o o ol [5 4l [5]
[0 0 0] [0 0] [A5]d

P 1 bloc d ordre 2

(
| A4 — 2 blocs de JORDAN L 1 bloc simple

A, — 1 blocs d'ordre 2
A3 — 1 bloc simple

.6 Commandabilité et observabilité d’un systeme [2]

La commandabilité et |'observabilité d'un systéme ne dépendent pas de la
représentation choisie qui, rappelons-le une fois de plus, n'est pas unique. Si un systeme est
commandable et/ou observable, il s agit de propriétés intrinséques au systeme qui ne sont pas
remises en cause par la forme du modéle. 11 ne faut donc pas confondre les formes compagnes
avec des représentations sous lesguelles il faut impérativement placer le systeme pour qu’il
possede telle ou telle caractéristique. En revanche, il est important de connaitre ces formes

remarguables car elles facilitent, sous certaines conditions, la mise en ceuvre des systemes.

Les concepts de commandabilité et d’ observabilité sont des concepts fondamentaux
pour I’ étude des systemes. Ils décrivent respectivement comment les états d’ un systeme sont
influencés par les entrées et quelle information les sorties mesurées donnent sur les états du
systeme. De plus, ces concepts (commandabitité et observabilité) sont utilisés pour avoir la
possibilité du passage d un systéme en espace d’ état vers un systéme en fonction de transfert.
Puisque la représentation de fonction de transfert est validée seulement s elle remplit les
conditions de la commandabilité et de I’ observahilité des systemes sous forme d’ espace
d état.

[.6.1 Notion de commandabilité [2]

La commandabilité a pour objet de caractériser la capacité d'un systéme a avoir ses

caractéristiques dynamiques modifiées par les entrées.




Chapitre | Généralités sur les systemes monovariables et multivariables

Il est souvent intéressant de s assurer de la commandabilité d' un systéme avant de
mettre en ceuvre la commande proprement dite. En d’ autres termes, on demande de disposer

d’une condition nécessaire et suffisante de commandabilité.
[.6.1.1 Définition [2]

Un état x; est commandable en ¢, S'il est possible de déterminer u(t)/[¢, ;] conduisant

tout état initial x;(to) vertOent, < t; < tf.

Si cette propriété est vraie Vt, e Vi=1,---,n aors le systéme est completement

commandable.
[.6.1.2 Critérede commandabilité[2]

Il est clarement difficile d'utiliser directement les définitions précédentes afin de
décider de la commandabilité d’un systéme LTI donné. La commandabilité est une propriété
caractéristique du couplage entre I’entrée et la sortie du systéme et fera donc intervenir les

matrices A et B. Kalman a propose un critere simple construit a partir de ces deux matrices.
1.6.1.3 Théoréemede KALMAN [7]

Considérons un systeme LTI représenté par un vecteur d éat x(t), et une équation

d’ évolution del’ état :
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.65)

Ou AeR™™ BeR™! il est est commandable s et seulement s la matrice de

commandabilité C est de rang n.
rang(C) = rang([B AB A*B --- A" 1B])=n (1.66)

Un systéme est commandable si rang (C) = n. On définit plus généralement le degré de

commandabilité d’ un systéme comme le rang de la matrice de commandabilité.

[.6.1.4 Exemple 01: on considére le systéme suivant :

xt) [0 1 1
Sl RO EY OB I 165 (1.67)
y(@) =[1 0]x(t)
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» Etudier lacommandabilité du systéme.

rang(C) = rang([B AB])
rang(C) = rang ([_13 _73])
rang(C) = 2 (det(C) # 0)
Lerangde C égd a2, donc le systéme est complétement commandabl e.

1.6.1.5 Exemple 02 : on considére le systéme multivariable suivant :

0O 1 0 0 0 0

i(t) = 3 8 8 f x(t) + (1) 8 u(t) (1.68)
0 -2 0 0 0 1
yo=[ o o o]x® (1.69)

» Etudier lacommandabilité du systéme.

rang(C) =rang([B AB A?B A3B])

rang(C) = ranglb, b, Ab, Ab, A?b; A?b, A3b; A3b,]

00 1 0 0 2 -1 0

~ 10 0 2 -1 0 0 =2
rang(©) =rang| o o g | _3 o o0 —4
01 -20 0 —4 2 0

Lerang(C) =4, donc le systeme est commandable.

[.6.2 Notion del’ observabilité [2]

Dans cette partie, nous avons vu combien il éait important, notamment pour la

commande des systemes en boucle fermée, d’ étre capable de mesurer un signal de sortie.

Certaines variables d’ état sont tres faciles a mesurer. Un capteur placé au bon endroit, a

I’intérieur du systéme, peut nous donner acces al’information recherchée.

Dans ce cas, en dit que la variable d’ éat considérée est mesurable. Dans d’ autres cas,

cette investigation directe n’est pas possible. La grandeur est dite non mesurable.
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En revanche, elle peut, tout en éant non mesurable, influencer a la sortie y(t) du
systeme. Il est aors possible, a partir de la mesure de la sortie, de déduire la grandeur
considérée. En dit que celle-ci est observable.

[.6.2.1 Définition [2]
Un état x; est observable en t, S'il est possible de déterminer x;(t,) connaissant y(t)/
[tots]-

Si cette propriété est vraie Vt, e Vi =1,---,n aors le systéme est completement

observable.
1.6.2.2 Remarque

Clairement, la notion d' observabilité est cruciale pour les systémes ou le vecteur d’ état
complet n’est pas accessible alamesure mais doit étre reconstruit, estimé ou filtré a partir des

données par la sortie.
1.6.2.3 Critered’ observabilité [2]

Un critére de Kalman existe également pour la notion d observabilité et fait intervenir

la matrice dynamique A et lamatrice de sortie C.
[.6.2.4 Théoréemede KALMAN [7]

Considérons un systeme LTI représenté par un vecteur d éat x(t), et une équation

d’évolution de |’ éat donné par I’ équation (1.65)
Ou A € R™™, C € R™ " est observable si et seulement si la matrice d’ observabilité O

estderang n:

[ ¢ ]
| 61'42 |
i

([ é )
rang(0) = rang \ ) =n (1.70)
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1.6.2.5 Remarque : I'observabilité d’'un systéme des matrices caractéristiques (4, C) sera
appelée observabilité de lapaire (4, C).

1.6.2.6 Exemple 01 : soit le systéme modélisé par :

w0 =", L]xo+[JJuo

(1.72)
y@®) =[1 0]x(®)

> Vérifier I’ observabilité du systeme
C
rang(0) = rang ([CAD

rang(0) = rang ([1 (1)])
rang(0) = 2 (det # 0)
Lerang est égal a2 donc le systéme est complétement observable.
1.6.2.7 Exemple 02 : on considére e systéme donné par |’ équation (1.68)
> Vérifier I’ observabilité du systeme
CA

CA?
cA3

rang(0) = rang

rang(0) = rang c A2

=
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r 1 0 0 01
0 0O 1 0
0 1 0 O
0 0O 0 1
rang(0) = rang 3 0 0 2
0O -2 0 0
0O -1 0 O
-6 0 0 -—4
rang(0) = 4

Lerang de O est égal a4 donc le systeme est observable.

|.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé quelques généralités sur les systemes comme la
représentation d' éat qui est une approche moderne d’ étude des systémes et qui est al’ origine
de méthodes puissantes d’ analyse et de commande des systemes.

Nous avons abordé les notions de commandabilité et d’ observabilités introduite par
KALMAN, pour caractériser respectivement la possibilité que la commande exerce une

influence sur un des états et la possibilité d obtenir une certaine information d’ un des états.

Nous avons aussi donné quelques formes canoniques pour la représentation des

systémes soient monovariables ou multivariables.
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1.1 Introduction

En automatique, la commande par retour d'état est un moyen de modifier le
comportement en boucle fermée d’ un systeme dynamique donné par une représentation d’ état.
Cette approche suppose que I'état connu. Quand ce n'est pas le cas, on peut utiliser un
observateur d’ état de maniére areconstruire I’ état a partir des mesures disponible. Unefinalité
de la commande par retour d éat est d’ obtenir un systéme en boucle fermée dont les pdles,
C' est-a-dire les valeurs propres de la matrice d état soient placées de maniére appropriée. Ces

poles en effet déterminent e comportement du systeme.

La notion de la commande par retour d’état remonte aux travaux de PONTRAY GIN
(en Russie) et de BELLMAN (au Etats-Unis) sur la commande optimale et les commandes
linéaires a retour d'état et qui sont apparues avec les travaux de KALMAN. Entre temps se

dével oppaient des approches algébriques ayant pour finalités le placement de pdles.

WONMAN a montré qu’il existe une commande par retour d état plagant les poles du
systeme bouclé a des valeurs arbitraires du plan complexe (vérifiant toutefois une condition
de symétrie par rapport a I’axe réel) s est seulement si le systeme est commandable. Cette

commande N’ est unique que pour des systemes monovariables.
1.2 Principe
Parmi les méthodes de correction des systémes on trouve celles de retour d’ état.

[1.2.1 Limited’'un retour de sortie

consigne E—» E —— sortie

yt
T,

\J

Figure (11.1) : asservissement classique.

Les méthodes de conception des contrdleurs ont éé limitées au cas monovariables.
L’ extension au cas multivariables n'est pas évident, |’ exploitation d’une seule information
(incompléte) par le contréleur ne permet pas d atteindre les performances exigées a titre
d exemple un retour de sortie statique (action proportionnelle u(t) = Ke(t)), une seule sortie

ne permet pas de stabiliser un seul pdle instable.

=)
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11.2.2 Principe de la méthode du placement de pdles [2]

Le principe est de déterminer une commande telle que les pbles du systeme bouclé
soient convenablement placés dans le plan complexe est satisfaire des spécifications
d’ amortissement, de rapidité et de stabilité.

Les pbles de lafonction de transfert étant les valeurs propres de la matrice d’ état, |e but
est donc de réaiser un asservissement modifiant convenablement la matrice d'état du
systeme.

ut)— [AB,C,D] |— »0

Figure(l1.2) : Systéme en boucle ouverte.
Soit le systéme décrit par I’ équation d’ état suivante :

{X(t) = Ax(t) + Bu(t) (11.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) '
Le signal de commande du systéme (autrement dit |'écart) doit étre construit en
soustrayant au signal de consigne un signal qui dépend du vecteur d’'état. Ce vecteur d’ éat
étant composé de n signaux x, (t), x,(t), -+, x,(t), on le multipliant par un vecteur ligne (K)

appel é vecteur de gain pour pouvoir effectuer cette soustraction, on aalors :

K = [kyky,.. kn] (11.2)

120, u(t) Y

K

Figure (11.3) : bouclage du systéme par un vecteur du gain.

<
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L es équations du systéme en boucle fermée sont :

u(t) =r(t) — Kx(t) (1.3)

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

L’ équation d’ état du systeme en boucle fermée s écrit comme suit :
x(t) = Ax(t) + Bu(t) = Ax(t) + B[r(t) — Kx(t)] = [A — BK]x(t) + Br(t)
Donc :
x(t) = [A— BK]x(t) + Br(t) (1.4)

Par conséquent, la matrice d’ état du systeme en boucle fermée vaut : (A — BK)

La dynamique du systeme bouclé est donc fixée par les valeurs propres de la matrice
d éat du systéme en boucle fermée (A — BK), ces valeurs propres sont les racines de

I’ équation caractéristique :

det(PI —(A—BK)) =0 (11.5)

1.3 Calcul delaloi de commande

11.3.1 Lecasd un systéme sous la forme commandable [2]

Un systeme linéaire a temps invariant mis sous forme compagne commandable donné
par :

u(t) (11.6)

.
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L’objectif c’'est de calculer lamatrice de dimension (1 X n), K = [ky, k3, ..., ky]

deretour d’ état telle que lamatrice A — BK ait comme valeurs propres (44, Ay, ..., 1)
[ 0 1
0 1

-a;—k; .. —a;—k; .. —a,—k,

A—BK =

‘ (11.7)

La dynamique désirée en boucle fermée est caractérisee par les pbles désirés en boucle

ferméesont: A4, Ay, ..., Ay
L e polynéme caractéristique en boucle fermée :
Fgr(@) =Iliza(@ —4) = p™ + Bp1p™ ™' + -+ Bip + By (1.8)
Le polynéme caractéristique de lamatrice d’ état en boucle fermée est :
Fa—pr)(p) = det[pl — (A — BK)] (1.9)
=p" +(ap + k)p™ T + 4 (ap + k)p + (ag + ky)

an +ky, =Bp_4 kn=Bn_1—ay

Fa-po@ =Fer@ = Yo 41, =B, =k, = B, — a, (11.10)
a1+k1=BO k1=B0_a1

Lavaleur du gain du retour d’ état :
K = [BO _al,Bl — ay, ...,Bn_l_ an] (”11)
Laloi de commande s écrit dans ce cas comme suit :

u(t) = r(t) — Kx(t) (1.12)

X1
X2

= r(t) - [BO —aq, Bl — ay, ...,Bn_l_an]

xn
=71(t) — [(Bo — a)xy + (By — a2)x + =+ + (Bpo1—an) Xy

=r(t) + (a; — By)xy + (ay — By)xy + -+ (a, — Bp_1)x, (1.13)
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11.3.1.1 Exemple

Soit le systeme décrit par les équations d’ état suivantes :

(t) = [8 _12] x(t) + [(1’] u(t)
y(@®) =[1 0]x(t)

Le systéme est commandable car il est sous laforme commandable.
Les pdles désirés en boucle fermée i1, = —2 — j2+/3,1, = =2 + j2V/3,
Fer@)=(p+2+j2V3)(p+2—j2V3) =p® +4p + 16

L e polynéme caractéristique de la matrice d’ état en boucle fermeée est:

Fia_piy(p) = det[pl — (A — BK)] = det lp [(1) (1)] - [_gkl ) _1 4k2”

Fa-py(p) = Fgr(p) = p* + (2 + 4k,)p + 4k, = p* +4p + 16
Par identification :

4’k1:16 k2:O.5

Lacommande est :
u® =r® -4 05[]
u(t) = r(t) — 4x; — 0.5x,
I1. 3.2 Casd’ un systéme sous la forme quelconque [2]
Soit le systéme décrit par les équations d’ état suivant :

{x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

(11.14)

(11.15)

(11.16)

(11.17)

(11.18)

(11.19)

(11.20)

S
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S le systeme est commandable on peut le mettre sous la forme canonique de
commandabilité suivante :

b i 7 iz
Avec :
(Ac = PAP™!
iiﬁ z I;i—l (11.22)
xc = Px

P : matrice de passage d'une représentation quelconque commandable a sa forme

canonigue de commandabilité.

Le calcul de P est donnée par :

A
p=| %

(11.23)
qAn—l
Avec g c'est laderniére ligne de ™1 qui est trouvé a partir de I’inverse de la matrice

de commandabilité

La commande dans |’ espace d’ état est défini par les nouvelles variables x par :

u(t) =r(t) — Kx(t)
u(t) =r(t) — KP x.(t) (11 .24)
u(t) = r(t) — Kexc(t)

AVec :

K. =KP~!
{K=KCP (11.25)
11.3.2.1 Exemple : soit le systéme suivant :
-1 0 0 1
x(t) = [ 0o -2 0]x(t)+ —1]u(t) (11.26)
0 0 3 -1

<
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» I'objectif est de caculer la commande par retour d' état qui place les poles
a{—4, -3, -5}

La matrice de commandabilité est :

1 -1 1
C=[B AB A?Bl=|-1 2 -4 (11.27)
-1 -3 -9

Le rang(C) = 3 donc le systeme est completement commandable, il peut étre stabilise

par leretour d' éat.

Laforme canonique commandabl e est obtenue comme suiit :

1.5 0.5 —-0.1
¢ 1'=1025 04 -0.15 (11.28)
0.25 —-0.2 —-0.051¢q
q 0.25 —-0.2 -—-0.05
P=|9A|=]|025 04 -015 (11.29)
qA* —0.25 —0.8 —0.45
0 1 0 0
AC=PAP‘1—[O 0 1|; Bo=PB=|0 (11.30)
6 7 0 1
Les valeurs propres du systeme en boucle ouverte sont : {—1, -2, 3}.
L e polynéme caractéristique en boucle ouverte est :
AD) =detAl —A)=A+1)A+2)(1—-3)=13-71-6
= /13 + 0{1/12 + azll + (X3 (”31)
0{1 = 0
avecia, = —7 (11.32)
0(3 = _6

Le polyndme caractéristique en boucle fermée est :

AAD)=A+4)A+3)A1+5)
=13 + 1212 + 471 + 60
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L es coefficients du polyndme caractéristique en boucle fermée sont :

&1 = 12
a, = 47 (11.34)
&3 = 60
Le gain du retour d’ état :
Ke=[az—as a—a; a;—a] (11.35)
Kc.=[66 54 12] (11.36)

0.25 -0.2 -0.05
K=KP=1[66 54 12]| 0.25 04 —0.15(=[6 1.2 16.8]
-0.25 —-0.8 -—-0.45

K=[6 12 168] (11.37)
La commande du retour d’ état dans|labase originale est :
u(t) =r(t) — 6x,(t) — 1.2x,(t) — 16.8x3(t) (11.38)
I1.3.3 Formuled ACKERMAN [1]
Elle donne directement |’ expression de la matrice de retour d’ état
K=—=[0 .. 0 1][C(A B)] Pg(4) (11.39)
Avec :
Pgr(A) = A"+ B,_1A" 1 + -4+ BjA + Byl (11.40)

» pour appliquer laformule d ACKERMAN on vasuivre |’ algorithme suivant :

< vérifier lacommandabilité de paire (4, B) .

<~ choisir les pdles désirés en boucle fermée.

< calculer le polyndme caractéristique en boucle fermée a partir de ces poles
Pgr(p) = [1ie1(@ — 4) = p"™ + Bp_1p™ ™' + -+ BAA4p + B,,.

en déduire Pgp(4) .

< appliquer laformule d ACKERMAN (11.39).

<>

]
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11.3.3.1 Exemple

Soit le systéme suivant :

-1 0 O 1
x@®)=10 =2 0fx(t)+|[-1|ul®)
0 0 3 -1
Les pbles désires en boucle fermée sont :
{—4,-3,—5}

L e polynéme caractéristique en boucle fermée est :
AW =A+4)A+3)A+5)=23+1222+471+ 60

24 0 0
A(A)=A3+12A2+47A+6OI= 0 6 0
0 0 336
La matrice de commandabilité est :

1 -1 1

C=|-1 2 -4

-1 -3 -9

rang(C) =3

Le systéme est complétement commandable.

Cc'=(-025 04 -0.15

-0.25 -0.2 -0.05

1.5 0.6 -01 ]

K=-[0 0 1]xC'xAA)=[6 12 16.38]

(11.41)

(11.42)

(11.43)

(11.44)

(11.45)

(11.46)

(11.47)

1.4 Commande d’une machine a courant continu par placement de poles

L’ objectif est de maintenir la vitesse de la machine a courant continu a une valeur désire

on placant les pbles a des valeurs bien choisies et a des vaeurs numérique des parametres de

la machine qui sont :
e R = 4.63Q :Résistance de I’ induit.
e L =0.0273 h : Inductance d'induit.
e f=0.0012 K/ : Coefficient de frottement.
e ]/ =0.051K.g.m?: Moment d’inertie de|’ axe derotor.
e K. = 0.58: Constante de construction du moteur.

e U, =180V : Tension d induit.
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Aprés lasimulation on a obtenu le graphe suivant :

vitesse en tr/min

60 --

P e

I S
o
o

t en seconde

Figure (2.4) : reponseindicielle du systéme en boucle fermeée.

11.4.1 Interprétation de graphe

Pour un placement de pdle bien choisi on voit que la réponse du systéme se stabilise a
une valeur de la vitesse qui est 180tr/min et avec une rapidité et ca pour un placement des

poles bien choisi qui est{—2, —5}.
1.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre le principe de la commande par placement de
poles pour les systemes monovariable qui est un aspect ultime de |'éude des systémes
linéaires. Nous avons calculé la loi de commande pour un systeme qui est sous la forme
compagne commandable pour la commande, et pour un systéme qui est sous forme
quelconque. On a utilisé le principe d’ Ackerman qui nous donne directement |’ expression du
gain ce qui nous donne aussi directement I’ expression de la commande, a lafin on aillustrer

dans ce chapitre un exemple de la commande d’ une machine a courant continu.

-



Chapitre 11 Placement de pble d un systéme multivariable

[11.1 Introduction

La notion de placement de pbles joue un rdle judicieux pour |la commande des systémes
linéaires. Pour un systéme monovariable le probléme du placement de pbles par retour d’ état
consiste a déterminer lamatrice du gain. Un tel probleme a été largement abordé dans le cadre
de I’ étude des systemes monovariables. Pour ce dernier, le vecteur de retour d état comporte
n composantes et comme il sagit de placer n poles, il n'éxiste aucun degré de liberté

supplémentaire. La solution est donc unique.

Dans le cas des systemes multivariables, la matrice du gain est K € R™™ comporte
donc m x n composantes. La commande pour les systemes multivariables n’est pas unique, il
existe en effet une infinité de solutions qui peuvent avoir des propriétés différentes et pour le
calcul de la commande multivariable on utilise plusieurs approches et techniques présentées

dans ce qui suit.
[11.2 Placement de péles pour les systémes multivariables

Dans le cas généra multivariable, il existe plusieurs approches et méthodes différentes

pour la détermination de lavaleur du gain du retour d’ état :

[11.2.1 METHODE 1 : Réduction au cas monovariable [8]

On considere le systeme suivant :

{X(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(®) = Cx(b) (111.2)

Les deux matrices : F, matrice réelle (m x n) et hy, une matrice colonne de dimension

(m x 1).0n considéere également le systéme a une entrée :

{;c/ z glc+ bFy)x + Bhyu (I11.2)
Ou encore :
{;c : g;x + bou (111.3)
Avec:
{21(0) - g}:—) BFo (111.4)

=
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La paire de matrices (4, by) est commandable pour toutes les matrices F, et h, et on
peut choisir quasi arbitrairement les matrices F, et hy.

Dans un premier temps on résout le probléme de placement de pdles pour le systeme
monovariable décrit en (111.3) puis on revient au systemeinitial (111.1) et on détermine le gain
du retour d’ état.

Lamatrice relative au systéme décrit par larelation (111.3) est Ay tel que:

AR = AO - bokT =A + BFO - BhokT
=A + B(FO - hokT) =A- B(hokT - Fo)
Ag = A — B(hok™ — Fy) (111.5)

k: gain du retour d’ état monovariable de dimension(1 x n).

Onvient ains de définir une matrice K qui place les pdles par le retour d état :

K : gain du retour d’ état multivariable.
Il s'agit bien d’une matrice(m x n), I’agorithme permettant de placer les pdles par retour
d état du systeme (I11.1) est le suivant :
L’ ensemble de pblesest :
A={A,43, ..., 4.} (11.7)
> Etapel: on choisit arbitrairement les matrices: F, matrice(m X n)et h, matrice
colonne(m x 1).

» Etape?: oncalculeles matrices:
AO = A + BFO
bO = Bho
» Etape3: on vé&ifie que la paire (A, by) est commandable et dans le cas contraire on
revient al’ étape 1.
> Etaped: avec les matrices (4,,by) €t I'ensemble {1;,1,,...,4,} on résout un
probléme monovariable de placement de pdles décrit dans le chapire 2. Le résultat est

le gain du retour d’ état k7.
» Etapeb: legain du retour d éat pour le systéme (111.1) est calculé comme suit :

K S hokT _FO
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111.2.1.1 Exemple

Soit le systéme multivariable décrit en (111.1) :

1 0 1 1 0
A=[0 2 o|;B=|[-1 0 (111.8)
0 0 5 1 1
Le systéme est instable, puisque le spectre de lamatrice A est :
A(4) ={1,2,5} (111.9)

Cependant, le systéme est commandable, puisgue la matrice de commandabilité est de
rang maximal ligne :
1 0 2 1 7 6

rangR = rang[B AB A’B] =rang|-1 0 -2 0 —-4 0[|=3 (111.10)
1 1 5 5 25 25

On peut donc le stabiliser par placement des pdles et on peut imposer, par exemple, les

poles suivants :
o) ={-1,-1,-1} (111.12)
On exécutant |’ algorithme précédant :
» On choisit arbitrairement les matrices F, et hy :

F, matrice (2 x 3) et h, matrice colonne (2 X 1)

1 1y. !
e 1] “hy = [1] (111.12)
» Oncaculelesmatrices A, €t b, :
2 1 2 1
2 2 7 2
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» Onvéifiequelapare (4, by) est commandable

On calcule la matrice de commandabilité R, :

1 5 34
Ro = [by Agby Ajbe]l =|-1 —4 -23 (111.14)
2 14 100

rang( Ry) = 3

Le placement de pdles est donc possible, puisque lapaire (4, by) est commandable.

» on entre maintenant dans la procédure de placement de pdles monovariable avec les
donnéeS Ao, bo ega= {_1, _1, _1}

L e polynéme caractéristique de lamatrice A, est :
Py, (1) = 23 — 1022 + 221 — 15 (111.15)
On peut donc définir les coefficients :
ap, = —15;a, = 22;a, = —10 (11.16)
L e polynéme caractéristique impose est :
Py =QA+1)P=2+3124+31+1 (111.17)
Ayant pour coefficients :

a,=1,a,=3;a,=3 (111.18)

13 -7
-

R(}l:l_?g -2 %I (111.19)
[l L
2 3 12

Laderniere ligne de R, 'est :

1 1 -1

= : 2 (111.20)
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» lamatrice de changement de base qui conduit alaforme compagne commandable est :

11

q’ 2 3 12
T=|qA|=[> = = (111.21)

q"A?] |1 &+ 1

2 3 12

» le compensateur qui place les pbles désirés du systéme monovariable est défini par :

k' =@y —ay @Gt —ay = Tuq — ap_q]T (111.22)
Clest-a-dire :
1 1 -1
z 3 %
KT=[16 —19 13]|7 - —|=[5 10 9] (111.23)
1tou
2 5 12

» on cacul enfin le compensateur relatif au systeme initia :

e=er o= [ls 0 9} 1]

4 9 8

K:[4 9 8

(111.24)

Cette méthode est trés pratique de placement de pdles pour les systémes multivariables,

elle nous donne I’ expression de la commande comme suit : u(t) = r(t) — kx(t)

Le systeme multivariable (I11.8) possede deux entrée u,(t) et u,(t) dou leur

expressions sont :

© © x1(t)
ool =beo) [ o 8l Iﬁjﬁiﬂ

{u1(t) =11(t) — 4x,(t) — 9x,(t) — 8x5(t)

Uy (t) = 1p(t) — 4x,(t) — 9x,(t) — 8x3(t) (111.25)

&
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111.2.2 METHODE 2: Méthode de Young & Willems [9]

La procédure proposée par Young et Willems est une technique basée sur |e polyndme

caractéristique et s appliquant pour les pbles simples et multiples.
Soit le systéme décrit par I’ équation (I11.1):
L e polynéme caractéristique en boucle fermée est donné comme suit :
d(s) =det(s —A+BK) = s"+d;s" 1+ +d, (111.26)
Avec:

e K:gainduretour d état.

e n:ladimension du systeme.
L e polynéme caractéristique en boucle ouverte est donné par :
a(s) =det(sl —A) = s"+a;s" 1+ +a, (111.27)
Le gain du retour d’ état est donné par larelation suivante :
K=fgT (111.28)
Avec:

e f: une matrice de dimension (m x 1) chois arbitrairement tel que le systeme {4, Bf}
soit commandable.

e m:nombred entrée.
Lamatrice g est donnée par larelation suivante :
g=|[cl] 'x s (111.29)
Ou
C; = [Bf ABf -+ A"'Bf] (111.30)

Cr - lamatrice de commandabilité du pseudo-systeéme mono-entrée {4, Bf }
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L’ expression de la Matrice X est donnée comme suit :

1 0 o - 0

|[a1 1 0 - 0]|

X = az al 1 R 0
: : “ 0

An-1 Qan-2 1

Et

6 = [dl —aq dz —ad; .. dn - an]T

Pour le calcul delavaeur du gain on vasuivre I’ agorithme suivant :

» Etapel : calculer lavaleur de d(s).

» Etape2: caculer lavaeur de a(s).

» Etape3: déduirelavaleur ded.

Etaped : choisir lavaleur delamatrice f.
Etape5 : donner lesvaleursde Cr et X.
Etape6 : calculer g.

Etape? : donner lavaleur dugainK = fg7.

YV V V V V

Etape8 : caculer lacommande u = r(t) — Kx(t).
111.2.2.1 Exemple

Soit un systéme multivariable continu {4, B} défini par :

0 1 0 1 0
A=10 0 1(;B=]|0 0
4 4 -1 0 1

Le polyndme caractéristique en boucle ouverte ¢’ est a(s) tel que :

a(s) =s3+s?2—4s—4

(111.32)
(111.32)
(111.33)
(111.34)

Les pbles désirés sont {—1, —2, —3 } donc le polynéme caractéristique en boucle fermée

est d(s) tel que:
d(s) =s3+6s>+11s+6

Les valeurs des coefficients de deux polynémes sont :

(111.35)




3 312 3 1
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a1 = 1 dl = 6
a3 = _4' d3 = 6
On en déduit :
§=[6-1) 11-(-4) 6-(-4)]
§=1[5 15 10] (111.37)
On choisit f = [ﬂ et on vérifie que le systéme {4, Bf } est commandable
Lamatrice L est calculée comme suit :
0 1 0 1
L=[A Bf]= [o 0 1 0 (111.38)
4 4 -1 1
Lerang de lamatrice L est de 3 dons | e systeme est commandabl .
Lavaeur de Cr est donnée comme suit :
1 0 1
C;=[Bf AB A3Bf]=[0 1 3] (111.39)
1 3 1
Lavaleur de X est :
1 0 0
X=|1 1 o] (111.40)
-4 1 1
Cequi donne :
T _ |10 5
== s 3] (111.41)
Soit :
it 10 51 _s[2 3 1
K—[l]x[? 5 —] 3 ] (111.42)

-
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L’expression delacommandeest: u(t) = r(t) — Kx(t)

uy (8) = 11.() — 321 (8) = 5, (6) — 2 23(8)

3 ; (111.43)
,(8) = 15() = 2, (8) = 5, (1) — 2x3(0)

111.2.3 METHODE 3: Principe de Becker-Ostertag [10]

Soit un systéme linéaire invariant décrie en (111.1) qui est suppose commandable.

Lamatrice K delaloi de commande par retour d' état u = —Kx qui permet de placer les
valeurs propres de ce systéme vers les valeurs souhaitées 4;,i = 1, ..., n(n c'est la dimension

du systéme) est donnée par :

K = PD1qy(A) (111.44)
Avec .
qu(Ac)
D=R qu:(Ac) ‘R=[B AB - A" 1B] (111.45)
Pgn(Ac)

e A, :Cestlamatrice du systéme bouclé choisie sous |aforme canonique.
e P: Cest la matrice des parametres choisie arbitrairement lors de la synthese d’ un
placement de pbles multivariable, avec pour seul restriction que D soit inversible.

e R : Lamatrice de commandabilité.

qO(A) = /1” + an_lln_l + -+ all—l + ag = (A - Al)(/l - Az) (A - ATL) (|||46)
ql(l) = /17'1—1 + an_lln_z + -+ a2/1 + al (|||47)
gD =1+ a, A+ a4 + (111.48)
g,(1) = 1 (111.49)

Pour le calcul delaloi de commande on vasuivre |’ algorithme suivant :
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YV V V VYV VY

Etape 1 : calculer lamatrice de commandabilité R.

Etape 2 : choisir arbitrairement les parametres de lamatrice P.

Etape 3: calculer lamatrice D.

Etape5: caculer legain K si lamatrice D est inversible et sinon on revient al’ étapel

Etape 6 : caculer lacommandeu = r(t) — Kx(t).

111.2.3.1 Exemple : Soit le systéme multivariable suivant :

N 1o 1 05 0
%(6) = Ax(®) +Bu(®) = | 7, _7]x(t)+[0 1]u(t) (111.50)
La matrice de commandabilité est :

=% 9 % 1) (111.51)

On pose lamatrice :
2 9
P—[3 . (111.52)

Maintenant on calcule lamatrice D :

Les pbles désirés en boucle fermée sont : {—1, —2}

Le polynéme caractéristique en boucle fermée est :
fO=(A1+1DA+2)=22+31+2 (111.53)

La matrice correspondante au systéme bouclé mise sous laforme commandable est :

A, = [_02 _13] (111.53)
qo(A) = 2 +31 +2 (111.54)
q:(A) =1+3 (111.55)
q2(4) =1 (111.56)
Donc :
qo(A) = A> +3A + 21, = [;g ;g] (111.57)
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3 1
a(A) = Ac+3L, = | 7, o] (111.58)
1 0
qz(Ac)=Iz=[O 1 (111.59)
Lamatrice D apour valeur :
-3 2
D‘[—24 —49] (111.60)

L’inverse delamatrice D est:

_[-0.2513 -0.0103

-1
D =101231 —00154 (H-61)
Lavaeur dugainest:
_[-112 -56
K=| 2 e (111.62)
Lacommande est donnée comme suit : u(t) = r(t) — Kx(t)
ul(t) = rl(t) —_ 32 xl(t) —_ 1.6x2 (t) '

[11.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu les différentes approches et techniques pour le calcul

delaloi de commande pour les systémes multivariables qui n’est pas unique.

Nous avons expose |la méthode qui est basée sur la réduction du systeme multivariable
au cas monovariable qui est une méthode trés pratique, et on calculant le gain pour ce dernier
et ensuite on revient au systéme initial, et aussi on a utiliser la méthode basée sur le principe
de Young et Willems, et alafin on a présenté I’ approche de Becker-Ostertag qui est basée
sur le choix de la matrice des paramétres P qui rend la matrice D inversible ce qui preuve la

non unicité de lacommande selon le choix de P.
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V.1 Introduction

Dans le chapitre précedant, une panoplie de méthodes et techniques de placement de
poles par retour d état ont été presentées. Ces méthodes sont significative sur le plan théorique
et sur le plan pratique, donc il est judicieux de faire une comparaison entre elle et ¢ca on
utilisant un modele d état d’ une cuve de mélanges (modele d’ état linéairisé autour de point de
fonctionnement) qui est un systeme multivariable a deux entrée et deux sorties (en englais
stirred tank).

La smulation du modéle du systeme en boucle ouverte et le systéme bouclé par retour
d état avec le logiciel MATLAB (tracer la réponse indicelle de deux systemes) va permettre
de déduire la meilleure méthode qui va améliorer les performances du systeme et ¢a pour un

placement de pbles donné.
V.2 Description du systéme

Une cuve de mélange de figure (IV.1) est aimentée par deux vannes fournissant des
débits volumique variables Q,(t) et Q,(t) qui contiennent des produits dissolus avec des

concentrations c, €t c,.

Le mélange quitte le bac avec un débit Q(t), le brassage étant supposé parfait, la
concentration du produit final est uniforme et égale a c(t). Les entrées de la cuve sont les
débits Q4 (t) et Q,(t) et les sorties sont la concentration c(t) et le débit Q(t).

—

feed Qi N feed Q:
concentration ¢ [ :] l concentrotion ¢ 2

volume V

propellor

lnutgning flew Q
eoneentrotion ¢

Figure (1V.1): Le mélangeur
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Les deux liquides versés dans la cuve sont concentrés en un produit (x) sont (c;)et (c;)
les concentrations respectives (n°¢ de mol/l) sont constants.
e T><: vannes motorisées (électrovannes).
o (Q,(t) et Q,(t) sont les débits.
e c(t) V(t) etQ(t), la concentration, le volume et le débit sortant du liquide

mélange.

L’ objectif de la commande est de contrdler la concentration c(t) et le débit Q(t) du
liquide mélangé.

Les entrées de commande qui nous permettent de modifier les grandeurs sont les débits
d’ entrées Q4 (t) et Q,(t).

2 0:(t) — Z > (1) 2

entrées Q;(t) ——»

Figure (1V.2) : Représentation du systeme

V.3 Modédisation (équations de bilan) [2]

Pour une modélisation d’ état du systéme on utilise les égquations suivantes :

Lavariation du volume dans la cuve est donnée comme suit :

av(t)

dar Q1(t) + Qz(t) - Q) (1V.1)

V(t) : levolume du liquide dans la cuve.

La variation de nombre de moles du mélange dans la cuve est donnée par I’ équation
suivante :

=@ ()] = c1Q1(8) + ©2Q2(8) — c(HQ(L) (V2

=
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Le débit de lasortiedu liquide Q(t) est donné en fonction de la hauteur du liquide dans
la cuve par laloi de Bernoulli pour les débits sortants[11]. Il a montré que ce débit est en
relation non linéaire avec la hauteur h(t) (I'existence de la racine carrée) et est donné par

I’ éguation suivante :
Q(t) = K \/h(t) (IV.3)
Avec
K: C'est une constante expérimentale.
La cuve aune section constante S.

L’ équation (1V.3) s écrite en fonction de S comme suit :

o) =K |22 (IV.4)

On remplace Q(t) par son expression qui est en fonction de S dans I’ équation (1V.1)

et on trouve :

av(e)

"0 = () +Qu(0) — K 22 (IV.5)

S

On remplace Q(t) par son expression qui est en fonction S de dans!’équation (1V.2) et

ontrouve :

= [e@®v(6)] = c1Q4(t) + Q2 () — K = (IV.6)

N

On obtient un systeme non linéaire décrit par I’ équation (1V.5) et I’ éguation (1V.6) qu'il
faut linéairiser autour de points de fonctionnement qui sont définis par les valeurs des
grandeurs d’entrées et de sorties a |'éat d équilibre ces derniéres sont données pour une

variation nulle.
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IV.4 Linéarisation au point de fonctionnement

Soit le systeme non linéaire défini par les équations (1V.5) et (IV.6) :

(9O = 0,(0) +0x(0) — K [°©

(Iv.7)
k% [c(©v(D)] = ¢1Q1(t) + ¢c,Q2(t) — cK @
Pour une variation nulle on trouve :
Qo+ 0Q20—0Qo=0
{ClQlo 4+ ¢3Q50 — Q=0 (1V.8)

Lesysteme (1V.8) est le systéme d' équations écrit a |’ éat d’ équilibre.

Pour I’ équation de Bernoulli on al’équilibre :

0= K\/% (IV.9)

Avec

e (Q,: représentelavaleur du débit d’ entrée Q, (t) al’ état d’ équilibre.
e (o : représente lavaeur du débit d’entrée Q,(t) al’ état d équilibre.
e (,:cCestlavaeur dudébit delasortie Q(t) al’équilibre.

e v, :Cestlavaeur duvolume v(t) duméangeal équilibre.

e (,:Cestlaconcentration c(t) du mélangeal’ équilibre.

IV.4.1 Equationsal’équilibre[3]
Pour les deux débits d’ entrée on a:

Q1(8) = Q10 + us(¢)
{Qz(t) = Qg0 + uy(t) (1V.10)

Pour le volume du mélange et la concentration du mélange :

v(t) = vy + uz(t)
Lo = oottt (V1D

&
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Ou

e ¢, :laconcentration du mélange al’ équilibre.

e u,(t):lapetitevariation du débit d’ entrée Q,(t) autour du point d équilibre.

e u,(t): lapetitevariation du débit d’ entrée Q,(t)autour du point d' équilibre.

e u;(t) : lapetite variation du volume v(t) autour du point d’ équilibre.

e u,(t): la petite variation de la concentration c(t du mélange autour du point
d équilibre.

On remplace les équations (1V.10) et (1V.11) dans la premiere équation du systéme
(IV.7) et on trouve :

%(Uo +u3(t)) = Q1o + U (t) + Qp0 + ux(t) — K ’%3@ (1V.12)

Donc on obtient :

£ (0) = 1)+ 0,0+ Quo + Qoo — K [ x_ [1420 (IV.13)

AvVec :

L0 e (IV.14)

Vo

On utilisant I’ approximation usuelle suivante [12] :

Vite= 1+§ (IV.15)
Ou
£<<< 1 (IV.16)
Donc I’ équation (1V.13) devient :
d
T Us(0) = w0 +up(6) + Quo + Qoo — K |2 x (1+22) (IV.17)
d
E(us(t)) = uy () + up(t) + Q10+ Q20 — K\/Z_O _K\/Z_Ou;_;ot) (IV.18)

=
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On obtient alafin:

2 (us(®) = () + uz(t) — 2Ly (1) (IV.19)
dt 2 vy
On pose :
Z—‘; =0 (IV.20)
Donc I’ équation (1V.19) devient :
= (u3(8) = wa (6) +u(8) — 55 us () (IV.21)

On remplace les équations (1V.10) et(IV.11) dans la deuxiéme éguation du systéme
(IV.7) et on trouve :

% [(Co + u4(t))(v0 + U3 (t))] =

c1(Quo + w1 (1)) + €2(Qa0 + uz(8)) — c()K /%3“) (IV.22)
On obtient par I" utilisation de I’ approximation (1V.15) et lanotation (1V.20) :
Votla (t) + Cotis(£) = cyuy (£) + couy (£)) — %ao i—zu3(t) — Qoua(t) (IV.23)
On remplace 5 (t) par son expression et on trouve :

ot (8) + e (1 (0) +102(0) — s (0) =

crtty () + cauz () — 5 CoBus (£) — Qoua(t) (IV.24)
D' ol
4(£) = —sus(t) + ‘ u, () + ‘ u, (t) (IV.25)
On pose :
x(6) = [uz(0) ug (O] et u(®) = [y () w2 (O] (1V.26)

=
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Les deux sorties sont y; (t) et y,(t) tel que :

y1(©) = Q) — Qo =K\/@_K\/%:
K\/w?@ ‘K\/E—O (IV.27)

L’ expression de la sortie y, (t) devient :

y1 (D) = K\/?(V vy +us(t) — 1) =

K\/%( /1+”1—£”—1) (IV.28)

Par I’ utilisation de I’ approximation (I1V.15) on trouve :
i = 3 us(8) = Jrus() (IV.29)
L’ expression de la sortie y, (t) est donnée comme suit :
y2(t) = c(t) — cg = uy(t) (1V.30)
On pose :
y(®) = 1) y.(OI (IvV.31)
Par I" utilisation des équations (1V.21), (1V.25), (1V.29) et (IV.30) on obtient le modele

d’ état suivant :

E 11
x(t) = 209 1 x(t)+lm ﬂlu(t)

ol (V.32)
7© =[x Ol x(0)

|0 11

*
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IV.4.2 Valeurs numériques

Les valeurs numérigques des grandeurs d entrée et de sorties sont :

(Q1p = 0.015m3 s
Q0 = 0.05m3 s
Q, =0.02m3 s
c; = 1Kmol m3 (IV.33)
c, = 2Kmol m3
co = 1.25 Kmol m3
vy = 1m3
\9=50s

Lemodéled éat (1V.32) devient :

. —0.01 0 1 1
t) = t) + t
x(t) [ 0 —0.02] x() [—0.25 0.75] u(t) V.34
YW=1o 1
V.5 Etudecomparative des trois méthodes du chapitre précédant
IV.5.1 Simulation du systeme en boucle ouverte
System: f1
V/O: In(1) to Out(1) Step Response
Settling Time (See)n: 3Q1) From: In(2)
1 ———g————— ————————— —
il System: f1
o Yo In(2) to Out(1)
R | i} Settling Time (sec): 391
3 1 ;i
A R B A A
,,,,,,,,, \ ,,,,,,,,,,
S 40,
2 | | - %= = ==
30F------—--- e |- System: f1
! ! | VO: In(2) to Out(2)
a 20F----—-—---- b i N - Settling Time (sec): 196 - |
S o - — R A — S S—
= | System: f1 | !
Ok~~~ “ VO: In(1) to Out(2) u [~
I Settling Time (sec): 196 | |
T e aS.—_—_"S_._—_—S————SS,Y_ ‘ 7777777777
0 200 400 600 0 200 400 600

Time (sec)

Figure(lV.3) : Réponse indicielle du systeme en boucle ouverte
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IV.5.2 Interprétation du graphe

0
—0.02

valeurs propres {—0.01 — 0.02} qui sont négatives ce qui justifie que I’ ensemble des réponses

La matrice d' &at de la cuve des mélanges est 4 = [_0601 ] ce qui donne les

sont stables mais le temps de réponse est tres élevé pour chague systeme.

Pour la sortie y; (t) saréponse est tres lente (temps de réponse égal a 391 pour chaque

entrée appliquee).

Pour la sortie y,(t) sa réponse est lente (temps de réponse égal a196s pour chaque

entree).

Le systéme est lent ce qui nécessite un bouclage par retour d éat (un placement de
pbles adéquat) pour rendre le systeme plus rapide (Ie temps de réponse tres faible pour chaque
réponse du systeme) et ca en utilisant les différentes méthodes citées en chapitre trois et
choisir parmi elles la meilleur qui nous donne un systéme plus rapide pour un placement de

pbles donné.
IV.5.3 Simulation du systéme corrigé

On utilisant le modéle d état linearisé décrit par les deux équations du systéme (1V.34),
on va déterminer lavaleur du gain du retour d’ état en utilisant un programme MATLAB et ¢ca
on utilisant les algorithmes des méthodes citées en chapitre trois et on va choisir le placement

de pdles suivant :
{—12 —0.26} et ces pdles satisfont |es performances de stabilité et de rapidité.

Lavaeur du gain du retour d’ état pour laméthode 1 est: K1 = Eigz;g :g;ggﬂ
Lavaeur du gain du retour d’ état pour laméthode 2 est : K2 = 1122513723 —;85155656]
Lavaleur du gain du retour d’ état pour laméthode 1 est: K3 = Hiiggzg :ggggzgg]

On vatracer la réponse indicielle pour e systeme corrigé (bouclé par retour d’ état avec

les différentes valeurs des gains).
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System: 3
Step Response /O: In(2) to Out(1)
From: In(1) From: In(2) Settling Time (sec): 15.1
2 T T T T : )
‘ ‘ ‘ ‘ - T =T = =
| | | | | | |
1 B EEEEE e
—_ | | | | | | |
-~ | | | | | | |
=1 1 1 | ) 1 ! )
o 0 777777 T Tt T T [ [ L T Tt T T . [
6 | | | . | | | |
= | | | System: {3 | | [ |
I I I yS I | | |
NS - Lo - VO: In(1) to Out(1) e teeeoo fe=--- e
‘ ! I Settling Time (sec): 15.1 ! , System: 3
|

9 s = NP Y N ‘ | VO:In(2) to Out(2)
2 -2 - Settling Time (sec): 15.1
g- 50 T T T T =
I I I I
I I I I
| | | |
g I I I I
N | | | |
g | | | |
o 0777777777777\ 77777 [ [
8 | | ‘
| | System: {3
| | VO: In(1) to Out(2)
| | Settling Time (sec): 15.1

25
Time (sec)

Figure(IV.4) : Réponse indicielle du systeme corrigé
(Méthode de réduction au cas monovariable)

Step Response

From: In(1) From: In(2)
2 I I ; I e e sy e e Bl
i i i i : i » System: {3
Tr N E o e e Lo “] VO:In(2) to Out(1)
= | | | | | 1 Settling Time (sec): 11.6
§ o e e
L i i System: {3 i i ‘ i i
I N 1. JOIn(1)toQut(1) - Y N [
Settling Time (sec): 11.6 ! ! | ! !
g L= =——=1==7 | | L |
g R - o
| | | | ‘ |, System: {3
VO: In(2) to Out(2)
= ! ! ! ! ! L Settling Time (sec): 11.6
i1 | | | | | N |
S O A i I e i H
o | | | ‘ | |
= ! System: {3 | T |
' VO: In(1) to Out(2) | | | | |
| Settling Time (sec): 11.6 | b |
e e | | 1 |
0 5 10 15 20 250 5 10 15 20 25

Figure(lV.5) : Réponse indicielle du systéme corrigé
(Méthode de Y oung & Willems)

&
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Step Response

From: In(1) From: In(2)
2 T T T T = 1 - -
| | | | System: {3
S A R B | 10: In(2) to Out(1)
~ ! ! ! ! i Settling Time (sec): 15.3
= | | | | |
= —— B I [ T
5 | | | : | |
= ! ! | System: {3 | !
N =T 77 VO In(1) to Out(1) e I
|
\‘

| Settling Time (sec): 15.3 | i !
|

3
E N
g' 50 i i i i — 1 -
< I I I I )
: I I I ! System. f3
‘ | vo: In(2) to out(2)
. | | | | Settling Time (sec): 15.3
N I I I I
= I I I I |
8 Ok----+ e S A T s [ i R e e
5 | | :
— I I
I I

System: {3
! VO:In(1) to Out(2)
! Settling Time (sec): 15.3

Time (sec)

Figure(lV.6) : Réponse indicielle du systéeme corrigé
(Méthode de Becker-Ostertag)

IV.5.4 Interprétation des graphes

Lestrois graphes montrent les réponses indicielles du systeme corrigés bouclé par retour
d’état pour les différentes valeurs des gains et ¢a par | utilisation des trois méthodes citées en
chapitre trois. Par un choix dun placement des pdles approprié qui est {—12 — 0.26}
preuve que les trois réponses obtenues sont stable et rapides vu que le temps de la réponse

faible donné pour chague sortie, tel que pour :
Le graphe(1V.4) : letemps de réponse est 15.1s et ¢a pour chaque sortie.
Le graphe(lV.5) : letemps de réponse est 11.6s pour chagque sortie.

Le graphe(1V.6) : le temps de réponse est 15.3s et ¢a pour chague sortie et presque le
méme pour laréponse du graphe (1V.4).

Donc le graphe (1V.5) montre que la réponse est rapide avec un temps de réponse faible

par rapport aux autres réponses qui est de 11.6s.

Ce qui justifie que laméthode du Y oung & Willems est meilleure.
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V.6 Conclusion

Dans ce chapitre on a introduit un systeme multivariable (cuve des mélanges) qui est
un systéme possédant deux entrées et deux sorties, nous avons un modéle d’ état linearisé par
I’ utilisation des équations de bilan et la linéarisation aux points d’ équilibres. Une simulation
dans I’ environnement MATLAB du systéme non bouclé montre que celui-ci est stable mais il
est lent (temps du réponse trés élevé) ce qui nécessite un placement de pdles qui rend le
systeme rapide et ¢a on utilisant les réponses indicielles du systeme corrigé par I’ utilisation
des trois méthodes du chapitre trois et on faisant une comparaison entre elles, ce qui est notre
objectif, ces réponses sont rapide car le temps de réponse est faible, mais la méhode du
Young & Willems est meilleur vu qu’ elle donne un temps de réponse plus petit que les autres

et qui est égal a11.6s.

&
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Conclusion générale

L’ étude présentée dans ce mémoire a pour objectif d’'aborder les différentes méthodes
et techniques de commande par placement des pdles utilistes pour les systemes
multivariables, et qui sont employées en automatique afin de répondre au mieux aux objectifs
de performances souhaitées par I’ utilisateur. Les méthodes proposées sont utilisable pour faire
une comparaison entre elles et déduire la meilleur qui répond au exigences de la stabilité et
du rapidité et ca on utilisant un systeme multivariable a deux entrées et deux sorties, qui est la
cuve du mélanges utilisés dans la plupart des usines du production alimentaire. Apres sa
modélisation par une éguation d' état linearisée a ces points d' équilibres et tracer la réponse
indicielle du systeme en boucle ouverte et |e systeme bouclé par retour d’ état (utilisation d’un

placement du pdles approprié) pour faire cette comparaison.

Nous somme amenés d' abord a maitriser la notion du variable d' état et les notions du
commandabilité et d’ observabilité, et les formes canoniques des systemes qui sont essentiel
pour I’ élaboration d’une loi de la commande par placement des pbles. Ensuite on a donné et
développé les lois du commande par placement des pbles pour les systémes monovariables et
ca pour les systemes écrits sous une forme quelconque et sous une forme compagne
commandable et calculer le gain du retour d état qui hous a aidé a élaborer cette commande.
Le théoréme et la formule d’ Acherman est aussi utilisée et nous donne d’ une fagon directe
cette commande. Apreés trois méthodes pour le calcul delaloi du commande par placement du
pbles pour les systemes multivariables ont été présentées, et différents algorithmes ont été
développés pour |’ élaboration de cette commande par le calcul du gain par retour d’ état, tel
gue la premiére méthode est basée sur le calcul de cette commande par réduction du systeme
multivariable au cas monovariable, calculer le gain de ce dernier et aprés revenir pour calculer
celui du systéme multivariable. La deuxiéme et la troisieme méthodes sont basées sur lu

calcul du gain sans sa réduction au cas monovariables.

Enfin on a appliqué tout les méthodes citées en chapitre trois sur un systeme
multivariable possédant deux entrées et deux sorties (cuve du mélanges), tel que on a donné
un modéle d' état linéairisé, aprés nous avons tracé la réponse indicielle de ce systéme qui
nous donne une réponse stable mais trés lent. Par un choix approprié des poles, on a utilisé les
trois méthodes cités auparavant pour la correction du ce systeme (non bouclé) par un

bouclage par retour d’ état, apres la simulation du systéme corrigeés, les réponses indicielle

%
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nous a donné des réponses rapides.la premiére et latroisiéme méthode sont presque le mémes
car elles donnent un temps de réponse 15.1s et 15.3s respectivement. La deuxiéme méthode
(méthode du Y oung —Willem) donne un temps de réponse de 11.6s, donc ce qui justifie que

cette derniére est meilleur par son temps de réponse tres faible.
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