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Introduction

L’objet de cette these est 1’étude de certaines questions concernant la struc-
ture géométrique dans des espaces de type Calderon-Lozanovskii. Nous introdui-
sons une nouvelle classe dite de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque
périodiques, dont nous caractérisons les propriétés géométriques fondamentales, la
stricte convexité et I'uniforme convexité. L’étude de ces propriétés a nécessité le
développement et la mise en évidence de nombreuses propriétés intermédiaires qui
constituent les arguments clés dans les raisonnements développés.

Avant de décrire le contenu de cette these, il nous semble utile de présenter le

cadre dans lequel se fait notre étude.
Suivant la construction faite en 1964 par A.P. Calderon [13] a partir d'une fonc-
tion puissance, I’extension au cadre plus large des espaces de Calderon-Lozanovskii,
initiée par G.Ya. Lozanovskii [37] en 1967, consiste a prendre en lieu et place de la
fonction |.|P dans la définition de Calderon, une fonction ¢ d’Orlicz. La généralisation
au cas d’une fonction d’Orlicz & parametre a été considérée pour la premiere fois, en
1997 par P. Foralewski et H. Hudzik [21], définissant ainsi les espaces de Calderon-
Lozanovskii généralisés. Nous décrivons ici brievement cette démarche :

Soient (€2, %, ) un espace mesuré et L° = L°(Q, 3, ) Pespace des fonctions
Y—mesurables définies sur €2 a valeurs dans R.

Soit ¢ une fonction de Musielak-Orlicz c.a.d., une fonction

(V2R Q X R+ — R+
tu) = p(t,u),
vérifiant :
1. pour tout u dans R, ¢(.,u) est une fonction 3— mesurable sur €,

2. pour tout ¢ dans 2, (t,.) est une fonction convexe sur R, s’annulant en 0 et

qui est non identiquement nulle.

Lorsque ¢ ne dépend pas du parametre ¢, elle est dite fonction d’Orlicz.

A toute fonction ¢ de Musielak-Orlicz telle que ¢(t,.) ne s’annule qu’en 0 p-p.p. sur



€2, on associe une fonction v, de la maniére suivante :

Yo OxRY — Ry
oy o [ o

0 sinon,

olt, pour tout ¢ fixé, ¢~1(¢,.) est la réciproque de la fonction p(t,.).
Pour tout couple de lattices de Banach (F1, E5), 'espace de Calderon-Lozanovskii

généralisé, noté par 1, (E1, Ey) est défini comme suit :

VB B) = {o € 10+ [o()] < Moolos or ()], lz2)e-p-p.
pour un certain A > 0 et z; € B(E;), (i = 1,2)},

ou B(E;) dénote la boule unité de E;, (i = 1,2).
Lorsque 'espace Es est I'espace L™, les espaces ¢, (E1, Ey) =9, (E, L>) forment
une classe particuliere d’espaces modulaires dite de type Musielak-Orlicz, notée par

E

© .
Ey,=1,(E,L®) ={x € L°: ¢ (., Az(.)|) € E pour un certain A > 0} .

Cette classe englobe entre autres : les espaces de Lebesgue LF = 1b,(L', L™), les
espaces de Musielak-Orlicz L? = v,(L', L>) et les espaces de Musielak-Lorentz
AL = ¢¢(va LOO)‘

Cette nouvelle présentation, issue des méthodes de la théorie de 'interpolation,
a permis de développer une étude générale et abstraite de la structure géométrique
de ces espaces, rassemblant ainsi une large classe d’espaces modulaires classiques.

Les méthodes géométriques constituent un outil commode de I'analyse fonction-
nelle, notamment en théorie de I'approximation et de 'optimisation. Les propriétés
géométriques d'un espace normé traduisent souvent un ”caractere” de convexité de
sa sphere unité. La convexité uniforme et la stricte convexité sont les plus connues
et peuvent étre considérées comme des propriétés ”extrémes” .

L’é¢tude de la géométrie des espaces de Calderon-Lozanovskii E, est un domaine
largement étudié, les références [15], [20], [21], [22], [34] et [52] sont consacrées a ce
sujet.

Les premiers résultats concernant cette étude remontent a 'année 1995, ou J.
Cerda, H. Hudzik et M. Mastylo [15] ont traité certaines propriétés de monotonie et
de convexité des espaces de Calderon-Lozanovskii (¢ étant une fonction d’Orlicz).
IIs fournissent des conditions suffisantes sur l'espace E et la fonction d’Orlicz ¢ qui
assurent la stricte monotonie, 'uniforme monotonie, la stricte convexité et 1'uni-

forme convexité de I'espace E,.



Les questions concernant la géométrie des espaces de calderon-Lozanovskii généralisés
dans un cadre global ne sont pas triviales, d’ailleurs, les seules références dédiées a
ce sujet sont les articles de P. Foralewskii [20] qui remonte a 'année 1998, ou l'au-
teur étudie la stricte convexité, I'uniforme convexité, I'uniforme non [} et certaines
propriétés de monotonie; et celui récent (2009) de N. Petro et S. Suantai [52], qui
caractérise la stricte monotonie et la stricte convexité des espaces F,.

Lorsque E est I'espace de Besicovitch BY(R) :

1 +T
B'(R) = {x € M (R): Tlg{)loﬁ/T |z(t)|dt < —1—00},

ou M (R) est I'espace des fonctions Lebesgue mesurables sur R, alors selon la
construction des espaces de Calderon-Lozanovskii, 'espace E, = ,(B1, L) est

I'espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz, noté par B? (R) :

B?(R) = {ze€ M(R):¢(,Nz()|) € B'(R) pour un certain A > 0}
= {a: e M(R): T@o% _Jf (t, A|z(t)])dt < 400 pour un certain A > 0} :

Il est naturellement muni de la pseudonorme |||, dite de Luxemburg :
_; i .
”f”(pilnf k>0p90 % <1 ) fEB (R)a
ol p, est la pseudomodulaire associée :

po: M(R) — [0,+od]

. +T
Foooe pe(f) = g [etIf (@D
-T

Toutefois, il est a signaler que 'étude faite dans le cadre général des espaces de
Calderon-Lozanovskii E, n’englobe pas I'espace BY (R), du fait que I'espace de Be-
sicovitch B! (R) ne vérifie pas la propriété de Fatou, condition cruciale imposée sur
I'espace £ afin d’avoir des outils de convergence dans l'espace E,. Dans notre étude,
on s’est restreint a la sous classe notée By, (R) des fonctions presque periodiques ob-
tenue comme fermeture de ’ensemble des polynomes trigonométriques généralisés
par rapport a la pseudo-modulaire p,. Nous avons développé dans By, (R) des
résultats de convergence, incluant une propriété ”"semblable” a celle de Fatou. Ces
résultats de convergence sont les outils principaux dans les différentes démonstrations
de nos résultats dans les espaces B (R).

En considérant la fermeture de ’ensemble des polynomes trigonométriques généralisés :

A= {Pn(t) = Zajei)‘jt,aj S (C,/\j eR,ne N},

=1



par rapport a la modulaire p, et sa norme de Luxemburg |.||,, nous obtenons

respectivement les deux espaces suivants :

B?, (R) = {feB*”(R) :3fu€ A3k >0, Tim_py (ko (fu = f) :0},

et
B, ®) = {15 ®): 3, e AvE>0, i p, (k(f— 1) =0
- {rer®ianea i 1h -, -0},
que nous appelons espaces de Besicovith-Musielak-Orlicz de fonctions presque
périodiques.

Notre contribution principale a travers cette these, porte sur la géométrie de I'es-
pace de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques. Cette nouvelle
classe que nous avons introduit, généralise celle de Besicovitch-Orlicz de fonctions
presque périodiques initiée par J. Albrycht [2] et investie par H. Hillman [24]. Cette
derniere référence constitue une étude plus complete sur la structure et autres pro-
priétés topologiques de cet espace. La these de M. Morsli [43] est la premiere référence
consacrée a la géométrie de l'espace en question, d’autres travaux les ont succédé
par la suite, citons les travaux [7] et [12] qui portent sur la caractérisation de la
stricte convexité, 'uniforme convexité, la k-convexité et la non-I} lorsque I'espace
est muni de la norme d’Orlicz.

Le document est organisé en quatre chapitre comme suit :

e Le premier chapitre est dédié a la géométrie des espaces de Banach. Nous donnons
un apergu sur les principales propriétés géométriques, les différents liens entre

elles ainsi que le role important qu’elles jouent dans les applications.

e Dans le deuxieme chapitre, nous présentons les espaces de Calderon-Lozanovskii.
Une vue d’ensemble sur les techniques de calcul utilisées dans I’étude abstraite
de la structure géométrique des espaces E,, est faite, ainsi qu'une synthese des
travaux liés a la stricte et 'uniforme convexité de cette classe. Nous terminons
ce chapitre par une présentation des espaces de Besicovitch-Orlicz de fonctions

presque périodiques.

e Dans le chapitre trois nous introduisons la classe de Besicovitch-Musielak-Orlicz
de fonctions presque périodiques, nous présentons l’essentiel de nos résultats
de convergence et outils techniques. Ces résultats constituent une étape fon-

damentale pour notre approche des questions géométriques



e Nous terminons dans le chapitre quatre par nos principaux résultats. Nous don-
nons les conditions nécessaires et suffisantes qui caractérisent la stricte ainsi
que 'uniforme convexité de la classe de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonc-
tions presque périodiques. Ces résultats ont fait I'objet des publications [45]
et [46].



Chapitre 1

Sur la géométrie des espaces de

Banach

Les propriétés géométriques ou métriques d’un espace normé sont celles qui se
conservent par isométrie mais pas nécessairement par homéomorphisme . On peux
en distinguer deux classes : des propriétés globales et d’autres locales.

La structure géométrique d’un espace normé se traduit par des propriétés de "régularité”
de sa sphere unité. Comme exemples de telles propriétés, on peut citer : la stricte
convexité, 'uniforme convexité local, la B-convexité, la P-convexité, I'uniforme
convexité en toute direction, I'uniforme convexité, la "smoothness” et 'uniforme
“smoothness”.........

La géométrie locale d’un espace normé concerne des points particuliers de sa
sphere unité qui possedent des caractéristiques intéressantes, a savoir : les points
extrémes, les points fortements extrémes, les ”exposed points”, les ”denting points”,
les points de monotonie.

On peut aussi classifier les propriétés géométriques des espaces normés comme suit :
Propriétés de convexité.

Propriétés de "smoothness”.

Propriétés de monotonie.

Propriétés de convexité complexe.

SAE A

Propriétés liées a la théorie du point fixe (la propriété de Kadec-Klee, la pro-
priété d’Opial, la structure normale ...... )
Toutes ces propriétés présentent des applications dans divers domaines des mathématiques,

en particulier : dans la théorie de I'approximation, la théorie du point fixe, la théorie

ergodique, la théorie de 'optimisation et la théorie du controle.



1.1 Propriétés de convexité

Les notions de stricte convexité et d’uniforme convexité ont été introduites par
J. A. Clarkson en 1936, dans [17]. Ces deux notions se sont avérés d'une tres grande
importance. D. Milman en 1938 (cf. [42]) démontra que tout espace uniformément
convexe est réflexif. La relation entre les différents types de convexité des espaces
de Banach et leur réflexivité a fait par la suite ’'objet de nombreuses études et a été
développée par plusieurs auteurs.

Cherchant des propriétés géométriques plus faibles impliquant la réflexivité, D.
Giesy dans [23] et R. C. James dans [33] ont soulevé la question de savoir si les
espaces de Banach uniformément non-I! pour un certain entier positif n > 2 (ou
B-convexe) sont réflexifs. Ils ont eu quelques réponses affirmatives dans des cas
particuliers mais dans le cas général, la réponse est négative (cf. [32]).

En 1970 C. A. Kottman dans [35] a introduit la notion de P-convexité qui est une
propriété ”1égerement ” plus forte que la B-convexité et qui garanti la réflexivité
de l'espace la possédant. De nombreuses autres propriétés intermédiaires entre la
stricte et I'uniforme convexité ont été introduites, comme par exemple, 'uniforme
convexité locale, la k-convexité et "'uniforme convexité dans toute direction (cf. [41]),

elles s’averent aussi importantes dans les applications.

Définition 1.1. Un espace normé (X,|.||) est dit :

1. strictement conveze lorsque, tout point x de sa sphere unité S(X) est un point
extréme de sa boule unité B(X), c’est a dire si,

Ve e S(X),Vy,z € B(X), ona:

z
x:T:>m:y:z.

o [l revient au méme d’affirmer que l'on a :

T +y
<1
<

pour tous x,y € X tels que
lzll = llyll =1 et [z =yl > 0.

2. uniformément conveze lorsque, Pour tout € €]0,2[, il eziste §(¢) €]0, 1] tel que

pour tous x,y € S(X) vérifiant ||x —y|| > ¢, on a :

r+y

|<1-06.
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Dans cette définition, on peut prendre x,y € B(X).

Remarque 1.1. La propriété d’uniforme convexité peut étre caractérisée de ['une

des deux maniéres équivalentes suivantes :
a. Pour toutes suites {x,} et {y,} dans S(X), la condition lim |z, + y,| = 2
n——+00
implique que

lim |, —yu|| =0

n—-4oo

b. Pour toutes suites {x,} et {y,} dans X telles que la condition

lim [zo) = lim [jyo] = lim |22 Y
n—-+oo n n—-+o0o " n—-—+o0o 2 ’
soit vérifice, on aura
lim ||z, — y,|| = 0.

n—-+o00
Ces propriétés de convexité peuvent étre traduites par la notion de module de
convexité :

La fonction dx(.) :]0,2] — [0, 1] définie par la formule :

ox(e) =inf{1—||Z¥| 2,y € S(X);llz —y|| = €}
=inf {1 — || =] : 2,y € S(X); ||z — y|| > €}
:inf{l — HITWH cx,y € B(X); ||lx —y| > e},

est appelée module de convexité de l'espace normé (X, ||.||). La fonction dx(.) est
continue et croissante sur U'intervalle ouvert |0, 2].
Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier :
v L’espace (X, |.||) est strictement convexe si et seulement si dx(2) = 1.
v L’espace (X, ||.||) est uniformément convexe si et seulement si dx () > 0 pour
tout € €]0, 2].

1.2 Propriétés de ”smoothness”

b

Les propriétés dites de ” smoothness” sont liées a la boule unité de ’espace. Un
espace normé (X ||.||) est smooth lorsque sa boule unité ne possede pas de ”coins” ou
de "points anguleux” c-a-d des points qui peuvent admettre plus d’un plan support.

De maniere précise,

Définition 1.2. Soit x # 0 un élément d’un espace de Banach X, f une forme
linéaire continue sur X telle que || f||x+ = 1. Alors f est dite fonctionnelle support

de x lorsque

flx) = (f,2) = |lz|.
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x
Autrement dit lorsque le point — norme la fonction f.

Iedl
Notons qu’une telle fonctionnelle existe toujours comme conséquence du théoreme
de Hahn Banach.

Définition 1.3. Soit f € X* et a € R. Alors, ’hyperplan
H={zxeX: f(z)=a},
est dit hyperplan d’appui ou plan support d’un sous ensemble C' de X lorsque
Ccf{rzeX: f(r)<a} ouCC{reX: f(zx)>a}

et
HnNC #0.

Remarque 1.2. B Si C est la boule de centre x et de rayon r, alors H supporte
C' si et seulement si la distance d(x, H) entre x et H est égale a 7.
B Si f est une fonctionnelle support d’un point x € X, alors pour tout z € X
Uhyperplan
H={yeX:[fly—=2) =]z},

supporte la boule B(z, | z|).

Définition 1.4. Un élément x € S(X) est dit smooth lorsqu’il posséde une unique
fonctionnelle support notée f,.
Lorsque tous les points de la sphére unité S(X) sont smooth, Uespace X est dit

smooth.

Remarque 1.3. Un point xy € S(X) est smooth si et seulement si il existe un

unique hyperplan supportant la boule unité B(X) au point xg.

Il existe une dualité entre la notion de ”smoothness” d’un espace de Banach X
et la stricte convexité de son dual X* (cf. [41]). De maniere précise :
v'Si X* est smooth, alors X est strictement convexe.
v'Si X* est strictement convexe, alors X est smooth.
v'Un espace de Banach réflexif est strictement convexe (resp. smooth) si et seulement
si son dual est smooth (resp. strictement convexe).

B le module de smoothness d'un espace de Banach X (X # {0}) est la fonction

vx 10, +o00[ — [0, 400 définie par la formule :

e (6) = sup {5 (o + ol + o~ tyl) ~ Li sy € 500}
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vy (€
Définition 1.5. L’espace X est dit uniformément smooth lorsque linTU =0.
t—0

Remarque 1.4. 1. La fonction v est croissante sur |0, +oo[. De plus

max{0,t — 1} <wvx (t) <t,

pour tout t > 0, (cf. [41]).

2. Un espace normé X est uniformément convexe (resp. uniformément smooth)

si et seulement si son dual X* est uniformément smooth (resp. uniformément
conveze), (V.L. Smulian, 1940).

De la méme maniere que la différentiabilité d’une fonction renseigne sur 'allure
de son graphe, il y a une relation entre la smoothness d'un espace (X, |.||) et la

différentiabilité au sens de Gateaux de sa norme.

Définition 1.6. Soit f une fonction définie et continue sur un ouvert O de X et x

un point de O.
1. Si pour tout y € X, la limite :

_ o Sl thy) — f(2)
existe, alors f est dite différentiable au sens de Gateaux au point x (G-différentiable
au point x).
Le point x est dit de G-différentiabilité et Of(x) est la dérivée au sens de

Gateaux de f au point x.

2. Lorsque,
Ve > 0,36 > 0 tel que ||h|| <9,

implique que Yy € B(X),

fla+hy) — f(z)

S o)) < (11)

[ est dite différentiable au sens de Fréchet au point x (F-différentiable au point
x). Le point x est dit de F-différentiabilité de f.
Si de plus la formule (1.1) est satisfaite uniformément par rapport a x € B(X),

f sera dite uniformément Fréchet différentiable.

Les liens entre les propriétés de smoothness et les propriétés de différentiabilité

de la norme sont résumés ainsi :
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1. Soit xy € S(X). Alors le point z( est smooth si et seulement si la norme de
X est Gateaux différentiable au point xy. Dans ce cas 'unique fonctionnelle
support de g est f,, = 0f(xg), (S. Banach, 1932).

2. X est uniformément smooth si et seulement si la norme de I'espace est uni-

formément Fréchet différentiable.

1.3 Propriétés de monotonie

Les propriétés de monotonie d’un lattice de Banach ont été introduites par G.
Birkhoff [10], dans le cadre général d’un lattice normé abstrait. Ces propriétés ont
différentes applications en théorie ergodique et aux problemes de meilleure approxi-
mation (cf. [31]).

Soient (€, 3, 1) un espace mesuré, L° = L, ¥, u) 'espace des fonctions ¥ —mesurables
définies sur {2 a valeurs dans R.

Pour deux fonctions z,y € L°, on écrit o < y lorsque x(t) < y(t) p-presque partout

(u-p.p.) sur Q.
Un sous espace de Banach (E,|.|g) de L° est dit lattice de Banach (lattice de

Banach de fonctions ou espace de Kéthe) lorsque :
i. & chaque fois que z € L% et y € E sont tels que 0 < |z| < |y|, on a x € F et
Izl < [yl e,

ii. il existe une fonction x € E tel que x est strictement positive - p.p. sur §2.

Notons par E le cone des éléments positifs de F, i.e. E, ={z € E: x > 0}.

Définition 1.7. Un lattice de Banach (E, ||.|| ) est dit :
1. Strictement monotone et on écrit E € (SM), lorsque pour tous x,y € E tels

quey <z, y #x onallylly <zl
D’une maniére équivalente, E € (SM) lorsque pour tous x,y € E. tels que

y<a, |z =1ety#0,

on a

Iz = yllp < 1.

2. Uniformément monotone et on écrit E € (UM), lorsque pour tout ¢ €]0,1[, il

existe §(¢) €]0, 1] tel que pour tous x,y € E. vérifiant
y<a, |lzllp=1¢€t |lylp =e,

[inégalité
[z = yllp < 1—0(e),
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est vraze.

v'Un lattice de Banach (E, ||.|| ;) strictement convexe (resp. uniformément convexe)
est strictement monotone (resp. uniformément monotone) (cf.[29]).

La fonction 6,, g : [0, 1] — [0, 1] définie par :
O, (€) = nf {1 — |z —yllp: 0 <y < ll]p=1Lylp =},

est appelée module de monotonie de I’espace E.

dm.p est une fonction convexe, croissante et continue sur 'intervalle [0, 1. De plus :
v'L'espace (E,|.||z) est strictement monotone si et seulement si d,, (1) = 1.
v'L'espace (E,||.||) est uniformément monotone si et seulement si 6,, x () > 0
pour tout ¢ € ]0, 1].

1.4 Propriétés de convexité complexe

Le principe du maximum connu pour les fonctions complexes a valeurs com-
plexes se généralise au cas des fonctions a valeurs vectorielles (& valeurs dans un
C-espace de Banach X) holomorphes sur un domaine du corps complexe C. Ce-
pendant, le principe du maximum fort (cf. [19]) -qui est fondamental en théorie
des opérateurs linéaires- n’est valide que lorsque 'espace d’arrivée X est complexe-

strictement convexe.

Définition 1.8. Soit X un C-espace de Banach. Un point x d’un sous ensemble

convexe A de X est dit point extréme complexe de A lorsque :
{r+Xy:AeC N <1} CA=y=0.

® Si tout point de la sphére unité de X est un point extréme complexe de la boule

unité de X, l'espace X est dit complexe-strictement conveze.

® Si pour tout ¢ > 0, il existe §(g) > 0 tel que;
r,ye X, |yl >e, A€ C A <1 et]z+ My <1,

implique que
lzfl <1 =d(e),

alors l'espace X est dit complexe-uniformément convexe.

Remarque 1.5. Tout point extréme d’un ensemble convexe A de X est un point
extréme complexe de A. Par suite, tout C-espace de Banach X strictement convexe

est complexe-strictement conveze.
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Exemples 1.1. 1. L’espace de Lebesgue L'(Q, 2, 1) est complexe-strictement conveze

sans étre strictement conveze (cf. [19]).

2. Les espaces de Lebesque LP(S2, %, 1), 1 < p < oo sont uniformément convezxe

et par suite complexe-strictement convezxe.

Un résultat récent, di a H. Hudzik et A. Narloch (cf. [31]) affirme que la stricte
monotonie (resp. I'uniforme monotonie) d'un lattice de Banach E coincide avec La
complexe-stricte convexité (resp. la complexe-uniforme convexité) de son complexifié

EC, ou le complexifié d'un lattice de Banach E est I'espace défini par :
EC={f:Q—C:f=x+iy;z,yc E},

muni de la norme :

1l = [V 92| = Nisils-

1.5 Un exemple de propriété liée a la théorie du

point fixe

Un des outils importants de la théorie du point fixe, est la propriété d’Opial d’un
espace de Banach X. Cette propriété introduite par Z. Opial dans [49] qui a lieu en
particulier dans un espace de Hilbert, possede aussi des applications dans la théorie
des équations différentielles et intégrales (cf. [18]).

Soit X un espace de Hilbert. Toute application 7" : X — X 1-Lipschitzienne (i.e.
|T(z) — T(y)| < |l —yl|,Vz,y € X), asymptotiquement réguliere

(i.e. Ty — Tz = T™(T — I)(x) tend vers zero a l'infini) et possédant au moins
un point fixe, vérifie la propriété suivante :

Pour tout z € X, une limite d'une sous suite faiblement convergente de la suite des
approximations successives {T"x} est un point fixe de 7.

Ce résultat établi par F.E. Browder et W.V. Petryshyn (cf. [49]) a été étendu par Z.
Opial a la classe plus large des espaces uniformément convexes possédant la propriété
dite d’Opial.

Définition 1.9. Un espace de Banach X est dit :
1. Posseder la propriété d’Opial si, pour toute suite {x,} faiblement convergente

vers zero dans X et tout x € X\ {0}, on a

n—s—40o n—-+o0o
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2. Posseder la propriété d’Opial uniforme, si pour tout € > 0 il existe r > 0 tel
que pour tout x € X avec ||z|| > € et toute suite {x,} de S(X) faiblement
convergente vers zero, on a

L+r< lm |z, +z.

n—--4o0o
e Le module d’Opial de I'espace X, est la fonction dp x : ]0,1] — [0, 1] définie
par :
dox (€)= inf{ lim ||x, + 2| :{z,} € S(X),z, = 0, ||z|| = 5} .
n—- +00
Remarque 1.6. X posséde la propriété d’Opial uniforme si et seulement si
do.x (€) > 1 pour tout € € 10,1] (cf.[18]).

Exemples 1.2. 1. Les espaces I, (1 < p < +00) possédent la propriété d’Opiall.

2. Les espaces de Lebesgue LP [0, 27| pour (1 < p < 400, p # 2 sont uniformément
convexe, mais ne possédent pas la propriété d’Opial (cf. [49]).



Chapitre 2
Espaces de Calderon-Lozanovskii

Les espaces de Calderon-Lozanovskii notés ¢, (E4, E2) ont été introduits par G.
Ya. Lozanovskii en 1969 (cf. [37]) comme classe d’espaces d’interpolation entre deux
lattices de Banach E; et Fy. La démarche suit la construction faite par A.P. Calde-
ron pour introduire la classe EYF; 7% (cf. [13]). Cette classe couvre un large spectre
d’espaces fonctionnels usuels. Ce chapitre sera consacé a la structure géométrique de
la sous classe des espaces notés E, dits de type Orlicz. Nous commencons par une
présentation sommaire de ces espaces, puis par une breve synthese de l’approche
abstraite dans I'étude de la structure géométrique des espaces de type Orlicz, en
particulier, la stricte et 'uniforme convexité de ces derniers. Nous terminons par la
présentation des propriétés structurelles de I'espace de Besicovitch-Orlicz de fonc-

tions presque périodiques.

2.1 Présentation des espaces de Calderon-Lozanovskii

Soit (£2, X, 1) un espace mesuré (y une mesure compléte et o-finie). L° = L%(Q, %, i)
désignera 'espace des fonctions > —mesurables définies sur €2 a valeurs dans R.
Une fonction ¢ : Ry — R, est dite fonction d’Orlicz lorsqu’elle est convexe, non
identiquement nulle et telle que ¢ (0) = 0.

Etant donnée une fonction d’Orlicz ¢ ne s’annulant qu’en zero, on note par ¢!

sa fonction réciproque. La fonction v, définie par :

Yy RZ — Ry
(u,v) {Wj_l(%) sio#0

0 sinon,

est dite fonction de Calderon-Lozanovskii. Elle est continue, concave et homogene

2
sur R+.

17
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Remarque 2.1. Notons par C' [’ensemble des fonctions positives 1 définies sur ]R%r
qui sont continues, concaves et homogenes, telles que ¥ (u,v) =0 ssiu =0 ouv = 0.
Alors, il existe une bijection entre l’ensemble C' et la classe des fonctions d’Orlicz
ne s’annulant qu’en zero. Cette correspondance donnée par o < 1), est clairement
injective. Elle est aussi surjective :

En effet, soit ¢ € C, il suffit de prendre comme fonction d’Orlicz ¢(.) la fonction
réciproque de (., 1).

Définition 2.1. Pour tout couple de lattices de Banach (Ey, Es), l'espace de Calderon-

Lozanouvskii, noté par v¥,(Ey, Es) est défini comme suit :

Yo(Er, Ey) = {w € LY : fa| < My (|aal, 2] p-p.p.
pour un certain X >0 et x; € B(E;), (i =1,2)},

ot B(E;) dénote la boule unité de E;, (i = 1,2).
Une norme sur ¢,(E1, Ey) est définie par :
20l (1) = 10 {A> 02 2] < A ([ ], |2]) p-p.D.

pour certains x; € B(E;), (i =1,2)}

Le couple (Vo(E1, Er), |||y, (5, .5,)) €st un espace de Banach (cf. [15], [40])

Les espaces de Calderon-Lozanovskii peuvent étre écrits sous la forme suivante :

V(B Br) = {a € Lt [z] = thy(|21], |22 )pe-p.p-

pour certains z; € F;, (i = 1,2)},

et
2]y, (50 = I0f {max(l|zl g, , l22]l 5,) 2] = Yp(l2il, [22]) p-p-p.

pour certains z; € F;, (i = 1,2)}
Une autre norme dite de type Orlicz, notée par ||||10% (Ey,E»)> Peut étre définie sur ces
espaces, au moyen de la formule :
0 .
||$||¢¢(E1,E2) = inf {||$1||E1 + ||ZL‘2||E2 cx1 € By, 19 € Ey
avee || = Py(|z1], [z2|)p-p-p-}

Remarque 2.2. Pour le cas particulier de la fonction puissance p(t) =t*, (p > 1),

nous aurons :

Yo(u,v) = ty(u,v) = v(

wo? (0<f=1<1).

1
p

On retrouve ainsi les espaces classiques de Calderon 1,(Ey, Ey) = E{EY™ (cf. [15]).
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2.2 Interpolation des opérateurs linéaires

Pour un couple de lattices de Banach (E, E2) (définies sur le méme espace

mesuré), les espaces
— 0.
ExNEy={zel’: a1 € Ey,ux;€ By}

et
Ei+E={zel’:x=x+z21 € Ey,x5 € B},

sont des lattices de Banach pour les normes :

2]l gy, = max ([, » 121l ,)

et

|2/l g, 4 g, = inf (||x1||E1 + |22, 7 =21 + 20,71 € Xy, 70 € X2) ,

respectivement.

Définition 2.2. Un lattice de Banach E est dit intermédiaire entre E; et Ey si les
inclusions suivantes :
EiNEy,CECE +E,

ont lieu avec des injections continues.

"I Les espaces de Calderon-Lozanovskii ¢, ( E1, E) sont des espaces intermédiaires
entre Ey et Ey (cf. [40]).
Pour deux paires de lattices de Banach X = (X1, X5) et Y = (Y1,Y,) sur
différents espaces mesurés en général, on note par :
° L(Y, 7) I’espace de Banach des opérateurs linéaires T : X7 + Xo — Y] + Y5
tels que la restriction de T' a l'espace X; est un opérateur borné de X; dans

Y;,1=1,2, avec la norme

Il ) = max (171 x, .y, > 1T 1,

e LT(X,Y) le cone des opérateurs linéaires positifs de I'espace L(X,Y) i.e. des
opérateurs T € L(X,Y) tels que T > 0 pour tout z € X; + Xy, z > 0.
Soit X un lattice de Banach intermédiaire entre X; et X5 et Y un lattice de Banach

intermédiaire entre Y] et Ys.

Définition 2.3. 1. On dit que le couple (X,Y) est une paire d’interpolation
(resp. d’interpolation d’opérateurs positifs) par rapport & X et Y, si tout
opérateur T de L(X,Y) (resp. de L*(X,Y)) est borné de X dans Y et

ITlx—y < ClIT Lz 3 »
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pour une certaine constante C' > 1 (dite constante d’interpolation) qui est
indépendante de T € L(X,Y) (resp. T € LT(X,Y)).

2. Dans le cas ot X =Y lespace X est dit espace d’interpolation par rapport a

X.

Une méthode F de construction d’espaces intermédiaires est dite méthode d’in-
terpolation (d’interpolation d’opérateurs positifs) sur la classe des lattices de

Banach, si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. pour toute paire de lattices de Banach X = (X1, X3), 'espace construit noté

par F(X) est un lattice de Banach intermédiaire entre X; et Xo,

2. pour toute paire de lattices de Banach X = (X, X5) et Y = (Y1, Y3), le couple

(F(X),F(Y)) est une paire d’interpolation (d’interpolation d’opérateurs posi-
tifs) par rapport & X et Y.

On a alors le résultat suivant (cf. [40]), obtenu indépendement par E. I. Berezhnoi
(1981), V. A. Shestakov (1981) et L. Maligranda (1985) :
" La construction de Calderon-Lozanovskii est une méthode d’interpolation

pour les opérateurs positifs.

Remarque 2.3. En 1972 dans Uarticle [38], Lozanovskii avait déja prouwvé que sa
construction n’est pas une méthode générale d’interpolation. En fait, il avait construit
un contre exemple montrant que méme la construction de Calderon ne [’est pas.
Cependant si les lattices de Banach Ey et Ey possedent la propriété de Fatou, [’espace

Y, (En, Es) est un espace d’interpolation par rapport au couple (Ey, Es) (cf.[50]).

2.3 Espaces de type Orlicz

Les espaces de type Orlicz sont des espaces modulaires particuliers. Il constituent
une importante classe d’espaces de Calderon-Lozanovskii. Avant de les introduire,

nous présentons quelques rappels et propriétés essentielles des espaces modulaires.

2.3.1 Espaces modulaires. Topologie et convergence

Soit X un K-espace vectoriel (K = C ou R).
Une fonction p : X — R, est dite pseudo-modulaire (resp. modulaire) lorsque les

conditions suivantes sont satisfaites :
1. p(0) =0 (p(x) =0 ssi x =0),
2. p(Ax) = p(x) pour tout = € X et tout A € K, || =1,



21

3. plax + By) < p(x) + p(y) pour tous a, 3 > 0, + 3 = 1.

Si de plus la fonctionnelle p est convexe i.e. :

plax + By) < ap(z) + Bp(y) pour tous o, 3 > 0,a+ 3 =1,

elle est dite pseudo-modulaire convexe (modulaire convexe).
L’espace
X, ={x € X : p(Ar) < 400 pour un certain A > 0},

est dit espace pseudo-modulaire (modulaire).
Lorsque la pseudo-modulaire (resp. modulaire) p est convexe, le couple (X o |-l p)

est un espace pseudo-normé (resp.normé), ou

||:v||p:inf{)\>0:p(§>§1},

est la pseudo-norme (norme) dite de Luxemburg.
e Une suite (z,) d’éléments de I'espace X, est dite convergente au sens de la
pseudo-modulaire (resp. modulaire) p ou p-convergente vers z € X, et on
éerit x,, 2 x lorsque lim p (A (z, — x)) = 0 pour un certain A > 0.
e La p-convergence est e?l_)gognéral une propriété moins forte que la convergence
en norme (la ||z[| -convergence), plus précisément :

liril |z, — ||, = 0 si et seulement si lir+n p(A(z, —x)) =0,YA > 0.

e Une suite (z,,) est dite de Cauchy au sens de la modulaire p ou p-Cauchy
lorsque k}liinoop (A (xp — x;)) = 0 pour un certain A > 0.

e L’espace X, est dit pseudo-modulaire (resp. modulaire) fortement complet ou
p-fortement complet lorsqu’il existe une constante o > 0 telle que pour
toute suite (x,,) p-Cauchy de X, il existe un z € X, telle que lim p (o (z,, — x)) =
0. o

e 5i X, est p-fortement complet, alors il est complet en norme.

e Pour tout z € X,, la fonction o — |[laz||, est croissante sur R¥.

e Une pseudo-modulaire (resp. modulaire) p est dite :
a. continue a droite, lorsque ,\IH{LP (Az) = p(z) pour tout z € X,
b. continue & gauche, lorsque )\liglip (Az) = p(z) pour tout = € X,
c. continue, lorsqu’elle est continue a droite et a gauche a la fois.

e Si p est continue & droite, alors pour tout x € X, les inégalités ||z, < 1 et

p (z) < 1 sont équivalentes.
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e Si p est continue & gauche, alors pour tout z € X, les inégalités ||z, < 1 et
p(z) <1 sont équivalentes.

e La fonctionnelle ||||;‘ définie pour tout x € X, par :

.1
el = inf 3 1+ p (k)]

est la pseudo-norme (norme) sur X, dite norme d’Amemiya. Elle est équivalente

a celle de Luxemburg, en effet, pour tout = € X,,,
A

e Un ensemble A C X, est dit p-fermé, si pour une suite (z,,) dans A telle que
T, —— x, alors z est dans A
e Le plus petit ensemble p-fermé contenant un sous-ensemble A C X, est appelé
p-fermeture de A dans X, et est noté par A
e un sous-ensemble A C X, est p-fermé si et seulement si A = A’ SiAcC X o
est p-fermé, alors A est fermé par rapport a [[.[[ .
e Les inclusions suivantes A C Al c A’ ont lieu, o Al désigne la fermeture
de A par rapport a la norme HHp
Pour plus de détails sur la théorie des espaces modulaires, nous référons le lecteur a
[4], [47].

2.3.2 Espaces de type Orlicz

Les espaces dits de type Orlicz sont les espaces de Calderon-Lozanovskii pour
Ey = L™, on les note par E, a la place de 1,(E, L*>°). Dans ce cas l'espace E, est

'espace modulaire suivant :(cf. [15],[40])

Vo(E,L*)=E, = {x€L’:¢p(\x) € E pour un certain A > 0}
{zeL: pL (Ar) < 400 pour un certain A > 0}.

ou pg est la modulaire associée donnée par ’expression :

o8 (@) = { le () lls si @ () € E,

o0 sinon.

De plus :

1. La norme ||.|| 5 coincide avec la norme de Luxemburg HHf :

. T
Iz, = llall g = llall = inf {A>0: 02 () <1}
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2. La norme de type Orlicz HxH%w est égale a celle d’Amemiya HxHﬁE :

1
0 A A .
Izll5, = llzlloe = ll2ll5,s = mf | =41+ [l¢ (kKlz)ll} | -

Exemples 2.1. 1. Le p-convexifié de FE
Sip(t) =t 1 < p < +o0o, l'espace

by (B, L) = Ev (L) s = E® = {z ¢ [V 2P € B,
p

est le p-convexifié de E.

2. Les espaces d’Orlicz
Si E est 'espace de Lebesque L', alors :

o (L', L>) est lespace d’Orlicz L?, plus précisément :
LY = {x cL’: / © (MNz(t)]) dp < 400, pour un certain A > O} .
Q

o Lorsque o(z) = |z|P, (p > 1), ¢ (L', L) n’est rien d’autre que ’espace de
Lebesgue LP.

3. Les espaces d’Orlicz-Lorentz

Si E est l'espace de Lorentz A, i.e.

I
A, = {x c L’ ||z||a, = / r*(Hw(t)dt < —i—oo} :
0

ot w : [0,1] — Ry est une fonction de poids, a savoir, une fonction croissante
et localement intégrable sur (0,1 et x* est le réarrangement décroissant de x.

On retrouve [’espace d’Orlicz-Lorentz AY, plus précisément :

I
AY = {:Jc cL’: / (o Ax)*(t)w(t)dt < 400 pour un certain \ > 0} :
0

Rappelons que pour un x dans L° ([0,1[, X, m), m mesure de Lebesgue.

la fonction distribution de x noté par d, est définie ainsi :

d, : Ry — R,
A = d,(N)=mA{t €0, |x(t)| > A},

et la fonction réarrangement est :

z*(t): [0,1] — Ry
t = 2*(t) =inf {A > 0:d,(\) <t}.
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2.3.3 Géométrie des espaces de type Orlicz

L’étude abstraite faite dans le cadre général des espaces de Calderon-Lozanovskii
E,, repose sur une propriété de convergence importante imposée a l'espace E, ap-
pelée propriété de Fatou. Dans tout ce qui suit, nous supposerons que E possede
cette derniere.

Définition 2.4. Un lattice de Banach E est dit posséder la propriété de Fatou
(E € (PF)) lorsque :
pour tout x € LY et toute suite {@n},en C E telle que 0 < x, /@ pi-p.p. et vérifiant

sup ||zl < 400, on a x € E et de plus lir+n |enlle = ||z]&-
n—-r+oo

Exemple 2.1. Les espaces suivants :
e Les espaces de Lebesque LP(Q,%, 1), 1 < p < o0,
o Liespace (5, 1), (4(9) < +00),

e Les espaces de Lorentz A, possédent la propriété de Fatou.

Remarque 2.4. - St E est uniformément monotone alors E posséde la pro-
priété de Fatou (cf. [10]).
~ E, hérite la propriété de Fatou de E (cf. [15]).

La propriété de Fatou sur E permet d’établir des liens entre la norme et la
modulaire, elle garantit (cf. [15]) :
» la continuité a gauche de la fonction f(A) = pZ(Ax) c’est a dire qu'on aura

I’égalité suivante :
sup {p (Az) : [N < Ao} = pl (Ao)

pour tout \g > 0,

» pour tout = € E,, tel que [|z]|5 <1, a lieu 'inégalité
B E
pg (@) < [l (2.1)
» pour tout = € E, tel que [|z]|} > 1, a lieu I'inégalité
lzll7 < pg (2). (2.2)

Une condition de régularité tres importante sur la fonction d’Orlicz est la condition

AE qui controle sa vitesse de croissance.

Définition 2.5. On dit qu’une fonction d’Orlicz ¢ satisfait la condition Ay et on

écrit o € Ag lorsque :
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a. ¢ € Ny (0) d.e. : il existe kyug > 0 tels que pour tout 0 < u < wg, on a
©(2u) < kp(u), si E s’injecte continiment dans L.

b. ¢ € Ay (400) i.e. : il existe k,ug > 0 tels que pour tout u > ug, on a o(2u) <
kp(u), si L™ s’injecte continument dans E,

c. ¢ € Ay (R) d.e. : il existe k > 0 tel que pour tout u > 0, on a p(2u) < kp(u),
st, aucun des espaces E, L> ne sinjecte continiment dans [’autre.

Supposons maintenant que ¢ € Ay, alors on a les relations suivantes qui sont tres
utiles et permettent de calculer directement sur la modulaire au lieu de manipuler
la norme. (cf. [15]) :

>
|z[] =1 ssi pZ(z) =1, (2.3)
» pour toute suite {x,},.y dans E, :
(i)
nl_l)lfoo ||xn||f =1 ssi nl_l&loo pf(xn) =1 (2.4)
et
(i)
nETOO ||xn||f = 0 ssi nEIfoo pL(x,) = 0. (2.5)

Remarque 2.5. les propriétés (i) et (ii) sont respectivement équivalentes a :
i’) pour tout € €)0,1[, il existe §(¢) €0, 1] tel que :

(x € E, et pf(x) <1—¢) implique queHa:Hf <1-94(e).
ii’) pour tout € > 0, il existe n(e) > 0 tel que :
(x € E, et ||:17||5 > ¢) implique que pf(x) > n(e),

Les premiers résultats concernant le cas général remontent a ’année 1995, ou J.
Cerda, H. Hudzik et M. Mastylo [15] ont étudié certaines propriétés de monotonie
et de convexité.

I[ls donnent des conditions suffisantes, sur 'espace E et la fonction d’Orlicz ¢, qui
assurent la stricte monotonie, I'uniforme monotonie, la stricte convexité et I’'uniforme

convexité de l'espace E,,.

Définition 2.6. On dit qu’une fonction d’Orlicz ¢ est strictement convexe lorsque :

© (u—;—v) < %{w(U) +e(v)},

pour tous u,v € Ry, u # v.
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Définition 2.7. (W.A.J. Luxemburg [39]) On dit qu’une fonction d’Orlicz ¢
est uniformément convexe si, a tout réel a € |0, 1] correspond un réel §(a) € 10, 1]

tel que

u—+ bu 1
o (M5 < (- 0@) 5 {ol) + (0.
pour tout u € Ry et tout nombre réel b satisfaisant 0 < b < a, (cf. [39]).

Remarque 2.6. 1. La définition précédente de 'uniforme convezité de la fonc-

tion @ est équivalente a chacune des deux reformulations suivantes :

i. Pour tout réel a € 10, 1], il existe un réel §(a) € 10, 1] tel que

o (5™ < 5 0= 0@) fot) + pla).

pour tout u € Ry, (cf. [1]).

it. Pour tout € > 0, il existe un nombre réel p(e) > 0 tel que

o (50) = 5 0= 0o fet) + 40},

pour tous u, v satisfaisant |u — v| > e max(u,v), (cf. [53]).

2. Une fonction d’Orlicz ¢ est uniformément convezre si et seulement si, pour

tout € > 0, il existe une constante réelle k. > 1 telle que :
P((1—¢e)u) > kP (u),
pour tout u > 0, ou P est la dérivée a droite de la fonction ¢, (cf. [1]).

Exemple 2.2. — Un exemple de fonction d’Orlicz strictement convexe qui n’est

pas uniformément convexe est le suivant :
o (u) =vur+1—-1.

— Les fonctions puissances ¢ (u) = |ul? avec p > 1 sont toutes uniformément
convezes avec

S(a)=1—2"P" (1+a)’(1+a?)"!

Théoréme 2.1. (Cerda, Hudzik et Mastylo,1995 [15]) Soit E € (SM), ¢
une fonction d’Orlicz strictement convexe et telle que p € A,.

Alors lespace I, est strictement conveze.

— Si a la place de la stricte monotonie de E, on prend la stricte convexité qui
est une condition plus forte, on obtient la stricte convexité de E, sans avoir

besoin d’imposer la condition de stricte convexité sur ¢. Plus exactement :
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Théoréme 2.2. (Cerda, Hudzik et Mastylo,1995 [15]) Supposons que E est
strictement conveze et soit ¢ une fonction d’Orlicz ne s’annulant qu’en zero, telle

que ¢ € Ag. Alors l'espace E, est strictement conveze.
On a un résultat similaire pour I'uniforme convexité :

Théoréme 2.3. (Cerda, Hudzik et Mastylo,1995 [15]) Supposons que E est
uniformement convexe et soit @ une fonction d’Orlicz ne s’annulant qu’en zero, telle
que @ € As.

Alors l'espace E,, est uniformement conveze.

Définition 2.8. On dit qu’une fonction d’Orlicz ¢ satisfait l'inégalité de Clarkson

(%)

pour tous u,v € R.

lorsque :

ro (M) < 5 e + e,

Remarque 2.7. e Une fonction d’Orlicz satisfaisant linégalité de Clarkson est
uniformément convezxe.

e Si ¢ est une fonction d’Orlicz, la fonction d’Orlicz
D (u) = (u"), (2<p < +o0)
vérifie l'inégalité de Clarkson (cf. [27]).

Théoréme 2.4. (Cerda, Hudzik et Mastylo,1995 [15]) Soit E € (UM), ¢
une fonction d’Orlicz satisfaisant l"inégalité de Clarkson et telle que ¢ € As.

Alors lespace E, est uniformement conveze.

Remarque 2.8. Les hypotheses de stricte convezité de la fonction ¢ dans le théoreme
2.1 et de la stricte convexité et l'uniforme convexité de ’espace E dans les théorémes
2.2 et 2.3 respectivement, ne sont pas mécessaires en géneral. L’exemple suivant
tllustre parfaitement cette situation :

Soient les deux fonctions ¢ et py définies comme suit :

lu| st ful <1
p1(u) = { 2

u® o osiul > 1,

(w) u? si|ul <1
u) =
72 2ul — 1 silu| > 1.
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Alors, @1 et o sont des fonctions d’Orlicz, vérifiant la condition Ao(Ry) mais elles
ne sont pas strictement convezxes.

On peut facilement vérifier que la fonction ¢y o py :

u? siful <1
(2ul —1)2  si|u] > 1,

(p10@a)(u) = {

est une fonction d’Orlicz satisfaisant la condition Ay(Ry). D’autre part, en remar-
quant que la fonction vy o pq (\/u) est une fonction d’Orlicz, on peut déduire que
©1 0wy vérifie l'inégalité de Clarkson. Du théoréme 2.4, on déduit donc que [’espace
d’Orlicz L¥'°%?? est uniformement conveze.

Or on peut vérifier que L¥1°%? = (L“Dl)w2 avec égalité des normes (cf. par exemple
[28]). En effet :

Par définition, un élément x est dans (L‘"l)g&2 lorsqu’il existe un réel A > 0 tel que
w9 0 Ax est dans L¥. Cette derniére condition signifie qu’il existe un réel o > 0 tel
que 1 o [a(ps 0 Ax)] est dans L.

Posons f = min(\, a, 1). Alors on aura

(10 p2) 0 B2z < 1 0 [aip2 0 Az)],

qui est donc dans L', ce qui entraine que x est dans L¥1°%2.

Inversement, supposons que x € L¥1°?2 alors (1 0 p3) o Ax € L' pour un certain
A >0, donc o 0 Ax € L¥' ce qui est équivalent a x € (L‘PI)W.

Montrons maintenant l’égalité des normes.

Pour cela, on va utiliser [’équivalence :
lell e <1 s pre <1,

dans le cas des espaces d’Orlicz L?.

Nous avons alors :

HxH(LQPI)v2 = inf {)\ >0: ngg o %HLW < 1}
:inf{)\>O:me (gogof) < 1}
=inf {A>0: proem (5) <1}

= |||l zoroes

En conclusion :

L’espace (L“”l)w2 est uniformement convexe au moment ou l’espace L¥' et la fonction

d’Orlicz oo ne sont méme pas strictement convezes.

En 2005, P. Kolwicz a établi les conditions nécessaires et suffisantes qui ca-

ractérisent la stricte et 'uniforme convexité de E,,.
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e Posons,
a, =sup{u>0:p(u) =0} et b, =sup{u >0:¢(u) < +oo}.

On écrit ¢ > 0 lorsque a, = 0 et ¢ < 400 lorsque b, = +00.

Soit ¢, la restriction de la fonction ¢ a I'ensemble G, ol
G, = {0} Ulay, by si ¢ (b,) < 400 et G, = {0} Ulay, b,| sinon.

Définition 2.9. On dit que E, satisfait la condition norme-modulaire et on écrit

E, € (nm) lorsque U'implication ||:E||f = 1= pL(z) =1 est vraie pour tout x € E,.

Théoréeme 2.5. (P. Kolwicz, 2005 [34]) L’espace E,, est strictement conveze si

et seulement si :
i. E,e€ (nm),Ee (SM),¢o>0 et
ii. pour tous u,v € S(E}),u # v, l'une des deux propriétés suivantes est vérifiée :
a) [|58] < 1.

) max (|[uxawl| ;s [[vxa@n || 5) >0,
ol

Atwo) = {re s (TOTHD) < Stato) + wtuion ).

etx = ouy=p lov.

— Notons que la condition 7. est une caractérisation de la stricte monotonie de
'espace E, (cf. [15]).
— Il est clair que si la fonction ¢ est strictement convexe ou si 'espace E est

strictement convexe, la condition 7. est satisfaite.

Application aux espaces d’Orlicz

On sait que E,, avec I/ = L#? est I'espace d’Orlicz L#2°¢1.

Question : Supposons que EF = L¥2 n’est pas strictement convexe c’est a dire
que l'on a soit ¢, ne vérifie pas la condition As, ou yy s’annule en dehors de zero
ou bien y n’est pas strictement convexe. Quelles sont les conditions nécessaires et
suffisantes sur ¢; et o pour que l'espace L#2°%! soit strictement convexe 7.
Rappelons qu’un intervalle [a, b] est dit intervalle structurel affine (SAI) de ¢ lorsque
¢ est affine sur [a, b] et ne I'est pas ni sur Ja — 4, b] ni sur [a, b+ &[ pour tout § > 0.

Le corollaire suivant nous fournit une réponse :

Corollaire 2.1. Soit E = L¥?. Alors E,, est strictement conveze si el seulement

St !
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1. o1 € Ag 01 > 0,002 € Ag, 00 >0 et

2. ¢y est strictement convexe sur o] *(a), o7 (b)] pour tout intervalle [a,b] qui
est structurel affine pour p,.

On voit bien que 'espace L¥2°¥! ne peut pas étre strictement convexe si la fonc-
tion w9 ne vérifie pas la condition Ay ou si elle s’annule en dehors de zero mais si
9 n’est pas strictement convexe, on peut l'obtenir si et seulement si 1 est ”"assez

bonne”.

Théoreme 2.6. (P.Kolwicz, 2005 [34]) L’espace E, est uniformément convexe
st et seulement si :
i. E€(UM), o >0,p < +400,p € Ay et,
ii. pour tout € > 0 il existe § = §(g) > 0 tel que pour tous u,v € S(E,),u # v
avec ||[u — v||; > €, l'une des propriétés suivantes est vérifice :
a) =52y =1-9,

3) max (||uxaywo)|
ou

As(u,v) = {teQ:¢<M> <

etz =¢ louy=9pltow.

oo 1oX s ) =0,

(1= ) [pla(t)) + @(y(t))]} |

N

Nous avons accordé une attention particuliere aux résultats concernant la stricte
et I'uniforme convexité des espaces E,. D’autres propriétés ont été étudiées par
différents auteurs. On peut noter a cet effet, la caractérisation de I'uniforme convexité
locale de I'espace de Calderon-Lozanovskii F,, obtenu en 2007 par P. Foralewskii et
P. Kolwicz [22].

2.4 L’espace de Besicovitch-Orlicz

Soit M (R) D'espace des fonctions Lebesgue mesurables et B'(R) 'espace de
Besicovitch :

T—o00 _T

B'(R) = {x € M (R): lim iT/+T|x(t)|dt < +oo}.

L’espace de type Orlicz ¢, (B' (R), L* (R)) est dans ce cas 'espace de Besicovitch-
Orlicz, noté par B¥ (R) :

B?(R) = {z€ M(R):p()Mz|) € B'(R) pour un certain A > 0} .
= {m e M (R): T@O% fjg o(A|x(t)])dt < +o0 pour un certain A > O} .
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La pseudo-modulaire associée est donc définie par :
ppe: M(R) — [0,+d]
. +T
f = ppe (f) = lim o [ o(If (t)]) dt
T—+oo™" “p

et la pseudo-norme de Luxemburg est notée par ||.| 5,

Jallp = inf {3 >0 pp. (;) <1},

Remarque 2.9. L’espace de Besicovitch B*(R) est un lattice de Banach. Cepen-
dant, il ne vérifie pas la propriété de Fatou,
En effet, soit la suite {x,} définie par :

1 (1t <

0, silt]>n

Alors, pour toutn € N, z, >0 et

||5En||Bl(R) :Thrf 2Tf n(t)|dt
:Thrf Tf X[=nn) (t)dt
= B (T T )
- TETOOT - O’

donc

sup ||| g1 ) = 0 < +o0.
neN

La suite {x,} est croissante vers x =1, alors que la suite des normes {HanBl(R)}

ne converge pas vers ||z g1z = 1.

Les espaces de Besicovitch-Orlicz B?(R) ne se prétent donc pas a I'approche
générale dans I’étude de leur géométrie. La difficulté principale rencontrée lorsqu’on
traite cette catégorie d’espaces est due au fait que la modulaire associée s’exprime
comme étant une moyenne.

En se placant dans la sous classe de Besicovitch-Orlicz de fonctions presque périodiques,
M. Morsli (cf. these Morsli [44]) a surmonté ce probleme en développant des outils de
convergence par rapport a la fonction d’ensemble 1. Il obtient des résultats partiels
"semblables” a ceux de la théorie de la mesure de Lebesgue, qui lui ont permis de
développer une approche appropriée pour étudier la structure géométrique de ces

derniers. Ces méme outils sont aussi communs aux classes de Stepanoff-Orlicz et
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Weyl-Orlicz.
4 L’ espace de Stepanoff-Orlicz
Lorsque E est l'espace de Stepanoff S} (R) :

S!(R) = {:c c M(R): supl/:H (1) dt < +oo} ,

seR l

L’espace E, = ¢, (S} (R), L™ (R)) est espace de Stepanoff-Orlicz, noté par Sf (R) :

1 s+l
SP(R) = {:1:' e M[R): pse(Ax) = supi/ ©(Ax(t)|)dt < 400 pour un certain A > O} :

seR

La pseudo-norme de Luxemburg associée est notée par ||.| g, -
" L’espaces de Weyl-Orlicz
Lorsque E est 'espace de Weyl W (R) :

W' (R) = {3: € M (R): lim sup1/55+l |z (t)|dt < +oo},

I=400 ser l

L’espace E, = ¢, (W' (R), L> (R)) est 'espace de Weyl-Orlicz, noté par W¢ (R) :

1 s+1

W?(R) = {3: € M (R) : pwe(Ax) = llim supj/ ©(Ax(t)])dt < 400 pour un certain A > O} :
—+oo seER S

La pseudo-norme de Luxemburg associée est notée par |||/ -

On a alors, les inégalités suivantes sur les normes : ||.||gers |||y €t ||l go

[-llse, 2 -lwe = 2l

et par suite les inclusions suivantes sur les espaces respectifs :

S? (R) C W* (R) C B¢ (R).

2.4.1 Fonctions presque périodiques, différentes généralisations

Depuis leurs introduction par H. Bohr dans les années vingts, les fonctions
presque périodiques (p.p.) ont joué un important role dans différentes branches des
mathématiques. Plusieurs variantes et extensions du concept de Bohr ont été in-
troduites depuis, notamment par A.S. Besicovitch, V.V. Stepanoff et H. Weyl. Les
travaux de ces auteurs ont d’ailleurs donnés lieu a des monographies et autres articles
couvrant un large spectre de notions de presque périodicité et leurs applications.
Une des extensions du concept original (scalaire) de Bohr est la généralisation aux

fonctions p.p. a valeurs vectorielles, les premiers travaux dans ce sens sont dus a
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S. Bochner dans les années trentes. D’autres références sont venues par la suite, ci-
tons par exemples les monographies de L. Amerio et G. Prouse [3], de B.M. Levitan
et V.V. Zhikov [36]. Le cas des fonctions presque périodiques a valeurs vectorielles
(dans un espace de Banach) est particulierement important pour les applications aux
équations différentielles (comportement asymptotique des solutions) et aux systemes
dynamiques.

Il existe différentes approches pour introduire de nouvelles classes de fonctions
p.p-, ces nouvelles classes sont liées souvent aux noms de H. Bohr, S. Bochner,
V.V. Stepanoff, H. Weyl et A.S. Besicovitch. On peut en distinguer deux approches
essentielles : I'une topologique et 'autre structurelle.

Il est connu, par exemple, que les définitions des fonctions uniformément presque
périodiques (u.p.p. ou p.p. de type Bohr) exprimées en termes :

— de relative densité de I'ensemble des presque périodes (critere de Bohr),

— de compacité de l’ensemble des translatés (critere de Bochner ou critere de

normalité),

— de fermeture de I’ensemble des polynomes trigonométriques relativement a la

norme uniforme (critere d’approximation),
sont équivalentes.
Ces équivalences reste vraies pour la classe de Stepanoff de fonctions p.p.(cf. [9], [11]),
ce n’est pas le cas pour la classe de Besicovitch de fonctions p.p.. Pour la classe de
Weyl, la situation est plus compliquée du fait que dans la définition standard (critere
de Bohr) la métrique qui a été utilisée est celle de Stepanoff et non pas celle de Weyl.

Outre ces définitions, il existe beaucoup d’autres caractérisations.

Fonctions presque périodiques de Bohr
Propriétés fondamentales

Définition 2.10. Un ensemble X C R est dit relativement dense (r.d.) dans R s’il
existe un nombre réel I > 0 pour lequel, tout intervalle [a,a + ] contient au moins

un point de ’ensemble X .

Définition 2.11. Une fonction f € C°(R,C)(I’espace des fonctions continues sur
R a valeurs dans C) est dite uniformément presque périodique (u.p.p.) si, pour tout

e > 0, l’ensembe

r(e) = {reRiswlf @t ) - f )] <<,

zeR

est relativement dense dans R.
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— Les éléments de I'ensemble T'(f,e) sont appelés e-presque périodes de f ou

e-nombres de translation de f.
Les fonctions p.p. ainsi définies possedent les propriétés suivantes :

» Toute fonction périodique continue est u.p.p.

» L’ensemble des fonctions u.p.p. a une structure d’algebre.

» Toute fonction u.p.p. est uniformément continue.

» Toute fonction u.p.p. est bornée.

» Siune fonction f est la limite uniforme dans R d’une suite de fonctions u.p.p.,
alors f est u.p.p..
On note par {u.p.p.} 'ensemble de telles fonctions. {u.p.p.} est alors fermé
pour la norme uniforme. Comme c’est un sous ensemble fermé de 1'espace de
Banach Cy(R,C) = C°(R,C) [ L*(R, C) (I'espace des fonctions continues et
bornées sur R a valeurs dans C muni de la norme sup), 'espace {u.p.p.} est

aussi un espace de Banach.

Définition 2.12. une fonction f € C°(R,C) est dite uniformément normale si, de
toute suite de nombres réels {h;}, on peut extraire une sous suite {hy;} telle que la

suite de fonctions {f (x + hy;)} soit uniformément convergente.

— Les fonctions f (z) = f (x + h;) sont appelées fonctions translatées de f.

— En d’autres termes, f est uniformément normale si I’ensemble de ses translatées
est précompact dans Cy(R, C).

— Toute fonction obtenue comme limite d’une suite de polynoémes trigonométriques
généralisés est u.p.p., en conséquence la définition suivante vient naturelle-

ment.

Définition 2.13. On note par Cg_p'(R,(C) l’espace de Banach obtenu comme fer-
meture de l’ensemble A des polynomes trigonométriques généralisés dans [’espace
Cy(R, C).

On sait alors que (cf. [9])
fe C’g_p. (R,C) & f € {u.p.p.} & f est uniformément normale .
Ces caractérisations équivalentes sont a la base des différentes généralisations de la
notion de presque périodicité.
Valeur moyenne d’une fonction u.p.p.

Pour toute fonction u.p.p. f, La valeur moyenne M|f] définie par :

Mifl = tm = [ fa)a,
-7
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existe et est finie.

De plus,
R G o Lo
L Mlf]= lim — [ f(z)de = lim — Jop f(@)dz,
et de maniere générale
2. M[f] = lim — f ot x)dzx, uniformément par rapport a o € R.
T—+002T
Remarque 2.10. 1. Toute fonction paire admettant une moyenne vérifie la pro-

priété 1. précédente, par contre une condition nécessaire pour qu’une fonction

impaire soit u.p.p. est que sa valeur moyenne soit nulle.

2. La valeur moyenne d’une fonction u.p.p. positive non identiquement nulle est

strictement positive.

Série de Fourier associée a une fonction u.p.p.

Comme pour toute fonction u.p.p. et tout nombre réel A, la fonction f(x) exp(—ilx)

reste u.p.p., le nombre

a (A, f) = M[f(x) exp(—iAz)],

existe toujours.

Pour toute fonction u.p.p. f, il existe un ensemble au plus dénombrable de réels A
vérifiant a (A, f) # 0. De tels nombres sont les exposants de Fourier-Bohr de f et
les valeurs a (A, f) associés sont les coefficients de Fourier-Bohr de la fonction f.

L’ensemble
A(f) ={ M eR:a(A,, f) # 0},
est appelé spectre de f.

la série formelle

S(F) (@)= a (A, f)exp (irz),

n>1
est la série de Fourier-Bohr de f.
— Les coefficients de Fourier-Bohr d’une fonction u.p.p. f vérifie légalité de Par-

seval :

> a (O, ) = M[f] () 7).

n>1
— Deux fonctions u.p.p. distinctes possedent différentes séries de Fourier-Bohr.
— Si la série de Fourier-Bohr d'une fonction u.p.p f est uniformément conver-

gente, alors sa somme est égale a f.
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Polynéme d’approximation de Bochner-Fejer d’une fonction u.p.p.

L’égalité de Parseval, qui est un résultat fondamental di a H. Bohr donne
lieu a une propriété importante d’approximation d'une fonction u.p.p. par des po-
lynémes trigonométriques particuliers dits polyomes de Bochner-Fejer. Cette pro-
priété généralise ’approximation de Fejer pour les fonctions périodiques. Plus pécisément :
Soit {1, g, ..., vy, ... } un ensemble dénombrable de nombre réels linéairement indépendants,
c’est a dire tel que pour tout entier p > 1 les seuls rationnels ry, 79, ..., 7, vérifiant
I’équation :

71y + T2, + .o + 10, =0,

sont 1 =19 = ... =1, = 0.

Alors le polynome de Bochner-Fejer op est donné par ’expression suivante :
op(z)=M[z+.)Kg()],
ou Kp est le noyau de Bochner-Fejer défini par :
Kg (t) = Ky, (aqt) Ky, (ast) ......... K, (opt),

et pour tout 7, 2 =1,....n,

est le noyau classique de Fejer.

k=ny
—op () =0y (2) = Do ripa(A, f)exp(idg).
k=1
— La suite de polynoémes de Bochner-Fejer ainsi définie converge uniformément

vers f lorsque p tend vers 'infini.

Fonctions presque périodiques de type Orlicz

Notons par A ’ensemble des polynomes trigonométriques généralisés :
A= {Pn(t) = Zajei)‘jt,aj eC,\;eRne N} : (2.6)
j=1

La classe Cg.p_ (R, C) des fonctions presque périodiques au sens de Bohr est la ferme-
ture de ’ensemble A par rapport a la norme uniforme dans l'espace Cy,(R, C). Cette
caractérisation topologique a été a la base des différentes extensions. En considérant
la fermeture de I’ensemble A relativement a d’autres normes spécifiques, on peut ob-

tenir une variété de nouvelles classes de fonctions presque périodiques. La premiere
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généralisation est due a A. S. Besicovitch (cf. [9]) dans le contexte des espaces de

Lebesgue LP, définissant les espaces Si,, W et Bl (resp. I'espace de Stepanoff,

Weyl et Besicovitch de fonctions presque périodiques).

Dans [24], T. R. Hillmann a utilisé une approche similaire dans le cadre des espace
d’Orlicz. Il introduit les espaces 57, |
Weyl-Orlicz et Besicovitch-Orlicz de fonctions presque périodiques). Son travail a été

Wy, et BY (resp. I'espace de Stepanoff-Orlicz,

essentiellement consacré a I’étude des propriétés structurelles et topologiques de ces
nouvelles classes.

Notons par G¥ (R) 'un des trois espaces : S7 (R), W% (R) ou B¥ (R) et ||.||4 la
(pseudo)norme correspondante.
Il est clair que A est un sous espace linéaire de G¥ (R). La fermeture de A relative-
ment & la (pseudo)norme ||.|| 5, permet de définir I'espace de type Orlicz de fonctions
presque périodiques, noté G¥.p.p., appelé respectivement : Stepanoff-Orlicz, Weyl -

Orlicz et Besicovitch-Orlicz de fonctions presque périodiques. On écrit, donc :
G¥.p.p. = Al

ou d’une maniere plus explicite :

62~ {1 € G (R, 3{fb € A, Jim_lfy = Sl =0}

La fermeture de A relativement a la (pseudo)modulaire pge permet de définir une

classe plus large de fonctions presque périodiques, notée G .p.p. Plus précisement :

G¥ p.p. = {f €G7(R), I{fulyoy C A F>0, lim poe (k(fu— f)) = o} .

Il est clair que les deux espaces G¥.p.p. et é?p.p. sont linéaires, de plus, on a

I'inclusion suivante :

G?.p.p. C é“".p.p.,

I’égalité des deux espaces a lieu si et seulement si ¢ vérifie la condition A,.
Les fonctions de G¥.p.p. peuvent aussi étre caracterisées en termes de propriétés de
translation ou de presque périodicité. La caractérisation des fonctions de B¥.p.p.

n’est cependant pas commode. De maniere précise :

1. Une fonction f € SY (R) sera dite satisfaire la propriété de translation au sens

de Stepanoff-Orlicz lorsque, pour tout € > 0, ’ensemble

SIT(fie) = {7 € R, IIfr = fllgr <2}

est relativement dense dans R.
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2. Une fonction f € W¥ (R) sera dite satisfaire la propriété de translation au sens
de Weyl-Orlicz lorsque, pour tout € > 0, il existe un nombre réel ¢, (¢) = £y > 0

tel que I'ensemble S7 T (f;¢) est relativement dense dans R.

3. Une fonction f € BY¥(R) satisfait la propriété de translation au sens de

Besicovitch-Orlicz, si, & tout € > 0, on peut associer une suite {7;} de

i€z
nombres réels équirépartie dans R, telle que :

(a) ppe (fﬂoé_ f

)<5,‘v’i€Z.

(b) M M, {% xfcgp(|f(x+7'i) —f(.r)|)du} <eg Vi€Z, Ve >0, ou a est

x
une constante qui ne dépend que de f.

L’ensemble des fonctions de G¥ (R) vérifiant la propriété de translation corres-
pondantes est noté G¥.p.t. Cet espace contient G¥.p.p. et lui est égal si et seulement
si o vérifie la condition Ay (cf. [24]). Les propriétés topologiques essentielles des
espaces G¥.p.p. (R) et G¥.p.t (R) sont étudiés dans [2], [24]. Tous ces espaces sont
non séparables. Les espaces SY.p.p., S7.p.t, B¢.p.p. et B¥.p.t sont complets alors
que W¥.p.p. et W¥.p.t ne le sont pas.

Remarque 2.11. Des résultats classiques d’analyse fonctionnelle affirment que les
espaces Cy ([0,1]) des fonctions continues f telles que f(0) = f(1) et LP([0,1]),
p > 1 s’identifient a la fermeture de l'ensemble Ay = ({exp (2inmz),n > 0}) pour
les normes correspondantes.

La fermeture pour des pseudo-normes du méme type de ’ensemble A des polynomes
trigonométriques généralisés nous a permis de définir les différentes classes de fonc-

tions presque périodiques. En fait on peut élargir cette identification (cf. [3], [24])

1. L’algébre {u.p.p.} est isométriquement isomorphe a un espace abstrait C' (K)
ou K est le compactifié¢ de Bohr de R.

2. L’identification de 1. se prolonge en une identification entre les espaces B .p.p.(R)
et LY (K). (cf. [24])
Comparaison des espaces S7.p.p., W¥p.p. et B¥.p.p.

Les espaces SY.p.p., W?.p.p. et B®.p.p. sont par définition les fermetures respec-
tives de 'ensemble A relativement aux (pseudo)normes ||||Sf e €t [l ge - Les

inégalités sur les normes impliquent les relations d’inclusion :

AcC{upp} CSfpp. C W?pp. C B?pp. C Blpp.
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Propriétés d’approximation dans les espaces S7.p.p., W?.p.p. et B?.p.p.

Toute fonction u.p.p. admet un développement en série de Fourier et peut étre
approximée, au sens de la norme uniforme, par une suite de polynéomes de Bochner-
Fejer. Ce résultat se généralise aussi au cas de fonctions presque périodiques définies
dans les espaces de type Orlicz. De maniere précise, les fonctions de Bl.p.p. (R),
en particulier donc celles de G¥.p.p. (R) possedent un développement en série de
Fourier. A toute fonction f de B.p.p. (R) et tout A € R, on associe le coefficient de

Fourier-Bohr

a(N) :TETwﬁ/f exp (—iAt) dt.

Ces coeflicients sont nuls sauf pour un ensemble dénombrable de valeurs de A. On

note A = {A1, A2 A, ...} ces valeurs. On considere alors la série formelle

S (f) (@) =) _a () exp (idyz).
n>1
Les questions concernant la convergence de cette série sont en général difficiles.
On montre toutefois I'existence de polynomes d’approximation de Bochner-Fejer.
Cette approche généralise ’approximation classique de Fejer dans le cas des fonctions
périodiques :
Soient f € G¥.p.p, ou G¥.p.p désigne toujours l'un des trois espaces S;.p.p,

We.p.pou B?.p.p, Sy (f) (z) = SSa(\, f) e © les sommes partielles de sa série
k=1
de Fourier. Il existe une suite de polynomes trigonométriques o, (f), m > 1 (qui

sont les polynomes d’approximation de Bochner-Fejer) de la forme (cf. [24]) :

= tmpa (Mg, f) "
k=1

Les facteurs {p,x} dépendent seulement de la suite des exposants {\;}de f et
ona: 0<p,r <1
Pour tout f € G¥p.p, la suite {0, (f)} possede les propriétés d’approximation

suivantes :

Lllom(Dlge <l fllge» m=1,2.. (pae (om (f)) < pae ([))-

2 10w (f) = fllge — 0 quand m — o,
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2.4.2 Géométrie de I’espace de Besicovitch-Orlicz de fonc-
tions p.p.
1. L’espace (é“’.p.p, -] Bg,) est strictement convexe si et seulement si, les deux
conditions suivantes sont vérifiées :
(a) la fonction ¢ est strictement convexe sur R,
(b) la fonction ¢ vérifie la condition Ay (4+00) (cf. [43]).

2. L’espace <B@.p.p, 111l Bw) est uniformément convexe si et seulement si, les

conditions suivantes sont vérifiées :
(a) ¢ est strictement convexe sur Ry,

(b) il existe une constante d > 0, telle que la fonction ¢ soit uniformément

convexe sur |d, +o0],
(c) ¢ vérifie la condition Ay (+00) (cf. [43]).
D’autres propriétés géométriques de ces espaces muni de la norme de Luxemburg,

sont caractérisées : I'uniforme convexité locale et la H-propriété (cf. [8]), la B-

convexité et la non [} (cf.[12]), la k-convexité (cf. [7]).



Chapitre 3

Espaces de Calderon-Lozanovskii

généralisés

Les espaces de Calderon-Lozanovskii sont générés par deux lattices de Banach
Ey, E5 et une fonction d’Orlicz ¢. En 1997, P. Foralewski et H. Hudzik dans [21]
ont considéré le cas d’une fonction ¢ d’Orlicz dépendante d’un parametre (ou fonc-
tion de Musielak-Orlicz). Ils introduisent ainsi la classe des espaces de Calderon-
Lozanovskii généralisés. Cette généralisation été faite dans le cadre d’une étude
globale de quelques propriétés topologiques de la classe des espaces dits de type
Musielak-Orlicz. Dans [20] une étude des propriétés géométriques a été initiée. Dans
ce contexte, différents concepts et propriétés ont été étendus : La condition As, la
stricte et I'uniforme convexité de la fonction .

Dans ce chapitre nous introduisons la classe de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonc-
tions presque périodiques qui est une sous classe d’'un espace de Calderon-Lozanovskii

généralisé. Nos résultats de convergence seront énoncés.

3.1 Présentation des espaces de Calderon-Lozanovskii
généralisés
Soit (£2, ¥, p) un espace mesuré (p une mesure compléte, o-finie et non atomique).

LY = L°(Q,%, u) désignera I'espace des fonctions Y—mesurable définies sur ) a

valeurs dans R.
Définition 3.1. Une fonction
QD . Q X R+ — R+

(tu) = ot u),

41
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est dite de Musielak-Orlicz lorsque :
1. pour tout u dans Ry, ¢(.,u) est une fonction S-mesurable sur €,

2. pour p-p.p. t dans Q, o(t,.) est une fonction convere sur R, s’annulant en

zero et qui est non identiquement nulle.
Exemples 3.1. 1. Pour p > 1, la fonction :

Y1 Rj_ xR,y — R,
up
(tau) = @1(t7u) = T’

est bien une fonction de Musielak-Orlicz.

2. Soit P : Q — [1,+o00[ une fonction X-mesurable sur Q2. Alors

Y2 : QXR+ — R+

(t,u) = oot u) = uf®),

est une fonction de Musielak-Orlicz.

Quelques propriétés de la fonction ¢.

1. Vt € Q, ¢(t,.) admet une dérivée a droite p(t,.) qui est croissante vers I'infini

et de plus :

o(t,u) = /Oup(t, s)ds.

2. VueR,, Vte
up (t,u) < ¢ (t,2u) < 2up (t,2u).

Supposons maintenant que ¢ est une fonction de Musielak-Orlicz telle que pour
tout t € Q, ¢(t,.) ne s’annule qu’en zero. Pour tout ¢ € Q la fonction ¢(¢,.) est une
fonction continue et strictement croissante sur R .

Notons par 1, la fonction définie comme suit :

c OxR2 - R
4 + +
O

0 sinon,

oll, pour tout ¢ fixé, o~ 1(¢,.) est la réciproque de la fonction p(t,.). Il est facile de

voir que 1,(t, .,.) est continue, concave et homogene sur R.

Remarque 3.1. Notons par C' 'ensemble des fonctions 1, définies sur Q x R a
valeurs dans Ry qui sont continues, concaves et homogénes sur R% | telles que pour

p-p.p. t dans Q, ¥, (t,u,v) =0 ssi u =0 lorsque v # 0 et Y, (t,u,0) = 0 pour tout
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u dans Ry.

Alors, comme dans le cas sans parametre, il existe une bijection entre [’ensemble C
et la classe des fonctions de Musielak-Orlicz.

En effet, soit ¢ € C, il suffit de prendre comme fonction de Musielak-Orlicz o(t, .)
la fonction réciproque de (t, ., 1).

Définition 3.2. Pour tout couple de lattices de Banach (Ey, Es), l'espace de Calderon-

Lozanouvskii généralisé, noté par ,(Ey, Ey) est défini comme suit :

Vo(Er, By) = {w e L% [x()] M, |21 ()] [22() Dp-p-p.
pour un certain A > 0 et x; € B(E;), (i =1,2)},

ot B(E;) dénote la boule unité de F;, (i = 1,2).

Une norme sur l'espace ¢,(E, E) est définie par :

2]y () = 10 {A> 02 [ ()] < My, 21 ()], [22() p-p-p.
pour certains z; € B(E;), (i = 1,2)}

Théoréme 3.1. Le couple (Vy(Er, En), |||y, (5, 5,)) €st un lattice de Banach.

Ce résultat est cité dans [21], mais sans démonstration, ni référence. Ici nous
présentons une démonstration en reprenant les calculs faits par L. Maligranda dans
[40] pour les espaces de Calderon-Lozanovski (cas sans parametre).
Démonstration. La propriété de lattice est immédiate. Pour montrer la complétude

de 'espace (¢, (E1, Es), ”’HW(EH 1y))» il suffit de vérifier I'inégalité :
+o0o
Dl
n=1
pour toute suite {w,},.y dans 1, (Ey, E) (caractérisation de la complétude d'un

lattice).

Soit donc {x,}, . une suite de fonctions de I'espace 1, (Ey, Es) telle que

+oo
< Z Hx"HW(El,EQ) )
n=1

1/’4,0(E1 7E2)

+oo
Z ||xn||1/)v(E1,E2) < +OO

n=1
Pour tous € > 0 et n € N, il existe un \,, > 0 et 2!, € B(E;)(i = 1,2) vérifiant :

2

|0 ()] < Anthy (£, |2, (B)] |22 (£)]) pep-p.

et
An S N @ally, mr,m) +27 "



44

Pour un ¢ fixé dans €2, en utilisant I'inégalité de Jensen pour la fonction concave et

homogéne 1,(t, ., .), on obtient les inégalités suivantes :
+oo +oo n 9
S o (0] < St 1 ek (0] a2 (0]
" R 1 = 2
o (1 Ehalel 01 S0l 0]

+oo +o0
v [ ol Sl
= nz::l)\nwtp t? Foo ;

+o00
2 An 2 An
n=1 n=1

IN

Pour 7 = 1,2 posons
+o0 .
> ()

= T
> An
n=1

%
)

alors, comme

+oo .
< Y allnllg
n=1

+o00
< DA
n=1

+o0o )
> An |2y
n=1

L;

. foo
il vient que ' € B(E;), (i = 1,2) et par conséquent Y |x,| € ¥,(E1, Es), avec une
n=1

norme

+o0 +o00
> |l < X
n=1 wap(E17E2) r—:_:l
< 3 (Il +27)

—+oco
B nz::1 “xn”W(El,Ez) t+e.

Maintenant, € étant arbitraire, on déduit que :

+o00 Foo
Z |2 < Z 1znlly, (1,52) -
n=1 n=1

ce qui nous prouve la complétude de 'espace ¢, (E1, E») et en méme temps 'inégalité

¢¢(E1,E2)

triangulaire pour la norme ||.|[, 5, 5,)-
L’homogénéité de |.[[,, (g, g, est claire, il reste donc & montrer que .||, 5, 5, ne
Y Y —
s’annule qu’en zero. Pour cela supposons que |||, g, g,) =0
Alors, pour tout entier naturel n, il existe des fonctions z}, € E; avec ||z} |5 < 1,
T

1 =1, 2 telles que

e (O] < 720 (|2, O |23 (D)
= W (0 oy (O, 2 2 (1)
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Mais, pour ¢ = 1,2
+00
>, < o
n=1

d’ou, pour 7 = 1,2

lim n22’ (t) = 0 p-p.p.,

n—oo

et donc x = 0 p-p.p.. Ce qui acheve la démonstration. [

Remarque 3.2.
Yo(Er, Bp) = {w € L [2()] = ¥u(, [21 ()], [22())p-p.p.
pour certains x; € E;, (i =1,2)},
et

[y, (0,0 = Inf - {max(llallg, . 122ll5,) : [2()] = ©u (s [21 ()], |22()]) p-p-p.
pour certains x; € E;, (i =1,2)}

7 . 4 0 .
Une autre norme définie sur ces espaces est celle notée par |||, g, g, dite de

type Orlicz,
0 .
g, 5y, = 0f - {1l + 2l 21 € Br,2z € By
avee [z(.)| = ¥p (., [21 ()], [22()])p-p.p.}
sous des conditions supplémentaire sur la fonction ¢, les espaces de Calderon-
Lozanovskii généralisés ¢,(E, E2) sont des espaces intermédiaires entre les lattices
de Banach FE; et Ej.
Théoréme 3.2. Soit ¢ une fonction de Musielak-Orlicz vérifiant :
1. Yt € Q, ¢(t,.) ne s’annule qu’en zero,
2. Yz e R: o 1(., ) est bornée et telle que ingf2¢*1(t,x) = a(z) > 0.
S
Alors, les espaces de Calderon-Lozanovskii généralisés 1,(Ey, E2) sont des espaces

intermédiaires entre By et Ey.

Démonstration. Soit z € E1 N By et |75 g < 1.

Comme Vt € , ( ’ )], |z(t)])
Yo (t, |
[z(t)] = ~1(t,1)
_ Gt Ol )
= a(1) 7

il vient que x € 1y, (Ey, Ez) et de plus ||zl g, gy < 5

( )

D'un autre coté, si |z(t)| < Ay (2, [71(2)], [v2(t)]) avec ||zillp, < 1,4 = 1,2,

[ = A([z1h] + [x2h])
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\ s | |
ou h = N L sur le Support de la fOHCthIl = €T + T et h — 0 allleurs_
A(lz1] + [2]) 9= (lz1] + |z2|)

Nous aurons donc sur le support de g (en utilisant 'homogénéité de ¢, (¢, .,.)),

Ao(t, |21 (D)), |22 (1))

h(t)] < /\(|x1(t)|-||—|l&§7lf)|) 2a(0)]
< Y| 1 l21(8)] + [22(8)] 21 (O)] + Ixz(t)|>
< Pt 1,1)
- 90_1<t71)
< supp~'(t,1).
teQ

Finalement h < supp~1(¢,1) = 5(1) et

teQ
2l gim, < A(leihllg, + l[22h] g,)
< 208(1),
ie.,
HxHElJrEQ <26(1) ||37H1/;¢(E1,E2) :
O

Remarque 3.3. Dans le cas ou §2 est un compact. Une fonction ¢ de Musielak-

Orlicz telle que :
a. pour tout t € Q, p(t,.) ne s’annule qu’en zero,
b. pour tout x € Ry, ¢(.,x) est une fonction continue sur Q.

est un exemple de fonction vérifiant les conditions du théoréme précédent.

3.2 Espaces de type Musielak-Orlicz

Lorsque le deuxieme lattice de Banach est I'espace L*>°, 'espace de Calderon-
Lozanovskii généralisé associé est noté par E, a la place de ¢,(E, L*). Dans ce cas

'espace E, est I'espace modulaire suivant :(cf. [21],[40])

VY (E,L®)=E, = {x€L:¢(,\Nz()])€E pour un certain A > 0}
{zeL: pL (Ar) < 400 pour un certain A > 0}.

ou pg est la modulaire associée donnée par 1’expression :

pa@:{ﬂwaﬂNME$¢CJMODEE

00 sinon.
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De plus, la norme ||.[|,,_p 5_) coincide avec la norme de Luxemburg HHE définie par

||:1:||f = inf {)\ >0 pf <§> < 1} :

En effet, si z € E, et ||x||f < ), alors

e
@) <xo~' (101, |x(t)|>

e (e (20 )

on aura € Vy(E, L) et ||z, (g 1) < A c’est & dire que

<1

E

Comme

E
21 g,y < NIl -

D’un autre coté, si x est dans 1,(E, L) et [z, ey < A, alors il existe

zo € E et 1y € L™ avec ||zo|lp < 1, ||z1]| 0 < 1 tels que

|z (£)])
S Aww(tv |$0(t 71)

()] < My (t, 2o (t))]
)|
= X7 (L, |wo(1)]);

o (1 5) <ot o)
< lao(t) € B

Finalement = est dans F, avec ||x||f < Nlly, g,z

Exemples 3.2. 1. Les espaces de Musielak-Orlicz
Si E est lespace de Lebesgue LY, lespace 1 (L', L™) est l'espace de Musielak-
Orlicz L?, plus précisément :

LY = {:c cL®: / o(t, Nz(t)])dp < +oo, pour un certain \ > 0}
Q

2. Les espaces de Stepanoff-Musielak-Orlicz
Lorsque E est lespace de Stepanoff S}(R), Uespace 1,(S}, L) est Uespace de
Stepanoff-Musielak-Orlicz, noté par S (R) :

1 s+l
SP(R) = {ZB cL’: supj/ o(t, Mz(t)])dt < +o0 pour un certain A > 0} :

seR
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3. Les espaces de Weyl-Musielak-Orlicz
Lorsque E est lespace de Weyl WH(R), E, est l'espace de Weyl-Musielak-
Orlicz, noté par W# (R) :

1 s+l
W (R) = {x € L: lim supj/ o(t, Nx(t)|)dt < +o0 pour un certain A > 0} .

l—400 scRr

4. Les espaces de Besicovitch-Musielak-Orlicz
Lorsque E est l'espace de Besicovitch B'(R), E,, est 'espace de Besicovitch-
Musielak-Orlicz, noté par B? (R) :
1 [T
B¥ (R) = {:U eL’: Th—{lgoﬁ /T o(t, Nz (t)])dt < 400 pour un certain A > O} .

Remarque 3.4. La norme de type Orlicz dans E, est égale a celle d’Amemiya :

Izl = inf {[lzoll g + llz1ll oo : [2(0)] = Yot |20 (B)], [21(£)]), 20 € B, 1 € L}
= inf {[|zo(?)|| 5 + ¢ 1 [x(t)] < Pu(t, [zo(t)], ), 20 € E,c > 0}
= inf { ||zol| z + ¢ & cp(t, M) < |xo(t)], 20 € E,c >0

C

= inf cng(,@)H +cic> 0}
E

~int [% 0+ |rso<.,k|x<.>|>uE}} |

3.3 Géomeétrie des espaces de type Musielak-Orlicz

Comme dans le cas sans parametre, 1’étude des questions géométriques dans
I'espace E,, s’est faite sous la condition que le lattice de Banach F vérifie la propriété
de Fatou. Cette propriété se transmet alors naturellement a l'espace E,.

La condition Ay pour une fonction de Musielak-Orlicz est donnée par la définition
suivante (cf. [47]) :

Définition 3.3. (Condition AY) On dit qu’une fonction de Musielak-Orlicz ¢
satisfait la condition AY et on ecrit ¢ € AE sl existe une constante k > 0 et une

fonction positive h, h dans E tels que linégalité suivante :
o(t,2u) < ko(t,u) + h(t),
soit vérifice pour pu-p.p. t dans Q et pour tout u dans R.

Remarque 3.5. Cette condition peut étre reformulée d’une maniére équivalente
sous la forme suivante :

QO(t, 2“) S klgo(tu u)7
pour p-p.p. t dans Q0 et pour tout w > f(t), ot f est une fonction positive sur
telle que p 0o 2f € E et ky > 0. (cf. [30])
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La condition A% sur la fonction de Musielak-Orlicz permet de conserver les
équivalences (2.3) (2.4) et (2.5) (cf. [21]).

Définition 3.4. On dit qu’une fonction de Musielak-Orlicz o(t,x) est strictement

convexre lorsque N

2
pour tous u,v € Ry et pour u-p.p. t € €.

o (1150) < g et + (e,

Une généralisation naturelle de la notion d’uniforme convexité au cadre des fonc-

tions d’Orlicz a parametre est celle introduite par J. Musielak :

Définition 3.5. (J. Musielak [47]) Une fonction de Musielak-Orlicz ¢ (t,u) est

dite uniformément convexe sur R, si pour tout a € ]0,1[, il existe §(a) € ]0,1]

tel que linégalité suivante :

u 4+ au
t
o(t, 5

soit vrate pour tout u € Ry et pour p p.p. t € Q.

o(t,u) + ¢(t, au)
) < (1 — gy 20 el

La définition précédente peut étre reformulée comme suit :

Pour tout £ > 0, il existe un nombre réel p(e) > 0 tel que

o (8150) < 50 peN (e + o),

pour tous u, v satisfaisant |u — v| > e max(u, v).

Avec ces généralisations de la condition AY, de la stricte et I'uniforme convexité au
cas des fonction d’Orlicz & parametre, P. Foralewskii, dans [20], a montré que les
théoremes 2.1, 2.2 et 2.3 s’étendent aux espaces de type Musielak-Orlicz E,,.

Dans le méme article, il donne des conditions suffisantes sur ’espace E et la fonc-
tion de Musielak-Orlicz ¢ qui garantissent I'uniforme convexité de ’espace E,,, plus

exactement :

Théoréme 3.3. (P. Foralewskii, 1998 [20]) Soit E uniformément monotone et
© une fonction de Musielak-Orlicz strictement conveze, vérifiant la condition AY et
satisfaisant la condition suivante :

Va €]0,1[,36(a) €]0,1[,3g, € (L°); avec po g € E tels que pour u-p.p. t € Q et
pour tout u > go(t) :

o (1557) < S5 et + ott ).

Alors E, est uniformement conveze.

Des conditions nécessaires et suffisantes pour la stricte convexité de I'espace E,

ont été obtenues récemment dans [52].
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3.4 L’espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonc-

tions p.p.

3.4.1 Définitions et notations

Dans la suite nous considérons une classe restreinte de fonctions de Musielak-
Orlicz.
Soit donc ¢ : Rx [0, +00[ — [0, +00[ continue sur Rx [0, +00[ telle que :

1. Pour tout t € R, ¢ (¢,.) est une fonction convexe sur [0, +oo[ t.q. ¢ (£,0) = 0.

2. Pour tout u € [0,4+00[, ¢ (.,u) est une fonction périodique sur R, la période
T est fixée et indépendante de u € [0, +oo[. Sans perte de généralité, on peut

supposer que 7' =1
3. Pour tout a > 0, inf{¢ (t,a) : t € R} = ¢ () > 0.

Remarque 3.6. Dans la définition précédente, la condition 3. est équivalente a la

suivante :
3. pour tout (t,r) € R x RY, ¢ (t,z) > 0.

En effet, cela découle du fait que la fonction ¢ (., «) est périodique et continue sur

R.
Soit maintenant B¥ (R) I'espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz :

B?R) = {feM@):¢(,alf()]) € B'(R), pour un certain o > 0}
= {feM(R):p,(af) < +4oo, pour un certain a > 0}

ou M (R) désigne I'espace des fonctions Lebesgue mesurables et

pe: M(R) — [0,+00]
T
f = pp(f) = Im or [ @1 O dt

T—+

est une pseudomodulaire convexe. L’espace BY (R) est muni naturellement de la

pseudonorme :
: x
|||, = inf {)\ >0 p, (X> < 1} .
En considérant la fermeture de I'ensemble A (voir formule (2.6)) par rapport a

la modulaire p, (resp. par rapport a la norme ||.||,,), nous obtenons respectivement,
les deux espaces suivants :

B, (R) = {feB“"(]R) :3fu € A3k > 0, Tim_p, (ko (fu — ) = }
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et
B, (B) = {7 €8 (R):ue Ak> 0. T g k(7 1) =0}

— {feB@(R):aneA%l_i)TOOan—fH@:O}

Eg’.p, (R) et B?, (R) sont les nouvelles classes de fonctions presque périodiques.
Ces derniers espaces seront appelés espaces de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonc-
tions presque périodiques. On a alors clairement les inclusions suivantes :

Bf, (R) C By, (R) C B (R).

Remarque 3.7. L’espace <§;f_p_ (R)
En effet, Ejf_p' (R) est p,-fermé et donc ||| ,-fermé dans B, (R) qui est complet.

) |H|¢) est complet.

3.4.2 Résultats de convergence et Lemmes techniques

Dans ce qui suit, nous présentons nos principaux lemmes techniques et résultats
de convergence. Ces résultats constituent 'outil fondamental dans notre étude de
la structure géométrique des espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions
presque périodiques. L’espace B(R) ne possédant pas la propriété de Fatou, nous
avons établi une propriété "analogue” dans l'espace B;_p_ (R). Cette derniere se trans-
met & l'espace BY, (R) et nous permet d’avoir les liens nécessaires entre la modulaire
P, et la norme de Luxemburg associée ||| . Notre démarche est inspirée de I'étude
faite dans le cadre des espaces de Besicovitch-Orlicz de fonctions presque périodiques,
ainsi que celle faite dans le cadre des espaces de Musielak-Orlicz.

Soit ¥ = ¥ (R) la o—algebre de Lebesgue sur R et i la fonction d’ensemble définie

sur X par :
+T
— 1 — 1
i(A) = lim — tydt = lim —u(AN|[-T,+T
i) = Jm o [t = Fm sou(AN[-T4T)),
-T

ou u désignera ici la mesure de Lebesgue sur R.

Remarque 3.8. o Si EeX, u(E) est finie, alors i(E) est nulle.
e [ n'est pas o—additive, il suffit pour le voir de remarquer que i(R) =1 alors

que R=J]|—n,+n| et ] —n,+n[=0,Vn € Z.
neEL



52

Définition 3.6. Une suite {f,} C B¥ (R) est dite i—convergente vers f € B? (R)
et on écrit f, 5 f lorsque, pour tout >0 on a :
lirf p{r e R:|fn(x) — f(z)| >a}=0.

Lemme 3.1. Soit
4T

— 1

A)= lim — t dt.
-7

Alors, la fonction d’ensemble [ est absolument continue par rapport a v, i.e. : pour

tout € > 0 il existe 0 > 0 tel que
(AeXv(A)<d)= ((A) <e). (3.1)

Démonstration. Supposons que l'assertion (3.1) soit fausse. Alors on peut trouver
un certain réel strictement positif ¢ tel que pour tout entier n € N, il existera un

ensemble mesurable F, € ¥ vérifiant

1
v(E,) < — et q(E,) > eo.

on
D’ou
L7
v(E) = T o [t 0)d
=T
1 +T
= lim — 1
A o / p (1) xe, (t)dt
-T
= &) (En)
> ¢(1>€07

ce qui est en contradiction avec I'hypothese v (E,) < 2% [

Lemme 3.2. Soit {f.},>, C B¥ (R) une suite convergente au sens de la modulaire

vers f € B? (R). Alors, {fu},, est ji convergente vers f.

Démonstration. Par un simple calcul, on peut voir que lim p, (f, — f) =0
n—-+o0o
implique que hrf pe (fo—f)=0.
n—-+0oo
Maintenant, il suffit juste de remarquer que la fonction ¢ est une fonction d’Orlicz :

en effet :
¢: [0,400[ — RT

x — ¢(r)=infe(t ),

est une fonction convexe sur [0, +oo[ ne s’annulant qu’en zero.
Finalement liril ps (fu — f) =0 (cf. [44]) assure que f, & f. O
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Remarque 3.9. Si la condition inf {p (t,a),t € R} = ¢(a) > 0,Ya > 0 nlest
pas satisfaite, alors on peut se retrouver dans la situation d’une suite de fonctions
convergente en modulaire sans qu’elle le soit en mesure [i, c’est le cas dans [’exemple
susvant :

Nous définissons ¢ : Rx [0, +oo[ — [0, +o00[ par ¢ (t,u) = f(t).u® ot f : R —

[0, +00] est une fonction continue et périodique (avec une période T = 1) définie

par :
0 si te0,2]
fit) = ) 8t—=3 si te[d ]
—8t+5 si te ;2]
0 si te[21]

Considérons aussi la fonction continue et périodique (avec une période T = 1)

définie comme suit :

(1 st tE[O,H
—8t+3 si te [ 2]
h(t) = q 0 si te 23]
8t—5 si te 23]
|1 si te[31]

Il est facile de voir que @(t, |h(t)|) = f(t) h*(t) = 0 Vt € R, d’otu p, (h) = 0.
Mais p{t € R, | (t)| > 3} > 3.

Lemme 3.3. Soit h € E;f‘p. (R) tel que p, (h) = a > 0. Alors, pour tout § € )0, 1[ il
existe des constantes positives (3, Ty et un ensemble G = {t € R, |h (t)| < 8} tels que

p{GnN[-T,4T]} > 6.2T, (3.2)
pour tout T" > Tj.

Démonstration. Il est clair que h € Eg’.p‘ (R). Alors, si py (h) > 0, la conclu-
sion découle d'un résultat similaire pour la fonction ¢ sans parametre (cf. [44]). La

conclusion est immédiate pour py (h) =0. O

Lemme 3.4. Soit g € BY, (R). Alors, pour tout € > 0 il existe 6 > 0 et Ty > 0 tels
que p, (9xq) < €, pour tout ensemble mesurable Q) € ¥ vérifiant

M{Q N [_T7 +T]} < 52T,

pour tout T" > Ty,
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Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer que la quantité p,, (g)
est strictement positive.
Soit € > 0 et P. € A tels que

po(2(9—P)) < 5.

Utilisant les propriétés de ¢, nous avons ¢ (¢,2|P. (t)]) € C°p.p. (cf. [16]). Posons
alors

M. = sup o (¢, 2] P (1)]).-

teR

Nous choisissons § € ]0, 1] de sorte que M, (1 — 0) < 5. Alors, par le Lemme 3.3 il
existe des constantes strictements positives 3, Ty et un ensemble G = {t € R, |g (t)| < 3}
pour lequel

p{GN[-T,4T]} > 6.2T,

pour tout 7" > Ty,

D’ou, en notant par G’ 'ensemble complémentaire de G, nous obtiendrons pour tout
T>1T,

E o / o (1. ]g (1))t (3.3)

T~>+002T
G'N[-T+T]
11
< - lm — 20g(t) — P 2|P
S or [ let2ls® - RO)+ 2P @) d
G'N[-T,+T)]
< Svlva-gert
-4 27F 2T
9
< -
=3
Posons
s €
2sup o (, 3)

teR
Soit () C R tel que pour tout T' > Ty,

p{Q N[-T,+T]} < 6.2T.

Alors, si Q1 = QNG et Qy = Q NG, nous aurons
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1 1
— t Hhdt < — t dt
v | etlswbe < o [ ews)
Qlﬂ[fT,T] Qlﬂ[fT,T]
1
< — su t,
< gk (Q) teﬂgw( B)
< dsupy(t,f3)
teR
_ £
- =

D’une maniere similaire, en utilisant 'inégalité (3.3) nous avons :

1 1
— dt < — t t)|) dt
o [etlsona < o [ ela@)
Q2 G'N[-T,+T)
3
< —.
- 2
Finalement,
1
— t t)])dt <
v | etls@na<e
QN[-T,+T)

c’est a dire que p, (gxg) <e. O

Proposition 3.1. Soit f € B? (R). Alors, o (t,|f (t)|) € B, , (R) et en conséquence,

+T
la limite TE)I}}OO% ngo (t,|f (t)]) dt existe et est finie.

Démonstration. Soit {f,} une suite de polynémes trigonométriques telle que
| fr — fH(p — 0. En utilisant le Lemme 3.2 on a aussi f, LR f

Soit 6 € )0, 1[. Par le Lemme 3.3, il existe une constante strictement positive /3
pour laquelle z (@) > f ou

G={teR:|f(t)<3}.

Pour a > 0 et
Ay ={teR:[fu(t) = ()] >a}.
Onal|f, ()| <B+a,VteGn(A2).
Comme la fonction ¢ est continue sur Rx [0, +o00], elle est uniformément continue
sur [0, 1] x [0, « + ). De plus, la périodicité de ¢ (¢, u) par rapport a t € R, fait que
¢ est uniformément continue sur R x [0, « + /3]

7

Alors, pour tout réel 5 > 0, il existe a;, > 0 tel que pour tout ¢t € G N (A%) :

o (&, [fu ) =0 (6 [F OD] =0 = 1fa () = F (1)] > .
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. fi . .
Mais f, — f, d’ou nous aurons aussi

lim i{teGn(AD o bl O - ¢ LI O =0} =0

n—-+o0o

Par conséquent,

it € R Jo (1| () 9 (17 ()] > m}

it e G le I 0D = e w17 0D = 0}
#{te (@) Lo (1 ) = ¢ (11T (O] = n}
Ha{t € Ao (1 o (D) = o (1.1 ()] = m}
p{te Gn e 1 ) = ¢ (17 O)] = n}
i ((G)) +m(Ay)

{reGna) et 15 0D — o (. 1F (D] = n}
(1=0) + (A7),

IN

IN
—

_|_

IA

Faisant tendre n vers l'infini, nous obtiendrons :

lim fi{t €R: o (t,|fa (O) =t 1f @D =0} < (1-0).

n—-400

Finalement, comme # € ]0, 1] est arbitraire , on déduit que

v >0, im p{t€R: g (b1 (O) — e (1 @D Z0p =0 (3.4)

D’un autre coté, Par le Lemme 3.4, pour tout € > 0 il existe un nombre réel

strictement positif 0 et un entier ng € N*tels que I'implication suivante :

(QeX i(Q) <) = max(p, (fxQ): Py (fuxe)) < ¢

soit vérifiée pour tout entier n > ngy. Posons

EL={teR: o |fn®O) —e®[fOD =e}.

Par la propriété (3.4) on sait que pour tout entier n > ng, i (E5) < J. Nous avons
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donc

TE_TOO% / o (£, | fo (O)]) — 2 (£, | £ (1)])] dt

— 1
< lim — -
< Jmoe o [ leln @) - els @)l
Een[-T,T]
— 1
lim — — .
sdm o [ elnO) - el oDl
(B5)'N[-T.T]
< 2e+¢
= 3.

Maintenant, comme € > 0 est arbitraire, il vient que :

+T
i T o [ 15 (0D = o (115 (O] de = 0.

Il reste & voir que ¢ (¢, |fn (t)]) € C°p.p., ce qui est une conséquence directe des
propriétés de la fonction ¢ et du fait que f, € A. (cf. [16]) O

Lemme 3.5. Soit {fu},cy € B'(R) une suite fi-convergente vers f € B'(R).
Supposons qu’il existe une fonction g € B}, (R) tel que max (|f,|,|f]) < g. Alors

p1 (fn) — p1(f)-

Démonstration. Soit ¢ > 0 et § > 0 la constantes associé a g dans le Lemme 3.4.
Posons alors,

A, ={ter: 1 m-rml= 5}

Comme f, LN f, il s’ensuit que i (A%) < & pour tout entier n > ng. Utilisons une
deuxieme fois le Lemme 3.4, on obtient :

p1(Ifn— flxaz) < ;1 (29xa:)

€
< -
- 2

Par conséquent, pour tout entier n > ng nous avons :

p1 (| fn = f1)

IA

P1 <’fn_f|XA%) + p1 <|fn_f|X(A%)/>
e+5_€
2 2 7

IN
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Donc

lim p1 (fn) = p1 (f).

n—-+o00

]

Lemme 3.6. Soit f € B, (R). Alors, la fonctionnelle X — p, <§> est continue

sur |0, 00| .

Démonstration. Notons que f € Bf, (R) entraine que p,, (

réel \ > 0.

Soit alors A\ € |0, 400 et {\,} une suite de nombres réels convergente vers \o.

{) < +00 pour tout

Nous avons, pour tout entier n > ng
AP
Po\ v —7v | =
A Ao

: Y
nEToop*’(An ) =0

Du Lemme 3.2, on sait que

1 1

d’ou,

par suite (voir la preuve de la Proposition 3.1),

L)

et par la Proposition 3.1, on a :

2 1

ot 1r 1) € B, ®).

0

Par conséquent, et en utilisant le Lemme 3.5, nous avons
o (5) = (5)
® )\n ® )\0

Ce qui signifie que A — p,, ({) est continue sur|0, +oo[. [

Corollaire 3.1. Soit f € B, (R). Alors,
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Lo[fll, <1 siet seulement sip, (f) < 1.
2. [|fll, =1 si et seulement si p, (f) = 1.
5. Ve €10,1[,35 (¢) €]0,1[ tel que p, (f) < 0 () implique | f]|, < e.

Démonstration. Ces équivalences sont une conséquence directe du Lemme 3.6 et
des arguments usuels de la théorie des espaces d’Orlicz (cf. [14], [53]) O
Rappelons que le résultat similaire dans les espaces de Musielak-Orlicz a lieu sous la
condition supplémentaire A%l. Cette condition n’est pas nécessaire dans notre cas
car nous nous sommes restreint a f € BY, (R).

. 1
e Dans la suite nous posons AF" = A,.

Lemme 3.7. Soit ¢ € Ay. Alors, la condition suivante, notée par Al est satisfaite :
Pour tout 6 € ]0,1] et € > 0 il existe h. € B¥ (R), k' > 1 et un ensemble G € X

tels que :
o (t,2u) < Ko (t,u) Yu>h(t),Vteq (3.5)

avec i (G') < 8 et p, (h.) < €.
Démonstration. Soit ¢ € Ay. Alors, il existe &k > 1 et h € B? (R) tels que
(1, 2u) < ko (tu),

pour tout ¢ € R et tout u > h(t).

Remarquons qu’on peut supposer dans cette définition que h(t) > §, Vt € R
pour un certain 6 > 0. .

Du Lemme 3.3, pour tout 6 € |0, 1] il existe § > 0 pour lequel iz (G') < 6 ou

G={teR:|h(t) <p}.

Posons maintenant

h(t) si teG
i (1) = { 0osred
I} si te@
. h .
Soit € > 0 nous avons p, | — | < € pour un certain 7y > 1.
Mo
Posons h. = — et k' = max (k, k;) on
Mo
t,2
klzmaX(M, u € [i,ﬁ} ) te]R),
QO(t,U) o

nous obtiendrons (3.5). O
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Lemme 3.8. Soit [ € é}fp (R) et ¢ € Aq. Alors, pour tout € € |0,1] il existe

d(e) €]0,1] tel que

pe(f) <l—e=|fll,<1-0d()
Démonstration. Soit p (t,u) la dérivée a droite de ¢ (¢,u) par rapport a la
deuxieme variable u. Alors (cf. [14], [47])

up (t,u) < ¢ (t,2u) < 2up(t,2u) Yu € Ry, Vt € R.

Pour X\ € (0, %) , OUS avons,

IN

— T p(tu)

Considérons la fonction

De l'inégalité (3.7), pour tous u € Ry et t € R, nous avons :

o (t,4u)
o (tu)’

et en utilisant la condition A}, nous obtiendrons

f)\(t,u) S 1+)\

frltu) <1+ (K)* X, Yu > he (1), V€ G,

avec i (G') < 0 et p, (h:) <e.
De plus, il est facile de voir que pour tout ¢ > 0, il existe d; (¢) > 0 tel que

|A| < 63 (¢) implique que

A\
—_
+
—~
3
o

>

f)\ (t, U)

IN
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On peut prendre par exemple

£
RO
D’ou

1

foe (tu) < 7=

N ™M

C’est a dire :

£ u
_ = I
(1 2>¢<t,1_51(€))_¢(t,u),
Vu > he(t),Vt € G avec p(G') < 6 et p, (he)

< €. Cette inégalité reste vraie
pour tout réel § < 07 (¢) (on peut supposer 07 (&) < %) Supposons maintenant que

py (f) <1 — ¢ et posons
E={teR:|f ()] > h (1)}

Alors
] (-5)o (1205
o N R (S
d [ -9 ( L)

G'N[-T,+T)

Pour étre dans les conditions du Lemme 3.4, nous choisisons 6 € |0, 1] telle que

i (G') < 0 implique p, (2fxcr) < §-
Alors

w [ (-0 )

G'ST,+T)
< 2 / (1-5) ee.2If @)y ar
S o7 5 YL,
T, +T)
<
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D’un autre coté :

AR

GN[=T,+T)

R RRY

GNEN[-T,+T]

+% / (1 - %) ¢ (t, %) dt

GNE'N[=T,+T)

1
< & o (L 1f ) de
GNEN[-T,+T)
1 € 1/ (©)]
(-3 @(t’m)dt
GNE'N[-T,+T)
1 1
<o [ etlreba-g [ eelroha

GN[-T,+T) GNE'N[-T,+T]

0D [ ol

GNE'N[-T+T)

w (4, 1f (1)) dt

var [ (i) et on] a

GNE'N[-T +T]

e 1 ; t dt
22T 14 ’1 51 (

GﬂE’m[ T,+T]

o [ elroha

GN[—T,+T)]

v [ [ (1A — e ]

GNE'N[-T,+T)

INA
5=
D
I
—

IA

Maintenant, pour t € E' N G nous avons

|/ (®)]
1-— (51 (5)

En utilisant la continuité de ¢ (en prenant 0, (¢) suffisamment petit ) et sa périodicité

|f ()] < h(t) < Bet < 23.

par rapport a t € R, nous obtiendrons pour t € E’

o (0 L2 ) - ptelron] <5




63

Alors, il vient que pour tout 7" > Ty

T 7 T
1 € t 1 €
— 1——) gL )< — tf ()] dt + =
oT ( 2 ‘p( 1—51(5)) —2T/"0< F@l)de+35
-r -r
Faisons tendre T' vers l'infini, nous aurons

(1-9e(=5g) = 3

15
< l-et-
< l-e+g
- 1-Z

2

Finalement, | f[|, <1—0:1(c). O

Lemme 3.9. Soit f € By, (R) avec ||f|, = 1. Alors,
il existe des nombres réels 0 < a < [ et 0 € (0,1) tels que, si

Gi={teR:a<|f(t)] <0},
on a i(Gy) > 6.

Démonstration. Soit § € ]0,1[. Alors, du Lemme 3.3 il existe 3 > 0 et Ty > 0
tels que pour G = {t e R: |h(t)] < 3}, on a

p{GN[-T,4T]} > 6.2T,

pour tout 17" > Ty. Montrons d’abord que la propriété suivante est vraie :
pour tout & € ]0,1[ il existe § € ]0,1[, Ty > 0 et un ensemble

G={teR,p(t|f{)) <1-06}
tels que pour tout T' > Ty,
" {G n[-T, +T]} < 2T, (3.8)

Pour cela, soit 6 € ]0,1[ et {P,} une suite de polynomes trigonométriques ap-

prochant f c’est & dire telles que || f — P, ||, — 0. Prenons P; tel que

pe 21f (t) = Fs (1)]) <

Y

=

et posons

M = sup o (t,2F5 (1))
teR
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Soit alors € > 0 tel que

(%+M€> <0,

et supposons que 'inégalité (3.8) n’est pas satisfaite. Posons 6=1— g, il existerait

alors une suite {T},} croissante vers l'infini pour laquelle

m {é N[=T,, +Tn]} > 0.2T,,.

D’ou
] +Tn
o | ewlrna
—Tn
1 1
= o [ ewlronarg [ ewiroha
GN[~Tn,+Ty) (G‘)/m[anﬁTn]
1
< -9+ [ ewlr@ba

(G)'N[~Tn,+Tn]
De plus, on a

% / et [f(@)])dt

(G>/m[_Tn 7+Tn}

111 1
< 5|5 / o (L21F (t) = P () dt + 5 / p (t,2|Ps (1)]) dt
(G) A[~Tn 4 Tu] (G)'N[=Tn,+Tn]
116
< - |-+M
S 5 [4 + 5}
)
< -,
- 2
Alors
+Tn
= EIFODd < 1—5+2
2Tn ()0 Y —_ 2
7Tn
<1-2
- 2
par conséquent, lorsque n tend vers l'infini, nous avons
)

P%(f)gl_a
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Finalement, utilisant le lemme 3.8, nous obtiendrons

1fll, < 1= p(0)

pour un certain p (6) € ]0,1[. ce qui contrdit le fait que ||f||, = 1.
— Montrons maintenant le résultat du Lemme :
Soit 0 € ]0,1[ et a > 0 tels que

supp (t,a) <1 —4.
teR

Choisissons 6 comme dans I'inégalité (3.8) et prenons 6 > § comme dans le Lemme

3.3. Si # > « est un nombre fixé, nous définissons I’enssemble :
Gi={teR:a<[f() <P}

Alors, comme

(@) N=T.T) = {t € [T, 7] : |f(t)] S a}U{t € [-T,T]: (1) 2 8} C CU (G) |

nous avons, pour tout T' > Tj,

p((Gh)' N[=T.17)

IN

i (é N[-T, T]> ny ((é)’ N[-T, T})
< 02T+ (1-0) 2T
(1 _ (é— é)) o

En d’autres termes, pour tout 7" > Tj, nous avons :

1 (G N[=T, 1)) > (é_ é) 2T,



Chapitre 4

Structure géométrique de ’espace
de Besicovitch-Musielak-Orlicz de

fonctions presque périodiques

Dans ce chapitre, nous étudions la structure du point de vue géométrique de I'es-
pace de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques. Il s’agira des
structures fondamentales que sont la stricte et 'uniforme convexité. Pour chacune
de ces propriétés, des conditions nécessaires et suffisantes sont énoncées. Pour cela,
nous démontrons d’abord un résultat important concernant l'injection isométrique

de l'espace de Musielak-Orlicz L¥ [0, 1] dans notre espace ngp.

Lemme 4.1. Soit (ay),~,, an > 0 une suite de nombres réels et o € 10,1[. Pour
tout entier n, on associe un ensemble mesurable A, tel que

i. AiNAj=¢, pouri#jet|J A, Cl0,af,a<l.

n>1

1
i. Yy [t anxa,)dt < +oo.
n>00

Considérons la fonction f = 3 anxa, sur|0,1] et soit f extension périodique
n>1

de f a la droite réelle R (avec la période T =1). Alors fe E;fp

Démonstration. On sait que pour tout entier n > 1, il existe un ensemble mesu-

rable A,, C [0, o pour lequel

1

1
/gp (t,anxa,)dt < —
0
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Il est donc clair qu’on peut choisir les A,, vérifiant les conditions de notre lemme.

Maintenant, pour un € > 0 arbitraire, nous fixons nq tel que

1

3 /w(t,anxAn)dt <3

n>ng 0

et nous posons
no
fr="aixa,
i=1

sur [0, 1].
Soit alors

M = £.2a;) et § < ——.
maxsupp (f,2a;) ot 9 < 7

(remarquons qu’on peut supposer que 1 — a > §).
Notons par f] la resriction de la fonction f; a lintervalle [0,1 —4]. Par le

théoreme de Luzin, il existe une fonction continue g! sur [0,1 — 4] telle que

Pt € (0.0 =8 ¢ (1 1F7 (1) = g2 () > 0 < 5

De plus, comme la fonction f; est bornée, la fonction g I'est aussi.
soit maintenant g. l’extension linéaire de g” a l'intervalle [0, 1], plus précisément g.
est telle que g. = ¢ sur [0,1 — ], g. est linéaire entre 1 — § et 1 et g. (1) = g7 (0).

Nous obtiendrons donc

/190 (110001,

1
. /@(t’If(t)—fl(t)lzlfl(t)—ga(m)dt
i 1 1 1
< 5 [ealrm-n@ha+s [e@lnw-goh
101 1 105 1 1
< §/¢<t72anmn>dt+§/w(t,lff(t)—gs it 5 [l - g @)t
0 n>no 0 1-46
1 / 1 1
< 52 gp(t,anXAn)dt+2M3—M+2M3—M
nznoo
<

DO ™
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Finalement la fonction continue g. : [0, 1] — R satisfait :

0. (0) = g2 (1) et /s@(tM> it <

DO | ™

2

Soit f et . les extensions périodiques respectives de f et g. & la droite réel R (avec

la période T = 1). On voit clairement que g. est u.p.p. par suite, elle est aussi dans
B?, (R).

Par conséquent, il existe P. € A pour lequel

ga_Pa €
n(t57) <5

D’un autre coté f et § sont périodiques T = 1, en utilisant la périodicité de %

(avec T = 1), nous avons,

F—q _ = 1 i tf(t)—gs(t)‘ dt
Pe\ 73 _Tffooﬁ/“” ’ 2

=T

1

_ /90 (t, |/ (@) —295 (t)\) it

I
SIRUES)

Finalement,
f - Pa

c’est & dire que f € Ez"p.. ]

INA
N | —
1

i)
S
VR

Y
o |

NeYi

[0}
~__—

+
i)
B
7N

Nepl

m
ro| |

o0
~__

IA
™

Proposition 4.1. Soit

1

L? =L¥([0,1]) = fGM(]R):/gp(t,)\|f(t)|)dt<+oo pour un certain A\ > 0
0

Uespace usuel de Musielak-Orlicz et ||.||;, sa norme de Luzemburg associée.

Alors 'injection :
i+ (L% ) = (Be, ®)L L), i) =7

est une isométrie, ou [ est l'extension périodique (avec une période T = 1) de f a

R.
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Démonstration. Nous montrons d’abord que i (L¥) C Ef.p' (R).

Soit f € L¥ ([0, 1]). Alors, il existe une constante A > 0 telle que ¢ (£, A |f (¢)]) €
L' (]0,1]).

Des arguments usuels de la théorie de la mesure de Lebesgue, nous avons Nlirilw u(Vy) =
0 ou

Vv ={te[0,1]: o (t,Alf (1)) = N}.
Soit
Ex={te0,1]:[f ()] = N}

Alors, pour t € Ex nous avons

p (6 f (0)])

v

¢ (t,\N)
> ANg(t,1)
> AN¢(1)

ou¢(l)= %nﬂggo(t, 1), ¢ (1) > 0 (on peut supposer que ¢ (1) = 1)
€
Il vient que Ey C V\y et nous aurons par suite que Nlim w(Eyn) =0.

— 400
Considérons la fonction

s s f) <N
fN(t)‘{ N si f(t)>N.

Il est clair que {fn} est croissante et fy < f.

De plus, comme lim p(Eyx) =0, nous avons lim [ o (¢, \|f (¢)]) dt = 0.
N—+oc0 N—>+00EN
Alors, pour un € > 0 donné, il existe N. € N tel que

1
[etalr@-sv@har< [ ol @hd<e.
0 Ene
Maintenant, comme fy_ est bornée, il existe une suite de fonctions simples (Sy.),,

uniformément convergente vers fy_. En particulier, une fonction simple Sy, telle que

sup A (fa. (t) = Sn. ()] < inf 7' (t.¢).
t€[0,1] t€(0,1]

Nous avons,

AN
| —
O\H
AN
=
>
~
=
|
~
=
=
W
~
+
AN
~—~
“@F
>
=
=
=
|
Wnn
=
=
QL
~~

0

(VAN
)
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Notons par f, fNE et S N. les extensions périodiques réspective (avec une période
T = 1) des fonctions f, fn. et Sy.. Des propriétés de périodicité de ¢, f, fn. et Sn_,

nous déduisons,

+T

Pe (% (f— §N>> = Tliglm%/¢<t,%(f(t)—§ws (t)D dt

-T

_ /190<t S ()= 5. 0 ) e

<
De plus, par le Lemme 4.1, nous avons §Na € Elfp (R). Alors, il existe P. € A

po ( <SNE ))<5

(Voir la preuve du Lemme 4.1).

pour lequel

Finalement, posons o = min ()\,

(5 (7-7)) -

<

) nous aurons :

(G 0-5)) w0 (o))

=

QI R

C’est a dire que fe Ejfp (R).
Maintenant, pour tout f € L%, I'égalité des modulaires de f dans L¥ et de f dans

Bf  étant évidente, il s’ensuit que || f|| . = Hf”w

4.1 Stricte convexité de ’espace E]fp.

Lemme 4.2. Supposons que la fonction ¢ (t,u) est strictement convexe et fn, gn

€ B?, (R) deux suites telles que, pour un certain r > 0, nous avons :

fatgn) _
; .

Py (fn) < T Py (gn) <ret nh_)ngop@ (

Alors (fn — gn) 0.

Démonstration. Supposons que lim (f,, — g,) # 0 au sens de la ji—convergence .
n—oo

Alors, il existee > 0,0 > Oetng /> telsque, si By, ={t € R: |f,, (t) — gn,(t)]| > 0}
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nous aurons fi (Ej) > e. Prenons un nombre k. > 1 tel que (voir le Lemme 3.1)

I'inégalité suivante soit vraie
€ r
E)>- > —.
AE) 2 5= o (xp) > -

Ou r > 0 est la constante du Lemme.

Posons alors,

Ay, = {teR:|fn, ()] >k}
Bk = {tER:lgnk(t>|>ka}

Nous obtiendrons :

roZ Py (fnk)

+T

— 1
= 1 — t t)|) dt
i o [ et 0D

=T

— 1
lim — t,k.)dt
T—1>I-iI-1c>o 2T / 90( ’ )
Akﬂ[—T,T]

1
k. lim — / o (t,1)dt

v

v

T—>+oo 2T
AN[=T,T)

- keptp (XAk) :

Par suite,
r
Pe (xa,) < W
d’ou

i (Ay) <

De la méme maniere, nous montrons que

IS

i (By) <

> ™

Maintenant, soit ’ensemble :
Q = {(u,v) € R*/ Ju| < ke, |v] < ke, Ju—v| > 0},

et considérons la fonction :

t,*5*)
e (t,v

v)

:w(t u) +
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Comme ¢ est strictement convexe, F'(t,u,v) < 1,V (t,u,v) € Rx@Q. et en utilisant
la continuité de ¢ sur RxQ (ot @ est un ensemble compact sur R?) et sa péridicité

par rapport a t, il vient que pour un certain § > 0,

sup F'(t,u,v) =1 — 0.
RxQ

Plus précisément, pour tout (¢,u,v) € Rx @, nous avons :

cp(t,u;v> <1ty ety

2

Soit maintenant t € Ej\ (Ax U By), Alors f,, (1), gn, (t) € Q et par conséquent,

o (t’ | fre () +9nk(t)!> < (1— ) 2B mOD £ o lgn )

2 2
Donc,
Jri + 9n
r— p, ( k : k
> Pefu) +Pp () fon + G
- 2 P2
. e L o 1O+ (g (DD () i (8) + 90 (1)
= rtee2T 2 ’ 2
[Ex\(AxUBg)IN[-T,+T]
5 —_ 1
> Sdm o [ )+ el 0D
[Ex\(ApUB)]N[-T,+T]
— 1 ‘fn (t) — On (t)’
> § lim — L 2 ar
= O o7 7 ( ’ 2

[Ex\(AxgUBR)IN[-T,+T]

9(3) (-5
- 5(3)

Finalement,

v

ce qui contredit 'hypotheése p, <f" ;L g") —r. O

Théoréme 4.1. L’espace E;f.p. (R) est strictement convezxe si et seulement si ¢ est

strictement conveze et ¢ € Ay.
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Démonstration. Suffisance :

Supposons que @ est strictemnt convexe, ¢ € A, mais B/;fp. (R) n’est pas stric-

tement convexe. Alors pour certains f et g € E;fp. (R) nous aurons

= 1.

f+g
2 ®

1AL = lal, = \

Du corollaire 3.1, nous obtiendrons

Pe (f) = pe (9) = py <%> =1

Alors par le Lemme 4.2, il vient que pour tout a > 0,
p{teR:|f—g|>a}=0.
Finalement, en utilisant le Lemme 3.9, on aura

po (f—g)=0.

Contradiction.

Nécessité : Comme linjection i : (L%, ||.||;,) — (E;f_p. OR)’”'”@) est une

isométrie, la stricte convexité de éﬁp (R) implique celle de I'espace de Musielak-

Orlicz L? [0,1] .

Par conséquent ¢ (t,u),t € [0,1],u € R est strictement convexe et satisfait la

condition AL (cf. [25]) ie. : il existe k > 0 et h > 0 avec folh(t)dt < oo telle que

o(t,2u) < ko(t,u) + h(t) pour tout u > 0 et u-p.p. t € [0, 1].

Les fonctions prolongées périodiquement (avec une période T' = 1) ¢ (t,u),t €
R,u € R* et h(t),t € R satisfont la condition h € B'(R) et ¢(t, 2u) < ke(t, u)+h(t)

pour tout u > 0 et u-p.p. t € R.

Posons maintenant,

f(t) = sup {u >0:p(t,u) < fz(t)},

alors f est une fonction mesurable et ¢(t, f(t)) = h(t) pour tout ¢t € R.

Finalement, on obtient :

o(t,2u) < kep(t,u) + h(t) < (k+ Dp(t, u),

pour tout u > f(t), pour pu-p.p. t € R, i.e. ¢ vérifie la condition Ay pour Iespace de

Besicovitch-Musielak-Orlicz. [
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4.2 Uniforme convexité de ’espace /é]f'p'

Dans [26], H. Hudzik a introduit une notion d’uniforme convexité ”1égerement”
moins forte que celle introduite par J. Musielak. Cette condition est celle qui ajoutée
4 la condition AL' caractérise I'uniforme convexité de I'espace de Musielak-Orlicz
L%,

Définition 4.1. (H.Hudzik [25]) Une fonction de Musielak-Orlicz ¢ (t,u) est dite

E-uniformément convexe lorsque :

Ve € 10,1[,3f. € L° avec pf (f-) = ¢ et Ip(e) €]0,1] tel que N,y € [0,+00]

{90 (t,1f- (D)) < max (¢ (t,2), ¢ (t,y)) <e ' (t’ %)]

T+ 1—p(e
= s0<t, Qy)é 2<>(90(t>w)+90(t,y)),pouw-p-p.teﬁ-

Contrairement a celle donnée par J. Musielak. On remarque que cette propriété
dépend de l'espace E. Il est a noter aussi que la définition originale de Hudzik est

donnée pour le cas particulier ou £ = L!.

Théoréme 4.2. L’espace By, est uniformément convexe si et seulement si @ est

B'-uniformément convexe et satisfait la condition /.

Démonstration. Suffisance :
Soit € € 0,1 et f,g dans E;f_p. telles que

> .

f-y
191, = ol = 1. et || 55
®

Du corollaire 3.1, on a aussi

polf)=pe@=tetp, (157) 25

pour un certain § = ¢ (¢) € ]0,1].
Soit hs une fonction mesurable telle que p, (hs) = %, alors de I'uniforme convexité

de ¢, il existe p (0) € |0, 1] pour lequel I'implication suivante :
s ()] < max (7 (0] I () < 510~ 9 0]
=¢[wﬁﬂ“ﬂ+“m)sl‘pwﬁwwvam+wwmum@

2 2

est vérifiée. Posons

B = {t € Rlns (0] < max (17 O] la 0)) < 517 (0 - 9 0]}
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+T

alors
N NAGETT)
t)+g(t
-T
+T
. 1-p(9)
- 2 2T

-T

il vient que

d’on,

li [etls @)t + 5

_1-p(9)

ot 19 @)]) XBdt] ,

-T

(0o (fXxB) + Py (9xB)]

f+y 1 f+y
= (552) = e+ -0 (152)
> Lo () + o ) o (L)
> 20 (o, () + o 96)). (4.1)

2

Nous définissons les ensembles :

C={te B t.q max(|f(t)],[g®)]) <lhs ()]}

D:{teB/t.q. If(t)—g

Alors B’ =CUD et

(%)
P 9 XcC

IN

IA

Py (f ; gXD) <

IN

Donc

(0] < max (£ 01,9 O }

= [po (fxc) + pe (9xc)]

=S N

= [py (fxD) + Py (9xD)]

S, o] o
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d'ot,

N >

< Py <f ; gXB)

< %(p@ (fxB) + Py (9xB)) -

En utilisant I'inégalité (4.1), on déduit :

Finalement, comme ¢ € A, (rappelons que § = ¢ (¢) dépend de €), par le Lemme
3.8, il existe ¢ (¢) € ]0, 1] tel que H%H <1l-—gqf(e).

Nécessité :

Comme l'injection ¢ : (L%, ||.||;,) — <§;§’.p. (R), ||H¢> est une isométrie, 1'uni-
forme convexité de Bf  (R) implique celle de I'espace de Musielak-Orlicz L? [0, 1]
(cf. [26]),

par conséquent ¢ (t,u),t € [0,1],u € RT est L' -uniformément convexe, donc
o (t,u),t € R,u € RT est B! -uniformément convexe.

La nécessité de la condition Ay découle de sa nécessité pour la stricte convexité

de I'espace E;f.p. (voir la preuve du théoreme 4.1). [



Conclusion et perspectives

Dans le cadre de cette these, nous avons introduit une nouvelle classe d’espaces
de type Calderon-Lozanovskii : la classe de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions
presque périodiques BY  (R). L’essentiel de notre travail a porté sur la caractérisation
de la stricte et I'uniforme convexité des espaces en question, via des propriétés de
régularité de la fonction génératrice ¢ de Musielak-Orlicz.

Une des difficultés majeures qui fait que cette classe ne se préte pas a ’étude
faite dans le cadre général des espaces de Calderon-Lozanovskii est le fait que la
propriété de Fatou n’est pas vérifiée dans l'espace B'(R). Pour y remédier, nous
avons développé des outils adéquats incluant une propriété ”analogue” a celle de
Fatou.

Nous envisageons de compléter notre étude, en considérons d’autres questions encore
non traitées :

e Les questions concernant d’autres propriétés géométriques de ’espace de Besicovitch-
Musielak-Orlicz de fonctions presque périodiques muni de la norme de Luxem-
burg.

e Définition de la norme d’Orlicz dans les espaces de Besicovitch-Musielak-Orlicz
de fonctions presque périodiques. Cette norme coincide avec celle d’Amemiya
dans les espaces de Besicovitch-Orlicz de fonctions presque périodiques. Une
question naturelle est de voir si c’est le cas dans nos espaces. Notons qu’en
suivant la méme démarche que celle faite dans le cas des espaces de Besicovitch-
Orlicz de fonctions presque périodiques, la question suivante reste ouverte :
La suite des polynomes de Bochner-Fejer assoiciée a f est-elle convergente
vers celle-ci dans I'espace de Besicovitch-Musielak-Orlicz de fonctions presque
périodiques ?

e Pour les questions liées a ’analyse de Fourier, une propriété principale qui
reste & examiner est l'inclusion de 'espace B?(R) dans I'espace B'(R).

Pour finir, nous pensons que la condition de périodicité par rapport au parametre ¢

imposée a la fonction ¢ peut étre affaiblie en la remplacant par la presque périodicité.

77



Bibliographie

[4]

[5]

Akimovic B.A., On uniformly convex and uniformly smooth Orlicz spaces, Teo-
nia Funkcii Funk. Anal. i Pril. 15 (1970), 114-120.

Albrycht J., The theory of Marcinkiewicz-Orlicz spaces, Dissertation Math, No
27 (1962).

Amerio L., Prouse G., Almost periodic functions and functional equations. New-
York : Van Norstrand Reinhold Co.1971.

Bardaro C., Musielak J., Vinti G., Nonlinear integral operators and applica-
tions, Walter de Gruyter. berlin. New York 2003.

Bedouhene F., Morsli M., On the strict convexity of the Besicovitch-Orlicz

space of almost periodic functions, Revista Matematica Complutense 16, Num.2
(2003), 399-415.

Bedouhene F., Morsli M., On the uniform convexity of the Besicovitch-Orlicz

space of almost periodic functions with Orlicz norm, Colloquium Mathemati-
cum, Vol. 102, No 1 (2005), 97-111.

Bedouhene F., Structure générale et métrique des espaces de type Orlicz de

fonctions presque périodiques, These de doctorat (2004).

Bedouhene F.; Morsli M., Smaali M., On some geometic properties in the
Besicovitch-Orlicz space of almost periodic functions with Luxemburg norm,
Comment. Math. Univ. Carolin (2010) (& paraitre).

Besicovitch A.S., Almost periodic functions, Dover publ. Inc. , New York, 1954.
Birkhoff G. Lattice Theory, Amer. Math. Soc., providence, R.I., 1967.

Bohr H., Feelner, On some type of fonctional spacesce, Acta Math., 76 (1945),
31-155.

Boulahia F., Etude des propriétés de convexité dans les espace de type Orlicz,
These de doctorat (2006).

Calderon A.P., Intermediate spaces and interpolation, the complex method,
Studia Math. 24(1964),113-190.

78



79

[14] Chen S., Geometry of Orlicz spaces, Dissertationes Math. No 356, (1996)

[15] Cerda J., Hudzik H., Mastylo, M., On the geometry of some Calderon-
Lozanovskii interpolation spaces, Indag. Mathem., N.S., 6(1) (1995), 35-49.

[16] Corduneanu C., Gheorghiu N. and Barbu V., Almost periodic function, Chelsea
Publishing company, (1989).

[17] Clarkson J. A., Uniformly convex spaces, Trans. Amer Math. Soc. 40, (1936),
394-414.

[18] Cui Y., Hudzik H., Yu F., On Opial properties and Opial modulus for Orlicz
sequence spaces, Nonlinear Analysis, 55 (2003) 335-350.

[19] Istraliscu, V.I., Strict convexity and complex strict convexity, Theory and ap-
plication, lecture note in pure and applied mathematics, Marcel Dekker. INC.
New York and Basel (1984).

[20] Foralewski P., On some geometric properties of generalized Calderon-
Lozanovskii spaces,Acta Math.Hungar., 80 (1-2) (1998), 55-66.

[21] Foralewski P., Hudzik H., Some basic properties of generalized Calderon-
Lozanovskii spaces, Commect. Math. 48, 4-6 (1997), 523-538.

[22] Foralewskii P., Kolwicz P., Local uniform rotundity in Calderon-Lozanovskii
spaces, Journal of Convex Analysis, Volume 14, No. 2,(2007) 395-412.

[23] Giesy D., On a convexity condition in normed linear spaces, Trans. Amer. Math.
Soc, 125 (1969), 114-146.

[24] Hillmann T.R., Besicovitch-Orlicz spaces of almost periodic functions. Real and
Stochastic Analysis. 164, Wiley Ser. in probability and Math. Stat., Wiley., New
York, 1986.

[25] Hudzik H., Strict convexity of Musielak- Orlicz spaces with Luxemburg ’s Norm,
Bull. Acad. Polon. Sci. Math. 39, No 5-6 (1981), 235-247.

[26] Hudzik H., Convexity in Musielak- Orlicz spaces, Hokkaido Mathematical jour-
nal, Vol. 14 (1985), p. 85-96.

[27] Hudzik, H., An estimation of the modulus of convexity in a class of Orlicz
spaces. Math. Japonica 32(2), 227-237 (1987).

[28] Hudzik H., Geometry of some classes of Banach function spaces, Proceedings
of the International Symposium on Banach and function Spaces, Kitakyushu,
Japan, October, 2-4 (2003), 17-57.

[29] Hudzik H., Kaminska A., Mastylo M., Monotonocity and rotundity properties
in Banach Lattices, Rocky Mountain, Journal of Mathematics, 30(3), 933-950
(2000).



80

[30]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

Hudzik H., Kaminska A., On uniformly convexifiable and B-convex Musielak-
Orlicz spaces, Comment. Math. Prace Mat. 25,(1985), 59-75.

Hudzik H., Narloch A., Relationships between monotonicity and complex ro-
tundity properties with some consequences, Math. Scand, 96 (2005), 289-306.

James R. C.; A nonreflexive Banach space that is uniformly nonoctahedral,
Israel J. Math., 18 (1974), 145-155.

James R. C., Uniformly non-square Banach spaces, Ann. of Math., 2 (1964),
542-550.

Kolwicz P., Rotundity proprerties in Calderon-lozanovskii spaces, Houston
Journal of Mathematics, volume 31, No. 3, (2005), 883-912.

Kottman C. A., Paking and reflexivity in Banach spaces, Trans. Math. Soc.,
150 (1970), 565-576.

Levitan B. M. and V. Zhikov, Almost periodic functions and differential equa-
tions. Cambridge University Press 1982.

Lozanovskii G.Ya, On some Banach lattices, Sbirsk. Math. Zh. 10 (1969), 584-
599.

Lozanovskii G.Ya, Remark on an interpolation theorem of calderon, Funkcional
Anal. i Prilozen. 6 (1972), 89-90 ; English translation in Functional Anal. Appl.
6 (1972), 333-334.

Luxemburg W.A.J., Banach Function Spaces, These de doctorat, 1955.

Maligranda L., Orlicz spaces and interpolation, seminarios de mathematica 5,

Departamento de Matematica, Campinas, 1989.

Megginson R.E., An introduction to Banach spaces theory, Springer, 1998.
Milmann D., On some criteria for the regularity of spaces of type (B), Doklady
Akad. Nauk SSSR, 20 (1938).

Morsli M., Espace de Besicovitch-Orlicz de fonctions presque périodiques. Struc-

ture générale et géométrie, These de Doctorat (1996).

Morsli M., On some convexity properties of the Besicovitch-Orlicz spaces of
almost periodic functions, Comment. Math. 34 (1994), 137-152.

Morsli M. and Smaali M., Characterization of the strict convexity of the

Besicovitch-Musielak-Orlicz space of almost periodic functions, Comment.
Math. Univ. Carolin 48,3 (2007), 443-458.

Morsli M. and Smaali M., Characterization of the uniform convexity of
Besicovitch-Musielak-Orlicz spaces of almost periodic functions, Commenta-
tiones Mathematicae, Prace matematyczne, XLVI (2), (2006) 215-231.



81

Musielak J., Orlicz spaces and Modular spaces, Lecture notes in math. 1034,

springer-Verlag, 1983.
Musielak J. and Orlicz W., On modular spaces, Studia Math. 18 (1959), 49-65.

Opial Z., Weak convergence of the sequence of successive approximation of
nonexpansive mappings, Bull. Amer. Math. Soc. 73 (1967) 591-597.

Ovchinnikov V.I., Interpolation theorems resulting from an inequality of Gro-
thendieck, Functional Anal. i Prilozen 10, 45-54 (1976).

Pankov A., Bounded and almost periodic solutions of nonlinear operator diffe-
rential equations. London : Kluwer Acad. Publ. 1990.

Petrot N., Suantai Suthep, The criteria of strict monoticity and rotundity points
in generalized Calderon-Lozanovskii spaces, Nonlinear Analysis 70 (2009) 2206-
2215.

Rao M.M., Ren, Z.D., Theory of Orlicz spaces, Marcel Dekker, Inc. (1991).



