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Introduction générale

La théorie des processus stochastiques est une branche des mathématiques tres im-
portante qui consiste en 1’étude des fonctions définies sur R a valeurs dans un espace de
variables aléatoires. Cette notion d’aléatoire est contenue dans le terme ”stochastique”,
"processus” signifie, évolution en fonction d’'un parametre, c’est-a-dire une fonction au

sens usuel. D’ou la naissance du concept de fonction aléatoire, ou processus stochastique.

La théorie des processus presque périodiques a été introduite a la fin des années trente
par E.Slutsky, ou il a étudié la presque périodicité des trajectoires des processus stochas-
tiques. Dans les années quatre-vingt C.Tudor et T.Morozan dans leur article ”Almost per-
iodic soulutions of affine ito equations” [13] ont introduit la notion de presque périodicité
en loi fini-dimensionnelle pour des processus & valeur dans R? et il ont montré qu'une
équation différentielle stochastique a coefficients presque périodiques admet une solution
qui est presque périodique en loi fini-dimensionnelle. Par la suite, en 1995 C.Tudor dans son
article "Almost Periodic Stochastic Processes” [16] a introduit plusieurs types de presque
périodicité en loi, a savoir: la presque périodicité en loi infini-dimensionnelle (APD), la
presque périodicité en loi uni-dimensionnelle (APOD) et la presque périodicité en loi fini-

dimensionnelle (APFD), ansi qu'une application aux équations différentielles stochastiques.

Avec les années cette théorie s’est développée par d’autres, on cite par exemple: H.

Bezandry, Toka Diagana, G.Da Prato. . .etc.

Depuis la création de la théorie de la presque périodicité des processus, beaucoup
de concepts de presque périodicité ont été introduit: presque périodicité en probabilité,
presque périodicité des moments ainsi que la presque périodicité presque stre. En 2012
F.Bedouhene, O.Mellah et Paul Raynaud de Fitte, dans leur article ”Bochner-almost per-

iodicity for stochastic processes”[1] ont fait une étude comparative détaillée des différents
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types de presque périodicité.

Notre but dans ce travail est de développer une partie de I'article [1] et de donner
un exemple d’application de la presque périodicité en loi pour une de classe d’équations

différentielles stochastiques.

Ce mémoire est organisé en deux chapitres complété par une annexe.

Dans le premier chapitre, on présente les différents types de presque périodicité des
processus. Pour cela, on commence par rappeler le concept de la presque périodicité dans
le cas déterministe et on a introduit les processus aléatoires. Apres avoir défini la presque
périodicité pour les processus aléatoires, on a établi les liens entre les différents types de

presque périodicité.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude de I’existence de solution presque périodique
en loi d’un certain type d’équation différentielle stochastique faite par M.Kamenskii, O.Mellah
et P.Raynaud de Fitte, dans leur article:” Weak Averaging of Semilinear Stochastic Diffe-
rential Equations With Almost Periodic Coefficients ”[10]. Ce chapitre est partagé en deux

parties:

Une premiere partie est consacré a ’étude des équations différentielle stochastiques
dans le cas uni-dimensionnelle.

Dans la deuxieme partie, apres avoir introduit la notion d’intégrale stochastique dans
un espace de Hilbert, on donne un exemple d’application de la presque périodicité en loi
aux équations différentielles stochastiques. Plus précisément on a énoncé un résultat d’exis-
tence et d’unicité d’une solution presque périodique en loi pour une équation différentielle

stochastique dans un espace de Hilbert.



Chapitre 1

Processus stochastiques presque
périodiques

Ce chapitre sera consacré a 1’étude comparative des différents types de presque périodicité

pour les processus continus.

1.1 Les fonctions presque périodiques

La théorie des fonctions presque périodiques a été développée par Harald Bohr. En 1926
S.Bochner donna une nouvelle définition des fonctions presque périodiques équivalente
a celle donnée par H.Bohr. Puis en 1962, dans son article 7 A new approch to almost
periodicity ” [3], il démontra un critere tres intéressant de la presque périodicité dit critere
de double suites de Bochner. Notre objectif dans cette section est de présenter la notion
de fonction presque périodique(p.p), et ses principales propriétés. Notre présentation est

essentiellement inspirée des références [12], [5], [17] et [3].

1.1.1 Période, presque-période, nombre de translation

Définition 1.1.1. Une fonction f: R — R est dite périodique s’il existe 1" > 0 tel que:
fE+T)=f(t) VteR

et plus généralement
ft+nT) = [f(t)
On dit que T est une période de f.

Remarque 1.1.1. Pour définir une application T-périodique, il suffit de donner ses valeurs

bt
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sur un intervalle du type [, a + T ou «v est un réel quelconque.

Définition 1.1.2. (La densité relative) On dit qu'un sous ensemble A C R est relative-
ment dense dans R g’il existe un réel £ > 0 tel que tout intervalle de longueur ¢ rencontre
A c-a-d

3 >0, YVaeR:[a,a+{]NA#].

Exemples 1.1.1. 1. L’ensemble A = {\/n, — y/n, n € N} est relativement dense dans
R. En effet 3¢ =1 > 0 tel que Va € R, [a, a + ¢]N A # (). Supposons a > 0, on a
alors (a+1)?—a?=2a+1>1,=3IneNtqa’<n<(a+1)* = /ne€la, a+1].
Sia <0, en pose a = —b,avec b > 0, dou In € Ntq b < /n <b+1
=-b-1<-/n<-b =a-1<-/n<a.

D’ou A est relativement dense dans R.
2. Soit f : R — R périodique, L’ensemble des multiples d’une période de f est relative-

ment dense dans R.

Définition 1.1.3. (Presque périodique) Soit (E, d) un espace métrique, f une fonction
définie sur R a valeur dans E. Soit € > 0. Un nombre réel 7 est dit e-translation de f (ou

e-presque période de f), si quel que soit t € R, on a

d(f(t+7), f(t)) <e

1.1.2 Fonction Presque périodique

Soit (E, d) un espace métrique. Soit f une fonction continue définie sur I C R a valeur
dans E, ou (I =R ou RT).

On note par la suite par C(I, E) I'espace des fonctions continues de I a valeurs dans E.

Définition 1.1.4. (Presque périodicité au sens de Bohr) Nous disons que f est
presque périodique au sens de Bohr (Bohr p.p) si, pour tout £ > 0, ’ensemble
T(f, e) ={r €R, supd(f(t+7), f(t)) <e}
tel
est relativement dense dans R. Autrement dit: Ve > 0, il existe un nombre réel £ = /. > 0
tel que tout intervalle de longueur ¢ contient au moins une e-presque période, i.e un nombre

réel 7 t.q.
supd(f(t+71), f(t)) <e

tel
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Définition 1.1.5. (Presque périodicité asymptotique au sens de Bohr) Nous disons
que f est asymptotiquement presque périodique au sens de Bohr si pour tout € > 0, il existe
des nombres réels £(e) > 0 et T' = T'(¢) > 0 tels que tout intervalle de longueur ¢(¢) contient

au moins un point 7 qui vérifie:
d(f(t+7), f(t)) <e pour tout t>T avec t+7>T

Remarque 1.1.2. Une fonction f est asymptotiquement presque périodique ssi f =g+ h

avec g est Bohr presque périodique et h continue qui tend vers 0 a l'infini.

Remarque 1.1.3. La presque périodicité asymptotique au sens de Bohr est strictement

plus faible que la presque périodicité au sens de Bohr, par exemple (voir [15]) la fonction

1
z(t) = T3 cos(ln(1+1)), t € R*

est asymptotiquement presque périodique, mais pas presque périodique.

Définition 1.1.6. (Presque périodicité au sens de Bochner) Supposons que (E, d)
est complet. Alors une fonction f est dite presque périodique au sens de Bochner si et
seulement si elle est normale, c-a-d si de toute suite (k) de R, on peut extraire une sous
suite (hy,) telle que f(t + h,) converge uniformément par rapport a ¢, ce qui est équivaut

a dire que 'ensemble des fonctions translatées {f(t) = f(t +.), t € R} est relativement
compact dans C(/,E).

Définition 1.1.7. (Critére de double suites de Bochner) Une fonction f vérifie le
critere de double suites de Bochner si, de deux suites quelconques (c,) et (5,) de I, on
peut toujours extraire (a,,) C (a,,) et (3,) C (8,) respectivement avec les mémes indices,

telles que pour chaque t € I les limites

lim lim f(t+an+Bn) et lm f(t+ o, + 5) (1.1)

n—oo m—0o0

existent et sont égales.

Remarque 1.1.4. La propriété remarquable de ce critére est que les limites dans (1.1)
existent selon les trois modes de convergence: convergence simple, convergence uniforme

sur les intervalles compacts et convergence uniforme sur /. Donc 'avantage de ce critere
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est que la convergence simple implique la convergence uniforme.

Théoréme 1.1.1. Supposons que (E, d) est complet. Soit f : R — (E, d) une fonction

continue, alors les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. f est presque périodique au sens de Bochner.
2. f satisfait le critére de double suites de Bochner.

3. f est presque périodique au sens de Bohr si I = R, ou asymptotiquement presque

périodique au sens de Bohr si [ = R,.

Dans ce qui suit, on présentera certaines propriétés élémentaires des fonctions presque

périodiques.

1.1.3 Propriétés élémentaires des fonctions presque périodiques

Proposition 1.1.1. Toute fonction f : R — (E, d) presque périodique au sens de Bohr,

est bornée et uniformément continue.

Preuve. 1. Bornitude de la fonction f:
f est Bohr p.p & Ve > 0, 3. > 0 t.q tout intervalle de longueur ¢ contienne une
e-translation. En particulier pour e = 1, 3¢ = ¢; > 0 t.q tout intervalle de longueur
[; contienne une 1-translation. La fonction f étant continue sur le compact [0, ],
IM >0, Ja € E t.q sup,¢)p, d(f(z), a) < M.
Soit maintenant z € R, 37 € [—z, —z+I] t.q. d(f(z+7), f(x)) <letaz+7 €]0,].

Donc

d(f(x), a) d(f(z), f(x + 7)) +d(f(z+7), a)

<

< 1+M

2. Continuité uniforme de la fonction f:
Soit € > 0 3¢ > 0 t.q tout intervalle de longeur /. contienne une Z-translation.
f est continue sur lintervalle fermé borné [—1, 1 4 ¢], elle est donc uniformément
continue sur [—1, 1 + {] c-a-d 35, = J avec 0 < 0 < 1 t.q Vy1, y2 € [—1, 1 + /] t.q.
|1 =y [<0onad(f(y), f(y2) <3
Soient 1, 12 € R t.q | 1 — 25 [< 0. On sait qu'il existe 7 € T(f, ) N [~z1, —x1+/],
donxi+7€ (0,0 C[-1,0 C[-1,1+{], et 2o+T € [xg—1x1, Zg—x1+] C [—1, 1+/]
De plus:



Chapitre 1. Processus stochastiques presque périodiques 9

wWlm

| (z1+7) = (2o +7) |=| g — 21 | <0 doud(f(xy+7), flag+7)) <
Comme , 7 € T(f, ) implique que d(f(z;), f(z; +7)) < 5 Vi=1.2
On aura finalement:

d(f(z1), f(x2)) (14 7)) +d(f(z1+7), f(w2 + 7)) +d(f(x2 + 7), f(22))

(VAR VAN VAN

D’ou f est uniformément continue sur R.

g

Proposition 1.1.2. Une limite uniforme d’une suite de fonctions presque périodiques au
sens de Bohr est presque périodique au sens de Bohr.

Preuve. Soit { f,} une suite de fonctions presque périodiques avec sup d( f,(z), f(z)) — 0
zeR

pour n — 4oo. Soit € > 0, In. € N t.q sup d(f,.(x), f(x)) < % Soit maintenant
zeR
7 € T(fny, 5). Alors

< .24z
-3 * 3 * 3
< ¢
DouteT(f,¢).
U
Soit maintenant (E, || . ||) un K espace normé. Alors, on a les propriétés suivantes:

Proposition 1.1.3. Soit f, g : R — E deux fonctions presque périodiques, alors les
propriétés suivantes sont vérifiées:

1. Ya € K les applications af(x), f(ax), f(a+ x) sont presque périodiques.
2. || f(z) || est presque périodique.

3. f(z)+g(x) et f(x) — g(x) et f(x) x g(x) sont presque périodiques.
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Proposition 1.1.4. Soit f : R — E dérivable et presque périodique. Si la dérive f'(x) est

uniformément continue, alors f'(x) est presque périodique.

Preuve. On a:

lim n[f(z + %) ~f@)] = f(z) VreR

n—oo

Posons f,(z) =n[f(z + 1) — f(z)], onaVn €N f,(z) est presque périodique.

D’autre part
7@ - = 1@ -n [ e
z+

If'(x) = f'(t) | di
< sup | fi(x) = f1(O) ]

telz,z+— ]

IA
S

Comme f’ est uniformément continue sur R, alors Ve > 0, 30, tel que | x —y |< § =

| f'(z) = f'(y) ||< e, or 3ng tel que Vn > ng, on a + < 4.
Alors Ve > 0, Ing € N, Vn > ny, || f'(z) — f'(y) |[<e, Vt € [z, 2+ 1], Vo € R.
On aVe > 0, Ing € N, Vn > ny, || f'(x) — fl(z) ||[< e, Vo € R.
Comme on a f, converge uniformément vers f’ sur R.

D’out f est limite uniforme d’une suite des fonctions presque périodiques. Alors f’ est
presque périodique.

U

Proposition 1.1.5. Soit f une fonction presque périodique et F' une primitive de f. Alors

la fonction I est presque périodique ssi F' est bornée.

1.2 Processus stochastiques

Les processus aléatoires décrivent 1’évolution d’une grandeur aléatoire en fonction du
temps. Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires notamment en physique

statistique, médecine, et bien entendu dans les domaines économiques et financiers. Dans
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cette partie, nous allons présenter les définitions et les propriétés principales des proces-
sus stochastiques a temps continu, pour cella nous avons besoin de rappeler la définition
de variable aléatoire ainsi que les différents types de convergence de suites de variables

aléatoires, comme outil important pour étudier les processus stochastiques.

1.2.1 Processus aléatoire

On considere un espace de probabilité (2, F, P), Q est un ensemble, F est une tribu
sur € et P est une probabilité sur (§2, F) .
Avant de donner la définition d’un processus, on rappellera quelques notions et nota-

tions qui seront utiles par la suite.

Définition 1.2.1. (Variable aléatoire) On appelle variable aléatoire(v.a), toute appli-

X:{S:I)Rz(w)

cation mesurable

On distingue deux types de variables aléatoires:

1. Variable aléatoire discrete Les variables aléatoires discretes, qui prennent un
nombre fini ou dénombrable de valeurs xq, x5 . ... Dans ce cas, la loi Px est parfaite-

ment déterminée par la donnée des nombres p(x;) = P(X = ;). Notons que
Vi, pzi) 20 et ZP(%) =1

2. Variable aléatoire continue Les variables aléatoires continues, qui admettent une

fonction de densité Px(z) :

P(XeB):/

Px(x)dx, avec Px(z)> O,/]P’X(:U)dx =1
B R

Convergence de suites de variables aléatoires Soient {X,} ~ une suite de v.a
et X une autre v.a, toutes définies sur (2, F, P). Il y a plusieurs fagons de définir la

convergence de la suite (X,,) vers X:

1. Convergence presque siire (p.s)

Une suite (X,,) de v.a converge p.s vers X et on note X,, —, ..o X p.s si

Plwe Q: lim X, (w) = X(w)) = 1.

n—oo



Chapitre 1. Processus stochastiques presque périodiques 12

2. Convergence en p-moyenne (ou convergence L?)
Soit (X,,) une suite de v.a dans LP(Q, F, P). On dit que X,, converge en p-moyenne

D .
vers X, et on note X,, —% X si

n—oo

lim (E(| X,, — X |P))=0

n—oo

O 1 .
Pour p=1 on a la convergence en moyenne, et on écrit X,, —% X si

n—oo

lim E(] X, — X |) =0

n—oo

. , . 2 .
Pour p=2 on a la convergence en moyenne quadratique, et on écrit X,, —%~, __ X si

n—~oo

lim E(| X, — X [*) =0

n—oo

3. Convergence en probabilité (P)

Une suite (X,,) Converge en probabilité vers X, et on note X,, —- X si

n—oo

Ve>0, limP(|X,—X|>¢)=0

n—oco
4. Convergence en loi (£)
On dit que (X,,) Converge en loi vers X (ou en distribution), si les lois de probabilités
des variables aléatoires X,, convergent faiblement vers la loi de la variables X, i.e.
(Px, )n>1converge faiblement vers (Px), plus précisément si pour toute fonction ¢
continue et bornée a valeur dans R, on a:

n—-+o0o n—-+o0o

lim E[p(X,)]=E[p(X) < lim R(deP’Xn :/RgodIP’X

et on note X,, =% X (ou X,, =, X)

n—od

Proposition 1.2.1. e La convergence en probabilité = La convergence en loi. La réciproque

est fausse.
e La convergence en loi est impliquée par toutes les autres convergences.

e La convergence en LP = La convergence en L* = La convergence en P = La conver-

gence en (L).
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e La convergence (p.s)= La convergence en P.

Théoréeme 1.2.1. ( Fatou): Pour toute suite d’événements (A,), A, C 2

P(liminf A,)) < liminf P(A4,)) < limsupP(4,) < P(limsup 4,,).

n n

Théoréme 1.2.2. (Borel-Cantelli): Soit (A,) une suite d’événements

Z]P(A”) < oo = P(limsup 4,,) = 0.

n

Si les événements A, sont indépendants et si ) P(A,) = oo, alors P(limsup, 4,) =1

Définition 1.2.2. (Processus) Un processus stochastique ou aléatoire X = (X;)iercr,
est une famille de v.a. définie sur (Q, F, IP), a valeur dans R. On peut également le voir

comme une fonction aléatoire:

) OxT—R
X { (w, 1) — X (w, £) = X,(w)

Un processus X;(w) dépend de deux parametres: le temps t et 1'aléatoire w.
Si on fixe t € T, la fonction w € Q — X;(w) est une v.a. sur 'espace de probabilité
(Q, F, P).
Si on fixe w € €, la fonction t € T — X;(w), appelée trajectoire du processus.
X, peut représenter par exemple le nombre de clients qui attendent a un guichet ou le prix

d’une action, a l'instant ¢.

Remarque 1.2.1. e Si T' C N (dénombrable infini) on dit que le processus est a temps

discret.
e Si T C N (fini) on dit que le processus est un vecteur aléatoire.
e 5i T'= R, on dit que le processus est a temps continu.

Dans ce qui suit, on s’intéressera particulierement aux processus a temps continu.

Définition 1.2.3. (Filtration, Processus adapté) Soit (2, F, P) un espace de proba-
bilité. Une filtration {F;, 0 < ¢t < 400} est une famille croissante de sous-tribu de F: pour
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tout 0 < s <t < +oo, on a Fy; C F; (la tribu F(t) représente I'information dont on dispose
a U'instant ¢). On dit qu’un processus X(t) est adapté a la filtration {F;, 0 < ¢ < +oo} si

pour tout ¢, X; est F;—mesurable.

1.2.2 Processus a accroissements indépendants et stationnaires

Dans cette partie, on introduit quelques notions d’analyse des processus stochastiques.

Définition 1.2.4. (Stationnarité faible) Un processus (X;), t € R est dit stationnaire

au sens large ou faiblement stationnaire si:

1. Pour tout temps t, son espérance E(X};) est constante
E(Xt) =1m

2. Pour tout couple de temps (s, t), la covariance Cov(X,, X;) du processus ne dépend
que de (t — s)
3. Vt e R, E(X?) < oo, et indépendante du temps.

Définition 1.2.5. (Stationnarité forte) Un processus X, est dit fortement stationnaire

ou stationnaire au sens strict si V7 > 0, Vm € N*, Vi, ... t, e R:
(th, Ce 7Xtm) et (Xt1+77 Ce 7Xtm+7')

ont méme loi.

Remarque 1.2.2. Si rien n’est précisé lorsque l'on parle de processus stationnaire, il faut

considerer qu’il s’agit de la stationnarité au sens large.

Définition 1.2.6. (Processus a accroissement indépendant) Un processus X est dit
a accroissement indépendant si pour toute suite finie 0 < t; < ty < --- < t,, les variables

aléatoires
Xy, Xy — Xy oo, Xy, — Xa,,

qu’on appelle les accroissements de X, sont indépendants.

1.2.3 Processus gaussien et Mouvement Brownien

Un exemple particulierement important de processus stochastiques est le mouvement

brownien. Il servira de base pour la construction de la plupart des modeles d’actifs finan-
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ciers et de taux d’intérét.

Définition 1.2.7. (Mouvement brownien) Un processus stochastique (B, t € Ry) est

appelé mouvement brownien si les conditions suivantes sont satisfaites:
1. Le processus B est a accroissements indépendants et stationnaires.
2. Pour chaque t, la variable aléatoire B; suit la loi normale N (0,t) .
3. Les trajectoires ¢ — By(w) sont continues pour presque tout w.
4. By = 0.

Proposition 1.2.2. Soit (B;) un Mouvement brownien alors:

2. E(B?) =t.
3. (By) n’est pas a variation bornée.

4. (By) nest pas dérivable.

Définition 1.2.8. (Processus gaussien) Soit {X;, ¢ > 0} un processus aléatoire réel. Il

est gaussien si, pour tout 1, . .. ,t, le vecteur aléatoire (X, ..., X, ) est un vecteur gaussien
dans R".

Pour démontrer qu’'un processus est un mouvement brownien, au lieu de revenir a la

définition, il est souvent plus aisé d’utiliser la caractérisation suivante :

Théoréme 1.2.3. (Caractérisation du Mouvement Brownien) Un processus B est
un mouvement brownien ssi c’est un processus Gaussien continu centré de fonction de co-

variance cov(X,, Xy) = s At.

1.2.4 Martingales a temps continu

Définition 1.2.9. Soit (2, F, {F,}», P) un espace probabilisé filtré. Une martingale par

rapport a la filtration {F,}, est un processus stochastique { X, }nen tel que

1. E(| X, |) < oo pour tout n € N.

2. {X,}, est adapté a la filtration {F,},.
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3. E(X,11 | Fn) = X, pour tout n € N,

Si la derniére condition est remplacée par E(X,+1 | F,) < X, on dit que {X,}, est
une sur-martingale, et si elle est remplacée par E(X,; | F,) > X, on dit que c’est une

sous-martingale.

1.3 Processus stochastiques presque périodiques

Pour un processus stochastique, on peut imaginer plusieurs notions de presque périodicité.
Cette possibilité a donné lieu a plusieurs définitions: presque périodicité en loi, en proba-
bilité, presque périodicité des trajectoires, des moments ou encore différentes variantes de
presque périodicité presque stre. Dans ce qui suit, nous exposons ces différents types et

nous présentons les liens entre eux.

1.3.1 Presque périodicité en loi

Nous nous intéressons a des processus stochastiques continus (X), a valeurs dans un

espace métrique séparable et complet (E, dg) :

¥ . ICR—E, (I=RoulR")
t-—»){(t)
Soit C'(I, E) I'espace des fonctions continues définies sur I a valeurs dans E. Notons par

X la fonction translatée de X , qui est définie comme suit :

- [ I—C(,E)
X'{ s — X(s)=X(.+5s)

Avant de donner la définition de la presque périodicité en loi, rappelons la définition
de la métrique dpy, sur 'espace P(FE) des probabilités sur E:
Soit f € Cy(E), (ou Cp(E) l'espace des fonctions continues bornées définies sur E a valeurs
dans R), alors:

f(z) = f(y) _
RO x#y}, Ifloo—iléglf(x)l

et | flpr=max{[ f(2) [0, | f(x) [}

| f|z=sup{

Pour p, v € P(E)
dpr(p, v) = sup /fd — )

|flBL<1
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La métrique dg;, définie sur I'espace des probabilités P(E) est complete.

Définition 1.3.1. (Presque périodicité en loi) Nous disons qu'un processus { X (¢)}er
est presque périodique en loi au sens de Bochner (APD)(resp p.p en loi au sens de Bohr,

resp asymptotiquement p.p en loi au sens de Bohr ) si 'application

= LXK L LX) = LX) =

est presque périodique au sens de Bochner (resp p.p en loi au sens de Bohr, resp asympto-

7 { I — (P(C)dpL)

tique p.p en loi au sens de Bohr).

Ou:

e C;, = Cy(I, E) est I'espace des fonctions continues définies sur I & valeurs dans E muni
de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts.

e P(C%) lespace des probabilités sur C}, muni de la topologie de la convergence étroite (to-

pologie faible). Cette topologie est compatible avec la topologie induite par la métrique dgy,.

Plus précisément, pour I = R par exemple:
e X(t) est presque périodique en loi au sens de Bohr si Ve > 0, 3l = [(¢) > 0t.q. Va € R,
la, a +1]NT(u, €) # @, avec

T(:U’J 6) - {T eR: sup dBL(/’Lt—‘rT? :U’t) < 6}
teR »

= {reR: sup dpr(LX)(t+ 1), L(X)(1)) < €}

= {reR:supdp(L(X(t+7+.), LX(t+.)) <€}

teR

e X(t) est presque périodique en loi au sens de Bochner si la famille {¢ — i, }1er est
relativement compacte dans C'(R, P(Cy)) munie de la topologie de la convergence uniforme
avec fy = puy. = L(X(E+ ).

Définition 1.3.2. (Presque périodicité en loi fini-dimensionnelle) Un processus
{X (%) }ser est dit presque périodique en loi fini-dimensionnelle (APFD) si pour tout
n €N, (t,...,t,) € I, Papplication

I — P(E™)

thyetn _ t1yentn
ot =200 L R e X 0y = i

est presque périodique.
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Définition 1.3.3. (Presque périodicité en loi uni-dimensionnelle) Un processus

{X () }ser est dit presque périodique en loi unidimensionnelle (APOD), Si I'application

I — P(E)
0
=L(X):
=200y T E oy = 0
est presque périodique.
Pour établir le lien entre ces différentes définitions, nous avons besoin de rappeler le critere

de tension pour les processus a trajectoires continues .

Définition 1.3.4. (Tension) Soit P une mesure de probabilité sur (§2, F), on dit que P

est tendue, si Ve > 0, 4 un ensemble compact K tel que:
PK)>1-¢

Remarque 1.3.1. Une famille de mesures de probabilité {P,} est dite tendue lorsque ,
Ve > 0, K compact t.q.
P,(K)>1—¢ VYneN

Théoréeme 1.3.1. (Voir(2, p82]) Soit P, une suite de mesures de probabilité sur (C, C),
avec C = C|0, 1] est l’espace des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans E et C est la
tribu de Borel sur C.

Alors {P,}nen est tendue si et seulement si:
1. ¥Yn >0, da, ng > 0 et o € E tels que
Palz : dg(x(0), @) =2 a] <n, n=no
2.¥e>0,Vn>0,30,0<d<1 et ng>0 tel que

Pn[x - sup d]E(:C(S>7 $(t)) 2> 5] < n, n = Mo
ls—t|<é

La condition(2), peut étre écrite sous la forme

(lsim limsup P,[z: sup dg(z(s), z(t)) >¢] =0, Ve>0

=0 nooo |s—t|<6
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Remarque 1.3.2. Si X est APD, alors par définition, la famille {r — L£(X(r))},es est
relativement compacte dans C(I, P(Cy)). D’ou par le théoréme d’Arzela Ascoli, on déduit
que la famille (X (r)),e; est tendue sur Cy. Alors d’aprés le théoreme 1.3.1 pour tout
la, b] C I, e>0etn>0,30 >0 tel que
P{ sup  dg(X(r)(t), X(r)(s)) >} <e, rel
[t—s|<d
t, s€la, b]

Ce qui est équivalent a

P{ sup dp(X(r+t), X(r+s))>n}<e, rel (1.2)
[t—s|<é
t, s€la, b

Théoreme 1.3.2. (Voir [2, p84]) Soit X, X', X? ... des fonctions aléatoires. Si

(Xis o XD ) =0 (X, X)) (1.3)
Pour tout tq, ... tg, et si
(lsin%limsup P,Jx: sup dg(X(s), X(t)) >¢e]=0, Ve>0 (1.4)
Y n—oo |s—t]<é
Alors
X'=,X

Théoréme 1.3.3. Si X satisfait (1.2), les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. X est APFD.
2. X est APD.

Preuve. On a clairement 2 = 1. On montre alors que 1 = 2 (APFD = APD).
Supposons que X est APFD. Posons:

pour tout ty, to,...ty, t € I.
En utilisant le critere de double suites de Bochner ainsi que le procédé diagonal, on

a V), () C R, Ia,) C (), (Ba) C (B,) t.q pour chaque k > 1, ¢1, q2,...,qx €
Q N I(avec Q est I'ensemble des nombre rationnels), et pour chaque ¢ € I les limites
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q1 7"'7qk
t"l‘an“l‘ﬁn

lign L et lign linrln wiva s,
existent et elles sont égales.

On a alors pour tout tq, tg,... ,tx, t € I et pour tout q1, qa,...,qr € QN1
t1,..t t1,.t
dBL('ug‘l'Fan?:gn’ ’U/t:'an‘:iﬁn) = Sup fd(ﬂg‘l'!‘an?fﬁn - //Lt:‘an‘fk',@n)
I fllBL<1 JEk
/dEk[(X(ql +t+an+6n), . X +t+ an + Bn),
Q
(Xt +t+an+6n),.. ., Xt + 1+ an + Bn)|dP

IN

Donc, par (1.2), si (g1, .. .,qx) — (t1,...,t), alors

q1y--qk (AP

uniformément pour tout ¢t € I et n > 0, par inversion des limites nous déduisons que,

pour tout k > 1 et tq,... t;, t € I les limites

t1,.tk
t+on+Pm

1,0tk

li7rln Piiolis, €t 117?1 linrln J

existent et elles sont égales.

Par conséquent montrer que les limites

limloi(X (t + a,, + B,)) et limlimloi(X(t + ay, + Bn))

existent et sont égales, revient a prouver que (X (t))er et tendue sur Cj.
Comme X est APFD, la famille (X (¢))ie; = (X (£)(0))ses est tendue, donc d’apres (1.2)

et théoreme 1.3.2, nous concluons que (X (¢))ier est tendu sur Cy.
U
Remarque 1.3.3. (Voir [12]) Pour I = R", et pour un processus de Feller homogene X

qui satisfait (1.2), les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. X est APOD.
2. X est APFD.
3. X est APD.

Pour lire sur les processus de Feller, nous orientons le lecteur vers [7].
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1.3.2 Presque périodicité en probabilité et en p-moyenne

1. Presque périodicité en probabilité
Définition 1.3.5. Nous disons que X est presque périodique en probabilité au sens de
Bochner, si {)Z (t),t € I} est totalement bornée pour la topologie de la convergence uniforme

en probabilité, ou X satisfait le critere de double suites de Bochner en probabilité c-a-d:

P—lmX(t+ a,+ 8,) =P —limlim X(t + oy, + B)

Définition 1.3.6. Nous disons que X est presque périodique en probabilité au sens de
Bohr (resp. asymptotiquement presque périodique en probabilité au sens de Bohr), si pour
tout e > 0etn > 0,3 =1I(e,n) >0 (resp.dl =1(e, n) >0, T =T(e n)), tel que tout

intervalle de longueur [ contient au moins un nombre 7 tel que

P{dg(X(t+7), X)) >nt<e VteR (respNt>T,t+7>T)

2. Presque périodicité en p-moyenne Dans cette partie on considere que E est un

espace vectoriel norme, || . ||g sa norme et I = R.

Définition 1.3.7. On dit que le processus X est presque périodique en moyenne d’ordre
p, si lapplication X : R — LP(Q, E), t — X (¢) est presque périodique pour la norme

1
I M= 1 NI aP)>.

Définition 1.3.8. On dit que la famille {|| X (¢) || ,t € R} est p-uniformément integrable

(ou X est p-uniformément integrable) si

a—0 teR

lim Sup/ | X(#) |2 dP =0
NX@®l>a)

Remarque 1.3.4. 1. Si X et borné, alors X est p-uniformément integrable.
2. Si X, converge en p-moyenne alors X, est p-uniformément integrable.

3. Si X, converge en probabilité et X,, est p-uniformément integrable, alors X,, converge

en p-moyenne (théoreme de convergence de Vitali).

Proposition 1.3.1. Si X est presque périodique en moyenne d’ordre p, alors il est presque
périodique en probabilité. Inversement, si X est presque périodique en probabilité et la fa-

mille {|| X (¢t) ||& ,t € R} est uniformément integrable, alors X est presque périodique en
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moyenne d’ordre p.

Preuve. On a clairement la presque périodicité en p-moyenne implique la presque périodicité
en probabilité, par contre I'inverse est une conséquence directe du critere double suites de

Bochner et le théoreme de convergence de Vitali.

g

1.3.3 Propriétés de presque périodicité presque siire

Définition 1.3.9. (Presque périodicité presque siire) Le processus stochastique X
est presque stirement presque périodique s’il existe un sous ensemble mesurable €2y C 2 tel

que P(2;) =1 et pour tout w € Oy, la trajectoire t — X (t)(w) est presque périodique.

Définition 1.3.10. (Critére de double suites presque sir) Le processus stochastique

X satisfait le critere uniforme de double suites presque sur de Bochner si, pour toutes suites

/

) et (B) dans 1, il existe un sous ensemble mesurable Qg de € tel que P(Qg) = 1 et

(cv

/
n

deux sous-suites (a,,) C (o)) et (6,) C (8],) de mémes indices telles que, pour tout ¢ € I,
les limites

lim lim X(t+ ap + Bn)(w) et lim X(t+ ap+ Bn)(w) (1.5)

n—oo m—0o0

existent et elles sont égales pour tout les w € . (dans ce cas, g depend des deux
suites (o)) et (3).)

1.3.4 Comparaison entre les presque périodicité

Cette partie est consacrée a la comparaison entre les différents types de presque périodicité.

1. Presque périodicité en probabilité et presque périodicité presque siire Pour
établir le lien entre la presque périodicité en probabilité et la presque périodicité presque
stre, on utilise le lien entre la convergence en probabilité et la convergence presque stre.
On sait que la convergence presque stre implique celle en probabilité. Pour I'implication

inverse, on a le lemme suivant :

Lemme 1.3.1. Soit (X,,(t)) une suite de processus qui converge en probabilité uniformément

par rapport a t € 1. Alors il existe une sous-suite (X, (t)) C (X, (t)) qui converge presque
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surement pour chaque t € I.

Preuve. Supposez que (X, (t)) converge en probabilité vers un processus (X (t)) uni-
formément par rapport a t € I, on note Y,,(t) = d(X,,(t), X(t)). Alors, par la convergence
uniforme en probabilité de X, (t) vers X (¢): pour tout € > 0 et n > 0, AN = N(e, n) tel

que pour tout t € I et n > N, nous avons

P(Y,(t) > ¢) < 7.

Soit maintenant (7)) une suite des réels positifs tel que

an — 0 lorsque n — o0
k>n

Pour tout € > 0 et g, > 0, ANy, = N (e, i) tel que, pour tout t € I, P(Yn, (t) > €) < 1.

Montrons que (Yx, (t)) converge presque stirement pour tout ¢ € /. Nous avons

P(sup Yy, (1) > e) = P((J{Yn () >}) < D mi

k=n k>n k>n
et le terme de la droite converge vers zéro pour n — oo. Donc Yy, () converge presque
stirement vers zéro pour chaque ¢t € I. Comme Yy, (t) = d(Xn,(t), X(t)), Xn,(t) converge

presque surement vers X (t) pour chaque t € I.

Théoreme 1.3.4. Les propriétés suivantes de X sont €quivalentes:
1. X vérifie le critére double suites uniforme presque sur de Bochner.

2. X est presque périodique en probabilité.

Preuve. On a 1 = 2. Montrons que 2 = 1.
Supposons que X est presque périodique en probabilité, alors X vérifie le critere double

suite uniforme de Bochner en probabilité, c-a-d ¥V (o,) et (3),) dans I. Il existe deux sous-

/
n

suites (o) C (o)) et (B,) C (8),) de méme indice tel que, pour tout t € I, les limites en

probabilité

P—lim X(t+a,+ 8, e P—lim lim X(¢t+ a,+ )

n—oo n—oo m—0o0
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existent et elles sont égales. D’apres la remarque 1.1.3 ces limites existent uniformément (en
probabilité) pour tout t € I.
D’apres le Lemme 1.3.1 il existe deux sous suites notées encore (o) et (3,) avec les

memes index telles que, pour chaque t € I, les limites

lim X(t+a,+8,) et lim lim X(¢t+ a, + 5n)

n—oo n—oo m—0o0

existent et elles sont égales presque strement, d’ou (1).

g

1.1 La presque périodicité en probabilité et la presque périodicité des tra-
jectoires L’exemple suivant montre qu'un processus peut étre presque périodique en
probabilité sans avoir des trajectoires presque périodique :

Soit (0,,) une suite de variables aléatoires sur l'espace de probabilité ([0, 1], dt)(dt est la
mesure de lebesgue) définie par §,, = 1[2%7 ng1) pour 2kl < n < 2%k € N. Pour tout
n > 1, soit f, : [0,1] — R définie par

[ nt si tel0, 4]
Inlt) = { n(l—t) si tell 1]
et (X¢)e>o défini par

o fu@t—=T[t) si dplw)=1
Xt(w) N { OH 51 5[t](w) = 0[]

avec [t] est la partie entiere du nombre t, et

[#](¢ — [¢]) si (t—1t]) €0, 3]
t—t]) = . ' 2
e-={ 40 Sy o (T e
On remarque que les trajectoires de X sont continues sur R*. Mais presque aucune
n’est bornée, ni uniformément continue car, si on pose A4,, = (d,, = 1) alors

P(limsup, A,) = P(Ny Ugsn Ax) = P([5, 1) = 1 #£0.

— 2
Nous avons pour tout € > 0

: : [t [t]+1 : 1 k—1 k
<
thm P(X; > ¢) —thm P[Qk, o | = khm o 0, (k/ 2 [t] <2)
donc X est asymptotiquement presque périodique au sens de Bohr en probabilité, donc

il est presque périodique au sens de Bochner en probabilité.
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1.2 La presque périodicité presque sire et la presque périodicité en pro-
babilité La presque périodicité presque stre n’implique pas la presque périodicité en
probabilité :

Soit X un processus défini par X (t)(w) = e’w, Yw €]0, 1] et t € I. Le processus X est
presque strement presque périodique, mais il n’est pas presque périodique en probabilité.
En effet, comme | X |< 1, pour montrer que X n’est pas presque périodique en probabilité,
il suffit de montrer que X n’est pas presque périodique en moyenne quadratique. Soit 7 une
e-presque période c-a-d, E | Xy, — X, [*< g, pour tout ¢ € I. Soit A(1) = E | X¢yr — X; |2

s —T

1 -t4+T - 1 2 1 - T 2 1 6Z2Lw - e_z% 2
A(r) = /|ezw—ezwldw:/]ezw—1|dw:4/l—,\dw
0 0 0 2i

1 oo
1— 2
= 2/ Sin2(1)dw:2]7'| w
0 w u

du

]

O [IrHEED)T 9
_ 9pr / L= cos(2u)
k=0 /|ITI+km u
o0 |7)+(k+1)7 1 0 |74+ (k+1)m 2
:2\7’]2/ —2du—2\7|2/ wdu
=0 ¥ IT|+km u o J Tl u
>~ 1
> 27| —du =2 7|
|7+4x| U | T | +7

car si on pose a =| 7 | +km

[T+ (k+1)7 ) a+m 9 1 adT
/ cos( u)du _ / cos( u)du > )2/ cos(2u)du
| a a

2 2 -
T|+km Uu Uu ((Z +m

- —(a +17T)2 [5 sin(2u) ]2t =0

57—, nous obtenons A(7) > &, qui montre que I’ensemble des e-presque

périodes n’est pas relativement dense dans I, donc X n’est pas presque périodique en

Donc si | 7 |>

moyenne quadratique.

2. Presque périodicité en loi et les autres types de presque périodicité

Théoreme 1.3.5. Un processus X presque périodique en probabilité est presque périodique

en loi fini-dimensionnelle.



Chapitre 1. Processus stochastiques presque périodiques 26

Preuve. Supposons que X est presque périodique en probabilité alors, X satisfait le critere

/

de double suites uniforme en probabilité. Soient (a/,

) et () deux suites dans I, il existe
deux sous-suites (a,) C (o) et (8,) C (8),) de mémes indices telles que, pour tout t,s € I,

les limites en probabilité

P—lmX(t+s+a,+06,) et P—lmlimX(t+ s+ a,+ Bn)

existent et elles sont égales. De méme, pour chaque (1, to,...,tx) € I, et Vs € I, on a

P—lm(X(t1+s+a,+ 06,), X(ta+ s+ an+ 6n), ..., Xtk + s+ an + Bn))
et

P —limlim(X(t; + s+ an + On), X(tao+s+an+ Bm)y- - . X+ 5+ an + 5n))

n m

existent et elles sont égales, comme la convergence en probabilité implique la conver-

gence en loi, alors on obtient

lim loi(X (1 + s+ an + Bn), - X (B + 5+ an + 0n))

et
lim lim loi(X (t1 + s + oy + B), - - -, X (e + 5+ 0 + B))

n m

existent et elles sont égales, alors X est APFD.
O

Remarque 1.3.5. Si (1.4) est vérifiée, on a ’équivalence entre la presque périodicité en
l0i(APD) et la presque périodicité en loi fini-dimensionnelle (APFD). On déduit donc que

la presque périodicité en probabilité implique '’APD dans ce cas.

2.1 La presque périodicité en loi n’implique pas la presque périodicité en
probabilité Soit X un processus strictement stationnaire (donc APD) continu tel que
(Xn)nez est indépendant et X, est non constante.

Supposons que X est presque périodique en probabilité, alors on peut extraire de X,, une
sous suite (X, ) qui converge en probabilité vers une variable aléatoire U. Par la stationna-
rité de X, nous avons L(U) = L(Xy), par la loi 0.1 de Kolomgorov, U est presque partout

constante, contradiction. Donc X n’est pas presque périodique en probabilité.
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2.2 La presque périodicité en probabilité n’implique pas la presque périodicité
en loi Cet exemple est construit a partir de I’exemple de la sous section 1.1, mais celui-ci
est presque périodique en probabilité et satisfait la condition (1.2), donc par le théoréeme
1.3.5 il est presque périodique en loi. Le processus que nous allons construire sera presque
périodique en probabilité sans satisfaire la condition (1.2).

Soit Q = [0, 1] et dt est la mesure de lebesgue. Pour tout n > 0, w € [0, 1] et
w!, = min(w + %, 1). On défini la fonction f,, sur [0, 1[x[0, 1] par

0 si t<w ou t>uw,

t—w ; wtwy,
fn(w7 t) = ngyfw stow Slt < T2
2un=t g M <t <),

pour t > 0, et w € [0, 1] on note

Xt(w) = f[ﬂ(w, t— [t])

avec [tlest la partie entiere du nombre ¢. Alors les trajectoires de X sont continues et

nous avons pour tout € > 0

1
lim P(X; >¢) < lim — =0

t—o00 t—o00 [t]
cela signifie que X est asymptotiquement presque périodique au sens de Bohr en pro-
babilité, donc il est presque périodique au sens de Bochner en probabilité.
Pour chaque n > 0 et w € [0, 1] la fonction f,(w, .) prend la valeur 1 pour t =
w+w!),

To(w) = =5=, et 0 & l'extereur de I'intervalle [w, w'] donc, pour tout n > 0, w € Q
dt =n+ 1,(w) € [n, n+ 1] tel que Xy(w) =1 et s € [n, n+ 1] tel que X (w) = 0 et

|t —s|< % pour tout 6 > 0, n > % nous avons alors

1
P{ sup  dg(X(t), X(s5)) > 5} =1
[t—s|<d
s€[n, n+1]

ce qui contredit la condition (1.2). Alors X n’est pas presque périodique en loi.
Conclusion

Le schéma suivant résume les liens existants entre les différents types de presque

périodicité.
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Presgue périodicité

an moyenne

Critére de double
suites uniforme presque
sr
+ Uniforme

intégrabilité

Presgue périodicité

en probabilité

+ Critére de

tension

+ Critére de

tension

Implication

Implication avec condition

QT

Fi1G. 1.1 — Les liens entre les différents types de presque périodicité



Chapitre 2

Exemple d’application aux équations
différentielles stochastiques

Dans ce chapitre on donne un exemple d’application de la presque périodicité en loi

aux équations différentielles stochastiques.

2.1 Intégrales stochastiques

Dans cette section, on essaye de donner un sens a l'intégrale par rapport a un mou-
vement Brownien qui est note par fOT H,dB;. On appelle ce genre d’intégrale intégrale
stochastique, c-a-d intégrale par rapport a des processus stochastiques.

On va commencer par construire 'integrale stochastique sur un ensemble de processus
dit élémentaires ou simples.

Définition 2.1.1. On appelle processus élémentaire H; un processus de la forme:

n—1

H, = ZXil}ti, t¢+1](t), te 0, T]

i=0
on0=ty<t; <...<t, =T forme une partition de [0, 7| et X; est une v.a.F;, mesurable
et bornée Vi € 1,... n.

On défini alors I'intégrale stochastique d’un processus élémentaire H par rapport au mou-

vement Brownien comme:

T
I(H), = / H,dB,
0
1

= ZXi<Bti+1 - Bti)
1=0

29
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Pour étendre la notion d’intégrale stochastique a la classe des processus X-F; adaptés

vérifiant

T
IE[/ | X, |2 dt] < +o0
0

notée par V', on a besoin de rappeler le résultat d’approximation suivant :

Lemme 2.1.1. Soit X € V alors il existe une suite de processus simples H,(t) t.q.
T

lim E| X(t)— H,(t) > dt =0

n—-+o00 0

On est maintenant en mesure de définir I'intégrale stochastique pour un processus dans
V.
Soit X € V, par le lemme 2.1.1 X est limite au sens Ly d’une suite de processus simples
H,,. fOT X,dB; est alors définie par

T T
/ XidBy = Ly — lim H, (t)dB;.
0

n—-4oo 0

On a les propriétés suivantes de I'intégrale stochastique:

Proposition 2.1.1. (Voir[9]) Si (H)o<i<r est un processus dans V, on a les propriétés

suivantes:
1. B(f] H,dB,) = 0.

2. Propriété d’Isométrie:

IE((/OT H,dB,)?) = ]E(/OT H2ds).

3. fOT H,dB, est une martingale
4. Le processus ((fOT H,dB,)* — fOT H?2ds)est une martingale.

5. La variation quadratique de l'intégrale stochastique est donnée par:

T T T
</ Hsst,/ HydB; >:/ HZds
0 0 0
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Jusqu’a présent, on a défini 'intégrale stochastique mais il nous manque encore des

regles de calcul. La premiere regle de calcul est la suivante:

2.1.1 Formules d’Ito

La formule d’It6 donne, en particulier, un fagon de calculer f(B;) si f est une fonction

deux fois contintiment différentiable.

Théoréme 2.1.1. (Voir [11]) Soit (B, t € R") un mouvement Brownien, et f € C*(R)

(c.a.d f,f'.f" sont des fonctions continues). On suppose de plus que

B /0 (F(B)s) < 0ot > 0. (2.1)

Alors pour tout t > 0,
! / 1 ! 1
1B = 180) = [ rByis.+ [ s 2.2

Exemples 2.1.1. Pour calculer fot B,dBg, on utilise la formule d’Ito.
Soit f(X) = X2 onaalors f/(X) =2X et f(X) =2, pour X = B, on applique la formule
(2.2) on obtient :
B} — B} = [[2B,dB, + 1 [} 2ds
B} =2 [y BydB, +1t
Alors
[y BB, = 3(B? —t)
Nous généralisons maintenant la formule d’'Ito ci-dessus en remplagant le mouvement

Brownien par une classe plus générale de processus.

2.1.2 Processus d’Ito

On appelle processus d’Ito, un processus stochastique (X;) qui peut s’écrire sous la

forme

t t
Xt:Xo—i-/ sts—i—/ H.dB;
0 0

Ou encore sous la forme

dXt - tht + thBt
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ol

e Xj est une variable aléatoire Fy-mesurable, et K;, H; sont F; adaptés.
3 fOT | K | ds < 400 p.s.

o fOT | H, |? ds < 400 p.s.

Définition 2.1.2.

Théoréme 2.1.2. (Variation quadratique d’un processus d’Ité) Soit (X;)un pro-
cessus d’Ito:
dXt — tht + thBt

Alors sa variation quadratique est donnée par :
d< X, X >,= H?ds

Remarque 2.1.1. Pour calculer d < X >,=d < X, X >, , on peut appliquer la regle

ci-dessous :
<> | ds | dB,
ds 0 0
dB; | 0 | ds

d< X, X >=< Kds + HydB,, K,ds + H,dB, >= H2ds

Exemples 2.1.2. Pour f : R — R de classe C?, on a
fX) = f(Xo) / F(X,)dX, + 2 / (X< X >,

= f(Xo) /f )(Kds + H,dBy) /f” X, )HZds
= f(Xo) /f de+/f HdB+/f” X, H?ds

Proposition 2.1.2. 1. Si M est une martingale qui sécrit sous la forme M; = f(f Kds
avec K un processus a variation bornée (M; = fo | Ky | ds < o0 p.s) alors M; =
0 p.sVt € [0, T).
2. La décomposition d’un processus d’Ito est unique p.s

3. Un processus d’Ito est une martingale si et seulement si sa partie donnée par l’inte-

grale de Rimann est nulle (sa partie en ds).

Théoreme 2.1.3. (Formule d’Ité) Soit (X;)un processus d’Ito:
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t t
Xy =Xo+ / Kqds + / HdBq
0 0

et f une fonction deuz fois continument differentiable, on a:
f(Xy) = f(Xo) /f $)dXs + = /f” )d < X, X >

o, par définition:

< X, X>t—/ HZds

/f )dX, = /f de+/f ) H,dD,

De méme si (t, ) — f(t, x) est une fonction deuzx fois differentiable en x et une fois

differentiable en t, ces dérivées étant continues en (t, x),on a:
f(t, Xy) = (0, Xo) /stds+/stdX+/"3Xd<XX>S

2.1.3 Formule d’Ito vectorielle

La formule d’Ito s’étend au cas vectoriel comme suit:

Théoreme 2.1.4. (Formule d’Ité vectorielle) Soient By = [Byy, ..., By’ un mou-
vement Brownien de dimension m (c’est a dire que ses composantes sont des mouvements
Browniens indépendants ) et X; = [X14, ..., X" représente un processus d’Ité de dimen-

ston n de la forme
bl,t 011t - - - Oimg dBl,t
dXt = btdt —|— UtdBt = . dt +

bni Onit - - - Onpmyt dz%nJ
et Yy = f(t, Xy) = [f1(t, Xo), .- fo(t, XO)]T = [V, 4, ..., Ypu]" avec f de classe C*(Ry xR").
Alors , Y est un processus d’Ito donné par

Afx

Ay, = =
k,t ot

=2 (t, Xy)dt+ [V fu(t, Xo)]TdX, + dXTv2 2f.(t, X)dX,

avec



Chapitre 2. Exemple d’application aux EDSs 34

Of P f
&r, 8@8%

L’exemple suivant illustre 'emplot de la formule d’Ito vectorielle:

(t, Xy)

Vafilt, Xoli= 558, X0) et [V2filt, Xo)lyy =

Exemples 2.1.3. Pour X; = By, on définit Y; = f(¢, X;) = [cos X, sin X;]7. En utilisant

la formule d’It0 vectorielle on obtient alors

=5 (St )+ (sl ) 22

2.1.4 Formule d’intégration par parties

Soient X; et Y, deux processus d’'Ito6, on a alors

t t
XY, = XYy + | X.dY, +/ YdX,+ < X,Y > p.s
0 0

qu’on écrit encore sous forme différentielle
d(XeYs) = XodY, + Yid Xy +d < X, Y >,

2.1.5 Les différentes formes de la formule d’Ito

Pour le Mouvement Brownian (B;) avec f € C*(R):

f(By) = f(By) + /f s)dBs + = /f”

2. Pour un processus d’Ito avec f € C?(R):

f(Xy) = f(Xo) + /f s)dBs + = /f” od < X >, .
3. Pour un processus d’Ito avec f € C1?([0, T] x R) fonction du temps et de Pespace:
Lof Lof Lorf
t, Xy) = X —(s, X)d —=(s, X5)dX Xs)d < X >4
6, X0) = F0. X+ | Gts, Xast [ St XpaXerg [ S X< X >,

4. Pour un processus d’It6 multidimensionnelle f € C2([0, T] x R") :

t a n t a
X0 = 10, X0+ [ Ghs Xds+ Y [ FE s Xoax
i=1 v
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+= ZZ/ aan (s, X)d < Xi, X; >, .

Remarque 2.1.2. Dans les formules (3)et (4)nous avons fait le développement de Taylor

a l'ordre 1 par rapport a t car la fonction ¢ est une fonction a variation finie .

2.2 Equations différentielles stochastiques (EDS)

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une perturbation d’une équation
différentielle ordinaire (EDO). Le but est de fournir un modele mathématique pour une
équation différentielle perturbée par un bruit aléatoire.

La perturbation la plus simple est I’ajout d’'un Brownien, qui sera de la forme G(t, X;)dB;

avec B est un mouvement brownien. Une EDS est de la forme

{ dX, = F(t, X;)dt + G(t, X;)dB; (2.3)

XO =X
En fait I’écriture (2.3) est symbolique car dB;, n’a pas vraiment de sens (le mouvement

brownien n’est pas dérivable), il faudrait écrire (2.3) sous la forme
¢ ¢
Xy=zx +/ F(s, Xs)ds +/ G(s, Xs)dBs (2.4)
0 0

X est donc construit a ’aide de l'integrale stochastique fo o(s, Xs)dBs définie dans la

premiere partie.

Avant de donner plus de détail sur les équations différentielles stochastiques, nous rap-
pelons un résultat d’existence et d’unicité concernant les équations différentielles ordinaires.
Définition 2.2.1. (Equation différentielle ordinaire ) Une équation différentielle or-

dinaire (EDO) sur R™ x R est un systeme du type

{yézf(t, v)

Yo = Lo
ou y : Rt — R est la fonction inconnue et f : RT x R — R est une fonction donnée.
En général, il est impossible de donner une solution explicite a une EDO. On peut cepen-
dant chercher a savoir s’il existe une solution, et si elle est unique. Pour cela nous disposons
du résultat suivant:

Théoréme (Cauchy-Lipschitz). Supposons qu’il existe une constante K > 0 telle que



Chapitre 2. Exemple d’application aux EDSs 36

pour toust € R*, z, y € R

{ | f(t, ) — f(t,y) |I< K |2 —y | (condition de Lipschitz)
[ f(E, 2) [< K(1+ | 2 )

Alors 'EDO a une solution unique définie sur RY.

Exemples 2.2.1. Soit:

Yo =1

1
Alors 'unique solution de ce systeme est y;, = 1+

{ ft,y) =y

Définition 2.2.2. (équation différentielle stochastique) On appelle EDS une équation

de la forme:

dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)dBt (2 5)
XO =T '
ou sous forme d’intégrale
t t
Xi==x +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs (2.6)
0 0

avec: b(t, X;) appelé dérive ou drift de 'EDS, o(t, X;) appelé coefficient de diffusion
de 'EDS.
L’inconnue est le processus X. Le probleme est ,comme pour une EDO, de montrer que

sous certaines conditions sur les coefficients, I’équation différentielle a une unique solution.

La solution d’'une EDS est une fonction aléatoire. Il s’agit d’un processus qu’on note

X = (Xt)t>0. Plus précisément, on a:

2.2.1 Solution d’une EDS

Une solution de I'EDS est définie par:

Une base stochastique filtrée (Q, F, F;, P).

2. Un F;, mouvement brownien B;
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3. Un processus (X;):>o continu F; -adapté tel que les intégrales fg b(s, Xs)ds et f(f o(s, Xs)dBs

ont un sens et 1’égalité
t t
X;=u +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs
0 0

est satisfaite pour tout ¢ € R presque stirement (p.s).

2.2.2 L’existence et I'unicité de la solution

Le théoreme suivant donne des conditions suffisantes sur b et o pour avoir un résultat

d’existence et d’unicité pour (2.5).

Théoreme 2.2.1. Soit b et o deux fonctions, on suppose qu’il existe une constante K > 0
telle que pour tout t € [0, T], X, Y € R, on a:
Condition de Lipschitz

’b<t7 Xt)_b(tv th) | +|U(tv Xt)—O'(t, Y;f) ‘SK’X_Y’
2. Croissance linéaire

| o(t, X,) |+ | o(t, Xo) K K(1+ | X |)

E[l Xy |!] < o0

Alors UEDS (2.5) posséde une solution unique dans l'intervalle [0, T|. De plus cette solution

(Xs)OgtST UéTiﬁ&'
E(sup | X, P) < +oo

0<t<T
L unicité signifie que si (X¢)o<i<r €t (Yi)o<i<r sont deux solutions de (2.5), alors:
VOL<t<T, X; =Y, p.s.
Exemples 2.2.2. On considere I'EDS suivante :

dXt = [LXtdt + O'XtdBt, X() = X9

avec i1 € R et o, g > 0, on montre l'existence et 'unicité de la solution. Pour cela nous

allons vérifier les conditions du théoreme, alors:
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On a
| uXe —pYi [+ ]oXi—oY | = [ pu(Xe=Y) | +]o(Xe =Y |

< pllXe =Y +]o|| Xi =Y |
< (lpul+loD(Xe=Ye])
< KX -Y|

D’ou la condition de Lipschitz.

2. Et
| u Xy |+ oXy| < [pl|| X+ ]ol] X

< (lul+lol)| X
< KX

D’ou la condition de linéarité.
3. On a z constant E(| 2, |[*) < oco.
Définition 2.2.3. (Solution forte) Un processus adapté X, sur l'espace de probabilité
filtré (2, F, IP) est appelé solution forte de 'EDS (2.5) si:
P{Xy =2z} =1.

T
2. Jo Ib(s, Xo) Il + 1 o(s, Xo) [P]ds < +o0.
3. Xy = Xo+ fOT b(s,X)ds + fOTU(s,XS)dBS, P presque sturement.

Définition 2.2.4. (Solution faible) Une solution faible de I'equation (2.5) est un pro-

cessus continu (X;) tel que les processus (M;) et (NV;) définis respectivement par :

t t
M, = X, — Xy — / b(s,X)ds, N,= M?— / o(s,X)%ds
0 0

sont des martingales.

Proposition 2.2.1. Supposons b, o continues, o bornée et supposons encore que l’équation

(2.5) admette une solution forte (X;). Alors (X;) est une solution faible de (2.5).
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Preuve. On a o bornée, il est clair que

t t
M, = X, — Xo — / b(s,X)ds — / o (5,X)dB,
0 0

est une martingale continue de carré integrable. De plus, la variation quadratique de (M)

est donnée par < M; >= fot o(s,X)%ds, donc le processus (N;) défini par
t
Ny = M? — / o(s,X)%ds
0

est également une martingale.

D’out (X;) est une solution faible.

Exemples 2.2.3. On considere I'EDS suivante:
dXt = aXtdt + \V XtdBt et XO = 0

On montre que cette équation admet une solution faible.

On a:
M, =X, —a [, X.ds = [, V/X,dB,
et

N, = M? — [} X,ds

sont des martingales. D’ou cette équation admet une solution faible.

Par contre il peut y avoir existence et unicité faibles sans qu’il y ait unicité de solution
forte.

Pour voir cela, on considere I'exemple suivant:

Exemples 2.2.4. (Existence de solution faible qui n’est pas forte ) (Voir [14])
On considere 'EDS

dX; = signe(X;)dB,
o= o
avec Y0
) 1 sz >
signe(Xr) = { 1 osi X<o0 (2.8)

On constate facilement que
X, = [, signe(X,)dB,
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On montre que X; est solution faible de ’équation (2.7), d’apres la définition 2.2.4 on a
M, = fg signe(X)dBs

et

Ny = M? — [} signe(X,)%ds

Alors X; est une martingale, et que

t t
< X, X >= / signe(X,)*ds = / ds =t
0 0

Par le théoreme de Paul Lévy, on a X; est un mouvement Brownien standard .

On déduit que tous les mouvements Browniens standards sont des solutions de 1’équation
(2.7), comme tous les mouvements Brownien standards sont de méme loi alors I’équation
(2.7) admet une solution faible unique.

L’équation (2.7) n’admet pas une solution forte unique car: si on considere (B;) et (—B;)
deux solution de (2.7), alors P(B; = —B;) = P(2B; = 0) = 0 donc (2.7) n’admet pas de

solution forte unique.

A présent, pour trouver la solution d’'une EDS, on introduit la forme de la solution et
on vérifie que 'EDS de départ est bien satisfaite en appliquant la formule d’Ito, et voici

quelques exemples .

2.2.3 Solution explicite de quelques types d’EDS

On considere deux types d’EDS : Equations linéaires et Equations affines.
Equations linéaires On appelle EDS linéaire, une équation avec des coefficients
linéaires qui sont de la forme: b(t, X;) = aX; et o(t, X;) = bX;
Equation de Langevin
Un exemple classique d’utilisation de l'integrale stochastique est la résolution de

I’équation de Langevin, qui est sous la forme:

{ dXt = —CLXtdt + O'dBt (2 9)

XQ =T
Pour X, donnée, I’équation de Langevin possede une unique solution appelée proces-

sus Ornstein-Uhlenbeck est donnée par

t
X, = Xoe ™ + U/ e~ =9dB, (2.10)
0
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Sans le terme od By, 1'équation (2.9) devient dX; = —aX,dt

dX
dX; = —aX,dt = Tt — —adt

t

th t
:>/ > :/ —ads
0 Xs 0

= ln(Xt) = —at

=X, =ce ™

d’ou sa solution est

Xt = Ce_at

Pour tenir compte du terme odB;, on fait varier la constante C:

dCe ™ — aCe ™ = dX; = —aX,dt + odB;

dCe™" = gdB;
dC = oe™dB,

t t
/dC’:/ oe**dB,
0 0
t

C = x +/ ce*®dB,
0
Alors la solution de ’équation (2.9) est

t
X; = zpe " + e_at/ ce®dB
0

On peut aussi utiliser la formule d’intégration par parties pour vérifier que X; est
solution de (2.9). On pose Y; = 2 + fg oe*dB,, et X; = e~
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On obtient:
d(X,Y,) = XidY, + YidXy +d < X)Y >,

d(X:Y:) = XdYi+YidXi+d< XY >,
= e qY, — aYe “dt
= e %gedB; — aY,e dt
= —aXdt + odB;

d'ott (2.9)

Avec d < XY >;= 0 car ™ & variation bornée (dérivable), et Ve ™ = X,

Equation de Black et Scholes Soit 'EDS suivante

dXt = /,I/Xtdt + O'XtdBt
{ Xy = a4 (2.11)
Sa solution est donnée par
o2
X, = Xoexp((p — =)t +0By) (2.12)

2
Cette équation est appelée équation de Black et Scholes.

Si X est le prix d’une action a 'instant ¢, il est possible de modéliser son évolution en

dX
supposant que ~ la variation relative du prix, évolue selon 1’équation différentielle

stochastique

dX
7; = pdt + odB,

ot 1 et o sont deux constantes appelées dérive et volatilité de I’action. Alors
dXt = ILLXtdt + O'XtdBt
On suppose que X; > 0

dX,
7: — pdt + 0dB,
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En intégrant le membre de gauche, on trouve log(X;), posons Y; = log(X};), On ap-

plique la formule d’It6 on obtient:
/ 1 "
ay; = }/'tht+§}/t d< X >

1 11
— _dXt —

S —d<X >
X, 2 X? !

1 11

1
= pudt+odB, — 50,52(#

1
= (p— éaf)dt + odB,

Alors:
dlog(X;) = (p — 307)dt + od B
En intégrant et en reprenant I’exponentielle, on obtient donc
Xy = Xoexp((pn — 307)t + 0By)
On obtient donc la solution (2.12)
2. Equations affines On dit qu'une équation est affine si ces coefficients sont affines
c-a-d: si b(t, Xr) est sous la forme bX; + ' et o(t, Xr) est sous la forme o X; + o’

On considere 'EDS affine générale suivente :

{ dX, = (uX, + p))dt + (0 X, + o' )dB, (2.13)
Xo=1
Sa solution est donnée par
! ! t ! t
Xe=Si+ (p —aa)St/ Ss_lds—l—aSt/ S;dB, (2.14)
0 0

Avec

Sy = exp((pu — %)t + 0 By) solution de 'EDS linéaire suivante
dSt = /.LStdt + UStdBt

etS():l.

déterminons I’équation dont la solution est S;*
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Posons: f(X) =
f(S) = f(So)+ [ [(S:)dSs+ 5 [ [ (S)d <S>

D’ou ) )

ds;t = St( w4 o?)dt — gadBt
= S (—p+o*)dt — S;todB;

On pose: Y; = XtSt_1

En utilisant I'intégration par partie
d(X;S;') = XdS;'+ S7'dX, +d < XS >

= X, dS7 4 S H(uXy 4 p)dt + (0 X, + 0 )dB,) — 057

= S;Ny —o0))dt+ o' Sl dB,

D’ou
X S;t =1+ —od) [y S7tds + o' [) S;1dB,
Alors

=S,(1+ (i —od') [ S;'ds + o' [ S;'dB,)
D ou (2.14).

On montre que X; est solution de (2 13) a 'aide de la formule d’It6
X, =S(1+ (4 —o0’) [} S ds + o [; S7'dBy)
on pose X; = 5;Z; d’ou

YoX, + o )dt
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dX, = SdZ, + Z,dS; +d < S;Z; >
= Sy —0'0)S7 dt + S0’ SN AB,) + Zy(uSidt + 08, dBy) + o odt
— 4'dt + 0 dB; + Xyudt + X,0,dB,
= (uXy 4 p)dt + (0 X, + 7 )dB,

D'ou (2.13)

2.3 Intégrale stochastique dans un espace de Hilbert

L’objectif de cette partie est de donner un sens a l'intégrale stochastique fot G(s)dWs,
ou W, est un processus de Wiener a valeur dans un espace de Hilbert. On présentera a cet
effet la formule d’Ito ainsi que les propriétés essentielles de cette intégrale.

Dans la suite on considere deux espaces de Hilbert séparables H; et H,. On note par

L(Hy, Hy) (L(H;) pour Hy = Hy) l'espace des opérateurs linéaires bornés, || . ||, ms)

sa norme et ) € L(H;) un opérateur symétrique défini positif sur H; avec Qe; = Aje;,
o0

j=1,2, ... pour une base orthonormée complete {e;} et trQ) = Z)\j < 400, et W(t) un

Jj=1
Q-processus de Winer c-a-d:

Définition 2.3.1. Le processus W(t), t > 0 est un Q-processus de Wiener si:
W(0)=0.
2. W est a trajectoires continues.
3. W indépendant.
4. LW (t) —W(s)) =N(0, (t —s)Q), t > s > 0.
Si le processus W (t), t € [0, 7] satisfit (1)-(4) pour tout ¢, s € [0, T] alors le processus W (t)
est dit Q-processus de Wiener pour tout [0, 7.

Proposition 2.3.1. Supposons que W est un Q)-processus de Wiener, et tr() < oo. Alors
on a:

W est un processus Gaussian dans H;

EW(t) =0 et Cov(W(t)) =tQ
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2. Pour tout t, W s’écrit sous la forme

Wt =3 VAB (e

Avec
1

Aj

B](t): <W(t),ej> 3=12,...

est un mouvement Brownien.

Pour définir 'intégrale stochastique par rapport au processus W, on introduit le sous

espace HY = Q%Hl qui est un espace de Hilbert muni de la norme:

1
[ flmg =] Q2u g, , v e Hy

Soit maintenant

L = LY(HY, H,) = {¢ € L(HY, H,) : Tr((vQ?)(¥Q3)*) < oo}

'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt. Alors L9 est un espace de Hilbert séparable

muni de la norme
¢ 2= Tr((¥Q*)(¥Q?)") Vo € L
Soit T'> 0 et ¢ = ¢(t), t € [0, T] un processus a valeurs dans L9 F-adapté.
Notons par: 1
6l {& [ TricoQb60!) s}
et
U[0, T}, Ly) = {6: [0, T] = Ly t.q. || ¢ [[r< +o0}

t
Alors I'intégrale stochastique / o(s)dW, € H est définie par
0
t o0 t
/ SNV, ~ 12— T Y / 6()\/ NesdBi(s) t € [0, T]

Proposition 2.3.2. 1. La variation quadratique de ["intégrale stochastique fOt(H(s)dWs

est donnée par

< HW(t) >= /0 (H(s)Q2)(H(s)Q2)*ds
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2. Propriété d’Isométrie

B [ Heav. 2 =
= ([ r(HIQH )
E/OtH(s)dWS —0.
B [ HOW <k [ B, ds0<e<T

Lemme 2.3.1. ([10]) Soit p > 2, et Y € L(H;,Hy) un processus stochastique adapté, on a
pour tout t > 0

Bl [ YW 1< GE([ #(r(5Qy (! (2.15)
Avec
Cp,= ! (2+26 — 25 ete>(p—1)22"1—1

(2c)2 ' p—1

Pourp=2 on a Cy =1 alors dans l’équation (2.15)on aura ’égalité des deux termes.

2.3.1 Formule d’Ito

Soie (H(t,.))o<t<7 un processus stochastique dans U?([0, T], LY), et Xy une variable
aléatoire a valeurs dans H; Fy-mesurable, K : [0, T] x Q — H; un processus intégrable

presque sturement, alors le processus suivant

Xi(w) = Xo(w) + /Ot K(s)ds + /OtH(s)dWs

est bien défini, et un processus de cette forme s’appelle processus d’It6. On écrit en notation
différentielle

dXt - tht + thWt

Théoréme 2.3.1. (Formule d’It6)[6] Avec les notations précédentes, soit
g : [0,T] x Hy — R une fonction de classe C*. Alors, le processus Y; = g(t,X;) est un
processus d’Ito, et

t

t 1 t
;=Y —l—/ gi(s, Xs)ds —|—/ g.(s, X,)dX, + 5/ gr (s, Xo)d < X, X >,
0 0 0
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qui est équivalent a

t t t
Y, =Y, +/ gu(s, Xs)ds +/ < g.(s, Xy), Ks > ds +/ < g.(s, Xs), HdW, >
0 0 0

I 1 1
ol / (G (5, Xo) HQ? (H,Q2)")ds
0

2.4 Solution presque périodique en loi d’ une EDS

Dans la suite, on donne un exemple d’application de la presque périodicité aux équations
différentielles stochastiques. Plus précisément, on présentera un résultat d’existence et
d’unicité d’une solution presque périodique en loi pour une classe d’équations différentielles
stochastiques a coefficients presque périodiques.

On note par L2(P, Hy) I'espace des variables aléatoires a valeurs dans H,, & moyenne
quadratique finie. Et par CUB(R, L?*(P,H,)) I'espaces de Banach des processus stochas-
tiques continus et uniformément bornée en moyenne quadratique.

Nous considérons 'equation différentielle stochastique suivante

dX; = AX(t)dt + F(t, X(t))dt + G(t, X(£))dW(t) t€R (2.16)

Avec:
A : Dom(A) C Hy — Hj est un opérateur linéaire fermé tel que Dom(A) est dense dans
H,.
F:RxH; — Hy et G:R x Hy — L(H;, Hy) sont des fonctions continues.
Supposons qu’on a:
W (t) est un Q processus de Wiener, avec Q un opérateur nucléaire, défini sur une
base stochastique (Q, F, (F)ier, P).
2. A: Dom(A) — Hy est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe noté par

(S(t))s>0 tel qu'il existe une constante 6 > 0 avec

IS@) lL@y<e™, t>0

3. Il existe une constante K tel que les fonctions F' : R x Hy — Hy et G : R x Hy —
L(H,, Hs) satisfont

I E@ ) [lw, + [ G o) (o, 5y < KO+ || 2 o)
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4. Les fonctions F' et G sont Lipschitzienne, c-a-d il existe une constante K telle que

[ E(t, x) = F(t, y) [le, + | G 2) = Gt y) e, m)< Kl 2 =y la,
pour tout t € R et z, y € Hy.

5. Les fonctions F' et GG sont uniformément presque périodiques pour tout ¢ € R uni-

formément par rapport aux sous-ensembles bornés de Hi,.

Théoréeme 2.4.1. (Voir [10]) On suppose que les conditions de (1) a (5) sont réalisées,

et que
K? 2
6 = 7(5 +trQ) < 1. Alors il existe une unique solution X de (2.16) dans CUB(R, L*(P, Hy)).

Autrement dit, X a des trajectoires presque partout continues, et X (t) peut étre exprimé

explicitement comme suit, pour tout t € R:

t t
X(t) :/ S(t — 5)F(s, X(s))ds +/ S(t — $)G(s, X(s))dW(s) (2.17)
. , AK? 1 L .
St de plus 0" = T<g +trQ) < 1, alors X est presque périodique en loi.

Preuve. La démonstration se fait en deux étapes:
La premiere consiste a montrer I'existence et 'unicité d’une solution de ’équation,en uti-
lisant le théoreme du point fixe. La deuxieme consiste a démontrer que cette solution est

presque périodique en loi, et pour cela on utilise le critere de double suites de Bochner.

Soit X une solution de (2.16). Notons que pour tout ¢t > s, s € R

X(t) = /_ S(t—s)F(s, X(s))ds +/_ S(t—s)G(s, X(s))dW(s)
satisfait
X(t)=5(t—s)X(s) —|—/ S(t—s)F(s, X(s))ds +/ S(t—s)G(s, X(s))dW(s)

Nous introduisons un opérateur L par

LX(t) = /_ S(t—s)F(s, X(s))ds —i—/_ S(t—s)G(s, X(s))dW(s)

Premiere partie: Nous allons montrer que L admet un point fixe unique, pour cela
on calcule I = B || (LX)(t) — (LY)(t) ||, pour tout t € R, en utilisant I'inégalité de
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Cauchy-Schwartz et I'identité de parallelogram ( || a+b [[2< 2 || a ||> +2 || b ||?), on obtient

t

I = EH/_ S(t—s)F(s, X(s))ds—i—/ S(t—s)G(s, X(s))dW(s)

—0o0

t

—/ S(t—s)F(s, Y(s))ds —/ St —s)G(s, Y(s))dW (s) ||]%12
= E| /_ S(t—s)[F(s, X(s))— F(s, Y(s))]ds

+/“su—@m@X@»—QaY@mm%H&

2E II/ S(t = )[F(s, X(s)) — F(s, Y(s))lds ||,

IN

1OF | /_ St — s)[G(s, X(s)) — G(s, Y(s))]dW (s) ||,

IN

2E(/_ 1St —=s) Il Fs, X(s)) = F(s, Y(s)) l[ss, ds)*

+2E(| /_ S(t = 5)[G(s, X(s)) = G(s, Y(s))]dW (s) ||r.)*

IN

2M/€W”HF@X@»—H&Y®Hmd#

+2E(]| /_ S(t = 5)[G(s, X(s)) = G(s, Y(s))]dW (s) ||sz,)"
= L +1

Avec
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I

IN

IN

IN

IA

Pour

Donc

2F( / e~ || F(s, X(s)) — F(s, Y(5)) [lm, ds)’

— 00

t t
2 / e0t=5) ds / e R || F(s, X(s) = F(s, Y(9)) [If, ds)

—0o0 —00

t t
2K / ¢~50-9) g / eI | X(s) — Y(s) |13, ds

¢
2K2(/ e_‘s(t_s)ds)2 supE || X(s) —Y(s) ||I2HI2

—00 seR

2K*
—5 swkE || X(s) - Y(s) [,

92 seR

I5, nous utilisons l'identité de I'isometrie nous obtenons

= mW/ZS@—@W@X@»—@&Y®WM%HmV

t
< %Q/ e PR || G(s, X(s)) — G(s, Y(5)) 761,10 A5
t
< 2UCHQ / e BEIE || X(s) — Y(s) |13, ds
t
< 2K%trQ( / e ?0=ds) supE || X (s) — Y (s) ||,
—0 seR
K?trQ
< 2SR | X(9) - Y(s) I,
seR
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E | (LX)(#) = (LY)(t) |, < L+

2K?  KtrQ
< (S5 + )supE || X(s) — Y (s) ||%,
1) 4] seR
K? 2
< —(3+trQ)supE || X(s) =Y (s) ||,
(5 (5 seR
< OsupE || X(s) = Y(s) ||,

seR

Par conséquent, comme # < 1, nous déduisons que L est un opérateur contractant,
d’on, il existe une unique solution de (2.16) sur CUB(R, L*(P, Hy)).

Deuxiéme partie: Nous supposons que 6’ < 1, on utilise le critere de double suites
de Bochner et on montre que la solution X est presque périodique en loi. On montre en
premier lieu que X est presque périodique en loi fini-dimensionnelle. Soit () et (/) deux
suites de R, on cherche a trouver (a,,) C (o) et (5,) C (B],) respectivement avec les mémes

indices telles que pour tout ¢ € R, les limites

lim lim p(t+a, + Gn) et lm u(t + o, + Gr) (2.18)

n—oo m—0o0

existent et elles sont égales, avec u(t) = L(X)(t).

Comme F' et G sont presque périodiques, on peut toujours extraire (a,) C (o) et

(Bn) C (/) respectivement avec le méme indice tel que

lim lim F(t+ a, + Bn,x) = lim F(t + oy, + Bn,x) = Fo(t,x) (2.19)
et
lim lim G(t+ ay + Bp,x) = lim G(t + ay, + Bn,x) = Go(t,z) (2.20)

ces limites existent pour tout ¢ € R uniformément par rapport aux sous-ensembles bornés
de HQ .

On pose (7,) = (ay, + B,). Pour tout nombre entier n fixé, nous considérons

t

X”(t):/t S(t — 8)F(s + 7, X”(s))ds+/ S(t — $)G(s + . X"(5))dW (s)

—00 —0o0
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qu’est une solution de

AX"(t) = AX"()dt + F(t + v, X" (£))dt + G (s + 7, X"(£))dW (2) (2.21)

XO(t) = /_ S(t — 8)Fy(s, X°(s))ds —1—/_ S(t— 8)G(s, X°(s))dW (s)

une solution de

dX°(t) = AX (t)dt + Fo(t, X°(t))dt + Go(t, X°(t))dW (t) (2.22)
Comme on a

t

X(t) = / S(t—s)F(s, X(s))ds +/ S(t—s)G(s, X(s))dW(s)

Alors

t+vn t+vn

X(t+%)=/ S(t + v — 8)F (s, X(s))ds+/ St + 7, — 5)G(s, X(s))dW (s)

— 00 —0o0

On utilise le changement de variable s = o + 7,,, on obtient

t+s—o

t+s—o -
X(t+v,) = / S(t—o)F(o+y, X(U—i—’yn))da—i—/ S(t—0)G (o4, X(o+7,))dW,(s)

—oo —00
On pose s = o, alors

t t N
X(t+v,) = / S(t—8)F(s+vn, X(s+7,))ds —|—/ S(t—8)G(s+Yn, X(s+7,))dW,(s)
Avec /I/Iv/n(s) = W(s 4+ v) — W(y,) est un mouvement Brownian de méme loi que W (s).
De I'indépendance des accroissements de W, nous déduisons que le processus X (t + 7,) a

la méme loi que X" (¢).

Nous allons montrer que X™(¢) converge en moyenne quadratique vers X°(¢) pour tout

t € R, pour cela on va calculer lim,, ., E || X™(t) — X°(t) ||f,- Nous avons



Chapitre 2. Exemple d’application aux EDSs 54

E || X"(t) - X°(t) | =

IN

VAN

<

B [0 (s + 90, X7(6) - R, X6

o f ; S(t = $)[G(s + s X"(5)) — Gols, X°(s))dW (s) |

28 [ 80— (s 7 X))~ Fs, X°(s))ds |

V2B | [ S0 Gls 0 X)) = Gl XN ) |
B[ 50= (s 7, X0(6)) = Fls 4700 X006 |

v [ ; S(t = )[F (s + 3 X°(5)) — Fols, X°(s))]ds ||
B[S0 G 0 X7(5) = Gls 70 XAV I

+MEWK S(t = 8)[G(s +7n, X(s)) = Gols, X°(5))]dW (s) |

LT+ L+,

Nous utilisons les conditions (2)-(4) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, nous obtenons:
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L = 4E ||/ S(t = $)[F(s + 7, X"(5)) = F(s + 7, X°(s)))ds |

IN

411*3(/ IS =) Il F(s + 7, X"(5)) = F(s + 7, X°(s)) || ds)*

—00

e | F(s 4 7 X7(5)) = Fls + 70 X°(5)) || ds)?

IA
N
=
H

g

t t
< 4(/ 6‘5“‘8>ds></ IR || F(s + 7y X™(5)) — F(5 + 3y X°()) |12 ds)
4K2 t
< B / eI || X(s) — X°(s) ||? ds
ct

I, = 4E| / S(t — $)[F(s + s X°(s)) — Fols, X°(s)]ds |

IN

4]E(/_ e | F(s 4, X)) — Fo(s, X(s)) || ds)?

IN

4E(/ e—é(t—s)ds)(/ e ) || F(s 4 m, X°(s)) — Fo(s, X(s)) ||? ds)

—00 — 00

IN

¢
4(/ e =) ds) 2 supE || F(s+ 7, XO(s)) — Fols, X°(s)) ||?

—00

IN

4
55 SUDE || Fls+ 9, X°(s)) = Fols, X°(9)) |

I, converge vers 0 lorsque n — oo, car supE || X°(¢) ||?< oo fait que {X°(t)}; est tendu
teR

par rapport aux ensembles bornés.

Nous appliquons maintenant I'isométrie d’Ito, nous obtenons
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I3 =

IN

IN

IN

et

Iy

iE | / S(t — $)[G(s + s X™(5)) — G5 + 7, X)W (5) |

4trQE/ IS =) IIFIl G(s + 7y, X"(5)) = G(s + 7, X°(s)) [I* ds

—0o0

t
e / e DEE || G(s + v, X)) — G5 + 7ny XO5)) ||? ds

¢
4K2trQ/ e 20— || X"(s) — XO(S) ||2 ds.

IN

IN

IN

4E | /_ S(t = 5)[G(s + 7m, X(s)) = Gols, X(s))]dW (s) ||

4trQE(/ I'S(t =) [Pl G(s + va, X°(s)) — Go(s, X°(s)) [|* ds

—00

4trQ( / L e B0-945) Sup E || Gls + 1y X°(s)) — Gols, X°(5)) |1

—00 seR

2tr
X Sup || Gls + 7, X7(5) = Gols, X)) P
se

Avec le méme raisonnement que I, on a Iy — 0 lorsque n — oo.

Nous avons alors:

E || X"(t) - X°(t) |P< L + L + I + I

On pose I, + I, = «,, avec lim,, o a,, =0 et § = % +4K%trQ < 6.

D’ou

n 0 2 4K ! —4(t—s) n 0 2
EX"0) = X"@) 7 <ant+—[ ¢ E || X"(s) = X7(s) [I” ds

J

—00

t
+ 4K2trQ/ e BEIE || X(s) — X°%s) ||? ds,

En utilisant une variante du lemme de Gronwall (voir lemme 3.3 dans [10]), nous avons:
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lim E | X"(¢) — X°(t) |*’=0

n—-+o0o
D’ott X™(t) converge en moyenne quadratique vers X°(¢), alors X"(t) converge en loi
vers XY(t). Mais, la loi de X™(t) est la méme que celle de X (¢ + 7,), nous déduisons que
X (t + 7,) converge en loi vers X°(t), i.e.

lim ot + ay + B,) = L(X°(t)) = p.

n—oo

En utilisant (2.19) et (2.20) nous déduisons que:

lim lim p(t + o, + B) = 1.

D’ou X est presque périodique en loi uni-dimensionnelle.
Finalement, une propriété de convergence de suites de variables aléatoires a carrés intégrables
(voir proposition 3.2 de [10]), nous permet de déduire que X est presque périodique en loi.
O
Exemples 2.4.1. (Un processus d’Ornstein-Uhlenbeck stationnaire)
Soit W = (W})ier un mouvement Brownian standard. Soit a,o > 0, et X un processus
d’Ornstein-Uhlenbeck stationnaire défini par
t
X; = V2ao /

Alors X est une solution bornée dans L? de 1'équation différentielle stochastique sui-

e~ =) qw, (2.23)

o0

vante :

dXt = —Xtdt + V QOéO'dVVt

le processus X est un processus Gaussian stationnaire car: E(X;) = 0 et pour tout
teR, 72>0

Cov(X,Xi1r) = 0e 7

D’ou X est presque périodique en loi.

Exemples 2.4.2. Soit W = (W;);cg un mouvement Brownian standard. Soit X défini par

t
Xt — e—t—‘rsin(t) / es—sin(s) /1 — COS(S)dWS

—0o0
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solution de I'équation différentielle stochastique suivante

dX; = (=14 cos(t)) Xydt + /1 — cos(t)dW; (2.24)
le processus X est Gaussian non stationnaire car
E(X;) = E(e=tsn0) [* s, /T~ cos(s)dW,) = 0 , mais
COU<Xt7Xt+T) = E(XtaXt+T)
t
_ €—t+sin(t)€—t—7+sin(t+7) / eQ(s—sin(s))(l o COS(S))dS

1 . .
_ _e—T—}—sm(t—i—T)—sm(t)
dépend de t.

Comme l'équation (2.24) vérifie les conditions du théoréme 2.4.1, on peut affirmer que la

solution X est presque périodique en loi.



Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a essayé de presenter la notion de presque périodicité pour les

processus stochastiques. Cette notion a donné lieu a différents concepts.

Dans une premiere partie une étude comparative de ces différents concepts a été présentée.
L’étude d’une équation différentielle stochastique a coefficients presque périodiques a fait

I’objet de la deuxieme partie.

Nous estimons que ce modeste travail sera d'une utilité pour les gens intéressés par ce

domaine.

29



Annexe

Opérateurs et semi-groupes sur un espace de Hilbert

Définition 2.4.1. (Produit scalaire ) Soit E un espace vectoriel sur K (K = R ou C).
Un produit scalaire sur E est une application, notée < ., . >, de ¥ x E a valeurs dans K
telle que pour tout =, y, z € F et a € K, on a:
<zr,x>>0etsi<z,z>=0&2x=0.
<xyy>=<y, x>
3. <zrz4y, z>=<z,z>+<y,z>et<ar,y>=a <z y>.

Définition 2.4.2. (Espace de Hilbert) On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel
H muni d'un produit scalaire < x, y > tel que la semi-norme /< z, x > soit une norme
sur H, qui rende cet espace complet.
Si H est un espace de Hilbert, on notera || = ||= /< =, > pour tout z € H on a:
Inégalité de Cauchy-Schwarz L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit alors
<z, y><[zlllyl
Identité du Parallélogramme Pour tout x, y € H, on a:
la+y I+ 1le—yllP=202 >+ = [I*)

Définition 2.4.3. (Opérateur nucléaire) Un opérateur linéaire Q) € L(E,F) est dit
nucléaire, ou E et F sont deux espaces de Banach, s’il existe deux suites a; C F' et p; C E*

telles que

g+< +00

+oo
Z | i ||l ¢ |
=1

et pour lesquelles on a la représentation suivante

Qr = Zaigpi(a:), re k.

i>1
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Soit Hy et Hy deux espaces de Hilbert séparables, et e; C E un systeme orthonormé
complet. Un opérateur linéaire borné @ € L(H;,Hs) est dit Hilbert Schmidt si
> Qe 7, < +oo.
i>1
L’ensemble de tous les opérateurs Hilbert Schmidt noté par Lo(H;,Hy) et muni de la

norme

H Q HL2H1,H2: (Z H Qei HQ)%

i>1
est un espace de Hilbert.

Définition 2.4.4. (la trace d’un opérateur nucléaire) On note la trace d'un opérateur
nucléaire ) € L(H;, Hs) par tr@, alors

TT(Q) - Z < Qei7€i >H,

i>1

Définition 2.4.5. Si Q est un opérateur borné, I'opérateur * : H — H défini par
< Qe fi >=<e,Q" [; >, Ve, fi € H

est dit opérateur adjoint de Q.
Les propriétés suivantes sont des conséquences directes de cette définition

Proposition 2.4.1. Soient A et B deux opérateurs et o € C, alors on a:
(A+ B)* = A* + B*.

2. (aA)" =a*A.

3. (A*)* = A.

4. (1) =1

5. (AB)* = B*A*.
6. || A=l A1
7ol AA =l AP

Remarque 2.4.1. La relation entre un opérateur Hilbert et un opérateur nucléaire est :
un opérateur @ € L(H;,Hs) est Hilbert si @*Q est un opérateur nucléaire sur H; ou si

QQ* est un opérateur nucléaire sur Hy. Ainsi, on a

1 Q o sy = (Tr(QQY))Z = (T7(Q*Q))*

Définition 2.4.6. (Cy- semi-groupe) Une famille d’opérateurs (S(t)):>o est un Cp- semi-

groupe sur X lorsque les conditions suivantes sont réalisées

S(0)= L.
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2. S(t+s)=S(t)S(s) pour tout t > 0 et tout s > 0.

3. limy_¢ S(t)z = x pour tout z € X.

Définition 2.4.7. (Générateur infinitésimal ) On appelle générateur infinitésimal du
Co-semi-groupe S(t),-, un opérateur A défini sur I'ensemble:

D(A) ={z € Hy | lirrol Mem’st(e}

par

Az =lim m Yz € D(A)
Théoreme 2.4.2. Soit (S(t))i>0 un Co-semi-groupe, alors il existe des constantes § > 0 et
M >0 telles que

| S(t) ||< Me®  pourtoutt > 0.
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