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Notations et Abréviations

Symboles

a Constante de temps d’un système du premier ordre

A,B, C,L,M Opérateurs linéaires matriciels

Aol, Acl, Bol Opérateurs linéaires matriciels

H, K, I Opérateurs linéaires matriciels

ak Paramètres incertains du dénominateur de la fonctions de transfert G

ASBPA Amplitude du signal SBPA

b Fonction qui caractérise la structure géométrique de l’actionneur

bl Paramètre incertain du numérateur de la fonctions de transfert G

c Fonction qui caractérise la structure géométrique du capteur

C et Gc Fonction de transfert du correcteur

cp Capacité calorifique

D Ensemble des valeurs admissibles des variables de décision (d’optimisation)

d Fonction qui caractérise la distribution de la commande

DSBPA Durée totale du signal SBPA

e, ert Erreur de poursuite

E, Ert Fonction de transfert de l’erreur de poursuite

F Fonction de transfert du filtre des bruits de mesure

fob Fonction objectif

G Fonction de transfert du système à commander

gj Contraintes du type inégalités



vi Notations et Abréviations

gr Contraintes de robustesse

gs Contraintes de stabilité

g Contraintes du problème d’optimisation min-max

hi Contraintes du type égalité

h Coefficient de transfert de chaleur

H2
0 (0, 1) Espace de Soborov d’ordre 2

J Critère de performance

Kc, Ti, Td Paramètres du correcteur PID

Kp, KI Paramètres du correcteur PI

L Longueur de la tige

L2(0, L) Espace de Hilbert des fonctions carrées intégrables

Nc Nombre de cellules du registre à décalage

Nδ Nombre des échantillons d’incertitudes

nθg Nombre d’éléments de θg (nombre de paramètres de la fonction de transfert G)

ng Nombre de fonctions de contraintes du type inégalité (gi)

nh Nombre de fonctions de contraintes du type égalité (hi)

Ni Nombre d’individus de la population initiale

Ni1 Nombre d’individus sélectionnés pour la reproduction

nk Nombre de points de la réponse mesurée (ymes)

np Nombre des paramètres du dénominateur

nr Nombre de valeurs aléatoires

nw Nombre de variables de décision

nz Nombre des paramètres du numérateur

p Paramètres de la fonction de transfert Gc

Pc Probabilité de croisement

Pm Probabilité de mutation

Pr Probabilité de reproduction

Qi Qualité de l’individu i

Q′′ Flux de chaleur manipulé (commande)



vii

r valeur aléatoire

S Opérateur semi-groupe

T Domaine Temporel

T Température de la tige

t Variable temps

T0 Profil de température spatiale à t = 0

Te période d’échantillonnage

Tenv Température de l’environnement ambiant

Tf Température de fusion du métal de la tige

tim Durée maximale d’une impulsion

TM Temps de montée

TSBPA Période d’horloge du signal SBPA

u Signal de commande

w Variable de décision (d’optimisation)

x Variable d’état

y Sortie commandée

yd Sortie désirée (consigne)

yest Réponse estimée

ymes Réponse mesurée

z Variable espace

Lettres grecs

∆ Ensemble des incertitudes

δ vecteur des paramètres incertains

δ(i) Échantillon du vecteur des paramètres incertains

η Probabilité de satisfaction des contraintes (paramètres de confiance)

γ Constante de temps désirée en boucle fermée

κ Gain du système du premier ordre



viii Notations et Abréviations

λ Conductivité thermique

Ω Domaine spatial borné

∂Ω Frontière du domaine spatiale

φ, Ψ Opérateur semi-groupe

ρ Masse volumique

σ Indice caractéristique

θ Vecteur des paramètres de la fonction de transfert C

θg Vecteur des paramètres de la fonction de transfert G

ε Probabilité de violation des contraintes (paramètres de risque)

ϑ Entrée de référence externe

Abréviations

AG Algorithme génétique

EDO Équation aux dérivées ordinaires

EDP Équation aux dérivées partielles

IAE Intégral de la valeur absolue de l’erreur de poursuite

ICE Intégrale du carré de l’erreur de poursuite

ITAE Intégral de la valeur absolue de l’erreur de poursuite pondérée par le temps

PI Correcteur proportionnel intégral

PID Correcteur Proportionnel Intégral Dérivé

SBPA Séquence Binaire Pseudo Aléatoire

SPD Système à Paramètres Distribués

SPL Système à Paramètres Localisés
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Introduction générale

Pour de nombreux systèmes physiques, les évolutions des variables caractéristiques

(états, entrées et sorties) sont exprimées par des fonctions qui dépendent de la variable

temps et des variables de l’espace géométrique qui correspond généralement à une position

définie dans un espace monodimensionnel ou multidimensionnel [1]. Par conséquent, l’es-

pace d’état de ces systèmes est de dimension infinie [2]. Ces systèmes sont dits systèmes

à paramètres distribués (SPD) en opposition aux systèmes à paramètres localisés (SPL)

dont les variables caractéristiques ne dépendent pas des variables de l’espace géométrique

mais dépendent uniquement de la seule variable temps.

Sur le plan mathématique, les systèmes à paramètres distribués, appelés également

systèmes à paramètres répartis ou systèmes de dimension infinie, sont modélisés par des

équations aux dérivées partielles (EDPs), intégrales ou integro-différentielles [3]. Ces équa-

tions peuvent être linéaires ou non linéaires et à coefficients constants ou variables [4].

Les SPDs sont présents dans de nombreux domaines des sciences de l’ingénieur. Comme

exemples, on peut citer la biologie, la thermique, la chimie, l’électromagnétique, la mé-

canique des fluides et le génie des procédés. En général, tout système caractérisé par des

phénomènes de transfert de la matière et de réaction fait partie de cette classe de systèmes

[5].

La commande des systèmes à paramètres distribués représente un domaine de re-

cherche très actif et occupe une place importante en théorie des systèmes [6] [7]. Au cours

des dernières décennies, avec l’évolution de l’informatique et des mathématiques appli-

quées, ce domaine a connu un essor avec la publication de plusieurs résultats liés aux

différents aspects qui concernent essentiellement la modélisation, l’analyse des propriétés
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fondamentales (commandabilité, observabilité et stabilité), l’estimation, la synthèse de

contrôleurs et la simulation numérique ; avec des applications aux robots flexibles [8], aux

bioréacteurs [9], aux structures flexibles [10], aux réseaux de transport [11].

Les différentes techniques de commande des systèmes à paramètres distribués peuvent

être scindées en deux approches principales : approches de pré-approximation et approches

de post-approximation [12].

Les techniques de l’approche de pré-approximation sont basées sur la détermination

préalable d’un modèle sous forme d’équations différentielles ordinaires (EDO) du SPD à

commander. Dans ce cas, la commande d’un SPD est réduite à la commande d’un SPL,

pour lequel, une panoplie de techniques d’analyse et de synthèse, bien maitrisées par la

communauté des automaticiens, existent dans la littérature.

Dans le cas où les EDPs sont complètement connues, la détermination du modèle EDO

est réalisée en utilisant des techniques d’approximation des EDPs par des EDOs [13].

Ces techniques sont scindées en deux classes. La première classe regroupe des méthodes

d’approximation des équations (différences finies, volumes finies et éléments finis). Elles

sont, en général, basées sur la discrétisation des EDPs. La seconde classe est celle des

méthodes d’approximation des solutions (méthode de collocation orthogonale et méthode

de fonctions propres). Lorsque les EDPs ne sont pas complètement connues, le modèle

EDO est obtenue par des techniques d’identification (modélisation expérimentale) basées

sur l’exploitation des mesures collectées aux différentes positions du domaine spatial du

SPD.

L’approche de pré-approximation présente l’avantage d’être simple à appliquer et per-

met de tirer profit de la théorie des systèmes à paramètres localisés qui est très développée.

Néanmoins, elle présente des inconvénients voire des limitations qui empêchent son ap-

plication pour certains systèmes comme les systèmes hyperboliques [14]. En effet, par

l’approximation des EDPs ou de leurs solutions, des conclusions erronées peuvent être

tirées concernant les propriétés fondamentales du système et souvent la réduction du mo-

dèle masque la nature distribuée du système original [12] [15]. De plus, la synthèse conduit

en général à des correcteurs de dimension très grande ce qui représente une contrainte
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pour l’implémentation pratique.

Pour les techniques de l’approche de post-approximation, les étapes d’analyse et de

synthèse sont accomplies directement en utilisant le modèle EDP sans aucune approxi-

mation ou réduction [12] [14]. Cette approche permet de préserver la nature du système

original et conduit souvent à des correcteurs avec des performances remarquables [14].

Notons que l’approximation est réalisée uniquement pour l’implémentation pratique du

correcteur.

Pour les systèmes linéaires, l’utilisation de la forme abstraite permet de généraliser la

théorie des systèmes de dimension finie (systèmes à paramètres localisés) aux systèmes à

paramètres distribués en utilisant la théorie des semi-groupes [16]. Pour les systèmes non

linéaires peu de résultats sont disponibles et généralement l’étude se fait par cas [6].

L’utilisation de l’approche de post-approximation permet d’améliorer davantage les

performances du système en boucle fermée [14]. Néanmoins, il est toujours intéressant

de concevoir des commandes par optimisation d’un certain critère permettant de quan-

tifier l’apport du correcteur sur le plan performances [17], [18], [19], [20], [21], [22]. La

synthèse des correcteurs optimaux pour les systèmes à paramètres distribués constitue

un axe de recherche très actif [23], [24], [25]. La puissance des calculateurs numériques et

l’existence de puissants algorithmes d’optimisation ont incité des chercheurs à développer

des méthodes de synthèse de correcteurs optimaux pour les systèmes de dimension infinie.

Dans le domaine temporel, la synthèse consiste, en général, à résoudre un problème de

commande optimale [18] [26] [27]. Par contre dans le domaine fréquentiel peu de résultats

sont disponibles et la plupart sont développés sur la base de modèles approximés vu la

nature des fonctions de transfert des systèmes à paramètres distribués [28] [16]. En effet,

les fonctions de transfert de ses systèmes prennent des formes inexploitables par les outils

de l’automatique linéaire bien connus et maîtrisés par les automaticiens.

L’objectif de la thèse consiste à proposer des techniques de synthèse de correcteurs

optimaux pour les systèmes à paramètres distribués en utilisant les deux approches de pré-

approximation et de post-approximation, avec des applications à un système thermique.

Le reste de la thèse est organisé comme suit :
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Le chapitre 1 présente des généralités sur les systèmes à paramètres distribués. La pre-

mière partie est consacrée à des généralités sur la représentation mathématique

générale des systèmes à paramètres distribués, la classification des systèmes à pa-

ramètres distribués modélisés par une équation aux dérivées partielles du deuxième

ordre, et les approches de commande des systèmes à paramètres distribués. Dans la

seconde partie, des notions relatives à la théorie des semi-groupes sont présentées.

Cette dernière représente un outil mathématique très puissant utilisé pour l’ana-

lyse et la synthèse des systèmes à paramètres distribués linéaires. Ainsi, après la

définition d’un semi-groupe fortement continu et son générateur, nous présentons la

forme abstraite d’un système à paramètres distribués. Puis, nous terminons par la

définition de la stabilité exponentielle d’un semi-groupe.

Le chapitre 2 est dédié à l’optimisation robuste par l’approche des scénarios. On com-

mence le chapitre par la présentation de notions générales sur l’optimisation mathé-

matique des fonctions. Puis, on présente les différentes classes de méthodes d’optimi-

sation tout en mettant l’accent sur les algorithmes génétiques qui sont utilisés dans

le cadre de cette thèse. Ensuite, on s’intéresse à la classification des problèmes selon

leur complexité algorithmique. La suite du chapitre aborde l’optimisation robuste,

c’est-à-dire l’optimisation en présence des incertitudes. Ainsi, après la formulation

du problème d’optimisation robuste sous forme d’un problème min-max, on présente

l’approche des scénarios qui permet de relaxer ce type de problème d’optimisation

et de simplifier sa résolution. A la fin du chapitre, on s’intéresse à la génération des

nombres aléatoires qui joue un rôle clef dans l’étape de relaxation.

Le chapitre 3 est consacré à l’application de l’approche de pré-approximation pour syn-

thétiser un correcteur PI pour contrôler la température dans une tige métallique

monodimensionnelle. Après avoir décrit le système de commande de la tempéra-

ture de la tige, on détermine par identification le modèle mathématique du procédé

à commander. Ensuite, le problème de conception d’un correcteur PI est formulé

sous forme d’un problème d’optimisation puis résolu par la méthode des algorithmes

génétiques. Le problème d’optimisation formulé consiste à minimiser le critère de
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l’Intégrale du Carré de l’Erreur de poursuite (ICE) par rapport aux paramètres du

correcteur définis comme variables de décision. A la fin du chapitre, les performances

du correcteur synthétisé sont évaluées numériquement (simulation) et expérimenta-

lement (implémentation pratique).

Le chapitre 4 présente une méthode développée dans le cadre de cette thèse à base

de l’optimisation par l’approche des scénarios pour la synthèse de correcteurs ro-

bustes pour les systèmes de dimension finie linéaires incertains. En premier lieu, le

problème de synthèse d’un correcteur pour un système linéaires à paramètres loca-

lisés incertains est formulé sous forme d’un problème d’optimisation robuste sous

contraintes. Le critère à optimiser correspond à un critère de performance explicité

en fonction des paramètres incertains du système à corriger et des paramètres du

correcteur définis comme étant les variables de décision. Les contraintes du problème

d’optimisation représentent des conditions à assurer pour garantir la réalisabilité, la

stabilité ainsi que certaines performance de la boucle de commande. En deuxième

lieu ce problème d’optimisation robuste est résolu par l’utilisation de l’approche des

scénarios. En dernier lieu, afin de démontrer les performances de la méthode dé-

veloppée, des exemples d’application en considérant des systèmes du premier et de

second ordre sont présentés. Les performances des correcteurs obtenus sont évaluées

par simulation.

Le chapitre 5 propose une stratégie de commande robuste pour un système thermique

modélisé par une équation aux dérivées partielles dont les paramètres sont incertains.

Le problème de commande correspond à la commande de température d’une tige

métallique dont le rayon ainsi que les valeurs de certains paramètres physiques sont

incertains mais supposés bornés. L’objectif de la commande consiste à imposer une

référence désirée pour la sortie définie comme étant la moyenne spatiale de la tem-

pérature. La synthèse de la stratégie de commande proposée passe par deux étapes.

En première étape, le concept de l’indice caractéristique est utilisé pour calculer

un retour d’état permettant d’obtenir en boucle fermée un système de dimension

finie exponentiellement stable. En seconde étape, pour faire face aux incertitudes
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paramétriques, la référence du retour d’état est générée par un correcteur robuste

synthétisé par l’utilisation de la méthode présentée au chapitre 4.

La thèse se termine par une conclusion générale et des perspectives envisagées.



Chapitre 1

Généralités sur les systèmes à

paramètres distribués

1.1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la présentation de certaines notions théoriques utilisées tout

au long de cette thèse. En première partie, ces notions portent sur des généralités sur les

systèmes à paramètres distribués et en seconde partie elles portent sur certains résultats

de la théorie des semi-groupes adaptés à l’étude des systèmes à paramètres distribués

linéaires.

L’ensemble des généralités concernant cette classe de systèmes, présentés en section

1.2, sont axés essentiellement sur la définition, la représentation mathématique, la classi-

fication, la commande et l’approximation des systèmes à paramètres distribués. Dans la

section 1.3, certains éléments de la théorie des semi-groupes sont présentées. Tout d’abord,

les définitions d’un semi-groupe fortement continu et son générateur sont données. Puis,

la forme abstraite d’un système à paramètres distribués est présentée. Enfin, la stabilité

exponentielle d’un semi-groupe est définie.
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1.2 Systèmes à paramètres distribués

Pour de nombreux systèmes physiques les variables caractéristiques sont non uniformes

et non homogènes par rapport à l’espace géométrique. Par conséquent, les évolutions de

ces variables sont souvent exprimées en fonction de la variable temps et des variables

de l’espace géométrique qui correspondent généralement à une position définie dans un

espace monodimensionnel ou multidimensionnel [1]. Ces systèmes sont dits systèmes à

paramètres distribués, systèmes à paramètres répartis ou bien systèmes de dimension

infinis (espace d’état infini).

Sur le plan mathématique la dynamique de tels systèmes est modélisée par des équa-

tions aux dérivées partielles, ou par des équations intégrales ou intégro-différentielles [3].

Ces équations peuvent être linéaires ou non linéaires et à coefficients constants ou variables

[4].

Les SPDs concernent une grande partie des applications relatives notamment aux

domaines de la thermique, l’électromagnétisme, la mécanique des fluides, le génie des

procédés, la chimie et la biologie [5].

1.2.1 Représentation mathématique des systèmes à paramètres

distribués

Pour de nombreux cas des SPDs étudiés en littérature les variables caractéristiques

des SPDs dépendent de deux variables indépendantes, à savoir, la variable temps désignée

par t et définie sur un domaine temporel T = [0,+∞[, et la variable de l’espace géomé-

trique désignée par z et définie sur un domaine spatial borné Ω = [0, L]. La modélisation

mathématique de ces systèmes conduit à un ensemble d’équations aux dérivées partielles

(modèle EDP) comprenant :

• Une équation d’état (équations d’évolution) définie sur Ω× T :

∂x

∂t
= A(x(z, t)) + B(u(z, t)) (1.1)

• Une équation de sortie définis sur Ω× T

y(z, t) = C(x(z, t)) (1.2)
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• Des équations des conditions à la frontière ∂Ω ⊂ Ω (conditions aux limites) définies

sur ∂Ω× T :

L(x(z
′
, t)) = u(z

′
, t) (1.3)

• Des équations des conditions initiales (pour t = 0) définies sur Ω :

M(x(z, 0)) = 0 (1.4)

Où :

. x(z, t), u(z, t) et y(z, t) représentent respectivement les variables d’état, de la com-

mande et de la sortie du SPD et sont représentées par des fonctions vectorielles de

dimension 1× n, 1×m, et 1× r,

. A(.),B(.), C(.),L(.), et M(.) sont des opérateurs matriciels différentiels spatiales,

supposés bornés, ne comportant que des dérivées par rapport à z [5],

. z′ est la variable spatiale qui désigne les points de l’espace Ω appartenant à la

frontière ∂Ω.

A(.),B(.)et C(.) sont appelés respectivement opérateur d’état, opérateur de commande

et opérateur de sortie. L’état x(z, t) appartient à un espace d’état définit comme espace

de Hilbert séparable qu’on désigne par H(.) [29]. Le choix de l’espace de Hilbert H dans

le cas linéaire est lié à l’ordre le plus élevé des dérivées [30].

Les matrices B(.)et C(.) caractérisent respectivement la nature des commandes appli-

quées au système et les objectifs de la commande désirés.

Dans les équations des conditions aux frontières, lorsque c’est la valeur de x(z′, t) qui

est imposée, on parle de condition aux frontières de Dirichlet et lorsque c’est la valeur de

∂x(z′, t)/∂z qui est imposée alors, on parle de condition aux frontières de Neumann. Par

contre, on parle de condition aux frontières mixte lorsque on impose au même temps la

valeur de x(z′, t) et la valeur de ∂x(z′, t)/∂z.

Si dans une condition aux limites on a u(z
′
, t) 6= 0 (z

′ ∈ ∂Ω) (commande est appliquée

à la frontière) alors les conditions aux limites sont non homogènes. Dans ce cas, afin de

conserver la linéarité du problème, il faut transformer le système d’état avec conditions

aux limites non homogènes à un système d’état avec conditions homogènes [4].
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La nature des commandes et des observations est définie respectivement, suivant la

nature des points d’application des commande u(z, t) et des points d’observations des

sorties y(z, t) [2].

Pour les commandes, on distingue :

Commande distribuée : la commande est appliquée sur tous les points du domaine Ω,

u(z, t) = b(z)ud(t) (1.5)

Où b(z) caractérise la structure géométrique de l’actionneur, et ud(t) est le signal d’entrée.

Commande distribuées par zones : les points d’application de la commande sont définis

dans des portions (zones) Ωi du domaine Ω,

u(z, t) =
∑p

i=1 bi(z)udi(t) (1.6)

Où bi(z) caractérise la structure géométrique du système d’actionneurs de la zone i, et

udi(t) est le signal de commande de la zone i.

Commande ponctuelle : c’est une commande par zone dont chacune des zones est

définie par un seul point,

u(z, t) =
∑p

i=1 udi(z) δ(z − zi) (1.7)

zi(i = 1, 2, ..., p), sont les points d’application de la commande.

Commande aux frontières : commande ponctuelle ou distribuées par zones dont les points

ou zones d’application de la commande appartient à la frontière ∂Ω.

Commande par balayage : commande ponctuelle ou distribuée par zones dont les points

d’application de la commande sont mobiles dans le domaine Ω.

Pour les observations, on distingue :

Observation distribuée : l’observation (sortie) y(z, t) est définie pour tous les points z du

domaine Ω ou d’un sous ensemble de Ω,

y(z, t) = c(z)x(z, t) (1.8)

c(z) caractérise la structure géométrique du système d’observation (capteur).

Observation ponctuelle : l’observation est réalisée en certains points zi du domaine Ω.
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Observation aux frontières : l’observation est définie pour des points de la frontière ∂Ω.

Observation par balayage : les points d’observation sont mobiles dans Ω.

Observation par moyennage spatial : l’observation (sortie) est définie par

y(t) =
∫

Ω
c(z)x(z, t) dz (1.9)

1.2.2 Classifications des systèmes représentés par des EDPs li-

néaires du second ordre

Une EDP définie pour une fonction x de plusieurs variables indépendantes (z, t) est

une équation qui lie les variables indépendantes (z, t), la fonction x et un nombre fini de

dérivées partielles de x [31].

F(z, t, ..., x,
∂x

∂z
,
∂x

∂t
, ...,

∂2x

∂z2
,
∂2x

∂t2
, ...) = 0 (1.10)

Une fonction x∗ est solution de l’EDP (1.10) si, après substitution, de x par x∗ l’éga-

lité est satisfaite pour tous les t et z appartenant au domaine de l’espace des variables

indépendantes.

L’ordre d’une EDP est l’ordre le plus élevé des dérivées partielles intervenant dans

l’EDP. Si x et ses dérivées partielles apparaissent séparément et à la puissance 1 dans

l’EDP (1.10), cette dernière est dite linéaire.

Considérons un système à paramètres distribués représentés par une EDP linéaire du

second ordre définie par :

a
∂2x(z, t)

∂z2
+ 2b

∂2x(z, t)

∂z∂t
+ c

∂2x(z, t)

∂t2
+ [...] = 0 (1.11)

Le terme entre crochets ([...]) dépend de x, z, t et des dérivées premières de x.

Dans le cas où les paramètres a,b et c ne sont pas tous nulles, le système à paramètres

distribués considéré est du type :

− hyperbolique si b2 − ac > 0,

− elliptique si b2 − ac < 0,

− parabolique si b2 − ac = 0
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Par contre, si les trois coefficients a,b et c sont nulles alors le système à paramètres

distribués est du type hyperbolique [2].

Dans le cas général, les systèmes elliptiques modélisent des phénomènes stationnaires

(indépendants du temps), en revanche les systèmes hyperboliques et paraboliques modé-

lisent des phénomènes d’évolution (dynamiques) [32]. Par conséquent, en théorie de la

commande des processus, les systèmes de types elliptiques ne sont pas traités parce que

cette théorie s’intéresse à des phénomènes dynamiques [12].

1.2.3 Exemple d’un système à paramètres distribués modélisé par

des EDPs

On considère une tige mono-dimensionnelle de longueur L, chauffée à son extrémité

z = L par un flux de chaleur u(t) et isolée à l’autre extrémité z = 0 (figure 1.1).

Ce problème de commande est modélisé par les équations suivantes

Cp ρ
∂T (z,t)
∂t

= λ ∂2T (z,t)
∂z2

avec t > 0 et 0 < z < L (1.12)

T (z, 0) = 0 avec 0 < z < L (1.13)

T (0, t) = 0 avec t > 0 (1.14)

T (L, t) = u(t) avec t > 0 (1.15)

y(t) = T (z0, t) avec z0 = 0.2L (1.16)

Où T (z, t) est la température à l’instant t et à la position z de la tige. λ, ρ et Cp sont

la conductivité thermique, la masse volumique et la chaleur spécifique de la tige.

Figure 1.1: Tige mono-dimensionnelle chauffée par la frontière.
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L’équation (1.12) est l’équation d’évolution obtenue en appliquant le principe de

conservation d’énergie dans la tige [28].

L’équation (1.13) est l’équation des conditions initiales. Elle indique qu’initialement

(à t = 0) la température de tous les points de la tige est nulle.

Les équations (1.14) et (1.15) sont les équations des conditions aux limites. Elles

indiquent respectivement, qu’à l’extrémité z = 0, la tige est isolé et l’extrémité z = L est

chauffée par le flux de chaleur u(t).

L’équation (1.16) est l’équation de sortie commandée (température de la tige à com-

mander).

Dans ce problème de commande, le SPD est parabolique, l’observation est ponctuelle,

la commande est appliquée à la frontière et les conditions aux limites sont de type Diri-

chlet.

1.2.4 Commande des systèmes à paramètres distribués

La commande des systèmes à paramètres distribués représente un domaine de re-

cherche important en théorie de la commande des systèmes [6] [7]. Au cours des dernières

décennies, ce domaine a connu une croissance explosive par la publication de plusieurs do-

cuments (articles, livres, ...) traitant différents aspects de la commande de cette classe de

systèmes. Ces aspects concernent essentiellement la modélisation, l’analyse, l’estimation,

la synthèse de contrôleurs et la simulation numérique [2]. Ces documents sont principale-

ment consacrés à des applications liées à la commande des robots flexibles [8], bioréacteurs

[9], structure flexibles [10], vibrations des systèmes [33], réseau de transport [11]. L’article

[7] présente une synthèse sur les différentes contributions concernant la commande des

SPDs présentées en littérature.

Les différentes techniques de commande dédiées aux systèmes à paramètres distribués

peuvent être scindées en deux approches principales : approche de pré-approximation et

approche de post-approximation [12].

Approche de pré-approximation Les techniques de cette approche sont basées

sur la détermination préalable d’un modèle à équations différentielles ordinaires (EDOs)
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approximant le modèle à équations aux dérivés partielles du SPD à commander. De ce

faite, la commande d’un SPD revient à la commande un SPL, pour lequel, il existe une

panoplie de techniques bien maitrisées par la communauté des automaticiens.

Pour les SPD dont les EDPs sont complètement connues, la détermination de ce modèle

à EDO peut se faire par l’utilisation de l’une des techniques d’approximation des EDPs

par des EDOs [13]. Ces techniques sont classées en deux classes. La première classe est

celle des méthodes d’approximation de l’équation. Elles sont basées sur la discrétisation

des EDPs. Les méthodes de cette classe les plus utilisées sont la méthode des différences

finies, la méthode des lignes et la méthode des volumes finis [4],[34]. La seconde classe

est celle des méthodes d’approximation de la solution. La méthode des éléments finis, la

méthode des fonctions propres, la méthode de Ritz et la méthode des résidus pondérés

font partie de cette classe [4]. Ces méthodes supposent que les solutions des EDPs sont

séparables c’est à dire qu’on peut les écrire sous la forme :

xi(z, t) =
+∞∑
j=1

aij(t)φij(z), i = 1, ..., n (1.17)

Où aij(t) sont des inconnus à déterminer et les fonctions φij(z) appelées fonctions tests à

déterminer selon la nature des EDPs.

Pour les SPD dont les EDPs ne sont pas complètement connues (les structures des EDP

et/ou les valeurs de tous leurs paramètres ne sont pas connues), l’obtention du modèle

EDO se fait par l’utilisation de techniques d’identification basées sur l’exploitation de

mesures expérimentales qui doivent être prise (réalisées) en plusieurs points du SPD à

commander. Cependant, en pratique, on peut utiliser qu’un nombre réduit de capteur

pour effectuer ces mesures expérimentales. Ce qui conduit à des modèles EDO qui ne sont

pas précis. Comme méthodes utilisées pour la détermination d’un modèle EDO pour un

SPD inconnu, on peut citer la méthode de collocation orthogonale propre (COP) [35] et

la méthode Krylov [36].

Pour les deux cas des SPDs précédents, le modèle ODE à obtenir est souvent d’une

dimension très élevée, et pour synthétiser le contrôleur, à partir de ce modèle, deux ap-

proches sont possibles. La première consiste à utiliser directement le modèle ODE de

dimension très élevée pour calculer un contrôleur. Ce dernier sera automatiquement de
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très grand ordre, donc difficile voire impossible à implémenter pratiquement, du faite de

l’espace mémoire et du temps de calcul nécessaire. Ensuite d’appliquer des techniques de

réduction de correcteur pour obtenir un régulateur réduit. La seconde approche consiste

à réduire le modèle ODE en un modèle d’ordre acceptable (réduit) par l’utilisation de

méthode de réduction de modèle [37] [36]. Puis, d’utiliser le modèle réduit obtenu pour

calculer un contrôleur de dimension réduite.

L’approximation du modèle originale d’un SPD (modèle EDP) ne préserve pas les pro-

priétés fondamentales du SPD telles que la commandabilité, l’observabilité et la stabilité.

Notons que la stratégie de pré approximation est plus indiquée pour les systèmes

paraboliques mais déconseillée pour les systèmes hyperboliques [5].

Approches de post-approximation Les méthodes de post-approximation sont ba-

sées sur l’utilisation directe du modèle EDP sans aucune approximation préalable. En

effet, pour ces méthodes le contrôleur est calculé directement à partir des EDPs du SPD.

Ce n’est qu’à la dernière étape, après que la synthèse du contrôleur est réalisée, qu’une ap-

proximation est pratiquée sur le contrôleur synthétisé pour obtenir un contrôleur d’ordre

réduit plus pratique à implémenter que le contrôleur synthétisé initialement qui est de

dimension infinie. Pour les méthodes de post approximation deux approches sont très

répondues, la première est celle qui consiste à définir les EDPs du SPD dans des es-

paces fonctionnels [5]. Des notions d’analyse fonctionnel sont ainsi utilisées pour aborder

des questions d’analyse et de synthèse de commande. Pour les SPD linéaires, plusieurs

résultats basés sur la théorie des semi-groupes sont développes pour les questions de com-

mandabilité, de l’observabilité, et de la stabilité [38], [16].

La deuxième approche est basée sur l’exploitation de la fonction de transfert d’un

SPD. Il faut noter que pour les SPDs les fonctions de transfert ne sont plus des rapports

de polynômes par rapport à la variable de Laplace s, mais des rapports de fonctions non

linéaires en s. Cependant, elles peuvent etre approchées par des séries de fonctions de

transfert de polynomes lineaires [28].

Le schéma de la figure (1.2.4), résume les différentes approches de commande d’un

SPD.
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Figure 1.2: Approches de commande d’un SPD.

1.2.5 Méthode des lignes

La méthode des lignes, appelée aussi méthode de semi-discrétisation, est une technique

d’approximation des équations aux dérivées partielles par des équations aux dérivées or-

dinaires. L’idée de base de cette technique consiste à discrétiser l’espace en un ensemble

fini de points z1, z2, ..., zn, puis d’utiliser des formules d’approximation aux différences fi-

nies pour approximer les dérivées spatiales des PDEs par des approximations algébriques.

Avec cette méthode toute EDP est approximée par un système d’équations aux dérivées
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ordinaires [4],[101].

Il est à noter que la précision de l’approximation est d’autant plus importante que le

nombre de points de discrétisation zi est grand.

Les formules d’approximations aux différences finies à utiliser peuvent être déduites

des Développements Limités de Taylor. Les dérivées d’ordre 1, 2, 3 ou 4 peuvent être

approximées par les différences finis suivantes [34] :

f ′(zi, t) ≈
f(zi+1, t)− f(zi, t)

∆z
(1.18)

f ′(zi, t) ≈
f(zi, t)− f(zi−1, t)

∆z
(1.19)

f ′(zi, t) ≈
f(zi+1, t)− f(zi−1, t)

2∆z
(1.20)

f ′′(zi, t) ≈
f(zi+1, t)− 2f(zi, t) + f(zi−1, t)

∆z2
(1.21)

f (3)(zi, t) ≈
f(zi+2, t)− 2f(zi+1, t) + 2f(zi−1, t)− f(zi−2, t)

∆z3
(1.22)

f (4)(zi, t) ≈
f(zi+2, t)− 4f(zi+1, t) + 6f(zi, t)− 4f(zi−1, t) + f(zi−2, t)

∆z4
(1.23)

La méthode des lignes est considérée comme une méthode de différences finies particulière

mais plus efficace en ce qui concerne la précision et le temps de calcul que la méthode des

différences finies habituelles. Elle agit en discrétisant les variables de l’espace géométrique

et en laissant continue la variable de l’espace temps. Elle est une méthode semi analy-

tique ayant les avantages de la méthode des différences finies et des méthodes analytiques

[39]. En outre, la méthode des lignes possède les propriétés suivantes qui motivent son

utilisation :

* Efficacité de calcul : le caractère semi-analytique de la méthode conduit à un algo-

rithme de mise en œuvre simple qui donne des résultats précis avec moins d’effort

de calcul que d’autres techniques.
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* Stabilité numérique : en séparant la discrétisation de l’espace et du temps, il est

facile d’établir la stabilité et la convergence de la solution pour plusieurs classes des

EDPs [39].

* Effort de programmation réduit : en utilisant les programmes de résolution d’équa-

tions différentielles ordinaires (EDO) bien documentés et fiables, l’effort de program-

mation peut être considérablement réduit.

* Temps de calcul réduit : comme il n’y a qu’un petit nombre de lignes de discrétisation

nécessaires dans le calcul, il n’est pas nécessaire de résoudre un grand système

d’équations ; le temps de calcul est donc réduit.

1.3 Notions sur la théorie des semi-groupes

Dans cette section, nous présentons des notions de la théorie des semi-groupes utilisées

dans le cadre de la thèse. Ces notions sont utilisées principalement au chapitre 5 pour

démontrer la stabilité d’un système à paramètres distribué corrigé. Dans ce qui suit, on

considère H un espace de Hilbert séparable.

1.3.1 Semi-groupe fortement continu

On appelle semi-groupe fortement continu (C0-semi-groupe) d’opérateurs sur H toute

la famille d’opérateurs (Φ(t))t≥0 satisfaisant :

1. Φ(0) = I

2. Φ(t+ τ) = Φ(t) + Φ(τ) pour tout t, τ ∈≥ 0

3. ‖ (Φ(t)x(t)− x(t)) ‖−→ 0 quand t −→ 0+, pour tout x ∈ H

1.3.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu

Un générateur infinitésimal A d’un semi-groupe fortement continu (Φ(t))(t≥0) sur un

espace de Hilbert H est défini par :

Ax(t) = lim
t→0+

Φ(t)x(t)− x(t)

t
(1.24)
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lorsque cette limite existe, le domaine de A, noté D(A), est l’ensemble des x dans H pour

lesquels cette limite existe, c’est à dire

D(A) = {x ∈ H/ lim
t→0+

Φ(t)x− x
t

∃} (1.25)

1.3.3 Équation d’état abstraite d’un système à paramètres dis-

tribué linéaire

Une équation d’état abstraite, appelée aussi opérationnelle, d’un système à paramètres

distribués linéaire s’écrit sous la forme : ẋ(t) = Ax(t) +B u(t), t > 0

x(0) = x0

(1.26)

x est la variable d’état et A et B des opérateurs linéaires matriciels.

1.3.4 Semi-groupe exponentiellement stable

Soit le système linéaire ẋ(t) = Ax(t) +B u(t), t > 0

x(0) = x0

(1.27)

Où A génère un semi-groupe fortement continu (Φ(t))t≥0 ;

Theorem 1 [38] A génère un semi-groupe exponentiellement stable s’il existe M > 0 et

w < 0 tel que, pour tout t > 0,

‖ Φ(t) ‖≤M ewt (1.28)

1.3.5 Stabilité exponentielle d’un système à paramètres distri-

bués en boucle fermée

On considère le système (1.27) et une loi de commande de la forme

u(t) = K x(t) (1.29)
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où K est un opérateur différentiel.

En boucle fermée, on a :

ẋ(t) = (A+D)x(t) (1.30)

avec D = BK.

Le théorème suivant, appelé théorème de l’opérateur perturbé, donne l’expression du

semi-groupe généré par l’opérateur A+D en boucle fermée.

Theorem 2 [38]

Si A est un générateur d’un semi-groupe fortement continu Φ(t) tel que ‖ Φ(t) ‖≤Meαt et

si D est un opérateur borné sur H, alors A+D génère un semi-groupe fortement continu

(Ψ(t)) tel que

‖ Ψ(t) ‖≤Me(α+M‖D‖)t

D’après le théorème, la condition à vérifier pour assurer une stabilité exponentielle est :

α +M ‖ D ‖< 0 (1.31)

1.4 Conclusion

De nombreux systèmes physiques sont des systèmes à paramètres distribués modélisés

par des EDPs. Lorsque ces dernières sont linéaires et du second ordre le SPD modélisé

est hyperbolique, elliptique, ou parabolique.

Ces dernières décennies un nombre très important, qui ne cesse d’augmenter, de tra-

vaux consacrés à la commande des SPDs sont réalisés. Ces travaux traitent de la modé-

lisation, l’analyse, l’estimation, la synthèse de contrôleurs et la simulation numérique, et

concernent notamment des applications sur des robots flexibles, bio-réacteurs, structures

flexibles, vibrations des systèmes, réseaux de transport. Les méthodes de commande déve-

loppées pour les systèmes à paramètres distribués peuvent être regroupées en deux classes

principales : méthodes de pré-approximation et méthodes de post-approximation. Pour

les méthodes de pré-approximation, la synthèse de contrôleur se fait par l’utilisation des

techniques proposées pour les systèmes à paramètres localisés. En effet, par l’utilisation
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des méthodes d’approximation des EDP par des EDOs ou de techniques d’identification

de modèle EDO, un modèle à ODEs est obtenu pour le SPD à commander. Puis, un

contrôleur est synthétisé à partir de ce modèle à ODEs pour satisfaire le cahier de charge

de commande du SPD. Pour les méthodes de post-approximation, le contrôleur est syn-

thétisé par l’exploitation directe du modèle à EDP. Dans ce cas, deux approches sont très

répondues, la première consiste à définir les EDPs du SPD dans des espaces fonctionnels

puis d’effectuer l’analyse et la synthèse de contrôleurs pour les SPDs dans ces espaces

fonctionnels. La seconde approche est basée sur l’utilisation de la fonction de transfert

d’un SPD pour la synthèse de contrôleurs. Le contrôleur obtenu, de dimension infinie,

est réduit en un contrôleur d’ordre réduit réalisable par l’utilisation des méthodes de

réduction.

Ces approches de commande des SPDs sont appliquées, dans les chapitres 3 et 5, pour

la commande de systèmes thermiques modélisés par des équations aux dérivées partielles.





Chapitre 2

Optimisation robuste par l’approche

des scénarios

2.1 Introduction

La théorie de la commande moderne et celle de l’optimisation mathématique sont étroi-

tement liées. En effet, des méthodes d’optimisation sont souvent au cœur des méthodes

d’identification de modèles, de synthèse de lois de commande, d’analyse de la stabilité et

de la robustesse des systèmes, etc.

Aujourd’hui, pour la conception d’un système de commande, trois points principaux

doivent être pris en compte. Tout d’abord, les systèmes à commander sont de plus en plus

complexes, et des modèles linéaires simples et assez précis représentant les systèmes à

commander ne sont pas toujours possible à définir. Ensuite, les spécifications de conception

à satisfaire sont de plus en plus nombreuses, variées et précises. Enfin, les industriels ne

veulent pas seulement trouver un régulateur qui satisfasse les spécifications désirées, mais

aussi un régulateur qui les optimise [41]. Notons que les approches traditionnelles ne

peuvent être utilisées pour la conception d’un système de commande répondant à telles

exigences.

Avec la mise en œuvre d’outils théoriques et pratiques très performants pour la ré-

solution des problèmes d’optimisation complexes, la synthèse de correcteurs optimaux
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est une solution de plus en plus utilisée ces dernières décennies pour obtenir des lois de

commande permettant de satisfaire et d’optimiser des spécifications variées et précises.

Cette solution consiste à formuler le problème de commande sous forme d’un problème

d’optimisation sous contraintes. Puis, de résoudre ce dernier pour obtenir les paramètres

du correcteur. Dans ce problème d’optimisation, les variables de décision sont les para-

mètres du correcteur, la fonction objectif correspond à une ou plusieurs spécifications qui

doivent être optimisées et les contraintes représentent des spécifications qui doivent être

satisfaites [42] [43], [44].

Généralement, le problème d’optimisation formulé est complexe (non linéaires, non

convexes, multi-objectifs, non différentiables,...). Ainsi, pour sa résolution, les méthodes

d’optimisation métaheuristique sont souvent plus indiquées pour leur capacité inégalée à

approcher ou localiser l’optimum d’un problème d’optimisation complexe.

Ce chapitre est consacré à la présentation de certaines éléments de la théorie de l’op-

timisation mathématique. La section 2.2 est consacrée à la définition, à la classification

et aux différents types de méthodes de résolution des problèmes d’optimisation mathé-

matique. La section 2.3 expose la méthode des algorithmes génétiques utilisée dans cette

thèse pour résoudre des problèmes de conception de correcteurs optimaux. Puis, la classifi-

cation des problèmes, selon leurs complexités algorithmique, est abordée en section 2.4. La

section 2.5 est dédiée à un type particulier des problèmes d’optimisation, il s’agit de l’op-

timisation robuste et sa résolution par l’utilisation de l’approche des scénarios. La section

2.6 est consacrée à la génération de nombres aléatoires dont l’utilisation en optimisation

robuste est très répondue. La dernière section 2.7 est réservée à la conclusion.

2.2 L’optimisation mathématique

L’optimisation mathématique consiste à déterminer, parmi un ensemble D ⊂ <nw de

valeurs possibles d’un vecteur w = [w1, w2, ..., wnw] , un vecteur w∗ = [w∗1, w
∗
2, ..., w

∗
nw] pour

lequel une fonction fob(w), définie de <nw vers <, prend une valeur optimale (fob(w∗)).

Un problème d’optimisation mathématique est formulé comme suit :
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optimiser
w

fob(w) (2.1)

Sujet à :

hi(w) = 0 i = 1, ..., nh (2.2)

gj(w) ≤ 0 j = 1, ..., ng (2.3)

Les composantes du vecteur w (i.e, w1, w2, ..., wnw) sont appelées variables de décision.

Le vecteur w∗, est appelé optimum. Les fonctions fob, hi et gj définies de <nw vers <

sont appelées respectivement, fonction objectif, fonction des contraintes du type égalité

et fonction des contraintes de type inégalités du problème d’optimisation. L’ensemble D

est appelé ensemble des valeurs admissibles et il est défini par les fonctions hi et gj tel

que :

D = {w ∈ <nw telque : hi(w) = 0, ∀i ∈ 1, ..., nh et gj(w) ≤ 0, ∀j ∈ 1, ..., ng}

La valeur optimale fob(w∗) correspond au minimum ou au maximum de la fonction

objectif. L’optimum w∗ est dit optimum globale si fob(w∗) est une valeur optimale de

fob(w) pour tous les w de D et il est dit optimum locale si fob(w∗) est une valeur optimale

de fob(w) pour tous les w d’un voisinage de w∗.

Puisque le minimum de toute fonction fob(w) est le même que le maximum de l’inverse

de cette fonction, −fob(w), alors tout problème de maximisation peut être remplacé par

un problème de minimisation. C’est ainsi, que dans le cas générale tous les problèmes d’op-

timisation sont définis par des problèmes de minimisation (l’optimum est un minimum)

donnés par :

min
w
fob(w) (2.4)

Sujet à :

hi(w) = 0 i = 1, ..., nh (2.5)

gj(w) = 0 j = 1, ..., ng (2.6)
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2.2.1 Classification des problèmes d’optimisation

Les problèmes d’optimisation sont classés selon plusieurs critères, parmi ces critère on

peut citer :

a) La linéarité des fonctions fob, hi et gj

Le problème d’optimisation est linéaire si les fonctions fob(w), hi(w) et gj(w) sont

linéaires. Il est non linéaires dans le cas contraire (si au moins une fonction n’est

pas linéaire).

b) Le type de l’optimum

S’il s’agit de déterminer un optimum global l’optimisation est globale. S’il s’agit de

déterminer un optimum local, l’optimisation est dite locale.

c) La convexité des fonctions fob, hi et gj

Le problème d’optimisation est convexe si les fonctions fob(w), hi(w) et gj(w) sont

convexes et non convexe si au moins une des trois fonctions est non convexe.

d) La continuité des fonctions fob, hi et gj

Si l’ensembleD est un sous ensemble de <nw, le problème d’optimisation est continu.

Par contre, si D est un sous-ensemble de Nnw ou de Nnw1 ×<nw2 ,(nw1 +nw2 = nw)

alors le problème d’optimisation est discret ou combinatoire.

e) Le nombre de fonctions objectif

Le problème d’optimisation est dit mono objectif s’il ne possède qu’un seul critère à

optimiser (fonction objectif) et il est dit multi-objectif s’il possède plusieurs critères

à optimiser.

f) La dépendance des variables de décision du temps

Si les variables de décision dépend du temps, alors on a un problème d’optimisation

dynamique appelé aussi problème de commande optimale. Dans le cas contraire, le

problème d’optimisation est statique.

g) L’existence des incertitudes sur les paramètres du problème d’optimisation

Si tous les paramètres du problème d’optimisation (paramètres de fob, hi et gj)

sont connus avec précision, le problème d’optimisation est déterministe. Par contre
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si certains paramètres sont incertains le problème d’optimisation est dit problème

d’optimisation robuste ou problème d’optimisation en présence d’incertitudes.

2.2.2 Méthodes de résolution d’un problème d’optimisation

En raison de la diversité des problèmes d’optimisation rencontrés, les techniques de

recherche de l’optimum, font appel à un arsenal de méthodes qu’on peut classer comme

suit :

a) Méthodes déterministes

Ces méthodes ne font pas intervenir le hasard dans la détermination de l’optimum.

Généralement, elles nécessitent le choix d’un point de départ et la connaissance

de la fonction objectif. Ce type d’optimisation regroupe, les méthodes locales, les

méthodes globales classiques basées sur le calcul du gradient, etc.

b) Méthodes stochastiques

Contrairement aux méthodes déterministes, ces méthodes font des explorations aléa-

toires et font appel à des propriétés probabilistiques dans la recherche de l’optimum.

Elles sont moins rapides que les méthodes déterministes, mais elles peuvent trouver,

en principe, un optimum difficile à atteindre avec les méthodes déterministes. Aussi,

ces méthodes ne requièrent pas de poser un point de départ et n’exigent que peu de

hypothèses sur la fonction objectif.

Les métaheuristiques sont des algorithmes d’optimisation stochastiques et itéra-

tifs qui peuvent optimiser une large gamme de problèmes d’optimisation différents.

Ils ont une grande capacité de trouver ou au moins de se rapprocher l’optimum

global mais au prix élevé du temps de calcul.

En majorité, les métaheuristiques sont inspirées par des analogies avec la physique,

avec la biologie ou encore l’éthologie.

Parmi les méthodes de cette classe, on distingue les métaheuristiques de « voisinage

» qui font progresser une seule solution à la fois (recuit simulé, recherche tabou, etc.)

et les métaheuristiques « distribuées », qui manipulent en parallèle toute une po-
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pulation de solutions (algorithmes génétiques, optimisation par essaim de particule,

etc.) et essayent d’améliorer leurs qualités au cours des itérations.

Les algorithmes génétiques que nous allons aborder en détail dans la section suivante

sont l’une des métaheuristiques les plus utilisées en littérature.

2.3 Algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques (AG) sont des techniques stochastiques de recherches glo-

bales utilisée pour la résolution des problèmes d’optimisation dont les solutions ne peuvent

pas être calculées en temps raisonnable de façon analytique ou algorithmique [45]. Leur

principe est inspiré du mécanisme de la sélection naturelle (déterminer quels membres

d’une population survivent et se reproduisent) et de la génétique (brassage et recombi-

naison des gènes des parents pour produire les gènes des enfants) [46]. L’origine des AG

revient aux travaux de John Holland dans les années 1970 [47]. Tandis que leurs popula-

risation est l’œuvre de David Goldberg à travers son livre Genetic Algorithms in Search,

Optimization, and Machine Learning [48] publié en 1989 .

2.3.1 Principe de Recherche de la solution dans les AGs

Le schéma de la figure 2.1, présente les différentes étapes mises en œuvre pour la

recherche de solution par les AGs.

I Génération d’une population initiale

En première étape d’un AG, un nombre Ni d’éléments de l’ensemble des solutions

admissibles sont choisis aléatoirement pour former un ensemble appelé population

initiale. Ces éléments choisis, appelés individus ou chromosomes, sont ensuite codés

sous forme de chaines de symbole (gènes) de longueur finie. La figure 2.2 présente

des exemples de codage binaire et de codage réel des individus.

Le choix des individus de la population initiale joue un rôle important pour la rapi-

dité de convergence d’un AG. Si aucune information n’est disponible sur la position

de l’optimum dans l’espace de recherche (l’ensemble des solutions admissibles), les
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Figure 2.1: Organigramme d’un AG

Figure 2.2: Exemples de codage binaire et de codage réel des individus.

individus de la population initiale sont choisis aléatoirement en faisant des tirages

uniformes sur tout l’espace de recherche. Par contre, si on dispose d’une information

sur la position de l’optimum, alors ils sont choisis dans un sous-ensemble susceptible

de contenir l’optimum. La taille de la population initiale Ni dépend de la nature

du problème, mais généralement elle vaut quelques centaines ou quelques milliers

d’individus.
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I Évaluation

Dans cette étape, on attribue à chaque individu i une valeur de performance (qua-

lité) Qi proportionnelle à son adaptation au problème à optimiser. La méthode de

détermination de cette valeur dépend du problème à optimiser. Dans le cas d’un

problème mono objectif, cette valeur peut être obtenue à partir de l’évaluation de

la fonction objectif pour cet individu.

I Sélection

Les résultats de l’étape d’évaluation vont servir pour sélectionner, parmi les indi-

vidus de la population courante, les individus qui vont participer à l’opération de

reproduction (croisement et mutation). Dans certains cas, un individu est sélec-

tionné pour participer plus d’une fois à la reproduction. Le nombre d’individus à

sélectionner Ni1 est laissé à l’appréciation du programmeur. Plusieurs techniques de

sélection sont présentées en littérature. Les techniques suivantes sont couramment

utilisées :

• Technique de la roulette

La technique de la roulette est inspirée de la roue de la loterie. Son principe

consiste à associer à chaque individu i un secteur d’une roue dont l’angle est

proportionnel à sa performance Qi (figure 2.3). Puis, effectuer une suite de tirage

au sort homogène sur cette roue. Après chaque tirage, le secteur de la roue obtenu

correspond à l’individu à sélectionner. Ainsi, un bon individu aura plus de chance

qu’il soit choisi qu’un individu moins bon car un grand segment, auras plus de

chances d’être tiré qu’un petit segment.

• Technique de sélection par rang

Cette technique permet de choisir toujours les individus les plus adaptés aux

problèmes à optimiser. Et le hasard (l’aléatoire) n’intervient pas dans ce mode de

sélection. En effet, avec cette technique, les Ni1 individus à sélectionner sont les

Ni1 individus de la population courante les plus performants (ayant les meilleures

adaptations).

• Sélection uniforme
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Figure 2.3: Représentation des individus sur des secteurs d’une roue de loterie.

La sélection se fait d’une manière aléatoire, uniformément sur tous les individus

et sans prise en compte de l’évaluation des individus. Chaque individu possède

une probabilité de 1/Ni d’être sélectionné.

• Sélection stochastique

Pour effectuer ce type de sélection, en premier lieu, on calcule pour chaque indi-

vidu i la probabilité de reproduction Pri définie par :

Pri =
Qi

1
Ni

ΣQi

(2.7)

En second lieu, on prend comme fréquence de reproduction de chaque individu i,

la valeur entière de Pri.

I Le croisement

Le croisement est le principal opérateur agissant sur les individus sélectionnés pour

la reproduction (individus parents). Il est appliqué avec une certaine probabilité

appelée probabilité de croisement, Pc, (typiquement, Pc = 80%) [46]. L’objectif

du croisement est de réaliser le brassage génétique de la nouvelle population et

l’application du principe d’hérédité de la théorie de Darwin. Il existe deux types de

croisement :

• Le croisement simple consiste à fusionner les particularités de deux individus

parents à partir d’un point pivot à fin d’obtenir deux nouveaux individus enfants

(voir figure 2.4).

• Le croisement multiple repose sur le même principe sauf qu’il y a plusieurs points

pivot.
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I Mutation

La mutation est le second opérateur de reproduction. Il est appliqué avec une pro-

babilité appelée probabilité de mutation Pm (typiquement, Pm = 5 à 10%) [49] .

Son objectif est d’introduire de nouvelles informations dans la nouvelle population.

La mutation consiste à choisir au hasard un gène dans un chromosome sujet de la

mutation puis d’altérer ce gène par son opposé (voir figure 2.5).

I Génération de la nouvelle population

A l’issue de l’opération de mutation, on sera en présence des Ni individus de popu-

lation courante (individus parents) et des Ni1 nouveaux individus obtenus après les

opérations de reproduction. A partir de ces Ni + Ni1 individus une nouvelle popu-

lation de même taille que la précédente doit être criée. Une des méthodes utilisées

consiste à prendre les Ni individus ayant les meilleures adaptations.

I Critères d’arrêt d’un AG

L’arrêt d’un AG peut être programmé pour l’une des raisons suivante :

• Un nombre de générations maximales est atteint,

Figure 2.4: Exemple de croisement simple.

Figure 2.5: Mutation du troisième gène d’un chromosome de 6 bits.
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• Un nombre de génération maximale sans améliorer la solution est atteint,

• L’obtention de chromosomes ayant atteint un certain degré d’homogénéité (un

grand nombre de chromosomes possèdent des gènes identiques aux mêmes posi-

tions).

2.3.2 Convergence d’un AG

Jusqu’à présent il n’existe aucun résultat qui garantit que la méthode des AG converge

en un temps fini vers la solution optimale. Les seuls résultats disponibles garantissent

uniquement l’obtention de l’optimum global au bout d’un nombre fini de générations [46].

2.3.3 Association des AG avec des méthodes d’optimisation lo-

cales

Du fait du mécanisme de recherche utilisé, les AGs sont très efficaces pour trouver la

zone de l’espace des solutions contenant l’optimum globale recherché. Mais moins efficaces

pour trouver la valeur exacte de l’optimum dans cette zone. Or, c’est précisément ce que

réalisent bien les algorithmes d’optimisation locale.

Ainsi, pour plus d’efficacité, il est toujours intéressant d’associer à un algorithme géné-

tique un algorithme d’optimisation locale. En effet, pour qu’un processus d’optimisation

à base des algorithmes génétique puisse avoir une bonne chance de converger vers une

valeur exacte de l’optimum globale il faut appliquer un algorithme d’optimisation locale

sur l’optimum obtenu par l’algorithme génétique.

2.4 Notions de complexité algorithmique d’un problème

En général les problèmes se classent en deux catégories : les problèmes résolubles

et les problèmes non résolubles, selon qu’il existe ou non un algorithme de résolution

[50]. Les problèmes algorithmiques ou bien résolubles, c’est-à-dire qui peuvent être traité

par calculateur, répondent à une structure algorithmique : hypothèse, données et une
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question. On distingue en particulier deux types de problèmes algorithmiques ou bien

résolubles [51] :

– Les problèmes de décision qui posent une question dont la réponse est oui ou non,

– Les problèmes d’existence ou de recherche d’une solution ou encore dit de calcul : ils

comportent une question ou plutôt une injonction de la forme « trouver un élément

tel que ... ». La réponse consiste à fournir cet élément.

La théorie de la complexité algorithmique est un domaine des mathématiques, plus

précisément de l’informatique théorique qui s’intéresse à l’étude de la difficulté des pro-

blèmes à travers l’évaluation de la complexité des algorithmes de résolution proposées.

Cette évaluation est discutée sur deux aspects : aspect temporel (complexité temporelle)

et aspect spatial (complexité spatiale). La complexité temporelle consiste à estimer le

temps de calcul nécessaire pour résoudre un problème donné. Tandis que la complexité

spatiale permet d’estimer les besoins en mémoire (l’espace mémoire requis) pour la réso-

lution d’un problème donné.

Les problèmes algorithmiques sont classés selon leur complexité en deux catégories

principales : les problèmes P (Polynomial time) et les problèmes NP (Non déterministe

Polynomial time). En outre, la catégorie des problèmes NP est divisée en deux sous

catégories : NP-Complet et NP-Difficile.

2.4.1 Problème de la classe P

Les problèmes de la classe P (les problème P) peuvent être résolus par une machine de

Turing déterministe en un temps de calcul polynomial par rapport à la taille du problème

à traiter. Ces problèmes sont souvent faciles à résoudre par des algorithmes dont le nombre

d’instructions est donné par une fonction polynomiale par rapport à la taille du problème

[52]. On désigne par une machine de Turing, une machine abstraite représentant un modèle

abstrait du fonctionnement de l’ordinateur et de sa mémoire. Elle a été proposée par le

mathématicien Alan Mathisan Turing en 1936 afin de définir le concept d’algorithme. Un

exemple d’un problème P est le problème de calcul du plus grand diviseur.
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2.4.2 Problème de la classe NP

La classe des problèmes NP regroupe les problèmes qui peuvent être résolus avec une

machine de Turing non-déterministe en un temps non polynomial, et pour lesquels il est

possible de vérifier qu’une solution proposée est correcte en un temps polynomial par

rapport à la taille du problème. Le terme non-déterministe désigne un pouvoir qu’on

incorpore à un algorithme pour qu’il puisse aboutir à la bonne solution. Le problème du

voyageur de commerce dont on cherche le plus court chemin permettant de parcourir un

ensemble de sommets (villes) en passant par chacun une seule fois est un exemple de

problème NP. Cette classe de problèmes peut être subdivisée en deux sous-classes :

2.4.2.1 Problème de la classe NP-Complet

Un problème est NP-Complet s’il est de classe NP et si on peut le ramener, par une

transformation polynomiale, à un autre problème NP connu. Il faut noter que ce sont des

problèmes de décision, difficiles, et pour lesquels il n’existe pas d’algorithme permettant

leur résolution en un temps polynomial.

2.4.2.2 Problème de la classe NP-Difficile

La classe de problèmes NP-Difficiles englobe les problèmes de décision et les problèmes

d’optimisation. Les problèmes NP-Difficiles sont aussi difficiles que les problèmes NP-

Complets. Si un problème de décision associé à un problème d’optimisation P est NP-

Complet alors P est un NP-Difficile [53]. Par conséquent, afin de prouver qu’un problème

d’optimisation est NP-Difficile, il suffit de montrer que le problème de décision associé à P

est NP-Complet [54]. Il est à noter que jusqu’à maintenant, aucun algorithme polynomial

n’est connu pour résoudre les problèmes NP-Difficiles.

2.5 Optimisation robuste

Sur le plan pratique, il est difficile de trouver des exemples de systèmes à optimiser

qui ne sont pas complexes et qui ne comprennent pas un certain niveau d’incertitude
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sur les valeurs de quelques paramètres. Ce constat a poussé les spécialistes du domaine

à proposer une nouvelle théorie de l’optimisation mathématique appelée optimisation

robuste ou optimisation en présence d’incertitudes. Cette théorie s’intéresse à la résolution

des problèmes d’optimisation comportant des paramètres incertains.

La première formulation d’une solution robuste à un problème d’optimisation à pa-

ramètres incertains peut être attribuée à Soyster au début des années 70 [55]. Puis, le

domaine a pris son essor beaucoup plus tard, à la fin des années 90, grâce aux travaux

des pionniers du domaine Ben-Tal et Nemirovski [56], [57], mais également d’El-Gahoui

et Lebret [59], [58]. Depuis, l’optimisation robuste est devenue un des domaines de re-

cherche les plus actifs en optimisation, avec des applications dans des domaines tels que

la recherche opérationnelle, la théorie du contrôle, les statistiques, l’économie etc.

2.5.1 Formulation mathématique d’un problème d’optimisation

robuste

La formulation mathématique générale d’un problème d’optimisation en présence d’in-

certitudes (2.8-2.10) est basée sur la notion du cas le plus défavorable (pire cas) exprimé

sous forme d’un problème du type min-max.

min
w

max
δ

fob(w, δ) (2.8)

Sujet à :

hi(w, δ) = 0, i = 1, ..., nh (2.9)

gj(w, δ) 6 0 j = 1, ..., ng (2.10)

Où :

δ ∈ ∆ : vecteur des paramètres incertains,

∆ : ensemble de toutes les incertitudes.

Sous cette forme on parle aussi d’un problème d’optimisation min-max.

Souvent, l’optimisation d’un problème min-max, se heurtent à des difficultés numé-

riques considérables, voire, même à l’impossibilité de résolution vu la complexité du pro-

blème. Pour contourner ces difficultés, une des solutions proposées consiste à relaxer le
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problème min-max en un problème d’optimisation standard (déterministe) puis le résoudre

avec une méthode adéquate. L’approche des scénarios est l’une des méthodes proposées

pour réaliser cette relaxation.

2.5.2 Approche des scénarios

L’approche des scénarios est le fruit des recherches menées par Giuseppe C. Calafiore

et Marco C. Campi [60] pour développer une méthode de résolution de problèmes de

programmation convexe semi-définie.

L’idée de base de cette approche consiste à garantir la robustesse de la solution face à

une grande majorité des valeurs des incertitudes, plutôt que à toutes les valeurs possibles

des incertitudes. Ainsi, lors de la recherche de la solution, le nombre infini de contraintes

est réduit en un nombre fini, en ne considérant que Nδ valeurs ou « scénarios » des incer-

titudes, extraites aléatoirement de l’ensemble ∆ et suivant une probabilité de distribution

Pr. En fonction du problème rencontré, cette dernière peut avoir des interprétations diffé-

rentes. Parfois, c’est une mesure de la probabilité avec laquelle les situations se produisent,

d’autres fois elle décrit simplement l’importance relative que nous attribuons aux diffé-

rentes instances d’incertitudes.

Pour résoudre un problème d’optimisation min-max par l’utilisation de l’approche des

scénarios les trois étapes suivantes sont à réaliser :

a) Formulation du problème d’optimisation min-max sous forme d’un pro-

blème d’optimisation semi-infini

En étape 1 : on reformule le problème d’optimisation min-max sous forme d’un

problème d’optimisation semi-infini comme suit :

min
w, z

w′ (2.11)

Sujet à :

fob(w, δ) 6 w′ (2.12)

hi(w, δ) = 0, i = 1, ..., nh (2.13)

gj(w, δ) 6 0 j = 1, ..., ng (2.14)
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w′ : est une nouvelle variable de décision.

Ce nouveau problème d’optimisation est caractérisé par un nombre de variables

de décision fini et un nombre de contraintes infini d’où l’appellation optimisation

semi-infinie.

Même si la fonction objectif ne présente aucune structure complexe, comme la non

linéarité, ce type de problème est difficile à résoudre, et généralement, de type NP-

difficile vu le nombre infini de contraintes.

b) Formulation du problème d’optimisation semi-infini sous forme d’un pro-

blème d’optimisation standard

Étape 2 : à partir de l’ensemble des incertitudes ∆, on extrait Nδ échantillons indé-

pendants et identiquement distribués (δ(1), δ(2)..., δ(Nδ)) suivant une probabilité de

distribution Pr. Ensuite, en ne considérant que les Nδ contraintes correspondants

aux échantillons sélectionnés, le problème d’optimisation semi-infini devient un pro-

blème d’optimisation standard avec un nombre de contraintes fini donné comme

suit :

min
w,w′

w′ (2.15)

Sujet à :

fob(w, δ
(1), δ(2)..., δ(Nδ)) 6 z (2.16)

hi(w, δ
(1), δ(2)..., δ(Nδ)) = 0, i = 1, ..., nh (2.17)

gj(w, δ
(1), δ(2)..., δ(Nδ)) 6 0 j = 1, ..., ng (2.18)

c) Résolution du problème d’optimisation standard

Étape 3 : on résout le problème d’optimisation standard obtenu par l’utilisation

d’une méthode de résolution des problèmes d’optimisation déterministe.

Par la conversion du problème d’optimisation robuste en un problème d’optimisation

standard, seules les contraintes correspondantes aux paramètres incertains extraits δi

(i = 1, ..., Nδ) qui sont considérés pour la recherche de la solution. Cependant, deux

questions évidentes s’imposent :
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– Comment choisir la valeur du nombre d’échantillons Nδ ?

– Quel degré de robustesse présente la solution trouvée puisque la procédure de sa

recherche était restreinte à un nombre fini de contraintes tandis que les autres étaient

ignorées ?

Dans l’article [61] il a été démontré qu’en choisissant le nombre d’échantillons Nδ tel

que :

Nδ >
e1

e1−1
(d+ 1)

ε
(d− 1 + ln(

M

η
)) (2.19)

la solution du problème d’optimisation standard a obtenir satisfera toutes les contraintes

avec une probabilité supérieur à 1 − η et une probabilité de confiance de la solution

supérieur ou égale à ε.

Dans la formule (2.19), d est le nombre des variables de décision, M est un entier

vérifiant M > d + 1, ε ∈ [0, 1] est le paramètre de risque de violation des contraintes et

η ∈ [0, 1] est le paramètre de confiance de la solution.

La formule de calcul du nombre d’échantillons Nδ de l’équation (2.19) est définie pour

le cas générale des problèmes d’optimisation non-convexes. Par contre, lorsque le problème

d’optimisation est convexe, Nδ est définie par d’autres relations [62], [63], [64].

Dans [63] des applications de l’optimisation par l’approche des scénarios en automa-

tique sont présentés pour la conception de commande robuste, de commande stabilisante

en présence d’incertitudes, de la commande H2 et pour la réduction de modèle.

2.6 Génération des nombres aléatoires

Dans les algorithmes génétiques ou dans l’optimisation par l’approche des scénarios,

les nombres aléatoires jouent un rôle important. L’implémentation de tels algorithmes sur

un calculateur requiert la génération des nombres aléatoires.

Une variable aléatoire peut être définie comme étant une variable dont la suite des

valeurs n’est pas prédictible. Aussi longue que soit la série générée, il est impossible de

trouver une équation permettant de prédire le reste de la série à partir de celles déjà

générées [65].



40 Optimisation robuste par l’approche des scénarios

2.6.1 Propriétés des nombres aléatoires

On dit que nr valeurs ri d’une variables aléatoires sont indépendantes et identiquement

distribuées sur l’intervalle [0, 1] si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

– Uniformité : toutes les valeurs ri sont répartis sur [0, 1],

– Indépendance : pour tout i allant de 2 à nr, la valeur ri ne doit avoir aucune dépen-

dance avec la valeur ri−1

L’aléatoire est une notion relativement difficile à définir. La nécessité de produire de

longues séries de nombres simulant l’aléatoire, tout en ayant d’autres qualités, comme une

répartition aussi uniforme que possible est une préoccupation permanente des informati-

ciens.

L’utilisation d’un ordinateur pour générer des nombres aléatoires peut paraitre décon-

certante car n’importe quel programme informatique ne peut exécuter une suite d’instruc-

tion seulement si cette dernière est décrite à l’avance. Ainsi, dans ce contexte, le générateur

sera forcément déterministe et non véritablement aléatoire. Pour cela, on parlera, dans ce

cas, d’une génération de variables « pseudo-aléatoire ».

2.6.2 Générateur de nombres pseudo-aléatoires

Un générateur de nombres pseudo-aléatoires est un processus (fonction mathématique

ou algorithme) qui génère une suite de nombres pseudo-aléatoires possédant les mêmes

propriétés qu’une suite de nombres aléatoires, mais générée à travers une procédure dé-

terministe.

La plupart des algorithmes développés pour la génération de nombres pseudo aléa-

toires ont pour but de produire des suites uniformément distribuées et qui puisse appa-

raitre comme non déterministe. Le générateur, le plus couramment, utilisé est celui des

congruences linéaires développé par D. H Lehmer en 1948 [67].
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2.6.3 Générateur des congruences linéaires

Le générateur des congruences linéaires génère une séquence de nombres entiers non

négatifs rn grâce à la formule de récurrence suivante (aussi connue par l’algorithme de

Lehmer) [66].

rn = (am r(n−1) + ci)modmt ∀n > 1 (2.20)

Où mod mt est le reste de la division de (am r(n−1) +ci) par mt, mt est un entier positif

appelé terme, am, ci et r0 sont appelés respectivement multiplicateur, incrément et germe.

La suite de nombre aléatoire uniforme est définit par la suite suivante :

un =
rn
mt

, ∀n > 1 (2.21)

Le choix des trois paramètres doit répondre à certains critères, car un mauvais choix

de ces paramètres peut rendre le générateur complètement trivial. Nous présentons ci-

après un ensemble de critères, appelés critère de Knuth, très utilisés pour choisir ces trois

paramètres.

2.6.4 Critères de Knuth

Knuth présente les critères que doivent satisfaire les paramètres am, ci et mt comme

suit :

• ci et mt doivent être premiers entre eux,

• am−1 doit être un multiple de np, pour tout np nombre premier diviseur de mt,

• am−1 doit être un multiple de 4, si mt est un multiple de 4,

• si mt est une puissance de 2, le bit de poids faible des nombres produits vaut

alternativement 0 et 1.

Il est à noter les remarques suivantes :

– Si on désire produire toujours la même séquence, il faut utiliser la même valeur de

r0,

– Si on préfère que la séquence soit toujours différente, il faut initialiser r0 avec une

valeur différente à chaque fois qu’on refait la génération.

– Dans tous les cas, les nombres de la suite sont compris entre 0 et mt − 1.
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des notions de l’optimisation mathématique

utilisées dans cette thèse pour l’identification de modèle et le calcul des paramètres de

correcteurs optimaux.

Après avoir présenté un ensemble de notions portant sur les la définition, la classifica-

tion et résolutions des problèmes d’optimisation mathématique, nous avons exposé dans

le détail, les étapes et le fonctionnement des algorithmes génétiques. Puis, la notion de

complexité algorithmique et la classification des problèmes selon leurs difficultés sont pré-

sentées. Ensuite, nous nous sommes intéressés à l’optimisation robuste et à la résolution

des problèmes d’optimisation de cette classe par l’utilisation de l’approche des scénarios.

A la fin, nous avons abordé la génération des nombres aléatoires qui représente une étape

importante pour l’optimisation pour l’optimisation par l’approche des scénarios.



Chapitre 3

Commande PI basée sur l’approche de

pré-approximation de la température

d’une tige métallique

3.1 Introduction

Les systèmes de diffusion de chaleur représentent une classe importante des systèmes

à paramètres distribués. Leur modélisation mathématique est basée sur l’équation de

la chaleur. Ces systèmes sont présents dans plusieurs procédés industriels. On peut par

exemple citer les échangeurs de chaleur utilisés pour refroidir ou chauffer des fluides [33],

[69] et les concentrateurs solaires utilisés dans les centrale de production de l’électricité à

partir de l’énergie solaire thermique [70], [71].

Les travaux traitant de la commande des systèmes de diffusion de chaleur représentent

une part importante des travaux portant sur la commande des systèmes à paramètres

distribués.

Le procédé de diffusion de la température, dans une tige mono-dimensionnelle, est l’un

des procédés utilisés pour tester et évaluer les performances des lois de commande conçues

pour les systèmes à paramètres distribués en général et pour les systèmes de diffusion de

chaleur en particulier [12], [72], [73].
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tige métallique

Dans ce chapitre, la stratégie de pré-approximation est adoptée pour synthétiser un

correcteur PI pour contrôler la température dans une tige métallique. Après avoir présenté

le système de commande de la température de la tige dans la section 3.2, le modèle

mathématique du procédé à commander est déterminé par identification à la section 3.3.

Dans la section suivante, le problème de conception d’un correcteur PI est posé sous

forme d’un problème de d’optimisation puis résolu par les algorithmes génétiques. Le

critère minimisé est l’Intégrale de la valeur Absolu de l’Erreur de poursuite (IAE) et les

variables de décision sont les paramètres du correcteur. L’évaluation des performances du

correcteur obtenu est réalisée par simulation à la section 3.5. L’implémentation pratique

du contrôleur PI est présentée dans la section 3.6.

3.2 Position du problème de commande

Le problème de commande, étudié dans ce chapitre, concerne la commande d’un pro-

cédé de chauffage d’une tige métallique chauffée à son extrémité z = L par une résistance

électrique alimentée, à travers un amplificateur de puissance, par une tension u(t). Cette

dernière est générée par un dispositif de commande comprenant :

• Une carte interface PC d’entrées/sorties permettant de générer la tension de com-

mande u(t) à partir des signaux qu’elle reçoit d’un ordinateur (PC) et de transmettre

à l’ordinateur les mesures de la température effectuées par un capteur de tempéra-

ture placé au point situé à la position z0 = 0.7L de la tige.

• Un ordinateur dans lequel on implémente les algorithmes de commande du chauffage

de la tige. Par l’exécution de ces programmes et à partir des valeurs de température

mesurées par le capteur, l’ordinateur va calculer et transmettre à la carte interface

les signaux de commande à envoyer à l’amplificateur de puissance (voir figure 3.1).

L’objectif du problème de commande consiste à synthétiser et implémenter un correc-

teur permettant d’assurer un certain profil désiré pour la température au point de la tige

situé à la position z0 = 0.7L.
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Figure 3.1: Système de commande de chauffage de la tige métallique

3.3 Modélisation du système à commander

Afin de répondre au cahier de charge du problème de commande, il faut en premier

déterminer le modèle mathématique du procédé à commander. Ce dernier est composé

des éléments suivants : amplificateur de puissance, résistance chauffante, tige métallique

et capteur de température. Le modèle à déterminer décrit la relation entre la tension u(t)

et la température mesurée T (z0, t) par le capteur de température.

Pour déterminer ce modèle, une des solutions possibles consiste à déterminer en pre-

mier un modèle reliant la tension u(t) à la température de la tige à l’extrémité z = L

(désignée par T (L, t)). Puis, déterminer un second modèle reliant la température T (L, t)

à la température de n’importe quel point de la tige (T (z, t)). En négligeant les échanges

de chaleur suivant la direction transversale dans la tige et les échanges de chaleur entre

la tige et son environnement, ce second modèle peut être obtenu sous forme du modèle à

paramètres distribués définis par les équations (1.12)-(1.16). Une seconde solution consiste

à considérer le système comme une boite noire et de procéder à la détermination de son

modèle par identification (modélisation expérimentale).

Comme nous ne disposons pas de suffisamment d’informations permettant de poser

avec une bonne précision toutes les équations régissant le fonctionnement du système de

chauffage de la tige, nous avons choisi de déterminer le modèle de ce dernier par la seconde

solution, c’est-à-dire par identification. Pour ce faire, nous avons opté pour l’utilisation

de la méthode du modèle pour déterminer un modèle sous forme de fonction de transfert
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définie par :

G(s) =

∑j=nz
j=0 bjs

j∑i=np
i=0 aisi

(3.1)

avec nz et np deux entiers naturels vérifiant np > nz.

3.3.1 Méthode du modèle

Comme c’est illustré par la figure 3.2, le principe de la méthode du modèle consiste

à définir le modèle à identifier sous forme d’une fonction de nθg paramètres θgi , (i =

1, ..., nθg), puis de déterminer les valeurs de ses paramètres par la minimisation d’un

critère J dépendant de l’erreur entre la réponse mesurée du système à identifier et la

réponse estimée du modèle identifié obtenues pour un même signal d’excitation. Dans le

cas générale, le critère J est choisi comme suit :

J =
∑

ε2
y(t) (3.2)

avec εy(t) = ymes(t)− yest(t). ymes(t) et yest(t) sont respectivement la réponse mesurée du

système à modéliser et la réponse estimée du modèle à identifier obtenues pour un même

signal d’excitation u(t).

L’avantage majeur de la méthode du modèle est le faite qu’elle n’exige aucune hypo-

thèse sur le modèle à identifier comme la linéarité par exemple.

Comme c’est le cas pour d’autres méthodes d’identification, le choix du signal d’exci-

tation pour la méthode du modèle joue un rôle important pour l’obtention d’un modèle

précis du procédé à identifier.

Figure 3.2: Principe de la méthode du modèle.
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3.3.2 Choix du signal d’excitation

Le signal d’excitation choisi pour l’identification du modèle du système de chauffage de

la tige par la méthode du modèle est le signal SBPA "Séquence Binaire Pseudo Aléatoire".

Ce signal est très utilisé pour l’identification des modèles. il est composé d’une suite

périodique de séquences d’impulsions rectangulaires. Les largeurs des impulsions varient

aléatoirement et la période est définie par la longueur de la séquence. Ce signal représente

une approximation d’un signal bruit blanc discret. Il est riche en fréquence et sa valeur

moyenne est nulle et ne modifie pas le point de fonctionnement du procédé. Pour l’identi-

fication des modèles, ce signal est choisi pour sa capacité d’exciter le système dans tout le

spectre de fréquences susceptible de contenir tous les modes du système à identifier [74],

[75].

Une SBPA est générée à l’aide d’un registre à décalage (réalisés en matériel ou logiciel)

bouclé sur lui-même (figure 3.3). Ce générateur fournit alors des suites (séquences) pseudo-

aléatoires de 0 et de 1. Les bouclages optimaux sont donnés par des polynômes particuliers.

Figure 3.3: Générateur d’une SBPA à 3 cellules.
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Les éléments caractéristiques d’un signal SBPA sont :

• nombre de cellules (Nc),

• période d’horloge (TSBPA),

• durée maximale d’une impulsion (tim = Nc TSBPA),

• longueur de la séquence (2Nc − 1),

• amplitude du signal (ASBPA).

Le dimensionnement d’une SBPA pour l’identification d’un système donné peut se

faire en réalisant les étapes suivantes :

a- Choisir la période d’horloge (TSBPA) comme étant un multiple de la période d’échan-

tillonnage (Te),

b- Choisir l’amplitude du signal SBPA (ASBPA),

c- Choisir le nombre de cellulesNc de manière à respecter les deux conditions suivantes :

tim = pNc Te > TM

p (2Nc − 1)Te 6 DSBPA

Avec :

– TM est le temps de montée du procédé à identifier,

– p = TSBPA
Te

= 1, 2, 3, ... ,

– DSBPA est la durée totale du signal SBPA.

Pour le dimensionnement de la SBPA, à utiliser pour l’identification du système de

chauffage de la tige, en premier lieu, nous avons réalisé un test indiciel pour déterminer

la valeur du temps de montée TM . A partir de la courbe de la réponse indicielle obtenue

(figure 3.4), on obtient TM = 900s.

Puis, compte tenu de la valeur du temps de monté obtenue, nous avons choisi

Nc = 4, p = 1, Te = 300s, TSBPA = 300s et ASBPA = 12V .

Avec ces choix, le diagramme temporel de la séquence binaire pseudo aléatoire utilisé

est donné par la figure 3.5.
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Figure 3.4: Réponse du système de chauffage pour une entrée de type échelon de 12 V.

Figure 3.5: Diagramme temporel de la séquence binaire pseudo aléatoire.

3.3.3 Mise en œuvre de l’identification par la méthode du modèle

L’identification par la méthode du modèle des paramètres de la fonction de transfert

(3.1) du système de chauffage de la tige est réalisée en deux étapes :

� Étape 1 : Mesure de la réponse au signal SBPA

Dans cette étape, le signal SBPA est appliquée à l’entrée du système de chauffage de

la tige (tension d’entrée de l’amplificateur de puissance). Puis, la réponse représentée

en figure (3.6) est enregistrée sous formes de nk = 1600 points (k T, Tmes(z0, k T )).
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Figure 3.6: Réponse du système de chauffage au signal d’excitation SBPA.

k T représente les instants de mesures séparés par une période T = 5s, k = 1, ..., 1600

et Tmes(z0, k T ) représentent les températures mesurées aux instants k T .

� Étape 2 : Détermination des paramètres de la fonction de transfert

Pour déterminer les paramètres de la fonction de transfert (3.1), nous avons consi-

déré comme origine de mesure des valeurs des températures mesurées, la valeur de

24.2̊ C qui correspond à la valeur de de la température mesurée à l’instant initiale

(t = 0).

Ainsi, le problème d’identification des paramètres de la fonction de transfert (3.1)

revient à déterminer les paramètres de de cette dernière pour lesquels la courbe

de la réponse de cette fonction de transfert au signal SBPA précédent soit le plus

proche possible de la courbe réalisée par les 1600 points (k T, Tmes(z0, k T ) − 24.2)

c’est-à-dire la réponse mesurée et décalée vers le bas de 24.2̊ C.

Avant de procéder à la détermination des paramètres de la fonction de transfert 3.1,

la réponse mesurée et décalée de 24.2̊ C est appliquée à un filtre numérique passe

bas du premier ordre dont la fonction de transfert est donnée par :

F (s) =
1

10 s+ 1
(3.3)

Les paramètres du filtre sont choisis de telle manière à obtenir un bon filtrage des

bruits de mesures tout en introduisant un retard très faible (voir figure 3.7).
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Figure 3.7: Réponse du système de chauffage au signal d’excitation SBPA avant et après

filtrage.

Compte tenu de la définition précédente du problème d’identification des des pa-

ramètres de la fonction de transfert 3.1, ce dernier est formulé par le problème

d’optimisation suivant :

min
ai bj

k=1600∑
k=0

(T
′

mes(z0, k T )− Test(z0, k T ))2 (3.4)

avec T ′
mes(z0, k T ) = Tmes(z0, k T ) − 24.2 et Test(z0, k T ) est la sortie estimée, aux

instants k T , de la fonction transfert (3.1) en réponse à une excitation par le signal

SBPA.

Afin de déterminer un modèle précis et ayant un ordre pas trop important (ordre

6 10), le problème d’optimisation (3.4) est résolu pour toutes les valeurs de np et

nz vérifiant nz 6 np 6 10. Puis le modèle le plus précis obtenu est retenu.

La précision du modèle obtenu après chaque optimisation est évaluée par l’erreur

quadratique moyenne normalisée (NRMSE pour Normalized Root-Mean-Square Er-

ror) définie par :

ENRMSE = 100(1−

√∑k=nk
k=1 (Tmes(z0, k T )− Test(z0, k T ))2√∑k=nk

k=1 (Tmes(z0, k T )− 1

nk

∑k=nk
k=1 (Tmes(z0, k T ))2

) (3.5)
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Cette erreur est fréquemment utilisée pour mesurer la différence entre des valeurs

prédites (estimées) par un modèle ou un estimateur et des valeurs pratiques obser-

vées ou mesurées.

Comme c’est illustré par la figure 3.8, l’algorithme de résolution du problème d’op-

timisation (3.4) est basé sur l’hybridation d’un algorithme génétique avec une mé-

thode d’optimisation locale. En effet, en première étape un algorithme génétique est

appliqué pour déterminer une solution appartenant à un voisinage de la solution glo-

bale. En seconde étape, une méthode d’optimisation locale basée sur l’algorithme de

Nelder-Mead [76] est appliquée pour obtenir une solution très proche de la solution

globale.

Après plusieurs exécutions de cet algorithme hybride, le meilleur modèle obtenu est

donné comme suit :

G(s) =
NG(s)

DG(s)
(3.6)

avecNG(s) = 1.321 10−9s5+5.518 10−12s4+1.532 10−13s3+4.066 10−16s2+3.061 10−18s+

8.033 10−22,

DG(s) = s10 + 0.076s9 + 0.004077s8 + 0.0001274s7 + 1.748 10−6s6 + 1.832 10−8s5 +

1.479 10−10s4 + 6.826 10−13s3 + 2.567 10−15s2 + 4.163 10−18s+ 7.60510−22.

La figure 3.9 représente la sortie mesurée et la sortie estimée par le modèle (3.6)

3.4 Commande PI de la température de la tige

Après l’obtention d’un modèle mathématique définissant la relation mathématique

entre la grandeur à commander (T (z0, t)) et la grandeur de commande (u(t)), dans cette

section le modèle est utilisé pour synthétiser un correcteur optimal permettant de réaliser

l’objectif du problème de commande du système de chauffage de la tige. Pour ce faire,

nous avons opté pour un type de correcteurs classiques, très utilisé en industrie et dont

les performances ne sont plus à présenter, il s’agit d’un correcteur PI dont la fonction de

transfert est donnée par :

C(s) = Kp +
KI

s
(3.7)
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Figure 3.8: Algorithme d’identification du modèle du système de chauffage de la tige.

Figure 3.9: Sortie mesurée (en bleu) et sortie estimée par le modèle 3.6(en rouge).

où Kp et KI sont les paramètres du correcteur à déterminer.

Pour la synthèse du correcteur PI (déterminer les valeurs des paramètres Kp et KI)

nous avons opté pour la méthode synthèse par minimisation d’un critère de performance

[68]. Le critère utilisé est l’Intégrale de la valeur Absolue de l’Erreur de poursuite (IAE),
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défini comme suit :

IAE =

∫ ∞
0

(|Td(z0, t)− T (z0, t)|) dt (3.8)

avec T (z0, t) et Td(z0, t) sont respectivement la température commandée (sortie) et la

température désirée en sortie (consigne).

Ainsi, le problème de synthèse du correcteur PI (détermination des paramètres Kp, KI

est formulé par le problème d’optimisation avec contraintes suivant :

min
Kp,KI

∫ ∞
0

(|Td(z0, t)− T (z0, t)|) dt (3.9)

sujet à :

Kp, KI ≥ 0 (3.10)

Le calcul d’un optimum global pour le problème (3.9)-(3.10) d’une façon analytique et

en un temps raisonnable est une tâche très difficile à cause de la complexité de la relation

exprimant l’erreur de poursuite en fonction des paramètres Kp et KI . Par conséquent,

nous avons choisi de résoudre ce problème d’optimisation par un algorithme génétique en

utilisant la fonction "ga" du Toolbox genetic algorithme de Matlab.

Après plusieurs essais, la meilleure solution obtenue est :

Kp = 1.453, KI = 0.0045s−1. (3.11)

Ce qui donne le correcteur PI suivant :

C(s) = 1.3481 +
0.0042

s
(3.12)

Il est à noter qu’une deuxième optimisation par un algorithme d’optimisation locale

est réalisée sur la solution (3.11), mais sans amélioration de la solution.

3.5 Simulation du correcteur PI

Avant d’implémenter pratiquement le correcteur PI synthétisé, l’évaluation de ses

performances en simulation est réalisée en effectuant deux tests de simulation sous l’en-

vironnement Matlab Simulink. Dans le premier test, le correcteur est testé en régime de
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poursuite de consigne et dans le seconde test le correcteur est testé en régime de rejet de

la perturbation.

Les profils imposés à la consigne et à la perturbation ainsi que les réponse obtenues

pour chacun des deux tests sont donées par les figures 3.10 et 3.11.

Les allures des tensions de commande obtenues pour chacun des deux tests sont don-

nées par les figures 3.12 et 3.13.

Figure 3.10: Évaluation des performance du PI en régime de poursuite.

Figure 3.11: Évaluation des performance du PI en régime de rejet de perturbation.
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Figure 3.12: Tension de commande en régime de poursuite.

Figure 3.13: Tension de commande en régime de rejet de perturbation.

A partir des figures 3.10 et 3.11, on constate que la sortie poursuit convenablement

la consigne imposée et l’effet de la perturbation est rejeté rapidement. Ainsi, on conclut

que le correcteur PI synthétisé présente de bonnes performances en mode poursuite de

consigne et en mode de rejet de perturbations.

A partir des figures 3.12 et 3.13, on remarque que la tension de commande reste

inférieure à 12V (non saturée) pendant toute la durée du test de simulation.
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3.6 Implémentation du correcteur PI

Pour tester les performances du correcteur PI en pratique, ce dernier est implémenté

sur l’ordinateur du système de chauffage de la tige métallique. La consigne imposée est

le même que le signal consigne imposé pour le test de simulation du PI en régime de

poursuite.

L’allure de la sortie obtenue en réponse à cette consigne est donnée par la figure 3.14.

On constate que le correcteur agit correctement pour assurer la poursuite de la consigne.

On remarque aussi que le signal de commande reste non saturé pendant toute la période

du test pratique (figure 3.15).

En outre, que ce soit pour la température de sortie ou pour la tension de commande,

on constate que la courbe enregistrée pratiquement et la courbe obtenue par simulation

en régime de poursuite présentent des allures très proches. Ce qui prouve aussi que le

modèle identifié décrit avec une bonne précision le comportement du système modélisé.

Figure 3.14: Évolution de la sortie corrigée.
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Figure 3.15: Tension de commande de la température de la tige.

L’implémentation du correcteur PI est mise en oeuvre par la réalisation du programme

Matlab/Simulink donné par la figure 3.16.

Figure 3.16: Programme Matlab Simulink d’implémentation du correcteur PI.
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Dans ce programme :

– le bloc « Arduino IO Setup » est utilisé pour définir la carte Arduino à utiliser

comme carte interface PC d’entrées / sorties,

– le bloc « Real Time Pacer » est utilisé pour spécifier le rapport entre le temps

de simulation et le temps réel (Simulation Time / Real Time),

– le bloc « Arduino Analog Write » est utilisé pour générer, sur la sortie ana-

logique (PWM) 3 de la carte Arduino, le signal de commande (tension u(t)) sous

forme d’un signal modulé en largeur d’impulsion (MLI ou PWM en anglais) de fré-

quence de 490Hz. Ce bloc reçoit à son entrée la valeur du signal à générer (valeur

moyenne du signal MLI) sous forme d’entiers compris entre 0 et 255 (0 pour 0V et

255 pour 5V ),

– le bloc « Gain 2 » multiplie le signale de commande ( sortie du correcteur PI)

comprises entre 0 et 12 par un gain de 255/12 pour obtenir des valeurs numériques

comprises entre 0 et 255,

– Le bloc « Rounding Function » permet d’arrondir les valeurs numériques du

signal de commande comprises entre 0 et 255 en valeurs entières comprises entre 0

et 255 pour les envoyer sur les entrées du bloc Arduino Analog Write,

– le bloc « Arduino Analog Read » est utilisé pour acquérir les valeurs des tempé-

ratures mesurées par le capteur connecté à l’entrée analogique 1 de la carte Arduino.

Les valeurs acquises sont converties dans la carte Arduino par un convertisseur ana-

logique numérique en valeur numériques comprises entre 0 (pour 0V ) et 1024 (pour

5V ),

– le bloc « Gain 1 » multiplie les valeurs des températures acquises par un gain de

5000/(1024x10) pour obtenir des valeurs correspondantes aux températures mesu-

rées en C̊,

– le bloc « Transfert Fcn » est utilisé pour filtrer les bruits de mesure de la tempé-

rature mesurée par un filtre passe bas du premier ordre implémenté numériquement.
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3.7 Conclusion

Ce chapitre est consacré à la commande de la température dans une tige métallique par

l’utilisation de l’approche de pré-approximation. L’objectif est de concevoir et d’implé-

menter pratiquement un correcteur performant pour la commande de température dans

une tige métallique monodimensionnelle. Avant de concevoir le correcteur, le modèle du

système à commander est identifié par l’utilisation de la méthode du modèle. Les para-

mètres obtenus ont été le résultat de deux niveaux d’optimisation, une optimisation par

les algorithmes génétique suivie par une optimisation par un algorithme d’optimisation lo-

cale (Algorithme de Nelder-Mead). Ensuite, la synthèse d’un correcteur PI est réalisée par

l’optimisation du critère de performance IAE (Intégrale de la valeur Absolue de l’Erreur

de poursuite). Les performances du correcteur PI synthétisé ont été testées et vérifiées

avec sucées, en premier lieu par simulation en considérant les problèmes de poursuite et de

rejet de perturbation et puis en second lieu par implémentation pratique en considérant

le problème de poursuite.



Chapitre 4

synthèse de correcteurs robustes pour

les systèmes à paramètres localisés

linéaires par l’approche des scénarios

4.1 Introduction

La synthèse d’une loi de commande performante pour un système dynamique est basée

généralement sur l’exploitation d’un modèle mathématique traduisant d’une manière assez

précise le comportement dynamique du système. Pour les systèmes réels, la détermination

d’un tel modèle, par modélisation et/ou identification, aboutit, dans de nombreux cas à

un modèle incertain, c’est-à-dire un modèle qui comporte des termes ou des paramètres

dont les valeurs numériques ne peuvent être données qu’avec des incertitudes.

On peut distinguer deux types d’incertitudes ; les incertitudes structurelles et les incer-

titudes non structurelles. Les incertitudes structurelles (appelées également incertitudes

paramétriques) sont utilisées pour représenter l’effet des variations des valeurs de certaines

caractéristiques du système modélisé. Elles sont souvent représentées par des intervalles

bornées de variations des valeurs de certains paramètres du système. Comme exemple

de ce type d’incertitudes, on peut citer, les incertitudes dues à la dégradation des carac-

téristiques d’un système résultant du vieillissement de certains de ces composants. Les
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incertitudes dues aux dynamiques des phénomènes, de hautes fréquences, négligées dans

la modélisation sont un exemple d’incertitudes non structurelles.

Commander un système dont la dynamique est décrite par un modèle incertain revient

à trouver une loi de commande, dite robuste, qui soit capable de garantir, indépendamment

des incertitudes du modèle, la stabilité en boucle fermée ainsi qu’un niveau de performance

acceptable.

Ces dernières années, le domaine de la commande robuste a atteint un certain niveau de

maturité avec des contributions significatives. Toutefois, il demeure toujours un domaine

de recherche très actif avec de nombreux problèmes ouverts [77].

Pour la commande robuste des systèmes, deux approches majeures peuvent être dis-

tinguées [63], [77]. La première, dite approche de synthèse par le pire cas (worst-case

design), tente d’appliquer les contraintes de conception sur l’ensemble du domaine des

incertitudes [63], [64]. Cette approche conduit à des problèmes d’optimisation robuste,

classés NP-hard, dont le degré de complexité augmente avec la dimension du système

[62], [78], [80]. La seconde approche, qui est une alternative intéressante et prometteuse

à la première, est l’approche probabiliste [62], [63], [81], [82]. L’idée de base de cette

approche consiste à réaliser une sélection aléatoire des incertitudes dans le but de trans-

former un problème d’optimisation robuste, avec un nombre de contraintes infini, en un

problème d’optimisation standard avec un nombre fini de contraintes. Ce dernier est ré-

solu avec une probabilité de violation des performances très faible [63], [81]. L’approche

des scénarios est l’une des méthodes de conception probabilistes de commande robustes

[63], [64], [82]. C’est une méthode non séquentielle qui a été appliquée avec succès pour

résoudre plusieurs problèmes de conception de commandes robustes [63], [64].

Dans ce chapitre, une méthode de synthèse de correcteurs robustes pour les systèmes

linéaires incertains par l’approche des scénarios est développée Cette méthode permet

de concevoir des correcteurs robustes pour les systèmes à paramètres localisés linéaires

incertains. Le problème de synthèse d’un correcteur robuste pour un système linéaire in-

certain est formulé en section 2. Puis, les différentes étapes de synthèse du correcteur par

la méthode développée sont décrites en section 3. Dans la première étape, le problème
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de synthèse du correcteur robuste est formulé sous forme d’un problème d’optimisation

robuste sous contraintes minimisant un critère de performance. Dans la deuxième étape,

le problème d’optimisation robuste est réécrit sous forme d’un problème d’optimisation

semi-infini. Ensuite, en utilisant l’approche des scénarios ce dernier problème est relaxé

pour obtenir un problème d’optimisation standard. En dernière étape, le problème d’op-

timisation standard est résolu par une méthode d’optimisation des problème standard.

La section 4 présente les critères de performance qui peuvent être utilisés dans le cas de

cette méthode. En section 5, un algorithme basé sur la méthode d’Aström permettant

de calculer l’expression analytique du critère de performance ICE «intégrale du carré de

l’erreur » est exposé. En section 6, afin d’illustrer les performances des correcteurs ro-

bustes synthétisés par la méthode présentée, cette dernière est appliquée pour la synthèse

de correcteurs du type PID pour deux systèmes physiques modélisés par des fonctions

de transfert incertaines du premier et du second ordre. Les performances des correcteurs

obtenus sont évaluées par simulation et les résultats obtenus montrent que la méthode

développée est performante.

4.2 Position du problème de commande

Considérons le problème d’asservissement d’un système linéaire monovariable incertain

à paramètres localisés représenté dans la Figure 4.1.

Dans cette figure :

• C(s, θc) et G(s, δ) représentent respectivement, les fonctions de transfert du correc-

teur robuste et du système linéaire incertain à paramètres localisés,

Figure 4.1: Boucle d’asservissement d’un système linéaire monovariable incertain
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• yd(t), y(t) et e(t) représentent respectivement la consigne, la sortie et l’erreur de

poursuite.

G(s, δ) est définie par la forme générale suivante :

G(s, δ) =
b0s

nz + b1s
nz−1 + ...+ bnz−1s+ bnz

a0snp + a1snp−1 + ...+ anp−1s+ anp
=

∑l=nz
l=0 bls

nz−l∑k=np
k=0 aksnp−k

(4.1)

avec

np > nz.

amink 6 ak 6 amaxk , k = 0, ..., np

bminl 6 bl 6 bmaxl , l = 0, ..., nz

δ est le vecteur des paramètres de la fonction de transfert G(s, δ) , c’est à dire

δ = [a0, ..., anp, b0, ..., bnz].

Les valeurs amink et amaxk (bminl et bmaxl ) sont respectivement les valeurs minimales et

maximales des paramètres incertains ak pour k = 0, ..., np (bl pour l = 0, ..., nz).

La structure de la fonction de transfert du correcteur C(s, θc) est supposée connue et

θc est le vecteur de ses paramètres.

l’objectif de ce problème de commande consiste à déterminer les paramètres θc (θc ∈

<nθc) permettant de réaliser la poursuite de la consigne yd(t) par la sortie y(t).

4.3 Synthèse d’un correcteur robuste par l’approche

des scénarios

Afin de résoudre le problème de commande formulé dans la section précédente(synthétiser

le correcteur robuste C(s, θc)), nous proposons une méthode que nous avons développé

dans le cadre de notre thèse et qui est basée sur l’optimisation robuste par l’approche des

scénarios. En premier lieu, le problème de commande est formulé sous forme d’un pro-

blème d’optimisation de type min-max. Puis, les trois étapes de résolution d’un problème

d’optimisation robuste par l’approche des scénarios, présentées aux chapitre 2 (section

2.5.2), sont éffectuées pour résoudre le problème d’optimisation formulé.



4.3 Synthèse d’un correcteur robuste par l’approche des scénarios 65

4.3.1 Formulation du problème de commande sous forme de pro-

blème d’optimisation min-max

En supposant que la poursuite de la consigne par la sortie peut se traduire par la

minimisation d’un critère de performance J(θc, δ), le problème de commande précédent

peut être formulé sous forme d’un problème d’optimisation min-max comme suit :

min
θc

max
δ

J(θc, δ) (4.2)

Sujet à :

g(θc, δ) 6 0 (4.3)

La contrainte (g(θc, δ) 6 0) traduit des conditions à assurer pour garantir la stabi-

lité ainsi que certaines contraintes de réalisabilité et/ou de robustesse qui peuvent être

considérées.

L’équation (4.2) signifie qu’on cherche à déterminer les paramètres θc pour lesquels le

maximum de la quantité J(θc, δ), obtenu pour toutes les valeurs possibles des paramètres

δ, soit minimal.

4.3.2 Formulation du problème d’optimisation min-max sous forme

de problème d’optimisation semi-infini

Le problème d’optimisation (4.2)-(4.3) peut être réécrit sous forme d’un problème

d’optimisation semi-infini comme suit :

min
θc, w

w (4.4)

Sujet à :

J(θc, δ) 6 w (4.5)

g(θc, δ) 6 0 (4.6)

où w est une nouvelle variable de décision.
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4.3.3 Formulation du problème d’optimisation semi-infini sous

forme d’un problème d’optimisation standard

Par l’utilisation de l’approche des scénarios, le problème d’optimisation semi-infini

précédent est réécrit sous forme d’un problème d’optimisation standard donné comme

suit :

min
θc, w

w (4.7)

Sujet à :

J(θc, δ
(i)) 6 w (4.8)

g(θc, δ
(i)) 6 0 (4.9)

δ(i) = [a
(i)
0 , ..., a

(i)
np, b

(i)
0 , ..., b

(i)
nz] (i = 1, ..., Nδ) sont des échantillons du vecteur des para-

mètres incertains supposées uniformément distribués et indépendants.

Dans le cas général, les fonctions des contraintes (4.8) et (4.9) sont non convexes. Par

conséquent, le problème d’optimisation (4.7)-(4.9) est non convexe et le nombre d’échan-

tillons Nδ est déterminé en utilisant la relation (2.19) après un choix judicieux des valeurs

des paramètres η et ε.

La solution θ∗c du problème d’optimisation standard (4.7)-(4.9) va être calculé avec une

probabilité de risque de violation des contrainte inférieur ou égale à η et avec une proba-

bilité de confiance de la solution supérieur ou égale à 1− ε. Ainsi, pour avoir une solution

précise et avec une très petite probabilité de violation des contraintes, les paramètres η et

ε doivent être fixés très petits. Ceci produit un nombre important d’échantillons Nδ et par

conséquent, un grand nombre de contraintes pour le problème d’optimisation standard.

4.3.4 Résolution du problème d’optimisation standard

Le problème d’optimisation standard obtenu (4.7)-(4.9) peut être résolu par l’utilisa-

tion d’une méthode adéquate de résolution des problèmes d’optimisation standard.

Il est à noter que du fait du nombre important des contraintes (4.8)-(4.9), pour assurer

une convergence rapide de la solution optimale θ∗c , il est nécessaire d’exprimer les fonctions
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J(θc, δ
(i)) et g(θc, δ

(i)) par des expressions pouvant être évaluées rapidement.

4.4 Critères de performance basés sur l’intégrale de

l’erreur de poursuite

Dans de nombreux travaux portant sur la synthèse de correcteurs, après le choix de la

structure du correcteur, les paramètres de ce dernier sont déterminés par minimisation des

critères de performance faisant intervenir l’erreur de poursuite. Ces critères prennent en

compte la totalité de la réponse du procédé et peuvent prendre l’une des formes suivantes

[83] :

• Intégrale du carré de l’erreur (ICE)

ICE =

∫ ∞
0

e(t)2 dt (4.10)

Dans ce critère la valeur de l’erreur intervient par son carré. De ce fait, l’utilisation

de l’ICE permet d’éliminer les grandes erreurs (valeurs> 1) tout en tolérant les pe-

tites erreurs (valeurs< 1) pendant une longue période de temps. Ainsi, il produit

une réponse rapide sans dépassements importants mais avec plusieurs oscillations

de faibles amplitudes.

• Intégral de la valeur absolue de l’erreur (IAE)

IAE =

∫ ∞
0

|e(t)| dt (4.11)

Ce critère intègre l’erreur absolue dans le temps sans ajouter de poids aux erreurs.

Les petites erreurs sont éliminées plus rapidement que dans le cas de l’ICE. Sa ré-

ponse est plus lente que l’ICE mais avec des oscillations moins amorties.

• Intégral de la valeur absolue de l’erreur pondérée par le temps (ITAE)

ITAE =

∫ ∞
0

t |e(t)| dt (4.12)
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Dans le critère ITAE, l’erreur absolue est pondérée par le temps. Ce qui le rend plus

sensible aux erreurs persistantes dans le temps et à celles survenues aux régimes dy-

namiques (perturbation et variation paramétrique). Cependant, il sera moins efficace

pour l’élimination des erreurs ayant lieu à des faibles valeurs de temps (dépassement

initiale et oscillation au régime transitoire).

4.5 Calcul de l’ICE par la méthode d’Aström

Pour déterminer une expression facile et rapide à évaluer du critère ICE, l’article [79]

propose une méthode qui permet de déterminer à partir de la transformée de Laplace de

l’erreur de poursuite E(s), une expression analytique simple et rapide à évaluer de l’ICE.

Cette méthode, appelée méthode d’Aström, consiste à réaliser les trois étapes suivantes :

• Déterminer la transformée de Laplace de l’erreur de poursuite sous la forme sui-

vante :

E(s) =

∑j=n−1
l=0 bls

l∑k=n
k=0 aks

k
(4.13)

• Construire à partir des coefficients ak, (k = 0, ..., n) et bl (l = 0, ..., n− 1) du déno-

minateur et du numérateur de E(s), les tableaux 4.5 et 4.5 en suivant l’algorithme

de la figure 4.2.

• Calculer la valeur du critère ICE par la relation suivante.

ICE =
n∑
k=1

Bk,k−1
2

2Ak,k Ak,k−1

(4.14)

Par l’utilisation le Toolbox de programmation symbolique de Matlab, nous avons écrit

un programme qui calcule automatiquement l’expression de l’ICE pour toute transformée

de Laplace de l’erreur de poursuite donnée sous la forme de l’équation (4.13).

Le tableau (4.5) présente les expressions du critère ICE pour certaines expressions de

E(s).
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Figure 4.2: Algorithme de calcul des éléments des tableaux du numérateur et du déno-

minateur.

Table 4.1: Tableau du dénominateur.
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Table 4.2: Tableau du numérateur.

Table 4.3: Expression de l’ICE pour différentes fonctions de transfert de l’erreur de

poursuite.

4.6 Applications de la méthode de synthèse de correc-

teurs robustes basée sur l’approche des scénarios

Afin d’illustrer les performances de la méthode de synthèse de correcteurs robustes

basée sur l’approche des scénarios, deux applications ont été réalisés. Elles concernent



4.6 Applications de la méthode de synthèse de correcteurs robustes basée sur
l’approche des scénarios 71

respectivement, la synthèse d’un correcteur PI robuste pour un système incertain du

premier ordre et la synthèse d’un correcteur PID robuste pour un système incertain du

second ordre. Pour ces deux applications ;

– Le critère de performance à minimiser est l’Intégrale du Carré de l’Erreur de pour-

suite (ICE), i.e. :

J(θc, δ) =

∫ ∞
0

e(t)2 dt (4.15)

– L’évaluation de J(θc, δ) est effectuée par l’utilisation de la méthode d’Aström expo-

sée à la section 4.5.

4.6.1 Synthèse d’un correcteur PI robuste pour un système de

premier ordre incertain

Dans cette première application, la méthode de synthèse de correcteurs robustes pro-

posée est appliquée pour synthétiser un correcteur PI robuste pour un système du premier

ordre incertain dont la fonction de transfert est :

G(s, δ) =
V s(s)

V e(s)
=

b

a s+ 1
(4.16)

avec 1 6 a 6 5, 1 6 b 6 10 et δ = [a, b].

La fonction de transfert du correcteur PI à synthétiser est :

C(s, θc) = Kc(1 +
1

Ti s
) (4.17)

avec θc = [Kc, Ti].

Le calcul de la transformée de Laplace de l’erreur de poursuite donne :

E(s) =
bKc Ti s+ bKc

a Ti s2 + Ti (1 + bKc) s+ bKc

(4.18)

Le calcul de l’ICE par l’utilisation de la méthode d’Aström donne :

J =
Ti + a bKc

2 bKc(1 + bKc)
(4.19)

L’application du critère stabilité de Routh-Jury à la boucle fermée conduit à la condi-

tion suivante :

Kc, Ti > 0 (4.20)
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Ainsi, d’après les résultats de la section 4.3, le problème de synthèse du correcteur

PI robuste peut être formulé grâce à l’approche des scénarios sous forme du problème

d’optimisation standard suivant :

min
Kc, Ti ω

ω (4.21)

sujet à :

J =
Ti + a(i) b(i)Kc

2 b(i) Kc(1 + b(i) Kc)
, i = 1, ..., Nδ (4.22)

Kc, Ti > 0 (4.23)

avec a(i) et b(i), (i = 1, ..., Nδ) sont respectivement les échantillons des incertitudes a et b,

distribués uniformément sur les intervalles des incertitudes [1, 5] et [1, 10].

En posant ε = 0.001 , η = 0.01 et M = d + 1 avec d = 3 (nombre de variables de

décision), le calcul du nombre d’échantillons Nδ des incertitudes par la relation (2.19)

donne Nδ = 8838.

La résolution du problème d’optimisation (4.21)-(4.23) par la méthode des algorithmes

génétiques, en utilisant des fonction du toolbox genetic algorithm de Matlab, abouti à la

solution suivante :

K∗c = 50.7224, T ∗i = 0.1581 et ω∗ = 0.074 (4.24)

Ce qui donne le correcteur PI suivant :

C(s, θc) = 50.7224(1 +
1

0.1581 s
) (4.25)

les échantillons des incertitudes a(i) et b(i) (i = 1, ..., Nδ), utilisés pour le calcul du correc-

teur PI, sont donnés respectivement par les figure 4.3 et 4.4.

La figure 4.5 représente la valeur minimale du critère optimisé ω∗ ainsi que les valeurs

du critère de performance J obtenus pour les Nδ échantillons des incertitudes a et b

considérés et les paramètres K∗c et T ∗i calculés.

On remarque que la première contrainte (4.22) du problème d’optimisation standard

précédent n’est violée que pour un très petit nombre de cas des échantillons des incerti-

tudes à savoir les échantillons a(i) proches de 1 et les échantillons b(i) proches de 5.

L’évolution de la sortie y(t) obtenue en simulation pour plusieurs valeurs des incerti-

tudes générées aléatoirement est représentée dans la figure 4.6. Ces résultats démontrent
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Figure 4.3: Les Nδ échantillons de l’incertitude b(i).

Figure 4.4: Les Nδ échantillons de l’incertitude a(i).

la robustesse du correcteur PI synthétisé. En effet, malgré les incertitudes des paramètres

a et b, la sortie suit la consigne avec une erreur statique nulle, un dépassement nul et un

temps de réponse acceptable.
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Figure 4.5: Valeur minimale du critère optimisé ω∗ et les valeurs du critère de perfor-

mance J obtenus pour les Nδ échantillons des incertitudes considérés, et les paramètres

K∗c et T ∗i calculés.

Figure 4.6: Évolution de la sortie y(t) pour certaines incertitudes générées aléatoirement.
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4.6.2 Synthèse d’un correcteur PID robuste pour un système du

second ordre incertain

Dans la seconde application, il est proposé de synthétiser un correcteur PID pour un

système du second ordre incertain défini par la fonction de transfert

G(s, δ) =
k

(s+ a)(s+ b)
(4.26)

avec 1 6 k 6 3, −1 6 a 6 1, −1 6 b 6 1 et δ = [k, a, b].

La fonction de transfert du correcteur PID est :

C(s, θc) = Kc(1 +
1

Tis+ Td s
) (4.27)

avec θc = [Kc, Ti, Td]

Le calcul de la transformée de Laplace de l’erreur de poursuite donne :

E(s) =
β2(θc, δ)s

2 + β1(θc, δ)s+ β0(θc, δ)

α0(θc, δ)s3 + α1(θc, δ)s2 + α2(θc, δ)s+ α3(θc, δ)
(4.28)

Avec :

β1(θc, δ) = k kc Td Ti, β2(θc, δ)s = k kcTi, β3(θc, δ) = k kc,

α0(θc, δ) = Ti, α1(θc, δ) = Ti(a+ b+ kkc Td), α2(θc, δ) = Ti(k kc + ab), α3(θc, δ) = k kc

Le calcul de l’ICE par la méthode de Aström donne :

J(θc, δ) =

[
α1

(
β3 −

α3 β1

α2

)2

+ α3 (β2)2

]

2α1 α3

(
α2 −

α0 α3

α1

) +
(β1)2

2α0 α1

L’application du critère stabilité de Routh-Jury à la boucle de commande conduit à

la condition suivante :

Kc, Ti, Td > 0 (4.29)

Ainsi, le problème de synthèse du correcteur PID robuste peut être formulé sous forme

du problème d’optimisation standard suivant :

min
kc, τi, τd, w

w

subject to : (4.30)

J
(
θc, δ

(i)
)
≤ w, i = 1, . . . , N



76
synthèse de correcteurs robustes pour les systèmes à paramètres localisés linéaires

par l’approche des scénarios

où

J
(
θc, δ

(i)
)

=

α(i)
1

(
β

(i)
3 −

α
(i)
3 β

(i)
1

α
(i)
1

)2

+ α
(i)
3

(
β

(i)
2

)2


2α

(i)
1 α

(i)
3

(
α

(i)
2 −

α0 α
(i)
3

α
(i)
1

)

+

(
β

(i)
1

)2

2α0 α
(i)
1

avec

δ(i) = [k(i), a(i), b(i)], α(i)
k = αk

(
θc, δ

(i)
)
et β(i)

k = βk
(
θc, δ

(i)
)
.

Le nombre des variables de décision d = 4 (kc, Ti, Td and ω). Ainsi, en prenant ε = 10−2

et η = 10−3, le nombre d’échantillons obtenu par la relation (2.19) est Nδ = 12093.

La résolution du problème d’optimisation standard précédent par un algorithme gé-

nétique aboutit à la solution :

k∗c = 14.6521, T ∗i = 0.0775, T ∗d = 17.0776 et w∗ = 0.0252. (4.31)

Les différentes valeurs de la contrainte (J
(
θc, δ

(i)
)
) obtenues pour les N = 12093 échan-

tillons des incertitudes, générés aléatoirement et distribués uniformément sur l’intervalle

des contraintes ∆ = [1, 3]× [−1, 1]× [−1, 1], sont données par la figure 4.7.

La figure 4.8 représente l’évolution de la sortie y(t) obtenue pour plusieurs valeurs

des incertitudes générées aléatoirement. On constate que malgré les incertitudes des para-

mètres k, a et b, la sortie suit la consigne avec une erreur statique nulle et un dépassement

nulle et un temps de réponse acceptable. Ce qui confirme la robustesse du correcteur PID

synthétisé.
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Figure 4.7: Valeurs de la contrainte J et du critère minimisé ω∗ obtenus pour les échan-

tillons des incertitudes considérés et les paramètres du PID obtenus.

Figure 4.8: Évolution de la sortie y(t) pour quelques incertitudes générées aléatoirement.
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4.7 Conclusion

Ce chapitre présente une méthode de synthèse de correcteurs robustes, basée sur l’ap-

proche des scénarios, développée pour les systèmes à paramètres localisés linéaires incer-

tains.

Ainsi,le problème de synthèse d’un correcteur robuste pour un système à paramètres

localisés linéaire incertain est posé. Les incertitudes sont paramétriques et supposées bor-

nées et la structure du correcteur est connue. Puis, pour résoudre ce problème de de com-

mande, en premier lieu le problème de synthèse de correcteur robuste est formulé sous

forme d’un problème d’optimisation semi-infinie avec un nombre infini de contraintes. La

fonction objective correspond à un critère de performance de la commande à réaliser, les

variables de décision sont les paramètres du correcteur et les contraintes correspondent à

des critères de stabilités et de robustesse à assurer en boucle fermée. En deuxième lieu, par

l’utilisation de l’approche des scénarios, le problème d’optimisation semi infini formulé est

réécrit sous forme d’un problème d’optimisation standard avec un nombre de contraintes

fini. En dernier lieu, les paramètres du correcteur sont déterminés par la résolution de ce

problème d’optimisation standard. Quatre critères de performances, basées sur l’intégrale

de l’erreur de poursuite, et pouvant être choisis comme fonction objectif sont présentés.

Afin d’illustrer les performances de la méthode développée, deux d’applications ont

été présentées. Elles concernent la synthèse de correcteurs robustes du type PID pour

des systèmes incertains du premier et du second ordre. L’intégrale du carré de l’erreur

(ICE) est choisie comme critère de performance à optimiser (fonction objectif du problème

d’optimisation semi infini). Pour obtenir une convergence rapide de la solution optimale

du problème d’optimisation standard, le critère ICE est exprimé analytiquement comme

une fonction des paramètres du correcteur à synthétiser et des incertitudes du système à

commander. Après la synthèse de chaque correcteur, une simulation de la boucle fermée

est réalisée en considérant plusieurs cas pour les paramètres incertains. Pour les deux

applications et toutes les simulations réalisées, les réponses obtenues montrent une bonne

poursuite de consigne ; ce qui prouve la justesse de la méthode proposée.



Chapitre 5

Commande robuste d’un système à

paramètres distribués

5.1 Introduction

La commande robuste des systèmes à paramètres distribués est un domaine de re-

cherche actif et difficile [6], [16], [84]. A cause de la dimension infinie des SPDs, la syn-

thèse des correcteurs robustes pour ce type de systèmes est une tâche difficile et peu de

contributions existent dans la littérature [85], [86], [87], [88].

La première approche proposée est basée sur l’approximation du SPD par un SPL

par une opération de discrétisation des EDP ou de leurs solutions (approche de pré-

approximation) [13]. L’objectif est d’exploiter la théorie de la commande robuste des

SPLs qui propose des méthodes puissantes de conception de correcteurs robustes. Afin

que la dynamique du SPD soit bien approximée par le SPL, ce dernier doit être de grande

dimension. Par conséquent, le problème de conception du correcteur est NP-difficile et la

conception du correcteur robuste est une tâche complexe et rarement réalisable [62].

La deuxième approche est basée sur l’utilisation directe du modèle PDE sans aucune

approximation (approche de post-approximation). Cette approche conduit également à

des problèmes d’optimisation robustes classés NP-difficiles formulés dans un espace de

dimension infinie [89].
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Le présent chapitre présente une stratégie de commande robuste pour un système à

paramètres distribués incertain [104]. Le problème de commande, formulé en section 5.2,

correspond à la commande de température d’une tige métallique dont le rayon ainsi que les

valeurs de certains paramètres physiques sont incertains mais bornés. L’objectif de cette

commande consiste à imposer une température désirée pour une sortie définie comme la

température moyenne de la tige malgré les incertitudes paramétriques.

La stratégie de commande développée, présentée en section 5.3, comporte deux étapes.

En première étape, il est proposé de considérer un modèle nominal et d’utiliser, par la

suite, le concept du degré relatif de la commande géométrique [14] pour calculer un retour

d’état garantissant la poursuite de consigne et la stabilité en boucle fermée. En seconde

étape, pour faire face aux incertitudes paramétriques, un correcteur robuste structuré

définissant l’entrée de référence du retour d’état est synthétisé par l’approche des scénarios

[61]. En section 5.4, les performances de la stratégie de commande robuste proposée sont

démontrées, par simulation, dans le cas de problème de chauffage d’une tige en acier dont

les valeurs de son rayon sont incertaines et bornées dans un intervalle connu. L’objectif

est d’atteindre, malgré ces incertitudes, une température de consigne désirée pour la

température moyenne le long de la tige.

5.2 Formulation du problème de commande robuste

Le problème de commande robuste abordé dans ce chapitre correspond à la commande

de température d’une tige métallique, de longueur L, chauffée par un flux de chaleur

distribué Q′′(t) (figure 5.1). On suppose que la tige est soumise à des échanges de chaleur

avec l’environnement à travers sa surface latérale et les deux extrémités sont en contact

(à la même température) avec le milieu extérieur.

On considère que le coefficient de transfert de chaleur h, la conductivité thermique

λ et le rayon R de la tige sont des paramètres incertains et bornés dans des intervalles

connus définis respectivement par [hmin, hmax], [λmin, λmax] et [Rmin, Rmax].

L’objectif de commande consiste à calculer la commande (profil du flux Q′′(t)) à ap-
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Figure 5.1: Tige chauffée avec un flux de chaleur Q′′(t).

pliquer pour réaliser, en dépit des incertitudes sur les paramètres h, λ et R, la poursuite

d’un signal de consigne désirée. la sortie commandée est définie comme une fonction des

températures des points de la surface latérale de la tige donnée par :

Compte tenu de la description du problème de commande ci-dessus, l’évolution de la

température le long de la tige est régie par l’équation aux dérivées partielles suivante [90] :

ρ cp
∂T (z, t)

∂t
= λ

∂2T (z, t)

∂z2
− 2h

R
(T (z, t)− Tenv) + d(z)Q′′(t), 0 < z < L (5.1)

Accompagnée des équations des conditions aux limites et des conditions initiales sui-

vantes :

T (0, t) = Tenv (5.2)

T (L, t) = Tenv (5.3)

T (z, 0) = T0(z) (5.4)

où :

• T (z, t) ∈ L2(0, L) est la température de la tige, z ∈ [0, L] et t ∈ [0, ∞[ sont

respectivement les variables de l’espace et du temps.

• ρ, cp, λ et h sont les propriétés physiques de la tige et désignent respectivement la

densité, la capacité calorifique, la conductivité thermique et le coefficient de transfert

de chaleur,

• Tenv est la température ambiante et T0(z) ∈ L2(0, L) est le profil de température

spatiale à t = 0,
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• Q′′(t) ∈ L2([0, L[,,<) est le flux de chaleur manipulé (commande),

• d(z) ∈ L2([0, L]) est une fonction lisse connue qui caractérise la distribution de

Q′′(t) dans le domaine spatial ]0, L[,

• L2(0, L) est l’espace de Hilbert des fonctions carrées intégrables, définies sur le

domaine spatial [0, L], équipé d’un produit scalaire [91]

〈f(z) , g(z)〉L2(0, L) =

∫ L

0

f(z) g(z) dz (5.5)

et de la norme

‖f(z)‖2
L2(0, L) = 〈f(z) , f(z)〉L2(0, L) (5.6)

Pour une étude générale, on propose de travailler avec un modèle sans dimension. Pour

ce faire, on considère les variables non dimensionnelles suivantes

θ(ξ, τ) =
T (z, t)− Tenv

Tf − Tenv
, ξ =

z

L
, τ =

λ t

ρ cp L2
(5.7)

où Tf est la température de fusion du métal de la tige.

En appliquant ces changement de variables aux equations du modèle de la température

de la tige, le modèle sans dimensions suivant est obtenu

∂θ(ξ, τ)

∂τ
=
∂2θ(ξ, τ)

∂ξ2
− β θ(ξ, τ) + b(ξ) q′′(τ), 0 < ξ < 1 (5.8)

θ(0, τ) = 0 (5.9)

θ(1, τ) = 0 (5.10)

θ(ξ, 0) = θ0(ξ) (5.11)

où

b(ξ) =
L2 d(ξ L)

λ (Tf − Tenv)
, q′′(τ) = Q′′

(
ρ cp L

2 τ

λ

)
, θ0(ξ) =

T0(z)− Tenv

Tf − Tenv
(5.12)

β =
2hL2

λR
(5.13)

On note que les incertitudes définies sur les paramètres h, λ et R se traduisent dans le

modèle non-dimensionnel par des incertitudes sur le paramètres β définies par

β ∈ [βmin, βmax] (5.14)
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avec βmin =
2hmin L

2

λmaxRmin

et βmax =
2hmax L

2

λminRmax

.

Ainsi, le nouvel objectif de commande consiste à calculer un signal de commande

(profil du flux q′′(τ)) à appliquer pour assurer, en dépit des incertitudes sur le paramètre

β, une poursuite du signal de consigne désirée par la sortie commandée exprimée par :

θm(τ) =

∫ 1

0

c(ξ) θ(ξ, τ) dξ (5.15)

où c(ξ) est une fonction lisse choisie telle que les spécifications de du cahier des charges

soient respectées.

Les fonctions b(ξ) et c(ξ) représentent des éléments de synthèse importants pour les

DPSs [14]. Dans le cas de cette présente étude, le choix de ces deux fonctions est précisé

dans les hypothèses 1 and 2.

Hypothèse 1 Les deux fonctions lisses b(ξ) et c(ξ) sont choisies non orthogonales [91],

c’est-à-dire,

〈b(ξ), c(ξ)〉L2(0, 1) =

∫ 1

0

b(ξ) c(ξ) dξ 6= 0 (5.16)

Hypothèse 2 La fonction c(ξ) ∈ H2
0 (0, 1), où H2

0 (0, 1) est l’espace de Soborov d’ordre 2

définit comme suit [91]

H2
0 (0, 1) =

{
c(z) ∈ L2(0, 1) : c(k)(z) ∈ L2(0, 1); k = 1, 2 and c(0) = c(1) = 0

}
(5.17)

5.3 Stratégie de commande proposée

Cette section présente la stratégie de commande proposée pour réaliser l’objectif de

commande défini dans la section précédente. L’idée de cette stratégie est d’utiliser la

théorie de la commande géométrique pour calculer un retour d’état qui permet d’obtenir

en boucle fermée un système modélisé par un modèle linéaire à paramètres localisés d’ordre

réduit avec des incertitudes paramétriques bornées. Ensuite, pour faire face à l’effet de ces

incertitudes paramétriques, il est proposé de définir l’entrée de référence du retour d’état

par un correcteur robuste paramétré par l’optimisation par l’approche des scénarios.
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5.3.1 Synthèse du retour d’état

Dans cette partie, on considère que le paramètre incertain β prend la valeur nominale

βn égale à la valeur moyenne, c’est-à-dire βn =
βmin + βmax

2
.

Le concept de l’indice caractéristique de la théorie du contrôle géométrique des DPSs,

introduit par Christofides et Daoutidis [14], stipule que si l’indice caractéristique d’un

système donné est σ, alors une dynamique d’un modèle linéaire d’ordre σ peut être imposée

au comportement entrée-sortie (comportement de la sortie commandée en réponse à la

consigne désirée) de ce système.

L’indice caractéristique est défini comme le plus petit ordre de la dérivé de la sortie

qui est exprimée explicitement (linéairement) en fonction de l’entrée [92], [93], [94].

Le calcul de la première dérivée de la sortie contrôlée (5.15) donne

dθm(τ)

dτ
=

∫ 1

0

c(ξ)
∂θ(ξ, τ)

∂τ
dξ (5.18)

=

∫ 1

0

c(ξ)

[
∂2θ(ξ, τ)

∂ξ2
− βn θ(ξ, τ) + b(ξ) q′′(τ)

]
dξ (5.19)

=

∫ 1

0

c(ξ)

[
∂2θ(ξ, τ)

∂ξ2
− βn θ(ξ, τ)

]
dξ +

[∫ 1

0

c(ξ) b(ξ) dξ

]
q′′(τ) (5.20)

Dans l’équation (5.20), on constate que la commande q′′(τ) apparait linéairement dans la

première dérivée de la sortie commandée θm(τ) pondérée par le coefficient (
[∫ 1

0
c(ξ) b(ξ) dξ

]
qui est non nul (Hypothèse 1). Ce qui signifie que l’indice caractéristique de ce système est

σ = 1.Par conséquent, il est possible de calculer un retour d’état q′′(τ) imposant au trans-

fert « consigne - sortie commandée » une dynamique d’un système linéaire du premier

ordre (figure 5.2) modélisé par l’équation différentielle

γ
dθm(τ)

dτ
+ θm(τ) = ϑ (5.21)

où γ est la constante de temps désiré en boucle fermée et ϑ est une entrée de référence

externe. Cette entrée est supposée constante et représente la température désirée.

En substituant θm(τ) et dθm(τ)/dτ par leurs expressions données respectivement par

les équation (5.15) et (5.20) dans l’équation (5.21), puis en résolvant l’équation obtenue

par rapport à q′′(τ), on obtient l’expression de la commande q′′(τ) suivante

q′′(τ) =
1

γ
∫ 1

0
c(ξ) b(ξ) dξ

(
ϑ− θm(τ)− γ

∫ 1

0

c(ξ)

[
∂2θ(ξ, τ)

∂ξ2
− βn θ(ξ, τ)

]
dξ

)
(5.22)
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Figure 5.2: Boucle de commande par retour d’état.

En remplaçant dans (5.8) le flux q′′(τ) par son expression donnée en (5.22), on obtient

l’équation d’évolution de la boucle fermée (tige chauffée + retour d’état) comme suit :

∂θ(ξ, τ)

∂t
=
∂2θ(ξ, τ)

∂ξ2
− β θ(ξ, τ) +

b(ξ)

γ
∫ 1

0
c(ξ) b(ξ) dξ

×(
ϑ− θm(τ)− γ

∫ 1

0

c(ξ)

[
∂2θ(ξ, τ)

∂ξ2
− βn θ(ξ, τ)

]
dξ

)
(5.23)

A partir de l’équation de la dynamique de la boucle fermée (5.21), on constate que la

stabilité externe est assurée lorsque la constante de temps γ > 0. Ceci n’est pas suffisant

pour assurer la stabilité interne du système en boucle fermée (5.23).

Pour déterminer la condition de stabilité interne du système en boucle fermée, on

commence par l’écriture des équations du modèle en la boucle ouverte (5.8) et du retour

d’état (5.22) sous la forme abstraite suivante [95],[96]

dθ(τ)

dτ
= Aol θ(τ) + Bol q

′′(τ) (5.24)

et

q′′(τ) = K θ(τ) +H ere(τ) (5.25)

Les opérateurs sont définis comme suit

Aol =
∂2

∂ξ2
− β, Bol = b(ξ), K = I

∫ 1

0

c(ξ)

[
∂2

∂ξ2
− βn

]
dξ, H = I γ−1 (5.26)

avec I = [
∫ 1

0
c(ξ) b(ξ) dξ]−1 et ere(τ) = ϑ− θm(τ) (re = retour d’état).
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Par conséquent, puisque ϑ représente une température constante, le système en boucle

fermée (5.23) peut être écrit sous la forme abstraite suivante

dere(τ)

dτ
= −1

γ
ere(τ) (5.27)

dθ(τ)

dτ
= Acl θ(τ) +H ere(τ) (5.28)

ou Acl = (Aol − BolK) est l’opérateur d’état résultant en boucle fermée.

Dans l’équation (5.21), on a γ > 0 (constante de temps), d’où

‖ere(τ)‖ ≤ |ere(0)| e−τ/γ (5.29)

Par conséquent, la stabilité du système en boucle fermée (5.27)–(5.28) est assurée si l’opé-

rateur d’état Acl génère un semi-groupe satble [97]. La condition de stabilité interne du

système en boucle fermée (5.23) est donnée par la proposition 1.

Proposition 1 Le système en boucle fermée (5.27)–(5.28), pour lequel l’hypothèse 1 et

2 sont respectées, est stable du point de vue stabilité interne, c’est-à-dire, l’opérateur Acl

génère un semigroupe exponentiellement stable, si

|I|
∥∥∥∥d2c(ξ)

dξ2
− βn

∥∥∥∥
L2(0, 1)

∥∥b2(ξ)
∥∥
L2(0, 1)

< βmin + π2 (5.30)

Démonstration 1 L’opérateur d’état en boucle fermée résultant Acl représente l’opéra-

teur d’état en boucle ouverte Aol perturbé par l’opérateur BolK. Ainsi, selon le théorème

de l’opérateur borné [98], puisque Aol est un générateur d’un semi-groupe stable [99], c’est

à dire,

‖U(τ)‖ ≤ e−(β+π2) τ , (β > 0 selon (5.13)) (5.31)

et si la perturbation BolK est bornée, alors l’opérateur Acl est un générateur du semi-

groupe suivant

‖S(τ)‖ ≤ e(−β−π2+‖BolK‖L2(0, 1)) τ (5.32)

qui est stable si la condition suivante est satisfaite

− (β + π2) + ‖BolK)‖L2(0, 1) > 0 (5.33)
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l’opérateur linéaire BolK est borné, ce qui revient à vérifier l’existence de la constante

C telle que

‖BolK θ(τ)‖L2(0, 1) ≤ C ‖θ(τ)‖L2(0, 1) (5.34)

et la petite valeur de C représente la norme de ‖BolK‖L2(0, 1).

La première étape de la preuve est de démontrer que l’opérateur BolK est borné, c’est-

à-dire on vérifie l’existence de la constante C.

Le calcul de la norme de BolK donne

‖BolK θ(τ)‖2
L2(0, 1) =

∥∥∥∥I b(ξ) ∫ 1

0

c(ξ)

[
∂2θ(ξ, τ)

∂ξ2
− βn θ(ξ, τ)

]
dξ

∥∥∥∥2

L2(0, 1)

(5.35)

=

∫ 1

0

[
I b(ξ)

∫ 1

0

c(ξ)

[
∂2θ(ξ, τ)

∂ξ2
− βn θ(ξ, τ)

]
dξ

]2

dξ (5.36)

= I2

∫ 1

0

[
b(ξ)

∣∣∣∣∫ 1

0

c(ξ)

[
∂2θ(ξ, τ)

∂ξ2
− βn θ(ξ, τ)

]
dξ

∣∣∣∣]2

dξ (5.37)

En tenant compte de l’hypothèse (2) et des conditions au limites (5.9) et (5.10), l’in-

tégration par parties du premier terme de l’intégrale interne dans (5.37) devient

‖BolK θ(τ)‖2
L2(0, 1) = I2

∫ 1

0

[
b(ξ)

∣∣∣∣∫ 1

0

(
d2c(ξ)

dξ2
− βn

)
θ(ξ, τ) dξ

∣∣∣∣]2

dξ (5.38)

L’inégalité de Cauchy–Schwartz permet d’écrire∣∣∣∣∫ 1

0

(
d2c(ξ)

dξ2
− βn

)
θ(ξ, τ) dξ

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0

∥∥∥∥d2c(ξ)

dξ2
− βn

∥∥∥∥
L2(0, 1)

‖θ(ξ, τ)‖L2(0, 1) dξ (5.39)

d’où

‖BolK θ(τ)‖2
L2(0, 1) ≤ I2

∫ 1

0

b2(ξ)

∥∥∥∥d2c(ξ)

dξ2
− βn

∥∥∥∥2

L2(0, 1)

‖θ(ξ, τ)‖2
L2(0, 1) dξ (5.40)

‖BolK θ(τ)‖L2(0, 1) ≤ |I|
∥∥b2(ξ)

∥∥
L2(0, 1)

∥∥∥∥d2c(ξ)

dξ2
− βn

∥∥∥∥
L2(0, 1)

‖θ(ξ, τ)‖L2(0, 1) (5.41)

≤ C ‖θ(ξ, τ)‖L2(0, 1) (5.42)

avec

C = |I|
∥∥∥∥d2c(ξ)

dξ2
− βn

∥∥∥∥
L2(0, 1)

∥∥b2(ξ)
∥∥
L2(0, 1)

(5.43)

par conséquent, on peut conclure que l’opérateur BolK est borné et sa norme est

‖BolK‖L2(0, 1) = C.
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la seconde étape de la preuve est d’obtenir la condition de stabilité interne (5.30).

Ainsi, selon le développement ci-dessus, l’opérateur d’état en boucle fermée Acl génère le

semi groupe suivant

‖S(τ)‖ ≤ e−(β+π2−C) τ (5.44)

qui est stable si β + π2 − C > 0, c’est à dire,

|I|
∥∥∥∥d2c(ξ)

dξ2
− βn

∥∥∥∥
L2(0, 1)

∥∥b2(ξ)
∥∥
L2(0, 1)

< β + π2 (5.45)

Comme 0 < βmin ≤ β ≤ βmax, alors le système en boucle fermée (5.27)–(5.28) est

exponentiellement stable si

|I|
∥∥∥∥d2c(ξ)

dξ2
− βn

∥∥∥∥
L2(0, 1)

∥∥b2(ξ)
∥∥
L2(0, 1)

< βmin + π2 (5.46)

Remarque 3 Le coté gauche de la condition (5.46) dépend à la fois de b(ξ) et de c(ξ),

donc par un choix approprié de ces deux fonctions, on peut garantir la stabilité interne.

�

Jusqu’à présent la loi de commande synthétisée (5.22) permet une poursuite exact avec

la dynamique désirée caractérisée par la constante de temps γ que lorsque β = βn. Par

contre, dans le cas où β est défférent de βn, la dynamique de la boucle fermée caractérisée

par (5.21) ne sera pas réalisée exactement et une détoriation des performances va être

observée sur la sortie commandée θm(τ). Ainsi, le temps de réponse va être affecté et

des importantes erreurs statiques vont être observées (ceci est illustré dans le cas d’un

exemple étudié dans la section 5.4). Par conséquent, le système en boucle fermée peut

être décrit par la fonction de transfert incertaine suivante

G(s, δ) =
θm(τ)

ϑ
=

κ

a s+ 1
(5.47)

où k ∈ [κmin, κmax] et a ∈ [amin, amax] sont respectivement les intervalles bornés des

incertitudes a and κ. Ces incertitudes sont groupées dans le vecteur δ = [a, κ] ∈ ∆.

Comme les valeurs maximales et minimales des paramètres incertains a et κ ne peuvent

être déterminées analytiquement en fonction de β, nous avons proposé de les estimer à

partir de plusieurs observations du signale la sortie, θm(τ), obtenues par simulation de la

boucle de commande pour plusieurs valeurs du paramètre incertain β.
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5.3.2 Synthèse du correcteur robuste

Pour pallier au problème de la détérioration des performances causé par les variations

des paramètres (incertitudes) a et κ, il est proposé de définir l’entrée de référence ϑ, du

retour d’état (5.22), par un correcteur robuste externe comme est illustré par la figure 5.3

qui résume la stratégie de contrôle proposée.

Pour la synthèse du correcteur robuste, il est proposé d’utiliser la méthode basée

sur l’approche des scénarios développée au chapitre précédent. Ainsi, en premier lieu,

un problème d’optimisation robuste est formulé à partir des spécifications désirées. Puis

le problème d’optimisation obtenu est réécrit sous forme d’un problème d’optimisation

semi-infini. Ensuite, par l’utilisation de l’approche scénario, ce problème d’optimisation

robuste est réécrit sous forme de problème d’optimisation standard qui est résolu par la

suite par une méthode de résolution des problèmes d’optimisation standard.

• Formulation du problème d’optimisation robuste

Pour synthétiser le correcteur structuré noté Gc(s, p), on propose de déterminer,

pour toute les valeurs possibles du vecteur des paramètres incertains δ, le vecteur

des paramètres du correcteur p (p ∈ <np, np nombre de paramètres de Gc(s, p))

minimisant l’erreur ICE. Ainsi, le problème de synthèse du correcteur structuré

Figure 5.3: Schéma bloc de la stratégie de commande proposée (lignes pointillées indique

l’équivalence).
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peut être formulé par le problème d’optimisation min-max suivant :

min
p

max
δ
J(p, δ) (5.48)

sujet à :

gr(p, δ) ≤ 0 (5.49)

gs(p, δ) ≤ 0 (5.50)

Les contraintes gr and gs assurent la robustesse et la stabilité de la boucle de com-

mande globale.

• Formulation du problème d’optimisation semi-infini

Le problème d’optimisation robuste précédent peut être réécrit sous forme d’un

problème d’optimisation semi-infini suivant :

min
p, w

w (5.51)

sujet à :

J(p, δ) ≤ w (5.52)

gr(p, δ) ≤ 0 (5.53)

gs(p, δ) ≤ 0 (5.54)

où w est une nouvelle variable de décision.

• Formulation du problème d’optimisation standard

Par l’utilisation de l’approche des scénarios, la solution du problème d’optimisa-

tion semi infini (5.51)-(5.54) est réduite à la solution du problème d’optimisation

standard définit comme suit :

min
p, w

w (5.55)

sujet à :

J
(
p, δ(i)

)
≤ w (5.56)

gr
(
p, δ(i)

)
≤ 0 (5.57)

gs
(
p, δ(i)

)
≤ 0, i = 1, . . . , Nδ (5.58)
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où δ(i) = [a(i), κ(i)], (i = 1, ..., Nδ) sont les échantillons du vecteur des paramètres in-

certains indépendants et uniformément distribués sur les intervalles des incertitudes

respectifs.

Dans le cas général, le problème d’optimisation (5.55)-(5.58) est non convexe (les

fonctions des contraintes sont non convexes). Par conséquent, le nombre d’échan-

tillons Nδ est déterminé en utilisant la relation 2.19 et en choisissant des paramètres

de confiance η et de précision ε.

• Résolution du problème d’optimisation standard

La résolution du problème d’optimisation standard obtenu (5.55)-(5.58), peut être

réalisée par l’utilisation d’une méthode d’optimisation des problèmes déterministes.

5.4 Application numérique

Pour démontrer les performances de la stratégie de commande robuste proposée, nous

considérons le problème de commande précédent avec une tige en acier caractérisée par :

• les propriétés physiques [102] : ρ = 7350.8 kg·m−3, cp = 570 J·kg−1·K−1 and h = 4.19

W·m−2·K−1,

• la longueur L = 1m,

• le rayon R incertain dans l’intervalle borné [0.15m, 0.35m].

Ce qui donne, selon la relation (5.13), β ∈ [0.6667, 1.3317]

La fonction de distribution du flux de chaleur est b(ξ) = 1 (distribution uniforme) et

la fonction d’observation c(ξ) = ξ (1− ξ).

Ainsi, (5.22) donne le retour d’état suivant

q′′(τ) =
6

γ

(
ϑ− θm(τ)− γ

∫ 1

0

ξ (1− ξ)
[
∂2θ(ξ, τ)

∂ξ2
− βn θ(ξ, τ)

]
dξ

)
(5.59)

Pour déterminer les intervalles d’incertitudes des paramètres a et κ du système du

premier ordre équivalent à la boucle de commande (retour d’état et tige), le modèle

de cette dernière est simulé pour plusieurs valeurs de β linéairement distribuées dans

l’intervalle des incertitude [0.6667, 1.3317].
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Cette simulation est réalisée par l’utilisation de la méthode des lignes en considérant :

γ = 3, ϑ = 0.5 et βn = 0.8889. La valeur nominale βn, est calculée par la relation (5.13)

et en prenant R = Rn = (Rmin +Rmax)/2).

Les allures de la sortie θm(τ) obtenues pour les différentes valeurs de β considérées

sont données par la figure 5.4.

Les résultats obtenus montrent clairement qu’en présence des incertitudes (β 6= βn), le

retour d’état (5.59) ne permet pas d’assurer la poursuite de l’entrée de référence spécifiée.

Par contre dans le cas où β = βn, la poursuite est achevée avec la dynamique spécifiés

(dynamique d’un système du premier ordre avec constante de temps γ = 3 et un gain

ϑ = 0.5 ), ceci est attendu parce que pour le calcul du retour d’état β est pris égale à βn.

Les évolutions des paramètres a et κ, du modèle incertain (5.47), pour les différentes

valeurs de β considérées, sont données par la figure 5.5. Cette figure montre des évolutions

non linéaires pour les deux paramètres.

Figure 5.4: Évolution de la sortie commandée. La ligne discontinue représente l’entrée

de référence ϑ, la ligne continue noire représente la sortie commandée θm(τ) obtenue pour

β = βn et les lignes continues bleus représentent les sorties commandée θm(τ) obtenues

pour β 6= βn.
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Figure 5.5: Evolutions des paramètres a et κ en fonction de β.

Les intervalles de variations des paramètres incertains a et κ sont obtenus comme suit :

[κmin, κmax] = [1.2872, 8.9770] et a ∈ [amin, amax] = [04293, 2.9925]

Ce qui donne

δ = [a, κ] ∈ ∆ = [0.4293, 2.9925]× [1.2872, 8.9770] ∈ <2

Pour éliminer l’effet des incertitudes sur les performances de la sortie commandée nous

avons proposé de définir l’entrée de référence du retour d’état (5.59) par un correcteur

PID robuste aux variations des paramètres a et κ. le réglage du correcteur est réalisé en

utilisant la méthode, basée sur l’approche des scénarios, présentée au chapitre 4.

La fonction de transfert du correcteur PID est définit par

Gc(s, p) = Kc

(
1 +

1

Ti s
+ Td s

)
(5.60)

où Kc, Ti et Td sont les paramètres de réglage du correcteur. Donc, p = [Kc, Ti, Td].

La transformée de Laplace de l’erreur de poursuite est

Esp(s) =
Ti κ s+ Ti

Ti (κ+ aKc Td) s2 + Ti (1 + aKc) s+ aKc

(5.61)

L’expression du critère de performance ICE obtenue par la méthode de Åström ([103])

est donnée par

J(Kc, Ti, Td, δ) =
Ti

2 (1 + aKc)

(
1

aKc

+
κ2

Ti (κ+ aKc Td)

)
(5.62)
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avec δ ∈ ∆.

En plus du choix de la structure du correcteur, certaines contraintes de robustesse

peuvent être imposées sur ces paramètres [100]. Ces contraintes définissent la région de

robustesse. Par exemple, pour les PIDs comercialisés, les constantes de temps doivent

vérifier [100]

gr(Kc, Ti, Td, δ) : Td −
Ti
4
≤ 0 (5.63)

Pour assurer la stabilité de la stratégie de commande robuste, la contrainte de stabilité

est obtenue par l’application du critère Routh-Jury [94], comme suit

gs(Kc, Ti, Td, δ) = −Kc ≤ 0 (5.64)

En plus, les deux constantes de temps Ti et Td doivent être positives, c’est à dire,

Ti > 0, Td > 0 (5.65)

Ainsi, le problème de synthèse du correcteur PID robuste peut être formulé par le

problème d’optimisation robuste suivant :

min
Kc, Ti, Td, w

w

sujet à :

Ti
2 (1 + a(i) Kc)

(
1

a(i)Kc

+

(
κ(i)
)2

Ti (κ(i) + a(i) Kc Td)

)
≤ w, i = 1, . . . , N

Td −
Ti
4
≤ 0 (5.66)

−Kc ≤ 0

−Ti ≤ 0

−Td ≤ 0

où Nδ = 12093 est le nombre des échantillons obtenu en appliquant la relation (2.19)

avec ε = 10−2 et η = 10−3. Les échantillons sont générés en assumant une de probabilité

de distribution uniforme.

Notons que, le nombre de variables de décision du problème d’optimisation (5.66) est

d = 4 (Kc, Ti, Td and w) et que M pris égale à d+ 1, (i.e., M = 5).
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Le problème d’optimisation (5.66) est résolu par la méthode des algorithmes géné-

tiques. La solution obtenue est

K∗c = 24.2867, T ∗i = 13.0724, T ∗d = 3.1732 et w∗ = 0.1353 (5.67)

La figure 5.6 représente les différentes valeurs du critère de performance (J) pour toutes les

incertitudes possibles des paramètres a et κ. La figure montre que la première contrainte

(5.66) est violée pour une très petite partie de ∆, qui correspond à des cas où les valeurs

de a et κ sont très proches respectivement de 0, 4293 et 8, 9770. Ainsi, étant donné que la

contrainte n’est pas considérablement violée, une dégradation faible est observée dans la

réponse de sortie.

Lors de la simulation, le signal de consigne θdm(τ) est filtré par un filtre de premier

ordre pour éviter les fluctuations soudaines de la sortie commandée θm(τ) (voir la figure

5.3)

Les évolutions de la sortie θdm(τ) et du flux de chaleur manipulé q′′(τ) en boucle fermée

pour un ensemble d’incertitudes générées de manière aléatoire sont données par la figure

5.7.

Figure 5.6: Valeurs du critère de performance J et de w∗ en fonction des incertitudes a

et κ.
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Les résultats obtenus démontrent la robustesse de la stratégie de commande proposée.

En effet, malgré les incertitudes des paramètres, la poursuite de la consigne est assurée

d’une manière satisfaisante (écarts faibles et tolérables par rapport à la réponse nomi-

nale). En outre, les variations du flux de chaleur manipulé q′′(τ) restent physiquement

raisonnables quelle que soit la variation du paramètre β.

Figure 5.7: Performance de la stratégie de commande robuste proposée. La première

courbe représente la sortie contrôlée θdm(τ) et la deuxième courbe représente le flux de

chaleur manipulé q′′(τ) pour différentes incertitudes du paramètre β.
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5.5 Conclusion

Ce chapitre propose une stratégie de commande robuste développée pour la commande

de température d’une tige chauffée modélisée par une équation de diffusion-réaction li-

néaire avec des incertitudes paramétriques bornées. En première étape, Le concept de

l’indice caractéristique de la théorie de la commande géométrique est utilisé pour calculer

un retour d’état permettant d’obtenir en boucle fermé un système à paramètre localisés

d’ordre réduit (système du premier ordre).

Il est démontré que par un choix approprié des fonctions d’observation et de com-

mande, le système de boucle fermée qui en résulte est exponentiellement stable malgré les

incertitudes paramétriques. Néanmoins, la poursuite de consigne par la sortie commandée

est considérablement affectée lorsque les paramètres du système s’écartent de leurs valeurs

nominales.

En second étape, pour éviter la détérioration des performances due aux incertitudes

paramétriques, il est proposé de définir l’entrée de référence du retour d’état par un

correcteur robuste structuré. L’approche développée dans le chapitre précédent est utilisée

pour synthétiser ce correcteur.

En supposant la structure du correcteur robuste connue, le problème de réglage des

paramètres est formulé sous la forme d’une optimisation robuste garantissant à la fois la

robustesse et la stabilité en boucle fermée. Ce problème d’optimisation est ensuite relaxé

en utilisant l’approche de scénario en le ramenant à un problème d’optimisation standard

facile à résoudre.

Les performances de la stratégie de commande développée sont démontrées en simu-

lation par un exemple d’application concernant le problème de chauffage d’une tige en

acier avec un rayon incertain. Les résultats obtenus montrent l’efficacité de la stratégie de

commande développée en poursuite malgré les incertitudes paramétriques.





Conclusion générale

L’optimisation des systèmes de commande constitue une étape primordiale pour amé-

liorer davantage les performances d’un système dynamique. Ainsi, si la structure d’un

système de commande est choisie de telle sorte à répondre aux exigences du cahier des

charges, son réglage peut être toujours réalisé par optimisation d’un critère de perfor-

mance. Le travail présenté, dans cette thèse, concerne l’optimisation des correcteurs pour

les systèmes à paramètres distribués. L’objectif consiste à développer des approches pour

la détermination des correcteurs optimaux.

Ainsi, après avoir introduit des notions sur les systèmes à paramètres distribués, nous

avons abordé la théorie des semi-groupes des opérateurs continus utile pour l’analyse de la

stabilité des systèmes à paramètres distribués linéaires. Ensuite, nous avons présenté des

généralités sur l’optimisation robuste tout en mettant l’accent sur l’approche des scénarios

utilisée pour relaxer un problème d’optimisation robuste en un problème d’optimisation

standard. Ce dernier peut être aisément résolu par des méthodes d’optimisation détermi-

nistes, stochastiques ou hybrides. Puis, nous avons présenté une approche d’optimisation

d’un correcteur PI, basée sur la stratégie de pré-approximation, utilisé pour asservir la

température d’une barre métallique dont le modèle est identifié aussi par optimisation.

Après évaluation des performances par simulation, nous avons implémenté pratiquement

le correcteur obtenu. Par la suite, nous avons proposé une approche que nous avons déve-

loppé pour l’optimisation des correcteurs robustes pour un système linéaire de dimension

finie dont les paramètres sont incertains. Pour formuler le problème d’optimisation du

correcteur, nous avons proposé d’utiliser la méthode d’Aström pour expliciter analytique-

ment le critère à optimiser en fonction des paramètres du correcteur et ceux du système.



100 Conclusion générale

Dans ce cas, le problème d’optimisation obtenu est du type min-max (robuste), puis en

introduisant une nouvelle variable d’optimisation (de décision), nous avons converti le pro-

blème d’optimisation min-max en un problème d’optimisation semi-infini dont le nombre

de contraintes est infini. Puis, nous avons utilisé l’approche des scénarios pour relaxer le

problème d’optimisation en définissant un ensemble de contraintes approprié pour garantir

une solution optimale avec une probabilité désirée. Le problème d’optimisation standard

résultant est résolu par les algorithmes génétiques. Des systèmes du premier et second

ordre incertains ont été considérés pour illustrer les performances d’un correcteur PID

robuste optimisé par cette approche. Ensuite, nous avons appliqué cette approche pour

l’optimisation d’un système de commande pour un système à paramètres distribués dont

les paramètres sont incertains. Ainsi, en utilisant l’approche de la post-approximation,

nous avons développée une loi de commande géométrique permettant d’assurer la pour-

suite de consigne et la stabilité exponentielle en boucle fermée. Par la suite, pour garantir

la robustesse du système de commande vis à vis des incertitudes paramétriques, nous

avons utilisée la méthode d’optimisation des correcteurs robustes proposée, pour optimi-

ser les paramètres d’un correcteur PID définissant la variable externe du retour d’état

distribué. Les performances de la stratégie de commande ont été évaluées par simulation

dans le cas d’un problème de chauffage d’une tige métallique dont les dimensions sont

aléatoires.

Les contributions principales de la thèse sont résumées par les points suivants :

1. conception basée sur l’approche de pré-approximation et implémentation d’un cor-

recteur PID optimal pour la commande de température d’une tige métallique ;

2. formulation du problème de conception d’un correcteur optimal pour un système à

paramètres localisés sous forme d’un problème d’optimisation robuste et application

de l’approche des scénarios pour sa résolution ;

3. conception d’un retour d’état de nature distribuée géométrique pour la commande

de la température d’une tige métallique avec un terme de source basée sur l’approche

de post-approximation ;

4. application du théorème de perturbation pour l’analyse de la stabilité de la tempé-
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rature de la tige métallique à paramètres incertains ;

5. combinaison des deux approches pré et post-approximations pour la conception d’un

système de commande robuste pour un système à paramètres distribués incertain.

A la lumière des résultats obtenus, on peut affirmer que l’optimisation robuste consti-

tue un outil mathématique intéressant pour l’optimisation d’un correcteur, à structure

fixe, pour un système de dimension finie dont les paramètres sont incertains. La réso-

lution du problème d’optimisation robuste par l’utilisation de l’approche des scénarios

permet de déterminer aisément un correcteur robuste assurant les performances désirées

avec une probabilité qu’on peut facilement contrôler par un judicieux paramétrage du

processus de relaxation du problème d’optimisation robuste.

L’utilisation du concept de l’indice caractéristique de la théorie de la commande géo-

métrique permet de concevoir facilement des lois de commandes de nature distribuée (de

dimension infinie) pour les systèmes à paramètres distribués linéaires. L’obtention de la

loi de commande passe simplement par un calcul successif des dérivées temporelles de la

sortie à commander.

Le théorème de perturbation des opérateurs continus, de la théorie des semi-groupes,

est une méthode élégante pour démonter la stabilité d’un système linéaire à paramètres

distribués corrigé par une loi de commande de nature distribuée. Nous avons montré,

que l’application de ce théorème peut être étendue aux systèmes de dimension infinie

comportant des paramètres incertains bornés.

La combinaison des deux approches de pré et post-approximations constitue une idée

intéressante pour l’optimisation des performances d’un système de dimension infinie li-

néaire incertain. En effet, la post-approximation permet d’obtenir en boucle fermée un

système à paramètres localisés avec des variations paramétriques qui peuvent être esti-

mées par une simple simulation. Puis, la définition de la variable externe de la loi de

commande distribuée par un correcteur robuste, obtenu par optimisation robuste, évite

la dégradation des performances du système corrigé en présence des incertitudes.

L’optimisation des correcteurs pour un système à paramètres distribués restent un

domaine de recherche inexploré. Plusieurs pistes méritent d’être investies, on peut citer :
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– Les systèmes à paramètres distribués dans le domaine fréquentielle sont décrits

par des fonctions de transfert irrationnelles. Par conséquent, la conception d’un

correcteur en utilisant directement ce type de fonctions de transfert constitue un

problème intéressant ;

– La conception des correcteurs optimaux par l’approche des scénarios est promet-

teuse, ainsi il est intéressant de considérer des problèmes d’optimisation mutli-

objectifs des correcteurs avec un ensemble de contraintes de robustesse ;

– Dans le cadre de cette thèse, l’étude est limitée au correcteur PID, néanmoins il

est intéressant de considérer l’optimisation d’autres stratégies de commande (par

exemple une commande en cascade, une commande à modèle interne ou commande

floue) et de penser aussi à envisager des correcteurs à structure variable.
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