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Introduction générale

La Recherche Opérationnelle est un ensemble de méthodes et techniques rationnelles
orientées vers la recherche de la meilleure facon d’opérer des choix en vue d’aboutir
au résultat visé ou au meilleur résultat possible. Dans tous les domaines de la Recherche
Opérationnelle, 'obtention des données précises traitées est évidemment essentielle. Dans
de nombreuses situations cependant, les données ou certaines d’entre elles dépendent
de paramétres extérieurs non maitrisables (niveau de croissance, prix du pétrole , taux
d’inflation, degré de pluviométrie,...etc).

L’approche la plus classique est celle qui suppose l'incertitude de nature aléatoire (des
statistiques antérieures, diverses expertises) permettant de modéliser les coefficients du
modéle comme des variables aléatoires.

Lors de la modélisation ou la formulation mathématique d’une expérience d’opti-
misation ou de décision qui se raméne a un programme mathématique, on a tendance a
supposer que les données sont déterministes. Cette hypothése est peu réaliste compte tenu
du fait que ces derniéres peuvent étre imprécises avec une imprécision de nature aléatoire.
C’est ce qui a motivé I'introduction de la Programmation Mathématique Stochastique,
c’est ce que nous allons traiter dans la suite de notre travail, mais on s’intéresse entre
autre au cas linéaire.

La Programmation Linéaire Stochastique a connu plusieurs développement et a
donne lieu a de trés nombreux ouvrages (Kall 1976, Wets 1983) 11 est important de noter
qu’un probléme mathématique stochastique sera mal posé du point de vue mathématique
et qu’il sera donc essentiel de lui donner un sens en lui associant un probléme déterministe
(bien posé) équivalent, qu’on résoudra avec plusieurs méthodes.Dans notre travail, On
s’intéresse aux problémes mathématique en environnement aléatoire.

Notre travail se résume comme suit :

Dans le premier chapitre, nous avons défini et rappelé quelques notions sur les variables
aléatoires (discrétes et continues) et leurs propriétés (la loi de distribution, la fonction
de densité, fonction de répartition, espérance mathématique, variance, covariance , écart
type, et la matrice de covariance ).

Ensuite le deuxiéme chapitre est réservé a la présentation de la programmation linéaire
mono — objectif et multi — objectif, dans la premiére partie de ce chapitre on a traité
le cas mono — objectif | et on a utilisé les méthodes du simplexe pour la résolution d’un
probléme de programmation linéaire, et on a terminé cette partie par un exemple. Dans
la deuxiéme partie on a traité le cas multi — objectif, dont on a cité la dominance et
Iefficacité d’une solution, la résolution par méthode du simplexe.



Le troisiéeme chapitre est partagé en deux parties, la programmation linéaire stochastique

monoobjectif et la programmation linéaire stochastique multi —objectif .Dans la pre-
miére partie on a défini un probléme linéaire stochastique mono-objectif et on a cité
deux approches (Passive et active) de résolution de ce dernier et quelques critéres d’op-
timisation du probléme équivalent lorsque I'objectif est aléatoire (E-modéle, V-modéle,
EV-modéle, P-modéle, katoka). Quelques modéles lorsque les contraintes sont aléatoires
(Seuil de probabilités sur les contraintes, recours général, fixe, et fixe simple) et deux
exemples. Dans la deuxiéme partie de ce chapitre on a étudié le cas d’un programme
linéaire multi-objectif stochastique, dont on a cité le programme du risque minimal mul-
tiple, et stochastique goal programming.

Dans le quatriéme chapitre on a parlé de la programmation mathématique (cas non

linéaire), on a défini quelques notions de base, la classification d’un programme ma-
thématique, qualification des contraintes, 'existence et 'unicité d’une solution, et on
a cité les conditions d’optimalité de 1°"“et 2°*¢ ordre pour les cas avec contraintes et
sans contraintes, et pour la programmation non linéaire stochastique nous avons donné
deux modéles; 'un est fractionnaire, il se résout par 'algorithme de A.Cambini, et 1
autre fait appel a une optimisation globale ce qui engendre la complexité de résolution de
ce dernier, et enfin nous avons terminé ce chapitre par la résolution de deux problémes
stochastiques non linéaires.

Le cinquiéme chapitre se base sur le coté de programmation par le logiciel Lingo.



Chapitre 1

Les variables aléatoires

1.1 Introduction

Il est fréquent que I'on associe une valeur numérique a tout résultat d’une expérience
aléatoire. La notion de variable aléatoire est la formalisation mathématique de cette
situation.

1.2 Variable aléatoire

1.2.1 Définition

Soit S un ensemble fondamental associé a une épreuve A. On appelle variable aléatoire
toute application X définie sur un ensemble fondamental S & valeurs numériques.

1.2.2 Notation

Si X est une variable aléatoire définie sur un ensemble fondamental S relatif & une
épreuve A, et si a est un nombre réel, on pose [6] :

(X =a)={r € S/X (r) =a}

C’est a dire que (X = a) est 'ensemble des résultats de 1’épreuve A aux quels I'appli-
cation X associe la valeur a.

De méme :
(X <a)={reS/X(r) <a}

On définirait de méme (¢ < X <b), (X < a), ... etc.



Si E est une partie de R, on pose :

(X € E)y={re S/X (r) € E}

1.3 Lol de probabilité, fonction de répartition, densité
de probabilité

1.3.1 Loi de probabilité
Définition [6]

On appelle loi de probabilité d’une variable aléatoire X définie sur un ensemble fon-
damental S, la donnée des probabilités P (X € E) pour tout intervalle E de R.

Plusieurs cas se présentent, suivant que I'ensemble X (S) des valeurs prises par la
variable aléatoire X est fini, dénombrable ou continu.

1.3.1.1 Variable aléatoire finie

X (S)={z1, 22, ..., .}

La loi de probabilité de X est entiérement déterminée par la donnée des
P,=P(X =ux;)pouri=1,n,0Ona:

Vi=1,n,FP >0
3> P

=1

~

1.3.1.2 Variable aléatoire dénombrable

X (S)={z1, 2, ..., tp, ...}

Comme précédemment la loi de probabilité de X est entiérement déterminée par la
donnée des P, = P (X = x;) pour i € N*. On a :

Vie N“P,>0
—+00

3. P=1

i=1



Remarque :

Si X (5) est finie ou dénombrable, X est dite discréte .

1.3.1.3 Variable aléatoire continue

X est dite continue si X (S) est une réunion d’intervalles de R.
Pour tout nombre X, on a P (X =2)=0

On détermine la loi de probabilité de X par la donnée des probabilités P (X < x),
pour tout xe R.

1.3.2 Fonction de répartition

Définition [6]

Si X est une variable aléatoire définie sur un ensemble fondamental S, on appelle
Fonction de répartition de X D'application I’ définie sur R par :

Ve eR, F(z)=P(X <x)

1.3.3 Densité de probabilité
Définition [6]

Si la fonction de répartition F' d’une variable aléatoire continue X est dérivable en
tout point x € R | de dérivée f (z), sauf peut-étre en un nombre fini de points, et si :

xT

VeeR P(X<z)=F(x)=[ f(t)dt
On dit que X est une variable aléatoire absolement continue. f est appelée

la densité de probabilité ( ou encore fonction de distribution) de X.

Remarques :[6]

1) Si X est une variable aléatoire absolument continue de densité de probabilité
f,ona:

WaeR VOER, a<b Pla<X<b)=[ f(t)dt=F(b) - F(a).
b

.+fof(t)dt:1etVteR, f{)>0



2) Si X est une variable aléatoire finie ou dénombrable (X (S) = {x1, xs, ..., })la fonc-
tion de répartition F' de x détermine encore la loi de probabilité de X et on a :

B
Pla<X<b)=> P(X=uz),siz41<a<z, etz <b<uxg

=«

Dans ce cas :

F(x)=> P(X =u),si o <z <mpyq

Et F est une fonction en escalier .

1.4 Espérance mathématique et moments

La notion de variable aléatoire est la transposition probabiliste de la notion statis-
tique de caractére. Au lieu de distribution de fréquence, on parle de loi de probabilités
d’une variable aléatoire.

Les lois de variables aléatoires se représentent comme les distributions de fréquence.

Elles s’analysent de la méme maniére, au moyen de paramétrés de position ou dispersion,
ou de moments,...etc.

1.4.1 variable aléatoire finie

Définition [6]

Soit X une variable aléatoire finie sur un ensemble fondamental S.

Si X(S) = (x1, z9, ... ,x,) on appelle espérance mathematique , ou moyenne de X
le nombre :

E(X) :Z r;P(X = x;)



1.4.2 variable aléatoire dénombrable

Définition [6]

Soit X une variable aléatoire dénombrable sur un ensemble fondamental S.

X(S) = (x1, x2, ..., Tp, ...). On appelle espérance mathematique de X la somme de
la série (x;P(X = 2;))ien

si cette série est absolument convergente, c’est a dire

Z| z; | P(X =) < 400
i=1

dans ce cas :

E(X) :Z 2 P(X = ;)

cela assure que la valeur de E(X) ne dépend pas de l'ordre dans lequel on a numéroté
les éléments de X (5).

(o9}
Si on avait seulement Y 2;P(X = z;) < +oo ,on montre que 'on pourrait
i=1
donner n’importe quelle valeur & F(X) en changeant la numérotation des
éléments de X (5).

1.4.3 Variable aléatoire absolument continue

Définition [6]

Si X est une variable aléatoire absolument continue de densité de probabilité f, on
appelle espérance mathématique de X le nombre :

400
EX)=[ zf(x)dz

—0o0

lorsque l'intégrale est convergente.

10



1.4.4 moments d’une variable aléatoire

On appelle moment d'ordre k tel que k € N*,d’une variable aléatoire X , le nombre
my, définit par :

on appelle moments centré dordre k de X , k € N*, le nombre pu; défini par :

e = B[(X — B(X))"]

le moments centré d’ordre 2 est la variance de X :

V(X) = p2 = B[(X — E(X))"]

et on a aussi :

V(X) = B(X?) - [E(X)]”

la racine carrée de la variance est l'ecart —type :

o=+ V(X)

Covariance :

On appelle covariance de deux variables aléatoires X et Y, notée Cov (X,Y), le
nombre réel suivant :

Cov(X,Y)=E(XY)—E(X)E(Y)

11



1.5 Propriétés

1.5.1 Propriétés de ’espérance

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme {2 (univers) admettant
une espérance mathématique, alors :

-E(X*xY)=E(X)*E(Y)si X et Y sont indépendants
-E(X+Y)=EX)+EY)

-E(aX)=aFE(X)VaeR

-E(b)= b VbeR

-Si X > 0alors E(X) >0

1.5.2 Propriétés de la variance

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme {2 (univers) admettant
une espérance mathématique, alors :

VX+Y)=V(X)+V(Y) si XetY sont indépendantes
Vi(aX)=a*V(X) VaeR
V(X+b)=V(X) VbeR

V()=0 VbeR

1.5.3 Propriétés de la covariance

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme (2 admettant une espé-
rance mathématique, alors :

-Cov (X,Y) =0si X et Y sont indépendantes

V(aX +b0Y) =a*V (X)+2abCov (X,Y) + b*V (V)

1.6 Lois de probabilité

12



1.6.1 La loi normale

Définition [6]

Soit X une variable aléatoire réelle absolument continue.

On dit que X suit une Loi normale ou de Laplace —Gauss si la densité de probabilité
est :

2
Vo eR, f(z) = e 2(*5")
Ou :
e : est la base des logarithmes népériens.

m et o sont constantes avec o > 0. Cette loi est a deux paramétres m et o, notée
N (m,o).

Remarque : [6]

f est la densité de probabilité. En effet :

a-VreR f(z)>0caro>0.

b)-S=/[ f(x)de=1
Sz\/%—ﬂJrf e%(z;mfda:

r—

™ en passant par les coordonnées polaires :
g

Par un changement de variable ¢t =

ﬁ

+oo ;2
S:% [ e2dt=1

La loi normale centrée réduite

r—m

En effectuant le changement de variable ¢t =

Soit T une variable aléatoire absolument continue suivant N (0,1). Sa densité de

2
probabilité est données par f (t) = \/%T'[ ez

La fonction de répartition de la variable aléatoire X de densité f.

13



F(x)=P(X <x) :]; f(x) dx.

1.6.2 La loi uniforme

Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur un intervalle [a, b].

Sa fonction de densité est définie par :

0 sinon

fla) = {E six € |a, b

et sa fonction de répartition définie par :

0 six <a
Flr)=P(X <r)=q%2 sia<z<b
1 six>b

B(X) = a+b
2
Sa variance est :
(b—a)’
X) =
V(X) T

1.7 La matrice de covariance et variance-covariance

Définition

x
Soit X = : un vecteur aléatoire, et x; variable aléatoire , la matrice covariance
Tp
de X est une matrice carrée notée V', dont son terme générique est donné par :

{cov(xi,xj) sit#j .
aij: X

v (z;) St =7

V est définie comme suit :

14



v:

v (z1)

cov (9, 1)

cov (T, 1)

cov (xq, xg)

v (22)

cov (1, xp)

v ()

15



Chapitre 2

La programmation linéaire

Cas mono-objectif

2.1 Introduction a la programmation linéaire

Un probléme de programmation linéaire consiste a minimiser ou a maximiser une
fonction linéaire sous contraintes linéaires.

Tout probléme de programmation linéaire peut se formuler de la maniére suivante :

Trouver les valeurs des variables © = (asj /i = I,_n) qui maximisent ou minimisent la
fonction objectif suivante : [2]

= i cjx; — max (min) (1).

Sous les contraintes suivantes :

(
a1y + ai1xs + .... + Q15T + ...+ ATy — bl

a21C1 + Q9229 + .... + Q25T ; + ...+ agpx, = b2

a;1r1 + apre + ... + Q5T j + .+ AT, = bz

(G %1+ AmaTe + o Gy s Ty = b,

z; >0 Vj e {l..,n} (3)

cj ot j € {1,...,n}représente les couts des différents produits ( les coefficients ¢; ).

16



j (z =1,m; 5 =1, n) sont supposés étre des nombres réels, en plus on considére que
I’entier m est inférieur ou égal a n .

Les nombres b; (z = 1,m) sont tous positifs ou nuls et le rang du systéme (2) est

inférieur ou égal & m.

Définition 1

-La fonction Z est appelée la fonction objectif.
-Les contraintes (2) sont appelées les contraintes principales.

-Les contraintes (3) sont dites contraintes directes.

Remarque 1

Si l'objectif consiste & minimiser une fonction linéaire Z telle que Z (z) = Z (21, 22, .....
c1x1 + Caxg + ... + cjzj + ... + ¢,x, alors on maximisera la fonction linéaire opposée :
Z telle que Z(x) = —Z (21,29, oo, Tp) = —C1T] — Colly — ..... — T — ... — CpTp-

2.2 Méthodes de résolution d’un programme linéaire

Les méthodes exactes sont utilisées dans la recherche opérationnelle afin de trouver
une solution ou des solutions optimales éventuelles pour les problémes de

programmation linéaire, et parmi ces méthodes on s’intéresse a la méthode du sim-
plexe.

2.2.1 Meéthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode itérative. Elle démarre d’un point extréme
(point de départ) et passe au sommet voisin, et ceci constitue une itération de 1'algorithme
du simplexe. Pour cela, on doit définir le point extréme de départ et le test d’arrét par
rapport au critére d’optimalité .

Soit (P;) le probléme standard de programmation linéaire avec une maximisation,
(Py) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante [2] :

{dx — maz; Axr=0b;, x>0}

Ou
I ={1,2,...,m} est I'ensemble des indices de lignes de A.

J =1{1,2,...,n} est I'ensemble des indices de colonnes de A.

o A= A(I,J) est la matrice des conditions; avec :
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ea;=A(l,j)les colonnes de A; j=1,2,..,n
o ¢/ = (J) est le vecteur des cotits;
e b =b(I) est le vecteur des contraintes (second membre) ;

o v =u(J)=(z;/je]) est le vecteur des variables;

2.2.1.1 Probléme standard et solution de base
Définition 1 [2]

Tout vecteur z vérifiant les contraintes (2) et (3) de (P;) est appelé solution réalisable
(solution admissible) du probléme (1) — (2) — (3) .

Définition 2[2]

Une solution réalisable z est dite de base si (n — m)des composantes sont nulles. Aux
autres 1, T2, ..., Tjm, correspondent m vecteurs a;i, a;o, ...., @, de la matrice de condition
A linéairement indépendants. L’ensemble Jp = {ji, jo, ..., jm }est appelé ensembles des
indices de base.

Jg = J\Jp ensemble des indices hors base.
Autrement :
La solution réalisable x = x (.J) est solution de base si xyg = x (Jg) = 0; det Ag # 0;

on A =A(l,Jg);z(Jg) >0

La matrice Ap est appelée matrice de base; x (Jg)sont les composantes de base;
x (Jy) sont les composantes hors base.

Définition 3 [2]

Une solution réalisable x° de base est optimale si ¢z° = max (d'x), pour toute solution
réalisable x.

Définition 4 [2]

Une solution réalisable de base z est dite non dégénérée si z; > 0, jeJp.
L’accroissement de la fonctionnelle de la fonction objectif Z est égale a :

NZ =7 (Z)—Z (x) =T —x = Ax, (tels que = est une solution de base de départ
réalisable et non dégénérée). Construisons le m-vecteur y = y (I) des potentiels :

y = dgAg' et le vecteur A = A (J) = (4, j € J), dit vecteur des estimations :

(N =yA-(, Nj=vya;—d, jeT}

77
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2.2.1.2 Critére d’optimalité

Soit {x, A} une solution réalisable de base de départ. L’inégalité Ay = A (Jy) >0
est suffisante et dans le cas de non dégénérescence elle est nécessaire pour 'optimalité de

{.CE, AB}

2.2.1.3 Algorithme du simplexe

Soit {z, Ag} une solution réalisable de base de départ et supposons que le critére
d’optimalité A; > 0, j € Jy n’est pas vérifié.

Choisissons l'indice jo € J/Aj, = min (A;/ A; <0, j € Ju).

Le but de I'itération est de faire rentrer cet indice jy dans la base . Donc il faut trouver
un indice j; € Jp, qui sortira de la base . Ceci constitue I'itération qui procéde au passage
de la solution de base (point extréme ) {z, Ap}a la solution {Z, Ag} tel que 2(Z) > 2(z).

La nouvelle solution de base Z sera trouvée de la maniére suivante :

T = x4+ 0l ,ou l est la direction du changement de x et 0 le pas le long de cette
direction .

Construisons la direction [ de la maniére suivante :

sur Jy , posons :

L fo g\
i — . .
]-7 J=Jo

Sur Jp : T doit étre réalisable , donc elle doit vérifier Az = b et comme Ax = b c’est
a dire Al = 0.

De cette derniére relation on obtient :

lB = Z(JB) - —AglAHlH

Dela Zg = oy +0lg = 0lyg > 0 et Zp = ap +0lp = Z; = v; — HAl}lajosi les
composantes du vecteur Aglajo < 0, alors 7; > 0,V6 > 0,donc on peut prendre 6 = oo et

on aura une solution infinie ;

Si non, Parmi les composantes du vecteur Aglajo, ils existent celles qui sont positives

Pour avoir Zg > 0, il faut prendre un pas maximal 6° :

6° = min 0;, (j € Jp) 6; = min{aj_—é/xjjo > O,jeJB} = 0,;,,j16Jp, ou xj,; est
0

de la j°"“composante de Ap'a;,
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La nouvelle base sera :
Js = (Jg \jo)U jret Ap = (A \ a;,) Uay,.
Tableau du simplexe

les différents calculs qu’on aura a effectuer et les différentes étapes de résolution seront
disposés dans le tableau suivant :

C C1 Cy e Cm Cm+1 .. Cj ce Cp

cg | base b ap | ag || Q| Quir | oo | G | | an | 0
C1 aq b1 =T 1 0 cee 0 T1,m+1 s T1j s T1in 01
Co (05} b2 = T9 0 1 cee 0 T2 m+1 cee T2 s Ton 62
Cm | Gm | by =2Tm | O 0 |- L | Tyt | = | Tmg |~ | Toan | O
7 YA Al A2 Am Am—&—l Aj An

Exemple et résolution avec ’algorithme du simplexe

Soit le probléme de programmation linéaire suivant :

(

max z=x1+ 219
=31 + 219 <2 .
(PLy) ! ? (forme canonique)
—r1 + 21’2 < 4
1 +  x2<5H
L L1 2 Oa T3 > 0.

on ajoute les variables d’écart pour (PL;) afin d’obtenir la forme standard suivante :

(
max Z =21+ 229

sous les contraintes :

=311+ 229+ x3=2

-1+ 229+z4=4

Ty + To4+x5=05

(2120, 2220,23 20,24 20,25 > 0.

(forme standard)

(73,4, 5) sont des variables d’écarts :
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Initialisation :

c |1 2 0010
base | b | a; as as | as | as | 6
x3 2 |-3 2 1100 [1|—>51=3
T4 4 | -1 2 011102
Ts 5 |1 1 00115
z—=0 | A | -1 -2 0010
T
Jo =2
1¢"¢itération :
¢ 1 2 0 00
base | b aq as | asz |as | as| 0O
2 | 1| 32 |1]1/2[0]0] x
T, | 2 2 0] -1 [1]0] 1 |—=ji=
Ts 4 5/2 0[-1/2] 0| 118/5
z=4 | A -4 0 1 00
T
Jo=1
2°m¢itération :
C 1] 2 0 0 0
base | b | a; | as as as |as| 0
2y |52 0| 1| -1/4 [ 3/4]0 | x
i | L [ 1]0] -1/2 [1/2]0] x
x5 |3/2]1 0|0 3/4 | -5/4| 1 [4/3| =5 =5
z=6 | A; | 0] 0 -1 2 0
T
Jo=3

3¢mejtération :

c | 1]12]0 0 0
base b ay | ag | as Qg as 0
23 | 3 0| 1]0]1/3][1/3
i | 2 [ 1]0]0[-1/3]2/3
zs | 2 | 0] 0] 1]-5/3]4/3
z=8 | A; | 0] 0|0 2 14/3

condition d’arrét vérifiee (A; > 0) donc on arréte. La solution optimale est : z*
(2,3,2,0,0) et (Z) optimale : Z° = 8.
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2.3 La programmation linéaire multi-objectif

2.3.1 Introduction

La programmation multi-objectif cherche a optimiser plusieurs composantes d'un vec-
teur de fonctions cotit. A l'instain I'optimisation mono-objectif, la solution d’'un pro-
bléme multi objectif (MOP) n’est pas une solution unique, mais un ensemble de solutions
connues comme 'ensemble des solutions Pareto optimales (PO).

Toute solution de cet ensemble est optimale dans le sens qu’aucune amélioration ne
peut étre faite sur un composant du vecteur sans la dégradation d’au moins un autre
composant du vecteur.

MOP : Multiple Objective Programming.

MOLP : Multiple Objective Linear Programming.
2.3.2 Concepts de base

Mathématiquement, un probléme d’optimisation multi-objectif (MOP) peut étre dé-
fini de la maniére suivante :|[5]

max(min)Z(x) = (Z1(x), Zo(z), . . .. .. , Zr(x))
scr eSS

(MOP) {

Oti(r > 2) est le nombre de fonctions objectifs, x = (21, 24,...,7,) est le vecteur
représentant les variables de décision, S = {z € R"/ g; (x) <0, 2 > 0} représente l'en-
semble des solutions réalisables associées a des contraintes d’égalités, d’inégalités et de
bornes explicites (espace de décision). Z(x) = (Z1(z), Zs, (x),..., Z.(x)) est le vecteur
des critéres a optimiser. Z; et g;, ¢ < r et j < m : sont des fonctions linéaires a valeurs
réelles du vecteur de décision. L’ensemble Y = Z(S) représente les points réalisables
dans l'espace des critéres ( espace objectif), et Z(z) = (Z1(x), Za(x),...... , Zr(x)) avec
Y; = Z;(z) représente un point de I'espace des critéres.
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Variables de décisions

K::KIJKZ ------ Kr] 22
Xk Espace de décision T
Espace objectifs
ou espace des critéeres : Y=Z(x)
Z
b p 11
i3z

Figure(1) :Représentation de 'espace des décisions et I’espace des objectifs correspon-
dant pour n= 2 et r=3.

Remarque :

Les relations suivantes sont définies pour un probléme de minimisation.

2.3.3 [Efficacité

2.3.3.1 Pareto optimale

Une solution z* € S est Pareto optimale si et seulement s’il n’existe pas une solution
z € S, telle que Z(x) domine Z (z)".

La définition de la Pareto optimalité découle directement de la notion de dominance.
Elle signifie qu’il est impossible de trouver une solution qui améliore les performances sur
un critére sans que cela entraine une dégradation des performances sur au moins un autre

critére. Elles forment le front Pareto. Les solutions Pareto optimales sont aussi connues
sous le nom de solutions efficaces, non dominées ou non inférieures.

2.3.3.2 Efficacité faible

Une solution z*est dite faiblement efficace, s’il n’existe aucun vecteur x € S telle que
Zi (x) < Zj (x*) Vie[l,2,..,7].

Une solution est faiblement efficace si son vecteur critére est faiblement non dominé.
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2.3.3.3 Le point idéal

Le vecteur idéal y* = (y5,vs, ..., y") est le vecteur qui optimise chacune des fonctions
objectif Z;.

C’est a dire : y¥ = min (Z;(x), x € S)

Il est clair que si le vecteur idéal est réalisable, il est la solution du probléme (MOP),
mais ce n’est pas en général possible & cause des conflits qui existent entre les critéres.

2.3.3.4 Point anti-idéal

Le vecteur y* = (yi,v3,....,y") définit par y* = maz (Z; (z), v € S), est le point
anti-idéal.

2.3.3.5 Vecteur de référence

Un vecteur de référence y* = (yi,ys, ..., y;) est un vecteur qui définit le but a atteindre
par chaque objectif Z;.

2.3.3.6 Front Pareto

C’est 'ensemble des vecteurs de décision qui ne sont pas dominé.

2.3.4 Dominance

Soient deux vecteurs critéres Y = (Y1,Ys,...,Y,) et Z = (21, Zs,...., Z,) . On dit que
Y domine Z si et seulement si :

Viel,..,r,Y; < Z;
Jiell,...r],Y; < Z

C’est-a-dire :

Si Y domine Z, alors Y est au moins aussi bon que Z sur tous les critéres et meilleur
que lui sur au moins un des critéres.
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2.3.4.1 Dominance forte

Soient deux vecteurs critéres Y = (Y1,Ys,....Y,) et Z = (21, Zs,...., Zr). On dit que
Y domine fortement Z si et seulement si :

C’est-a-dire :

Si Y domine fortement Z, alors Y est meilleur que Z sur tous les critéres.

2.3.4.2 Dominance faible

Soient deux vecteurs critéres y = (y1, Yo, ..., Yr) et Z = (Z1, Zs, ..., Z,), on dit que
y domine faiblement Z si et seulement si :

Vi€ [1, ....,T], ylé ZZ

2.3.4.3 Non-dominance

Soit y* un vecteur critére tel que Y* € Y, on dit que Y*est non dominé si et seulement
s’il n’existe aucun autre vecteur critére Y € Y tel que :

V(iell,...,r]), Y <Y* et Y; <Y pour au moins un indice 1.

Dans le cas contraire on dit que Y*est dominé.

2.3.4.4 Dominance au sens Géoffrion

Une autre forme de dominance importante dans le monde de l'optimisation multi
objectif est la dominance au sens de Géoffrion elle est plus forte que 'autre, les

solutions optimales obtenues par ce type de dominance sont appelées solutions Paréto
optimales propres.

Définition : Une solution z* € S est appelé solution paréto optimale propre pour le
probléme multi objectif qu’on a noté (MOP) si :

1. z*est paréto optimale et

2. S'il existe un nombre M > 0 tel que Vi = 1,kVz € S, vérifiant Z;(z) < Z;(z*)
alors il existe au moins j € {1,...,k} tel que Z;(z*) < Z;(x) et % < M.

Considérons le probléme paramétrique mono-objectif suivant :

i=k
min N Zi (x
(P " 5 i)
resS
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Ou \; sont des poids relatif & chaque objectif f; (i = 1...k).
i=k
Tel que \; >0;Vi=1..k et > N\ =1

=1

Théoréme de Géoffrion (propre) Si z* est une solution optimale du probléme (Py)

n
avec |A; > 0et Y N\ = 1] alors x* est paréto optimale propre pour le probléme (MOP).
i=1

Remarque Pour un probléme multi objectif & maximum, le probléme paramétrique
correspondent

(P HNAW

rzresS

Exemple

min (fi(x) = =3x1 — 22, folx) = 21 + 222)
3371 — T2 S 6
T2 S 2

x = (x1,29) € R

(MOP)

on donne \{ = 0.5 et \y = 0.5

le probléme paramétrique correspond au probléme (MOP) s’écrit :

r€eF

(P)

min (%(—31;1 — o) + %(ml + 2x2)) = -1 + %9@)

31 — <6
(P)\) X1 — T2

T S 2

1,2 20
min (—1 + 372)
31 — <6

(P o

i) S 2
T1,12 20

la solution optimale x] = 2,25 =0 donc d’aprés Goéffrion z*(2,0) est paréto opti-
male propre donc x*est efficace pour (MOP)
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2.3.4.5 Convexité

Un ensemble AC R” est convexe si et seulement si I’équivalence suivante est vérifiée :

Vee Aety e A< segment [zy|]CA

La convexité est le premier indicateur de la difficulté du probléme. En effet, plusieurs
méthodes d’optimisation sont incapables de résoudre d’une facon optimale des problémes

non convexes. Mais il existe d’autres indicateurs tout aussi importants, notamment la
continuité, la nature des variables de décision (entiéres ou réelles).

2.3.5 Test d’efficacité d’une solution

Soit le probléme multi-objectif linéaire suivant [5] :

min Z(x) = (Z1(x), Zo(z), .. .. .. ,Zr(x))
(MOLP) {s.c
res

avecr > 2

Théoréme 1 : [5]
Soit T € S est efficace s’il existe :

)\EA_{AeRT/ZAj_l,)\j>O}
j=1

Respectivement faiblement éfficace :

JNeA={ ) R/ Aj=1, 7> O}telle que z minimise le probléme des sommes
7j=1

pondérées donné par :

MinNC'z
s.c
re S

Avec S ={z e R"/Ax =0, x > 0}

Théoréme 2 : [5]

Si S posseéde un point efficace, alors au moins un point extréme de S est efficace.
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Preuve

Soit T un point efficace de S, d’aprés le théoréme 1, il existe A € A tel que :

NCO'T =min NC'x
rec S

Comme une fonction linéaire atteint son optimum en un point extréme, donc ¥ est
extréme efficace.

Théoréme 3 : [5]

Soit x € S un point extréme associé a une base efficace B, alors x est efficace.

Preuve :

Puisqu’il existe un A € A pour lequel B est une base optimale par le théoréme 1, = est
efficace.

Remarque :

On dit que z est un point extréme de S s’il ne peut pas s’écrire comme une combinaison
convexe stricte de deux points de S.

Bay,z0 €5, A€)0,1] pour les quels (1 — \) 2y + Aoy = 2/ 21 # 29
Théoréme 4 : [5]

Soient B et B deux bases efficaces adjacentes obtenues a partir d’un pivot efficace, et
solent = et T les points extrémes associés & B et B respectivement alors, 'aréte (z,T) est
efficace.

Théoréme 5 : [5]

Soit (z,7) l'aréte efficace infini de S.

Alors, x est un point extréme efficace associé & une base efficace B.
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2.3.6 Meéthode du simplexe multicritére

La méthode du simplexe multicritére consiste a générer un premier point efficace
a partir d’une solution de base réalisable, puis a recenser (énumeérer) tous les autres
points efficaces. Cependant cette méthode ne teste pas toutes les bases car certaines sont
dominées de maniére évidente. Etant donné le probléme :

/ ’
maxz, = ¢,

/
maxZs = Cy

max Z), = c,x
Az =0, 2 >0

Dans le tableau suivant , on suppose sans perte de généralités que les m premiéres

variables sont dans la base.
Et soient :

Jp : ensemble des indices basiques.

Jn : ensemble des indices hors base.

cticti-.... ct C%wl ......... Ch ] i
crl ezl c? CrQrL—O—l ......... CZ [
CEICE....... CE Cﬁﬂ ......... cE 1.
Og O% Oé Cg base B al ......... am am+1 ......... aJ ........
Ct 012 C’{ (le a, b, 1 | eeeeenn. 0 | Tygmyr | roreeees Ty | e
0 .
0
051 031 07{1 Cn{f A b, 0 1 Tyl | oo Ty | v
0 0 0 A}nﬂ AL
0 0 A
0 0 AN NG
0
0 0 0 Agﬂ ......... Afff ........
Zh = C"
72 =C"
0= :
Zk = C'*b

De la théorie du simplexe uni-critére on a :

1-Ab= Y Clw,y —Cf jey, Vi=1k

reJB

> C'by

reJB

Et Z} = Ni=1k



Si:

A’>0,Vj € Jy, alors 2° = (b, 0), (b€ RT,0 € R)"™™ est une solution optimale
pour le critére ¢

2- Si on introduit la j¥m¢
x1 et un vecteur :

variable dans la base , nous obtenons une nouvelle solution

Zo= Zy — 0,1,
7 Zy ay
Ou : Zy= Zi | Z_g —0, 25
7K Z({( AN

3 0; = min { 2=/ 2,; > 0} Vi€ Iy, 1€ Jp.

Trj

Remarque 1 :

1- Soit z” une solution basique réalisable.

a- S'il existe un j € Jytel que tous les Aé- < 0, avec au moins une inégalité stricte et
si §; > 0, alors la solution courante x” est dominée.

En effet :

“iéme

Si on introduit la j variable, on obtient un point extréme adjacent x! pour lequel
avec Zy > Zy avec au moins une inégalité stricte, car :

HjAj < 0, donc ZO = ZO — GjAj > ZO
bS’il existe un j € J tel que A;} 0 , avec au moins une inégalité stricte et si de plus

6; > 0 alors I'introduction de la j*"¢ variable a la base méne a une solution dominée

En effet :

Si on introduit la variable j dans la base, on aura un nouveau point extréme x; pour
lequel :

ZO = Zy — 0,/ < Zpavec au moins une inégalité stricte.
2-Soit 2% une solution basique réalisable s’il existe ji, jo € Jy tel que :
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0.1 ;1 < 09 sy avec au moins une inégalité stricte, alors I'introduction de la variable
G152 72 22 )
d’indice jo dans la base conduit & une solution dominée par celle

résultante de 'introduction de la variable d’indice j;.

En effet :

0101 < 032 avec au moins une inégalité stricte, cela implique que :

Zy — 0j9\j9<Zy — 0;:\j1 avec au moins une inégalité stricte.

Remarque 2 :

1- S'il existe un indice i € {1, ..., k} tel que AL > 0Vj € Jy , alors le i critére
est a son maximum et la solution basique correspondante est non dominée a condition

qu’il n’existe pas de colonne k avec A} = 0.

2- D’aprés la remarque précédente, seules les colonnes (variables) non comparables a
zéro et les variables z;, etz telle que : 6, incomparable & ;A\, sont admissibles pour
une introduction dans la base.

Dans ce cas, on ne peut dire si la solution correspondante est dominée ou pas.

Pour cela on considére le test dit de non dominance énoncé par le théoréme suivant :

Théoréme :(Test de dominance) [5]

Soit le probléme :

K

maxrv =y &
i=1

C'e—€¢6=0C7

xeS ={r € R"/Az =b, x > 0}
EeRE>0,T€S8.

Alors :

T est efficace si et seulement si maz v = 0.

7 est, dominée si et seulement si maz v > 0.
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Chapitre 3

programmation linéaire stochastique

3.1 Introduction

La programmation linéaire stochastique est une technique qui se caractérise par le
souci d’une meilleure appréhension des problémes réels. Son objectif est de prendre
en compte les phénomeénes aléatoires intervenant en pratique, exclus par les méthodes
déterministes. 3]

Dans un cas général , le probléme linéaire stochastique s’écrit [8]

Alw)r < b(w) (Psy)
zeT)

ou (A, ¢, b) - de dimension respective (m xn),(nx1)et (m x 1)- est un vecteur aléatoire
sur un espace de probabilité (£, F, P) [8] et T} est un polyédre convexe déterministe ,
par exemple :

Ti={z|x>0, Ajx <b}

Nous supposerons que les contraintes sont fournies sous forme d’inégalités - par in-
troduction de variables d’écart mais ceci sans aucune restriction .

Le symbole ”” signifie qu’il s’agit d'une optimisation imprécise du point de vue ma-
thématique.
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3.2 Les différentes approches

Il existe deux approches de la programmation linéaire stochastique :
-I’approche passive ou “wait and see”.

-L’approche active ou “here and now”.

3.2.1 Approche passive ou “wait and see”

Dans cette approche le décideur peut attendre la réalisation des variables aléatoire et
résoudre le programme déterministe résultant . Dans ce cas on s’intéresse généralement
a la distribution de probabilité de la valeur optimale ou son espérance mathématique
(et/ou) sa variance.

3.2.2 Approche active ou “here and now”

Cette approche est basée sur la décision sur z ou stratégie sur x qui est prise a I’avance,
avant la réalisation des variables aléatoires.

3.3 Critére d’optimisation du probléme équivalent

3.3.1 Cas des objectifs aléatoires

Plusieurs facons de définir la fonction objectif du probléme équivalent peuvent étre
considérées.

Soit T'={z € R"/ A(x) < b,z >0}

3.3.1.1 Le critére de l’espérance mathématique (E-modéle) ou critére de
bayes.

Ce critére consiste a remplacer la variable aléatoire de 1'objectif par son espérance
mathématique ;
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3.3.1.2 Le critére de la variance (V-modéle)

Ce critére consiste a minimiser la variance de l'objectif comme suit :

{min 0%(Z(w)) = minz' Vz (1.2)
zeT

Avec V est la matrice de covariance du vecteur aléatoire ¢ (w)

3.3.1.3 Le critére espérance-variance (E-V modéle)

Ce modéle consiste & minimiser la variance de l'objectif z (w) tout en réalisant un
niveau de rendement minimum Z, fixé préalablement par le décideur :

eT (13)

{min o%(Z(w))
E(z(w)) = Zo

Le probléme, est de choisir Zyconvenable.

3.3.1.4 Le critére de risque minimal (P-modéle)

Ce critére est basé sur la maximisation de la probabilité que la valeur de 'objectif est
au moins égale a un certain niveau u choisi par le décideur, ol ce paramétre u a fixer,
correspond & un niveau de risque a respecter .

Le probléme est le suivant :

!
{maxP (¢ (w)z <u) (1.4)

zeTl

La solution de ce probléme, dans le cas gaussien, est donnée par le programme frac-
tionnel suivant :

max % (1.5)

zeT
¢ : Représente 'espérance mathématique de vecteur aléatoire ¢ (w).
V' : La matrice covariance de vecteur aléatoire ¢ (w).

x 'V x : La variance de lobjectif ¢ (w) z.
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3.3.1.5 Le critére de Katoka

Supposons que « €0, 1] donnée. Soit I'interprétation [1]

P(c(waz<u)=a (1.6)
xeT

Dans le cas gaussien on a :

Plw/c @a<u) = oyt cate ) — g(sie) — o 222 —
¢ (a) = u=cato ! (a)VriVz

¢ : Est la fonction de répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite.

Par conséquent résoudre le probléme (1.6) revient, dans ce cas gaussien, a résoudre le
probléme suivant :

{mz’n cx+ ¢t (a)VatV (17)

reT

cx+ ¢ (a)ValV x est convexe si g Ha) > 0= a > 1

Q
Vv
[N

ce qui revient a dire , si on revient au probléme (1.7), si P(w/c (w)z
avoir le minimum de perte avec une probabilité supérieure ou égale a %
(Sia =1 on revient au E-modéle).

3.3.2 Cas de contraintes aléatoires

Dans cette partie nous supposons que 'objectif est déterministe ou qu’il a été rendu
déterministe en appliquant I'un des critéres précédents . Mais les contraintes sont sto-
chastiques

A(w)zr < b(w)

La premiére méthode utilisée pour la résolution d’un programme linéaire stochastique
consiste a remplacer chacune des variables aléatoires des contraintes par leurs espérances
mathématiques respectives et résoudre le programme déterministe résultant.
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Remarque :

Nous nous sommes inspiré 1’exemple suivant de [1]

Exemple

Soit le programme stochastique suivant :

min T, + To
(P/) by (w)axy + a2 >7
by (w)x1 + 29 >4
120, 2920

Ou by (w) € [2, 4] et by (w) € [$, 1] suivent des lois uniformes indépendante sur leur

intervalles

En remplacant b; (w) et by (w) par leur espérance mathématique, avec :

E (b () = 25 =3 et B(by (W) = 22 = &,

Le probléme déterministe équivalent est :

minxy + T

/ 3ZL‘1+1’227
(7)1
T+ xy >4
2120, 2220

La solution optimale est 2} = 3 et 3 =3 et Z* =2
Cherchons la probabilité pour que cette solution soit réalisable :
P (b (w)af +a3>7, 37+ 032 4) = P (b (w) 2 3). P (b (w) > 2)

=(1=F, (). (1-F,(3) =

=

Ou I, et Fy, sont les fonctions de répartition des variables aléatoires respectives de
by (w) et by (w).

La probabilité pour que cette solution soit réalisable est donc faible, ce qui montre le
manque de réalisme d’une telle méthode.

Donc pour la résolution d'un programme linéaire stochastique,on utilise deux modéles
essentiels :

-Modéles avec seuil de probabilités sur les contraintes (“chance constrained program-
ming”).

-Modéle avec recours.
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3.3.2.1 Modéles avec seuil de probabilités sur les contraintes (“chance constrai-
ned programming”)

Ce modeéle a été introduit en programmation stochastique par Charnes et Cooper
(1959). L’idée de la modélisation consiste & imposer que la violation des contraintes ne
se produise qu’avec une probabilité fixée.

-Soit on impose un seuil de probabilité a avec 0 < a < 1 , pour 'ensemble des
contraintes.

Soit le probléme stochastique suivant :
minc
Alw)z <b(w) (1.8)
z >0
Le probléme déterministe équivalent de (1.8) est donc
minc x
PAWz <b@)za  (L9)
x>0

-Soit on impose un seuil de probabilité individuel «; , avec 0 < «; < 1 pour chacune
des contraintes. Le probléme déterministe équivalent de (1.8) est donc :

. /
mmc T

P(A;(w)z <b(w)) > a (1.10)
x>0 1=1,....m

Dans les deux cas la question est de savoir si les ensembles :
T(a)={zeR"/P(A(w)x <b(w)) > a, x >0}

et

T (o) ={x € R"/P(A; (w)x < b; (w)) > a;, > 0} i=1,...m
Sont convexes.

La convexité de ces deux ensembles ne dépend pas seulement de la distribution de A
et b, mais aussi des seuils « et a;.

Citons quelques conditions de convexité de T («) ou T (o;)
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eCas ou A et b sont aléatoires, mais de distribution discrete

Soit P (A= A% b=10") = p, i=1,....m

T;(«;) est convexe si a; > max (1 — p;)
1<i<m

T(«) est convexe si o > mazx (1—pi)

eCas ou A et b sont aléatoires, mais de distribution normale

1

T;(«;) est convexe si a; > 5
eCas: A et b non indépendantes [4]

Pour ce cas général, on suppose que (A;,b;) est un vecteur aléatoire normalement

distribué de moyenne p; € R"*! et de matrice de covariance V;. En vertu de la théorie des

probabilités, la variables aléatoire ¢;(z) = A;x —b; a une distribution normale de moyenne

n
mi(z) =Y pijT; — pineiet de variance o?(z) = 2'V; 2 avec z = (21, T, ..., Ty —1) et
j=1

oi(x) >0,V car r,. = —1.
T(a;) ={x € R" | P (ti(z) <0) > ai}

_ n ti(@)—mi(z) —mi(z) ,
_{xeR |P< Jmle) o e ) >az}

~{rem o (3) 2 o)
= {z € R" | mi(2) + ¢~ () oi(x) < 0}.

Puisque m;(z) est affine en x et o;(x) est convexe en z, la contrainte m;(x) +
¢ (a;) o5(z) < 0 est convexe si et seulement si ¢~ (o) > 0, c’est-a-dire si et seule-
ment si oy > %

eCas ol A est détérministe, b aléatoire]§]

{Ti (o) est toujours convexe

T (o) est convewe si la distribution conjointe des composantes b; du vecteur b est quasi concave?

Interessons-nous a présent au cas particulier A déterministe et b aléatoire et notons
F;(t) la fonction de répartition de b;.

eSeuil individuel de probabilité
Le probléme (1.10) est équivalent au probléme linéaire

min ¢
A (w)z < FH(1 - ) i=1,...,m
z>0
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3.3.2.2 Modéle avec recours

a-Le recours général Pour présenter cette approche, on procéde en deux étapes :
choisissons T, préalablement a toute réalisation de ’aléatoire “here and now”.

-Ensuite, étant donnée une réalisation observée w € {2, une décision corrective repré-
sentée par un vecteur y(k X 1) appelé recours est prise pour compenser la violation des
contraintes qui correspond. Cette compensation se fait par I'introduction d’une pénalité
¢ (w)y qui est généralement linéaire.

La minimisation de cette pénalité correspond au probléme de recours o de deuxiéme
niveau de la forme suivante :

Q(w, ) =minq (@)y
W(@)y = b(@) — A@)z (1.11)
y >0

. Jqw)  estunwvecteur (1 x k) de pénalisation ;
ou
W(w) estune matrice (m X k) de recours

Considérées globalement, ces deux étapes fournissent le probléme :

min E (c’ (W) z +ming (W) y)
T Y

Aw)z+ W (w)y =b(w) (1.12)
y=>0

Qui s’écrit de maniére équivalente

min (E (c, (w) x) +E(Q (m,w))) (1.13)

xz€TH

OuTy={zeR"/VweQ, Jy>0/A(w)z+W (w)y=>0(w)}

Pour que le probléme (1.13) ait un sens il faut que 'ensemble T3 soit non vide,
autrement dit, il faut qu’il existe toujours, quelle que soit la réalisation de 1’aléatoire, un
recours y possible (c’est-a-dire Q(z,w) < 0o, Vw € Q)

Sous des conditions trés générales, il a été montré que ce probléme (1.13) est convexe
i.e Ty est convexe et la fonction a optimiser est convexe (E(Q(x,w)) est une fonction
convexe).

b- Recours fixe

Le recours fixe correspond au cas ou W et ¢ sont déterministes.

dans le cas de recours fixe le probléme (1.13) est toujours convexe. dans le cas parti-
culier ou

-La matrice A est déterministe ;
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-Le vecteur b est une variable aléatoire discréte, P (b = b(i)) = p® 1=1...m

Le probléme (1.13) est méme linéaire et s’écrit :

(

min E(c'(w))a+ 3 p@qWy®
=1
L Az + Wy® =p® i=1...m  (1.14)
xr € T1
(¥ =0 i=1...m

ot y@ est le vecteur recours correspondant a la réalisation ;

¢ le vecteur de pénalisation associé

b- Le recours (fixe) simple

le recours simple correspond ou la matrice de recours de dimension m X 2m et est
égale a (I, —1I) cest-a-dire W = (I, —1I).

O [ est la matrice identité. Dans ce cas, le vecteur y est décomposé en deux parties :
ey (m x 1) : variable d’écart par défaut ;

ey~ (m x 1) : variable d’écart par excés.

Parallélement, le vecteur de pénalisation s’écrit g(w) = (¢ (w), ¢~ (w)), avec :

g (w) [b(w) — Ax] si b(w) — Az >0

¢ (w)[Az — b (w)]sib(w) — Az <0

Le probléme (1.13) s’écrit :

min E(c¢ (w))x + E@l?ﬁf(@f +q (W)y7)

Az +yt —y~ =b(w) (1.15)
y" >0,y =0

Théoréme 3 (kall , 1976) [4]

Q(z, w) est fini, si et seulement si, ¢* (w) + ¢~ (w)> 0 avec une probabilité 1.

Remarque :

Cette exemple ci-dessous a été inspirer de [4]
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Exemple

"min” Z(x) = 2z + x9

T+ 19 < 4 (1.16)
0.521 + 0.3z9 > b(w)

120, 29> 0

ou b est uniforme sur I'intervalle [1.3, 1.7]

Ce probléme correspond a la recherche du cotit minimal pour une opération de fusion
de deux types de minerai. La demande est aléatoire uniforme et un probléme de capacité
limité 'opération a 4 unités.

eRemplagons en premier lieu la demande par son espérance E (b (w)) = %17 =15

Le probléme déterministe équivalent a (1.16) est :

min Z(x) = 2x1 + 9

r1+ 139 <4 (1.17)
0.521 + 0329 > 1.5

120, 120 2>0

La solution optimale est 2] = 1.5 et x5 = 2.5 et la valeur optimale est Z* = 5.5.

Cherchons la probabilité que cette solution soit réalisable

P(0.527 + 0.3z5 > b(w) = P(b(w) < 1.5 = F,(1.5) = %; la probabilité que cette
solution soit réalisable est

|

1

2

Fy est la fonction de répartition de b (w) .

-Pour l'interprétation avec seuil sur les contraintes, posons a = 0.9.

Cette interprétation peut étre utilisée par la firme si elle n’a pas de capacité de stockage

et souhaite maintenir le nombre de clients satisfaits. Elle doit étre en mesure d’assurer
les livraisons a 90%. Dans ce cas, la contrainte devient :

P (0.52, + 0.3z2 > b(w)) > 0.9

Soit F} la fonction de répartition de b (w) ,donc :

Fy (0.521 + 0325 > b (w)) > 0.9<= 0.5z, + 0.3z > b(w) > F,1(0.9)
et

F;71(0.9) =1.66
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Donc le probléme équivalent a (1.17) est :

min Z(x) = 2x1 +

r1+ 19 < 4 (1.18)
0.521 + 0.329 > 1.66

120, 292>0

La solution est : 27 =23, a5;=17 Z*=6.3

- Considérons maintenant un probléme avec recours.

Supposons que la firme ait un contrat stipulant que la demande doit étre satisfaite, et
qu’elle commande le minerai a 'avance. Si elle produit trop, elle écoule I'excédent chez
d’autres clients a 2 unités monétaires au dessous du taux fixé.

Si elle produit trop peu, elle peut acheter sur le marché le complément a 4 unités
monétaires au dessus du taux fixé. Les cotlts supplémentaires sont :

2(0.521 4+ 0.3z2 — b(w)) si 0.5z1 + 0.329 — b (w)

>
4(b(w) — 0.521 — 0.3x2) si 0.521 + 0.3z2 — b (w) <

0
0
Notons @ (x1, x2, w)ces coits supplémentaires, c’est aussi la pénalité que I'on doit
ajouter a la fonction économique d’origine.
Le probléeme avec recours revient a résoudre :
min 2z, + o + E (Q (21, T2, w))

1120, 2220

L’espérance mathématique de Q (x1, 2, w)est E(Q (1, T2, w)) = Q (x1, x2)

Donc on a :
0.52140.3x2 1.7
Qz, 22) =57 [ 20521+03z—t)dt+55 [ 4(t—0.521—0.3z)dt =
’ 1.3 ' 0.5214+0.322

2(0.521 + 0.322)% — 17(0.5z + 0.322) + 18.675
Le probléme (1.19) devient :
min 2(0.5z1 + 0.322)? — 9.7521 — 6.0525 + 18.675

120, 22 20

La solution optimale est : 27 = %, xTH = %, Z* = 5.217.
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3.4 Programmation linéaire multi objectif stochastique

Considérons le programme multi objectif stochastique suivant :

"maz” (¢ (W), e, ... 6 (w)r)

2 aij(w)r; <bi(w), i=1,....m (1.21)
j=1

T > 0 y  J = ]-7 ,

ol ¢, (w) = (1 (W), (W), ..., Grn(w)) et les ¢ (w), a; ;(w) et b;(w) avec 1 <r <k, 1<
7<netl<?<m:sont les variables aléatoires de distributions connues.

3.4.1 Programme du risque minimale multiple

Considérons le programme linéaire multiobjectifs stochastique suivant dont les
contraintes sont déterministes [1]

mazr (¢} (w)x, cy(W)z, . .., cp(w)z)

Z Q5 ;5 < bi, 1= 1,...,m (].22)
j=1

;20 , jg=1..,n

ol ¢ (w) = (¢1(w), ¢ra(w), ..., crn(w)) et les ¢,j(w) sont des variables aléatoires et a;jet
b;sont déterministes .

n
posons Ty = {Z a;jr; <bfx; >0, j=1,..,n, i=1,... ,m}.
j=1
la maximisation des probabilités que les valeurs des k& objectifs soient au moins égales

aux seuils de performance wuy, il en résulte le programme multiobjectifs déterministe
suivant :

{max (P(w/cy(w)r = wy), P(w/cy(w)x = ug, ..., P(w/c,(w)x > uy)) (1.23)
xz €T,

(2.3) est appelé probléme a risque minimal multiple & niveau wuy, us, ..., uy.

Supposons que chaque ¢,.(w) est gaussien avec 'espérance mathématique ¢, et la
matrice de covariance V.

Les solutions de bon compromis de (1.23) peuvent étre obtenus en considérant le
probléme suivant :
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k

maz > NPw/c(w)z > u;)  (1.24)
i=1

x € TQ

ou maximiser la probabilité jointe comme suit :[1]

/

k
maz Y, P{w/ci(w)x = ur, cy(w)x = ug, ..., cp(w)z > up ) (2.15)
i=1

ZL’ETQ

pour la résolution (1.23) , Stancu — Minasian a proposer la méthode suivante :[4]

résolvons le probléme suivant :

{max P(w/e; (w)x) = u (1.26)

Z'ETQ

Soit p; sa valeur optimale .On résout ensuite le probléme suivant :

maz P(w/cy(w)z > uy)
P(w/ci(w)z = up) (1.27)
z €T

ol &1 est donné et P(w/c;(w)x = u1) > p; — 1 a pour équivalent déterministe , la

contrainte éllx + Y1 = py +e)VatVix > uy
ainsi de suite ...

(max P(w/c,,(w)z > uy)
P(w/¢)(w)x > u1)

: (1.28)
Plw/e, 1 (w)x > ug-1) = pr1 — xa

(v €15

qui a pour équivalent déterministe le programme suivant : [1]

4 !
Cl,T—Ug

ztVix

Gx 4+ 1 —pr+e)ValViz > wy

max

(1.29)

5;—137 + N1 = pr1 + er1) V2 V1w = upy
\l' € T2
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D’autre part Contini [4] a développé un algorithme selon I"approche “stochastique
goal programming” dans le cas ot les variables aléatoires sont normales et dont I'espérance
mathématique et la variance sont données. Il a établi une équivalence entre le programme
stochastique et un programme quadratique déterministe dont le but est de maximiser la
probabilité que la fonction objectif appartienne & une région bien déterminée .

3.4.2 Programmation d’objectifs stochastiques (Stochastic goal
programming)

Contini ajoute un vecteur aléatoire u = (uy, ug, ..., u,) qui suit une loi normale
d’espérance 0 et de matrice de covariance V.

Le probléme revient & maximiser Z; () = ¢, (W) 4o (W) 4. ¢y (W) Ty +up(w) =
Cr(w)r +up(w), k=1,2,...,7

Soient Z = (21, Za, ..., Zy), et Z; 1a valeur que le décideur souhaite qu’elle soit atteinte
par Z;l'égalité Z;, = Z; ne peut avoir lieu a cause des perturbations dues au facteur
aléatoire u.

Alors un domaine Y*tel que Z € Y*, est choisi au départ , ensuite le probléme revient
a déterminer le vecteur & qui maximise la probabilité que Z € Y*d’ou le modéle suivant :

(1.30)

mazx P(Z(x) € Y*)
z €T

Etant donné que u est un vecteur aléatoire normale , le domaine Y* est un ellipsoide
de E*centré en z représenté comme suit :

Y* = {y=(y1, 92, ... ur/(y — Z )V y — Z) < e*}oit e est un scalaire convenable-
ment choisi.

Théoréme [4]

La solution optimale du probléme (1.30) est obtenue par la résolution du probléme
quadratique suivant :

(1.31)

min Z V2 + 2 (C'VIC)xr +2(C'V1z)
r el

Exemple

Nous nous sommes inspiré cet exemple de [4]et [1]
Dans R?, considérons le probléme suivant
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max Z1(x

) =0
max Zy(z) = Cé(w)
maz Z3(r) = Cy(w)x
Aij(w) < b (w) i=1,2
|z >0

ou C1(w) , Cy(w) et C3(w) sont des vecteurs aléatoires independants normalement dis-
tribués de moyennes E (Cy (w)) = (3,5), E(Cy (w)) = (8,10)" et E (Cs (w)) = (7,11) et

de matrices de covariance

cov1=<f ;)),cow:(é _11),00\/3:(8 2)

Les vecteurs (4;, b;) i = 1,2 sont tels que les variables aléatoires t; () = A;x —b;
aient des moyennes respectives my(x) = 4xg — 6 et mo(z) = 221 — 5 et des matrices de
covariance

200 200
covy=10 5 0 |, covg=1 0 4 0
001 0 06

Si les seuils de probabilités fixés par le décideur sont tels que

1-pour les contraintes

a1 =0977T = ¢ (1) =2
ay =0.997 = ¢ ! (an) = 2.8
2-pour les fonctions objectifs
By =0816= ¢ '(p) =09
By =0.984 = ¢~ (Bs) = 2.1
B3 =0.945 = ¢~ (83) = 1.6

Le probléme multi objectifs déterministe équivalent au probléme donné
max uy (x) = 3z1 + 5xg — 0.94/227 + 323 + 27179

max ug (z) = 8y + 102y — 2.1\/4x + 23 — 7179

maz uz (z) = Try + 11ze — 1.64/323 + 423

uq, Uy et ug sont concaves car 5 > % Vj=1...3 dapres [1]

Sous les contraintes

drg — 6+ 24/223 + 523 +1 <0
21 — 5+ 2.8/227 + 242 1 6 < 0

r1>0et z9>0

Ces contraintes sont convexes d’aprés le raisonement suivi dans [4]

Donc pour résoudre cet exemple, on minimisera les objectifs opposés, et cela revient
a résoudre un probléme convexe grace a des méthodes classique (par exemple les facteurs
de lagrange), et les méthodes numériques (méthode de Newton,...etc).
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Chapitre 4

La programmation mathématique

4.1 Introduction

La programmation mathématique, et plus particuliérement 'optimisation vise a
résoudre des problémes ot I'on cherche a déterminer parmi un grand nombre de solutions
candidates celle qui donne le meilleur rendement par exemple (cout).

Plus précisément, on cherche & trouver une solution satisfaisant un ensemble de
contraintes qui minimise ou maximise la fonction objectif donnée. L’application de la
programmation mathématique est en expansion croissante et se retrouve dans plusieurs
domaines.

Dans ce chapitre, nous allons présenter les problémes classiques d’optimisation, et
leurs conditions d’optimalité et définir quelques notions usuelles.

D’une fagon générale un programme mathématique dans R™ est un probléme d’opti-
misation sous la forme suivante [9] :

(min(oumaz) f ()

s.c

(F2) gi(x) <0, i={1,2;...,m}
hi(x) =0, j={1,2,..,p}
lz € S CR"

Ou f : R® — R est une fonction continument différentiable appelée fonction objec-
tif ; et 'ensemble des conditions {g¢;(z) <0, ¢=1,...,met hj(z)=0, j=1,...,p/xz € S C R"}
les contraintes de probléme (F;).

L’ensemble D = {z € s C R"/ g;(z) <0, i=1,...meth;j(x)=0, j=1,..p}
est appelée 'ensemble des solutions réalisables du probléme (B).
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4.2 Notions de base

Remarque :

Ces relations sont définies pour un probléme de minimisation pour le probléme (F2) .

Définition 1 [9]

On appelle solution réalisable du probléme (F), tout point appartenant a D.

Définition 2 [9]

Un point x*¢ D qui minimise la fonction objectif sur D est dite solution optimale
globale du probléme (P,)si et seulement si :

Ve e D f(x)>f(z")
On note arg minp f(x), 'ensemble des solutions optimales du probléme (P).

Définition 3 [9]

Un point z* € D est une solution optimale locale de (F,), s’il existe un voisinage V'
de x* , et un e > 0 tel que :

f(x)>f(z*), Ve V(x¥
ou
V" )={zx e D/ |z —a*|<e}

x €V (z*) et on note par locminp f (x) I'ensemble des solutions optimales locales de

(P2).
Et de plus si f et D sont convexes, le minimum local est global pour le probléme

(P2).

Remarques :

Le probléme d’optimisation précédent consiste :

- soit a chercher un point optimal (local, global).

-soit, si un tel point n’existe pas on cherche une borne inférieure a la fonction f.

-soit, a établir que f est non borné inférieurement sur D ,auquel cas on adopte la
convention infp f(x) = —o0.

-lorsque D est vide on pose par convention infp f (z) = +oo.
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4.3 Classification d’un programme mathématique

On classifie le probléme (P,) selon des propriétés fondamentales, a savoir la convexité,
la différentiabilité et la continuité des fonctions du probléme ().

Définition 1 [9]

- Un programme mathématique est dit convexe si : f, g; et h; sont convexes sur un
ensemble D des solutions réalisables convexe.

- Si:f, g; et h; sont différentiable le probléme est dit différentiables ( fonctions consti-
tuant D sont différentiables) .

Signalons que, les programmes non convexes ou non différentiables sont les plus diffi-
ciles a traiter.

4.4 Qualification des contraintes

Pour que la qualification des contraintes (QC) soit vérifiée en tout point x dans D ,
il suffit que 'une des conditions (a) ou (b) soit réalisée [9] :

a- Toutes les contraintes de (P) sont linéaires, affines (karlin 1959) ou convexe.
b- Toutes les contraintes d’inégalités entre autre g; (x), sont convexes et il existe
T € R* vérifiant g; ()< 0, Vi et hj(x) Vj affines, (Slater 1950). Pour que (QC) soit

vérifiée en un point x° € D il suffit que l'on ait :

-Les gradients Vg; (2°), des contraintes saturées en z° sont linéairement indépen-
dantes (Fiacco et Mc Cornick 1968).

Remarques :

La résolution compléte de (PM) traite dans 1’ordre les points suivants :
- L’existence d’une solution optimale. - La caractérisation de la solution.
- L’élaboration d’algorithme pour calculer cette solution.

(PM) : Programme mathématique.
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4.5 Existence et unicité de la solution

Théoréme 1 : (Weierstrass) [9]

Si D I’ensemble des solutions, est compact non vide de R™ et si f est continue sur D
alors le (PM) admet au moins une solution optimale globale z* € D .
4.6 Conditions d’optimalité :(cas sans contraintes)

Soit le programme non linéaire et non contraint (PNC) [7] :

(Py) {mm f(z)

r e I CR"

Ou la fonction f est au moins deux fois continument différentiables au point x* .

Définition 1[7]

Soit z* € I , on dit que y € I est une direction admissible s’il existe o > 0 tel que
> +ty € IVtel0,al

e Soit z* un minimum local de f (z), on a alors nécessairement pour tout ¢t > 0 assez
petit.

f(z*+ ty) — f(z*) >0, Vy admissible ceci implique :
L fatty) —fa®) N>
Lim ; Vi) y =0

En particulier, la direction y = —V f (2*) est admissible et on déduit :
— IV @) Pz0=[V[() [’<0=V[(z") =0
4.6.1 Condition nécessaire du 1“ordre : (cas sans contraintes)

Théoréme 1[7]

Soit z*minimum local pour (P3), on a alors V f (z*) = 0.
Un point x satisfaisant cette condition est appelé un point stationnaire.
Au deuxiéme ordre, on obtient :

Fla®) < flar+ty) = f(@*) +tV f(a") y + L2y Hy (a%)y + O (t*) quand ¢ tend
vers O .

Comme z* est un minimum local on a :

- fatty) —f@t) 1 % o) g )
Lim v =3y Hy @)y + lim—p= =3y Hy (¢7)y >0

H; : Etant la hessienne.
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4.6.2 Condition nécessaire du 2 ordre
Théoréme 2[7]
Soit z*un minimum local pour (Ps) on a alors :
Vi)=0
y Hy (x)y >0, Vyel

La matrice hessienne au point x* est donc semi-définie positive. Ces conditions ne
sont, pas suffisantes.

4.6.3 Conditions suffisantes du 2¢¢ ordre
Théoréme 3 [7]
Soit x* un point tel que :
Vf()=0
y Hy (z%)y >0, Vyel

Alors z* est un minimum local (strict).

4.6.4 Condition suffisantes d’optimalité globale
Théoréme 4 [7]

Soit une fonction continue f : R — R et soit 2* € R™ un minimum locale de f est
une fonction convexe, alors x* est un minimum globale de f. Si de plus f est strictement
convexe, r* est I'unique minimum globale de f.

4.7 Conditions d’optimalité : (avec contraintes)

Soit le programme mathématique (PM) :

(min f ()

(Py) gi(x) <0, i=1,2;....m
hi(z) =0, j=1,2,..p
(z € R™

Ou f, g; et hj sont au moins deux fois continument différentiables.

Définition 1

Le lagrangien du programme mathématique (P) est défini par :

m p
Lz, A\, p)=f(z) + 21 Aigi () + Zlﬂjhj ().
1= Jj=
N>0,i=1.m.
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4.7.1 Condition nécessaire du 1 ordre (avec contrainte)

Théoréme 1 : (Karush-Kuhn-Tucker)

Soit #* un minimum local régulier (qualifié) de (PM).

Alors, il existe les multiplicateurs A* € R et u* € RP tel que :

(Vi) + SNVl + ]i 1V By (2) = 0.
avec
(Ve L(z*, X*, u*) =0); (condition d optimalité).
Afgi(z%) =0, i={1,...,m}; (condition de complémentarité).
>0, i={1,..,m}; (K.K.T)
gi (x*) <0, i={l,...,m}
LRy (2*) =0, j={1,...p}

Remarques :

- Si les contraintes ne sont pas qualifiées en x* | les conditions de KKT ne s’appliquent
pas (x* peut étre optimal sans vérifier ces conditions).

- Si (Py) est convexe, les conditions de KKT sont a la fois nécessaires et suffisantes
pour que x* soit un minimum global.

Soit I (z*)={i/i=1,...,m; g;(z*) =0}, est Pensemble des indices des contraintes

d’inégalités actives (saturées) au point x*.

Définition 2

On définit un espace tangent 7" (x*) au point z* d’un probléme (P;) par :

T (z*) = {y e R*: Vgi(:v*)l y<0,i € I(z*) et Vh, (x*)/ y:O,jzl,...,p}.

4.7.2 Conditions nécessaires du 2°"° ordre

Théoréme 2

Soit #* un minimum local régulier de (Py) . Alors, il existe des multiplicateurs \* € R’
et u* € RP tel que :

— les conditions de KKT sont satisfaites.

—y Hp (2%, X, p*) y >0, Vy € T(2*) ,( Hessienne semi définie positive).
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4.7.3 Conditions suffisantes du 2°¢ ordre

Théoréme 3

S’il existe des multiplicateurs \* € R’ et p* € R” tels que :
les conditions de KKT sont satisfaites.
y Hp (", \,u*)y >0, Yy € T(z%)

T (x*) est toujours un espace tangent du probléme (P;) au point z*. Alors le point x*
est un minimum local strict de (Fy) .

4.8 Programmation non linéaire stochastique

Considérons le probléme suivant :

maz P(c (w)x > t)
Az <b (3.1)
re€{0,1}" oz € N"

/ . . ’ . . 2.
¢ =(c1,...,c2) n coefficient de variables aléatoires indépendantes normale
le probléme déterministe équivalent est :

=)

/
VT

Az <b (3.2)
r€{0,1}" oz € N"

max

1 désigne 'espérance mathématique des composantes de c.
v : désigne variance des composantes de c.

Ce probléme est difficile a résoudre par ce que il fait appel a des techniques d’optimi-
sations globales.

Considérons un autre probléme :

cll(w)x
max clz(w):p
Az =0 (3.3)

x> 0etco(w)r >0
On lui associe le probléme déterministe suivant :
(e, (w)x)

(cy(w)z)

E
Az =10 (3.4)
x>0

max

et pour résoudre le probléme (3.4 ) on fait appel a la méthode de A.Cambini.
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4.9 Méthode de A.Cambini

On considére le programme fractionnaire linéaire (P)[3]

/
{mmz: plzta

q z+8
zesS

Ou S ={x e R" Az < b, x > 0} avec « et (3 sont des réels, p et g sont des vecteurs
de R",gest un vecteur non nul de R", A est une matrice réelle de format m x n et b un
vecteur de R™. L’ensemble S est supposé borné non vide, et q/x +6>0

Définition [3] On dira que T est solution optimale niveau pour le probléme (P) si et
seulement si T est solution optimale du probléme (P)

max p'x + «
res (P 7)

q/x — q/f

Si de plus T est un point extreme de S, T est dit solution niveau optimal de base
L’algorithme de A.Cambini génére une séquence finie 2, k = 1,1 de solutions opti-
males niveau dont la premiére est trouvé de la facon suivante :

Résoudre le programme linéaire (P,) suivant {min qr+p, v € 3}, soit 2% solution
optimale ( car sa fonction objectif est bornée). si z%st unique , alors elle est une solution
niveau optimale de base pour (P)

sinon résoudre le programme linéaire.

(P) {maz{pr+a;zeS}}

si (Pp) n’admet pas de solution, alors la valeur de la fonction objectif est infinie ; sinon
une solution optimale z' de (P}) est aussi une solution optimale niveau.

Théoréme [3] Sij={j e N, >0} = ¢, ou ¥ =fp —aq est tel que 4; < 0 pour tout
indice hors base j € Ny, alors z*est une solution optimale du probléme (P).

4.9.1 Algorithme

Etape 1. trouvé la solution optimale niveau z'.

p r+a

q,m+ﬁ/x € S} = 400, terminer. sinon,

Si une telle solution n’existe pas, alors sup{
poser k =1 et aller a 'étape 2.

Etape 2. Si J = {j/ ¢; > 0} = ¢,terminer z* est une solution optimale du probléme
Q

(P) .sinon, soit s tel que £ = max ( 2
s J

Si 4> 0, aller a étape 3. sinon, terminer, z* est une solution optimale de (P).
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Etape 3. La variable hors base z entre dans la base au moyen d’une opération pivot,
poser k =k + 1 et aller a I’étape 2, si une telle opération n’est pas possible, terminer :

przta _ Ds
izeag{q,x%/x € S} =E.

Exemple 1

Une usine fabrique des citernes de forme cylindrique, et 1 objectif est de trouver des
dimensions qui minimise le cott (autrement dit la surface) de réalisation , sachant que le
volume est compris 10m3et 13m3.(v € [10m?, 13m3])

Le volume suit une loi uniforme sur [10, 13]

Le probléeme stochastique est :

min S(r,h) = 2mr® + 2wrh
mr?h = v (w) (4.8)
r>0,h>0

Cherchons l’espérance mathématique de volume
_ 10413 _
E(v) = == =11.5.
Le probléme déterministe équivalent est :
min S(r,h) = 2mr? + 27rh

mrih = 11.5 (4.9)
r>0,h>0

La solution optimale est r* = 1.22 métres; h* = 2.45 métres
et S* = 28.19 m?

-Cherchons la probabilité que cette solution soit réalisable
P (v (w) = 7r7"*2h*> — P(v(w) = 11.5) = F, (1L.5) = 0.5

La probabilité que cette solution soit réalisable est moyenne , cherchons alors la solu-
tion optimale pour que la probabilité de sa réalisation soit égale a 0.8

P (rr*h =v (w)) = 0.8 <= F,(mr*h =v (w)) = 0.8 <= 7mr’h = F;1(0.8) = 12.4.
On revient a résoudre le probléme déterministe non linéaire équivalent suivant :
min S(r,h) = 2mr? + 27rh

r?h =12.4 (4.10)
r>0,h>0
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La solution optimale est r* = 1.25 métres; h* = 2.5 métres
et S* = 29.65 m?

Ou :

S : représente la surface d’une citerne.

r @ est le rayon.

h : est la hauteur.

T =3, 14.

Exemple 2

Soit & résoudre le probléme non linéaire stochastique suivant :

min Z(w,r) = ¢, (W) 2?2 + ¢ (W) 23
Ty + 29 < —1

T, — 29 <1

r1, T2 € R

(4.11)

- - - I 57 35
Ot ¢1 (w) et ¢z (w) respectivement suivent une loi uniforme sur [3, 1] et [3, 2] et leur
espérance mathématique est :

|

E(ey(w)) =232 =3, E(e; (w)) =

N|~1
| o

+
2

N[

=1

Remplagant ¢; (w) et ¢z (w) par leur espérance mathématique on obtiendra le probléme
déterministe équivalent :

min Z(z) = 373 + 23

Ty + 1o < —1

(4.12)
r1 — X2 S 1
r1, 29 €ER
la solution optimale de ce probléme est : 2] = —}1, xy = —% qui a pour valeur optimale
7 =3,
4
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Chapitre 5

Programmation sur Lingo

5.1 Définition du logiciel Lingo

Lingo est un logiciel pour la résolution des programmes linéaires et non linéaire ainsi
que les programme stochastique

5.2 Introduction

Lingo est un logiciel utilisé pour résoudre les modeéles d’optimisation linéaire, entier
et quadratique, il est aussi utilisé pour résoudre les modéles d’optimisation
globale non linéaire.

Une des caractéristique de lingo c¢’est qu’il offre des outils qui peuvent aider a ’analyse
des modéles en utilisant la méthode du simplexe.

5.3 Installation du logiciel

Pour utiliser cette version de lingo il est conseillé d’avoir au moins un processeur 486
et 8 Mo de mémoire RAM. il faut aussi prévoir un espace disque dur de 2 Mo pour

pouvoir l'installer.

Les étapes de l'installation sont :

1.démarrer Windows

2.Insérer CD-ROM

3.Cliquer sur l'icone setup (install) dans votre explorateur de Windows
4.Suivre les instructions de ’écran

Pour plus d’information sur ce logiciel visiter ’adresse web www.lingo.com
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Application 1

La programmation de l’exemple (PL1)

=

Lingo Model - Lingo1

max = X1 + 2*X2 ;

-3*X1 + 27¥2 + X3 = 2 ;
-¥1 + 2#*¥2 + X4= 4;
Xl + X2 + X52= 5 ;

Solution Report - Lingo1

Cbhjective walue:
Infeasibilities:
Total solver iterations:

Model Class:
Total wariables:
Honlinear wvariables:

Integer wvariables:

Total constraints:
Honlinear constraints:

Total nonzeros:
Nonlinear nONZeras:

Global optimal solution found.

8.000000

0.000000

3

LP
5
4]
4]
4
4]
11
4]

Variable Value
X1 2.000000
X2 3.000000
X3 2.000000
X4 0.000000
X5 0.000000

Row 5lack or Surplus
1 8.000000
2 0.000000
3 0.000000
4 0.000000

Reduced Cost
0.000000
0.000000
0.000000

0.3333333
1.333333

Dual Price
1.000000
0.000000

0.3333333
1.333333
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Application 2

La programmation de (MOP)

Lingo Model - Lingo2

(==l

min = -¥1 + 0.5*%¥2 ;

IF¥1 - X2 <= &;
X2 <= 2 ;

Global optimal solution found.
Cbhijective wvalue:
Infeasibilities:

Total solver iterations:

Model Class:
Total wvariables:
Nonlinear variables:

Integer wvariables:

Total constraints:
Nonlinear constraints:

Total nonzeros:
Nonlinear nonzeros:

Variable
X1
X2

Row

-2.000000
0.000000
4]

LP

Value
2.000000
0.000000

S5lack or Surplus
-2.000000
0.000000
2.000000

Eeduced Cost
0.000000
0.1666667

Dual Price
-1.000000
0.3333333

0.000000
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Application 3

La programmation de I'exemple (PCIZ)

2

Lingo Model - Lingo3

min = X1 + X2 ;

FFX1 + X2 = T;
0.75*¥1 + X2 >= 4;

Global optimal solution found.
Chjective wvalue:
Infeasibilities:

Total solver iterations:

Model Class:

Total wvariables:
Nonlinear wvariables:
Integer wariables:

Total constraints:
Nonlinear constraints:

Total nonzeraos:
Nonlinear nNONzZeras:

Variable
X1
X2

4.333333

Q.000000

2

LP
2
a
a
3
a
&
a

Value

1.333333

3.000000

Slack or Surplus

4.333333

Q.000000

0.000000

Reduced Cost
0.000000
Q.000000

Dual Price
-1.000000
-0.1111111
-0.8888889
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Application 4

La programmation de ’exemple (1.17)

= Lingo Model - Lingo2 (=1
min = 2*¥1 + X2 ;
H1 + X2 «= 4;
0.5*%*¥1 + 0.3*X2 »>= 1.5 ;
Globkal optimal solution found.
Chijective wvalue: 5.500000
Infeasibilities: 0.000000
Total solver iterations: 2
Model Class: LFP
Total variables: 2
Nonlinear variables: a
Integer wvariables: 4]
Total constraints: 3
Nonlinear constraints: a
Total nonzeros: a
Nonlinear nonzeros: Q
Variable Value Reduced Cost
X1 1.500000 0.000000
X2 2.500000 0.000000
Row 5lack or Surplus Dual Price
1 5.500000 -1.000000
2 0.000000 0.5000000
3 0.000000 -5.000000
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Application 5

La programmation de 'exemple (1.18)

Lingo Model - Lingo1

min = 2*¥1 + X2 ;

X1 + X2 <=4 ;
0.5%¥1 + 0.3*X2 >=1.68 ;

Chjective wvalue:
Infeasibilities:
Total solver iterations:

Model Class:
Total wvariables:
Nonlinear variables:

Integer wvariables:

Total constraints:
Nonlinear constraints:

Total nonzeros:
Nonlinear nonzeros:

Global optimal solution found.

Variable
X1
X2

Row

L Ry

€.300000
Q.000000
2

LP

Value
2.300000
1.700000

Slack or Surplus
€.300000
0.000000
Q.000000

Reduced Cost
Q.000000
0.000000

Dual Price
-1.000000
0.5000000
-5.000000
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Application 6

La programmation de ’exemple (1.20)

B Lingo Model - Lingo3 (= [@ =]
min = T.5%(0.5%*¥1 + 0.3*¥2)"2 - 9,75#¥1 - &£.05*X2 + 18.675 ;
H1 + ¥2 «= 4;
Local optimal =olution found.
Cbjective wvalue: S.266667
Infeasibilities: 0.000000
Extended solwver steps: ]
Total solver iterations: 34
Model Class: HNLP
Total wvariables: 2
Nonlinear wvariables: 2
Integer wariables: 1]
Total constraints: 2
Nonlinear constraints: 1
Total nonzeros: 4
Nonlinear nonzeros: 2
Variable Value Reduced Cost
X1 0.1666667 0.000000
X2 3.833333 0.000000
Row Slack or Surplus Dual Price
1 5.266667 -1.000000
2 0.000000 0.5000000
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Application 7

La programmation de ’exemple (4.9)

Lingo Model - Lingo2

min = 2%3.14*r"2 + 2*3.14*r*h

3.14*r™2*h = 11.5 ;

Local optimal solution found.

Cbjective wvalue:
Infeasibilities:
Extended solwver steps:
Total solver iterations:

Model Class:
Total variables:
Nonlinear wvariables:

Integer wariables:

Total constraints:
Nonlinear constraints:

Total nonzeros:
Nonlinear nonzeros:

28.19%93%9
0.000000
5
106
NLP

2

2

a

2

2

4

4
Variable Value
R 1.223431
H 2.446862

Row Slack or Surplus

1 28.199339
2 0.000000
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0.000000
0.000000

Dual Price
-1.000000
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Application 8

La programmation de ’exemple (4.10)

Lingo Model - Lingo3

min = 2%*3.14*r"2 + 2*3.14*r*h ;

3.14%r"2*h = 12.4 ;

Model Class:

Total wvariables:
Nonlinear wariables:
Integer variables:

Total constraints:
Nonlinear constraints:

Total nonzeros:
NHonlinear nonzeros:

Local optimal =solution found.
Cbhjective walue:
Infeasibilities:

Extended solver steps:

Total solver iterations:

29.65211
0.000000
5
107
NLP

2

2

0

2

2

4

4
Variable Value
R 1.254548
H 2.503096

Row 5lack or Surplus

1 29.65211
2 0.000000
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0.000000|

Dual Price
-1.000000
-1.594139



Application 9

La programmation de ’exemple (4.12)

|2 Lingo Model - Lingo3

(== ]=]

min = 3*X1"2 + X272 ;

X1 + X2 «= -1 ;
1 - X2 == 1 ;
Bfree(¥1):

Bfres(X2):

Solution Report - Lingo3

Local optimal solution found.
Cbhjective wvalue:
Infeasibilities:

Extended solver steps:

Total solver iterations:

Model Class:

Total wariables:
Honlinear wvariables:
Integer wvariables:

Total constraints:
HNonlinear constraints:

Total nonzeros:
Nonlinear nONzZeroas:

Variable
X1
X2

Row

8]

Q.7500000
0.000000
1

[

NLP

Value
-0.2500000
-0.,7500000

S5lack or Surplus
0.7500000
0.000000
0.5000000

Reduced Cost
0.000000
0.000000

Dual Price
-1.000000
1.500000
0.000000

66




Conclusion générale

Depuis plusieurs années, les problémes d’incertitude (ou de nature aléatoires) sont
considérés difficiles a résoudre, mais aprés 'apparition des méthodes de résolution ces pro-
blémes sont devenues faciles a résoudre et cela on transforme ces problémes stochastiques
en probléme déterministes qui sont des problémes pris en charge par la programmation
mathématique.

Ces derniéres années, des travaux ont été réalisés dans la prise en compte de ’aléatoire
en programmation mathématique.

Dans ce modeste travail aprés avoir donné une vue panoramique sur les méthodes
d’optimisation stochastique (linéaire et non linéaire , mono objectif et multi objectifs),
ces méthodes sont basées sur la transformation des problémes stochastiques en probléme
déterministes a fin d’arriver a la solution optimale.

Nous avons, en premier lieu, généralisé conjointement les différentes approches (pas-
sive et active) de la programmation linéaire stochastique, et les critéres d’optimisations
du probléme équivalent qui aident a résoudre les problémes stochastiques, tel que nous
avons cité les différents cas possibles (cas des objectifs aléatoires, cas des contraintes aléa-
toires ou bien les deux a la fois), nous avons aussi traité le modéle “chance constrained
programming” la ou le décideur fixe un niveau de sécurité a respecter, et le modéle avec
recours (général, fixe, fixe simple), aussi le programme du risque minimal multiple et
“stochastique goal programming” dans la programmation multi objectifs .

En deuxiéme lieu, on a fait appel a quelques modéles dans la programmation sto-
chastique non linéaire, tel que le modéle avec objectif fractionnaire aléatoire qu’on résout
a l'aide de l'algorithme de A.Gambini, et le modéle dont les contraintes ou I'objectif
sont quadratiques stochastiques que nous avons résolu en utilisant les méthodes de la
programmation linéaire stochastiques.

Cette expérience, nous a permis de parfaire nos connaissances en matiére de program-
mation mathématique et programmation mathématique stochastique.

Nous envisageons une suite pour notre travail comme suit : (en perspectives)

- Résolution de probléme mathématique stochastique quelconque.

- Résolution de probléme mathématique stochastique quelconque en multi-objectif.
- Résolution de probléme mathématique flou stochastique quelconque en multi-objectif
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Résumé

La Recherche Opérationnelle est un ensemble de méthodes et techniques rationnelles
orientées vers la recherche de la meilleure fagon d'opérer des choix en vue d'aboutir au
résultat visé ou au meilleur résultat possible.

Notre travail se résume comme suit:

Dans le premier chapitre, nous avons défini et rappelé quelques notions sur les variables
aléatoires (discretes et continues) et leurs propriétés (la loi de distribution, la fonction de
densité, fonction de répartition, espérance mathématique, variance, covariance , écart type, et
la matrice de covariance ).

Ensuite le deuxiéme chapitre est réservé a la présentation de la programmation linéaire mono-
objective et multi-objective, dans la premiére partie de ce chapitre on a traité le cas mono-
objectif, et on a utilisé les méthodes du simplexe pour la résolution d'un probléme de
programmation linéaire, et on a terminé cette partie par un exemple. Dans la deuxiéme partie
on a traité le cas multi-objectif, dont on a cité la dominance et l'efficacité d'une solution, la
résolution par méthode du simplexe.

Le troisiéme chapitre est partagé en deux parties, la programmation linéaire stochastique
mono objectif et la programmation linéaire stochastique multi-objectif .Dans la premiere
partie on a défini un probléme lin€aire stochastique mono-objectif et on a cité¢ deux approches
( Passive et active ) de résolution de ce dernier et quelques critéres d'optimisation du
probléme équivalent lorsque l'objectif est aléatoire (E-modele, V-modéele, EV-modéle, P-
modele, katoka). Quelques modeles lorsque les contraintes sont aléatoires (Seuil de
probabilités sur les contraintes, recours général, fixe, et fixe simple) et deux exemples. Dans
la deuxieme partie de ce chapitre on a étudié le cas d'un programme linéaire multi-objectif
stochastique, dont on a cité le programme du risque minimal multiple, et stochastique goal
programming.

Dans le quatriéme chapitre on a parlé de la programmation mathématique (cas non linéaire),
on a défini quelques notions de base, la classification d'un programme mathématique,
qualification des contraintes, I’existence et 'unicité d'une solution, et on a cité les conditions
d'optimalité de 1 ere et 2 eme ordre pour les cas avec contraintes et sans contraintes , et pour
la programmation non linéaire stochastique nous avons donné deux mode¢les; 1'un est
fractionnaire, il se résout par l'algorithme de A.Cambini, et 1 autre fait appel a une
optimisation globale ce qui engendre la complexité de résolution de ce dernier, et enfin nous
avons terminé ce chapitre par la résolution de deux problémes stochastiques non linéaires.

Le cinquiéme chapitre se base sur le coté de programmation par le logiciel Lingo.

Mots clés

Variables aléatoire, loi du distribution, la programmation linéaire, simplexe, programmation
multi-objectifs, programmation linéaire stochastique, approche passive, approche active et ses
critéres, la programmation multi-objectifs linéaire stochastique, programmation
mathématique, programmation non linéaire stochastique, méthode du A.Cambini , Lingo .
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