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Introduction générale

La plupart des systèmes dynamiques présentent des non linéarités et sont caractérisés

par des incertitudes paramétriques dues à la modélisation ou à l'identi�cation. Pour la

commande de tels systèmes les méthodes classiques de l'automatique ont montré leurs

limites en terme de stabilisation et de performances. Suite au développement des calcu-

lateurs numériques, les automaticiens commencent à s'intéresser aux nouvelles approches

de commande tels que la commande adaptative, la commande prédictive qui peuvent nous

garantir un certain niveau de performances malgré la présence des incertitudes.

Pour les systèmes d'adaptations, il existe deux algorithmes de synthèse des lois de

commande à modèle de référence : méthode de Lyapunov et règle de MIT. La règle

de MIT est limitée dû à l'approximation de la fonction de sensibilité car la sortie de

système dépend des paramètres inconnus ce qui conduit à des systèmes de contrôle dont

les propriétés de stabilité sont soit faibles ou ne peut pas être établies. La méthode de

Lyapunov présente une di�culté liée à la dé�nition d'une fonction de Lyapunov. En e�et

pour certains systèmes, il est important de bien choisir une fonction adéquate qui peut

déterminer les adaptations des lois de commande, en boucle fermée, de tel sort que la

stabilité soit satisfaite.

Dans ce travail, on va s'intéresser à la commande adaptative d'une classe particulière

des systèmes. L'aidée consiste à calculer des lois de commande adéquates sans passer par

l'estimation des paramètres du système en utilisant la commande adaptative à modèle

de référence. Cette approche repose sur un modèle de référence qui caractérisé les perfor-

mance désirées. L'analyse de la convergence des di�érentes erreurs est basée sur la théorie

de stabilité de Lyapunov et le lemme de Barbalat. Cette technique sera appliquée pour

le couple insuline-glucose a�n de régler le taux de glucose à une valeur �nale égale à 1

suivant une trajectoire désirée.

L'organisation de ce mémoire est faite de la manière suivante :

1. Le première chapitre est consacré à des rappels sur des systèmes asservis et le

modèle mathématique. Le chapitre présente aussi de la commande adaptative et

ses di�érentes approches.

2. Le deuxième chapitre aborde la commande adaptative à modèle de référence. Le

chapitre commence par le principe général de cette dernière et sa structure. La

suite du chapitre expose les deux algorithmes les plus utilisés pour la synthèse

8



Introduction générale 9

des lois de commande en présence des incertitudes. La �n du chapitre présente un

exemple d'une commande adaptative à modèle de référence basé sur la théorie de

stabilité de Lyapunov.

3. Le troisième chapitre présente des généralités sur le diabète et les principes de base

de la modélisation par analyse compartimentale. Cette technique est utilisé par la

suite pour déterminer le modèle du couple insuline-glucose.

4. Le quatrième chapitre est une application de commande adaptative à modèle de

référence, basée sur la stabilité de Lyapunov, pour déterminer les adaptations des

lois de commande en boucle fermée pour le système insuline-glucose dans le but

de régler le taux du glucose dans le sang. L'algorithme d'adaptation est validé par

simulation.

Le travail se termine par une conclusion générale.



Chapitre 1

Généralités sur les systèmes et la

commande adaptative

1.1 Introduction

Ce chapitre sera consacré à des généralités sur les systèmes asservis et la commande

adaptative. On commence d'abord par la dé�nition d'un système en automatique et ses

classes. Puis on va expliquer c'est quoi un modèle ? Quelles sont les étapes à suivre pour

l'obtention de ce modèle ? Le but pour quand on fait la modélisation ? Quelles sont ces

di�érentes sources d'erreur ?

Puis, on va aborder la commande adaptative qui permet de maintenir les performances

lorsque les paramètres de procédé sont inconnus ou variables dans le temps. On présente

aussi, les deux approches principales de la commande adaptative : commande adaptative

directe et commande adaptative indirecte.

1.2 Notion sur les systèmes asservis et le modèle ma-

thématique

1.2.1 Dé�nition du système

Le système est un ensemble d'objets interconnectés qui coopèrent pour réaliser une

fonction. Son état est a�ecté par une ou plusieurs variables. Tout système est caractérisé

par deux sortes de signaux [2, 3] :

a) signaux d'entrée

Ce sont des grandeurs indépendantes du système mais qui agissent sur son état en tant

que cause. On trouvera :

10



Généralités sur les systèmes et la commande adaptative 11

� Les signaux de commande qui permettent d'agir sur le système et de le piloter vers

un but spéci�é.

� Les signaux de perturbations qui a�ectent le système. Généralement, on ne pourra

pas agir sur celles ci car leur mode d'action sera di�cile.

b) signaux de sortie

Ce sont les e�ets des grandeurs d'entrée que l'on peut observer généralement au moyenne

d'un capteur.

Il est courant de représenter un système à l'aide d'un diagramme, dit diagramme fonc-

tionnelle qui traduit la relation cause-e�et des entrées et des sorties. La Figure 1.1 illustre

cette représentation [2, 3] :

u  (t) y  (t)

p (t)

système

11

u  (t) y  (t)p

x  (t)x  (t)
1 n

m

Figure 1.1 � Diagramme fonctionnel d'un système.

Les grandeurs appliquées à une entrée permettant de faire évaluer le système. Les

grandeurs de sortie, conséquence des entrées rendent comptes de cette évolution, mais

les entrées et les sorties seules su�sent pas à caractériser l'évolution du système, il faut

y ajouter les états. Les états sont des variables internes, et constituant la mémoire de

système. Il su�t de connaitre l'état de système à l'instant initial quelconque pour prédire

son comportement futur sous l'action d'entrée connue.

1.2.2 Classes des systèmes

les systèmes dynamiques peuvent être classés en plusieurs classes comme le montre la

Figure 1.2 [3].
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 Systèmes à
paramètres distribués

Systèmes à 
paramètres localisés

DéterministesStochastiques

 Temps continu Temps discret 

Non linéaires Linéaires

à paramètres constants à paramètres variants

Monovariables Multivariables

Systèmes

Figure 1.2 � Classi�cation des systèmes.

1.2.2.1 Systèmes mono entrée-mono sortie

Ce sont des systèmes ne comportant qu'un seul signal d'entrée et un seul signal de

sortie [2].

1.2.2.2 Systèmes multi-entrées-multi-sorties

Ce sont des systèmes comportant plusieurs signaux d'entrée et plusieurs signaux de

sortie [2].

1.2.2.3 Systèmes stationnaires et systèmes non stationnaires

Les systèmes stationnaires sont des systèmes dont le modèle mathématique n'a aucun

coe�cient dépendant du temps. Autrement les systèmes non stationnaires où le modèle

mathématique à des coe�cients dépendant du temps [2].
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1.2.2.4 Systèmes continus-systèmes discrets

On parle des systèmes continus quant tous les signaux d'entrée et les signaux de sortie

sont dé�nit à tout instant de temps � t �. Les systèmes discrets quant tous les signaux

d'entrée et les signaux de sortie sont dé�nis périodiquement dans le temps [2].

On parle également d'un système continu-discret quand on veut piloter (commander)

un processus par ordinateur. On considère alors un bloqueur et un échantillonneur comme

schématisé dans la Figure 1.3 :

bloqueur système échantillonneur 
u(k) y(t) y(k)u(t)

Figure 1.3 � Bloqueur-échantillonneur.

Le bloqueur permet de passer d'un système discret à un système continu (Figure 1.4).

u(k)

k

u(t)

t

Figure 1.4 � Bloqueur ordre1.

L'échantillonneur permet de passer d'un système continu à un système discret (Figure

1.5).

y(t)

t

y(k)

k

Figure 1.5 � Échantillonneur.
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1.2.2.5 Système statique ou système dynamique

Un système statique est un système dont la réponse à un signal d'entrée est instantané.

La variable indépendante,temps t, n'intervient pas dans le fonctionnement de ce type de

système, ce système n'a pas une mémoire.

Un système dynamique est un système dont la réponse dépend simultanément d'entrée

présent et des réponses passées, ce système a une mémoire [2].

1.2.2.6 Systèmes déterministes-systèmes stochastiques

Un système déterministe dont le comportement est parfaitement prévisible, c'est-à-

dire en connaissant le signal d'entrée, on peut calculer la sortie exactement à partir de

modèle du système [2].

Un système stochastique est un système à comportement aléatoire. Certains para-

mètres dépendent des variables aléatoires et le signal du sortie ne peut pas être déterminé

exactement [2].

1.2.2.7 Système non linéaire

Un système est non linéaire si le signal du sortie est une fonction non linéaire par

rapport au signal d'entrée [2].

En présentation interne, les systèmes non linéaires sont généralement décrits sous la

forme simpli�ée suivante :

ẋ = f(t, x) ∀ t ≥ t0

x(t0) = x0

(1.1)

Où f est une fonction vectorielle non linéaire.

1.2.2.8 Système linéaire

Un système est linéaire s'il véri�e le théorème de superposition, c'est-à-dire lorsque les

signaux d'entrée u1(t), u2(t) · · · , up(t) produisant les signaux de sortie

y1(t), y2(t), · · · , yp(t) , alors le signal d'entrée c1u1(t) + c2 u2(t) + · · · + cp up(t) pro-

duisent le signal de sortie c1 y1(t) + c2 y2(t) + · · · + cp yp(t). Avec c1, c2 · · · cp sont des

constantes [2].

En présentation interne, les systèmes linéaires sont généralement décrits par l'équation

d'état sous la forme suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +B u(t)

y(t) = c x(t) +Du(t)
(1.2)

Avec :
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x(t) ∈ Rn vecteur d'état .

u(t) ∈ Rm vecteur de commande.

y(t) ∈ Rp vecteur de sortie.

A : Matrice d'état de dimension (n× n).

B : Matrice de commande de dimension (n×m).

C : Matrice d'observation de dimension (p× n).

D : Matrice de transmission de dimension (p×m).

1.2.2.9 Systèmes à paramètres constants ou variables dans le temps

Les systèmes à paramètres constants sont �xes, c'est-à-dire ne dépend pas de la variable

de temps.

Les systèmes à paramètres variables dans le temps sont des systèmes dont leurs para-

mètres sont toujours inconnus, c'est-à-dire dépend de la variable de temps.

Remarque 1.1

Les paramètres variables dans le temps peuvent être incertains, c'est-à-dire leurs valeurs

sont constantes mais inconnus (les valeurs des paramètres sont bornées).

Les paramètres variables ou incertains peuvent être classées en deux catégories :

� Paramètres prévisibles : on peut connaitre toutes les valeurs possibles des para-

mètres.

� Paramètres non prévisibles : on peut pas connaitre leurs valeurs[5].

1.3 Modèle mathématique

1.3.1 Dé�nition

Le modèle est déterminé à partir des lois physiques ou à partir des données issues des

expériences [2].

1.3.2 Comment obtenir le modèle mathématique

Pour obtenir un modèle mathématique, il faut passer par les étapes suivantes :

1. Dé�nir le problème : Que cherche-t-on ? Quel est l'objectif ? Quelles sont les don-

nées ? Quelle réponse cherche-t-on ?

2. Dé�nir le système : comprendre les relations et les interactions physiques des dif-

férents éléments constitutifs du système.

3. Construire une représentation simpli�ée et idéalisée du système à modéliser.

4. Appliquer les lois décrivant les éléments constitutifs où les interactions entre ces

éléments.
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5. Dé�nir les variables pertinentes (les entrées et les sorties).

6. Formuler correctement le modèle [2].

1.3.3 But de la modélisation

Parmi les buts d'utilisation d'un modèle nous pouvons distinguer :

1. La simulation qui constitue un moyenne de reconstruire ou de prédire le compor-

tement d'un système soumis à di�érentes sollicitation.

2. L'optimisation d'un procédé par la détermination des points de fonctionnement

optimaux de celui ci au sens d'un certain critère.

3. La conception de lois de commande.

4. La conception des capteurs logiciels : le modèle permet de concevoir, de construire

et d'utiliser des logiciels supplétifs à des mesures manquants parce qu'ils sont chère,

dangereux, destructives, rares, déféré, ....etc.

5. La détection et l'isolation des pannes : le modèle peut être utilisé pour détecter

un comportement normal du procédé et d'évaluer les causes et les conséquences

probables.

1.3.4 Types de modèle

La modélisation va conduit généralement à deux formes générales de modèle. Le mo-

dèle de connaissance (où représentation interne) et le modèle de comportement (où le

représentation externe) [1, 2].

1.3.4.1 Modèle de comportement-représentation externe

La représentation externe des systèmes dynamiques vue comme une représentation de

type boite noire avec des signaux d'entrée et des signaux de sortie. L'objectif est simple-

ment d'observer le comportement de cette boite noire illustrée par la Figure 1.6 a�n de

trouver une relation mathématique entre l'entrée et la sortie.

U(s) Y(s)

H(s)

Figure 1.6 � Schéma fonction de transfert.

Pour cela, on applique à l'entrée des signaux pour faire apparaitre des signaux de

sortie. Ces signaux peuvent être déterministes ou aléatoires. Nous considérons en général

des signaux déterministes.
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On donne le modèle du système linéaire, autour de point de fonctionnement, par

l'équation di�érentielle suivante :

an
dny(t)

dtn
+ an−1

dn−1y(t)

dtn−1
+ · · ·+ a1

dy(t)

dt
+ a0 y(t) =

bm
dmu(t)

dtm
+ bm−1

dm−1u(t)

dtm−1
+ · · ·+ b1

du(t)

dt
+ b0 u(t) (1.3)

Avec x(0) = x0 : Condition initiale donnée.

n > m.

a0 · · · an et b0 · · · bm : Sont des coe�cients constants.
dy(t)
dt
· · · d

ny(t)
dtn

: Sont les dérivées de sortie.
du(t)
dt
· · · d

mu(t)
dtm

: Sont les dérivées d'entrée.

Cette équation est linéaire à coe�cients constants. Elle permet de modéliser la réaction

de la sortie d'un système en fonction de l'action qui lui appliquée [1, 2].

1.3.4.2 Modèle de connaissance-Représentation interne

La description interne d'un système suppose une connaissance assez �ne de compor-

tement et d'interaction des di�érents composants du système. Mathématiquement, cette

description peut être représentée sous la forme standard d'un ensemble d'équations di�é-

rentielles, intégro-di�érentielles, et dérivées partielles dans le cas de système continu dans

le temps.

Dans le cas d'un système discret, le modèle est une équation (ou un système d'équa-

tions) aux di�érences. Dans le cas d'un système continu, l'équation d'état est de la forme :

dx(t)

dt
= f(t, x) ∀t ≥ t0

x(t0) = x0 (1.4)

Généralement les conditions initiales x0 sont données.

Dans le cas linéaire, l'équation d'état prend une des formes suivantes (on considère

souvent t0 = 0).

Systèmes linéaires continus

ẋ(t) = Ax(t) +B u(t)

y(t) = c x(t) +Du(t) (1.5)
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Systèmes linéaires discrets

ẋ(k + 1) = Ax(k) +B u(k)

y(k) = c x(k) +Du(k) (1.6)

Avec x(0) = x0 : Condition initiale donnée.

x ∈ Rn : Vecteur d'état de système.

u ∈ Rm : L'entrée de commande.

y ∈ Rp : Vecteur de sortie.

A : Matrice d'état de dimension (n× n).

B : Matrice de commande de dimension (n×m).

C : Matrice d'observation de dimension (p× n).

D : Matrice de transmission de dimension (p×m).

L'intérêt de ce modèle réside dans le fait qu'elle est introduit une description assez �ne

des systèmes complexes comportant plusieurs entrées et plusieurs sorties. Il est intéressant

dans de nombreux problèmes relevant de l'optimisation, de la conception ou du contrôle

[1, 2].

1.3.5 Erreurs de modélisation

La modélisation a été dé�nie comme une démarche qui permet d'étudier un système

réel en lui associée un monde virtuelle supposée équivalent (le modèle). Ce dernière n'est

que l'outil de représentation de cette réalité. Il ne peut pas le décrire tel qu'il est, donc il

est nécessaire de lui associé une incertitude. Cette dernière provient des :

1.3.5.1 Erreurs de mesure

La di�érence entre la valeur mesurée et la valeur réel utilisée en identi�cations introduit

des erreurs de modélisation puisque elle conduit à des paramètres identi�és de manière

non précise.

1.3.5.2 Paramètres mal connus (mal identi�és)

Certains paramètres subissent des variations dont on néglige les dynamiques dans le

modèle [5].

1.3.5.3 Erreurs due au modélisateur

Ces erreurs sont dues aux hypothèses simpli�catrices considérées. Par exemples, né-

gliger un phénomène introduit une erreurs de modélisation.
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Exemple 1.1

Soit le système masse ressort donné par la Figure 1.7.

M
F(t)

Fr(t)
d(t)

L

Figure 1.7 � Système masse ressort.

Le modèle sans frottement :

d̈ = − L

M
ḋ(t) +

F

M
(1.7)

Le modèle avec frottement :

d̈ = − L

M
ḋ(t)− Fr

M
+
F

M
(1.8)

Avec :

d̈ : Est l'accélération.

ḋ(t) : Est la vitesse.

Fr : Est la force de frottement.

F : La force exercée sur la masse.

M : La masse.

On remarque que le fait de prendre ou de négliger le phénomène de frottement conduit

à deux modèle di�érents.

1.4 Dé�nition de la commande adaptative

Dans l'approche des systèmes adaptatifs, les études développées jusqu'à 1978 ont don-

nés naissance à des applications ayant conduit à des résultats intéressants mais qui ont

aussi soulevés divers problèmes qui n'avaient pas été envisagés dans les premiers travaux

[7].

La � commande adaptative � est un ensemble de concepts et de techniques utilisées

pour l'ajustement automatique en ligne, et en temps réel des régulateurs mise en ouvre

dans la commande d'un processus, a�n de réaliser ou maintenir un certain niveau des

performances désirées lorsque les paramètres de ce processus sont inconnus ou variants
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dans le temps [6, 7]. En e�et un système de commande adaptative est composé de deux

boucles :

Une boucle de contre-réaction conventionnelle

Cette boucle permet de réduire l'e�et des perturbations agissant sur les variables à

réguler mais ses performances dynamiques vont varier sous l'e�et des perturbations para-

métriques [6].

Une boucle d'adaptation des paramètres du régulateur

Cette boucle permet de de maintenir les performances du système en présence des varia-

tions des paramètres du procédé. Cette boucle constituée d'un algorithme d'adaptation

paramétrique et une méthode du synthèse dans le cas d'une commande adaptative indi-

recte [6].

Le principe de mise en ouvre d'un système de commande adaptative en boucle fermée

est illustrée par la Figure 1.8 [5, 6, 7] :

Comparaison
et décision 

Mesure de
 l’indice 

de performance

Régulateur
 Ajustable

Processus

Mécanisme D’adaptation

Consigne +

-

-

Perfomance
 désirée

u (t) y (t)r (t)

+
+

Figure 1.8 � Système de commande adaptative.

Une autre approche de commande adaptative est donnée par la Figure 1.9 : La com-

mande à gain programmable. Dans ce cas, les valeurs des paramètres sont ajustées en

fonction de l'évolution des variables caractéristiques de l'environnement et du processus

lui-même. L'adaptation se fait alors par la lecture dans une table prédé�nissant les valeurs

des réglages en fonction des mesures disponibles sur l'environnement et le processus (ce

peut être le cas lorsque le régulateur est conçus à partir d'un modèle de processus formé

d'un ensemble de modèles linéaires obtenus aux di�érents points de fonctionnement ) [6, 7].
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Mécanisme 
d’adaptation

Mesure de 
l’environnement

Environnement

Pocessus
Régulateur
ajustable

u (t) y (t)+

-

r (t)

Consigne

Figure 1.9 � Commande à gain programmable.

La synthèse d'un contrôleur adaptative passe le plus souvent par les phases suivantes :

1. Spéci�cation des indices de performances désirées (ex : Facteur d'amortissement,

temps de réponse, localisation des pôles....etc).

2. Dé�nition de la structure de commande ou type de régulateur à utiliser pour réaliser

les performances souhaitées.

3. Mesurer les indices des performances du processus et les comparer avec les indices

des performances désirées. Puis traiter l'écart entre les indices des performances

désirées et les indices des performances mesurés par un mécanisme d'adaptation.

4. En�n, la sortie du � mécanisme d'adaptation � va agir sur les paramètres de régu-

lateur ou directement sur le signal de commande a�n du modi�er d'une manière

appropriée les performances du système [6, 7].

1.4.1 Objectifs d'un système de commande adaptative

.

1. Ajustement automatique des régulateurs (e�et : Réduction du temps d'ajustement

et amélioration des performances).

2. Détermination automatique des paramètres optimaux des régulateurs pour divers

points de fonctionnement du procédé.

3. Le maintien des performances exigées du système de commande en cas des varia-

tions des paramètres du processus.

4. Possibilité de mise en ouvre des régulateurs plus complexes et plus performants

que les PID (ceci comme conséquence de l'ajustement automatique).
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5. Détection des variations anormales de caractéristiques du processus (pouvant éven-

tuellement avoir pour origine des perturbations structurelles). Ces variations se

re�ètent dans les valeurs des paramètres fournies par les algorithmes d'adaptation.

6. Conception de nouveaux procédés technologiques utilisant des systèmes de com-

mande adaptative (pour assurer le fonctionnements correct du procédé) [6, 7].

Remarque 1.2

Dans ce qui suit, les seules perturbations envisagées sont des perturbations paramé-

triques et non structurelles.

L'intérêt de la commande adaptative apparait essentiellement au niveau des pertur-

bations paramétriques, c'est-à-dire agissent sur les caractéristiques du processus à com-

mander. Les commandes non adaptatives s'avérant capables d'éliminer les e�ets des per-

turbations agissent sur les variables à réguler ou à commander [7].

1.4.2 Méthodes du commande adaptative

Les lois de commande adaptative sont souvent classi�ées en deux grandes catégories :

Commande adaptative directe (ou implicite) et commande adaptative indirecte (ou expli-

cite).

1.4.2.1 Commande adaptative indirecte

Nommé aussi commande adaptative auto ajustable. Cette approche consiste à identi-

�er en ligne et en temps réel des paramètres du système à partir des mesures des entrées

et des sorties du processus. Ces estimations sont utilisées pour le calcul des paramètres

de régulateur en utilisant des relation algébriques liant les paramètres du système et les

paramètres du correcteur. Le schéma d'une commande adaptative indirecte est donné par

la Figure 1.10.

Calcul des
paramètres 

du régulateur

estimation du 
modèle du 
processus

Regulateur auto
ajustable processus

r (t) u (t)
y (t)

Consigne

+

-

Performances 
diserées

Figure 1.10 � Principe de la commande adaptative indirect.
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� La commande adaptative indirecte se fait en deux étapes [6, 7] :

1. Estimation des paramètres de procédé

Comme les paramètres du systèmes sont inconnus ou incertains, on doit les estimer

à partir des mesures entrées-sorties en utilisant par exemple la méthodes des moindres

carrées.

2. Calcul des paramètres du régulateur

Les paramètres du régulateur sont calculés en fonction des paramètres du procédé en

utilisant des relations algébriques liant les paramètres du modèle et les paramètres du

correcteur.

1.4.2.2 Commande adaptative directe

Cette approche repose sur le raisonnement suivant : Étant donnée la structure de mo-

dèle du système supposée connue et la stratégie de commande choisie, on peut déduire

la structure du régulateur capable de réaliser la commande. Alors, si on est capable de

reparamétriser l'ensemble de système-régulateur en fonction des paramètres du régula-

teur, et si le modèle obtenu est susceptible de permettre l'identi�cation des paramètres

du régulateur (par exemples est linéaire par rapport aux paramètres du régulateur), on

peut calculer et ajuster directement les paramètres du régulateur en temps réel et en une

seule étape mais sans identi�é explicitement les paramètres du système. Le schéma de

cette technique est illustrée par la Figure 1.11 [6, 8] :

H  (K)
r(t)

y(t)Consigne

+

-

Estimation en
 ligne de K  

u(t)
Système

c

Figure 1.11 � Schéma d'une commande adaptative directe.

Remarques 1.3

Il existe un autre schéma de commande adaptative directe dite commande adaptative

directe à modèle de référence.Elle sera présentée au chapitre suivant.
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1.5 Conclusion

La classi�cation des systèmes se fait par rapport à plusieurs concepts, la nature de

la variable de temps (continu-discret), le nombre des entrées/sorties ( monovariables -

multivariables) la nature de ces paramètres (constants-variables).

En outre, la modélisation est une étape nécessaire pour la commande des systèmes, la

validation de ce dernière est impérative avant le calcule des lois de commande. La com-

mande adaptative est utilisée pour le calcul et l'ajustement des paramètres du régulateur

a�n de maintenir certains indices de performance en présence des perturbations paramé-

triques. Deux approches utilisées par cette technique : commande adaptatives directe où

les paramètres du régulateur sont calculés directement en une seul étape et commande

adaptative indirecte où le calcul des paramètres du régulateur se fait en deux étapes.

Le deuxième chapitre sera consacrée à la commande adaptative directe à modèle de

référence.



Chapitre 2

Commande adaptative directe à modèle

de référence

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons aborder le principe d'une méthode du synthèse des lois de

commande lorsque les paramètres du système ne sont pas connus. Cette technique porte

le nom de commande adaptative directe à modèle de référence, puis on va présenter les

deux algorithmes utilisées pour l'ajustement des paramètres du régulateur. Ces deux algo-

rithmes sont : la règle de MIT et l'approche de Lyapunov. On s'intéresse particulièrement

à l'approche de Lyapunov.

2.2 Principe générale

La commande adaptative directe à modèle de référence est l'une des approches de com-

mande adaptative les plus utilisées dont laquelle les performances désirées sont spéci�ées

dans un modèle qui peut être imposé en boucle fermée en utilisant un correcteur. Dans

ce cas, on parle d'un modèle de référence. Ce modèle donne une indication sur comment

la sortie du système doit idéalement répondre à un signal de commande.

Cette technique consiste à estimer et ajuster directement les paramètres du régulateur

en fonction de l'erreur entre le procédé et le modèle de référence. Ses principes de base

sont les suivants [9] :

1. La sortie du système doit suivre la trajectoire de référence.

2. L'erreur de poursuite e(t) = y(t) − ym(t) représente une déviation de la sortie de

système par rapport à la sortie de modèle de référence.

3. Le système en boucle fermée est basée sur une loi de commande par feedback.

25
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4. La commande comporte un contrôleur et un mécanisme d'ajustement.

5. Le mécanisme d'ajustement génère des estimés des paramètres du contrôleur.

6. La synthèse du contrôleur comporte la conception de la loi de commande et le

mécanisme d'adaptation.

La structure d'un système d'une commande adaptative directe à modèle de référence est

donnée par la Figure 2.1.

Régulateur
    Ajustable    

Mécanisme             
d’adaptation 

Processus

Modèle de 
Référence  

y (t)u (t)+

+

-

-

Consigne
r (t)

y   (t)m

Figure 2.1 � Schéma d'une commande adaptative directe à modèle de référence.

La di�érence entre la sortie du procédé et la sortie du modèle de référence est une

mesure de la di�érence entre la performance réelle et la performance désirée. Cette infor-

mation est utilisée par le mécanisme d'adaptation qui reçoit aussi d'autres informations

(entrée de commande et la sortie du procédé) pour ajuster automatiquement les para-

mètres du régulateur [6].

2.3 Méthodes de synthèse

Pour concevoir un contrôleur d'une commande adaptative directe à modèle de réfé-

rence, on utilise deux méthodes :

� Méthode basée sur la fonction du Lyapunov.

� Méthode basée sur l'algorithme du gradient (ou règle MIT) [5].
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2.3.1 Méthode de MIT

La loi de MIT est l'approche originale pour la commande adaptative directe à modèle

de référence. Le nom est dérivée de fait qu'elle a été développée au laboratoire de l'ins-

trumentation (maintenant laboratoire de Draper) à Massachusetts Institue of Technology

(MIT).

Pour appliquer la loi MIT, on considère un système en boucle fermée dans lequel le

régulateur possède un vecteur des paramètres K, et la réponse désirée en boucle fermée

est spéci�ée par la sortie de modèle de référence ym.

Généralement pour appliquer la méthode du gradient (règle MIT), il faut le mettre sous

forme d'un problème d'optimisation où les variables de décision sont les paramètres du

régulateur. L'ajustement des paramètres du régulateur se fait d'une manière à minimiser

une fonction de coût quadratique dé�nie par [5] :

J(K) =
1

2
e2(t) (2.1)

Avec e(t) = y(t)− ym(t) est l'erreur de poursuite (l'écart entre la sortie du procédé et

la sortie du modèle de référence).

La résolution de ce problème se fait par l'utilisation de l'algorithme de gradient :

K̇(t) = −λ dJ(K)

dK
(2.2)

Où λ est un paramètre petit.

On a :

dJ(K)

dK
=

d

dK

(
1

2
e2(t)

)
(2.3)

dJ(K)

dK
= e(t)

de(t)

dK
(2.4)

Comme c'est juste la sortie du système qui dépend des paramètres du régulateur K

alors :

de(t)

dK
=

d

dK
(y(t)− ym(t)) (2.5)

de(t)

dK
=
dy(t)

dK
(2.6)

Implique que l'équation (2.2) devient :

K̇(t) = −λ e(t) dy(t)

dK
(2.7)

Où K = [K1K2 · · · Kn]T est le vecteur des paramètres du régulateur.
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dy(t)

dK
=

[
dy(t)

dK1

dy(t)

dK2

· · · dy(t)

dKn

]T

(2.8)

dy(t)
dKi

, i = 1, 2 · · ·n est appelée fonction de sensibilité.

Remarque 2.1

Pratiquement on ne peut pas évaluer correctement la fonction de sensibilité car la sortie

du système dépend des paramètres inconnus Ki(t), alors on doit les approximer.

Pour concevoir un contrôleur adaptative en utilisant la règle du MIT, on suit les étapes

suivantes :

1. Supposant que les paramètres de modèle Θ(t) sont constants et déterminer les

paramètres du correcteur K(t).

2. Déduire la relation entre les paramètres du procédé Θ(t) et les paramètres du

correcteur K(t).

3. Déterminer K(t) lorsque le vecteur des paramètres Θ(t) est inconnu.

4. Calculer la fonction de sensibilité dy(t)
dKi

, i = 1, 2 · · ·n.

5. Mettre le gain sous une forme qui permettant d'extraire les approximation de la

fonction de sensibilité.

6. Utiliser la règle du MIT pour calculer les adaptations des paramètres du correcteur.

7. Faire le schéma du simulation (implémentation).

Exemple 2.1

Soit le système donné par l'équation suivante :

ẏ(t) = Θ(t) y(t) + u(t) (2.9)

Et le modèle de référence suivant :

ym(t) = −2 ym(t) + r(t) (2.10)

On considère la commande suivante :

u(t) = K(t) y(t) + r(t) (2.11)

On veut déterminer les adaptations des paramètres du régulateur K pour que la sortie

de notre systèmes suivra la sortie du modèle de référence. Pour cela, on doit suivre les

étapes suivantes :

1. On suppose que Θ est constant et on détermine K
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ẏ(t) = Θ y(t) +K∗ y(t) + r(t) (2.12)

D'où :

ẏ(t) = (Θ +K∗) y(t) + r(t) (2.13)

Par identi�cation avec le modèle de référence :

Θ +K∗ = −2 (2.14)

Implique que :

K∗ = −(2 + Θ) (2.15)

Alors l'estimation des paramètres Θ, i.e Θ̂ est donné par :

Θ̂ = −(K∗ + 2) (2.16)

2. On considère les paramètres Θ sont variables dans le temps et on détermine l'équa-

tion du système en boucle fermée

ẏ(t) = (Θ(t) +K(t)) y(t) + r(t) (2.17)

3. Calcul de la fonction de sensibilité

Pour calculer cette fonction de sensibilité, on dérive le modèle du système en boucle

fermée par rapport à K(t) :

d

dK(t)
(ẏ(t)) =

d

dK(t)
[(Θ(t) +K(t)) y(t) + r(t))] (2.18)

d

dt

(
dy(t)

dK(t)

)
=

d

dK(t)
(Θ(t) +K(t)) y(t) +

dy(t)

dK
(Θ(t) +K(t)) +

dr(t)

dK
(2.19)

d

dt

(
dy(t)

dK(t)

)
= 1 y(t) +

dy(t)

dK
(Θ(t) +K(t)) + 0 (2.20)

En appliquant la transformation de Laplace TL
[
d
dt

]
= s alors :

s
dy(t)

dK(t)
= y(t) +

dy(t)

dK(t)
(Θ(t) +K(t)) (2.21)

Par conséquent :
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dy(t)

dK(t)
=

1

(s− (Θ(t) +K(t)))
y(t) (2.22)

On remplace Θ(t) par son estimé Θ̂ :

dy(t)

dK(t)
=

1

(s− (−(K(t) + 2) +K(t)))
y(t) (2.23)

Donc la fonction de sensibilité devient :

dy(t)

dK(t)
=

1

(s+ 2)
y(t) (2.24)

Où 1
(s+2)

est le �ltre de sensibilité.

5. Calcul des adaptations des paramètres du régulateur

En remplaçant l'équation (2.24) dans l'équation (2.7), on obtient :

K̇(t) = −λ e(t) 1

(S + 2)
y(t) (2.25)

6. Schéma du simulation :

Le schéma de simulation est illustré par la Figure 2.2.

y(t)y (t)
.

y  (t)
my  (t)

m

.

× ×
.

u(t)

+

-2

r(t)

e(t)

+
+

+

+

-

+

+

_1
s

_1
s

_1
s

(t)

K(t)K(t)

-
1

S+2

Figure 2.2 � Schéma du simulation.
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2.3.2 Méthode de Lyapunov

2.3.2.1 Stabilité au sens du Lyapunov

Quand on donne un système, la question la plus importante concernant ses di�érents

propriétés est de savoir s'il est stable. Il existe diverses dé�nitions et caractérisations de

la stabilité, en particulier si le système est donné à partir d'une représentation interne

ou externe. Dans le cas de représentation interne (par équations d'état ), on utilise la

stabilité au sens de Lyapunov.

Soit le système donné par l'équation suivante :

ẋ = f(t, x) ∀ t > 0

x(0) = x0 (2.26)

Où f est une fonction vectorielle de dimension n et x est le vecteur d'état de dimension

n.

L'équation (2.26) peut représenté un système dynamique bouclé, même si elle ne

contient pas de terme de contrôle [2].

2.3.2.2 Point d'équilibre

De nombreuses problèmes de stabilité sont naturellement formulés par rapport aux

points d'équilibre. Un état x∗ est un état d'équilibre (ou point d'équilibre), quand x(t0)

est égale à x∗ à partir d'un certain t0, alors x(t) reste égale à x∗ pour tous t > t0. Cela

signi�er que le vecteur x∗ satisfait.

f(., x∗) = 0 (2.27)

Et donc les points d'équilibres peuvent être déterminés en résolvant l'équation (2.27).

Dans le cas d'un système linéaire :

ẋ = Ax (2.28)

Il n'y a qu'un seul point d'équilibre, qui est l'origine O, si A est régulière. Dans le cas

où A singulière, alors il y a une in�nités de points d'équilibres appartenant au sous espace

de Rn dé�nit par Ax = 0.

Par un changement de variable, on peut ramener l'état d'équilibre à l'origine de l'espace

d'état.

Pour cela, si on note x∗ l'état d'équilibre, alors il su�t d'introduire w = x− x∗.
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Ainsi l'équation devient :

ẇ = f(t, w + x∗)

w(0) = x0 − x (2.29)

La notion de domaine (ou ensemble) invariants généralise celle de point d'équilibre [2].

2.3.2.3 Stabilité au sens de Lyapunov

La stabilité dépend, entre autres, de la donnée initiale x0. On notera la solution de

l'équation d'état (2.26) par :

x(t) = x(t, x0) (2.30)

Dé�nition 2.1

Un point d'équilibre x = 0 est stable au sens de Lyapunov pour le système dé�ni par

l'équation (2.26) si :

Pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que :

‖ x(t) ‖< δ =⇒‖ x(t, x0) ‖< ε (2.31)

Pour t > 0 [2].

Dé�nition 2.2

Le point d'équilibre x = 0 est dit asymptotiquement (ou marginalement) stable au sens

de Lyapunov pour le système dé�ni par l'équation (2.26) si :

Il est stable en plus :

lim
t→∞
‖ x(t, x0) ‖= 0 (2.32)

.

La stabilité asymptotique signi�e que le point d'équilibre est stable, et en plus les états

qui évaluent à partir d'un point appartenant au voisinage de l'origine O convergent vers

cette origine quand t→∞.

Autrement dit, les trajectoire commençant dans une boucle S(O,R), centre à l'origine

et le rayon R, convergent vers l'origine. On dit que la boucle S(O,R) est le domaine

d'attraction de point d'équilibre [2].
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stable

asympotiquement stable

instable

x0

-R

+R

r

x(t)

t

Figure 2.3 � Stabilité au sens de Lyapunov.

2.3.2.4 Fonction de Lyapunov

On donne un système :

ẋ = f(x)

x(0) = x0 (2.33)

x(t) ∈ Rn est un vecteur d'état.

Soit V (x(t)) : Rn −→ R une fonction qui dépend implicitement de la variable de temps

� t � à travers x.

Nous dirons que V (x(t)) : Rn −→ R est une fonction de Lyapunov si elle véri�e les

conditions suivantes :

1. V (0) = 0, V (x(t)) > 0, ∀x ∈ Rn et x 6= 0.

2. V est de classe C1 dans Rn.

3. La dérivé de V évaluée le long de la trajectoire x donnée par l'équation (2.33) est

non positive, V̇ ≤ 0 [2].

On a :

V̇ =
dV

dx1

dx1

dt
+
dV

dx2

dx2

dt
+ · · ·+ dV

dxn

dxn
dt

(2.34)

.

2.3.2.5 Commande adaptative basée sur la fonction du Lyapunov

Pour concevoir un correcteur adaptative directe en utilisant la fonction de Lyapunov,

on suit les étapes suivantes :

1. Exprimer le modèle en fonction de paramètres de correcteur K.



Commande adaptative directe à modèle de référence 34

2. Supposant que les paramètres du système sont constants, déduire l'estimation de

Θ, i e, Θ̂ en fonction de K et des paramètres du modèle de référence.

3. Déterminer l'équation de l'erreur de poursuite e(t) = y(t)− ym(t).

4. Choisis la fonction de Lyapunov comme une fonction dépend de l'erreur de pour-

suite e(t) et des erreurs d'estimations paramétriques K̃.

5. Imposer la condition de stabilité [5].

2.4 Analyse de la convergence

Dans le cas de la commande adaptative avec modèle de référence, l'objectif est de

garantir que l'expression de l'erreur de poursuite converge vers zéro lorsque t → ∞.

C'est-à-dire lim
t→∞

e(t) = 0. Ce que implique la sortie du système en boucle fermée converge

vers la sortie du modèle du référence, i.e lim
t→∞

(y(t)− ym(t)) = 0.

L'analyse de la convergence se fait par l'utilisation de la fonction du Lyapunov et le

lemme du Barbalat [5].

1. Fonction du Lyapunov

L'analyse de la convergence à l'aide de la fonction du Lyapunov revient à montrer que

e(t) et K̃(t) sont bornées en imposant la condition suivant :

V̇ (e(t), K̃(t)) ≤ 0 (2.35)

Si cette condition est satisfaite alors e(t) et K̃(t) sont bornées [5].

2. Lemme du Barbalat

Si f(t) est une fonction in�niment continu et si
∞́

0

f(t) dt existe alors lim
t→∞

f(t) = 0 [5].

En résumé, dans notre cas, l'objectif revient à véri�er si e(t) et K̃(t) sont bornées et

que l'intégrale
∞́

0

e2(t) dt existe. Si les deux conditions sont satisfaites, alors on conclut

que lim
t→∞

e(t) = 0 [5].

Exemple 2.2

Supposons que l'expression de l'erreur du poursuite est donnée par l'équation suivante :

ė(t) = −am e(t) +K(t) y(t) (2.36)

Avec am > 0.

Et la dérivé de la fonction du Lyapunov suivante :

V̇ (e(t), K̃(t)) = −2 am e
2(t) (2.37)
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On a V̇ (t) ≤ 0 car −2 < 0, am > 0, e2(t) > 0.

Comme V̇ (t) ≤ 0, alors e(t) et K̃(t) sont bornées.

Et ė(t) = −2 am e(t) + K̃(t) y(t) est bornée car e(t), K̃(t), y(t) sont bornées.

On plus, on a :

∞̂

0

V̇ (e(t), K̃(t)) dt = −2 am(t)

∞̂

0

e2(t) dt (2.38)

Donc :

− 2 am

∞̂

0

e2(t) dt = V (e(t), K̃(t))
∞
|
0

(2.39)

− 2 am

∞̂

0

e2(t) dt = V (e(∞), K̃(∞))− V (e(0), K̃(0))
∞
|
0

(2.40)

∞̂

0

e2(t) dt =
V (e(∞), K̃(∞))− V (e(0), K̃(0))

−2 am
(2.41)

Comme e(t), K̃(t) sont bornées et V (e(t), K̃(t)) est une fonction décroissante, alors

l'intégrale
∞́

0

e2(t) dt existe.

Les deux conditions sont satisfaites, alors lim
t→∞

e(t) = 0.

2.5 Exemple de la commande adaptative à modèle de

référence par la méthode Lyapunov

Soit le système dynamique du seconde ordre, à deux paramètres Θ1 et Θ2 variables

dans le temps, suivant :

ÿ(t) = −Θ1 ẏ(t)−Θ2 y(t) + u(t) (2.42)

où y(t) et u(t) sont respectivement la sortie et la commande du système.

On désire concevoir une commande adaptative directe à base d'un retour d'état pour

imposer à la sortie y(t) une trajectoire ym(t) dé�nie par le modèle de référence suivant :

ÿm(t) = −2 ẏm(t)− ym(t) + r(t) (2.43)

Où ym(t) et r(t) sont respectivement la sortie du modèle de référence et la consigne

désirée.
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Pour concevoir la stratégie de commande adaptative directe par la méthode de Lya-

punov, on passe par les étapes suivante :

1. Donner l'expression de la loi de commande u(t).

2. On suppose que les paramètres Θ1 et Θ2 sont constants, puis on détermine les

estimés des paramètres Θ̂1 et Θ̂2 en fonction des paramètres du modèle de référence et

ceux de la loi de commande u(t).

4. Donner l'équation di�érentiel du système en boucle fermée lorsque les paramètres

Θ1 et Θ2 sont variables dans le temps.

5. Déduire l'équation di�érentielle caractérisent la dynamique de l'erreur de poursuite :

e(t) = y(t)− ym(t) (2.44)

6. Expliciter l'équation di�érentielle de l'erreur obtenue en fonction des erreurs d'esti-

mation K̃1(t) = K1(t)−K∗1 et K̃2(t) = K2(t)−K∗2 .
7. Proposer une fonction de Lyapunov V

(
e(t), K̃1(t), K̃2(t)

)
permettant de détermi-

ner les adaptations des paramètres K̃1 et K̃2.

8. Déduire les adaptations qui garantissent la convergence des di�érentes erreurs (sta-

bilité en boucle fermée).

9. Donner le schéma de simulations de la stratégie de commande.

Application

1. L'expression du commande en boucle fermée est :

u(t) = K1(t) y(t) +K2(t) ẏ(t) + r(t) (2.45)

.

2.On suppose que Θ1 et Θ2 sont constants et on détermine leurs estimés en remplaçant

u(t) dans l'équation du système, ce qui donne :

ÿ(t) = (K∗2 −Θ1) ẏ(t) + (K∗1 −Θ2) y(t) + r(t) (2.46)

.

Par identi�cation avec le modèle de référence, on obtient :

K∗1 −Θ2 = −1

K∗2 −Θ1 = −2
(2.47)

D'où

Θ̂2 = K∗1 + 1

Θ̂2 = K∗2 + 2
(2.48)
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3.On suppose Θ1 et Θ2 sont variables et on calcule l'expression de l'erreur de poursuite :

L'équation du système en boucle fermée devient :

ÿ(t) = (K2(t)−Θ1) ẏ(t) + (K1(t)−Θ2) y(t) + r(t) (2.49)

On remplace Θ1 et Θ2 par leur estimés Θ̂1 et Θ̂2 dans l'équation (2.49), on obtient :

ÿ(t) = (K̃1(t)− 1) y(t) + (K̃2(t)− 2) ẏ(t) + r(t) (2.50)

Alors l'expression de l'équation di�érentielle de l'erreur de poursuite est :

ë(t) = ÿ(t)− ÿm(t) = −2 ė(t)− e(t) + K̃2(t) ẏ(t) + K̃1(t) y(t) (2.51)

4. Calcul des lois d'adaptation qui garantissent la convergence des di�érents erreurs

(stabilité en boucle fermée) :

On considère la fonction de Lyapunov suivante :

V (e(t), ė(t), K̃1(t), K̃2(t)) =
1

2
ė2(t) +

1

2
e2(t) +

1

2
K̃2

1(t) +
1

2
K̃2

2(t) (2.52)

Pour assurer la stabilités (la bornitude) des erreurs de poursuite et d'estimations

paramétriques, on doit imposer V̇ (t) ≤ 0.

On a :

V̇ (t) =
dV (t)

de(t)

de(t)

dt
+
dV (t)

dė(t)

dė(t)

dt
+

dV (t)

dK̃1(t)

dK̃1(t)

dt
+

dV (t)

dK̃2(t)

dK̃2(t)

dt
(2.53)

V̇ (t) = e(t) ė(t) + ė(t) ë(t) + K̃1(t) ˙̃K1(t) + K̃2(t) ˙̃K2(t) (2.54)

V̇ (t) = ė(t) (e(t) + ë(t)) + K̃1(t) ˙̃K1(t) + K̃2(t) ˙̃K2(t) (2.55)

D'après l'équation (2.51), on a :

ë(t) + e(t) = −2 ė(t) + K̃1(t) y(t) +K2(t) ẏ(t) (2.56)

On remplace l'équation (2.56) dans l'équation (2.55), pour avoir :

V̇ (t) = −2 ė2(t) + K̃1

(
y(t) ė(t) + ˙̃K1(t)

)
+ K̃2(t)

(
ẏ(t) ė(t) + ˙̃K2(t)

)
(2.57)
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Comme ė2(t) ≥ 0 pour imposer V̇ (t) ≤ 0, on doit imposer :

K̃1

(
y(t) ė(t) + ˙̃K(t)

)
+ K̃2(t)

(
ẏ(t) ė(t) + ˙̃K2(t)

)
= 0 (2.58)

C'est-à-dire :

y(t) ė(t) + ˙̃K1(t) = 0

ẏ(t) ė(t) + ˙̃K2(t) = 0
(2.59)

Ce qui conduit aux lois d'adaptation paramétriques suivants :

K̃1(t) = −
t́

0

y(t) ė(t) dt+ K̃1(0)

K̃2(t) = −
t́

0

ẏ(t) ė(t) dt+ K̃2(0)

(2.60)

5. Schéma de simulation

Le schéma de simulation est donné par la Figure 2.4 :
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Figure 2.4 � Schéma de simulation.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le principe de la commande adaptative à modèle

de référence et les di�érentes approches utilisés pour la synthèse de cette stratégie de

commande. Nous avons axé l'exposé sur l'approche de la fonction de Lyapunov qui permet

de garantir la convergence de l'erreur de poursuite en boucle fermée. Cette approche a été

illustrée par exemple d'application.

Cette technique sera appliquée, dans ce mémoire, pour le système insuline-glucose. Ce

dernière sera décrit dans le prochain chapitre.



Chapitre 3

Modélisation par analyse

comportementale du couple

insuline-glucose

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter la dynamique du système insuline-glucose, puis

on va donner quelque généralités sur le diabète, les di�érents types de diabète, ses causes,

leur symptômes et le traitement à suivre pour mieux vivre avec cette maladie. Ensuite,

on va dé�nir une méthode très utilisée en médecine et en biologie pour obtenir un modèle

mathématique qui décrit les di�érents échanges entre les compartiments d'un système

biologique (l'analyse compartimentale).

En�n, la dernière partie de ce chapitre est consacré pour la modalisation et la simula-

tion du système insuline-glucose.

3.2 Couples antagonistes

De nombreux systèmes issus de la physiologie humaine ou animale font intervenir des

couples d'hormones qui agissent tantôt dans le sens contraire (action antagoniste).

D'où l'intérêt de représenter mathématiquement de tels système qui joueront le rôle

de modèle source pour de nombreux phénomènes biologiques. Ce sera le cas par exemple :

de la régulation � d'insuline-glucose � en physio-pathologie humaine.

Pour ce cas, on va étudier un système hormonal complexe qui joue un rôle fondamental

dans l'évolution de la glycémie dans le corps humain où deux concentrations interviennent

en l'occurrence le glucose (G) et l'insuline (I). Chez un individu sain la concentration du

glucose et de l'insuline sont en équilibre ce qui est traduit par les relations suivante :

40
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G+ I −m = 0 (3.1)

avec m est une constante.

Donc la présence d'une quantité d'insuline dans le sang permet de diminuer la concen-

tration du glucose à un taux jugé optimal.

Chez les individus diabétiques, on constate toujours un déséquilibre hormonal qui se

traduit par l'équation suivante :

G+ I −m 6= 0 (3.2)

Donc pour soigner le malade, on va lui administrer l'hormone qui manque pour tenter

de rétablir l'équilibre [11].

3.3 Généralités sur le diabète

3.3.1 Dynamique insuline-glucose

Le glucose est le carburant indispensable à la bonne marche de tout les cellules, il est

en permanence disponible dans le sang et provient d'alimentations ou en dehors de repas,

des réserves du foie et des muscles.

L'insuline est l'un des hormones (glucagon) qui aident à la maitrise de la quantité

de glucose dans le sang. Ces deux hormones sont fabriquer par le pancréas (une glande

située derrière l'estomac). Le pancréas renferme des petits amas de cellules appelés ilots de

langerhans, ces cellules à leurs tour comprennent des cellules alpha et bêta qui produisent

respectivement les hormones glucagon et l'insuline.

L'insuline et le glucagon travaillent toujours de concert pour aider le corps humain à

conserver une glucagon stable. Lorsque nous mangeons le taux de glucose dans le sang

augment, ce qui a pour e�et d'amener les cellules bêta à libérer plus d'insuline. Dans

le cas contraire, les cellules alpha libèrent de glucagon qui vont atteindre la foie et lui

ordonnent de libérer de glucose [11].

La dynamique du insuline-glucose est résumée par la Figure3.1 [11] :
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glucose à une faible
concentration 

glucose à une forte
concentration 

Production 
d’insuline par les 
cellules bêta 

Production de
glucagon par les
cellules alpha

Liberation des réserves 
du glucose dans le sang Récupération et stokage

de glucose par l’insuline

Concentration normale 
du glucose dans le sang

Efecteurs : foie, muscles,...

Détecteur : pancréas
ilot de langerhans

Figure 3.1 � Régulation insuline-glucose dans le sang chez une personne normale.

3.3.2 Diabète

Le diabète est une maladie chronique qui perturbe le fonctionnement de notre or-

ganisme. Cette maladie caractérisée par une production insu�sante d'insuline (diabète

de type 1) ou par une diminution de la sensibilité à l'insuline (diabète de type 2). Ce

phénomène provoqué par une augmentation de la concentration de glucose dans le sang

(hyperglycémie) conduit à des lésions a�ectent plusieurs appareils ou systèmes, en parti-

culier les vassaux et les nerfs [11, 12].

3.3.3 Types du diabète

On distingue deux types de diabète :

3.3.3.1 Diabète du type 1

Il était anciennement appelé diabète insulino-dépendent. Chez les personnes ayant ce

type de diabète, les cellules du pancréas sont incapable de produire l'insuline [11].

3.3.3.2 Diabète du type 2

Nommée aussi diabète non insulino-dépendent. Il résulte de l'incapacité de l'organisme

à réagir correctement à l'action d'insuline produit par le pancréas (fonctionnement normal

de pancréas mais pour certains raisons le corps ne l'utilise pas) [11].
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Remarque 3.2

Il y a d'autre type du diabète nommé diabète gestionelle. C'est une augmentation de

glucagon lié à un manque de production d'insuline par le pancréas qui ne dure que le

temps d'une grossesse. Mais les personnes ayant ce type de diabète risque un diabète de

type 2 à long terme [11].

3.3.4 Symptômes de diabète

Les symptômes les plus indicateurs de cette maladie sont [11] :

1. Soif intense.

2. Vision �oue.

3. Fatigue et faiblesse.

4. Infection des organes génitaux.

5. Faim exagérée.

6. Perte du poids.

7. Cicatrisation lente.

8. Manque de concentration.

3.3.5 Causes du diabète

Nous savons cependant que le diabète de type 1 est une maladie � auto-immune �,

c'est-à-dire l'organisme est agressé par son propre système immunitaire qui détruit les

cellules bêta du pancréas [12].

Le diabète de type 2 est causé par la diminution de sensibilité des cellules à l'action

d'insuline appelé l'insulino-résistance, une production défaillance d'insuline par les cellules

bêta du pancréas appelé l'insulino-dé�cience [12].

Autres causes sont :

_ Age supérieur à 40 ans.

_ Un taux élevé du cholestérol.

_ Des antécédents familiaux de diabète.

_ Une pression arti�cielle élevée [11].

3.3.6 Diagnostic du diabète

Le diagnostic de diabète se fait sur la mesure de la glycémie au laboratoire d'analyses

médicales lors d'une prise de sang.

Le niveau d'élévation du sucre dans le sang à partir duquel on parle de diabète à évolué

au �l du temps, et actuellement il existe encore des controverses, on tend à retenir des

élévations de plus en plus faibles [11].
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3.3.6.1 Critère de diagnostic

1. S'il existe des symptômes de diabète (polyurie, polydipsie amaigrissement), alors

une seule mesure de la glycémie au dessus de 2.00g/l n'importe quand dans la

journée su�t à faire le diagnostic. En dessous de 2.00g/l, on se retrouve dans le

cas qui suit [11].

2. En absence de symptômes, il faut deux mesures de la glycémie à jeun au laboratoire

[11] :

Au dessus de 1.26 g/l diagnostic de diabète.

En dessous de 1.26 g/l et au dessus de 1.10 g/l diagnostic d'hyperglycémie

modérée à jeun, seuil d'augmentation du risque vasculaire.

En dessous de 1.26 g/l, on peut réaliser une hyperglycémie provoquée (HGPR) au

laboratoire : on va lui donné 75 g de glucose et l'on mesure la glycémie deux heures après,

le diagnostic d'intolérance au glucose est retenu si la glycémie deux heures après dépasse

1.40 g/l. Si la glycémie dépasse 2.00 g/l on est dans le diagnostic de diabète [11].

3.3.7 Traitement du diabète

Jusque à maintenant le diabète ne se guérit pas, il se contrôle par le maintien du niveau

du sucre de sanguin de l'organisme aussi prés que possible de la normale. La maintien

du glycémie est fait a�n de réduire la gravité d'un grande nombre de complication à long

terme (comme la maladie cardio-vasculaire, les accedents vasculaires ...etc) [11].

3.3.7.1 Traitement nutritionnel

Le traitement nutritionnel est un outil important pour les types du diabète car cette

maladie est relie d'une façon direct à l'organisme qui utilise les aliments ingérés, ce trai-

tement doit être conçu en fonction du type de diabète et des autres problèmes médicaux

à traiter par exemple :

Pour le diabète du type 1, le traitement nutritionnel vise avant tout à encourager le

patient à maintenir la quantité d'aliments consommés à chaque repas. Le type de dosage

d'insuline est choisi en fonction du régime alimentaire.

Pour le diabète de type 2, ce traitement vise à la normalisation de glycémie et le

maintien du poids. Il s'agit d'amener le patient à modi�er ses habitudes alimentaires et

ses activités [11].
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3.3.7.2 Activité physique

L'activité physique joue un rôle important dans le contrôle du diabète. Elle favorise le

contrôle du poids, chuter le niveau de sucre sanguin (glycémie) car les muscles consomme

plus d'énergie, améliore la circulation et procure au diabétique le bien être [11].

3.3.7.3 Médicaments

Pour certaines personnes ayant le diabète du type 2 n'ont pas besoin du médicament.

Le traitement nutritionnel et l'activité physique su�sent pour normaliser la glycémie.

Tandis que d'autres personnes doivent avoir recours à des médicaments ou encore des

injections d'insuline (l'insulinothérapie est rarement nécessaire).

Les diabétiques du type 1 doivent recourir aux injections quotidiennes d'insuline pour

assurer la régulation de la glycémie puisque leur organismes ne produisent pas d'insuline

[11].

Remarque 3.3 :

L'injection d'insuline se fait de di�érentes manières.

L'injection d'insuline se fait à l'aide d'un stylo à injection d'une seringue ou d'une

pompe à insuline.

La pompe à insuline est un boitier semblable à un téléphone portable, elle contient

d'insuline rapide et c'est le diabétique qui détermine les doses à administrer selon divers

paramètres. Cela demande de bien connaitre sa maladie et un apprentissage de l'utilisation

de la pompe [11].

3.3.7.4 L'auto surveillance de la glycémie

L'auto surveillance est une méthode qui permet d'adapter les doses de traitement sur

la base de résultat obtenus. Elle permet de mesurer le taux de glucose dans le sang et

de constater s'il est trop élevé ou trop bas. Elle s'e�ectue en prélevant par une légère

piqure une goute de sang (généralement au bout de doit) et ensuite la déposer sur une

tigette/bandelette à insérer dans un appareil qui contient un système de mesure de la

glycémie [11].

3.4 Modélisation par analyse compartimentale

3.4.1 Analyse compartimentale

L'analyse compartimentale des systèmes biologiques est une technique de modélisation

qui conduit à des équations di�érentielles [14]. On s'en sert à suivre l'évolution, soit dans
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le système biologique ou autre au cours de temps, l'évolution des substance biochimiques

(médicaments, hormones,...etc) et des concentrations .

Pour obtenir les équations di�érentielles du modèle compartimentale, il est nécessaire :

1. De dé�nir le nombre et la qualité des compartiments.

2. De quanti�er les échanges entre les di�érents compartiments [11].

Dé�nition 3.1

Les compartiments d'un système biologiques sont des classes d'équivalence dé�nies par

des propriétés physiques [11].

Soit xi(t) et kijxi(t) respectivement la quantité, à l'instant t, contenue dans le com-

partiment i, et la quantité allant du compartiment j vers le compartiment i par unité de

temps [14].

Un compartiment est généralement symbolisé par un cercle, et une �èche entrante ou

sortante qui signi�e qu'il y a un échange dans le sens de la �èche [11].

On peut représenter les di�érents échanges possibles entres les compartiments i et j

par la Figure3.2 :

ji ji ji ji

cas (1) cas (2) cas (3) cas (4)

Figure 3.2 � Di�érents échanges entre les compartiments i et j.

Où la �èche signi�e qu'il y a un échange dans le sens de la �èche. On distingue les cas

suivants :

Cas 1 : pas d'échange entre les deux compartiments i et j.

Cas 2 : échange depuis le compartiment i vers le compartiment j.

Cas 3 : échange depuis le compartiment j vers le compartiment i.

Cas 4 : échange dans les deux sens entre les deux compartiments i et j [11].

Remarque 3.4

S'il y a une liaison entre le système et le milieux externe, le système dans ce cas est

appelé système ouvert. Et s'il n y a pas de liaison entre eux alors le système est fermé.

Il existe d'autre types de liaison lorsque le système est ouvert comme indiqué par la

Figure 3.3 :
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i
u (t) ki ie

Figure 3.3 � Système compartimental ouvert.

Avec

ui(t) : une entrée au niveau de compartiment i.

kie : une sortie vers l'extérieur du système à partir du compartiment i [11].

3.4.1.1 Systèmes compartimentaux linéaires

Dé�nition 3.2

Soit un échange linéaire entre i et j. La quantité, par unité du temps, passant de

compartiment i au compartiment j est proportionnelle à la quantité xi(t) contenue dans

le compartiment de départ [11].

Dé�nition 3.3

La variation instantanée de la quantité au niveau du compartiment i exprimé par la

dérivée de xi(t) est égale à la somme des quantités entrantes dans i, par unité de temps,

moins la somme des quantités sortantes de i, par unité de temps.

La modélisation d'un système compartimentale comportant n compartiments (Figure

3.4) où tous les compartiment sont relies entre eux.

2

n
1

k 21

k
12

k 1n

k n2

k 2n

k n1

Figure 3.4 � Système compartimentale fermé.

Conduit à l'équation, relative au compartiment i suivante :

ẋi(t) =
n∑
j=1

j 6=i

kji xj(t)− xi(t)
n∑
j=1

j 6=i

kij (3.3)

Avec i = 1 · · ·n.
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L'équation peut être simpli�ée en posant

kii = −
n∑
j=1

j 6=i

kij ≤ 0 (3.4)

L'équation devient

ẋi(t) =
n∑
j=1

kji xj(t) (3.5)

Avec i = 1 · · ·n.
Généralement, les conditions initiales du système peuvent être précisées [11].

3.4.1.2 Systèmes compartimentaux non linaires

On considère un échange entre deux compartiments i et j.

On peut exprimer la variation de la quantité xi(t) dans le compartiment i pour un

système fermé par :

ẋi(t) =
n∑
j=1

j 6=i

kijx
α
j x

β
i−

n∑
j=1

j 6=i

kijx
α
i x

β
j (3.6)

Où α et β sont des nombres réels positives.

Dans la réalité, on retrouve toujours le même type de la non linéarité qui sont du type

Michaelis-Menten. L'échange entre deux compartiments i et j s'exprime par la relation

suivante :

µi xi
ki + xi

(3.7)

Où µi et ki sont des constantes de Michaelis-Menten [14].

Exemple 3.1

On considère un modèle à un échange de type Michaelis-Menten donné par la Figure 3.5 :

1 2

k  ,u

k  ,u

2 2

1 1

kk e

Figure 3.5 � Exemple d'échange de type Michaelis-Menten.
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L'utilisation de l'analyse compartimentale conduit au système di�érentiel suivant :

ẋ1(t) = −
(
ke +

µ1

k1 + x1

)
x1 +

µ2 x2

k2 + x2

(3.8)

ẋ2(t) =
µ1 x1

k1 + x1

− µ2 x2

k2 + x2

Où apparaissent des non linéarités de type homographique [14].

3.4.2 Modélisation du système insuline-glucose

Les plus simples modèles qui régissent l'évolution couplée de l'insuline et glucose sont

déterminés en utilisant l'analyse compartimentale du modèle donné par la Figure 3.6 :

G(t) I(t)

a

b

c

d

u(t)+

 f(G)2
*

1
*

Figure 3.6 � Modèle insuline-glucose.

L'application de l'analyse compartimentale au modèle de la Figure 3.6 conduit au

modèle di�érentiel suivant :

Ġ(t) = aG(t) + b I(t)

İ(t) = cG(t) + d I(t) + u(t) + Θ∗1 + Θ∗2 ∗ f(G) (3.9)

Où a, b, c, d sont des coe�cients d'échanges.

f(G) = G2.

G(t) : la concentration de glucose dans le sang.

I(t) : la concentration de l'insuline dans le sang.

u(t) : l'insuline exogène qui sera administrée en pratique (la variable de contrôle) [11].

Le modèle donné par l'équation (3.9) peut s'écrire sous la forme suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +B
[
u(t) + Θ∗T φ(x)

]
(3.10)

Où
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ẋ(t) =

[
Ġ(t)

İ(t)

]
, x(t) =

[
G(t)

I(t)

]
, A =

[
a b

c d

]
, B =

[
0

1

]
(3.11)

et

Θ∗T =
[

Θ∗1 Θ∗2

]
, φ(x) =

[
1

G2

]
(3.12)

3.5 Simulation en boucle ouverte

La simulation se fait sans administration de l'insuline exogène, c'est-à-dire la variable

de contrôle u(t) est nulle comme est montré la Figure 3.7 :

G(t) I(t)

a

b

c

d

 f(G)
2
*

1
*

Figure 3.7 � Modèle insuline glucose en absence de variable de contrôle.

Dans ce modèle, il n'y a pas d'échange du comportement G(t) vers le comportement

I(t) (c=0). Le modèle obtenu dans ce cas est [11] :

ẋ(t) = Ax(t) +BΘ∗T φ(x) (3.13)

Pour la simulation, on prend :

A =

[
0.0343 −0, 05

0 −0, 5

]
, B =

[
0

1

]
, Θ =

[
0, 01 −0, 04

]
(3.14)

Les conditions initiale sont G(0) = 1, 3, I(0) = 10, 8918.

3.5.1 Cas de diabète du type 2 (non insulino-dépendant)

Dans ce cas, le pancréas produit une quantité insu�sante d'insuline, on va prendre

c=0.5 dans la matrice A de l'équation (3.10). Les résultats du simulation sont donnés par

les Figures 3.8 et 3.9 [11] :
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Figure 3.8 � Évolution du glucose lorsque il y a production d'insuline.
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Figure 3.9 � Évolution de l'insuline dans le sang.
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3.5.2 Cas de diabète du type 1 (insulino-dépendant)

Dans ce cas, le pancréas du patient ne produit pas de l'insuline, on va prendre c=0

dans l'équation (3.10). Les résultats de simulation sont donnés par les Figure 3.10 et

3.11[11] :

0 5 10 15 20 25 30 35 40
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Figure 3.10 � Évolution du glucose cas insulino-dépendant.
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Figure 3.11 � Évolution de l'insuline cas insulino-dépendant.

Interprétation des résultats

Dans le cas non insulino-dépendant (Figure 3.8 et Figure 3.9), on remarque que la

présence de l'insuline secrétée par le pancréas dans le sang permet d'assurer l'absorption

du sucre par les cellules musculaires et de maintenir un taux normal de glucose dans le

sang ce qui justi�e la diminution de taux du glucose pendent 24 heures

Dans le cas insulino-dépendant (Figure 3.10 et la Figure 3.11), on remarque que lors-

qu'il y a présence d'une quantité d'insuline, la concentration du glucose diminue mais après

épuisement de cette quantité, on remarque que la concentration du glucose augmente ce

qui signi�e que la production d'insuline par le pancréas est nulle.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a mentionné l'existence de deux types de diabète : diabète du

types 1 qui est provoqué par l'absence du production de l'insuline, et le diabète du type 2

qui est dû à la production d'une faible quantité de l'insuline dans le sang. Et on a vu aussi,

l'analyse compartimentale qui nous permet d'aboutir à un modèle d'état qui exprime les

di�érents échanges entres les compartiments d'un système biologie. Puis, on a utilisé cette

technique pour la modélisation et la simulation de couple insuline-glucose. Les tests de

simulation de ce modèle sont e�ectués en boucle ouverte.

Dans le chapitre suivant, on va appliquer la commande adaptative à modèle de réfé-

rence, basée sur l'approche de Lyapunov, pour le système insuline-glucose.



Chapitre 4

Commande adaptative directe à modèle

de référence du couple insuline-glucose

4.1 Introduction

Ce chapitre est une application de la commande adaptative directe à modèle de réfé-

rence pour le couple insuline-glucose. On commence d'abord par le cahier des charges, où

on va donner l'équation di�érentiel du système insuline-glucose, l'équation di�érentiel du

modèle de référence et l'objectif de la commande. Puis, on calcule la consigne à l'aide du

modèle de référence.

Ensuite, on applique la commande adaptative à modèle de référence, basée sur la

fonction de Lyapunov, pour calculer les lois d'adaptation des paramètres qui réalise les

performances exigées (répondant au cahier des charges) malgré les incertitudes.

4.2 Cahier des charges

Soit un patient ayant un diabète du type 1 dont le modèle mathématique est donné

par l'équation suivante :

ẋ(t) = Ax(t) +B
[
u(t) + Θ∗T φ(x)

]
(4.1)

avec

ẋ(t) =

[
Ġ(t)

İ(t)

]
x(t) =

[
G(t)

I(t)

]
, A =

[
0, 0343 −0, 05

0 −0, 5

]
, B =

[
0

1

]
(4.2)

Θ∗T =
[

Θ∗1 Θ∗2

]
, φ(x) =

[
1

G2

]
(4.3)

54
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où

G(t) : est la concentration de glucose dans le sang.

I(t) : est la concentration de l'insuline dans le sang.

u(t) : l'insuline exogène qui sera administrée en pratique (la variable de contrôle).

L'objective est de concevoir une loi de commande adaptative qui permet de ramener

le taux du glucose dans le sang à une valeur �nale égale à 1 en imposant une dynamique

d'un système de deuxième ordre. Pour cela, on prend le modèle de référence identique au

modèle du système, c'est-à-dire :

ẋm(t) = Am xm(t) +Bmr(t) (4.4)

avec

ẋm(t) =

[
Ġm(t)

İm(t)

]
, xm(t) =

[
Gm(t)

Im(t)

]
(4.5)

où Am est matrice d'Hurwitz connue, Bm est matrice de commande de modèle de

référence connue, Gm(t) est la concentration du glucose désirée dans le sang, Im(t) : est

la concentration de l'insuline désiré dans le sang, r(t) : est la consigne du modèle de

référence.

4.3 Calcul de la référence r(t)

Le calcul de la référence est une étape très importante pour réaliser l'objectif imposé

par le cahier des charges. Pour cela, on utilise le modèle de référence.

Comme on veut imposer au glucose de suivre une trajectoire d'un système de seconde

ordre qui converge vers une valeur �nale égale à 1, alors on peut poser pour le glucose la

trajectoire suivante :

G(t) = ar exp(−2 t) + br exp(−t) + 1 (4.6)

Et comme le modèle de référence est identique au modèle du système, alors :

Ġm(t) = 0.0343Gm(t) + 0.5 Im(t) (4.7)

İm(t) = −0.5 Im(t) + r(t)

De l'équation (4.7), on a :

Im(t) =
Ġm(t)− 0.0343Gm(t)

0.5
=

20343 ar
500

exp(−2 t) +
10343 br

500
exp(−t) +

343

500
(4.8)
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et

r(t) = İm(t) + 0.5 Im(t) (4.9)

D'où

r(t) =
343

1000
− 10343 br

1000
exp(−t)− 61029 ar

1000
exp(−2 t) (4.10)

Pour l'application numérique, on prend : ar = 0, 2, br = 0, 5.

4.4 Choix de la structure de commande

La structure de la commande choisie est donné par l'équation suivante :

u(t) = Kx(t)x(t) +Kr(t) r(t)−ΘT Φ(x) (4.11)

Où Kx ∈ R2 et Kr(t) ∈ R sont des gains constants à déterminer .

Ce choix est fait selon le modèle du système donné par l'équation (4.1).

Le terme Kx(t)x(t) +Kr(t) r(t) est une commande par retour d'état qui permet d'an-

nuler l'écart statique et de garantir la poursuite.

Le terme −ΘTΦ(x) est ajouté dans le but de compenser et d'annuler le terme non

linéaire du modèle du système pour avoir en boucle fermée un système linéaire du 2ème

ordre.

4.5 Détermination des adaptations

1. Puisque les matrices A et B sont constantes alors les deux matrices Kx et Kr sont

aussi constantes. On les désigne par K∗x et K∗r . La loi de commande dans ce cas est :

u(t) = K∗x x(t) +K∗r r(t)−Θ∗T Φ(x) (4.12)

On remplace l'équation (4.12) dans l'équation (4.1), pour avoir l'équation du système

en boucle fermée :

ẋ(t) = (A+BK∗x) x(t) +BK∗r r(t) (4.13)

Par identi�cation avec le modèle du référence donné par l'équation (4.4), on obtient :

A+BK∗x = Am

BK∗r = Bm

(4.14)
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alors

K∗x =
Am − A

B

K∗r =
Bm

B
(4.15)

En général, nous pouvons pas toujours supposer que les matrices K∗x et K∗r existent

parce que A, Am, B et Bm peuvent avoir des structures di�érentes qui ne permet pas de

calculer K∗x et K∗r .

Exemple 4.1

Soit le système 2éme ordre et le modèle de référence suivants :

A =

[
0 1

−1 −1

]
, B =

[
0

1

]
(4.16)

Am =

[
0 1

−16 −2

]
, Bm =

[
0

1

]
(4.17)

En utilisant la pseudo inverse, les solutions K∗x et K∗r obtenues en utilisant l'équation

(4.15) sont données comme suit :

K∗x = (BT B)BT (Am − A)

= [ 0 1 ]

([
0 1

−16 −2

]
−

[
0 1

−1 −1

])
=
[
−15 −1

]
(4.18)

K∗r = (BT B)BT Bm = 2 (4.19)

Maintenant, si on suppose que

Am =

[
1 1

−16 −2

]
(4.20)

Alors la solution K∗x donnée par (4.18) ne satisfait pas la condition donné par l'équation

(4.14), c'est-à-dire

A+BK∗x =

[
0 1

−16 −2

]
6= Am (4.21)

Initialement, on suppose qu'il existe des matrices K∗x et K
∗
r qui véri�ent des conditions

données par l'équation (4.14).

Pour un système du 2éme ordre, les conditions données par l'équation 4.14 sont sa-
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tisfaites si les matrices du modèle de référence Am, Bm ont les mêmes structures que les

matrices du modèle du système A et B.

2. On suppose que les matrices A et B sont variables dans le temps et on détermine

l'équation di�érentielle du système en boucle fermée :

On remplace l'équation (4.11) dans l'équation (4.1), on obtient :

ẋ(t) = (A(t) +B(t)Kx(t)) x(t) +B(t)Kr(t) r(t)−B Θ̃T (t)Φ(x) (4.22)

On remplace A par son estimée Â pour avoir :

ẋ(t) =
(
Am −B K̃x(t)

)
x(t) +BKr(t) r(t)−B Θ̃T (t)Φ(x) (4.23)

3. L'équation di�érentielle de l'erreur de poursuite est :

ė(t) = ẋm(t)− ẋ(t) = Am e(t)−B K̃x(t)x(t)−Bm r(t)−BKr(t) r(t) +B Θ̃T Φ(x) (4.24)

On remplace Bm par son expression, on retrouve :

ė(t) = Am e(t)−B K̃x(t)x(t)−BK̃r(t) r(t) +B Θ̃T Φ(x) (4.25)

avec

e(t) = xm(t)− x(t) (4.26)

4. Proposition une fonction de Lyapunov V
(
e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃

)
et détermination

des adaptations qui garantissent la convergence des di�érentes erreurs (stabilités en boucle

fermée) :

On propose la fonction de Lyapunov suivante :

V
(
e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃

)
= eT P e+ |b|

(
K̃x Γ

−1
x K̃x

T
+
K̃2
r

γr
+ Θ̃T Γ−1

Θ Θ̃

)
> 0 (4.27)

Où Γx = ΓTx > 0 ∈ R2 ×R2 et Kx(t) et P = P T > 0 ∈ R2 ×R2.

Le calcul de la dérivée de V donne :
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V̇ (e, K̃x, K̃x, Θ̃) =
dV

de

de

dt
+

dV

dK̃x

dK̃x

dt
+

dV

dK̃r

dK̃r

dt
+
dV

dΘ̃

dΘ̃

dt

= (2P e)T ė+ |b|

(
(2 Γ−1

x K̃T
x )T ˙̃Kx +

2 K̃r

γr

˙̃Kr + (2 Γ−1
Θ Θ̃)T ˙̃Θ

)
(4.28)

= 2 eT P ė+

(
2 K̃x Γ−1

x
˙̃Kx +

2 K̃r

γr

˙̃Kr + 2 Θ̃T Γ−1
Θ

˙̃Θ

)

On remplace ė(t) par son expression (4.25), on obtient :

V̇ (e, K̃x, K̃r, Θ̃) = 2 eT P Am e+ 2 eT P B
(
−K̃x x(t)− K̃r r + Θ̃T φ(x)

)
+ |b|

(
2 K̃x Γ−1

x
˙̃KT
x +

2 K̃r

γr

˙̃Kr + 2 Θ̃T Γ−1
Θ

˙̃Θ

)
(4.29)

On a :

2 eT P Ame = eT (P Am + ATm P ) e (4.30)

Et comme le modèle de référence est strictement réel positive, alors d'après le lemme

de Kalman-Yakupovitch-Popov il existe une matrice Q = QT > 0 qui véri�e :

P Am + ATm P = −Q (4.31)

On a aussi l'égalité suivante qui est véri�é :

2 eT P B = 2 eT P̄ b (4.32)

avec

P =

[
P11 P12

P21 P22

]
, P̄ =

[
P12

P22

]
(4.33)

.

Donc l'expression de V̇ (e, K̃x, K̃x, Θ̃) peut s'écrire comme suit :

V̇ (e, K̃x, K̃x, Θ̃) = −eT Qe+ 2 |b| K̃x

(
−x(t) eT P̄ sgn(b) + Γ−1

x
˙̃KT
x

)
+ 2 |b| K̃r

(
−r eT P̄ sgn(b) +

˙̃Kr

γr

)
(4.34)

+ 2 |b| Θ̃T
(
φ(x) eT P̄ sgn(b) + Γ−1

Θ
˙̃Θ
)
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Pour avoir V̇ (e, K̃x, K̃r, Θ̃) ≤ 0, on doit imposer :(
−x(t) eT P̄ sgn(b) + Γ−1

x
˙̃KT
x

)
= 0(

−r(t) eT P̄ sgn(b) +
˙̃
rK

γr

)
= 0 (4.35)(

φ(x) P̄ sgn(b) + Γ−1
Θ

˙̃Θ
)

= 0

d'où les lois d'adaptations suivantes :

˙̃KT
x (t) = Γx x e

T P̄ sgn(b)

˙̃Kr(t) = γr r e
T P̄ sgn(b) (4.36)

˙̃Θ(t) = −ΓΘ φ(x) eT P̄ sgn(b)

5. Analyse de la convergence

On a

V̇ (e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t)) = −eT (t)Qe(t) = λmin(Q) ‖e(t)‖2 ≤ 0

Puisque V̇ (e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t)) ≤ 0, alors e(t), K̃x(t), K̃r(t) et Θ̃(t) sont bornées.

Pour montrer que V̇ (e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t)) est continue dans le temps, on doit exa-

miner que sa dérivé est bornée.

V̈ (e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t)) = −eT (t)
(
QA+ AT Q

)
e(t) (4.37)

− 2 eT (t)Q
[
Am e(t)−B K̃x x−B K̃r r +B Θ̃T φ(x)

]
Comme e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t) sont bornées (car V̇ (e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t)) ≤ 0),

et x(t) est bornée car e(t) et xm(t) sont bornées.

et r(t) est la consigne de commande bornée.

et φ(x) est bornée car x(t) est bornée.

Alors V̈ (e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t)) est bornée.

Ce qui implique que V̇ (e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t)) est continue.

On a aussi :

V̇ (e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t)) = −λmin(Q) ‖e(t)‖2 (4.38)

alors

∞̂

0

V̇ (e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t))dt = −λmin(Q)

∞̂

0

‖e(t)‖2 dt (4.39)
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−
∞̂

0

‖e(t)‖2 dt =
1

λmin(Q)

∞̂

0

V̇ (e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t)) dt (4.40)

∞̂

0

‖e(t)‖2 dt =
V (e(∞), K̃x(∞), K̃r(∞), Θ̃(∞))− V (e(0), K̃x(0), K̃r(t), Θ̃(0))

−λmin(Q)
(4.41)

Cette intégral existe car V (e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t)) est continue.

Alors, d'après le lemme de Barbalat V̇ (e(t), K̃x(t), K̃r(t), Θ̃(t)) → 0 et e(t) → 0

lorsque t→∞.

4.6 Simulation et interprétation des résultats

Pour la simulation, on considère les données suivantes :

A = Am =

[
0, 0343 −0, 05

0 −0, 5

]
, B = Bm =

[
0

1

]
(4.42)

Θ∗T =
[

0, 01 −0, 04
]
, ar = 0, 2; br = 0, 5 (4.43)

Pour les conditions initiales, on prend des conditions nulles pour les gains des adap-

tations paramétriques.

et [
G(0)

I(0)

]
=

[
1, 7

18, 8

]
,

[
Gm(0)

Im(0)

]
=

[
1, 7

19, 1662

]
(4.44)

Les résultats de la simulation sont données par les Figures 4.1_4.5.
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Figure 4.1 � Évolution de glucose dans le sang.
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Figure 4.2 � Évolution de l'insuline dans le sang.
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Figure 4.3 � Les loi adaptations des paramètres du gain de retour Kx.
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Figure 4.4 � Les adaptations du paramètre Kr.
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Figure 4.5 � Les adaptations des paramètres Θ.

Interprétation des résultats

On remarque que le taux de glucose suit la trajectoire du taux de glucose désiré (celle

de modèle de référence) mais cela n'est pas durable pour long temps, car l'injection de

l'insuline dans le corps humain ne peut pas se faire en temps continue (l'injection du

l'insuline se fait périodiquement). On remarque que le taux de glucose s'écarte de sa

trajectoire désirée (le taux de glucose augment) malgré que le concentration d'insuline

dans le sang reste constante. Ceci est justi�é par le fait que le système l'insuline-glucose

est un couple ago-antagoniste.

Les gains d'adaptation Kx(t), Kr(t) et les paramètres d'adaptation Θ(t) converge plus

lentement. Certain paramètres comme Θ1 et Θ2 ne convergent pas vers leurs vraies valeurs,

c'est l'une des propriétés de commande adaptative à modèle de référence qui n'assure pas

toujours la convergence des paramètres vers leurs vraies valeurs car réellement l'estimation

se fait pas pour les paramètres Θ(t) mais pour Θ̃(t), et comme Θ̃(t) = Θ(t)−Θ∗ alors on

peut pas estimer les vraie valeurs de Θ car la valeur de Θ∗ est inconnue.
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4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqués la commande adaptative à modèle de référence

pour le système insuline-glucose. L'objectif est d'assurer un taux de glucose dans le sang

spéci�é par un modèle de référence. La synthèse est a�ectée en utilisant l'approche de la

fonction de Lyapunov. Les résultats obtenus montre que la CAMR permet d'assurer le

taux désirés pour le glucose dans le sang pour une certaine période.



Conclusion générale

Le travail présenté dans ce mémoire s'inscrit dans le cadre de la commande adaptative

des systèmes dont les paramètres sont inconnus ou variables dans le temps (paramètres

incertains).

L'objectif consiste à développer une loi de commande adaptative directe à modèle de

référence en se basant sur l'approche de Lyapunov pour réaliser la régulation du taux du

glucose dans le sang.

Dans la première partie, nous avons commencé par des généralités sur les systèmes

asservis, les modèles mathématiques et la commande adaptative.

Dans la deuxième partie, nous avons abordé la commande adaptative directe à modèle

de référence ainsi que les deux algorithmes utilisés pour la synthèse de CAMR (règle de

MIT et méthode de Lyapunov).

Ensuite, on a donné des généralités sur le diabète et la modélisation du système

insuline-glucose par l'analyse compartimentale. Puis, nous avons modélisé et simulé le

couple insuline-glucose en boucle ouverte.

Dans la dernière partie, nous avons appliqué la commande adaptative à modèle de

référence pour réadapter une loi de commande en boucle fermée a�n d'assurer une valeur

�nale normale pour le taux de glucose (égale à 1).

Les résultats obtenus montrent que :

� L'analyse compartimentale est une technique très utilisée dans le domaine biolo-

gique pour étudier l'évolution, au cours de temps, des substances biochimiques

(hormones, médicaments...) et de leurs métabolites.

� La commande adaptative à modèle de référence est basée essentiellement sur l'em-

ploi de modèle de référence a�n d'assurer les performances désirées.

� Le choix de commande et le calcul de la référence est une étape très importante.

� L'analyse de la convergence à base de la fonction de Lyapunov et le lemme de

Barbalat permet de déterminer facilement les lois d'adaptations.

La commande adaptative à modèle de référence présente des avantages remarquables et

garantit de bonne performance, alors il est intéressant de l'appliquer pour d'autre système

biologique.
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Résumé

La commende adaptative est un ensemble de techniques utilisé pour l'ajustement au-

tomatique en ligne, et en temps réel des régulateurs mise en ouvre dans la commande

d'un processus, a�n de réaliser ou maintenir un certain niveau des performances désirées

lorsque les paramètres de ce processus sont incertains. l'objectif principale de notre tra-

vail est d'appliqué la commande adaptative directe a modèle de référence au modèle de

système insuline-glucose obtenue par l'analyse compartimentale a�n de concevoir les lois

de commande qui permet de régler le taux de glucose à une valeur �nale égale à 1 suivant

une trajectoire désirée.

L'analyse de la convergence est faite à l'aide de la fonction de Lyapunov et le lemme

de Barbalat.

Mots clés : adaptative, modèle de référence,Mit, Lyapunov, diabète, insuline-glucose,

analyse compartimental.
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