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Introduction

L’étude des séries de variables aléatoires dans un espace de Banach est
une thématique relativement ancienne. De nombreux auteurs s’y sont inté-
ressés : Itd6, Khintchine, Paul Lévy, Kahane,... . C’est une thématique aux
confins du Calcul de Probabilités et de I’Analyse fonctionnelle. Le point de
vue naif (qui était le notre au départ) est de penser que les téchniques de
Martingales pouvaient s’appliquer et permettre une étude de la convergence
de ce type de série. En fait cela n’est pas évident du tout. Nous nous en
sommes rendu compte, au fur et a mesure de 'elaboration de ce mémoire.
Cette problématique revient dans 'actualité mathématique a la faveur de
travaux récents qui lui sont consacrés. Ce sont par exemple les travaux de
Queftélec, Pizier et autres, ou les notions de type et de cotype prennent une
place centrale.

L’objet de ce mémoire est de tenter de comprendre et de synthétiser
ces notions et les téchniques y afferentes. Le mémoire se compose de trois
chapitres. Dans le premier chapitre, nous donnons une synthése de base sur les
espace de Banach. Dans le deusiéme chapitre nous étudions les proprétés de
convergence inconditionnelle (i.e convergence commutative) des séries dans
les espaces de Banach. Le chapitre trois introduit les notions fondamentales
de type et cotype des espaces de Banach. Il est d'usage de les définir avec
les variables de Rademacheur, mais il est souvent plus intéressant d’utiliser
des variables gaussiennes ol des variables stable. Nous terminons par une
conclusion sur les perspectives qui en découlent.



TABLE DES MATIERES



Chapitre 1

Séries dans les espaces de Banach

1.1 Normes sur un espace vectoriel

Définition 1. Soit V' un espace vectoriel réel ou complexe. On appelle norme
sur 'V, toute application ||.||, a valeurs dans R, et satisfaisant les axiomes
sutvantes :

(0) Vo eV, 0<|lv|| <oo, (positivité)

(1)VoeV, |v[|=0v=0, (laséparation)
(2)VAeR,veV, || =]\ |v|, (homogénéité)

(3) Vo,w eV, |lv+w| <|v||+ ||lw]. (inégalité triangulaire)

Exemple.
Pour n € N*| considérons pour z = (z1,...,x,) € R", les applications = +—
|z|l1 et © +— ||x||oo définies par :

n
Izl = lwel et el = max |z,
1 1<k<n

Alors ||.||1 et ||.]| sont des normes sur V.
En effet, pour tout = = (z1,....,x,) , ¥y = (Y1, .-, Yn) E R" et A € R
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(1))

Izl =) lzel =0 & Vke{l,..,n}, |z =0
k=1
< Vke{l,..,n}x, =0
< =0.

(i) [|Aw]ly = 325y Azl = A 225y |2l = [Alll2])1-
(iii)
|z +ylli = E:Wh+%’
k=1

n

> (el + lyil)

k=1

n n
Dtz + ) Lyl =l + Nyl
k=1 k=1

IA

IN

(2) ()
|z]|oo = max |z =0 < VEke{l,..,n}, |z =0
1<k<n

< z=0.

(i) [|Az]loo = maxy<p<n |Azk| = [Al maxy <pcn || = [Al[[ ]| co-

(iii)

Iz +yllo = max |oy + il
<
< lrgggn(lxklﬂykl)
<
< max |wk| + mmax |yl
= |1z]loo + [[¥]loo-

Définition 2. Soit V un espace vectoriel réel ou complexe muni d’une norme
Il et (xn)n une suite de points dans V et x € V' donné.
On dit que (x,), converge vers z si ||z, — x| — 0,quand n — oo.



1.1. NORMES SUR UN ESPACE VECTORIEL 9

Définition 3. Soit ||.||; et ||.||2 deuz normes sur V .
On dit que ces deux normes sont équivalentes s’il existe deux constantes a et
b strictement positives telles que :

Vo eV, allvfy < vl < bljvll,-

Théoréme 1. les normes ||.||1,||.]|2 €t ||| sont équivalentes dans R™,n > 1.

Démonstration. Les normes ||.||; , [|.|[2 et ||-||co sont équivalentes dans R™,
n>1 S8z = (z1,....,2,) € R" jon a alors : quel que soit z € R"si l'on
suppose que MaX;e(1,..»} |Ti| = |Zi,| on a :

’1’10’ < Z;L:l |$Z| < n|$i0"

On a majoré chaque terme de la somme par leur max. On en déduit que les
normes ||.||; et ||.|[s sont équivalentes. De la méme fagon,on a :

il < V1w < Vnlwi [P = Vil

Les trois normes ci-dessus sont bien équivalentes c-a-d :

Ve € R", ||7]loe < [l2]ly < nlzfloo et [[2]lo < [zl < Vnll2]lo0

t

Proposition 1. I] eziste des normes dans C([0,1],R) qui ne sont pas équi-
valentes.

Démonstration. Soit V' = C([0, 1],R), 'espace des fonctions continues sur
[0,1]. On considére les normes classiques : ||.||; et [|.||c définies pour f €
C([0,1], par :

1 = d
T / f(@)|dx
1flleo = sup /()

z€0,1]
Consideérons la suite (f,,) de C([0, 1] définie par :

—n*z+n siz € [0, ]

falz) = { 0 siz € [L,1].
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Ona: |[[fulle = SUPze(o,1] [fu(@)=n et | fulli = fol | fo(2)|dz = %

D’ou : ||HJ;””H°1° =2n — oo, quand n — o0

Donc il n’existe pas de réel ¢ tel que : Vn € N | || fulloo < cllfullx
Donc les normes ||.||; et ||.]| ne sont pas équivalentes.

O

1.2 Continuité de la norme

Définition 4. (V. |.||) et (V',||.||) deuz espaces vectoriels normés.
Soit X une partie de V, a € X et f: X — V'. On dit que f est continue en
a st :

Ve>0,30 > X,Ve e X, [z —a|| <d=|f(z) — fla)|| <e.

On dit que f est continue sur X si et seulement si f est continue en tout point
de X.

Définition 5. Soit E un sous-ensemble de R. Soit f : E — R une fonction
a valeurs réelles sur E. On dit que f est uniformément continue sur E si :

Ve > 0,Va > 0, tel que Vz,2' € E, |[x — xo| < a = |f(z) — f(z0)] < e.

Exemples.

La fonction carré, définie sur R par o +— 22, n’est pas uniformément conti-
nue sur R .

En effet : Posons ¢ = 1. Alors on trouve des paires de points arbitraire-
ment proches, comme n et n + %, tels que :

1 1

Définition 6. Soit E un sous-ensemble de R, et f : EE — R une fonction a
valeurs réelles sur E. On dit que f est Lipschitzienne, de constante de k, si

Y,z € B, ||f(z) = fzo)|| <k |lzo — =]
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Remarque 1. Une application Lipschitzienne est continue.

En effet : Si e > 0 est donné, on peut trouver, en utilisant les notations
de la définition de la continuité, o = ¢, tel que l'inégalité traduisant la conti-
nuité de f.

Proposition 2. Si V est de dimention finie, alors toute norme ||.|| est une
application continue de (V,|].||o0) dans (R, ].]).

Démonstration. Pour tout z =" | z;¢; dans V on a :

2]l = 1122 wiell < 2oy lwilllesll < 32y llealllllloo

Posons =", |le;]|.(8 > 0 car, les e; étant non nuls, on a ||e;|| # 0).
D’ou :

2]l < Bllz[ls
On peut donc écrire :
38 > 0 tel que :V(z,y) € V2, ||z —y|| < B ||z — ylloo
Or, d’aprés I'inégalité triangulaire renversée :
ezl = llylll < llz =yl

(car, on a : —[lz —y[| < [lz[| = [lyll < |z —yl| et

2l = llz =y +yll < llz =yl + Nyl = llzl = llyll < llz =yl (1)
et d’autre part
[yl = lly =z + 2l < lly =zl + [lzl = =llz =yl < llzll = llyll (2)

De (1) et (2) ona: |[[lzf| = [yl < [z —yl)
On peut donc écrire :

36 > 0 tel que V(z,y) € V2 [||lz] — llylll < Bllz — yllw

Ce qui signifie que 'application ||.|| : (V,]|.]|ec) — (R, [.|) est k-lipschitzienne
donc continue. [J
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1.3 Espaces complets

On note ||.|| la norme.

Définition 7. Soit (x,)nen une suite dans V. On dit que x,, est une suite
de Cauchy si

Ve > 0,dN € N,Vp,q > N, ||z, — z || <e.
Proposition 3. Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration. Soit (z,),eny une suite dans V convergente vers ¢. Soit
e > 0. Il existe un entier N tel que, pour tout n > N, on ait ||z, — || < &/2.
Alors, pour tout p,qg > N,

|2p — gl = llzp — 0+ —zgf| <y — L] +[[{ —zgl| <5+ 5=¢.

La suite (z,)nen est donc de Cauchy. [

Définition 8. V est dit complet pour la norme ||.| si toute suite de Cau-
chy (pour cette norme) est convergente (pour cette norme). Un tel espace est
aussi appelé espace de Banach.

Exemples.
1) R", l’espace euclidien.

2) 7 = {2 = (an)n>1, Yores |an|P < 00}, I'ensemble des suites réeles muni
de la norme ||z,|| = (3 |z;?)'/? pour tout p € [1, +o0].

3) co = {z = (an)n>1,lim, o0 a, = 0}, ensemble des suites réeles qui
tendent vers 0 a l'infini muni de la norme ||z,|| = sup |z,]|.

4) C([0,1],]]-|lec), 'ensembles des fonctions continues de [0,1] a valeurs
dans R muni de la norme ||f||s = sup |f(z)].

Proposition 4. L’espace des fonctions C([0,1],||.]|1), muni de la norme ||.||1
n’est pas complet.
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Démonstration. On considére V' = C([0, 1], ||.||1) normé par :

WM—AINMM

Pour tout n € N—{0, 1}, on considére la suite de fonction f, : [0,1] - R

définie par :

1 si0<z<i-—1L
n(1—z) 1_ 1 1.
fala) = 7 Slg—p<e<y
0 si % <z <l
a) Montrons d’abord que la suite (f,,) est de Cauchy.
On a: s
: nip—2.
% ) s P,
fra) = { = L
0 si % <z <1.

2

1], nulle sur [1, 1] et bornée par 2

Alors : f,4, — fn est nulle sur [0, 5
[% — %, %] donc :
2
uep = Fall < 2 =0

Vn>N, =<¢

S o

Donc pour tout Soit € > 0. Il existe N € N tel que :
alors :

vn > Na vp€N7 ||fn+p_fn|| S&
d’ott (f,,) est une suite de Cauchy.

b)Par 'absurde, supposons que la suite (f,,) converge et notons f sa limite

(qui est continue car : élément de V ).

/1/12|f—fn|§/01!f—fn\—>0

donc : f11/2 |f(z)|dz = 0.

Par nullité de I'intégrale d’'une fonction continue et positive on a :

V€ [%,1],]0(9;) ~0
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Pour « €]0, 5[ : foa\f—fn|gfol\f—fn|—>0d0nc:foa]f—fn\—>0, Or

pour n assez grand, on a : % — % >« et

Jr=snl=[1r-1

donc a la limite [;*|f —1] =0
Par nullité de I'intégrale d’une fonction continue et positive on a :
Ve e [0,a], f(z)=1

Finalement,

La fonction f n’est pas continue, c’est absurde.

Dans 'espace vectoriel normé (V/ ||.||), il existe une suite de Cauchy non

convergente, donc I'espace n’est pas complet.
O

1.4 Séries normalement convergentes

Définition 9. Soit (z,) une suite de V. On dit que la série ) v, est
normalement convergente si la série de nombres réels positifs 3, - [|zn|| est
convergente.

Théoréme 2. Soit V un espace de Banach. Si la série d’éléments de V,
> x, est normalement convergente, alors elle est convergente dans V.

Démonstration. Considérons une série » | x, normalement convergente. La
suite (S,), des sommes partielles est une suite de Cauchy.

En effet, pour p < ¢,

q q 00
1Sg = Spll =1 D @il < Y flall < il

i=p+1 i=p+1 p+1
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Mais comme la série > ||z, || converge, alors :
> i1zl =0, p— oo, car c’est son reste d’ordre p.

Ainsi la suite (S,) est de Cauchy dans V' complet donc convergente.
Et par suite la série ) x,, est convergente dans ’espace de Banach V. O
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Chapitre 2

Convergence inconditionnelle de
séries dans un espace de Banach

2.1 Base de Schauder

Définition 1. Une suite de vecteurs (e,)n>1 d’un espace de Banach (V,|].||)
est une base (de Schauder) de V, si et seulement si :
Vo €V, il existe une suite de nombres, réels ou complizes (ay)n>1 = (an(2))n>1,

unique, telle que :
+00

r = Zan(x) en.

n=0

c’est-a-dire que :

N
lim ||z =) an(x) ea]| =0
n=0

N—+400

On dit que la base est normalisée si ||e,|| = 1 pour tout n > 1.
On peut toujours normaliser une base en remplacant (€,)n>1 par (en/|len||)n>1-

Propriété. Si (e,),>1 est une base de V, et si \,,,n > 1 sont des scalaires
non nuls, alors (\,e,),>1 est aussi une base de V.

car : 3 @, tel que : ||z — N 26l — 0 = 3 2, tel que

Iz = Y20l @ Anenl| = 0 on aj, =5,

17
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alors :

[l& = 3ay #pAneall = [z = 300, Znenl|
Exemple. Pour 1 < p < +0o0, on note :
0, = {:c = (an)n>1, Z:{Z’i la,|P < +oo} et co = {z = (an)n>1,limy>1 @, = 0}
On définit une norme sur ¢, (resp. ¢p) en posont :
lelly = (425 faal?) ™ (resp. [allow = P21 laal)
qui est un espace de Banach. Notons

€1 = (1,0 0,.
es = (0,1,0,...)
0,0,1

La suite (e,),>1 est une base de ¢, (resp. ¢p). Pour Vo = (ay,)n>1 € ¢, (resp.

co) on a T = ::3 anen, vérifie

+o0o 1/p
N
= H(Oa 07"‘7aN+17aN—|—2,.-.)||p: ( Z |an\p> _>—+>OO 0
p

n=N+1

N
xr — E An€n
n=1

car : »_|a,|P converge vers x par hypothése puisque (a,) € ¢,

donc si : Ry est le reste d’ordre N de cette série et S =) a, alors :

[e¢) n —+00
RN:S—SP:Zan—Zap: Z ar — O.
0 0

k=n-+1
car : S, — S si Y a, converge
dou (329 |an|p)1/p — 0 donc on a : limy 4o |7 — D720 anen|| = 0
et aussi :

N
||l‘ - ny]:]:l a/nenHoo - Supn>N |an| S Supnz:L |an| —>_+)OO 0
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Théoréme 1. (Banach) Une suite (e,)n,>1 d’élément non nuls de l’espace
de Banach V est une base si et seulement si :

(1) V = vect{e,,n > 1} ,

(2) 1l existe une constante K > 0 telle que :

m
E A€k
k=1

pour tous n > m, et tous scalaires aq, ..., a,.

< K

n
E A€k
k=1

Démonstration. Voir Danial Li et Hervé Queffélec(cf. [5]) O

2.2 Convergence inconditionnelle

éfiniti . On dit qu’une série > x,, est inconditionnellement conver-
Définition 2. On dit qu’ ;“71

gente (commutativement convergente) si pour toute permutation o de N,
la série Y x,m) convergente et & méme somme que la série Y xy,.

Remarque 1. Si dans l'espace de Banach V, une série ) x, converge
commutativement, on a : Vx* € V¥, 3" o) converge donc :

(7, Z 170(n)> = Z z”* (xa(n)>
mais : Y T (Tomy) = Y x*(xn) = (2%, 2, Tn)

(car : la somme de la série dans R ou C qui est commutativement
convergence ne change pas lorsqu’on change ’ordre des termes .)

donc si Y x, est commutativement convergente, on a :

S Xo(ny = S0 @, pour toute permutation o de N.

Théoréme 2. Si une série Yz, est normalement convergente dans un es-
pace de Banach V, alors elle est commutativement convergente.
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Démonstration. Supposons que ) ||z, || converge. pour toute permutation
ode N, ona:

N —+o00
D Mzomll <Y Mzl
n=0 n=0

On déduit que : 33N ||Zo(n)|| converge et donc la série SV To(y) CONVEIgE.
Montrons de plus, que :

+oo +00
> Mol =)
n=0 n=0

Soit & > 0, et un entier ng tel que : > [|7,]] < e.
Posons ny = mazyeqo,..no30 ' (k). On a alors o(n) > ng pour n > ny,

N N +o0
||Zxa(n)_zxn|| < 22||xn||§25
n=0 n=0 n=ng

En faisons tendre N vers +oo, on obtient :

N N
Hzxa(n) —Z%H < 2¢, Ve > 0.
n=0 n=0

d’ou I'égalité des sommes. [

Définition 3. La série ) ., @, est sommable s’il existe x € V tel que :
pour tout € > 0, il existe un entier N > 1 tel que, pour toute partie finie
o D [1,N] alors :

le =) zall <e

neo

et qu’il suffit pour cela qu’elle vérifie le critére de Cauchy de sommabilité i.e :
Ve > 0,3N > 1, tel que pour toute partie finie o C [N, +oo[ alors :

1wl <.

neo
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Proposition 1. (Orlicz)[5]

Soit (x,)n>1 une suite dans un espace de Banach V. Les propriétés sont
équivalentes :

(1) La série >t x, converge inconditionnellement.

n=1

(2) La série Z;:i Tp, converge pour tout choix de ny < ng < ...
(converge par sous-série).

(3) La série 3> 0,x,, converge. Pour tout choiz de (6,) avec 0, = +1.

(4) La série 312 x,, est sommable.

Démonstration. Montrons que : 1) <= 4), 4) <= 2), 2) <= 3)

2) = 3). Soit (0,),>1 une suite de signe, on écrit

{0, =1} ={n1<na<..} et {0,=-1}={n]<ny<..}
on a par hyépothése que 2@1 T, et 2@1 T convergent, donc
2@1 0,1, = 2@1 T, — 2@1 T converge aussi.

3) = 2). Soit ny < ny < ..., on pose
{ 0; =1  sije{m}i
6; = —1 sisinon.

alors la série
1
S - 5 [T X0
j=1 Jj=1 j=1
converge.

4) = 2). Soit (ny)x une suite croissante tel que : n; < ng < ...
et soit € > 0, par hypothése, AN > 1 tel que : Vo (partie finie) C [NV, +o0[
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ona: ||y . zn|| < e Sion choissit que J > 1 tel que n; > N alors
pour j > .J en prenant o = {ny,...,n;}, on a :

J
1) zall <<
k=J

2) = 4). Supposons que la série n’est pas sommable, alors il existe un
e >0 et o, (partie finies) C N telles que pour tout n > 1,

1Y all > e

kEO'n

avec ¢, = maxo, < mino, 1 = p,.+1, alors si on pose :
o=U,>;0n = {n1 <ng < ..}, lasérie Zj:cxf T, ne converge pas.

4) = 1). Soient I un esemble dénombrable, (z;);c; une famille d’élément
de R*.
Supposons que (z;);e; sommable, et soit ¢ : N — [ une bijection. Pour tout
n de N, comme {o(k),0 < k < n} est une partie finie de I, on a :

n
D Towy <D
k=0 icl
et donc ) - Ts(k) converge et : z;::of) To() < D ey Ti

1) = 4). Supposons s’il existe une bijection o : N — I telle que la série
> 50 To(k) converge. soit J une partie finie de I. Alors : o~!(J) est une partie
finie de N, et il existe donc N € N tel que :

o }J)c{0,1,...,N}, dou :

N 400
in < ZIU(TL) < Zxa(n)
=0 n=0

ieJ n

Il en résulte que (7;)ier est sommable et que : ., z; < Z:ﬁ% To(n) O

Remarque 2. Il existe des séries Y > x,, inconditionnellement convergente
mais pas normalement convergente.
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Exemples.

Dans V = ¢y

alors la série Z:{g x, = (1, %, %, ...) converge inconditionnellement(on peut,

par exemle, utiliser les critéres 2) ou 3) de la Proposition.1).

Mais > % [|z,|| = 2,2 = +00 qui ne converge pas. Car ne vérifie

pas le critére de Cauchy pour la convergence d’une série numérique.

2.3 Bases inconditionnelles

Définition 4. On dit qu’une base (e,)n>1 est inconditionnelle si pour tout
x €V, la série . et (v)e, converge inconditionnellement.

Exemples.
Les bases canoniques de ¢g = {z = (an)n>1,im, .+ a, =0} et {,={z=
(@n)ns1, >orsS |anP < 0o} pour 1 < p < +oo0, sont inconditionnelles, car si
on note :

€1 = (1,0,0,)
€y = (0,1,0,)
€3 = (0,0,1,)

La suite (ey), est une base de ¢, tout z = (a,),, sécrit = =7 . ae,
on a pour tout z € V, la suite ) e’ (z)e, converge inconditionnelle.

Lemme 1. Soit X et Y deuz variables aléatoires indépendantes dans LP(Q, P),
avec E(Y') =0, alors :
1X + Y[, = [[X]],
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Démonstration. Soit Py et Py les lois de X et Y

IX+YlE = / / o+ gl dPy (z) dPy (1)
QJN

/Q (/Q|x+y|P dPy(y)) dPx ()
/Q /Q(w+y) dPy (y) ’

dpx(l')

v

Vv

_ /Q Axdpy(y)+4ydpy(y) p dPx(z)
_ /Q /Qa:dPy(y)-i-E(y) ! dPx ()
- /Q 2P dPy () car E(y) =0

= |IXI[-
O

Définition 5. On dit qu’une suite (ey)r>1 dans un espace de Banach est une
suite basique si c’est une base de l’espace vectoriel (fermé) vect{e,,n > 1}
qu’elle engendre.

Proposition 2. [5] Une suite (e,)n,>1 dans V' est une base inconditionnelle
st et seulement si, on a la condition sutvante :

Il existe une constante K > 0 telle que, pour tout choix de signes § =
(ek)k21 S {—1, 1}, on ait :

n
1) brarell < K |lz]]
k=1

pour x ="y ,_, ay €.

Théoréme 3. Toute suite X1, Xo, ... de variable aléatoire indépendantes et
centrées dans ILP est basique et inconditionnelle dans ILP, de constante d’in-
conditionnalité est < 2.

k=1

n
g ap X,
=1

p p
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pour tout scalaires a, et tout choix de signes 0, = +1 .

De plus si les variables sont symétriques, la constante d’inconditionnalité
est 1 cest-a-dire : || 4, O a, Xil|, = |12 5—; ar Xill,

Démonstration. Posons des scalaires aq, ..., a,, et des choix de signes
0, ==+x1,1<k<n et donnons:

I:{ke {1,...,”},6k: 1} et J:{ke {1,,n},€k:—1}

puis :

X:Zaka:ZHkaka et Y:Zaka:—ZQkaka

kel kel keJ keJ

puisque X et Y sont centrées. Le lemme précédent donne

Zekaka = || X =Y||, < [|X]l, + [IYl],
=1

p

< X+ Y +[Y +X]],
- 2||X+Y||p

n
E aka
k=1

= 2
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Chapitre 3

Séries de variables aléatoires

3.1 Convergence de suites de var a valeurs dans
un espace de Banach

Soit (€2, A, P) un espace de probabilité , dont la tribu A sera toujours
supposée compléte , et soit V un espace de Banach.

Définition 1. On dit que V est séparable si : 3D = {x1, 29, ..., Ty, ...} une
partie dénombrable tel que : D =V 1.e :

Ve > 0,Vo € V,3x, € D tel que : ||x — z,|| <e.

V est de plus souvent séparable et de dimension infinie.

3.1.1 Modes de convergences
1.Espace L°(V) : Soit B la tribu boré¢lienne de V. Une variable aléatoire &
valeurs dans V est une application X : 2 — V' vérifiant les deux propriétés
suivantes :

(a) X est (A — B)-mesurable , c’est-a-dire que X }(B) C A

(b) il existe un sous-espace de Banach séparable Vi de V tel que :

P(X e V) =1

27
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On désigne par L°(2, A, P, V') I'espace vectoriel des classas pour la rela-
tion d’équivalence d’égalité p.s de variables aléatoires a valeurs dans V .

On note L°(V) cet espace. Des éléments fondamentaux de cet espace sont
les variables aléatoires étagées , celles qui ne prennent qu’un nombre fini de

valeurs :
n
X = E 1Ail’i
i=1

avec A; € Aet z; €V, onnote aussi X =3 " | 14, @ u;

2.Convergence presque stre dans L°(V) :  On dit qu’une suite (X,,),>1
de L°(V') converge presque siirement (en abrégé : p.s) vers X € L%(V) si :

P ({w € Q, X, (w) = X(@}) —1
et I'on notera : X,, =5 X

Proposition 1.
Soit X € (V') une variable aléatoire, alors :

1) X est tendue, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe un compact
K CV tel que :

P(XeK)>1—¢.

2) X est limite presque sire d’une suite (X,,)n,>1 de variables étagées telles
qu’on ait de plus :

[ Xn (W) < 2| X (w)]l

pour tout n > 1 et presque tout w € €.

Démonstration.
1) Supposons que V est séparable et Py désigne la loi de X .
Soit D = {xy, ..., Xy, ...} une partie dénombrable dense de V avec 1 =0 , et
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soit q un entier > 1, et si :

alors :

v = O ptentin = i [ oo

n=1

(i.e V est la réunion, des boules fermées pour n = 1,2,... ).

On peut donc trouver un entier N, > 1 tel que : Px(4,) >27%¢, ou
N‘I
Ay =UpZi Blzn, 1/q) -

Soit alors : K = ﬂ;il A, un compact de V et d’autre part on a :
Px(KC)_ UOO AC<ZP)(AC <Z2q€_€

ce qui preuve 1).

2) Soit :

73w = int {k <0 1X() =l = i [1X(6) — o |
Pouri,j € N ona: (|| X —a]| < || X — 1) € A, car X € L°(V), donc :
T, € L°(V) et X, = a7, = > p_; L1, —k)Zx est une variable étagée.
Par définition || X (w) — X, (w)| = dist (X (w),{z1,...,x,}) , alors :
X () — Xo(w)| "= dist (X(w), D) =0.
On a de plus : [ X(w) = Xp(w)[| < [X(w) — 2 f| = [X(w)]], don

[Xa(@)] < 2] X ()]
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3.Convergence en probabilité dans L°(V) :  On dit qu’une suite (X, ),>1
de L°(V') converge en probabilité vers X € L°(V) si pour tout ¢ > 0 ,

n—oo

P(|X, - X| >t) — 0

On notera : X, LIox

On dit par fois que (X,,) converge stochastiquement vers X.

Remarque 1. Pour X,Y € LY(V) soit

%uﬂq:E[ux—Yu}

1+ || X =Y
Alors d,, est une métrique sur L°(V') , appelée distance de la convergence en
probabilité. En effet :

(1) d,(X,Y) e Ry car :

o< XY
T 14X =Y

XY
H[X=YT]

<1, VX, YelL®
et bornée par 1 donc intégrable et

HX—YH]<w
I+ | X =Y |~

et donc la v.a.r
Og]E{
(2) d,(X,)Y)=0 < X=Y ps.

[\w—yu]zo IX-vi o IX=YI
X V] T T IX Y]~

(st f >0 et integrable par raport a p alors : [ fdu=0= f =0, up.s)
donc :

X =Y

= 0& XY ||=0s X =Y

(3) d,(X,Y) =d,(Y,X) car :



3.1. CONVERGENCE DE SUITES DE VAR A VALEURS DANS UN ESPACE DE BANACH 31

IX-Yl  l—w-x)0 _ v-x|
d(X.Y)= = = =d, (Y. X
e e G Il iy o TR By 1y ¢ Il ACEAY

(4) dp(X, Z) < dp(X,Y) + dp(Y, Z)

On considére :

Alors nous avons :

Donc :

X =Y)| < IX = Z[[+]1Z =Y = (X =Y]) < o(lX = 2]+ |2 = Y]])

X=9I _ _IX=ZIl+lz-Y]

XY= TRV S TH X 21+ 2 Y]
) Ix - 2| . 1Z V]
S X -2z -V T IX -2+ [Z Y]
. Ix-z| ., |z-Y]

1+|X-Z|| 1+|Z-Y]|
= dy(X,2)+d,(Z,Y).

Lemme 1. (Inégalité de Tchebitcheff) Pour toute X € L° |, ete >0 ,

Si B[IX[] <400 alors  P(|X| 2¢) < ZE[|IX]]

Démonstration. On a immédiatement :

E[lix1 = /{”X> } [X[|dP = eP({[|X]| = £}).
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Proposition 2. Soit (X,,),>1 et X dans LO(V) , alors :

dy(X,, X) — 0  siet seulement si X, I x

Démonstration.
=) Il suffit de montrer que si, d,(X,,0) — 0 alors : X, 2.0

En effet, la convergence pour d, entraine la convergence en probabilité.

Par I'in¢galit¢ de Tchebychev, et la croissance de x — 77, on treuve,

DU I U O
1+1¢ {IXnlI>t} = 1+ HXTLH {IXnlI>t} = 1+ “XnH

En intégrant, les deux cotés, alors :
t X
— P(|X,]|>t) < E .
1+t (IXall > ) < (1+|yxn|y

Le membre de droite tendant vers 0 quand n — +oco , il en est de méme
du membre de gauche, et donc aussi que P(||.X,,|| > ¢) puisque t est fixé.

<) Si X, 5 X et pour € > 0, on choisit £ > 0 tel que 7 < 5. Cela
est possible car ILH — 0, quand ¢t — 0, puis ng > 1 tel que
£
P10 = X1 2 1) < 5
On a alors pour n > nyg :
X — X|
dy(X,, X) = dP
A X) = [
X, — X X,— X
(1Xn—x|>ty 1+ [[ X0 — X|| (1Xn—x|<ty 1+ [[Xn — X||
t
< P(IXa— X2 0+ T P(IX0 = X <1
< g—i-g:é? (car P(|X,—X]|| <t)<1).
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Proposition 3. Soit (X,,),>1 et X des variables dans L°(V). Alors :

1) Si la suite (X,,)n>1 convergence presque sirement vers X , elle conver-
gence en probabilité vers X.

2) Si (X,)n>1 converge en probabilité vers X , alors elle admet une sous
suite (Xp,)p qui converge presque sirement(p.s) vers X.

Démonstration.
: _ [ X —X|| :
1) En sait que dy(X,, X)=E (W) et en remarque que :
X,— X
1%, - X1,
1+ |1 X, = X||
et comme % € LL! alors le théoréme de convergence dominée donne :

. |z, — X|| . |z, — X||
lim E (1 _R(0) — 0.
L (1+ X, = X| e T4 [ X — X (0)=0

Et donc la convergence en probabilité .

2) La convergence en probabilité avec € = 1/p donne :

lim P(|X,—X|>1/p)=0.

n—-+oo
donc pour n assez grand, P(|X,, — X| > %) devient plus petit que 5. Soit n,
tel que :

1
P(X,, = X| > 1/p) < 5.
On peut supposer la suite (n,), croissante.

Comme ;2 2%, < 400, d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, avec les

évenements A, = {| X, _x| > 1/p}, on a :

P(limA4,) =0,
p
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c-a-d que p.s, seuls un nombre fini d’événements A, soit réalisés.

Il existe po, 'événement A, n’est pas réalisé, c-a-d
’X"p - X’ S 1/p

En faisant tendre p vers 400, on obtient, limp — +00X,, = X, et ce
avec probabilité 1.
Donc la sous-suite (X, ) converge p.s vers X dans LO(V). O

6.Convergence en loi dans L°(V'). Soit C, (V') 'espace des fonction conti-
nues bornées de V dans R , et soit X, X1, ..., X,,, ... € L%(V).

On dit que (X,,), converge en loi (ou en distribution) vers X, , si pour
toute f € Cp(V) ,on a:

Ef(Xn)] = E[f(X)]

Et on note X, ELX
ou de facon plus probabiliste , si P(X, € A) —> P(X € A)

lorsque P(X € 0A) = 0, ot A est un borélien de V et A sa frontiére
topologique.

Soit (S,d) est un espace polonais(i.e. un espace topologique métrisable,
complet, et séparable) muni d’une métrique d < 1, B est la tribu des boré-
liens de S,

P(S) Pensemble des mesures de probabilité sur (S, B) , Cy(S) désigne I'es-
pace vectoriel des fonction continues bornées de S dans C normé par :

[flloo = sup,es [f(2)]

Enfin, si d’ est une métrique sur S topologiquement équivalente a d ,
UCL(S,d") désigne le sous-espace de Cp(S) formé des fonctions uniformément
continues pour d’.
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Définition 2. Une suite de mesure de probabilité (u,) sur P(S) converge

étroitement vers une mesure de probabilié p sur P(S) (on note p, ), )
LT

Wreas). [faum = [

On peut munir P(S) d’'une métrique p en posant :

o) =Y o /andA - /andu' .
n=0

Proposition 4. [3] Soit py, pa, ..., pin, ... € P(S) . On a l’équivalence entre :

1) p(pn, ) == 0,
2) La suite (11,) converge étroitement vers u

3) Il existe une métrique d’ sur S équivalente a d telle que :

/fdun — / fdu , pour toute f € UCy(S,d")
s S

4) limsup,, ., o (F) < p(F) , pour tout férmé F de S,
5) liminf, o p,(G) > u(G) , pour tout ouvert G de S ,
6) lim,, o pn(A) = u(A) , pour tout borélien A de S tel que : u(0A) =0

‘ . . c
. Dans ce cas , on dit que (p,)n>1 converge en loi vers i, en abrégé p, —— L.

Démonstration. Voir Danial Li - Hervé Queffélec(cf. [5]) O
Définition 3. Une partie T de P(S) est dite équitendue si , pour tout € > 0,
les €léments de T sont portés par un méme compact a € pres , c’est-a-dire :

pour tout € > 0 , il existe un compact K de S tel que :

w(K)>1—e,VueT.
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Définition 4. On dit que p,, converge faiblement vers j si :

ercc(V)>/vfdun—>/Vfdu.

Définition 5. Soit © une famille de loi de probabilité sur V, A. On dit que ®
est relativement compact si de toute suite d’élements de w, on peut extraire
une sous-suite qui converge faiblement.

Théoréme 1. (Théoréme de Prohorov). Soit S un espace polonais , pour
toute partie T de (P(S),p) ,

T est relativement compacte si et seulement si T est équitendue.

Démonstration. Voir (cf. dans [7])
U

Si on pose que V.* est le dual réel de V (espace des applications R-linéaires
continues de V dans R), alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 2. Soit (X,),>1 une suite de L°(V) et X € L%(V). Alors X,
converge en lot vers X si et seulement si :

x, converge simplement vers ¢x sur V.*, et de plus (X,,),>1 est équiten-
n g r >
due.

(Xn)n>1 Equitendue signifiant que (Px, )n>1 est équitendue.

Démonstration.
- La condition nécessaire : La suite des lois (Px, ),>1 est équitendue puis-
qu’elle est relativement compacte (Théoréme de Prohorov).

De plus, si f € V*, g = €'/ est bornée par 1 et continue : donc la propo-
sition 4 montre que :

E[g(X,)] e Elg(X)] ie o¢x,(f) e ox(f)-

- La condition suffisante : Voir (cf. dans [5] p. 114) O
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Proposition 5. la convergence en probabilité entraine la convergence en loi
pe si: Xp - X alors: Xn—-5X , X, X1, Xp, ... € LV

Démonstration.
On a, pour tout € > 0 :

|E[€itXn] _ E[eitX” EHeitXn _ eitX‘ 1(1x, x| <)) + ]EHeitXn _ 6itX| 1%, x o))
eE[1{x,—x|<e}) + E[24 .1 x, - x|>e)]

eE[l{x,—xj<e | + E[2A 1 x, - x|>c} ]

e P[|| X, — X|| <¢] +2A P[|| X, — X|| > €]

e P[|| X, — X|| <¢] + 24 P[|| X, — X|| > ¢]

e + 2A P[| X, — X|| > €]

VAN VAN VAN VAN VAN VAN

comme par hypothése X, — X, alors P[| X, — X|| > ¢] — 0 quand
n— oo,
PlIXy = X[ > e < 53

donc [E[eiX»] — E[eX]| < 2¢e.,i.e E[ei**n] 25 E[e*X] et par conséquent
la converge en loi [J

3.1.2 Principe de symétrie de Paul-Lévy et applications

Définition 6. Une variable aléatoire X € LY(V) est dite symétrique si :
(-X) a la méme loi que X : P_x = Px , ou encore

P(Xe€A)=P(-XeA)
pour tout borélien A € B.

Une suite (X1, ..., Xn, ...) dans LO(V) est dite symétrique si (1 X1, ..., 0 X, ...)
a la méme loi que (X, ..., Xy, ...) pour tout choiz de signes e; = £1
en abrégé : (,X,) ~ (X,)).

Théoréme 3. (Inégalités maximales de Paul-Lévy).
Soit X1, ..., X € LY(V), indépendantes et symétriques , et
S, =X14+..+X,,1<n<N. Alors on a :
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Plmax|[S,]| > 1) < 2P(|Syl] > ). ¥t > 0,

Plmax|[X,]| > 1) < 2 P(|Sx]| > 1), vt > 0.

Démonstration. Voir Danial Li - Hervé Queffélec(cf. [5]) O

Lemme 2. Soit (X,,),>1 une suite de variable aléatoire indépendantes dans
LO(V) et S, = X; + ... + X, la suite de ses sommes partielles .

. : o
Si S, converge en loi , alors X, — 0.

Démonstration. Supposons que V est séparable. Son dual V* contient une
suite (¢;);>1 qui sépare les points de V :

0i(r)=0,Vj>1 = 2=0.

n—oo

Pour toute ¢ € V*, on a E(el®#()) "= E(e¢¥)) V¢ € R, d’aprés
le théorme 2. Donc

P(Sn) = (X1) + oo + 9(Xn) = 0(S)

Les variables maintenant sont des scalaires, la série Y -, ¢(X,,) converge
donc p.s. (car la convergence en loi = la convergence p.s(cf. dans [5] p. 25)).
En particulier : ¢(X,) == 0

Il en resulte qu’il existe €y € €2 de probabilité 1 tel que :

lim_ ;X (@) =0,

n—-+o0o
pour toute 7 > 1 et tout w € ).

D’autre part puisque X, = S, — S,—1 , la suite (X,,),>1 est équitendue,
et donc, pour chaque € > 0, on peut trouver un compact K. CV tel que:

sup P(X, ¢ K.) <
n>1
Alors, pour tout ¢ > 0, en notant : A(e) = lim, ;oo {||Xn|| > ¢, X, € K.}
lim P(||X,]| >t) < e+ P(A(e)) = e+ P(A(e) N Q)

n—-+o0o
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Par le lemme de Fatau, appliqué a I'inégalité
P(|Xal[ > 1) < P([[X0]l > 1, Xy € Ko) + P(Xy & Ke)

Montrons que : A(g) N Qy =0

Soit w € A(g) Ny, on peut trouver une suite croissante d’entiers (ng)r>1
telle que : X, (w) € K. et || X,, (w)|| > t.

Soit x,, € K. une valeur d’adhérence de (X, (w))n>1. On a alors :
D [IXll = ¢,
2) ¢;i(z,) =0,Vj > 1 (car w € Q).

mais (y;);>1 est séparable = z,, = 0 (t < 0) = contradiction
cela preuve le lemme. []

Théoréme 4. (Théoréme d’équivalence de Paul-Lévy)

Soit (X,,)n>1 une suite quelconque de variables aléatoire indépendantes dans
LO(V) et S, = X1 + ... + X,, la suite de ses sommes partielles. Alors ,on a
[’équivalence entre :

1) S, converge en loi (vers S) ,
2) S,, converge en probabilité |

3) S, converge presque sirement.

Démonstration.
1) = 2) Pour toute suite croissante (ny)r>0 avec ng = 0, on pose

So=0 et Ty = Sn, — Sup_,.

Sp, = T1 + ... + T}, converge en loi vers S et les T}, sont indépentantes,

d’aprés le lemme on a T}, —— 0 qui est vrai pour toute (ng)k>o0-

Cela signifie que (.S,,)n>1 est de Cauchy en probabilité , et donc converge
en probabilité.



40 CHAPITRE 3. SERIES DE VARIABLES ALEATOIRES

2) = 3) Supposons d’abord que les X,, symétriques et posons :
Yon = sup |[Sk — Shull,
n<k<N

Y, =sup||Sk — Su|| = lim Y,
k>n N—+oco

Soit € > 0, et t > 0, par hypothése et I'inégalité de Lévy (1) donnent :

P<Yn,N > t) < 2P(HSN — Sn” > t) <e.
Sin > nyg = no(e,t), don P(Y, >t) < esin > ng, en faisant tendre

N vers 400, ce qui montre que Y, L, 0 donc : S, converge p.s d’aprés la
proposition 1.4 [5])
O

Théoréme 5. Soit (X,,),>1 une suite de variable aléatoires indépendantes
symétriques, et S, = X1 + ... + X, la suite des sommes partielles.

On suppose qu’il existe une sous-suite des entiers p; < ... < p, < ... pour
laquelle Sy, 22, S, quand j — +oo. Alors S, 25 S

Démonstration. Si les Y,, sont indépendantes symétriques, si A est une
partie infinie de N* et si on pose T, = Y1 + ... + Y, , M =sup,», |[T,.|| , et
My = sup,c 4 ||T5||- Alors on a , pour tout ¢ > 0 :

P(M >t)<2P(Ms>t) (%)
En effet, si T =inf{n > 1: ||T,|| > t} ou +o0 , on voit que :
P(M>t)=> P(T =n)
n=1

et si A, € Aavec \, >n donc: P(T'=n) < P(||T),||>t, T =n)
d’ot1, en sommant :

P(M>t)<2P(Ms<t, T <o0)=2P(My>t)

Ensuite, posons :

Yy = supl[Sy, — Spll. et Zu = suppsallS — Sl
k>j
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Pour n > p;, désignons par r = r(n) Uentier tel que : p, < n < pryq
Sim>mn,ona: |[[Sn— 5l <|[|Sm— Syl +[[Sr = Sp, |l

d’ou

t t
P(Zn>t)§P(SUPHSg—SpT||>§> SQP(}/T>§>

{>py

la deriére inégalité découlant de (*) appliqué aux variables X, d’indice
n > P,,. et é; A - {pT+17pT‘+27 }

Pour finir, on applique alors deux fois la Proposition 1.4 [5])

- P
P(Y, > 1) "21%° 0, donc comme 1 — 400 avec, Z, — 0 et S, converge

presque stirement.

U

3.1.3 Principe de contraction

Le principe de contraction est un outil de base en géométrie des espaces
de Banach. Il se révéle en particulier important dans 1’étude des séries de
variables aléatoires vectorielles.

Lemme 3. Posons que So = 1Ty = 0 et S, = X1+ ...+ X, , T, =
MX1+ XXo + ...+ N, X, Alors pour tout t > 0 et pour tout N > 1 :

P(|[Tw]l > 1) <2 P(|[Sn]| > 1).

Démonstration. Supposons que A\, € R et —1 < )\, <1, car les suites
(A Xn)n>1 et (|An]| Xn)n>1 ont la méme loi d’aprés la symétrie des X, .
Alors supposons que A; > ... > Ay > 0, donc :

N N-1

Tn = MalSu=Suc1) = > (An = A1) Sn + AnSy
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si donc on pose M = sup,,<y ||Sx||, on a :

=

-1
1Tnll < (An = At ) Sl + An||Sn ]l

1

n

N-1
M [Z()\n — Ant1) + A

n=1

= MM <M.

IN

L’inégalité maximale de Lévy donne alors :

P([[Ty|l > t) < P(M > 1) <2 P(||Sn]| > 1)

d'ou: P(||Tw|| >1t) <2 P(||Sn|| > ).
g

Théoréme 6. (Principe de contraction qualitatif)

Soit (X,)n>1 une suite de variables indépendantes et symétriques telle que :
220:1 X,, converge presque strement. Alors pour toute suite bornée (/\n)nzl
de scalaires,

o

> AnXn

n=1
converge aussi presque sirement.
Démonstration. On réordonne les A\, de facon décroissante, avec une per-
mutation o de {1,..., N} telle que : A7 > ... > A}, ot A} = Ay, et on pose :

X5 = Xyn).

Il suffit alors de remarquer que : Sy = 21]::1 X et Ty= ?:1 N XL,
et d’apres le lemme précédant on a :

P(|[Ty =Tl > 1) <2 P(||Sg = Sp[| > 1), pour p <gq,

Ce qui montre que (7},),>1 est converge en probabilité , et alors presque
stirement convergente d’aprés le théoréeme de Paul-Lévy. [
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3.1.4 Variables aléatoires symétriques dans un espace
de Banach

Définition 7. On dit que la suite (X,,), est symetrique si Px, = P_x, ,
Vn. St X est une variable aléatoire, on appelle symétrisée de X la variablme
aléatoire X* définie par X* = X — X' ou X et X' sont des variables aléatoires
indépendantes tel que Px = Pxr.

Proposition 6. [6] Si (X,,), est une suite de variable aléatoire (v.a) & va-
leurs dans V' alors (X)) est une suite symétrique i.e : Px: = P_x«,Vn.

Démonstration. Soit (X)) une suite de v.a symetrisée de (X,,)
Alors on a :

Py = P[X; € Al
= P[X,— X, € 4]
= P[X, €A+ X]]
P[X, e A+y X, € dy

P[X, € A+ y|P[X] € dy]

Py, (A+vy).Px, (dy)

= P[X| - X, € A]
= P_x-(A).

I I
N — — —

Dot Pyx-(A) = P_x-(A)
Et ce qui montre que (X¥) est symétrisée [

3.2 Type et cotype d’un espace de Banach

Définition 8. Une variable aléatoire réelle X est dite gaussienne standard
ou N(0,1), si elle admet une densité de la forme :

1
= t2

Ver
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De fagon générale, une v.a.r X suit la loi normale N'(m,c?) si elle admet
une densité de la forme :

t— e_%(wy
oV 2w ’

ou m et o sont des paramétres réels.

Ona: EX)=m,V(X)=o0?

Proposition 7. Si X est une variable aléatoire de loi N'(m,o?), alors la
fonction caractéristique de X est la fonction ¢x, définie par :

1t20'2

Vt € R, ¢x(t) = E(e) = elitm—3t"")

Démonstration. Sim #0et 0 # 1
En posent Y = % = X =Y +m.

On obtient
Ox (t) . ) [6it(aY+m)} - K [eitaY 6itm] _ itm [6itaY}

— eftm (,Oy(O' t) — e(itm—%02t2).

i

Dans cette section toutes les variables seront centrées.

La loi gaussienne peut étre également définie, d’une facon équivalente,
par sa fonction caractéristique.

Définition 9. Une variable aléatoire X est gaussienne N'(0,1) si sa fonction
caractéristique px est de la forme :

Proposition 8. Si X est une variable aléatoire admettant une densité de
probabilité f de la forme :

—_
S

x

f@) = ——=cF
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alors : X admet une fonction caractéristique px de la forme.

142
5t

px(t) =e
Démonstration. Soit X ~ N(0,1)

. too 1 2
E[e"™] = / et e 7 dx

e
= — e"e 7 do
V2T J o
1 too (IR (itz)n .2
= — Z (ita) e 2 | dux.
V2T J_so p— n!
n 22 2
Et comme ) ||fulli =D, ||% e 7|, = "7 qui est converge, donc

le théoréme de Lebesgue s’applique, on a alors

1 [ (X (ite)" .2 X (it)" ( too 2 )
— e 2 | dox = ——a2"e 2 dx | .
\ 2T /_oo (; n! ; n! _ V2T

=0 o

Il reste a trouver les moments de la v.a X ~ N(0,1). En utilisant la dé-

12
finition des moments E(X™") = \/% Jpa"e T da

done

1 oo o2
E(X*#H) = — 2 e™T dr = 0
V2T J o

E(X%*) = L /+OO e % da
V2T J
;v2
Une intégration par parties, avec u = 227! et dv = z.e~z dx, donne
E(X%*) = (2k — 1) B(X?*72).

comme E(XY) =1, on trouve par recurrence

2y _ _ (2k)!
E(X*)=1x3x..x (2k—1)x = o 1"
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et par conséquent

(2k)! = ok
E Xn — 2k | S1n = )
(X™) { 0 sin=2k-+1.

Finalement,

E(eitX) _

4

3.2.1 Vecteur gaussiens

Soit I'espace euclidien R™. On note (z | y) le produit scalaire de x et y
e R

Définition 10. On dit qu’un vecteur aléatoire X : Q — R™ est un vecteur
gaussien, si toute combinaison linéaire de X, ..., X, est une variable aléatoire
gaussienne i.e.

X =(X1,X5,...,X,,) gaussien < > a;X; gaussienne,

pour tout choix des nombres réels aq, as, ..., a,.

Propriétés 1. 1. Si X = (Xy,..., X,,) est un vecteur gaussien dans R™, alors
chaque variable aléatoire X, est gaussienne.

2. 51 X1,X,,..., X, sont des variables aléatoires gaussiennes indépen-
dantes alors, le vecteur (X1, Xo, ..., X,,) est gaussien.
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Démonstration.

1) Soit X = (Xy,..., X,,) un vecteur gaussien, alors
(X1,...,X,) gaussien < a1 X;+ ...+ a,X, gaussienne Vai,...,a,

En particulier ay=1,a,=0 , i £k
alors la variable aléatoire 0.X; + ... + X + ... + 0.X,, = X, est gaussienne ,
VeE=1,...n

2) On doit montrer que la fonction caractéristique de la combinaison
linéaire Y = a1 X7 + ... + a, X,,, (a; € R) est de la forme :

¢y(t) _ itE(Y) —1 Var(y)t?

Or: E(Y)=>",aEX;) et Var(Y)=> 1, a Var(X;) par I'indé-
pendance des X;. Donc on a :

¢y(t) — K [eit(a1X1+...+aan)} - K

n
H eita; X;

j=1
n
— HE [eitaj in|
7j=1

el st veren )
j=1
_ e(it ¥, Ea; Xj)—3 ¥, Var(a; X;) 2)

ot E(Y)—1 Var(Y) t?
D’otu la fonction caracéristique de Y est une v.a gaussienne. [

Proposition 9. L’%mage de tout vecteur gaussien X : Q — R"™ par une
application linéaire ¢ : R™ — R™ est un vecteur gaussien.

Démonstration. Si ¢ est linéaire et X =) .| X; ¢; alors :
6(X) = X = 3, X 0le), tel que : ¢(e;) € R™
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Soit (f;); une base dans R et ¢(e;) = E;nzl a§ f; , donc :

n m m n
00 =3 (i) =3 (e
i=1 j=1 j=1 i=1
et comme " | a} X; sont gaussiens alors : ¢(X) est gaussien.
U
Une autre fagon de dire que le vecteur X est gaussien est de dire que le
produit scalaire (X | a) est une gaussienne pour tout a = (ay, ..., a,) € R™.

La loi de la variable (X | a) centrée est déterminée par sa variance

o?=E[(X |a)’] =E (ZaX) —F

iai Xz .zn:aj X]]
i=1 j=1

=K

Zn: a;Q; Xz XJ] = Zai Q; IE()(Z X])

4,j=1 ,J

qui est dépand de la matrice de covariance de X

C=(cjij= (C;X])u = (E(X:X;)),

Définition 11. Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, soit f une
forme bilinéaire symirique réelle et  la forme quadratique associée sur E.
On dit que f est positive si, pour tout x € E, on a :

f(x,x) = o(r) 20

On associée toute forme bilinéaire symirique réelle par une matrice réelle sy-
métrique A d’ordre n, tel que : f(z,y) = X'AY

Donc pour tout vecteur X € R™ | on a :
f>0 e X'AX > 0.

Proposition 10. Soit X un vecteur gaussien dans R™, de matrice de cova-
riances C. Alors on a :
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a) La matrice C est positive et réciproquement, toute matrice positive est
la matrice de covariance d’un vecteur gaussien.

b) On a : E(e"X)) = exp(—1(Ct | t)) pour tout t € R".

¢) Deux vecteurs gaussiens(centrés) X et Y de méme covariance ont la
méme loi.

d) Si C est inversible, la densité de X est donnée pour tout x € R™ par :

1 I, .
f(x)—m 63711(—5(0 ~’U|~”U>>-

Démonstration.

a) Rappelons qu'une matrice symértique est positive si la forme bilinéaire
(ou la forme quadratique) associée est une forme positive. Il faut donc voir
que, pour tout a € R*, on a : a!Ca > 0, car :

(Cala) =) aajc; =Y aa;B(X;X;) =E(X |a)?) >0

] 0,J

Réciproquement, si C' € M, (R) est positive(C' > 0), alors : C s’écrit
C = B? avec B = (b;;);; symétrique.

Soit gy, ..., g, des variables gaussiennes standard independentes, le vecteur
G = (g1, ..., gn) est gaussien, ainsi que le vecteur X = VC.G = BG tel que :
X = (Xy, ..., Xy) avec X; =37, . b;j g; et comme

E(XiXj) =3 5o bik bjk = cij
la matrice C est bien la matrice de covariance de X.
b) Soit Y = (t | X), tel que : Y suit une loi N(0,0?) avec
o? =E(Y?) = (Ct | t).

alors on a :

. A - 1 2
E ezy — / ezY o(y dy — / ezY e Y /2 dy
@)= [ otan= [
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o2

posons : X =X donc: E(e")=E(e"¥) = px(0) =e 7.
D’ou :
. , 1
E(e X)) = B(e) = e77/% = exp(—5(Ct | 1)).
c) Si X et Y ont la méme matrice de coveriance C, et comme

E() = eap(—5 (Ct | 1) = B,

pour tout ¢t € R”, donc X et Y ont la méme fonction caractéristique, et par
conséquentla méme loi.

d) Si C est inversible (det(C') # 0), la fonction caractéristique de X est :

px(t) = (e ) = eap(—5(Ct | 1)

donc X posséde une densité, donnée par la formule d’inversion de Fourier :

1

1
(27)

(2m)

et wx(t) dt

n

3

I
)
— S— S—

o—iltle) o~ 30U gy

n

—_

eitt) o =31IBHE gy

n

3

ou B est symétrique positive et B? = C. Faisons le changement de variable
Bt = u, alors t = B~ u, et comme det(B~') = (det C')~'/2, on obtient :

(det C)71/?2 / emilul B} o=3llull® gy,

n

1
(2m)"



3.2. TYPE ET COTYPE D’UN ESPACE DE BANACH ol

Posons y = B~ 'z, et séparons les variables, on obtient :

1 - : 1,2
flz) = det C')~1/? /e_mjyj e 2% du;
( ) (277_)” ( ) ]1_11: R J
1 o1 sty )?
= det C)~1/? 62?’1/ e~ 2 (LT gy
(27’()” ( ) ]];[1 R J
1 ﬁ v
= ~ (det )12 Vore 3.
m n

ce qui donne le résultat, puisque
lyll* = (B~'z | B™'2) = (B™%x | ) = (C7 'z | ).

g

Soit E est un espace vectoriel réel, muni du produit scalaire < .,. > i.e
E est un espace euclidien. Soit O(E), I'ensemble des isomfries de E i.e.

O(E) = {f endomorphisme de E tel queVx,y € E: (f(z) | f(y)) = (x| y)}.

Nous savons que (O(FE), o) est un groupe. Si dimFE = n < oo et (€;)i=12..
est une base orthonormale de E, pour f € O(F), soit A = Mat(f,e;). Alors
HOUS avons

O(E) ~ {A € M,(R), tel que : A'A=1,} = O(n)

O(n) est un groupe appelé groupe des matrices orthogonales. Si det(A) =
1l et Ae O(n), A est la matrice d'un deplacement ou rotation dans E.

Définition 12. On appelle rotation de E toute isométrie f € O(E) telle
que : det(f) = +1.
Une rotation est dite ausst isométrie positive.

Proposition 11. (Invariance par rotation des vecteurs gaussiens)
Soit X = (Xy,...,X,) un vecteur gaussien, de covariance Cx. Soit A €

M,(R), et Y = AX = (Y1,...,Y,), avec Y; = > 7| A; 1 Xy, Alors :
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a) Y est un vecteur gaussien de covariance ACx A*.

b) Si X est standard (i.e : Cx =1,) et si A € O(n) et de plus det(A) =
+1 alors : Y = AX est également standard.(c’est la propriété d’invariance
par rotation des vecteurs gaussiens standards.)

Démonstration.

a) Posons ¢ = E(X; X)) et a;k =ay,;. On a:

E(Y;Y;) = Z Qg Qjp Cry = Z i Cpy a; = ACx A

k.l k.l

b) Puisque A est orthogonale et C'y = I,, alors on a : Cy = AA" =1, ce
qui montre que Y est standard. [

3.2.2 Variable p-stables :

Une gaussienne N(0,2) a pour fonction caractéristique et Paul-Lévy a
découvert que e~ reste une f.c pour 0 < p < 2.

Définition 13. Soit S un ensemble, et G un groupe abélien.

1) On dit que ¢ : S x S — C est un noyau de type positif, en abrégé
© >0, si : pour tous xq,...,x, € S et tous ¢y, ...,c, € C.

Z o(zi,z5) e >0

i,
On dit que ¢ : G — C est une fonction de type positif si : le noyau
défini par o(x,y) = ¢(x — y) est de type positif.

2) On dit que ¢ : S x S — R est un noyau de négatif, et on écrit ¢ < 0,

St :
(a) Y(z,x) =0 pour tout x € S,

(b) (x,y) = ¢¥(y, x) pour tout z,y € 5,
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(c) Z” (i, ;) ¢ & < 0 pour tout xq,...,x, € S et tous cq,...,c, € C,
de somme ¢1 + ... + ¢, = 0 nulle.

Théoréme 7. (Bochner)[5] Pour qu’une fonction ¢ : Z — C soit de type
positif, il faut et il suffit qu’il existe une mesure positive bornée p sur T =
[—m, [ telle que

o) = [ emdun),
T
pour tout n € Z.

Théoréme 8. Soit p un nombre réel tel que 0 < p < 2. Alors :

a/ Il existe une variable aléatoire réel X, appelée variable p-stable, telle
que : pour tout t € R,
E(eitX) _ 6—\t|p

b/ Si X1, ..., X, sont p-stables indépendantes, et si ay,...,a, €ER, on a :

>oaX; et (Z |aj|p) X,
j=1

j=1

ont mme loi.
¢/ Pour 0 < p <2, X posséde une densité continue f telle que :
f(x) ~ cplz|P! quand |x| — +o0, pour une constante ¢, > 0.

d/ Pour p =2, X est une gaussienne, elle posséde la densité continue

1
J— e_t2/4.

2y

Démonstration.

a/ On utilise le Théoréme de Schonberg et Bochner (voir c.f dans [5], [8]).
Une idée conciste & montrer que la fonction ¢ — e " est définie positive.
D’aprés le théoréme de Bochner, c¢’est une fonction caracteristique.
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b/ Posons a = (}_7_, la;|P)1/? , on applique le Théoréme d’unicité des f.c
i.e si X et Y admettent une méme f.c, X et Y ont méme loi,

]E(ez‘tzyzlanj) _ HE(eitanj> _ He(_mp lajP) _ e(_ap|t\p) _ E(eitaXl),
7j=1

J=1

ce qui donne le résultat.

/ e 1P gt = 2/ e 1P qt
R 0

alors, on compare avec la fonction =, nous avous :

to

¢/ Comme

—|¢|P
o |t I¢]
t“ e =

— 0,

el

> 1
[
a tOé

converge et d’autre part pour a > 0 alors [~ ¢ I1" dt converge et [ e7I1" dt
existe (p > 0) alors, fooo e " dt converge

En particulier, pour a > 1,

D’apreés la formule d’inversion de Fourier, la densité f de la var X est :

o) = % /R o (t) it it

Nous avons :

1 ) 1
f(x) = — / @_Mp e—zt;r dt = — 6_‘t|p (COS tr + 1 81N tZL’) dt
2T R 2 R

1

= — [ e cos (tz) dt
21 R

+oo 0 +o0o
I= / e cos(tx) dt = / e cos(—tx) dt + / e cos(tx) dt
_ 0

o0 —00

0 400
= / e cos(tx) dt + / e cos(tx) dt.
0

—00
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Et par le changement de variable w = —t on a :

0 0 +o00
L = / e cos(—ux) —du = — / e cos(ux)du = / e cos(tz)dt
0

—+00 —+00

Dot f(z) =L [F°e " cos(tx) dt .
Si 0 < p < 1, une intégration par parties et un changement de variable

montre que :

1 p St 0 si p
fla) = L {e_t . sin(tx) doo _ / sin(tz) ot dt}
7r x 0 x

po[T
= — Pt e sin(tx) dt
Tz J

+o0o

P . 1 _uP

= —0 sinu.uP e P du
T 0

Et par la convergence dominée on a :

+OO Up +OO Up
lim sinu.uP e e du| = lim (sin w.uP! e’Tp> du
xr——+00 xr——+00
0 0
o0
= / sinu . uP~ ' du
0

Le cas p = 1 correspond & une variable de Couchy : f(x) = m ~ L

Enfin, pour 1 < p < 2, une nouvelle intégration par parties montre que :

P [T
flz) = — / sinu . uP~! du
0
D L +o0 )
— _ p—1l|+oco _ P— _
= — {(1 cosu) uP |, /0 (p—1)uP~* (1 — cosu)
p [T
= ——x / (p—1)uP2 (1 — cosu) du
T

-1 Fo0
= _ple—1 p+1) / (1 —cosu)ul?du ~ c,z7P"
T 0
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quand |z| — +o0,
d/ X est une gaussienne N(0, 2), posséde une densité de la forme suivante :

f(x) = ! ezt = ! A ! et

ov/2m V2v2r 2\/m

Remarque 2. On a un énoncé analogue avec ¢(t) = e~*I1" (¢ > 0), le cas
p =2, ¢c=1/2 correspond & la gaussienne standard.

3.2.3 Type et cotype d’un espace de Banach

Définition 14. 1) On dit qu’un espace de Banach V est de type p (1 < p <
2), s’il existe une constante C' > 1 telle que :

n n 1/p
Sen| <o (znxiup)
=1 =1

pour tous Ty, ..., T, € V, (en)n>1 €tant une suite de v.a de Bernoulli (ou de
Rademacher).

L3(X)

La meilleure constante C s appelle la constante de type p de V' et se note
T,(V).

2) On dit que V est de cotype q, (2 < q < +00), s’il existe une constante

C > 1 telle que :
1 n 1/q
> (;H:@W)

pour tous xy,...,xy, €V, (€4)n>1 €tant une suite de Bernoulli.

n
E E; Xy
i=1

L2(V)

La meilleure constante C' s’appelle la constante de cotype q de V', et se
note Cy,(V).
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Remarque 3. 1) Si un espace est de type p, il est aussi de type p' pour tout
p' < p. Sl est de cotype q, il est aussi de cotype ¢’ pour tout ¢ > q.

2) V est de type p, si et seulement si, pour toute suite (x,)n,>1 d’élément
de V telle que : > % ||z, |[P < +o0, la série S ez, converge presque
strement.

3) V est de cotype q, si et seulement si, pour toute suite (xp)n>1 d’élé-
ment de V telle que la série Z:ﬁ En Ty cONVErge presque surement, on a

:g |z, ]|? < +oo.

3.2.4 Type stable d’'un espace de Banach

La notion de type d’un espace de Banach rencontrée précédemment est
construite a ’aide de v.a. de Rademacher. On peut imaginer des notions si-
milaires pour d’autres v.a. symétriques classiques comme les v.a. normales
centrées réduites ou plus généralement les v.a. p-stables :

Définition 15. Soit 0 < p < 2. Une v.a. réelle X est dite p-stable s’il existe
o > 0 telle que la fonction caractéristique de X soit de la forme :
oP |t|P

E (eitX) — e 2

Exemples.
1) Les v.a. gaussiennes sont 2-stables.
2) Les v.a. de Cauchy sont 1-stables.

On peut remplacer les variable de Bernoulli par des variables stables, les
choses sont un petit peu différentes.

Définition 16. On dit que l’espace de Banach V est de type p-stable s’il
existe une constante C' > 0 telle que :

n n l/p
> b SC(ZH%’W’) :
s j=1

pour tous i, ...z, € V,(0,)n>1 €tant une suite de variables p-stables
indépendantes.

L(V)
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Le thoréme suivant, di a Pisier [5], précise la relation entre la notion de

type (de Rademacher) et celle de type stable :

Théoréme 9. (Pisier [1973])Pour tout espace de Banach V, et 1 < p <2,
on a :

1) Si'V est de type p-stable, il est de type p.
2) Si 'V est de type p, il est de type p’-stable pour tout p' < p.

Théoréme 10. (Maurey-Pisier [1976]) Si un espace de Banach est de
p-stable pour un p < 2, il est aussi de type p’-stable pour un p’ > p.
Démonstration. Voir Maurey-Pisier (cf. [5] p.172 ) O

Remarque 4. Les v.a. p-stables n'ont pas de trés bonnes propriétés d’inté-
grabilité, car une v.a. p-stable pour 0 < p < 2 n’est pas dans ILP.

3.2.5 Complements.

On peut remplacer les variables de Bernoulli ou les variables p-stables,
par des variables gaussiennes sans altérer la valeur, ni la constante de type
ou de cotype.

Théoréme 11. [5] Soit X un espace de Banach, et soit (g, )n>1 une suite de
gaussiennes standard indépendantes. Alors :

1) Si X est de type p, (1 <p<2)ona:

n n 1/p
Z gizil| <T,(X) <Z sz|’p>
i=1 2 i=1

pour tous x1,...,x, € X.

2) Si X est de cotype q (2 < q < +00), on a:

n 1 n 1/q
9i Ti|| = IEAIR
| = g (5

2
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pour tous xq,...,T, € X.
Démonstration. Voir Danial Li - Hervé Queffélec(cf. [5] p.168)
O

Plus généralement, ces relations restent valables en remplagant (g,), par
n’importe quelle suite de variables aléatoires symétriques et indépendantes,
de norme 1 dans 2.

3.2.6 Exemple.

L’exemple fondamental est celui des espaces " = LL"(u), ot p est une
mesure positive sur un espace mesurable (7,.A) et r > 1.

Lemme 4. 1) Si 1 < r < 2, la norme " est r-convezxe, c’est-a-dire que,
pour tous fi,...,fn €L, on a :

" 1/2 " 1/r
(Z |fj|2> < (Z ||fj||§>
=1 . =1

2) Si2 <r <400, la norme L™ est 2-convexe, c’est-a-dire que :

n 1/2 n 1/2
(Z Ifj\2> < (Z ||fj||3>
j=1 J=1

r

pour tous fi,..., f, € L.

Démonstration. .
Posons S = (Z?Zl \ fj|2> , S est la fonction carré associée aux f;,
1) Sir<2 ona:

n r/2 n n n

S = (Z |fj|2> <D UEPYE=D015 =D Al (car, f€LT)
j=1 j=1 j=1 Jj=1

d’ou :

/srdu <SSl
Q st
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ce qui est le résultat annoncé.

2) Sir > 2, alors :

" /2 1/r " 1/2
157 = /(}jw) s
o \5o

Et d’apres l'inégalité de Minkowski, on a :

n 1/2 n n 1/2 n 1/2
AP < (Zulfjﬂm) ( [/ il du} ) = (ZMH?) .
Jj=1 /2 Jj=1 Jj=1 j=1

r =

r/2

Théoréme 12. (Inégalités de Khintchine)
Pour tout p €]0,+o0], il existe des constantes a, et b, > 0 telles que, pour
tous uy,..,uy € R, et X = ZnN:1 En Uy OU £, € {—1,+1}, on ait :

ap [ X|l2 < [[X]lp < by [|X]]2
Démonstration. Voir Danial Li - Hervé Queffélec(cf. [5] p.29) O

Théoréme 13. Soit 1 < r < 400, alors :
1) L7 est de type inf(r,2),
2) " est de cotype sup(r,2), en particulier L' est de cotype 2.

Démonstration. 1) Soit fi,..., f, € L". On a par linéairité de l'intégrale :

EIY & fll = (/ S el du)

7>1 7>1
Al >4 or
r/2
< / bT(;mF) .

ou b, est la constante des inégalités de Khintchine, et comme
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1D e fille =

Jjz1

1/r
SDaerd

Jj=1

alors,

1/2
1> e fill < by <Z !fj|2>

i>1 i>1
JZ JZ r

et d’autre part d’aprés le lemme précédant on a :

1/r
ZW < (ZMH:)

i>1 >1
alors :
1/2 1/r
1> eifille < by (Z |fj|2> <b <Z Hfj||33> <
i>1 i>1 . j>1

2)En particulier, r = 1 alors,

(/stjfju dP) !

j>1

v

L I3e e

7j>1

b, (Z 1511

Jj=1

_ //TXQ\Zgjf]\dudP

j>1

()

v

Y

1/2
a1 (ZIIijI?) :
j>1

1/2

dp

61

>1/r

ou ap est la constante des inégalités de Khintchine,et d’apres le lemme

précédant on trouve LL! est de cotype 2
U



62

CHAPITRE 3. SERIES DE VARIABLES ALEATOIRES



Conclusion

Nous avons tenté de synthétiser les matériaux de base pour 1’étude de
séries de variables aléatoires dans un espace de Banach. Les éléments de
base sont variés et font appel a la structure de 1’ espaces. Ce qui améne
les notions de type et de cotype, indispensable pour une caractérisation des
séries de var dans ces espaces. Le piége difficile & éviter est que la richesse de
ces éléments a cheval sur le Calcul de Probabilités et I’Analyse fonctionnelle
prend beaucoup d’enérgie et de temps et laisse trés peu de marge d’initiative
pour faire le point sur la problématique envisagée. Le résultat de ce travail
est surtout dans la compréhension des téchniques nécéssaires pour étudier
la convergence d’'une série de var dans un espace de Banach, qui bat en
bréche les techniques de Martingales, uquelles on peut penser naivement. En
fait il apparait, en liaison avec les travaux de Pizier dont nous avons pris
connaissance, que cela n’est pas si naif et que cela constitue une direction de
travail prometteuse.
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