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Introduction genérale

L’optimisation et plus particulierement la programmation mathématique, vise a
résoudre des problémes ou I'on cherche a déterminer parmi un grand nombre de
solutions candidates, celle qui donne le meilleur résultat de la fonction objectif. Plus
précisément, on cherche a trouver une solution satisfaisant un ensemble de
contraintes, et qui minimise ou maximise une fonction donnée, voir
[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11]. L'application de la programmation mathématique est en
expansion croissante et trouve beaucoup d’applications dans plusieurs domaines
pratiques.

L'optimisation non linéaire s'occupe principalement des problemes d'optimisation
dont les données, i.e., les fonctions définissant ces problemes, sont non linéaires
(bien sdr), mais sont aussi différentiables autant de fois que nécessaire pour
I'établissement des outils théoriques, comme les conditions d’optimalités, ou pour la
bonne marche des algorithmes de résolution qui y sont introduits et analysés. Cette
sous-discipline de I'optimisation, a aussi son existence liée a la communauté de
chercheurs qui se sont spécialisés sur ces sujets et au type de résultats qui ont pu
étre obtenus.

L’objet de ce mémoire est d’'implémenter une méthode de résolution de probleme
d’optimisation non linéaire et d’appliquer cette méthode sur le probléme
discrimination, c'est-a-dire décider a quelle classe appartient un échantillon, et de
régression, c'est-a-dire prédire la valeur numérigue d'une variable. Les SVMs
(Séparateurs a Vaste Marge, en anglais Support Vector Machine) reposent sur deux
idées clés : la notion de marge maximale et la notion de fonction noyau. Ces deux
notions existaient depuis plusieurs années avant qu'elles ne soient mises en
commun pour construire les SVMs.

Ce travail s’articule autour de trois chapitres :

Le premier chapitre se décompose en deux parties essentielles :

*liere partie. Nous abordons les conditions d’optimalité de I'optimisation sans
contraintes ainsi que la description des méthodes de résolution de ce type de
problemes d’optimisation. Parmi lesquelles on peut citer :

— Méthodes d’optimisation basées sur le gradient.
— Meéthode de Newton.

— Meéthodes utilisant des directions conjuguées.

— Méthode du simplexe.

* 2ieme partie: cette partie comporte les conditions d’optimalité sous contraintes et
les méthodes de résolution pour cette optimisation, a savoir :

— Meéthodes de directions admissibles.
— Meéthodes de plans sécants.
— Meéthodes de pénalité.




Le deuxieme chapitre rappelle, premiérement, les notions de bases des SVMs
linéaires, ainsi les SVMs non linéaires (les noyaux) sont discutées.

Le dernier chapitre est consacré a I'implémentation.

Enfin, ce mémoire s’achéve par une conclusion générale.




l.  Optimisation non lineaire

1. Optimisation sans contraintes [13]

1.1 Conditions d’optimalité

Le probleme que I'on étudie ici est celui de la recherche du minimum (ou du
maximum) d’'une fonction réelle f de n variables réelles x4, x,, ..., x, chacune de ces
variables pouvant prendre n’importe quelle valeur de —o a +oo.

De tels problemes apparaissent fréequemment dans les applications. D’autres part,
dans le cas, souvent rencontré lui aussi, ou les variables x4, x,, ..., x,, sont astreintes
a vérifier des conditions supplémentaires (du type : g;(x) =0,i =1,...,m) nous
verrons que l'on peut, dans certaine conditions, se ramener a la résolution de
problémes d’optimisation sans contraintes.

Soit f:R™ - R qui a tout x € R™, x = (x4, X5, ..., x,)T , associe la valeur réelle :

f(X) = f(xpxz; "'lxn)

On cherche a résoudre :

{M in f(x)

x € R"®

Il s‘agit donc de déterminer un point x* de R" tel que :

Vx € R: fx*) < f(%) (1)
C'est-a-dire un minimum global de f sur R™.

Une condition suffisante pour I'existence de x* vérifiant (1) est que f soit continue
(ou semi continue inférieurement) et posséde la propriété de croissance a linfini :
f(x) = +oo lorsque ||x|| = +oo.

Lorsque l'inégalité stricte f(x*) < f(x) est vérifiee vx € R™, le minimum global est
unique, mais l'unicité n’est pas toujours vérifiée.-

Pour beaucoup de problémes d’optimisation sans contrainte, en I'absence de
propriétés particulieres (telles que la convexité ou la quasi-convexité), les principales
meéthodes de résolution connues ne permettent pas la détermination d’'un minimum
global : il faut alors se contenter d’optimums locaux, c'est-a-dire de points qui
vérifient (1) seulement dans un voisinage x*. Nous allons voir, en ce qui sulit,
comment de tels points peuvent étre caractérises.

Nous commencerons alors par nous placer dans I'’hypothése ou la fonction est
continue et deux fois différentiable, et nous discuterons successivement des




conditions d’optimalité puis les principales méthodes numériques pour la résolution
de problemes d’optimisation sans contraintes.

1.1.1 Conditions nécessaires d’optimalité locale

Supposons que f est continue et a des dérivées partielles premieres 0f/ 9x; ;
i =1,..,n; et secondes 0°f/ 9x; 0x;; i,j = 1,..,n; continues pour tout x € R™.

Théoreme 1:
Une condition nécessaire pour que x* soit un minimum local de f est :

(@ Vf(x*)=0 (stationarité)
(b) V2f(x*) = [02f/0x;0x;(x*)] est une matrice semi-définie positive.

La condition (a) est appelée condition nécessaire du premier ordre et les
conditions (a) et (b) sont appelées conditions nécessaires du second ordre.

Démonstration : Soit x* un minimum local de f.

Comme f est deux fois continument différentiable, le développement de Taylor a
I'ordre 2 au voisinage de x* donne:

FOO) = FG) + VFT @) = x7) 45 (6 = x)TVF () (e = x7) + [lx = %" [2E(x — x7)
Avec €(x — x*) - 0 quand x - x~.

(@) Si Vf(x*) # 0 alors en choisissant x = x* — 8Vf(x™), pour 8 > 0 suffisamment
petit, alors: f(x) < f(x*) ce qui contredirait le fait que x* est un minimum
local. Donc la condition (a) est bien nécessaire, et on peut I'écrire :

1
fx) =1+ > (x —x)TV2F(x")(x — x*) + ||lx — x*||?E(x — x¥)

(b) Si la matrice V2f(x*) n'est pas semi-définie positive, c’est qu'il existe un
vecteurd € R™ (d # 0) tel que: d"V?f(x*)d < 0. En choisissant alors x = x* +
fd, pour 8 > 0 suffisamment petit on aurait f(x) > f(x*) ce qui contredirait
encore l'optimalité locale de x*. La condition (b) est donc bien nécessaire
aussi.

Remarque :

Un point x* qui vérifié la condition (a) est appelé un point stationnaire (critique).
Ces conditions sont nécessaires mais elles ne sont pas suffisantes pour garantir un
minimum local.

1.1.2 Conditions suffisantes d’optimalité locale

Théoréme 2 :
Sous les mémes hypothéses qu’avant, une condition suffisante pour que x* soit un
optimum local de f sur R" est :
@ Vf(x*)=0 (stationarité)
(b) V2f(x*) est une matrice définie positive

Démonstration : Considérons un point x* satisfaisant les deux conditions (a) et (b)
du théoréme. Le développement de Taylor de f au voisinage de x* s’écrit alors :

1
fQ) = fx) 450 =2V () = x7) + llx = x"1*ECx — x7)




avec E(x —x*) » 0 quand x - x*
Pour toute direction de déplacement d € R™ (||d|| = 1) on a alors
2
fGr +6d) = f(x") + S dTV?f (x*)d + 6°d*€(0d)

ou £(6d) —» 0 quand 6 — 0.

En vertu de la condition (b) on a dTV2f(x*)d > 0 et par suite, pour 8 suffisament
petit, on aura: f(x* + 6d) > f(x*)

Ce qui montre que x* est bien un minimum local de f.

hY

La condition (b) revient a supposer que f est strictement convexe dans un
voisinage de x*.

1.1.3 Conditions suffisantes d’optimalité globale

Dans le cas d’une fonction convexe f définie sur R™, on a la condition nécessaire et
suffisante pour que x* soit un minimum global de f est donnée dans le théoreme
suivant:

Théoreme 3:
Soit une fonction continue f: R™ - R et x* € R™un minimum local de f.

* Si f est une fonction convexe, alors x* est un minimum global de f.
» Si de plus f est strictement convexe, x* est 'unique minimum global de f.

Autrement dit, dans le cas convexe, la stationnarité a elle seule constitue une
condition nécessaire et suffisante d’optimalité globale.

Démonstration : Supposons par I'absurde qu’il existe un autre minimum local
xt # x*, tel que f(x*) < f(x*). Par la convexité de f, nous avons : Vi € [0,1];

fOx"+ A -Dx") < Af )+ A -Df D) <Af () + A - Df(x") < f(x7) 2

La définition d’'un minimum local est contredite.

Considérons maintenant une fonction strictement convexe, et supposons que x* et
y* soient deux minima globaux distincts, et donc x* # y* et (x*) = f(y") .
En fonction de la définition de convexité stricte, nous avons :

v € [0,1]; fAx"+ A =Dy <Af )+ A =Df ) =fO)
ce qui contredit que x* et y* sont des minimas globaux.

1.1.4 Conditions suffisantes pour les problemes quadratiques

Parmi les fonctions non linéaires, les fonctions quadratiques jouent un réle important
dans les algorithmes d’optimisation.

Définition : Fonction quadratique :
Une fonction f : R™ - R sera dite quadratique si elle peut s’écrire sous forme :

flx) = %xTAx +bTx +c (3)
ou A est une matrice symétrique n X n, b € R" et c € R . Nous avons alors
Vf(x)=Ax+b
Et
Vif(x) = A




Théoreme 4 :

Considérons le probleme
rrell%{{n fx) =xTAx +bTx + ¢ (4)
x n

ou A est une matrice symétriquen xXn, b € R"etc e R .
4. Si A n’est pas semi-définie positive, alors le probleme (4) ne possede pas de
solution, c’est-a-dire qu’il n’existe aucun x € R™ qui soit un minimum local de
(3).
5. Si A est définie positive, alors
x*=—-A"1p (5)
est 'uniqgue minimum global de (3)

Démonstration :
Nous avons Vf(x) = Ax + b et V?f(x) = A

1. Supposons par I'absurde qu’il existe x* minimum local de (2.3). D’aprés (b) du
théoreme 1, est semi-définie positive, ce qui contredit I'hypothese.
2. Comme A est définie positive, le point x* dans (5) est bien défini car:
Vf(x*) =Ax"+b
On remplace x* par sa valeur, on aura
Vi(x*)=—-AA"b+b =0

Les conditions suffisantes d’optimalité du théoreme (2) sont vérifiées et x* est un
minimum local de f. De plus, f est convexe. D’apres le théoreme (3), x* est 'unique
minimum global.

1.2 Méthodes d'optimisation sans contrainte

1.2.1 Méthodes de descente basées sur le gradient [13]

Les méthodes basées sur le gradient de la fonction objectif sont des procédures
parmi les plus fondamentales pour minimiser une fonction différentiable de R"
dans R. Comme la plupart des autres méthodes développées pour ce probleme,
elles reposent sur la propriété dite de descente itérative. Rappelons qu’un algorithme
itératif part d’'un vecteur x° € R"et génére une suite de vecteur x!,x?,.. de R", la
propriété de descente itérative impliquant que le colt des vecteurs ainsi générés
décroisse a chaque itération :

f*) < F(x) vk €N

Les méthodes basées sur le gradient appartiennent a une importante classe
d’algorithmes, ou les vecteurs sont générés de la maniére suivante :

xftl = x* + ajd* a, >0 estlepas
Il parait approprié de donner ici la définition de la notion de direction de descente :

Définition : direction de descente :
Soient f: R™ - R. Un vecteur d est appelé une direction de descente de f en x si
Jda >0telque f(x +ad) < f(x),Va€e [0,1] a estlepas

Ainsi, afin d’assurer que la propriété de descente itérative soit garantie par
I'algorithme, la direction d* choisie, dans I'équation ci-dessus, doit étre une direction
de descente. Toute direction d* telle que Vf(x¥)- d* <0 est une direction de




descente de f en x*. Les algorithmes de ce type sont appelés méthodes du gradient
en raison de cette relation entre la direction d* et le gradient V£ (x*).

Il n’y a pas de nom universellement reconnu et utilisé pour ces méthodes. Certains
auteurs réservent I'appellation "méthode du gradient” au cas ol df = —Vf(xk)
(celle-ci est également parfois appelée méthode optimale du gradient), alors que
d’autre I'emploient afin de désigner 'ensemble des algorithmes de ce type, pour
lesquels de nombreuses stratégies de choix de d* sont possibles.

Venons-en maintenant a la méthode du gradient : il s’agit précisément du cas
particulier ou d* = —Vf(x*); c’est pourquoi dorénavant, dans le présent document,
'appellation "méthode du gradient” sera utilisée uniquement en référence a ce cas
précis ol d* est choisie et ol a* est déterminé suivant la politique dite de
minimisation (voir ci-dessous). C’est une propriété intéressante de la direction
—Vf(x*) qui nous conduit & ce choix : parmi toutes les directions d € R*normalisées,
il s’agit de celle qui minimise la dérivée directionnelle Vf(x*).d de f en x*, comme
nous allons le voir dans la proposition ci-aprés.

Le probleme de recherche de cette direction consiste a trouver la direction d qui
minimise Vf(x).d sous contrainte ||d|| = 1. La proposition ci-dessous stipule que la
direction d = —=Vf(x)/||Vf (x)|| est la solution optimale de ce probleme.

Proposition :

Soient f: R™ - R continuellement différentiable et x € R™. Supposons que Vf(x) # 0.
Alors le probléme consistant & minimiser f'(x,d) sous contrainte |d| =1 a pour
solution optimale d* = =Vf(x)/|Vf(x)|.

La direction de descente choisie sera, a chaque itération, d* = —Vf(x*)/|Vf(x")].
Les points sont ainsi successivement générés par la méthode du gradient de la
maniére suivante :

xkt1 = xk — akVf(xh), ak >0

Le point x° peut étre choisi arbitrairement. Il importe désormais de choisir a* d’'une
maniére aussi convenable que possible. Tout comme pour d*, diverses stratégies
peuvent étre employées pour ce choix. Celle que nous adoptons ici est généralement
désignée sous l'appellation de régle de minimisation. Elle consiste a choisir, a
chaque itération, a® comme étant la solution optimale du probléme de minimisation
monodimensionnelle de f le long de la demi-droite définie par le point x* et la
direction —Vf(x*). Un tel sous-probléme peut étre résolu de diverses maniéres, par
exemple par la méthode de Newton.

Remarquons que la méthode s’arréte lorsque V£ (x*) = 0 car dans ce cas x**! =
x*. Nous allons aborder dans la section suivante les questions plus particuliérement
relatives a la convergence de cette méthode.

Convergence de la méthode :

Idéalement, nous souhaiterions pouvoir générer, a l'aide de la méthode du gradient,
une séquence {x*} convergeant vers un minimum global de f. Cependant, c’est bien
sar trop demander a une telle méthode, du moins si f n’est pas convexe (en raison
de la présence d’extréma locaux qui ne sont pas globaux). La méthode du gradient
est guidée localement selon la forme de f dans la région correspondante au point x*,
et peut ainsi étre attirée par tout type de minimum, qu’il soit local ou global.
Remarquons que si, pour une quelconque raison, la méthode est démarrée depuis
ou rejoint un maximum ou un point stationnaire, elle se termine en ce point. Ainsi, Si




f n’est pas convexe, nous pouvons, au mieux, attendre de la méthode du gradient
qu’elle converge vers un point stationnaire.

Théoreme : [5]

Soit {x*} une séquence générée par la méthode du gradient. Alors tout point limite
de {x*} est un point stationnaire.

Il peut arriver que la méthode du gradient converge de maniere finie, mais ce n’est
en général pas le cas. |l est donc nécessaire d’utiliser un critére permettant d’arréter
I'exécution lorsque x* est suffisamment proche d’un point stationnaire, par exemple
|[Vf(x)| < &, ou € est un scalaire positif arbitrairement choisi. A priori, la valeur que
nous devons fixer pour € dépend du probléme considéré.

L’inconvénient majeur de la méthode du gradient survient lorsque les surfaces de
co(t égal de f sont "allongées”, et x* est tel que la direction du gradient y est
presque orthogonale a la direction menant au minimum. Celle-ci adopte alors le
comportement bien connu du "zigzag" et progresse extrémement lentement, comme
nous aurons l'occasion de le constater lors de I'application pratique de la méthode.

Il existe des moyens de surmonter ces difficultés en choisissant la direction d* un
peu difféeremment. La direction donnée par le gradient peut étre corrigée en la
multipliant par une matrice ou en y ajoutant un vecteur approprié : la performance
peut étre améliorée en se déplacant dans la direction d*¥ = —DVf(x*)ou d* =
Vf(x*) + v, ot D et v sont convenablement choisis.

1.2.2 Méthodes de Newton [5]

Alors que la méthode du gradient utilise une approximation linéaire pour trouver une
direction de mouvement, I'idée de la méthode itérative de Newton est de minimiser a
chaque itération I'approximation quadratique de f au point courant x* et donnée par
le développement de Taylor d’ordre 2 :

1
q () = f() + VF(F) - (x =) + 5 (= xf) - V2 f (o) (x — x¥)
Une condition nécessaire pour que le minimum de g*(x) soit atteint est Vg*(x) = 0 soit :
VF() + V() (x = x) = 0

Le vecteur généré a l'itération k + 1 est le vecteur minimisant g*(x), c’est-a-dire le
vecteur satisfaisant I'équation précédente, soit

X4 =k — (V) IV

La méthode nécessitant I'évaluation de la matrice hessienne de f, elle ne peut étre
utilisée que si f est deux fois continument différentiable (la méthode de Newton
requiert méme I'évaluation de l'inverse de cette matrice, ce qui est colteux en termes
de calculs). On peut remarquer que la méthode s’arréte également lorsque Vf (x*) =
0, car il s'ensuit que x**1 = xk. Si, en plus, V?f(x*) est définie positive, alors la
condition suffisante donnée au théoréme 2.2.3 est satisfaite, impliquant que x* soit
un minimum local.

Notons que la méthode de Newton converge en une seule itération si f est
guadratique.

Convergence de la méthode :
La méthode de Newton décrite ci-dessus présente plusieurs inconvénients :




1. L’inverse de la matrice hessienne (V2f(x*))~! peut ne pas exister, auquel cas
la méthode échoue. Cela intervient typiquement lorsque la méthode atteint
une région ou f est linéaire (ses secondes dérivées partielles valent zéro).

2. La méthode de Newton n’est pas une méthode de descente : il est possible
que f(x**1) soit supérieur a f(x").

3. Elle est attirée aussi bien par les minima que par les maxima locaux (cette
propriété est liée a la précédente). En effet, la méthode, a chaque itération,
recherche uniquement un point tel que le gradient de I'approximation
guadratique soit égal au vecteur nul, que ce point soit un maximum, un
minimum ou un point stationnaire.

La méthode ne converge donc pas en général, notamment si elle est démarrée loin
d’'un minimum local, pour les premiére et troisieme raisons. Cependant, elle converge
sous certaines restrictions : si elle est exécutée a partir d’'un point suffisamment
proche d’un minimum local et que V?f(x*) n’est pas singuliére, alors la méthode de
Newton convergera vers ce minimum (mais pas de maniére finie, de sorte qu'une
condition d’arrét est requise de fagon analogue a la méthode du gradient) et la
convergence est quadratique.

1.2.3 Méthodes utilisant des directions conjuguées [13]

Ces méthode sont basées sur I'important concept de la conjugaison et ont été
développées afin de résoudre le probleme quadratique

minimiser f(x) = %x ‘Qx+b-x+c
avec x € R"

ol Q € R™™ est symétrique et définie positive, b € R" et ¢ € R. Les méthodes de
direction conjuguées peuvent résoudre les problémes de cette forme en au plus n
itérations et, contrairement aux méthodes présentées jusqu’a présent, elles n’utilisent
pas de dérivées, sauf dans le cas particulier de la méthode du gradient conjugué.

Définition :
Soient Q une matrice n x n symétrique et définie positive et un ensemble de
directions non nulles d?, d?, ..., d*. Ces directions sont dites Q-conjuguées si

di-Qd’ =0, Vij telsquei#j

Sidl, d?, ..., d* sont Q-conjuguées, alors elles sont linéairement indépendantes.
Etant donné un ensemble de n directions Q-conjuguées d° d?%, ...,d" 1, la méthode
de directions conjuguées correspondante est donnée par

xk+1 = xk 4 gkdk, k=0,...n—1

ou x° est un vecteur de départ choisi arbitrairement et ou les a* sont obtenus par
minimisation monodimensionnelle le long de d*.

Le principal résultat concernant les méthodes utilisant des directions conjuguées est
qu’a chaque itération k, la méthode minimise f sur le sous-espace généré par les k
premiéres directions Q-conjuguées utilisées par I'algorithme. A la nieme itération au
plus tard, ce sous-espace inclura alors le minimum global de f, grace a la propriété
d’'indépendance linéaire des directions Q-conjuguées qui assure qu’a litération n,
I'espace vectoriel généré par les n directions Q-conjuguées ne sera autre que R".




Comment construire les directions Q-conjuguées :

Des directions Q-conjuguées d°,...,d* peuvent étre générées a partir d'un
ensemble de vecteurs linéairement indépendants €°,...,€¥ en utilisant la procédure
dite de Gram-Schmidt, de telle sorte que pour tout i entre O et k, le sous-espace
généré par d°, ..., d" soit égale au sous-espace généré par £°, ..., €', Cette procédure
fonctionne de la maniére suivante. Elle commence par choisir d° = €°. Supposons
maintenant que les directions d°,...,d' ont été construites i < k, satisfaisant la
propriété précédente. Alors d'*! est construite comme suit :

L
di+tl = 8i+1 + 2 C(i+1)mdm
] m=0

Nous pouvons noter que si d'*! est construite d’'une telle maniére, elle est
effectivement linéairement indépendante de d° ..,d. En effet, le sous-espace
généré par les directions d°...,d" est le méme que le sous-espace généré par les
directions £°,..., €1 et €*1 est linéairement indépendante de €9, ..., € - €1 ne fait
donc pas partie du sous-espace généré par les combinaisons linéaires de la forme
Y _oci*tPmgm de sorte que di*' n'en fait pas partie non plus et est donc
linéairement indépendante des d°, ..., d".

Les coefficients c@*D™ sont choisis de maniére & assurer la Q-conjugaison des
d’ .., d"*t, cest-a-dire de telle sorte que pour tout j =0,...,i, nous ayonsd‘*!-
Qd’ =0

La méthode du gradient conjugué : [13]

La méthode du gradient conjugué est obtenue en appliquant la procédure de Gram-
Schmidt aux gradients V£ (x?), ..., Vf(x™* 1), c’est-a-dire en posant

€0 = —Vf(x9),.., €1 = -vf(x" 1)
En outre, nous avons que
VFf(x)=Qx+b
et
VZf(x) =Q

Notons que la méthode se termine si Vf(x*) = 0. La particularité intéressante de la
methode du gradient conjugué est que le membre de droite de I'équation donnant la
valeur de d**! dans la procédure de Gram-Schmidt peut étre grandement simplifié.
En particulier, nous pouvons vérifier que seul un des termes de la somme est non
nul, de sorte que cette méthode, implémentée, se révele ainsi plus rapide que la
méthode décrite précédemment qui applique la procédure de Gram-Schmidt a des
vecteurs linéairement indépendants quelconques.

Algorithme de la méthode du gradient conjugué
1. Initialisation

Fixer € > 0, choisir x° € R™ poser Vf(x°) = Ax° — b et d® = —Vf(x?)
2. Itération k=0,1,...

(@) vreh

Calculer a; = AT Ad"

Calculer x**1 = x* + q,d*
Calculer Vf(x**H)=f(x**1) + a, Ad*

——
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Calculer d**' = —Vf(xk*1) + pktigk

Calculer p**! =

3. Critére d’arrét

Si ||x**! — x¥|| < €, STOP, x**1 est la solution optimale
Sinon, on pose k = k + 1 et on retourne a 2.

Convergence des méthodes de directions conjuguées :
Théoreme : [13]

Soit x™ le point obtenu a la niéme itération d’'une méthode de directions
conjuguées, pour x° quelconque. Alors x™ est un minimum global de f sur R™.

La méthode converge donc de maniéere finie, pour peu que les hypothéses
précédentes soient respectées.

Il convient de mentionner qu'il est également possible d’employer les méthodes de
directions conjuguées pour résoudre des problemes non quadratiques. Cependant, il
faut pour cela recourir a des stratégies permettant de surmonter la "perte" de
conjugaison des directions générées due a la présence de termes non quadratiques
dans la fonction objectif.

1.2.4 Méthode du simplexe [13]

C’est un euphémisme que de dire que la méthode du simplexe (a ne pas confondre
avec la méthode du simplexe pour la programmation linéaire), également appelée
méthode de Nelder et Mead, fonctionne differemment des autres méthodes décrites
jusqu’ici. En effet, elle ne consiste pas a déterminer, a chaque itération, une direction
le long de laquelle se déplacer depuis x* pour obtenir x***. Son principe est de
maintenir un ensemble de n+ 1points, appelé simplexe. A chaque itération,
I'algorithme remplace le point de colt maximum x,,,, dans le simplexe par un autre
dont le colt est inférieur. Ce nouveau point est déterminé par I'algorithme d’une
maniére trés "géométrique", suivant les étapes de réflexion, d’expansion ou de
contraction qui sont décrites ci-dessous.

Décrivons précisément I'algorithme. Avant le début de I'exécution, le choix d'un
simplexe initial doit étre opéré. Soient x° x!,..,x"les n+ 1 points du simplexe
courant. Soient x,,;,, et x,,4. €S points de colt respectivement le moins et le plus
élevé, c’est-a-dire :

femin) = .Inin fxh
1=0,..,n
et
f(xmax) = L.L%axnf(xl)

Soit x défini de la maniere suivante (nous pourrions le qualifier de "centre" du
polyedre formé par les points du simplexe a I'exception de x,,,,y) :

L’itération consiste a remplacer le pire des points x,,,, par un point de colt inférieur ;
pour cela, le point dit de réflexion x,..r est calculé, situé sur la droite passant par x,,,

et X et symétrique a x,,,, par rapporta x :

——
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Alors, un nouveau point x,,,, amené a remplacer x,,,, dans le simplexe est calculé,
en fonction des codts de x,.r et des points du simplexe autres que x,,,,. En fonction
de cela, x,., pourra étre déterminé selon trois phases différentes, décrites ci-
dessous :

1. Si f(xmin) > f(xref), 'expansion est effectuée.
Le point x,,,, est calculé :
Xexp = 2Xref — X
Et x,., est définicomme suit :
X — {xexp St f(xexp) < f(xref)
new Xref Sinon.
2. Simax,i,, f(x') > f(xrer) = f(Xmin), la réflexion est effectuée.

Xnew €St Simplement deéfini étant égal a x,..¢
3. Sif(xrer) = max,i,, f(x'), lacontraction est effectuée.

xtExm
Xnew €St calculé comme suit :
1

E(xmax+x) St f(xexp) < f(xref)

Xnew = 1

> (Xref+x)  Sinon.
Dans les trois cas, le nouveau simplexe est formé en remplagant x,,,,, par X, ey -

Il n'existe pas de résultat connu quant a la convergence de cette méthode.

2. Optimisation sous contraintes [5]

2.1 Conditions d’optimalité

Nous allons maintenant discuter des conditions d’optimalité pour le probleme de
minimisation de f(x) sous contrainte x € X ¢ R", ou X est défini par une collection
de m inégalités et de r égalités :

minimiser f(x)
sous contraintes g,(x) <0, ...,gn(x) <0
h,(x)=0,..,h.(x) =0
x € R"

Donnons tout d’abord la définition de la notion de direction admissible, puis nous
énoncerons un théoréme qui établira une premiere condition nécessaire (tirée d’'une
propriété "géométrique") d’optimalité pour un tel probléme.

Définition : direction admissible :

Soient un ensemble X c R™, avec X # @, et x* € X. Une direction admissible de X
en x* est un vecteur d tel que :
d#0etx"+ad € X, Va € [0, a;nqax] pOuUr un certain a,,q, > 0

Les conditions d’optimalité énoncées plus bas s’obtiennent suite au constat suivant :

si x* est un minimum local de f sur X, alors il ne peut y avoir aucune direction de
descente dans I'ensemble des directions admissibles de X en x* (cela peut étre
démontré et fournir une premiere condition nécessaire d’optimalité).

La condition telle que nous venons de I'énoncer ne présente malheureusement que
peu d’intérét en vue d’'un usage en pratique, car si I'ensemble des directions de

——
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descente de f en x*, disons D = {d|Vf(x*) - d < 0}, peut étre exprimé en fonction du
gradient de la fonction objectif, ce n’est pas nécessairement le cas de 'ensemble de
toutes les directions admissibles de X en x*, A={d|d #0etx" +ad € X,Va €
[0, amax] POUr un certain a,,,, > 0}. Il serait avantageux de trouver un moyen de la
convertir en une condition plus pratiqguement utilisable mettant en jeu des équations
ou des inéquations.

La stratégie suivante peut étre utilisée a cette fin : des sous-ensembles de A, disons
G et H, peuvent étre définis en fonction respectivement des gradients g; actives en
x* et des h;. Il découle ensuite du fait que A n D = @ soit une condition nécessaire
d’optimalité le faitque G N HN D = @ le soit également.

2.1.1 Conditions de Lagrange

On s’intéresse ici au probleme :
Minimiser f(x)
(P) avec gix)=0 @A<i<m)
et x € R"

ou les fonctions f et g; (1 < i < m) sont de classe C!. La condition de Lagrange,
que donne le théoréme suivant, fournit une condition nécessaire pour qu’un
élément de R™ soit un minimum local de (P).

Théoreme:
Soit x* un minimum local du probleme. Alors il existe des réels A, A,,..., A,,, tels
que :

V) = ) 29gi(x")

Preuve:
Notons E le sous-espace de R™ engendré par les vecteurs Vg;(x*) et E+ le sous-
espace orthogonal a E. On a:

VFix*)=y+z avec y€E e z€E*

Pour 1 <i <m, zt. Vg;(x*) = 0 puisque z appartient a E*. Par conséquent, z
est une direction admissible ; d’apres le théoréme du paragraphe précédent, il vient :
z8. Vf(x*) = 0.De plus, pour 1 < i <m, (—z):.Vg;(x*) = 0; on a donc aussi
(—2)t.Vf(x*) =0.Dou:

zLVf(x*) =0
Or
2L Vf(x") =zt y+zt.z=z'z = ||z|?
Par conséquent ||z]|? = 0 et donc z = 0. D’ou le théoréme.

La condition de Lagrange n’est généralement pas suffisante. Elle I'est cependant
dans le cas suivant, ce que nous ne prouvons pas.

Théoréme:
La condition de Lagrange est suffisante lorsque f est convexe dans un ouvert
contenant X et que les g; (1 <i < m) sont linéaires.

——
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2.1.2 Conditions de Karush-Kuhn-Tucker

On s’intéresse au probléme suivant :
Minimiser f(x)

gi(x) =0 pour (1 <i<m)
(P) avec {h] (x) =0 pour (1 S] < p)
et x €R"

ou les fonctions f, g;(x) =0 (1 < i <m) et hj(x) = 0 (1 < j < p) sont supposées de
classe C!. La condition suivante, appelée condition de Karush-Kuhn-Tucker,
généralise la condition de Lagrange :

Théoreme:
Soit x* un minimum local du probleme. Alors il existe :
e mnombres réels A, A,,..., A,
e pnombre reels y,, Y,,..., M,
Tels que :
1) Vf(x") = T AVg:(x") Bh, 1 VR (x7)
2) Si hj(x*) # 0, alors u; =0 (dans la seconde somme, seuls les gradients des
contraintes saturées en x* peuvent figurer).

Comme la condition de Lagrange, la condition de Karush-Kuhn-Tucker n’est
généralement pas suffisante. Elle 'est cependant dans le cas suivant. Nous ne
prouvons pas le théoréme précédent, ni le suivant.

Théoreme:

La condition de Karush-Kuhn-Tucker est suffisante lorsque simultanément f est
convexe dans un ouvert contenant X, les g; (1 < i < m) sont linéaires et les
h;(1 < j < p) sont concaves dans un ouvert contenant X.

2.2 Méthodes d’optimisation sous contraintes

Nous considérons ici le probleme

minimiser f(x)
sous contrainte x € X

ou X est défini par une collection d’'inégalités g;(x) <0; i =1,..,n et d’égalités

Nous décrivons les principales méthodes itératives implémentées pour ce
probléme. Il s’agira des classes de méthodes suivantes :

1. Les méthodes de directions admissibles
2. Les méthodes de plans sécants

3. Les méthodes de pénalité

4. Les méthodes de décomposition

Les champs d’application de ces méthodes (soit les hypothéses sous lesquelles
elles s’appliquent) seront notamment mentionnés et elles seront analysées du point
de vue de leur convergence. Apres les avoir utilisées en pratique, nous comparerons

——
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leurs performances. Enfin, des stratégies destinées a fournir aux algorithmes un
point initial admissible en partant d’'un point quelconque de R" seront discutées.
Remarque : toute contrainte sous forme d’égalité peut étre exprimée de maniére
équivalente par deux inégalités :
peut étre exprimé sous la forme
Au travers des sections suivantes, nous admettrons donc que X n’est défini que par
une collection de m inégalités g;(x) <0, puisque cela n’induit aucune perte de
généralité. Nous agirons de la sorte pour toutes les méthodes sauf la méthode de
barriére et la méthode de Zoutendijk pour les contraintes non linéaires, qui, nous
verrons pourquoi, ne sont pas en mesure de traiter de contraintes sous forme
d’égalités.

2.2.1 Méthodes de directions admissibles [5]

Cette classe de méthodes résout un probleme de minimisation non linéaire en se
déplacant d’un point de X vers un autre de ses points au codt inférieur. Elles
fonctionnent selon le principe suivant : étant donné un élément x* de X, une direction
d*est générée telle que pour un a® > 0et suffisamment petit, les propriétés
suivantes sont assurées :

1. x* + a*d* appartient toujours a X.
2. f(x*+ akd"®) estinférieur a f(x*)

Une fois d* déterminée, a* s’obtient par minimisation monodimensionnelle pour que
le déplacement dans la direction d* soit optimal, mais cette fois-ci il est nécessaire
d’imposer une borne supérieure sur la valeur de a* afin de ne pas sortir de X. Cela
définit le nouveau point x**1 et le processus est recommencé.

Il existe plusieurs stratégies pour la résolution du sous-probléme consistant a
déterminer d®* Comme nous allons le voir, il peut étre exprimé sous forme d’un
programme linéaire.

. Lameéthode de Frank et Wolfe : [5]

Description de la méthode:
Cette méthode s’applique si les contraintes sont linéaires et si X est borné. Une
maniére simple de générer une direction d* satisfaisant la condition de descente
d* < 0, sil'on pose d* = x* — x*, est de minimiser la dérivée directionnelle de f dans
la direction d*, comme c’est le cas pour la méthode du gradient ; mais il faut en plus
prendre garde de ne pas sortir de I'ensemble des solutions admissibles (le point x*
généré doit lui-méme appartenir & X, de sorte que le point x* + d*soit lui-méme
admissible). Le sous-probléme de recherche de d* peut étre formulé ainsi :

Minimiser VE(xR) - (x — x%)

sous les contraintes x € X

et nous pouvons obtenir ¥ comme la solution optimale de ce sous-probléme. Celui-

ci est un programme linéaire (les contraintes du probléme de départ le sont elles-
mémes) et peut étre résolu par 'algorithme du simplexe. Selon un théoréme connu,
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sa solution optimale x* se trouvera alors en I'un des points extrémes du domaine X,
de sorte que I'optimisation monodimensionnelle le long de d* devra étre faite sous la
restriction 0 < a* < 1. La méthode se termine si la direction générée est égale au
vecteur nul.

Convergence de la méthode:
Théoreme : [5]

Considérons le probleme de minimisation de f(x) sous contraintes x € X ou X est
un polytope borné. Alors la méthode de Frank et Wolfe démarrée depuis un point
initial admissible converge vers un point satisfaisant la condition de Karush-Kuhn-
Tucker.

La méthode converge vers un point de Karush-Kuhn-Tucker, mais pas
nécessairement de maniere finie car elle peut étre sujette au zigzag, a l'instar de la
méthode du gradient (nous en reparlerons lors de son utilisation pratique).

. Lameéthode de Zoutendjik : [12]

La méthode de Zoutendijk fonctionne selon le méme schéma : a chaque itération,
elle génére une direction de descente admissible et ensuite minimise f le long de
cette direction. A I'image de la méthode de Frank et Wolfe, le sous-programme de
recherche d’une telle direction est linéaire.

Cas des contraintes linéaires:

Les variables apparaissant dans la fonction objectif du sous-programme linéaire
sont les composantes de d*, que I'on borne afin d’'empécher le probléme d’étre non
borné Le probleme de recherche de direction finale est :

minimiser Vf(x*)-d
sous les contraintes  Vh;(x*¥)-d <0 Viel
-1<d'<1 Vie{l,..,n}

I : L’ensemble des contraintes actives en x*:1 = {i|h;(x*) = 0}

Cas des contraintes non linéaires:

En raison de la non linéarité de h;, il se peut que tout déplacement dans cette
direction conduise en un point non admissible. Cette approche doit donc étre
modifiée pour pouvoir prendre en compte ce type de contraintes.

Théoréme : [12]

Considérons le probleme de minimisation de f(x) sous contraintes h; < 0 pour
i=1,..m. Soient x* une solution admissible. Supposons, de plus, que f et les h;
sont continument différentiables.

Si VF(x¥)-d <0 et Vhy(x¥)-d <0 Vi€, alors d est une direction de descente
admissible de f en x*.

Pour trouver un vecteur d satisfaisant ces deux inégalités strictes, une possibilité
est de minimiser le maximum de la valeur Vf(x*) - d, et des valeurs Vh;(x*)-d. En
dénotant ce minimum par z et en introduisant les restrictions interdisant au probleme
d’étre non borné, nous obtenons le probléme suivant :

minimiser z
sous contrainte  Vf(x*)-d—2z<0

——
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Vh(x¥)-d—z<0 Viel
-1<d'<1 Vie{l,..,n}

Sizoptimar < 0, alors d est manifestement une direction de descente admissible.
Sinon x* satisfait la condition de Fritz John (x* satisfait la condition de Fritz John si
et seulement si la valeur optimale de la fonction objectif du programme linéaire
précédent est égale a zéro).

Convergence de la méthode: [12]

En général, la convergence de la méthode de Zoutendijk n’est pas garantie. Un
contre exemple, attribué a Wolfe, a montré qu’elle pouvait ne pas converger vers un
point satisfaisant les conditions de Karush-Kuhn-Tucker.

Observons qu’avec I'emploi de cette méthode, nous ne pouvons pas traiter de
contraintes non linéaires qui soient sous forme d’égalités, car il ne serait pas possible
de générer une direction de déplacement qui n"laméne a sortir du domaine. Cette
difficulté peut étre surmontée en introduisant des mouvements correctifs destinés a
revenir dans la région admissible.

2.2.2 Méthodes de plans sécants [5]

Les méthodes de plans sécants sont applicables si X est fermé, si les contraintes qui
le définissent sont convexes (X I'est donc également) et si f est convexe. Si f est
linéaire, le principe de ces méthodes est "d’enfermer" I'ensemble des solutions
admissibles dans un polytope P formé d’au moins n + 1 hyperplans (c’est le nombre
minimal d’hyperplans que doit comporter le polytope initial, au début de I'exécution).
P définit alors un nouvel ensemble de solutions admissibles et le probleme consistant
a minimiser f sur P est un programme linéaire. Si sa solution optimale appartient a X,
I'exécution est terminée car cette solution est également celle du probléme original.
Sinon, un nouvel hyperplan est introduit réduisant P a un nouveau polytope. Celui-cCi
doit répondre a deux exigences : il ne doit tout d’abord éliminer aucune solution
admissible du probleme original ; ensuite, la solution optimale du programme linéaire
résolu a l'itération précédente doit devenir non admissible. Puis, le processus est
reconduit jusqu’a satisfaire la condition d’arrét.

. Laméthode de Kelley : [5]

Description de la méthode:

En plus des hypothéses formulées juste avant, nous admettons donc que f est
linéaire. X est initialement enfermée dans un ensemble de contraintes linéaires qui
sont habituellement choisies comme de simples bornes sur les variables. Le point
obtenu a la premiére itération x! est la solution du programme linéaire
correspondant. Si x! n’est pas une solution admissible du probléme de départ, il
existe au moins un itel que g;(x¥) > 0. Nous pouvons alors choisir stel que
gs(x¥) = max;<c1<m 9:(x¥) > 0. Une nouvelle contrainte linéaire est ensuite ajoutée,
donnée par I'approximation linéaire de g,(x*) au voisinage de x* :

gs(x¥) + Vgs(x*) - (x —x*) < 0

Remarquons que ce nouvel hyperplan coupe x*, qui ne satisfait pas la relation
précéedente, du domaine admissible original qui est inclus dans le demi-espace défini
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par cette relation. La solution du programme linéaire précédent, auquel cette
contrainte a été ajoutée, est le nouveau point x**1, puis le processus recommence
jusqu’a satisfaire la condition d’arrét.

Convergence de la méthode:

Théoréme : [5]

Soit une séquence {x*} générée par la méthode de Kelley sous les hypothéses
énoncées ci-dessus. Alors tout point limite de {x*} est la solution optimale globale du
probleme original.

2.2.3 Méthodes de pénalitée [5]
. Méthode de pénalisation intérieure (méthode de barriére) :

Le principe de ces méthodes réside dans la transformation d’un probléme contraint
en une séquence de problemes sans contraintes, en ajoutant au colt une pénalité en
cas de violation de celles-ci. Un tel sous probleme est résolu a chaque itération d’'une
méthode de pénalité. L’appellation "pénalité intérieure” est employée car le minimum
est approché depuis l'intérieur de X .Les méthodes de barriere s’appliqguent aux
problemes dont I'ensemble admissible X est défini uniquement par une collection
d’'inégalités :

minimiser  f(x)

sous les contraintes  h;(x) <0, i=1,..,m

x € R"

La fonction de barriere, notée B(x), est ajoutée a f(x); elle est continue sur X,

(ou X; = {x|h;(x) <0, Vi € {1, ...,m}} et sa valeur tend vers l'infini lorsque la frontiére
de X est approchée par l'intérieur, c’est-a-dire lorsque I'un des h;(x) approche zéro
par les valeurs négatives. Une itération de la méthode consiste ensuite minimiser la
fonction f(x)+ EB(x); ou & est un parametre réel strictement positif) a l'aide
d’algorithmes de minimisation directe.

Les fonctions de barriére les plus répandues sont les suivantes :

Le logarithmique :  B(x) = — X% In (—h;(x))

i, ) __ym _1
L’inverse : B(x) = =170
Il est important de noter que, si tous les h;(x) sont convexes, ces deux fonctions de
barriere le sont également. La méthode de barriere est définie en introduisant la
séquence de paramétres {€¥},k =0,1,.. avec 0 < &1 < E* et £F - 0lorsque
k — oo. Une itération de celle-ci consiste a déterminer :

x* = arg %g(n{f(x) + EFB(x)}

Théoréme : [5]
Tout point limite d’une séquence {x*} générée par une méthode de barriére est un
minimum global du probléme contraint original.

Remarquons qu’en dehors de x°, les points obtenus a l'itération précédente sont, a
chaque itération, utilisés comme points de départ de I'algorithme de minimisation
directe (cela est valable pour les deux types de méthodes de pénalité).

——
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. Méthode de pénalisation extérieure : [5]

Les méthodes de pénalité extérieures cherchent a approcher le minimum depuis
l'extérieur de X a f(x), et ajouter une fonction de pénalité extérieure P(x) dont la
valeur est égale a zéro si x est admissible et supérieure a zéro s'’il ne l'est pas.
L’ajout de cette fonction a pour seul but de pénaliser la fonction objectif en cas de
violation d’'une ou de plusieurs contraintes. La fonction de pénalité quadratique P(x)
est définie comme suit :

PG = ) () ()

0 sihj(x) <0

i=1
ou ui(hi () = {1 sinon

De facon analogue a la méthode de barriere, nous introduisons un parametre y qui
permet d’amplifier ou de diminuer sa valeur et, a chaque itération, le sous-probleme
a résoudre a I'aide d’'une méthode de minimisation directe sera de la forme suivante :
minimiser f(x) + uP(x) avec x € R™. A chaque itération, la méthode obtient x* de la
maniére suivante :

x* = arg min {f (x) + p*P(x)}

Le comportement de la méthode de pénalité extérieure est tres similaire a celui de la
méthode de barriere. En particulier, des résultats théoriques équivalents peuvent étre
établi et assurer sa convergence. Les considérations plus pratiques, principalement
lorsque P(x) croit, sont également similaires a celles données pour la méthode de
barriére, la seule différence notable étant que la méthode de pénalité extérieure ne
nécessite aucunement un point initial intérieur a X.

——
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Application aux SVMs
1. Introduction [14]

Les Support Vector Machines souvent traduit par I'appellation de Séparateur a
Vaste Marge (SVM) sont une classe d’algorithmes d’apprentissage initialement
définis pour la discrimination c’est-a-dire la prévision d’'une variable qualitative
binaire. lls ont été ensuite généralisés a la prévision d’une variable quantitative. Dans
le cas de la discrimination d’une variable dichotomique, ils ont basé sur la recherche
de I'hyperplan de marge optimale qui, lorsque c’est possible, classe ou sépare
correctement les données tout en étant le plus éloigné possible de toutes les
observations. Le principe est donc de trouver un classifieur, ou une fonction de
discrimination, dont la capacité de généralisation (qualité de prévision) est la plus
grande possible. Voir [15,16,17,18].

Le principe de base des SVM consiste de ramener le probleme de la
discrimination a celui, linéaire, de la recherche d’un hyperplan optimal. Deux idées ou
astuces permettent d’atteindre cet objectif : La premiére consiste a définir I'hnyperplan
comme solution d’'un probléeme d’optimisation sous contraintes dont la fonction
objectif ne s’exprime qu’a 'aide de produits scalaires entre vecteurs et dans lequel le
nombre de contraintes “actives” ou vecteurs supports controle la complexité du
modele. Le passage a la recherche de surfaces séparatrices non linéaires est obtenu
par l'introduction d’'une fonction noyau (Kernel) dans le produit scalaire induisant
implicitement une transformation non linéaire des données vers un espace
intermédiaire (feature space) de plus grande dimension. D’ou [I'appellation
couramment rencontrée de machine a noyau ou Kernel machine. Sur le plan
théorique, la fonction noyau définit un espace hilbertien, dit auto-reproduisant et
isométrique par la transformation non linéaire de I'espace initial et dans lequel est
résolu le probleme linéaire.

Figure 1: Exemple de quatre types de problémes de
discrimination binaire ou il s’agit de séparer les points bleus des
croix rouges. La frontiére de décision est représentée en noir.

——
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2. SVMs linéaires

2.1 La discrimination linéaire [15]

Le cas simple est le cas d'une fonction discriminante linéaire, obtenue par

combinaison linéaire du vecteur d'entrée = (x, ...

w=,..wyT: h(x) = wlx + w,

,xy)T , avec un vecteur de poids

Il est alors décidé que x est de classe 1 si h(x) = 0 et de classe -1 sinon. C'est un

classifieur linéaire.

La frontiere de décision h(x) = 0 est un hyperplan, appelé hyperplan séparateur,
ou séparatrice. Le but d'un algorithme d'apprentissage supervisé est d'apprendre la
fonction h(x) par le biais d'un ensemble d'apprentissage :

{4 1), (% 1), o, (5, 1), o, (2P, 1)} € RN x {—1,1}

ou lesl, sont les labels, p est

la taille de

'ensemble d'apprentissage, N la

dimension des vecteurs d'entrée. Si le probleme est linéairement séparable, on doit

alors avoir :

Lh(x¥) >0 1<k<p autrementdit [,(w"x* + wy)

Exemple: Imaginons un plan (espace a deux dimensions) dans lequel sont répartis
deux groupes de points. Ces points sont associés a un groupe: les points (+)
poury > X et les points (-) pour y < x. On peut trouver un séparateur linéaire évident
dans ce cas, la droite d'équation y = x. Le probleme est dit linéairement séparable.

Pour des problemes plus compliqués, il n'existe en général pas de séparateur
linéaire. Imaginons par exemple un plan dans lequel les points (-) sont regroupés a
I'intérieur d'un cercle, avec des points (+) tout autour : aucun séparateur linéaire ne

peut correctement séparer les groupes :

le probléeme n'est pas linéairement

séparable. Il n'existe pas d'hyperplan séparateur.

V=K

y
4
+ +
+
++
+ +
+
+ 2
x4+yi=]
- y +
+ - +
+
+

Exemple d'un probléme de discrimination & deux
classes, avec un séparateur linéaire : la droite
d'équationy =x. Le probleme est linéairement

séparable.

Exemple d'un probleme de discrimination a deux

classes, avec un séparateur non-linéaire :

le cercle unité. Le probléme n'est pas linéairement

séparable.
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https://fr.wikipedia.org/wiki/Hyperplan
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Separatrice_lineaire.svg?uselang=fr
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Separatrice_non_lineaire.svg?uselang=fr

2.2 La marge d’'un classifieur [15]

Pour un échantillon donné, il est possible d’associer deux marges a un méme
classifieur linéaire : sa marge géométrique et sa marge numeérique. La marge
géométrique m d’un échantillon linéairement séparable est donnée par la plus petite
distance d’un point de I'échantillon a la frontiére de décision. La marge numérique u
est donnée elle par la plus petite valeur de la fonction de décision

-
v x+a
d(xz, A) = !
llvll
m : la marge géométrique
T, A) =m
N
> d(my, A) .
. N L]
N
o(zmh\‘ 0) .

.
- p=|v' x+ al
(o, v @y +a) la marge numérique
A={xzcR?|v x+a=0}

la frontiere de décision

Figure 2 Illustration des deux notions de marge sur un exemple de
discrimination linéaire séparable en dimension deux.

atteinte sur un point de I'’échantillon. Leur définition mathématique est :

marge géométrique marge numérique
m = min;epq v dist(x;, A(v, a)) p = mine nlv’x; + al

La figure 2 illustre ces deux notions de marge pour un exemple en deux
dimensions.
On voit que pour une frontiere de décision donnée, la marge géométrique m est fixée
alors que la marge numérique u dépend de la « pente » de I'’hyperplan de décision
(donc de ||v]|). En effet, pour une observation donnée, les deux marges forment les
cotés adjacents d’un triangle rectangle dont I'hypoténuse est définie par la fonction
caractéristique v'x + a .

2.3 Maximisation de la marge d’un classifieur [15]

Lorsque des observations sont linéairement séparables, comme [lillustre la
figurel (en haut a gauche) il existe dans le cas général une infinité de frontieres de
décision linéaires séparant cet échantillon. La notion de marge offre un critére de
choix parmi toutes ces solutions en admettant que maximiser la marge c’est aussi




maximiser la confiance et donc minimiser la probabilité d’erreur associée au
classifieur. Nous allons résoudre le probléme suivant :

max min;e[; ) dist(x’, A(v, a))
v,a

marge:m
En introduisant explicitement la marge comme une variable, ce probléme se

réécrit comme un probléme d’optimisation sous contraintes :

max m
v,a

. |vTxi+a|
avec Mmin;epq p) T =m

C’est un probleme mal posé dans le sens ou si (v,a) est une solution, (kv, ka);
V0 <k lest aussi. Une maniére de traiter cette difficulté est d’effectuer le

changement de variable : w = ﬁ eth = ﬁ Le probleme se réécrit alors :
1

max -—-
va |wl|

avec ;(wTx; +b)>1;i=1,..,p
. 1 . < . < ;. gt
Puisque [lw]| =—. Cela revient a fixer a un la marge numérique du classifieur

recherché (celui de norme minimale). La formulation « classique » des SVM s’obtient
alors en minimisant ||w||? au lieu de maximiser I'inverse de la norme, ce qui donne le
probléme suivant qui admet la méme solution que le probleme précédent.

2.4 Formulation primale [15]

La marge est la plus petite distance entre les échantillons d'apprentissage et
I'hyperplan séparateur qui satisfasse la condition de séparabilité (a savoir
L (wTxk + wy) > 0 comme expliqué précédemment). La distance d'un échantillon

x* a I'nyperplan est donnée par sa projection orthogonale sur le vecteur de poids.
lk(wak+W0)

lwl|

L'hyperplan séparateur (w,wp) de marge maximale est donc donné par :

1

iy [l (W + wo)l}

arg maxy, {

Afin de faciliter I'optimisation, on choisit de normaliser w et w,, de telle maniere que
les échantillons a la marge (xq-go POUr les vecteurs supports sur la frontiere

positive, et x4 POUr CeUX situés sur la frontiere opposeée) satisfassent :

T.+ —
{W Xmarge T Wo =1

W Xmarge + Wo = —1
D'ou pour tous les échantillons, k =1, ...,p
lk(WTxk + Wo) =>1

Cette normalisation est parfois appelée la forme canonique de I'hyperplan,
ou hyperplan canonique.




2
Iwll’
lw||~1 . La formulation dite primale des SVM s'exprime alors sous la forme suivante:

Avec cette mise a I'échelle, la marge vaut désormais il s'agit donc de maximiser

N .
Minimiser - lw||? sous les contraintes [, (WTx* + wy) > 1

Ceci peut se résoudre par la méthode classique des multiplicateurs de Lagrange, ou
le lagrangien est donné par :

L(w,wo,a) = > Wl = ZP_, il (wTx* + o) — 1} (1)

Le lagrangien doit étre minimisé par rapport a w et wp, et maximisé par rapport a a.

2.5 Formulation duale [14]

En annulant les dérivées partielles du lagrangien, selon les conditions de Karush-
Karush-Kuhn-Tucker, on obtient :

p k _
{Zk=1 aplx® =w

Vb Al =0

En réinjectant ces valeurs dans I'équation (1), on obtient la formulation duale :

Maximiser L(a) = Xp_, a — %Zi,j @ lilx{'x; (2)

Sous les contraintes a; = 0, et Zizl aply, =0

Ce qui donne les multiplicateurs de Lagrange optimaux ay.

Afin d'obtenir I'hyperplan solution, on remplace w par sa valeur optimale w’, dans
I'équation de I'hyperplan h(x), ce qui donne :

p
h(x) = z il (x - %) + w,
k=1

3. SVMs non linéaires - Les noyaux
3.1 Definition des noyaux [14]

L’utilisation de noyaux permet une autre généralisation trés utile dans la pratique :
la définition des SVM sur des objets complexes comme des images, des graphes,
des protéines ou des automates pour ne citer qu’eux. Nous n’avons donc pas besoin
de faire d’hypothése sur la nature du domaine des observations X et un noyau k est
défini de maniére générale comme une fonction de deux variables sur R :

kX, X » R (x,x') - k(x,x')

——
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Définition 4.1 La matrice de Gram du noyau (k.,.) pour les observations
{x1,...,x%, ..., xP}(pour tout entier p fini) est la matrice carrée K de taille n et de terme
général K; ; = k(x,x")

Définition 4.2 Un noyau k est dit positif si, pour tout entier n fini et pour toutes les
suites de n observations possibles (x;, i = 1,...,n) la matrice de Gram associée est
une matrice symétrique définie positive. L'intérét des noyaux positifs c’est qu'il est
possible de leur associer un produit scalaire. Les noyaux dits de Mercer sont des
noyaux positifs définis sur un ensemble compact.

3.2 Principe [14]

La notion de marge maximale et la procédure de recherche de I'hyperplan
séparateur telles que présentées pour l'instant ne permettent de résoudre que des
problemes de discrimination linéairement séparables. C'est une limitation sévere qui
condamne a ne pouvoir résoudre que des problemes particuliers. Afin de remédier
au probleme de l'absence de séparateur linéaire, l'idée de I'astuce du noyau (en
anglais Kernel trick) est de reconsidérer le probleme dans un espace
de dimension supérieure, éventuellement de dimension infinie. Dans ce nouvel
espace, il est alors probable qu'il existe une séparation linéaire.

Plus formellement, on applique aux vecteurs d'entrée x une transformation non-
linéaire.
L'espace d'arrivee @(X) est appelé espace de redescription. Dans cet espace, on
cherche alors I'hyperplan :
h(x) = wld(x) + w,

Qui vérifie

I,h(x*) > 0, pour tous les points x* de I'ensemble d'apprentissage, c'est-

a-dire I'nyperplan séparateur dans I'espace de redescription.

En utilisant la méme procédure que dans le cas sans transformation, on aboutit au
probléme d'optimisation suivant :

Maximiser L(a) = b_, ax — > %ij aighili 0 (x) 7@ (x;) )
Sous les contraintes a; > 0, et ¢ _, agl, = 0

Le probléme de cette formulation est qu'elle implique un produit scalaire entre
vecteurs dans l'espace de redescription, de dimension élevée, ce qui est couteux en
termes de calculs. Pour résoudre ce probleme, on utilise une astuce connue sous le
nom de Kernel trick, qui consiste a utiliser une fonction noyau, qui vérifie :

K(xi, %) = 0(x)" - B(xy)
d'ou I'expression de I'hyperplan séparateur en fonction de la fonction noyau :

p
h(x) = Z ail K(x*,x) +wy =0

k=1

L'intérét de la fonction noyau est double :

——
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e Le calcul se fait dans I'espace d'origine, ceci est beaucoup moins colteux qu'un
produit scalaire en grande dimension.

« La transformation @ n'a pas besoin d'étre connue explicitement, seule la fonction
noyau intervient dans les calculs. On peut donc envisager des transformations
complexes, et méme des espaces de redescription de dimension infinie.

3.3 Choix de la fonction noyau

En pratique, on ne connait pas la transformation @, on construit plutdt directement
une fonction noyau. Celle-ci doit respecter certaines conditions, elle doit
correspondre a un produit scalaire dans un espace de grande dimension.
Le théoreme de Mercer explicite les conditions que K doit satisfaire pour étre une
fonction noyau : elle doit étre symétrique, semi-définie positive.

L'exemple le plus simple de fonction noyau est le noyau linéaire :
. . .T .
K(x‘,xf) =x' -x/

On se ramene donc au cas d'un classifieur linéaire, sans changement d'espace.
L'approche par Kernel trick généralise ainsi I'approche linéaire. Le noyau linéaire est
parfois employé pour évaluer la difficulté d'un probleme.

Des noyaux usuels employés avec les SVM sont :

« le noyau polynomial K(x!x/) = (xiT x) + 1)

12
» le noyau gaussien K(x,y) = exp (— %)

——
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Ill. Implémentation

Support Vector Machines (SVM) est une méthode de classification des données qui
sépare les données a l'aide d'hyperplans. Le concept de SVM est trés intuitif et
facilement compréhensible. Si nous avons des données étiquetées, SVM peut étre
utilisé pour générer plusieurs hyperplans de séparation de sorte que l'espace de
données soit divisé en segments et que chaque segment ne contienne qu'un seul
type de données. La technique SVM est généralement utile pour les données qui ont
une non-régularité, c'est-a-dire des données dont la distribution est inconnue.
Prenons un exemple simple pour comprendre comment fonctionne SVM. Disons que
vous n'‘avez que deux types de valeurs et que nous pouvons les représenter comme
dans la figure:

Ces données sont simples a classer et on peut voir que les données sont clairement
séparées en deux segments. Toute ligne qui sépare les éléments rouges et bleus
peut étre utilisée pour classer les données ci-dessus. Si ces données étaient des
données multidimensionnelles, tout plan peut séparer et classer avec succes les
données. Cependant, nous voulons trouver la solution «la plus optimale». Quelle
sera alors la caractéristique de cette ligne la plus optimale? Nous devons nous
rappeler que ce ne sont que des données de formation et que nous pouvons avoir
plus de points de données qui peuvent se trouver n'importe ou dans le sous-espace.
Si notre ligne est trop proche de l'un des points de données, les données de test
bruyantes sont plus susceptibles d'étre classées dans un segment incorrect. Nous
devons choisir la ligne qui se situe entre ces groupes et est la plus éloignée de
chacun des segments.




Pour résoudre cette ligne de classificateur, nous dessinons la ligne commey = ax + b
et la rendons équidistante des points de données respectifs les plus proches de la
ligne. Nous voulons donc maximiser la marge (m).

Nous savons que tous les points sur la ligne ax + b = 0 satisferont 'équation. Si on
trace deux lignes paralléles - ax + b = -1 pour un segment et ax + b = 1 pour l'autre
segment tel que ces lignes passent par un point de donnée dans le segment le plus
proche de notre ligne alors la distance entre ces deux lignes sera notre marge. Par
conséquent, notre marge seram = 2 / || a ||. En d'autres termes, si nous avons un
ensemble de données d'apprentissage (x1, x2, x3... xn) et que nous voulons
produire et aboutir y tel que y soit -1 ou 1 (selon le segment auquel appartient le
point de données), alors notre classificateur devrait classer correctement les points
de données sous la forme de y = ax + b. Cela signifie également que y (ax + b)> 1
pour tous les points de données. Comme il faut maximiser la marge, on résout ce
probleme avec la contrainte de maximiser 2 / || a || ou, minimisant || a ||  2/2 qui est
fondamentalement la forme double de la contrainte. La résolution de ce probleme
peut étre facile ou complexe en fonction de la dimension des données. Cependant,
nous pouvons le faire rapidement avec R et essayer quelques exemples de données.

Construire un SVM en utilisant le langage R, voir [19]

x=c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20)
y=c(3,4,5,4,8,10,10,11,14,20,23,24,32,34,35,37,42,48,53,60)
# Créer un bloc de données des données
train=data.frame(x,y)

# Tracer le jeu de données

plot(train,pch=16)

VVVYVYVYV
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Semble étre une assez bonne donnée. En regardant la figure ci-dessus, il semble
également qu'une régression linéaire devrait également convenir aux données. Nous
utiliserons les deux modeles et les comparerons. Tout d'abord, le code pour la
régression linéaire:

V

# Régression linéaire
model <- Im(y ~ x, train)
print(model)

vV V

Call:
Im(formula =y ~ x, data = train)

Coefficients:
(Intercept) X
-6.979 2.936

\%

# Tracer le modéle en utilisant abline
abline(model)

\Y

——
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SVM

Pour utiliser SVM en R, nous avons un package el071. Le paquet n'est pas
préinstallé, il faut donc exécuter la ligne «install.packages (" e1071 ", dep = TRUE)
pour installer le paquet, puis importer le contenu du paquet en utilisant la commande
library. La syntaxe de SVM package est assez similaire & la régression linéaire. Nous
utilisons la fonction SVM ici.

> #SVM

> library(e1071)

> # Adapter un modele. La syntaxe de la fonction est trés similaire a la fonction Im
> model_svm <- svm(y ~ X, train)

> print(model_svm)

Call:
svm(formula =y ~ x, data = train)

Parameters:
SVM-Type: eps-regression
SVM-Kernel: radial
cost: 1
gamma: 1
epsilon: 0.1

Number of Support Vectors: 9

——
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> # Utiliser les prédictions sur les données
> pred <- predict(model_svm, train)
> print(pred)

1 2 3 4 5 6 7
5.571694 4.916612 4.931428 5.533846 6.645360 8.226929 10.275791

8 9 10 11 12 13 14
12.788151 15.715255 18.946717 22.338608 25.773435 29.213435 32.705881

15 16 17 18 19 20

36.324029 40.067146 43.773434 47.100688 49.597937 50.844404

> # Tracez les prédictions et l'intrigue pour voir notre ajustement de modele
> points(train$x, pred, col = "blue", pch=4)

30
|

20
|

10

Les points suivent les valeurs réelles beaucoup plus étroitement que l'abline. Peut-on
vérifier cela? Calculons les erreurs quadratigues moyennes (RMSE) pour les deux
modéles:

——
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> # Le modéle linéaire a une partie résiduelle que nous pouvons extraire et calculer
directement RMSE

> error <- model$residuals

> print(error)

1 2 3 4 5 6 7
7.0428571 5.1067669 3.1706767 -0.7654135 0.2984962 -0.6375940 -3.5736842
8 9 10 11 12 13 14
-5.5097744 -5.4458647 -2.3819549 -2.3180451 -4.2541353 0.8097744 -0.1263158
15 16 17 18 19 20

-2.0624060 -2.9984962 -0.9345865 2.1293233 4.1932331 8.2571429

> Im_error <- sqrt(mean(error’2))
> print(Im_error)

[1] 3.832974

> # Pour svm, nous devons calculer manuellement la différence entre les valeurs
réelles (train $ y) avec nos prédictions (pred)

> error_2 <- train$y - pred

> print(error_2)

1 2 3 4 5 6
-2.57169448 -0.91661221 0.06857208 -1.53384558 1.35464022 1.77307142
7 8 9 10 11 12
-0.27579137 -1.78815067 -1.71525549 1.05328265 0.66139165 -1.77343473
13 14 15 16 17 18

2.78656450 1.29411917 -1.32402940 -3.06714591 -1.77343435 0.89931169
19 20
3.40206268 9.15559591

> svm_error <- sqrt(mean(error_2"2))
> print(svm_error)

[1] 2.698615

Dans ce cas, le RMSE pour le modele linéaire est ~ 3,83 alors que notre modéle
SVM a une erreur inférieure a ~ 2,7. Une implémentation simple de SVM a une
précision supérieure a celle du modele de régression linéaire. Cependant, le modele
SVM va bien au-dela. Nous pouvons encore améliorer notre modéle SVM et le régler
de maniere a ce que l'erreur soit encore plus faible. Nous allons maintenant
approfondir la fonction SVM et la fonction de réglage. Nous pouvons spécifier les
valeurs pour le paramétre de codt et epsilon qui est 0.1 par défaut. Un moyen simple
est d'essayer pour chaque valeur d'epsilon entre O et 1 (je prendrai des mesures de
0,01) et essaye de méme pour la fonction de colt de 4 a 2 * 9 (je prendrai des pas
exponentiels de 2 ici). Je prends 101 valeurs d'epsilon et 8 valeurs de fonction de
codt. Je vais donc tester 808 modéeles et voir ceux qui fonctionnent le mieux. Le code
peut prendre quelques instants pour exécuter tous les modeéles et trouver la meilleure
version. Le code correspondant sera

——
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> svm_tune <- tune(svm, y ~ X, data = train, ranges = list(epsilon = seq(0,1,0.01),
cost = 2(2:9)))
> print(svm_tune)

Parameter tuning of ‘svm’:
- sampling method: 10-fold cross validation

- best parameters:
epsilon cost
0.02 16

- best performance: 2.608173

> # Cette meilleure performance dénote le MSE. Le RMSE correspondant est
1.614985 qui est la racine carrée de MSE

Un avantage de l'accordage dans R est qu'il nous permet d'extraire directement la
meilleure fonction. Nous n'avons rien a faire et il suffit d’extraire la meilleure fonction
de la liste svm_tune. Nous pouvons maintenant voir I'amélioration de notre modele
en calculant son erreur RMSE en utilisant le code suivant

> # Le meilleur modéle
> best_mod <- svm_tune$best.model
> print(best_mod)

Call:
best.tune(method = svm, train.x =y ~ X, data = train, ranges = list(epsilon = seq(0,
1, 0.01), cost = 27(2:9)))

Parameters:
SVM-Type: eps-regression
SVM-Kernel: radial
cost: 16
gamma: 1
epsilon: 0.02

Number of Support Vectors: 19

> best_mod_pred <- predict(best_mod, train)
> print(best_mod_pred)

1 2 3 4 5 6 7
3.353137 3.635265 4.835531 6.344054 7.646535 8.623836 9.648662

8 9 10 11 12 13 14
11.380649 -14.345725 18.546186 23.363298 27.850943 31.270251 33.545553

15 16 17 18 19 20

35.352123 37.763427 41.650400 47.168230 53.604463 59.648663

> error_best_mod <- train$y - best_mod_pred
> print(error_best_mod)

——
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1 2 3 4 5 6 7
-0.3531372 0.3647349 0.1644691 -2.3440536 0.3534648 1.3761640 0.3513385

8 9 10 11 12 13 14
-0.3806491 -0.3457249 1.4538139 -0.3632976 -3.8509431 0.7297489 0.4544466
15 16 17 18 19 20

-0.3521233 -0.7634274 0.3495999 0.8317696 -0.6044628 0.3513374

> # cette valeur peut étre différente sur votre ordinateur, parce que la méthode de
réglage mélange aléatoirement les données

> best_mod_RMSE <- sgrt(mean(error_best_mod”"2))

> print(best_mod_RMSE)

[1] 1.183429

Cette méthode de réglage est appelée recherche de grille. R exécute tous les
différents modeles avec toutes les valeurs possibles de la fonction epsilon et de la
fonction de codt dans la plage spécifiée et nous donne le modele qui présente
I'erreur la plus faible. Voyons a quoi ressemble le meilleur modéle une fois trace.

> plot(train,pch=16)
> points(train$x, best_mod_pred, col = "blue”, pch=4)

[=18]

40

Visuellement, les points prédits par notre modele optimisé suivent presque les
données. C'est la puissance de SVM et nous ne voyons que cela pour les données
avec deux fonctionnalités. Imaginez les capacités du modéle avec plus de
fonctionnalités complexes!

——
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Conclusion

SVM est une technique puissante et particulierement utile pour les données dont la
distribution est inconnue (également appelée non-régularité dans les données).
L'exemple considéré ici ne comportant que deux caractéristiques, le SVM ajusté par
R est également appelé SVM linéaire. SVM est alimenté par un noyau pour gérer
différents types de données et son noyau peut également étre défini lors du réglage
du modéle. Parmi ces exemples, citons le gaussien et le radial. Par conséquent,
SVM peut également étre utilisé pour des données non linéaires et ne nécessite
aucune hypothése sur sa forme fonctionnelle. Etant donné que nous séparons les
données avec la marge maximale possible, le modéle devient trés robuste et peut
gérer des incohérences telles que des données de test bruyantes ou des données de
train biaisées. Nous pouvons également interpréter les résultats produits par SVM via
la visualisation. Un inconvénient commun avec SVM est associé a son réglage. Le
niveau de précision dans la prévision des données de formation doit étre défini dans
nos données. Etant donné que notre exemple était des données générées sur
mesure, nous avons tenté de rendre notre modele aussi précis que possible en
réduisant les erreurs. Cependant, dans les situations commerciales ou il est
nécessaire de former le modéle et de prévoir en permanence les données de test, le
SVM peut tomber dans le piege du sur-ajustement. C'est la raison pour laquelle SVM
doit étre soigneusement modélisé, sinon la précision du modéle pourrait ne pas étre
satisfaisante. Comme je l'ai fait dans I'exemple, la technique SVM est étroitement liée
a la technique de régression. Pour les données linéaires, nous pouvons comparer la
SVM a la régression linéaire alors que la SVM non linéaire est comparable a la
régression logistique. A mesure que les données deviennent de plus en plus
linéaires, la régression linéaire devient de plus en plus précise. Dans le méme temps,
SVM réglé peut également adapter les données. Cependant, le bruit et les préjugés
peuvent avoir de graves répercussions sur la capacité de régression. Dans de tels
cas, SVM est tres utile!

Le code R complet utilisé dans le travail est présenté sous:

x=c(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20)
y=c(3,4,5,4,8,10,10,11,14,20,23,24,32,34,35,37,42,48,53,60)

# Créer un bloc de données des données

train=data.frame(x,y)

# Tracer le jeu de données

plot(train,pch=16)

# Régression linéaire

model <- Im(y ~ x, train)

# Tracer le modéle en utilisant abline

10 abline(model)

11 #SVM

12  library(el1071)

13 # Adapter un modéle. La syntaxe de la fonction est trés similaire a la fonction Im
14 model_svm <- svm(y ~ x, train)

15 # Utiliser les prédictions sur les données

16 pred <- predict(model_svm, train)

17 # Tracez les prédictions et l'intrigue pour voir notre ajustement de modeéle
18 points(train$x, pred, col = "blue", pch=4)
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# Le modele linéaire a une partie résiduelle gue nous pouvons extraire et calculer
directement RMSE

error <- model$residuals

Im_error <- sgrt(mean(error"2)) # 3.832974

# Pour svm, nous devons calculer manuellement la différence entre les valeurs
réelles (train $ y) avec nos predictions (pred)

error_2 <- trainy - pred

svm_error <- sqrt(mean(error_272)) # 2.698615

svm_tune <- tune(svm, y ~ X, data = train, ranges = list(epsilon = seq(0,1,0.01),
cost = 2(2:9)))

# Cette meilleure performance dénote le MSE. Le RMSE correspondant

est 1.602951 qui est la racine carrée de MSE

# Le meilleur modéle

best_mod <- svm_tune$best.model

best mod_pred <- predict(best_mod, train)

error_best_mod <- train$y - best_mod_pred

# cette valeur peut étre différente sur votre ordinateur, parce que la méthode
de réglage mélange aléatoirement les données

best mod_RMSE <- sqgrt(mean(error_best_mod”2)) # 1.183429
plot(train,pch=16)

points(train$x, best_mod_pred, col = "blue", pch=4)

——
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Conclusion générale

Cette étude nous a permis de constater que la méthode des SVM est aisée
d’emploi, les logiciels de cette derniere sont disponibles sur Internet et que les
expériences sont faciles a réaliser. On obtient souvent, en les utilisant, des résultats
comparables a ceux obtenus avec d’autres techniques et les paramétres a régler
sont moins nombreux. Cette méthode est applicable pour des taches de classification
a deux classes.

Par ailleurs, du point de vue conceptuel, la notion de marge a renouvelé la
vision des méthodes inductives en général, et a stimulé tout un courant de recherche
dont on peut espérer qu’il débouchera sur de nouvelles classes de méthodes, encore
mieux comprises et encore plus adaptables a nos problémes.

En perspective, on peut généraliser ce travail a la classification multiclasse.

——
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Résumé :

L’optimisation est un outil important en sciences appliquées et pour 'analyse des
systemes physiques. Elle cherche "a améliorer une performance en se rapprochant
d’un point optimal une fois qu’on a bien identifier I'objectif qui peut étre le profit, le
temps, I'énergie potentielle ou n’'importe quelle quantité ou combinaison de qualité.
Notre but est de trouver les valeurs des variables qui optimisent I'objectif.

Support Vecteur Machines (SVM) est une méthode de classification des données qui
les sépare a I'aide d’hyperplans. Cette méthode est une technique puissante et
particulierement utile pour les données dont la distribution est inconnue. Les SVMs
reposent sur deux idées clés : la notion de marge maximale et la notion de fonction
noyau. Ces deux notions existaient depuis plusieurs années avant qu'elles ne soient
mises en commun pour construire les SVMs.

Mots clés :

Optimisation non linéaire, optimisation sans contraintes, optimisation sous
contraintes, conditions d’optimalité, méthodes d’optimisation, Support Vecteur
Machines (SVM), Noyaux.
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