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Introduction générale

La méthode des moindres carrés est une méthode ancienne datant du dix-huitieme
siecle; elle a été développée par Mr Gauss. Dans le cadre de ces travaux sur les planétes, Mr
Gauss a développé cette méthode pour déterminer les orbites des planétes a partir des
positions observées. Mr Gauss a eu l'idée d'approximer l'orbite d'une planéte par un modele
mathématique dont les parametres sont ajustables. En effet, cette approximation est réalisée
par la minimisation de la somme des carrés des erreurs, dite "erreur d'estimation”, entre les

positions observeées et celles générées par le modele mathématique [1] [2].

Au fil du temps, cette méthode a regu une trés grande attention de la communauté
scientifique. En effet, les bons résultats de cette méthode lui ont permis d'étre appliquées dans
diverses disciplines avec succes. Cependant, la complexité des systemes et le développement
des mathématiques ont pousse les scientifiques a étudier plus profondément cette méthode et a

développer d'autres méthodes telles que la méthode du gradient ...etc.

Dans la discipline de la commande des systémes, le développement de la méthode des
moindres carrés a donné lieu a un domaine particulier pour l'automatique, en I'occurrence le
domaine de I'identification et encore plus au domaine de la commande adaptative. En effet, la
le développement des methodes récursives d'identification ont permis le développement des

commandes adaptatives pour les systemes variant dans le temps.

La discipline de la commande des systemes ayant suivi deux directions "concurrente”,
la commande des systémes a modele échantillonné et la commande des systémes & modele
continu; les chercheurs ont développé pour chaque cas l'algorithme des moindres carrés
récursif. L'objectif de ce meémoire est donc d'étudier et de présenter, pour chaque cas,
I'algorithme des moindres carrés recursif et ces différentes déclinaisons. Nous étudions
I’ajustement et la convergence des parametres dans les deux cas. Ainsi, on citera des notions
importantes, des définitions et des théorémes qui seront utile pour la bonne compréhension
des algorithmes. D'autre part, on tentera de présenter une comparaison théorique entre les

deux versions, discretes et continue.

Pour les deux versions de I'algorithme récursif des moindres carrés, des simulations
réalisées sous le logiciel Matlab/Simulink pour un systéme électrique simple «Filtre RC»
seront présentés. D'autre part, un systeme pratique constitué d'une machine a courant continue

alimentée par un hacheur série sera utilisé pour réalisé les tests de comparaison entre les deux

T ——
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Introduction générale

versions de l'algorithme par simulation. Pour terminer ce travail, un test pratique de
I'algorithme récursif des moindres carrés dans sa versions discréte a été réalisé au laboratoire
"Machine Electrique™ sur le systéme précédent.

Nous espérons que la lecture de ce travail saura éveiller un certain intérét chez le

lecteur non averti et qu’elle plaira aux spécialistes.




Chapitre | Méthodes Moindres carrés : cas continu

1. Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter la méthode d'identification dite des moindres
carrées et ce pour les systemes continus mono entrée-mono sortie (SISO). Cette méthode sert
a trouver un ensemble de parameétres permettant de rendre I’erreur nulle entre la sortie du
systeme et celle du modele paramétrique linéaire. On présentera en premier lieu I’algorithme
des moindres carrée non recursif, et a partir de celui-ci on démontera la version récursive. Une

analyse de convergence de I’algorithme sera aussi presentée.

2. Normes et convexité

Les algorithmes en identification étant basés sur la notion de minimisation des
fonctions convexes. D’autre part I’analyse de la convergence des algorithmes d’identification
en geénéral et celui des moindres carrés en particulier fait appel a plusieurs notions
mathématiques [1][7][8]. Nous rappelons ici les définitions usuelles des normes et des

fonctions convexes.

2.1. Norme vectorielle
La norme |x| d'un vecteur x peut étre considérée comme la taille ou la longueur du
vecteur x. De méme, |x — y| peut étre considéré comme étant la distance entre le vecteur x et

y. La norme d'un vecteur x est une fonction a valeur réelle et ayant les propriétés suivantes :
i. |x|=0avec |x| =0sietseulementsi x =0.
ii.  |ax|=|allx| pour tout scalaire o.
. |x + y| <|x|+|y| (Inégalité triangulaire).

2.2. Norme matricielle
Une matrice A € R™*" est une application linéaire d’un espace vectoriel de dimension
n vers un espace vectoriel de dimension m. Nous définissons la norme induite d’une matrice

A comme suit.

Soit | - | une norme vectorielle donnée, alors pour chaque matrice AER™*™, la quantité

||A|| définie par

|Ax
||A]l £ sup —— = sup|Ax| = sup |Ax|
0 |x| =t lx|=1
XERNT
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Est dite la nome induite matricielle de la matrice A correspondante a la norme vectorielle | - |.
Cette derniére posséde en plus des propriétés (i) a (iii) de la définition 2.1, les propriétés

suivantes.
. |[Ax|<||All|x]|, ¥xeR™
. lA + Bll<[[All+|B]]
ii. IAB[< [IAlll|BI]
Les normes les plus couramment utilisées sont rassemblées dans le tableau suivant.

Tableau 3.1 normes couramment utilisées :

Norme sur R" Norme induite sur R™*"

|x|,=max;|x;| (Norme infinie) Al .=max; ¥;|a;;| (somme sur une ligne)

lcli= X 1 x; | lAll;=max; ¥;|a;;| (somme sur une colonne)
x,=(Zi 1 %, 1) I4ll, = [, (ATA)]Y/2, Ou A,,(M)est la valeur
(Norme euclidienne) propre maximale de M

2.3. Norme Ly,

Pour les fonctions temporelles et pour tout p € [1, o[, on définie la norme £,, comme suit

0 1/19
lxll, 2 ( f |x(r)|pdr>
0

On dit que x appartienta £,, si ||x||,, est une valeur fini. La norme L, est définie comme :
llx|l., £ supl|x(t)]
0

Dans les definitions de £,,, £, ci-haut ; x (t) peut étre un scalaire ou une fonction vectorielle.
Si x est une fonction scalaire, alors | - | désigne la valeur absolue. Si x est une fonction

vectorielle dans R™ alors | - | désigne n’importe quelle norme dans R™.
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2.4. Convexité

L'analyse convexe traite les fonctions et les ensembles convexes, elle est
I’intermeédiaire entre I'algébre linéaire et I'analyse non linéaire. Elle nous permet de démontrer
un grand nombre d'inégalités remarquables (inegalités de convexité), et d’éliminer la
distinction entre le minimum local et le minimum globale se qui signifie qu’elle a aussi un

role en optimisation.

Définitionl [6] : On dit qu’une fonction f (x) est convexe sur un ensemble convexe | dans R"

si et seulement si :

v (21, x;) €17, V2 €[0,1] ; JOx1+ (1 =7) %) <Af(xe) + (1 = 2) f(x2)

Pour les fonctions convexes, il y a une équivalence entre le minimum local et le
minimum global. Une fonction convexe posséde les propriétés suivantes [ 6][ 7].
Soit f convexe sur .
i.  Lafonction f admet Un seul minimum.
ii.  Si f admet un minimum local y,, alors c’est un minimum global.
iii. ~ Si un minimum local (donc global) est atteint en deux points x; < x,, alors f est
constante sur [xq, x;].
iv.  f estdite strictement convexe si I’inégalité précédente est stricte pour x; # x,.
v.  Si f et g sont deux fonctions convexes, alors f + g est une fonction convexe.
vi. Toute fonction convexe sur I est continu, et elle admet une dérivé a droite

(respectivement a gauche).

3. ldentification par la méthode des moindres carrés (MC)

3.1. Modele paramétrique linéaire

En identification, quelque soit le cas auquel on s’intéresse (continu ou échantillonné),
on cherche toujours une écriture particuliéere de modele du systéeme. Cette écriture est dite
Modele Paramétrique Linéaire. Pour le cas linéaires continus ce modéle est obtenu comme
suit [5].



https://fr.wikipedia.org/wiki/Ensemble_convexe
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Soit un systeme linéaire continu d’ordre n tel que m<n (systeme propre ou

. N d"v dMu . . , , .
strictement propre) ou vy,u, dtfy — sont respectivement la sortie, l'entrée et leur nieme

dérivée. a,, b,, sont les parameétres du systéme.

dan an—ly d™mu dm~1y
el O By sl L + b, pyey + b, ey + -+ byu (1.1)

<

Si on rassemble les paramétres dans le vecteur des paramétres 8" ; les entrées, sorties

et leurs dérivées dans le vecteur des signaux Y tel que :
* T
0 :[bm!bm—l!"' bO’ 1 &n g o]

dmu dm—lu _dr‘l—ly _dr‘l—Zy
dt™ Tdt™t 7 dt"™t ' dt"?

Y: ’y

- X o : d" .
On obtient la forme des parametres linéaire suivante: Tr}/: oY

En réalité les seuls signaux disponibles (mesurés) sont I'entrée u et la sortie y . Comme

les différentes dérivées ne sont pas disponibles et que la dérivation n'est pas souhaitée, donc le
modele précédent ne peut pas étre utilisé directement. Pour éviter la dérivation, le modele

précédent est modifié on ajoutant des deux c6tés de I'égalité (1.1) la quantité suivante:

n-1 n-2
{/In_ld—+/l d —_—t +/10}y

dt"? 2 g2
On obtient
d"y dnt d"?
dt" J{ At T2 g Tt Ao Y =
dnfl dm dm—l dnfl dn72

Apres arrangement on aura :
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dn dnfl dn—z
[dt—n'i‘ﬂ,nlw'i‘/lnzdtv"r“"i‘io}y:

dm dmfl dnfl dn—z
b e +05 4 JrCE +-tby U+ (/Infl_anfl)WJr(lnfz_anfz)WJr“'Jr(/lo_ao) y

d n d n-1 d n-2
—+ A + 4
dt" "ttt TP g

Si l'on note Az[ +-~-+2,0}. On obtient alors le modéle

paramétrique linéaire modifié suivant:

y=0"¢ (1.2)
Ou 6™ est le nouveau vecteur parametres donné part:

*

0 = [91’ ‘92"“’9n+m+1]T = [bm’ bm—l""’bo’(ﬂ’n—l _an—l)’ (ln—z _an—z)f'"(ﬂ’o _ao)]T

Et ¢ est le vecteur des signaux filtrés:

T

dm dm—l dn—l dn—2

dt™ | dt™? u dgt"t . dt"? y
= 1 TR = uy—ua""_!— v YTty
¢ [¢1 ¢2 ¢n+m+1]T A A A A y A y A

En effet les signaux ¢ sont obtenus par filtrage de I'entrée u et la sortiey ou les

différents filtres sont donnés dans le domaine de Laplace par :

Sm Sm—l 1 Sn—l Sn—2 1

A(S) AG) TAG) A(S) AG) TAGS)

A(S)=8"+ A, 8"+ A, ,8" P4+ Ay

Ou les 4; sont choisis tel que le polynéme A(s) soit stable.

3.2. Algorithme MC non récursif
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L’ algorithme des moindres carrés non récursif est obtenu par la minimisation de la

fonction convexe suivante dite fonction de codt [1][3][7] :

t AT 2
J@) =5 [ eheD 0@ 28 OPE 4y 2 et 0-007 u0-0)  (13)
0

Telle que:
- Qo = Ql > 0 est une matrice symétrique définie positive.
- B > 0; constante réel dite facteur d'oubli.
- 6, =0(t =0).
- y(t) =0T ()P (t) = e(t) ; est I’erreur d’estimation.

_nT
IO HOLIO N &(t) ; est I'erreur d'estimation normalisée, OU m? = 1 + n?

m?2

Telle que : n2 = ¢ P¢ pour P = PT > 0, n,est le signal de normalisation congus de telle sorte
(2
que - €L, .

Dans I’équation précédente, m? est le signal de normalisation. L’introduction du

terme m? permet de normaliser les signaux, c'est-a-dire de faire en sorte que les signaux du
¢

modele ne divergent pas méme si la sortie du systeme diverge i.e. % € L, —€ L. Dans le

cas ou le systeme est stable on prend m = 1. Puisque % ,% € L, , alors J(@) est une fonction

convexe en fonction de 6 sur R™. Par conséquent, tous minimum local est aussi un minimum

globale et donc la relation suivante est satisfaite

v/(6(t)) =0 ,vt =0

2 2
5= (y(r)—icl?%(ﬂ) W T IO R G 1c2) e

1 t
7j©) =3 I =

0 =t

1
+ Ee_BtV[(Q - 90)TQ0(9 — 6))]

t

JIOR|

0

b0 YD 03 ()
2

- ¢(0) dr+e P Qy(6 — 6p) = 0

N (ORI ORI0))
2

— ¢p(t)dr=0

t
e‘ﬁtQO(B—QO)—Je
0
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t t

T
e Pt Quo(t)—e Pt Qy 6, — f e Flt—D) —y(Tr)ndz)(T) dr + f e Pt [6®) q:r(;)] @) dt =0

m

0 0

t . ¢
Ie_ﬁt Qo + f e B-1) d)—(TZ:lbz(T) ‘9@) = et Qo 0o + f e Bt=1) Y(T)dz)(‘[) dt

-1

-0 PP r- YD
m

o(t) = e_BtQO'*‘f [e‘ﬁtQ090+.f - ]
0 0
6(t) = P(t) [ Qo By + [; e # I LELE gy (1.4)
-
Ol P(t) = [ePrQq + f; e # -0 L2 (1.5)

On peut éviter le calcul de I'inverse de P(t) et ce en montrant que ¢a dérivée est donnée

par :
. T
B(t) = p P(t) — P(t) L2 p(r) (L6)
Ceci est obtenu en considérant I’identité suivante :

L PoP®™) = P PO + PSP
dt N dt
d d
P(t)%[P(t)‘l] + EP(t)P(t)‘1 =0
L) = —p Lip)11P©)
dt - dt

t T
P(t)~1 = e~Ft Oy + J =B =) ‘f’(fzfz(f) dr

0

t r .
%[P(t)_l] = —Be P Qo + f —ﬁe‘ﬁ“‘”%dr + le—ﬁ(t—r)(l’(fzr(f’z(f) d;)

0 =t

— _pl.-st t _B(t—1) @@ GG
= —p[ePtQq+ [ e P EDLD g 4 LOF

_ 1, p@p@®T
=—BP(t)"" + —

—
9
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T
Pp()9(0) p

m2

d
—P® =B POPOPE) ~ P(0) Q)

. T
B(t) = f P(t) — P(t) K22 p(r) (L7)
L'algorithme des moindres carrés non récursif est donc donné par :

(o) = P(®) [e-ﬁf Qobp + [ e PO y_(frz:i;(ﬂ dT]
P(©) = B P(©) — P()) 222 p(r) (18)
\P(t=0)=P(0) =Qp"

3.3. Moindres carreés récursif

La version récursive de I'algorithme des moindres carrés est obtenue par dérivation de
0(t) dans (1.8) par rapport au temps.

6(t) = P(t) [ Qo 6o + [, e P %dr] (1.9)

0(t) = P(t) [eﬁt Q060 + f eﬁ(”)&?&)dr‘ +

m
0

P() S[e7P Qo + f; e P XL 4] (1.10)
Ona:
5
= —Be Pt Qo + Of —p e—m—ﬂ%df N [e—ﬁ(t—r)% ~ %
= —Be P1Qy6, — B of e=Bt=0) Y(Tr)nﬁ(f) d +y(tr)nq;(t)
=— [eﬁtQ090+ Of e—ﬁ(r—r)y(fr)nf(r) 4 +y(tr)n¢2>(t)
De(L.9)ontire:  [e#Qy6, + f;e‘ﬁ(t")%dr] — P 6(0)

10
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On remplace dans (1.10) et on obtient alors :

P@®) ¢(0) p(O)" P(t)] y(t)qb(t)

6 =|BP(t)—

m2

P(t)~ 9(t)+P(t)[ LP)LO() +

_P@®) [4)( (1) ] y(t)¢(t)

6(t) + P(t)

[p(OT6(1)] y(t)qb(t)
mz

m2

=P)|=¢()

[ T
_ p(t) y(tr)ndg(t) [¢(t) 9(t)]

P(t )]

_po PO ¢>(t)T9(t)] 5(0)

6(t) = P(t) &(t) ¢(1) (1.12)

L’algorithme des moindres carrés récursif avec facteur d'oubli est donc le suivant :
() = P(t) §(t) (1)

() = B P(©) - P()) 222 p(p) (1.12)
P(t=0)=P0)=Q '

4. Différentes déclinaisons de I’algorithme des moindres carrés

4.1 Algorithme des moindres carrés pur

Dans la littérature de I’identification, lorsque le facteur d’oublie est pris nul (8 = 0),
I’algorithme précédent (1.12) est appelé algorithme des Moindres carrés pur. 1l a une forme
tres similaire & celle du filtre de KALMAN [1]. Pour cette raison, la matrice P est

géneralement appelé la matrice de covariance.

6(t) = P(6) §(t) p(©)

o T
P(t) = —P(0) 228 p() (1.13)
P(0) = Py

On peut étudier aisément I’évolution de la matrice P et ce en considérant son

¢>(t)¢>()

inverse. En effet, on peut montrer que P~1(t) = ; ceci implique que P~ >0 et

donc la matrice P~ est croissante et peut prendre de trés grandes valeurs. Dans ce cas, la

matrice P peut devenir arbitrairement petite et par conséquent alourdi I’adaptation dans

11
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certaines directions. Ceci constitue l'un des principaux inconvénients de la méthode des
moindres carrés pure. Malgré ces insuffisances, I’algorithme des moindres carrés pur a pour
propriété de garantir la convergence des parameétres a des valeurs constantes comme décrit par

le théoréme suivant :

Théoréeme 1.1 : L'algorithme des moindres carrés pur (1.13) garantit que :
1. &§én,,0,0,P € L,

2. §én,,0 €L,

3. lim,,e 0(t) = 0 et A est constant

4

Etsin,,¢ € L, et ¢ est une PE, donc 8(t) converge verre 8* quand t — o

Preuve :

De (1.12) nous avons P < 0 donc P(t) < P, ; d’autre part P(t) est définie positive
c.-a-d. que P(t) = PT(t) = 0,vt > 0. Dans ce cas 0 < P(t) < P, d’oulim,_, P(t) = P.
Tell que P(t) = PT(t) > 0 est une matrice constante.
En considérons maintenant que :

pp’0

m2

d ~ . ~ .
E(P‘IH) =—P7 PP 16 +P710 = +&Mp=0

Ou les deux derniéres égalités sont obtenues en utilisant :

(G=0

{ Spl=—plpp
87¢

(s =-T2

Par conséquent, P~1(£)8(t) = Py 1(£)8(0) ce qui implique que:8(t) = P(t)Py1(t)6(0)
dont en déduira que la limite est constante, d’ou lim,_,., 8(t) = PPy 1 (t)8(0). Dans ce cas on
alim,_., 6(t) = 6" + PPy 1 (t)6(0) 2 §. Nous avons :
0,0 € L, T
{%ELW =>m=——¢€ L, Et {,{n; € L,

Considérons maintenant la fonction de LYAPUNOV suivante :

v(6,¢) = L8

12
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La dérivée temporelle Vde V est donnée par :

0" pp"6
2m?

DouVecL, et &meL,.donc: &éng € L,

212 212
—fzm2+€2 =—€2 <0

V=80T +

De (1.13), nous avons :

61 < 121 2L e

Puisque P,%,Em € L,et ém € L, , nous en déduisant que 6 € L, N L,. Ceci achéve la

preuve des trois premiers points (1), (2), (3). La preuve du quatriéme point est comme suit :
Les paramétres d’estimation tendent vers les vraies valeurs si 8 — 0, du fait qu’on a
A(t) = P(t)P;1(£)B(0) , il est clair que 6 — 0 quand t tend vers I’infini si P(t) - 0.

T
Puisque %P‘lz% et en utilisons la propriété que ¢ est PE, c.-a-d. que

ft“TO d()PTdr = 0Ty I pour tout ogy, Ty > 0, on déduit que :

t T
¢¢ (XoTO t aOTO
P7I(t) —P7}0) = | —dr=> —12(——1) I
(®) (0) , m? T="No m Ty m
Ou m = sup,{m?(t)} et ng est le plus grand entier qui satisfait n, < TL i.e,ny = TL - L
0 0
Donc,
t oy Tol
P1(®) =pP71(0)+ (— - 1) —
Ty m

t (XoT()I
TO m

Ceci implique que
" -1
P(t) < ((T— - 1) (X()T0> ml vt > TO
0

-1
Puisque P(t) = 0 pour tout t= 0 et que la quantité <(Ti— 1) a0T0> tend vers 0 quand
0

t — oo, nous pouvons conclure que P(t) — 0 quand t — oo, d’ou 8(t) = P(t)P~1,6(0) - 0
quand t - o
Remarque :

I faut noter que le taux de convergence 8(t) a 0" en Théoreme Il n’est pas garanti

D’étre exponentielle, méme lorsque ¢ est PE. Tel qu'indiqué dans la preuve du théoremel.1

13
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P(t) et 0 satisfont
m
(t—To)xg

6(t)| < Pom 160)|, vt>T,

— (t-Tp)xg

P(t) <

. = ; . 1
Ceci montre que |6(t)| converge vers zéro avec une vitesse de - .

4.2 Algorithme des moindres carrés purs avec réinitialisation

Dans le précédent cas, nous avons vu que la matrice P peut prendre des valeurs
arbitrairement petite et donc alourdir la convergence. Pour éliminer ce probléme et garder une
bonne convergence, cette matrice est réinitialisée a chaque fois qu’elle devienne inférieure a
une certaine valeur [1][3]. L’algorithme obtenu est dit Moindres carrés purs avec
réinitialisation donné par :

6 = P(HE® ¢(0)
P = —p(e) 229 by (1.14)

m2

P(t;) = Py = pol

Ou t, est le temps correspondant a la condition A,,;,, (P(t)) < ppetou py,>p; >0
sont des scalaires de réglage. A proprement parler, les équations en (1.14) ne constituent plus
I'algorithme des moindres carrés pur développé précédemment. Cependant, il se comporte

comme I’algorithme des moindres carrés pur entre les instants de réinitialisation.

Théoreme 2.1:
L’algorithme des moindres carrés purs avec réinitialisation présente les propriétés
suivantes:
1. §&ng,0,0 € L,
2. §&n,, 0 €L,

3. sing,¢p € L, et ¢est une PE, donc 8(t) converge exponentiellement vers 6*.

Preuve :
Les éléments de la matrice de covariance P(t) sont des fonctions discontinues du
temps, entre chaque deux discontinuités ces fonctions sont défini par I'équation différentiel

(1.14). A I’instant de réinitialisation la discontinuité est telle que P(t") = Py, = pol.

14
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Puisque P est décroissante on les relations suivante :

{ pol > P(t) > pyl
pol >P71(t) > prtl ,vt>0

Considérons maintenant la fonction :

v(d,¢t) = Fewh (1.15)
La dérivation de V et aprés arrangement donne :
V= ;éT (dt_l)9+9TP 1§ = —g2m? +29Td(5t1) H
YVt € [ty,ty] oU[ty,t;] < [0, o[ et pour lequel t,. & [tq,t;] Ona:
g2 +1(9 ) _ _&m?_ (1.16)

m2 2

Aux instants de discontinuité ¢, I’intégral de VV donne :
1. ~
V() = Ve) =507 (PTH(ED - PTH()) B
Puisque P71(t}) = I et P71(t,) >~ I alors V(t)) = V(t,) <0 d’ol V(t) est

une fonction non croissante du temps. De ce faite on conclut que V € £, et
lim,_, V(t) =V, < oo . D’autre part, comme les instants de discontinuités t, forment un
ensemble ayant une mesure nulle, il résulte de (1.16) que ém, ¢ € £,. Du fait que V € L et

pot1 > P71(t) > pytI nous concluons que € L, = &, &m € L,

A partir de ém € £, N L, et poI > P(t) > p;I nous déduisant que 6 € L, N L,.
Ceci constitue la fin de la preuve des points (1) et (2) ; consternant le dernier point la preuve

est semblable a celle présenté pour le théoréme.2.

4.3 Algorithme des moindres carres modifiés avec facteur d’oubli

Lorsque B > 0, la matrice de covariance P(t) ne présente plus la problématique de
devenir singuliére (prendre des valeurs trés faibles). Toutefois, P(t) peut se développée sans
¢>¢>

limite lorsque P > 0 car SP > 0 et du fait que est seulement semi-définie positive [1]
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[4]. Une maniere d'éviter cette complication est de modifier I’algorithme des moindres carrés

comme suit:
6 =P)ED)P(L)
p = {ﬁP(t) — PO Opry et |IP)]] < R (1.17)
0 Ailleur
- P(0)=P0=Pg>0
o U i = 7

R, est une matrice constante qui sert comme une limite supérieure pour ||P ||. Ceci garantit
que P(t) € L, et elle est désigné sous le nom Moindres carrés modifié avec facteur d'oubli.
Cette nouvelle version garantit les mémes propriétés que la version dite Moindres carrés pures

avec réinitialisation. Ils peuvent étre établis en utilisant a méme fonction Lyaponov

-1 . -1 .
précédente et I’identité d’;—t = —P~1pP~1 En établie que dZ—t et V sont par :

T
-1
P~ _ —BP‘1+% Si |IP]l < R
dt m
0 Ailleurs
ou P~1(0) = Pyt qui conduit & :
’m? - -
V= —52 —§9TP‘19 si |IP|l < Ry

—&2m? Ailleur

. 2,2
Puisque P(t) est bornée et définie positif et que V < —ng <0, alors ém, £ € £,. Le

reste de I'analyse est exactement la méme que dans la démonstration du théoreme 2.

4.4 Algorithme des Moindres carrés avec facteur d’oubli et PE
Les modifications décrites ci-dessus ne sont pas nécessaires lorsque ny, ¢ € L, et ¢
est PE [1]. La propriété PE de ¢ garantit que sur un intervalle de temps, l'intégrale de

Poo’P

m2

B > 0 dans I’équation de P et garantit que P € L.

est une matrice définie négative qui contrecarre I'effet du terme définie positif SP ou

Preuve
Sing,d € L, et ¢ est PE alors I’algorithme des moindres carrés récursif avec facteur d'oubli

B > 0 donnée par
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6 = P()E®)(L)
p=pP-POX2 Opy p0) = Py = 5" (1.18)
Garanti que P,P~! € L., et que 6(t) converge exponentiellement vers 8*
L'utilisation de I’algorithme récursif des moindres carrés avec facteur d'oubli
d € L, Et ¢ PE est plus appropriée dans le cas ou I'estimation des parametres constitue

I'objectif principal et ce pour les systemes stable.

5. Exemple d’application (filtre RC)

On considere le circuit electrique suivant. La relation mathématique liant la tension de sortie
y(t) a celle de I'entrée u(t)peut étre trouvée en ecrivant I'équation différentielle régissant le
circuit :

u(t) — y(®)

L’équation de circuit RC est comme suit :

u=RCZL+y (1.19)
ay _ 11
it rcY T reY (1.20)

Pour éviter la dérivation le modéle précédent est modifie en ajoutant des deux cotés de
I’égalité précedente la quantité suivante : 1y

dy __ Ll 4
E+/1y— RCy+RCu+/1y (1.21)
On arrange les termes semblables :
d 1 1

Apres I’arrangement :

1 1 1 1
y“”(*ﬁ) e Ot e @

On obtient alors le modeéle paramétrique linéaire modifié suivant :y = 67 ¢
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T
OU 6 est le vecteur paramétres donné part: 8 =[8;,  6,]7 = [/1 - % %

Et @ est le vecteur des signaux filtrés :

T

y(t)

o) =

1 1
G+ G+ ”(t)]

N 1 .
Ou G est un filtre stable tel que 4 > 0.

Pour le circuit (filtre RC) donnée ci haut avec R=50 Q et C= 200uF ; on réalise la
simulation de I’algorithme des moindres carré avec les paramétres suivant : Pi=0.1 et B=0,
L0=0.5, 6(0) = [0,0] . Les résultats obtenu pour ces paramétres sont données par les figures
ces dessous.

Simulation 1 : (Entrer constante U=1)

-

— e

temps s

Fig. 1.1 - Sorties du systéme et du modele.
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%

—tethal
—{eha?

tethal tethaZz

temps s
Fig. 1.2 — les parametres estimes

La Fig. 1.1 représente les deux sorties, la sortie du systeme réel et celle du modele.
On peut constater que la sortie du modele suit la sortie du systeme réel, il le suit
asymptotiquement.

Les parametres correspondante a ces sortie sont donnée par la Fig. 2.2. En effet en

constate que ces parameétres elle est bornée et qui ne divergent pas.

6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté I’algorithme des moindres carrés. En effet, on a
présenté le développement mathématique de cet algorithme avec I’étude de convergence des
difféerents signaux. Cette étude montre que I’algorithme est applicable aux systéemes stable ou
non. Les differentes déclinaisons de cet algorithme ont étés présentées. Nous avons
implémenté I’algorithme «des moindres carré pur» au systéeme électrique simple «Filtre RC».
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Chapitre Il Méthode Moindres carrés : cas discret

1. Introduction:

L’objectif de ce chapitre est de présenter I’algorithme d'identification dit des moindres
carrés dans le cadre de la représentation discréte des systéemes mono entrée mono sortie
(SISO).

2. Norme [1] [8] : pour les séquences discrétes nous définissons la norme ¢, comme

suit :

o0 1/p
Ixll, = (va’) A<p<w

i=1
Et la norme ¢,:

llxlles 2 suplx;|
i>1

Oux = (xq1,xp,...) et x; € R. Nous disons que x € £, (respectivement x € £,.) si ||x||,

(respectivement||x||,,) existe.

3. Modéle par I’identification
3.1. Modéle ARMA

Le modele ARMA (Auto Regressive Moving Average) est un modeéle régressive qui
contient une entrée et un bruit e(t) qui perturbe la sortie [13] [14].Le systéme a identifier
évolue sous I’effet d’une entrer de commande u(t) et d’une perturbation £(t) celle-ci peut

affecter I’entrée, la sortie ou un autre état du systeme et cela peut étre représenté par la figure

ci dessus

e(t)

\ 4

u(t) R Systeme a - y(t)
" identifier "

Figure.2.1. Le modele ARMA
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« Le model ARMA (cas idéal € = 0)

On se place dans le contexte temps discret c’est & dire que le temps est t = 0,1,2, ...;Le
systeme étant supposé linéaire et stationnaire on peut donc le représenter par un modele de la

forme ;
y(t) + alY(t - 1) + -+ anay(t - na) = blu(t - 1) +-t bnbu(t - le)

Les entiers n, et n;, d, les degrés constants définissent la structure du modele et les

reel a; b; sont les parametres du modele [14] .et la forme du modele Auto Regressive

Moving Average (moyenne mobile) est donné comme suite :
Al Dy(®) =B(@g Hu®)
Tell que :

o A(q_l) =1+ anlq_l + e+ anaq_na
e B@D=bqgt 4+ +ayqg™

La forme de régression du modéle ARMA peut se réécrire comme suit :
y(®) =)o
p®) =[-yt—1)..—y(t—n,) ult—d)...ult—ny)]"
0% = [ay oo e Qpg by e e by |7

La forme prédictive de notre systeme est comme suit
9 (Y ¢ —1) = d®70° = (1= A H)y(®) +Bg™u®) = y(@)
3.2. Modéle ARMAX

Le modele ARMAX (Auto Regressive Moving Average with eXogenous input) est un
modele auto régressif qui inclut des entrées et un bruit blanc de moyenne nulle. Dont &(t)
est une fonction de bruit qui dépend de la manier qu’il affect le systeme: Dans ce cas on en le
considere comme un bruit blanc qui perturbera la sortie bruité de notre systeme dont il

permet de modéliser des perturbations non-mesurables dans le modele; et c’est une suite de

variables aléatoires non-corrélées E (¢(t) £(t)) = 0,Vt # © [14] [15].
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Le schéma d’ARMAX et donné par :

§(t)

A(q™YH

y

B -1
u(t) > AEZ_@ — Z y(t)

Figure.2.2. Le modele ARMAX

Le modeéle du systeme ARMAX donné ci- dessous et comme sulit :

Alq Dy (®) = B(@ Hu(®) + &) (2.1)
+«+ Forme de regression et forme prédicteur du model ARMAX

Définition [14] [15] : on appelle prédicteur optimal de la sortie y(t), sur la base des

informations disponibles a I’instant ¢t — 1, le nombre réel, noté

9 (Yo ¢ —1) = FO ¥t =1, y(t = 2), ey ult = 1), ...)
Qui minimise la variance

E(() —x)* = g(x)

Notation
(g —1) = aromingo)

La forme de régression du modéle (2.1) peut se réécrire comme suit :

y(®) = ¢p®)0" + £ (2.2)
Tell que : o) =[—y(t—1).... ,—y(t—ny,) u(t—d4a),...—u(t—mny)]
Et: 0" = [a1 e Qg Dy e e bnb]T
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La forme prédictive de notre systéme est comme suit :

9 (tpe ¢ —1) = 676" = (1 - Alq™))y(®) +Bg Hu(®) 2.3)

Si on suppose maintenant que I’erreur est généré par un processus a moyenne mobile
comme suit E(t) =C(g™Hé() O C(gVH=1+cgt++a,qg™ estsupposé

stable dans ce cas le modéle du notre systéeme devient :

A(@ Dy@®) =Bl@Hu@® +C@HE®

Prédiction optimale de la sortie est donné par :

5 ._B@™ Al@™)
3 (1) = 407" = grfucd + (1= G o

Ou 6* définé par 0* = [ay .. ... Ayg Dy cev oo Dyp €1 evvev Cpe )T

4. ldentification par la méthode MC

Pour I’identification par cette méthode en utilisera aussi la minimisation de la fonction
convexe qui permet de déterminer les meilleurs paramétres tels que la sortie du modele
converge vers celle du systéeme réel. Ce critere est en fonction de I’écart entre la sortie du
systeme et celle du modéle [6][7]. Le critere a minimiser est la fonction de co(t donnée

comme suit :
J(x) = Zis (v (@) — ¢ (D)"x)? (2.4)
Tel que : x € R?™ est le vecteur estimé et ou y et y* sont générés selon la régression :
y(t) = ¢"(t)0" (2.5)
y(®) =" () x

6* € R*™ le vecteur des vrais paramétres inconnu. La meilleure estimation 8(t) de 6* a

I’instant ¢ est :

o(t) = arg [mxin](x)]
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4.1. Algorithme des Moindres Carrés non recursif

L algorithme des moindres carrés non récursif dans le cas discret est obtenu a partir de la

minimisation de la fonction convexe comme suit :

dj(x)
dx 0
d t
=2 Z PDIy(D) - x"$(D] =0

> v = (Z 70 ¢(t)T> x
i=1 i=1
t -1 t
x = \Z 70 ¢<t)T] PRLOrIC
i=1 i=1

En note que x = A(t) le vecteur estimé

0() = [Zio1 0D (O] Zis y(D (D) (2.6)

Cette derniére relation n’est possible que si la matrice Y¢_; ¢(i) ¢(t)T est inversible.
Il s’avére qu’en effet cette derniére est inversible ; ceci peut étre montré facilement en
considérant que la fonction de codt J(x) est convexe d’une part, et d’autre part sachant que la
deuxiéme dérivee d’une fonction convexe est positive. La seconde dérivée de J(x) est comme

suit :

d?j(6 t
TP =2 pwew" >0
i=1

Dol la matrice Y_; ¢ (i) p(t)T est définie positive et donc inversible.

L algorithme des MC non récursif est caractérisé par les propriétés données par le

théoreme suivant :
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Théoreme.

1. S’il existe un instant ¢, , tel que : Zf”zl d(D)P®) =al >0 2.7
Alors 0(t) =0 Vt=>t,

2. Si lim,, <3 ¢() $(O) > 0 Alors:  lim,, 0(t) = 6" (2.8)

Preuve :

En multipliant les deux cotés de I’équation (2.5) par ¢(t) a gauche on obtient :

P() y(t) = (1) p(O)" 6"

D’ou la somme suivante :

PXICEICE (Z 70 ¢(i)T> 6 (2.9)
i=1 i=1

1) si(2.7) est satisfaite, alors de (2.9) on aura :

t -1 ¢
6" = ’Z 0 ¢(i)T] [Zl $() y(0)

En effet, (2.7) assure que I’inverse existe pour t > t,

=6(t) Vt=>t¢,

2) si la condition(2.8) est vérifiée, I’équation (2.9) ce réécrit sous la forme :

1w 1w 1« '
;Z $() y(i) = (;Z 0, ¢<i)T>e* = 9" = ;Z 0, ¢>(i)T_

-1

» _
;Z 40 y0)

» _
;Z 40 y0)

De ces deux équations, on conclut que pour t suffisamment grandona: 8(t) = 6*.

t -1 ¢ . -
6(t) = \Z 70 ¢<i)T] ;ya)qb(i) = (1) = %Z 40 90"

Remarque

Si {¢(i)} effectue un balayage persistant alors (2.7) et (2.8) sont satisfaites (et
I’inverse n’est pas forcément vrai).
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4.2.  Algorithme des Moindres carrés récursif

L algorithme des MC récursif est obtenu a partir de la version non récursive et ce en

réalisant les manipulations suivantes. Posons tout d’abord que:

-1

P(t) = [Z 70 ¢(i)T] (2.10)
i=1
Donc (2.6) se réécrit sous la forme:
P(OT0®) = ) y(D$@) @11
i=1

Ecrivons maintenant I’équation (2.11) a I’instant (¢t — 1) :

P(t= D70 -1 = ) y(HPW (212)
i=1

Dans ce cas I’équation (2.11) peut étre réécrite en fonction de I’équation (2.12) :
P70 =Pt -1t -1 +y()¢(©)
=P(t—-1)70t - D+ o®d® "8t — 1) — dp()p®)"0(t — 1) + y(O)p(2)
=[Pt—-D+o®)p®)18(t — 1) + p(D)[y(t) — p()"8(t — 1)]
Dol :
P()10(t) =P()710(t — 1) + p(t)e(t) (2.13)
En multipliant par P(t) on trouve finalement I"écriture récursive de I’estimation donnée par :
0(t) =0(t—1) + P(t)p(t)e(t) (2.14)

Pour le calcul de la matrice de covariance P(t) on utilise le lemme d’inversion matricielle .

Lemme [11]: Soient les matrices A € R™"™, B € R™™ et C € R™™ Alors :

—
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[A+BCI ' =A"1—-A"'B[I+CA™'B] 1cA™!

En appliquant ce lemme & I’équation P(t) = [P(t— 1)1+ p(t)p(t)"]! et ce avec
A=P({t—1)"1 B=¢(t); C=¢@)" ontrouve:

[Pt—D T+ p®P®)]
=P(t—-1)—Pt—-Dp®[1+d@®O"P(t - D] p@®)P(t—1)

On trouve enfin la relation récursive suivante pour P(t):

P(t—1Dp®)pO"P(t—1)

PO =P = TP - DP® (215)
Multipliant maintenant les deux cotés de I’équation(2.15) par ¢(t) a droite :
PO =P~ Do) - DI U 0O
Aprés arrangent on a
POS(E) = —— L DO (2.16)

1+ ¢@®TP(t - Dep(t)

En remplace (2.16) dans (2.14) et on obtient finalement la forme récursive de

I’estimateur des moindres carrés :

P(t—1)p(t) e()

(@(t) =0(t-1)+ T+ 000 P = DD (2.17.a)
Pt — D)@ Pt —1)

P(t)=P(t—-1)— 1T (TPt — DD (2.17.b)

e(t) = pO[y(®) —dp@®T8(t — D] (2.17.¢)

%+ initiation

Pour I’initialisation on prend 8(0) = 6,; P(0) = P,, telle que 6, est choisi en
tenant compte des informations disponibles, a priori, sur 8*. Si on dispose d’aucune

information alors on prend 8, = 0. Le choix de P, peut étre clarifié en considérant le

développent suivant :

P)=[Pt-1D)1+ o
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= P)'=P(t—-1D"1+ o)) (2.18)

PO =P(O) "+ ) ¢ ()
i=1

PO =Pt + ) 6 6O (2.19)
i=1

Pour que cette algorithme donne lieu & la vrai valeur de P(t)™ %, il faut que Pyt soit trés

petit. Alors on le choisit comme suit P! = % [1.0u a>>1 soita = 102,103 ...

K/

+« Propriété de I’estimateur des moindres carrés récursifs

Théoreme.

1) o) -6 Ou K = max (Po‘l)//1

< K||6(0) — o6*

nnn,(fﬁ_l)

e(t)
)\ € £
3) {6(t)} converge (pas forcément vers 6*

4) Si{¢(t)} effectue un balayage persistant alors il peu converger vers 8*

5. Différentes déclinaisons

L’adaptation paramétrique par I’algorithme des MCR (2.17.a — c) S’arréte dés que la
matrice de gain P(t) tende vers zéro ( P(t) =~ 0); Or c’est précisément ce qui se passe en
présence de la condition d’excitation persistante PE [9][10]. En effet, si {¢p(t)} effectue un

balayage persistant et a partir de P(t)™! = P(t — 1)~ + ¢p(£)p(¢t)” on peur écrire :

kN
PGNY™ = PO) ™+ ) ¢() $()
i=1

k G+LN k
=P(0) ! + o) ¢(DHT =PO) 1+ > al = kal

Se qui implique que P(kN) < % I, d’ou P(kN) - 0 quant k — oo
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Le fait que P(t) tende vers zéro implique que I’algorithme des moindres carrés
standard (2.17.a —c) n’est pas bien adaptés aux systémes & parametres variants qui

possedent la propriéte d’excitation persistante.

5.1. Algorithme Moindres carrés a gain non-décroissant

Pour régler la problématique du gain decroissant de I’algorithme standard on modifie

la fonction J(x) comme suit :

t

16 = ) at,d) (D) - $(O %) (2:20)

i—1
Ou {a(t,i)} est une séquence de pondération & I’ instant t, des informations
intérieures, choisies telles que a(t,i) = A(t) a(t — 1,i),avec 0 < A(t) < 1,0 < a(t,t) <2

et (i=1,..,t—1).Dans ce cas ladérivée nous donne :

dj(x)
dx

0

d t
]d(;) =2 Z a(t, DDy —x"pD] =0

-2 a(t, DY +2 ) alt DPD) $(0)x
i=1 i=1

t -1
x = [Z a(t, Do) ¢(t)T] Z a(t, D@y (@)

En note que x = 8(t) le vecteur estimé.

t -1 ¢
00 = \Z a(t, () ¢><t)T] > @t 0oy (221)
i=1 i=1
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D’ou la nouvelle version de I’algorithme Moindres carrés a gain non-deécroissant :

(6 =0t —1) + A(S(t — Dé®) e® (2.22.)
3 _ Tp(s _

P(t) = Tlt) P(t—1)— i((tt) Do) Pt—1) (2.22.b)

ac ot d()TP(t — Dp(D)
Le(t) = y(t) —p(O)TO(t — 1) (2.22.¢)
< Evolution de P(t)™!
L’inverse de I’équation (2.22.b) est comme suit :
P = A) Pt—1D1+att) () p(O)T (2.23)

Cette derniers nous montre que si A(t) < 1, P(t)~! ne diverge pas, et par conséquent,
P(t) ne converge pas vers zéro. Pour cette raison on I’appelle a gain non décroissant. De cette

méme équation, il découle aussi que :

ZORE [1_[ 20)
i=1

Qui nous montre que I’effet de P(0)~! est plus faiblesi 0 < A(i) < 1.

P0) + Z a(t, D@ d(o) (2.24)
i=1

5.2. Les variantes de I’algorithme des moindres carrés a gain non-

décroissant

Cette section nous présentera les principales techniques pour I’introduction du facteur
I’oubli dans I’algorithme des moindres carrés recursifs. La plus simple est I’utilisation d’un
facteur d’oubli exponentiel, mais elle est sujette au probléeme d’explosion de la matrice de
covariance (covariance« wind-up » problem) [16][17]. Plusieurs autres techniques ont été
proposées pour tenter de pallier ce probléme comme utiliser un facteur d’oubli fixe ou & trace

constante.
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5.2.1. Algorithme des moindres carrés avec un facteur d’oublie fixe

L’introduction du facteur d’oubli dans I’algorithme des moindres carrés récursifs est
un sujet qui a été beaucoup étudié dans la littérature dédiée au contrdle de systémes physiques
complexe [18] Pour cela, il faut travailler sur la matrice de covariance qui représente la
distribution des données dans I’algorithme des moindres carrés récursifs. Le principe du
facteur I’oubli est d’introduire une mise a jour temporelle. Dans se cas on prend A(t) = A <

leta(t,t) =1 aux informations du critere J(x) récentes au déterminent des

anciennes a(t,i) = da(t —1,i) 2 a(t, i) = 2", se qui implique que :

J6) = D AT D - ¢ (2:25)
i—1
Dans ce cas (2.23) devient :
P)t= APt—-1)+¢p@®)p)T (2.26)

L’algorithme (2.24.a — c) devient :

( B P(t—1D)p(t) e(t)
O=60t-1)+ 1T 0PI = Do(D (2.27.a)
P(t — 1)p()p(t)" P(t — 1)
P(t) = P(t -1) - 1+ 0O P = Do® (2.27.b)
e(t) = y(t) — )Tt - 1) (2.27.¢)

Remarque :

I. On note que si {¢p(t)} effectue un balayage persistant, alors t 8(t) converge
vers 6* exponentiellement.
ii. Dans le cas ou {¢(t)} n’effectue un balayage persistant, non seulement 8(t) ne

converge pas vers 8* mais, en plus, il y a un risque de divergence de P(t).

En effet, dans le cas limite ou ¢(t) = ¢ constant (2.28) montre que P(t)~! converge
vers ¢ ¢T /(1 —2A),donc A,,;,, P(t)~' — 0 et par conséquent A,,,, P(t) = .

La propriété la plus importante d’un algorithme d’estimation récursif avec un facteur
d’oubli est que sa matrice de covariance reste bornée [18] [19]. En effet, sans borne inférieure

a la matrice de covariance, le gain de I’algorithme va tendre vers zéro et le systeme va perdre
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ses capacités d’adaptation. Sans borne supérieure, la matrice de covariance peut exploser sous

I’effet de d’oubli, et engendrer des instabilités qui ménent a I’écroulement du systéme.

5.2.2. Algorithme des moindres carrés avec un facteur transitoire

Dans se cas en prend A(t) = 2pA(t —1) + (1 —2y) ,a(t, t) =1 telle que 1(0),
Ao €10.5,0.97] [20] ; Il s’ensuit que: A(t);-., = 1 exponentiellement et ce vient de la

récurrence suivante :

t—1
AE) = 252(0) + Z A1 = 2y)
i=1

L algorithme est défini par les équations (2.27.a — ¢) il se confond asymptotiquement

avec celui des moindres carrés simple (2.17.a — ¢)
Remarque :

Il résulte de ce qui précede que I’algorithme des moindres carrés (2.27.a — c) avec
un facteur d’oublie transitoire A(t) = ApA(t — 1) + (1 — A,) sera applicable avec succes
dans les mémes conditions que celles requises par I’algorithme des moindres carrés
standard (2.17.a — ¢) . C’est-a-dire, lorsque le systeme identifié est invariant (6*constant)
I’intérét du facteur d’oubli transitoire est de réduire la sensibilité de I’algorithme aux

conditions initiales.
5.2.3. Algorithme des moindres carrés avec un gain a trace constant

Le principe gain a trace constant est de renvoyer la quantité d’information acquise
par I’algorithme, on choisissons A(t) telle que la trace de la matrice de covariance est donné
par trace P(t) = traceP(0)et < (t,t) = A(t) [19]. On découle de I’équation(2.17.¢) que
trace P(t) = trace P (0) si :

4 @TPE=DPE-1¢ ()
A1) =1 (146 (TP(t—1)¢ (t))traceP (0) (2.28)

Le fait que trace P(t) = constant assure que les valeurs propres de P(t), lesquelles

sont supérieur ou égale a zéro, reste bornées méme en I’absence d’excitation persistante.

32



Chapitre Il Méthode Moindres carrés : cas discret

5.2.4. Algorithme des moindres carres avec reinitialisation du gain :

Pt — D) Pt —1)

A+ ¢@)TPE - 1)
P; pour t=t;

P(t—-1) - (2.29)

P(t) =

Ou les instants t; sont ceux ou se produit un changement des vrais parameétres 6*du
systeme a identifier. Le choix le plus simple de {P, } est P, = P, = constante; mais quand il
est impossible de détecter les instants de changement des vrais paramétres, on prend une suite

{t; } périodique t; = i N ou Nest une constante. Puisque pour A =1ona:

P 1= Pt—-1D1+op®)p®)T (2.30)

Ceci implique que pour tout t appartenant a [t;, t;y,] Ona:

PSP S P 4 Y ¢+ )+ )
i=1

Il s’ensuit que P(t) ne converge pas vers z€éro et ne diverge pas. L’algorithme des moindres
carrées avec réinitialisation de la matrice de gain est composé, en plus de I’équation (2.29), de
la loi d’adaptation paramétrique standard :

P(t = 1D¢(t)e(t)
1+ ¢@OTP(t— D)

o) =0(t—1) -

Remarque :

La liste des variables de I’algorithme (2.22. a-c), décrites précédemment, n’est pas
limitative. Mais, elle est représentative des autres solutions que I’on peut trouver dans la
littérature spécialisée. Le fait que ces nombreuses variations variantes soient préconisees
montre aussi qu’aucune d’elles ne constitue la panacée. En effet chaque variante se préte

mieux que les autres & une situation donnée
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6. Exemple d’application (filtre RC)

On considere le circuit électrique suivant. En admettant que les parameétres R et C
soient constants, la relation mathématique liant la tension de sortie U (t) a celle d'entrée U(t)

peut étre trouvée en écrivant I'équation différentielle régissant le circuit :

—{

R
U(t) ¢ I Uc(t)

L’équation de ce circuit est donné par :

dUc

U= RCF + UC (231)
1 —dUC+ Ly 2.32
RC ~— dt Rc ¢ (2.32)

On applique la transformer de Laplace a I’équation (3.32)

—U(S) = SUC(S) + = Uc(S) (2.33)
Vo)
C — RC
UGS) Stz (234)

On applique la transformer en z a I’équation (2.34)

k TZ kZ
S+k 7 —e kT
1 1
RC 12 rRcZ
1 _1lr
S +W / —e RC
UcZ)  az

U@Z) Z-e

Uc(Z)(Z — e ) = aZU(Z)
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ZUc(Z) — Uc(Z)e ™ = aZU(Z)
1
Uc(2) = EUC (Z)e T + aU(Z)

Uc(Z) =Z7'0c(De ™™ + aU(Z)
Uc(k) = e Uc(k—1) + aU(k)

Uc(k) = bUc(k—1) + aU(k)

1
Avec a = % et b =e re' sont les paramétres & identifier.

Pour le circuit (filtre RC) donnée ci haut avec R=50Q et C=200uF ; on réalise la
simulation de I’algorithme des moindres carré avec les parameétres suivant : 6(0) = [0, 6,] =
[0.2 0.2], Pi=0.1 et B=2, L0=0.5; les résultats obtenu pour ces parametres sont données par
les figures ces dessous ; en premier lieux, on prend une entrée constante ; en second on

prendra une entrée constante avec une variation de parameétre.

Simulation 1(Entrée constante):

0.2 1

01 1

0 1 | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3

temps s

Fig. 2.3 - Sorties du systéme et du modele
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06 T

—tethat
—tgtha?

tetha1 tethaz2

08 | \ | | \

temps
Fig. 2.4 — les parameétres estimés

La Fig. 2.3 représente la sortie du systeme réel et celle du modéle. On peut constater
de cette figure que la sortie du modéle suit parfaitement la variation de la sortie du systéeme
réel.

Les parameétres correspondants a ces sortie sont donnée par la Fig. 2.4. En effet dans

cette derniere on déduit que ces paramétres sont bornées et qu’il ne divergent pas.

Simulation2 (Entrée variable avec variation de paramétre) :

Dans cette deuxieme simulation on fait le test d’une entrée variable. Pour ce faire on
maintien I’entrée a U=1, et on ajute une autre entrée variable avec une variation de parametre
dans une période donné par (5s), qui influencera sur la rapidité du modeéle, et pour ce faire on

change la valeur du condensateur C entre deux valeurs: C1= 470 10° uF et C2=47 10° uF.
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06 y
04
021 u
0 | | | | |
0 1 2 3 4 5 i
temps s
Fig. 2.5 - Sorties du systéme et du modéle
0.5 \ T
j C—
0
—tethal
—tetha2
051 \
i —
| | ] | |

temos s

Fig. 2.6 — les parametres estimés

La Fig. 2.5 représente la sortie du systéme reel et celle du modele. D’apres les
résultats obtenu on déduit que la variation de paramétre dans une période donné par (5s) a
influencé sur la rapidité du modeéle et qui suit parfaitement la variation de la sortie du
systeme réel. Montrera plus pris qu’il le suit parfaitement.

Les parameétres correspondants a ces sortie sont donnée par la Fig. 2.6. En effet dans
cette derniere on déduit que ces paramétres sont bornés et qu’ils ne divergent pas.
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7. Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons présenté I’algorithme des moindres carrés dans le cas
décrit et leurs différentes déclinaisons. En effet, on a fait une étude globale sur la convergence
de certain signaux et cela et obtenu aprés la représentation du développement mathématique
de cet algorithme. Et de méme ce dernier est applicable pour tous les systemes dynamiques
stables ou instables. Cet algorithme «des moindres carrés» a été implémenté au systéeme
électrique simple «Filtre RC».
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1. Introduction

Dans ce chapitre on présentera en premier lieu la machine a courant continu sur
laguelle on appliquera les deux méthodes d’identification des moindres carrés dans le cas
continu et discret, puis en analysera la convergence des parameétres et les signaux de sorties de
chaque algorithme pour ces deux cas. On présentera finalement les résultats pratiques pour le

cas discret.

2. Comparaison des deux cas

D’aprés I’étude réalisée dans les deux chapitres précédents on a déduit que les deux
algorithmes standards ont les mémes probléemes de convergences et présentent les mémes
solutions. D’autre part, cette étude montre que I’algorithme est applicable aux systéemes
stables ou non pour le cas continu (cas avec normalisation) et uniqguement stable pour le cas

discret.

Dans ce qui suit, on va appliquer les algorithmes standards dans les deux cas et ce pour le
systeme constitué d’une machine a courant continu alimentée par un hacheur série. On

réalisera une comparaison par simulation des deux cas.

3. Machine DC :

3.1.Définition de la machine a courant continu :

Une machine a courant continu est un convertisseur électromécanique permettant la
conversion bidirectionnelle d'énergie entre une installation électrique parcourue par un
courant continu et un dispositif mécanique selon la source d'énergie. Soit elle convertit
I’énergie électrique absorbée en énergie mécanique, on dit alors qu'elle fonctionne en moteur.
Ou bien elle convertit I’énergie mécanique recue en énergie électrique lorsqu’elle subit

I’action d’une charge entrainante. On dit alors qu’elle fonctionne en génératrice [21].

3.2 Les caractéristiques du moteur a courant continu :

La machine a courant continu (MCC) est caractérisée par une constante de vitesse, et une
pente vitesse/couple. Le courant est proportionnel a la charge ; La vitesse est proportionnelle a
la tension d’alimentation. Le moteur a courant continu sans fer ne présente pas de couple
magnétique résiduel et les agitations électromagnétiques sont dérisoires. Son rendement, qui
atteint 90%, surpasse celui des autres technologies de moteurs. Son rotor en forme de cloche
donne la possibilité d’accélerations tres importantes et d’un couple de retenue inexistant. Cela

permet d’obtenir des positionnements preécis et des vitesses faibles. Ce rotor est compose d’un

—
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stator a aimant permanent en terre rare de type Al-Nico, samarium cobalt ou néodyme fer

bore qui expliquent les caractéristiques dynamiques tres elevées [21].

3.3 Schéma équivalent du systeme

On considere une machine a courant continu a excitation séparée alimentée par un
hacheur série, voir la figure.3.1. Les paramétre de cette machine sont inconnus et peuvent
méme variés au cours du temps. Pour I’hacheur série on a opté pour un modele statique, c.-a-
d. que sa tension de sortie u, (t) est proportionnelle a son entrée de commande qui est le
rapport cyclique d, selon la relation suivante : wu,(t) =E.d ou E est la tension

d'alimentation de I’hacheur. Les parameétres de I’hacheur sont € = 1000 uF et L = 100mH.

TI‘ L Ra La Rf
¥ w=y(t) —
E — D 7~ C —— ut) Efem/l\ ( E Lt /I\ Us

Figure 3.1 la machine & courant continu avec son convertisseur.

3.4 Modélisation du systeme
Dans cette section on va établir les deux modeles pour la MCC, le modele discret et le

modéle continu.

3.4.1 modele continu
Les signaux d'entrée u(t) et de sortie y(t) pour la machine sont ici la tension u,(t)
appliquée aux bornes de I'induit ainsi que la vitesse angulaire w(t), respectivement. La mise
en équations donne :
. dig
Ua(t) = Rala + Lo 32 + Efen (3.1)

d
]d_v:zcem_fw_cr (32)

= telle que  Efer, = koW Cop = kqlg
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Par simple mise en forme, on peut en déduire les equations d'état, en choisissant
i, et w comme variables d'état :

dis, _E Re. kg
{dt_Lad Lala LaW

(3.3)
w _kay _f, 1
2w =l IwWTy CT (3.4)
Ou I'on a ajouté le modele statique du hacheur série donné pour rappel par :
u,(t) =d() +E
En dérivant (3.4) et en utilisant (3.3) on obtient aprés arrangement :
d*w  k,E = k,R, = k2 faw 1,
az "L T L T A g 59)
D’apres I’équation (3.4) On a:
k, dw f 1.
I N —C 3.6
Jl= g tyw TG (3.6)

On remplace (3.6) dans (3.5) et on obtient :

dzw__Radw_RafW_Ra oy e k2 L faw 1.
dtz La dt ] La ]La ]La ]La ] dt

Apreés arrangement, on obtient finalement I’équation suivant :

d’w f . Rg]ldw Ry f+k2 ke B, 1.: Ry
dtz []+La]dt []La ]W+ Lad jcr aCr

J JL
En posant :
( _Z ﬁ Ra]+Laf
&=t T T
Ry f+k2
Qo = JfLa
kg E
by = 7 L.
1
R
CO =2
\ J La

On peut écrire alors que :

d*w dw .
F:—alﬁ—a()W‘Fbod—Cl CT—C()CT'

(3.7)
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Pour éviter la dérivation, le modele précédent est modifié en ajoutant des deux cotés
de I’égalité précédente la quantité suivante :| A, < Ao| w, tel qu’expliquer dans le premier
chapitre :

d?w

d d : d
dt2+|:2'1 E"‘Ao]W:—al%—an-}‘bod—Cl CT_CO CT+[Ald—t+AO:|W
On arrange les termes semblables :

d2

d dw

W=(/11—a1) dt+(/10—a0)w+b0 d—Clcr—CO Cr

Apres arrangement:

w(t) = (4 —ay) (®)

s
(s24+ A1+ ) W

+(4o — ao) w(t)

1
(52 + /11 + lo)

+by d(t)

(s2+ A1+ Ap)

S .
_Cl (Sz + AIS + Ao) Cr

1
(s2+ 15+ Ag) tr 38)

+Cy

Le couple de charge Cr étant une entrée inconnue, la quantité donnée par la somme
des deux derniers termes dans (3.8) est donc une perturbation externe non mesurable et sera
donc représentée par un seul terme telle que :

w(t) =61 ¢1(t) + 62 ¢2(t) + 63 ¢3(t) + P.(0) (3.9)

En négligeant la perturbation externe P.(t) dans I'équation 3.9, le modéle paramétrique
linaire sera donc donné par :

y(®) =00 ()
Ou 8 est le vecteur paramétres donné par :

6t) =161 6, 65" =[(A—a1) (Ag—ap) (b)]"
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Et ¢(t) est le vecteur des signaux filtrés donné par :

dp@) =[d1 @2 ¢3]"

T

y(t) y(t) u(t)

S
- (Sz +/11$ +Ao)

Ou y()=w() u(t)=d(t)

Les trois filtre donné par leurs fonctions de transfert possédent le méme dénominateur
(s% + A1s + Ap), pour que ces trois filtres soient stable les deux constantes 4, , 4y sont choisis
positifs.

(Sz + /115 + Ao) (52 + /115 + Ao)

Il faut noter ici que méme si la condition d'excitation persistante est vérifiée, il est
impossible de retrouver les vrais parameétres de notre systeme; ceci est di au faite qu'il existe
un terme de perturbation dans le modele complet que I'on a négligé.

3.4.2 Modele discret

On reprend I’équation précedente (3.7) :

d’w dw
FTZRRPT:
On applique la transformer de Laplace sur cette derniere équation et on obtient :

—ayw+byd—C, Cr—C,yCr

[s?2 + ais + aglw = bod — [C1s + ColCr

bO Cls + CO c
= — r
s?2 4+ ays + ay s2+a;s+ag
bO Cls + CO

w(s) = d(s) Cr(s) (3.10)

s?2 4+ ays + ay s?2 4+ ays + ay

A partir du modéle de Laplace (3.10) on cherche a établir le modele discret (de
récurrence) en utilisant les fonctions de conversion (Laplace => TZ) connues. Pour cela on

décompose le denominateur de I'équation (3.10) de la maniére suivante :
Soit
sPta;stag=(s—A)(—2A) = s2— (N + 1)+ 1,1, (3.11)
Par identification on a :

{/11 + /12 = —aq
Mz = ag
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La résolution de I’équation du 2™ ordre (3.11) donne

IA —a1+\/_
e (A -2, =VA
Ou
llz — TA A= a12 — 4‘a0
Donc :
S+% Al+lz— 1 Az+% 1 1 /11+% /12+%
a a =— a _ a (3.12)

52+a15+a0 2.1 2.2 S—Al_ﬂ.l—ﬂ.z S—Az \/Z S—Al S—AZ

1 171 1] 213
s2+a;s+ay Als—2A; s—1, (313)

Remplacent (3.12) et (3.13) dans (3.10), on aura :

R R,
bO 1 /11 + L—Z AZ + La
wis) = \/_Z s — /11 s — /12] d(s) = \/— s—4 s — Ay Cr(s) (3.14)

On rappelle ici la transformée usuelle que I'on a utilisée :

1 TZ z
s+1 z—e M

L application de cette TZ a (3.14) nous donne :

1 TZ z
S — Al 7 — eMT
1 TZ z
s—12; z — et

D’ou la TZ de I’équation (3.14) est comme suit :

C1 (/11 +§—z)z (/12 +§—z)z

W) = [ - —Z (k) - - cr (k)
Valz —eMT  z—eh2 VA| z—eMT z — ekl
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b 1—zlet2aT — 1 —z71eMT

w(k) = — ld(k)

\/Z 1-— [eﬂz T + e/llT]Z—l + Z—Ze(/11+ﬂz)T

g, M+ gt = Ay = 5 2R Ay 4 1 + 2 e T, + 1
— . 4 a_1cr(k)
\/Z 1-— [eﬂz T + e/llT]Z—l + Z—Ze(/11+/12)T

bO [ Z—l [ellT _ e/lzT]

w(k) = VA1 —[ehT + ez 1 + Z—ze(MMz)Tl d(l)

Ry o Rq 4 a7 R, 1 AT Ry
_& Al+La Az La z e’z [11+La]+z el [AZ+La:| Cr

\/Z 1-— [eﬂzT + e/llT]Z—l + Z—Ze(/11+/12)T

bye*2T [e‘/ZT — 1] !

VA [1 — eh2T[eVAT 4 1]z71 4 z2¢~a1T

\/—+Z_1 {L ’12T[ VAT 1] + e#2T (A e VAT _ Al)}
\/Z 1 —[et2T + eMT]z71 4 z72e(M1+42)T

w(k) = ld(k)

Cr(k)

On pose que :

{ezzr [e\/ZT _ 1] =7,

ehaT [e\/ZT + 1] — Tz

-1 Ra a, \/Z= ]
boTy l o \/—+ {(L F) % - . "
-— r
VA [1 - /122‘1 + z72eaT 1— Az~ 4 z72e~1T J

w(k) =

W(k)[l — t + z_ze_alT]

b0/12 _ | /Raay VA
75 - 1d(z)——[\/_+ 1{<L—?>12—712}16r(k)

Le modele récursive de notre systeme dans le cas discret est comme suit :

A(k)w(k) = B(k)d(k) + H(k)Cr(k)

—
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Telle que :
Ak)=1+A4; z7'+ 4, z72
B(k) = By z71
-4 Raa\ o= VA=4) g
H(k) = \/Z[\/Z-I_{(La 2)'12 2 Az} z ]
Ay = —Tz
Ou: Ay =e Tl
_ boAz
Bo="%
On pose :

H(k)Cr(k) =V (k)
A(k)w(k) = B(k)d(k) + V (k) Ou V (k) est une perturbation externe non mesurable.

Ce dernier est le modele utilisé.

4. Simulation

Dans cette section nous présenteront les différents résultats de simulation de I’algorithme
des moindres carrés que l'on a appliqué a la machine a courant continu alimenté par un
hacheur série, et ce pour les deux cas de modélisation (continu / discret). L'entrée de
commande étant le rapport cyclique d(t), nous l'avons pris comme un signal carré de période

égale a 2 s et variable entre 0.4 et 0.85.

4.1Simulation de cas continu :
Dans cette partie, on présente les résultats de simulation de I'algorithme récursif des
moindres carrés avec facteur d'oubli dans le cas d'une modélisation continue. Les parametres

de réglage utilisés sont les suivant :

100 O 0 0
P~1(0) = Q(0) = [ 0 100 O ] 0(0) = \O]
0 0 100 0

A =67 Ao =30 B =2 y(0) =0
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Les résultats obtenus sont en figures Fig3.1 a Fig3.4.

300
—W
20
—We
il
0 180 |
g
; 100 ~ ~ -
o i
ik i
# | | | | | | |
0 05 1 15 2 25 3 35 4
temps s
La Figure.3.1 Sortie mesurée w et sortie estimée w, (modele).
30 T
—A0
250
O ]
<
g
D 150 -
£
g
gm -
g .
0 | | |
15 2 25 3

temps s

La Figure.3.2 Estimation du paramétre ao.
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A

parametre Al

-5011

i \ | | | |
0 05 1 15 2 25 3

temps s

La Figure.3.3 Estimation du paramétre a;

— B0

parameéetre BO

| | |
0 05 1 15 2 25 3

temps s

La Figure.3.4 Estimation du paramétre by

La Fig. 3.1 représente les deux sorties, la sortie du systéme réel et celle du modéle. De
cette figure on peut constater que les deux sorties sont trés similaires puisque la sortie du
modele suit parfaitement celle du systéme reel, donc il le suit asymptotiquement.

Les paramétres estimés (a1, ao, boy du modéle sont donnés par les trois figures Fig. 3.2,
Fig. 3.3 et Fig. 3.4. En effet, ces figures permettent de constater que les paramétres estimeés
sont bornés et qu'ils ne divergent pas.
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4.2Simulation de cas discret :

Dans cette partie, on présente les résultats de simulation de l'algorithme récursif des
moindres carrés standard dans le cas d'une modélisation discréte. Les parametres de réglage
utilisés sont les suivant :

1 0 0 0.4
P(0) = [O 1 0‘ 6(0) = [0.4‘ T, = 0.01 y(0)=0
0 0 1 0.4

Les reésultats obtenus sont en figures Fig3.5 et Fig3.6.

350
=iV
300
—We
260
200 7
i}
3 160 7 =
2
1001 =
- o
5 3
o | | | | | | |
0 05 1 15 2 25 3 a5 4
temps s
La Figure.3.5 Sortie mesurée w et sortie estimée we (modele).
' T T T
0.9
—
0.8
— A0
0.7
BO
06

=
=

parameétres A1 A0 BO
| 1

=

o
|

|

0 | | | | | | |
0 05 1 15 2 25 3 35 4

temps s

La Figure.3.6 Estimation des parameétres A4, Ay, By du modeéle discret.
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La Fig. 3.5 représente les deux sorties, la sortie du systeme réel et celle du modele. De
cette figure on peut constater que les deux sorties sont trés similaires puisque la sortie du
modele suit parfaitement celle du systeme réel, donc il le suit asymptotiquement.

Les paramétres estimés (A,, Ag, Bo)du modele discret sont donnés par la figure Fig.

3.6. En effet, cette figure permet de constater que les parametres estimés sont bornés et qu'ils

ne divergent pas.

5. Essai Pratique

Dans cette section on présentera les résultats pratiques obtenus en utilisant I'algorithme
des moindres carrés standard dans le cas d'une modélisation en discret. L'implémentation
pratique de cet algorithme est réalisée sur la carte numérique Arduino Mega. L'essai pratique
a été réalisé au Laboratoire Machine Electrique du département Automatique. Le montage
complet de I'essai et celui du branchement de la carte numérique sont donnés par les images
figure3.9 et figure3.10. Les résultats de I'essai pratique sont donnés par les figures Fig.3.7 et
Fig3.8. Ces deux derniéres figures permettent de valider le travail théorique exposé dans ce
chapitre et le chapitre 1. En effet, on peut constater en premier lieu que la sortie estimée
correspond parfaitement a la sortie réelle mesurée; et en second lieu que I'estimation pratique

des paramétres du modele est pratiquement la méme que les résultats de simulation.

% Resultats expérimentales

160 T T
: —True value

.|—Estimate

; | . : : S
120 SN L IR A i L LAY USRS SR— ) | 1] | il \ ]
\ ; ' s :

: { :
100 H fi : : l =

ao | : { it b { Ll | !

W (rad/s)

&0 : ! : -
40 3 : . : B -

0 : : : ; : b

o i I i | i i i
0 05 1 15 2 25 3 35 4

time (s)

Figure.3.7 Sortie réel du systeme et celle estimé du modele
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T T
1
05§ =
o
8 s -
[«}]
~
'_
Al _
-15H : : v —
: —Theta 1
Al 000 S A Theta 2
‘ ; ; | | ‘ —Theta 3
-25
[uf 05 1 15 2 25 3 35 4

Time (s)

Figure.3.8 Les parameétres estimés 6;, 0, et 63

Figure 3.9 Photographie de la carte Arduino
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Figure 3.10 Photographie du montage complet de I’application

6. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué I'algorithme récursif standard des moindres carrés
au systeme constitué d'une machine a courant continu alimentée par un hacheur série. En
effet, dans les deux cas de figure, continu et discret, nous avons tiré le modele paramétrique
linéaire pour ce systeme et nous avons réalisé sous Matlab/Simulink la simulation
correspondante. Les simulations réalisées ont confirmé I'étude théorique réalisee dans les
deux premiers chapitres. En plus des simulations, nous avons réalisé un essai pratique de
I'algorithme dans le cas d'une modélisation en discret. Cet essai nous a permis de valider le

travail théorique et les simulations.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéresses aux problémes d'identification des
systemes linéaires a une entrée et une sortie. Ces systemes peuvent avoir un modele
mathématique continu ou bien discret. Nous nous somme plus exactement intéressé au
probleme d'identification au sens des moindres carrés, ou nous nous sommes appliqués a

démontrer un certain nombre de propriétés reliées a ce sujet.

L’objectif de ce mémoire était la présentation de I’algorithme d’identification dit des
moindres carrés récursif dans les deux cas de modélisations. On a presenté le développement
mathématique de cet algorithme avec I’étude globale de la convergence des différents
signaux. Pour chaque type de modélisations, plusieurs versions constituant des améliorations
de I'algorithme pur ont éte présentées. Ceci nous a permis de faire une étude comparative de
I'algorithme des moindres carrés pour les deux types de modélisation. En effet, pour les deux
situations en question, cet algorithme est pratiquement le méme du point de vue de la
formulation mathématique et en nombre de versions. Cette étude montre l'avantage du cas
continu puisque l'algorithme est applicable aux systemes dynamiques stables ou instables;

alors qu'il est limité aux systémes stables pour le cas discret.

Nous avons implémenté I’algorithme des moindres carrés pur a un systeme électrique
réel constitué d'une machine a courant continu alimenté par un hacheur série et ce dans les
deux cas de modélisation. Les différentes simulations effectuées ont permis de vérifier
I’efficacité de I'algorithme des moindres carrés récursif. Nous avons aussi, dans le cas discret,
réalisé un essai pratique sur le systeme précédent avec un grand succes. De ce fait, nous

pensons avoir atteint I’objectif que nous nous étions fixés.

Ce travail pratique réalise dans ce mémoire pourrait étre complété, on l'espere, par
d'autres étudiants en rajoutant une commande adaptative de type RST. En terminant, nous

espérons que ce mémoire pourrait étre utile pour les futures générations.
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Résumé

Etude et application des algorithmes d’identification dite les moindres carres récursif
dans les deux cas de la modélisation (continue et discret), une présentation et un
développement mathématique de cette algorithme avec I’étude globale de la convergence des
différentes signaux.

Pour les deux versions de I’algorithme des moindres carrés récursif, on a realisé des
simulations sous le logiciel Matlab/Simulink pour un systeme électrique simple filtre RC et
une Machine a courant continue, afin de réaliser le test de comparaison entre les deux
versions. On a terminé avec un essai pratique de la MCC en utilisant une carte Arduino.

Les mots clés

» ldentification

» Moindres carreés récursif

» Machine a courant continue
» Carte Arduino
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