REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE.
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE.
UNIVERSITE MOULOUD MAMMERI, TIZI-OUZOU.

FACULTE DES SCIENCES
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

MEMOIRE DE MASTER II

SPECIALITE: MATHEMATIQUES
OPTION: MODELISATION MATHEMATIQUE

Méthodes asymptotiques en Electromagnétisme.

Présenté par:

AKEB Tassadit
Dirigé par:

M™¢ RAHMANTI Leila.

Devant le jury d’examen composé de:

Morsli Mohamed Professeur UMMTO  Président
Rahmani  Leila Professeur UMMTO  Rapporteur
Smaali Mannal MCA UMMTO  Examinatrice
Menguelti  Ali MAA UMMTO  Examinateur

Soutenu le: 13/10/2016.



Remerciements

Je remercie tout d’abord le bon dieu de m’avoir donné la santé, la volonté et le courage pour pouvoir
atteindre mes objectifs.

Je tiens a adresser ma profonde gratitude a ma promotrice Rahmani Letla qui m’a fait 'honneur de
diriger ce travail, qui m’a apportée son aide, sa disponibilité et qui m’a orientée tout au long de ce
travail.

Mes sinceres remerciements s’adressent aux membres de jury d’avoir examiné et évalué mon travail.

Mes remerciements s’adressent aussi a ’ensemble des enseignants du département de mathématiques et
ceux de 'université MOULOUD MAMEMRI.

Merci a tous.



Table des matieres

Table des matiéres 1
Introduction générale 2
1 Préliminaires 3
1.1 Théorie de Lax Milgram . . . . . . . . . . .. . 3
1.2 Espaces LP(Q) (1 <p<H400) . oo ittt 3
1.3 Espaces de Sobolev W™P(Q) . . . . ... 4
1.4 Espaces de Sobolev W*SP(Q) . . . . . . . 5
1.5 Courbure et formules de Frenet . . . . . . . . ... 5
1.6 Formules de Green . . . . . . . . . . . 7

2 Condition aux limites approchées pour le probleme de la diffraction d’une onde par
une couche mince de perméabilité variable 8
2.1 Probleme de diffraction avec condition aux limites de type Neumann . . . . . . ... ... 8
2.1.1 Position du probléeme . . . . . . . ... 8
2.1.2 Changement d’échelle . . . . . . . . . ... 9
2.1.3 Conditions aux limites approchées . . . . . . . . . . . . .. .. .. .. ....... 13
2.2 Probleme de diffraction avec condition aux limites de type Dirichlet . . . .. ... .. .. 16
2.2.1 Conditions aux limites approchées . . . . . . . . .. ... oL 17
3 Couches minces périodiques 18
3.1 Position du probleme . . . . . . ... 18
3.2 Condition aux limites approchée . . . . . . . . .. ... 21
3.2.1 Condition aux limites approchée pour le probléeme de Neumann . . . . . . . . . .. 24
3.2.2 Cas d’une condition aux limites de type Dirichlet . . . . . . .. .. ... ... ... 27
3.3 Estimation d’erreur . . . . . . ... L. 27
3.3.1 Formulation variationnelle du probleme (3.1) . . . . ... ... ... ... ..... 28
3.3.2 Formulation variationnelle du probleme (3.23) . . . . . . ... ... ... ... ... 29
Conclusion 36

Bibliographie 37



Introduction générale

Dans ce mémoire, nous nous intéressons au probleme de diffraction d’une onde électromagnétique par
un objet recouvert d’une couche mince. La simulation numérique de la solution d’un probléme posé sur
un domaine qui comporte une couche mince est difficile car elle nécessite une discrétisation a 1’échelle de
I’épaisseur de celle-ci. Le maillage du domaine doit étre alors tres fin, ce qui rend les calculs tres difficiles
et tres couteux. Pour contourner ces difficultés numériques, plusieurs auteurs ont proposé des modeles
approchés qui ne font pas intervenir la couche mince, mais qui rendent compte de son effet par de nouvelles
conditions aux limites, dites ”conditions approchées” ou ”conditions d’impedance”. L’identification de ces
modeles se base essentiellement sur les méthodes asymptotiques, le petit parametre pris en considération
étant ’épaisseur de la couche mince.

Parmi les travaux effectués pour le probleme de diffraction, nous pouvons citer celui de Enguist-Nedelec
[4], ou des conditions d’impedance ont été justifiées par un développement de Taylor de la solution. Ensuite,
Bendali-Lemrabet [3] ont retrouvé ces conditions grace a une analyse asymptotique du probleme.

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a ’étude faite par Habib Ammari et Chiraz Latiri-Grouz
[1] , qui concerne le probleme de diffraction par une couche mince, quand la perméabilité de celle-ci est
variable ou périodique.

Apres avoir rappelé quelques notions d’analyse fonctionnelle et de géométrie différentielle nécessaires
a la compréhension de cette étude, nous avons considéré, au chapitre 2, le probleme de la diffraction de
I’'onde électromagnétique par une couche mince de perméabilité variable. L’identification des conditions
aux limites approchées se base sur ’écriture d’'un développement asymptotique de la solution, par rapport
a ’épaisseur de la couche mince. Pour ce faire, un changement d’échelle est effectué afin de ramener le
domaine de référence a un domaine fixe.

Dans le chapitre 3, nous avons considéré le cas ou la perméabilité de la couche mince est périodique.
Avec une analyse asymptotique similaire, on a identifié des problemes approchés et donné des estimations

d’erreur entre la solution exacte et la solution approchée.



Chapitre 1

Préliminaires

L’objectif de ce chapitre est de rappeler quelques éléments d’analyse et de géométrie nécessaires pour
la compréhension des deux chapitres qui suivent. Le lecteur pourra consulter les références [7], [15] pour

plus de détails.

1.1 Théorie de Lax Milgram

Soit V' un espace de Hilbert réel muni d’un produit scalaire < .,. > dont la norme associée est notée

||.]|. Considérons une formulation variationnelle du type:

{ trouver u €V, (1.1)

a(uw) =1v) YveV.

On suppose que:

1. [ est une forme linéaire continue sur V i,e
de>0 |i(w)| < |||, YveV.

2. af(.,.) est une forme bilinéaire sur V.
3. a(.,.) continue i,e
M >0 |a(u,w)| < Mu|||v]], Yu,oeV.

4. af.,.) est coercive (ou elliptique) i,e

IB>0  |a(uu)| > Bllul* VYueV.

Sous les hypotheses énnoncées ci-dessus, le probleme (1.1) admet une unique solution.

1.2 Espaces LP(Q) (1 <p<+400)

Définition 1.2.1. Soit 2 un ouvert borné de R™.
On désigne par LP(Q2) I'espace des classes de fonctions définies et mesurables sur Q0 (pour la mesure de

Lebesgue) telles que:
/ |f(x)|Pdr < 400.
Q



On munit LP(Q2) de la norme

1/p
Il ey = [/Q\f(:c)pdac] .

L () désigne I'espace des classes de fonctions f définies, mesurables et bornées presque partout sur (2.

On note:

[ fllLoe (@) = sup ess|f(z)|.
zEQ

Théoréme 1.2.1. LP(Q) est un espace de Banach, séparable si 1 < p < 400 et réflexif si 1 < p < +o0.

Proposition 1.1. (Inégalité de Holder)
Soient f € LP(Q) et g € LYN) avec: 1 < p < +00 et % + é =1.
Alors fg € LY () et

/Q Faldz < [ Fl o 9l oo,

1.3 Espaces de Sobolev W™?(Q)

Définition 1.3.1. Soit €2 un ouvert borné de R”. Pour m € N et p > 1, on pose
WmP(Q) ={f € LP(Q); 0%f € LP(Q), |af <m},

W™P(Q) est muni de la norme

1/p

s = [ 3 /Q 0% £

la<m

Sip=2,W"P(Q) est noté H™ (). C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire:

<fvg>Hm(Q) = Z <8af>5a9>L2(Q)-
o] <m
Proposition 1.2. On suppose Q borné de classe C*. On a:
— sip<n, WhP(Q) — LI(Q),Vq € [1,p*] ou Z% = % —
~sip=mn, WP(Q) — L1(Q),Yq € [1, + 0],
~ sip>n, WHP(Q) — C(Q),

1
n

avec injections compactes.
En particulier, st n = 2, l'injection
HY(Q) — LP(Q),

est compacte Vp, 1 <p < +o0.

Théoréme 1.3.1. Soit Q un ouvert borné régulier de classe C!, on définit I'application trace 7

Y HY(Q)NCK) — L*09)

v — () = vlag,



cette application se prolonge par continuité en une application linéaire de H' dans L?(9) notée encore

7o-
En particulier, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute fonction v € H'(Q), on a

vl z2(80) < cllvlla1 @)

Ce théoreme permet de donner un sens a la valeur d’une fonction sur le bord 0f2.

1.4 Espaces de Sobolev W*?(Q)

Pour © un domaine de R, m < s <m+1et 1 <p < +oo, W*P(Q) est ’'ensemble des fonctions v

de W™P(Q) telles que
|D*v(x) — D*(y)|
W”’_ Z// ’w_y’(s m)p+d < Fo0.

laj=n

Cet espace est muni de la norme

1/
lollwer = ([015yme + 10l5ya0) "

Si p = 2, on note 'espace W*P(Q) par H*({2).

Définition 1.4.1. Soit Q un domaine Lipshitzien. L'image de H'(Q) par 'opérateur de trace 7o est
Pespace H'/2(09). On peut définir une norme sur H'/2(9Q) par

HUHH1/2(69) = Voivﬂ:fw Wz,

qui est équivalente & la norme H'/2 obtenue plus haut, adaptée a 9.

Définition 1.4.2. Le dual de H'/2(99Q) (I'ensemble des formes linéaires continues sur H'/2(98)) est
I'espace H~/2(99).

1.5 Courbure et formules de Frenet

Abscisse curviligne:

Définition 1.5.1. Soit ¥ une courbe de R? de classe C? et (I,M) une représentation paramétrique de
Y (I C R). Pour tout ¢ € I, le nombre réel

t

s(t) = [ [[M(O)]d¢,

to
est appelé abscisse curviligne du point m = M (t) avec my = M (ty) pour origine.
Remarque:
1) L’application s : I — s(I) est un homeomorphisme de classe C*.
2)L’abscisse curviligne s mesure la longueur de la courbe ¥ du point mg au point m et elle est indépendante

de la paramétrisation choisie.



3)L’application p définie de s(I) dans ¥ par p = M o s~ ! est un reparamétrage de ¥ par I’abscisse

curviligne s.

Théoréme 1.5.1. Soit ¥ une courbe paramétrée de classe C2. Le reparamétrage p = M o s~! est un C?

dp
ds

paramétrage et on a:

=1.

Courbure et rayon de courbure:

Soit (3,M) une courbe paramétrée de classe C? et p un reparamétrage de ¥ par une abscisse curviligne
s.
Définition 1.5.2. La courbe X est dite biréguliere au point m = M (t) si M'(t) et M” (t)sont linéairement

indépendants.

Définition 1.5.3. On appelle courbure au point m le nombre réel, noté

&°p
ds?

)

()= |

si X est biréguliere au point m, on appelle rayon de courbure en m l'inverse de la courbure en m. Le rayon

de courbure se note:

Formules de Frenet:
Soit (X,M) une courbe paramétrée de classe C? et biréguliere en tout point p(s) (p désignant le
paramétrage de ¥ par une abscisse curviligne s.)

On pose
7'(8) = %7

7(s) est donc un vecteur unitaire tangent & ¥ au point p(s) = M o s71(s).

On désigne par n(s) le vecteur se déduisant de 7(s) par une rotation de II/2 dans le sens direct.

En dérivant le produit scalaire ||7(s)||* = 1, on obtient

dr
7'% = 0,

11 existe alors une fonction ¢ (s) : s(I) — R telle que

i cin(s).

Par comparaison avec la définition de la courbure on déduit que

c(s) = [er(s)]-

Définition 1.5.4. La fonction c¢; est appelée courbure algébrique de .

En dérivant la relation 7(s)n(s) = 0 on obtient:



ce qui donne alors

dr

“(s) = cls)n(s),
dn
L (s) = —e(s)7(s).

Ces formules s’appellent formules de Frenet.

1.6 Formules de Green

Théoreme 1.6.1. Soit {2 un ouvert borné ou non de 'espace R", dont le bord est noté 9€2. On suppose

que le bord est régulier de classe C!, soit w € C*(2) & support borné dans le fermé Q. Alors on a

-(7)dx = /89 w(x)n;(x)ds,

ot n;(x) est la i composante de la normale extérieure unité de €2.

Corollaire 1.6.1. Soit Q un ouvert borné de classe C*, soient u et v deux fonctions de C1(Q) a support

borné dans Q. Alors elles vérifient la formule d’integration par parties

/Q u(m)aasi (z)dz = — /Q v(x)g;i (z)dx + /8 wl@yu)ni(@)ds.

Corollaire 1.6.2. Soit Q un ouvert régulier de classe C', soient u € C%(Q) et v € C!, toutes deuz a

support borné dans le fermé Q alors, elles vérifient la formule d’integration par partie

/Auvdx:—/Vqudx+/ a—uvds.
Q 0 a0 On

\ au - 8’[1,
ou Vu = ( ) est le vecteur gradient de u et $% = Vu.n.
9%i ) 1<i<N g In




Chapitre 2

Condition aux limites approchées pour
le probleme de la diffraction d’une onde
par une couche mince de perméabilité
variable

Dans ce chapitre, on s’interesse au probleme de la diffraction d’une onde électromagnétique par une
couche mince de perméabilité variable.

Pour des raisons numériques, la couche mince sera modélisée par des conditions aux limites approchées.
En d’autres termes, on construira des modeles approchés posés uniquement sur le domaine extérieur (sans

la couche mince), l'effet de celle-ci se traduira par ces nouvelles conditions.

2.1 Probleme de diffraction avec condition aux limites de type Neu-
mann

2.1.1 Position du probleme

Soit © un ouvert régulier borné de R?, de bord T = 99 de classe C*®. Soit Q) = {z €
Q tel que d(z,I') < §} le domaine occupé par la couche mince, § étant un parametre positif destiné
a tendre vers 0. Le bord de Q? est défini par 89? =T uUTly.
On note €, le complémentaire de Q dans R2.

On s’interesse au probleme de transmission suivant:

Auf + k%q (s,%) uf =0 dans Qf,
Aud + k2ul =0 dans 2,
Onud =0 sur I, (2.1)
U?|n—>0— = Ug|n—>0+7 anu?|n—>0— = anug|n—>0+a
[ u® —u™ satisfait la condition de radiation sortante.

Ce probleme représente la diffraction d’une onde électromagnétique par la couche mince Q?, ou k est



une constante strictement positive et q(s,n/d) est une fonction de la variable s et n/d. u™ désigne une

onde incidente plane.

Condition de radiation sortante: cette approche consiste a garantir I'unicité de la solution de
I’équation de Helmholtz en imposant a l'infini a la solution de ’équation de Helmhotz la condition d’onde

sortante ou de radiation de Sommereld.

lim |z| (Vu.z/|z| — iku) = 0.

|z|—

Qe

FiG. 2.1 — Le probleme avec couche mince

On souhaite remplacer l'effet de la couche mince par des conditions aux limites approchées qui
modélisent son effet. Ces conditions seront établies par une méthode basée sur un changement d’échelle

et un développement asymptotique par rapport a I’épaisseur de la couche mince 9.

2.1.2 Changement d’échelle

Coordonnées locales:

Soient S le vecteur unitaire tangent et 77 le vecteur unitaire normal, tels que:

§:<n2> et ﬁ:<n1>.

—ni n2

Les formules de Frénet qui définissent la courbure ¢(s) au point d’abscisse curviligne s sont données par:
s
ds

dn -
— noet — = S. 2.2
)i et S =cls) (22)
Expression du Laplacien en coordonnées locales:

Les formules de Frénet entrainent:

( gz > _ < (1 +n;1(8))n2 —(1 +Z§(S))n1 ) ( g; )
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L’inversion de ce dernier systeme donne:

no n
T
( o, > - (1 + nc(s)) < o, >
0o —ny On )
(14 nce(s)) "2
Le Laplacien A étant donné par I’expression:
A =07 + 83,
les dérivées secondes s’écrivent en coordonnées locales:
02 =01 (0h) = —2—0, [ —2—0, +n10, O [ —2—0; + m10,,
1 =09 1+ ne(s) 1+ ne(s) tm m 1+ ne(s) m ’
02 = 02(0s) = ——— 0, [ —— 20, +nsdy O [ 0, + nay ) -
2 2(92) 1+ ne(s) 1+ ne(s) e e 1+ ne(s) e

Ceci donne:

A= "oyt gy (0, ) 4 140 + 110,05 |+ manod [ ————2, ) + 202
T T4ne(s) [T+ne(s) T TP\ T+ ne(s) 1% s PR\ +ne(s)® n
Ep— Ty 0y (0, ) + 1B + 190,05 | — mamad (——2,) + 202

L+ne(s) [T+ne(s) ® " \1+nc(s) ” 280 2T PRI AT 4 ne(s)® 2

Don n? + n3 1 9 oo nank ninj

A= Os Os | +(ny+n3)0; + A Os+
1+ nc(s) <1 + ne(s) > (ni +n3) (1 + ne(s))? (14 ne(s))?
nan} . mng
L+ne(s) " 1T+nce(s)
En tenant compte du fait que n? +n3 = 1, n(s) = c(s)ny et nh(s) = —c(s)ny on aura
Ae—1 o (—L 5) 4 +e(sn)0 (2.3)
1 4ce(s)n P \1+c(s)n ° " e '

avec (5)

(s

c(sn) = 1+c(s)n’

Développement asymptotique:

Afin de faire une analyse asymptotique par rapport au petit parametre ¢§, il convient de faire une

dilatation de la couche mince ; lorsque ¢ varie. Avec le changement de variable y = n/d, 'opérateur 9,
1
5

1
devient —3, et 92 devient — 02 par conséquent Popérateur Laplacien (2.3) s’écrit:

627Y

1., 1 1 !
2% T 500y + sy O (1 + 5c<8>yas> ’
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ol ¢(s,n) est la courbure au point (s,n) et ¢(s) = ¢(s,0).
Nous écrivons un développement asymptotique de la solution uf dans la couche mince Qf:

ud(s,n) = ud(s,y) + 6 uf (s,y) + 6% ui(s,y) +.... (2.4)

De méme nous écrivons un développement asymptotique de ul & Uextérieur de la couche Qf:

ul(s,n) = ud(s,n) + dul(sn) + 6%u(s;n) + ... (2.5)
On a
1 1 e(s)
gc(s,éy)ay 51+ 5c(s)yay
= %c(s) [1—de(s)y + 6%yPc(s)? — 6%yPe(s)® +...] Oy,
1 1 B 1 1, 1
1+ 5c(s)yas (1 + 5c(s)ya‘9> 1+ 0c(s)y [1 + 5c(s)yas 0 <1 + 5c(s)y> 88}
B 1 [ 1 2, —0c (s)y 5 ]
T 1+de(s)y |1 +6e(s)y ° (14 6e(s)y)2 7]’
et
—0d(s)y

m@s = —6c(s)y [1 — 20¢(s)y + 3(dc(s)y)® + -] .

On injecte le développement asymptotique (2.4) de u dans le probleme (2.1) mis & 1’échelle.
On obtient:

1 1
5—28; [u,? + dut 4+ 6%ul + .. J+ gc(s,éy)ﬁy (u? + 6u} + 6%u? + .. O+

! y@s(ug+(5ul~1+52u?—|—...)<

T s /N 1 0 1 2,2
1+ dc(s) J0s (ul 4+ 0uj +%uf + ) ) +

1+ dc(s)
k%q (s,%) (uf + uj + 6%u? + .. ) =0.

En identifiant les puissances successives de d on trouve les équations suivantes:

— Termes de rang §~2:

2.0
Oyu; = 0. (2.6)
— Termes de rang §~!:
831%1 + ¢(s)0yu = 0. (2.7)

— Termes de rang 6°:

8§u? + c(s)(‘)yul1 + 8§u? + 8nc(s,0)y8yu? + qu(s,y)u? =0. (2.8)
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Pour trouver I’expression de u? , ull et de u?, on utilise la condition aux limites de type Neumann c’est
a dire 8yug(3,y)|y:_1 =0 pour j =0,1,2.
L’équation (2.6) implique
dyug (s.y) = Oyus (s, — 1),

la condition aux limites de type Neumann entraine
dyud(s, — 1) =0,
ce qui donne
Ayl (s,y) = 0.

Ceci a pour conséquence:
u? (s.y) = 3 (5,0).

L’équation (2.7) donne
O2uj (s,y) = —c(s)0yug (s,y) = 0,

et ceci signifie que

8@/“11(873/) = ayuzl(s’ - 1)'
En utilisant la condition aux limites de type Neumann, on aura
6yuil(s,y) = 8yu}(s, —-1)=0,
ce qui donne

uzl(say) = u} (8?0)'

En tenant compte de expression de ul(s,y) et celle de u}(s,y), 'équation (2.8) devient
22 _ 92,0 2 0
ayui (S7y) - _as Uy (570) —k Q(Svy)ui (870)7
on a
02 (s) = i, 1)+ [ sy = [ (~0Rud(s0) ~ Kalsal(s.0)) d

ce qui implique
Yy
0,0 (s:9) = ~(y-+ DO ~ Kul(50) [ alsa) dy.

-1

D’autre part, on a
y
u?(s,y) = u?(s,()) —|—/0 8y/u?(s,y') dy’,
donc
2 2 Y / 2. 0 / 2.0 v y " "l
u; (s,y) = u;(s,0) + A —(y +1)05u; (s,0) dy’ — k*u; (s,0) ) q(s,y") dy"dy’,

on a alors

1
ui(s,y) = uf(s,0) — 79y +2)9; 2udly—o — k* </ / (s,9/ dy”dy> u?|,=o,
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ce qui donne:

1 v o[y
uz(s,y) = —5u(y +2) 02Ul |ymo — K (/ / Q(&y”)dy”dy’) ) ly=0 + uf |y=o

!

0 ry
+ K ( / / Q(s,y")dy”dy’> g [y=o.
—1J-1

2.1.3 Conditions aux limites approchées

On utilise la technique des développements asymptotiques pour identifier des conditions aux limites
approchées sur 02 qui rendent compte de l'effet de la couche mince.L’idée consiste a approcher la
solution par son développement asymptotique qu’on tronque a un ordre donné. Les conditions vérifiées
par cette approximation sur 02 fournissent les conditions aux limites approchées qui traduiront I'effet de

la couche mince.

On définit le développement asymptotique tronqué a l'ordre j de uf par:

ud (s,n) = ud(5,y)],— w6+ 0UL (8,9 lymnss + - - + 87U (,9)|y=n/s, (2.9)

De méme on définit le développement asymptotique tronqué & I'ordre j de u par:

w9 (s,n) = ul(s,n) + dul(s,n) + ...+ 67ul(s,n). (2.10)
D’apres le probleme de transmission (2.1) on a
U?|nﬂof = u(es|nﬂ0+-
En remplacant uf|nqo_ par son développement asymptotique (2.4) on aura:

Um0+ = g (8,9)ly=0 + 01 (5,)ly=0 + 0%u7 (5,9)ly=0 + - ...
On a aussi d’apres le probleme de transmission (2.1):
8nu?|n—>0— = anug|n—>0+'
En injectant le développement asymptotique de uf dans cette derniere on obtient:

8nug‘n—>0+ = an“ﬂnéof
= O {u]noo— + 0uf|p—o- + ...}
= *3 {ud (s,9)ly=0 + 0u} (s,9)ly=0 + - ..}
= gay“i (5:9)ly=0 + 8yuz‘1(5ay)|y=0 +. (2.11)
Condition aux limites approchée d’ordre 0:
Pour obtenir une condition aux limites d’ordre 0, on tronque le développement asymptotique (2.9) de uf
a l'ordre 1:

61 _ .0 1
w; = u; +ou;.
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Donc
Ol = On(u) + Bul) = 50, + 5. (21
En y =0, on aura
Ot = fa u + dyu} = 0. (2.13)

D’apres la relation (2.11), on a:

1_ 5,0 2 _ 1
Oyu; = Opug et Oyui = Onpug,

donc
Onult = 8,ul + 8 dpul = Oyui +0 dyu?  sur 99,
~——
0
donc

Opudt = 0(8)  sur 9.

Pour obtenir la condition aux limites approchée d’ordre 0, on néglige le terme en O(J) et ceci donne alors
Apudl = 0.

Ainsi, le probleme avec condition approchée d’ordre 0 est donné par:

A~61 + k2 a ~61 =0 dans €,

~5 1
On =0 sur 0€Q, (2.14)
ﬂg’l — u™ satisfait la condition de radiation sortante.

Condition aux limites approchée d’ordre 1:

Calculons maintenant 8nuf’2 pour obtenir la condition aux limites approchée d’ordre 1:

8yu —I—ayu +00y u
0 0

Anud? = 0, (u) + ul + 6%u?) = %Oy (u) + ouj + 6%u?) =

o«.\»—‘

donc
Y

O = 60,u% = 6 <—(y + 1020 — K2l /

-1

a(sy') dy’> ;
en y = 0, on aura:

0
Onu® =6 <—3§ ?—kzu?/lq( 5,y') dy>,

0
anuf’z + 53321‘? + 5k2u? / : q(s,y) dy =0,

ceci donne

d’apres la relation (2.9) on a:
u?:ufg—éuil—éz u?

En remplagant cette derniere dans la formule précédente on aura:

0
Ol + 002 (ul? = 6 b — % u?) + 642 / ofoaf) dyf (ul? =8 ul = 8% ) =0
-1
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donc

0 0 0
anuf’2+58§uf’2—528§ }—538§u?+5k2/ q(s,y) dy'uf’2—52u%k2/ q(s,y) dy’—(53u?k2/ q(sy) dy =0,
1

soit encore 0

8nuf’2 +6 k2/ q(s,y")dy' uf’z +6 8§u?’2 = 0(52),
—1

ceci suggere I'idée de négliger le terme en O(2), on obtient donc
O u + 0k G(s) w4020 =0 swr AQ,

ou le coefficient de perméabilité magnétique effectif est donné par:

0

a(s) = / a(s.) dy. (2.15)

1
Sur 02 on a:

0 0 0
u,;, = ue — 85’“1' = 88”@7
1 1 1
u; = ue e 85”1' = 88”@7

— 2 2 _ 2
uj =u; = Osuj = Oguy.

otud? = 0% [ul + 6 ul + 6% uZ]
= afgu;m.
On, u?’Q = 0O, [u? + 4 uz1 + 62 uﬂ

= 0O, u? +9 8nul~1 + 62 9,u?

()

or, d,ud = 0 donc
8nuf’2 =4 anu% + 42 8nu12.

D’apres la relation (2.11) on a:

Alors
Onud? = dyul + 6 Byu? + 62 dyud = & Dyup + 520pu? + 330,u3.
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Donc

Opud® + 8 Kk Gud? +6 O%ud? = 6 Oul + 6%0,ul + 630u + 6 K Gul® + 6 0%ul’
= O(6%) + 5%0,u}
~——
0(8%)

= 0(6?).

D’ou on obtient:
Onul? + 0k*G(s)ud? + 602ul? = 0 sur  Of.

Ainsi, le probleme avec condition approchée d’ordre 1 dans §2. est donné par:

AT+ k2 @ =0 dans €,
O ul? + 6 K2 G(s) ud? +6 02 ud® =0 sur 0, (2.16)
aﬁﬂ —u™  satisfait la condition de radiation sortante.

2.2 Probleme de diffraction avec condition aux limites de type Diri-
chlet

D’une fagon similaire au probleme de diffraction avec condition de Neumann, on peut identifier des
conditions aux limites approchées pour le probléeme de transmission, avec condition de Dirichlet.

Ainsi, on considere le probleme (2.1), mais avec la condition uf =0 sur I'y. Un raisonnement analogue
a celui de la section précédente permet de trouver l'expression des premiers termes du développement
asymptotique de la solution du probléme mis a 1’échelle.

On obtient alors les problémes résolus par uY, u} et u?, en utilisant les formules (2.6),(2.7) et (2.8).

7

D’apres la formule (2.6) on a:
8§u?(s,y) =0,

ceci signifie que
8yug(s,y) = 8yu?(3,0).
On a y
o) = s =+ [ o) a
donc y
ug(s,y) =0 —l—/ 3yu?(s,0)dy’,

—1

ce qui donne
ug(s,) = (y + 1) 9yus(s,0). (2.17)

D’apres 'équation (2.7) on a
O2uj (s,y) = —c(s) Dyui(s,y),
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en remplagant I'expression de u) dans cette derniere on obtient

8§ui1(s,y) = —c(s) 8yu?(s,0),

on a y

Ayui (s,y) = Oyul(s,0) +/0 agluzl(s,y')dy’,
donc ”

@u}(s,y) = ayuil(s,O) +/ —c(s) 8yug(s,0)dy’,
0

ce qui donne

8yui1(s,y) = Gyu%(s,O) —c(s)y 8yu?(8,0). (2.18)
On a y

wllow) = ut(s.~ 0+ [ Dyul(sal)ay

—1

donc

ultow) = [ " (0,ul(5.0) — c(s)y B,ul(5.0)) dy/,

-1

ce qui donne
c(s)

9 (—y* + 1) ayu?‘yzo- (2.19)

ui (s,y) = (y +1) Oy (s.9)ly=o0 +
D’apres 'équation (2.8) on a
Oyu(sy) = —c(8)yu; (s,y) — 02wl (5,y) — Onc(5,0) y Dyu (s.y) — k? a(s,) uf (s,9),
on injecte les formules (2.17) et (2.18) dans cette derniere équation, on obtient

8§u?(s,y): — ¢(s){0yu}(s,0) — c(s)y yud(s,0)} — 02(y + 1) dyul(s,0)
— O c(5,0) y Oy — K? q(s,y) (y+ 1) 9y u)(s,0),

d’ou

ui(sy) = — (y+1) B20yul(s,y)ly=0 — c(5)dy u; (s,y)y=0 + (s) y Iy ) (5,9)ly=o0
— 90 c(s,0) y Oyud — K q(s,) (y+1) 9y u(5,9)]y=0- (2:20)
2.2.1 Conditions aux limites approchées

Pour obtenir la condition aux limites approchée d’ordre deux, on tronque le développement asympto-

tique de u? a Pordre 2. Celle ci s’écrit alors

(1 + 5c(s)> 002 + 00,107 + g {—agzagﬂ — Clc?(s) — Ope(s,0) — k2q(s)) agﬁ} =0,

[\)

ou

i6)==3 [ ([ aar + 0y Yy +3 [ atsato+ i (221)

-1 -1 -1



Chapitre 3

Couches minces périodiques

L’objectif de ce chapitre est de construire des conditions aux limites approchées qui prendront compte
l’effet de la couche mince dans le cas ou la perméabilité magnétique de celle ci est périodique sur la

diffraction d’une onde électromagnétique.

3.1 Position du probleme

Soit donc € un ouvert borné régulier de R?, son bord 99 de classe C*°. Soit § un parametre destiné
a tendre vers zéro, et qui décrit I’épaisseur de la couche mince. fo = 00 x| — 6,0 et Q¢ le complémentaire
de Q dans R2.

On consideére le probléme de transmission suivant:

( Auf + k%q (s,g,%) u? =0 dans Qf,
Aud + k2ul =0 dans €,
Opud =0 sur o, (3.1)
uzé|n—>0— = Ug‘n—ﬂ—&-v 8nuz§|n—>0— = anug|n—>0+a

[ wd —u™  satisfait la condition de radiation sortante.

e

Ou le coefficient de perméabilité magnétique ¢ est périodique en la variable s/ de période un et égal
a 1 a 'extérieur de la couche Q?.

L’expression du Laplacien en coordonnées locales (s,n):

o 1 \
=13 C(S)nas (1 n c(s)nas> + 05 + c(s,n) 0y, (3.2)

avec )
1+ c(s)n’

En effectuant le changement de variable z = s/4, on aura

c(s,;n) =

5 j_ﬁvg@ 8vgd7:n 3@{@
Ui T 9s ds | oz ds Oy ds’

18
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ceci donne: ) ,

8vf- 1 (%Zj-

=3+
Oy 0 Ox

L’expression du Laplacien (3.2) avec ce changement de variale devient alors:

1 1 1 1 1 g2 1
A= T+ c(o)n <3S + 5@) <1 e <85 + 5@;)) + 628?42 +C(S,n)58n,

ce qui donne en regroupant les mémes puissances de §:

L R I A 1 1
6 [(1+ 50(8)3/)28:’3 i ay] "3 [(1 + 5c(s)y)28””65 1T 5c(s)yas (1 + 6c(s)yam> " C(S’dy)ay}

1 1
T + (50(8)1;88 (1 + 5c(s)yas> ’ (3:3)

On écrit le développement asymptotique de uf dans Qf comme suit:
) _ .0 1 2,2
ug (s,n) = u; (s,2,y) + ou; (s,x,y) + 6°ui (s,xy) + ..., (3.4)

avec x = s/d,y =n/d et uf est périodique en la variable x = s/ de période 1 pour tout entier naturel j.

De méme on écrit le développement asymptotique de ug a extérieur de la couche mince périodique
ul(s,n) = ul(s,n) + dul(sn) + 6%u(s;n) + ...

On pose
1

v (s,n) = ul(s,n) — ul(s,1)|n=o. (3.5)

Le développement asymptotique de ’U? (s,n) s’écrit
5 _ .0 1 2, 2
Ui (8,71) =1 (Saxﬂ) + 5vi (s,x,y) +9 Ui (S,I',y) +. (3'6)

avec y =n/d.

Le développement asymptotique de ug s’écrit:

ug(5,m)ln—0 = ug(5,1)ln=0 + dutg (5,7) |0 + - .. (3.7)
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On applique 'opérateur Laplacien & Uf dans la couche mince Qf:

7 7

Avl(sn) = A[“(S(s’m_ug(s’n)‘n:o}

= Afuf] A fub(sn)lmo)

(
= k% (55,5 ) ud = (02 + 02) [ud (5. o
(

0
donc
Av(sn) = —kq (.55 ) ul = OZul(s:0)]uo. (3.8)
On injecte les développements asymptotiques (3.4) ,(3.6) et (3.7) dans (3.8)
A [v?(s,x,y) + v} (s,2,) + .. ] = — k% (s,g,%) (u?(s,x,y) + oul(s,x,y) + .. )

92 [ud(s,n)[n=0 + dul(s,1) =0 + - ..] -

En identifiant les puissances successives de § on obtient:

— Termes de rang 62

(07 + 9;)v) = 0. (3.9)
— Termes de rang 6~
(07 + 9;)v; =0. (3.10)
— Termes de rang §°:
(9% + 85)1)1-2 = —0%ul(5,n) |ln=0 — k*q(s,2,y)ul. (3.11)
On a 'équation (3.9) avec les conditions aux limites en y =0 et y = —1:
Ay =0,
v9(s,2,0) = 0, (3.12)

anv?(s,m, —-1)=0,

d’apres Lax-Milgram on a existence et unicité de la solution UZQ et comme on a la solution 0 vérifie le

probleme (3.12), on déduit alors que v = 0.
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De méme, I’équation (3.10) avec les conditions aux limites en y =0 et y = —1:
Ay vl =0,
v} (s,2,0) = 0, (3.13)

6nvil(sa$7 - 1) = 07

1

d’aprés Lax-Milgram on a existence et unicité de la solution v;, comme on a la solution 0 vérifie le

probleme (3.13) on déduit que v} = 0.

Du fait que fu? = 0 donc

u?(san) - ug(svn)|n=0 =0,

ceci donne
ug (5,n) = ud(s,1)|n=0.

L’équation (3.11) devient alors:

(02 + 92)v} = —02ud(s,n)|n=0 — k* q(s,2,y) ul(5,1)|n=0. (3.14)

3.2 Condition aux limites approchée

On définit ﬂg (s,y) comme la moyenne par rapport a la variable x de la fonction UZ (s,x,y)

) 1
&?(s,y)—/ ug(s,x,y)dx.
0

On définit le développement asymptotique tronqué a I'ordre j de ﬁf’j et de ug’j comme suit:

@ (s,y) = @) (s,y) + 0} (s,y) + ... + 8@l (s,y), (3.15)
ug’j(s,n) = ug(s,n) + 5ué(s,n) + ...+ 6jug(s,n). (3.16)

Nous allons maintenant écrire des conditions aux limites approchées d’ordre 0 et d’ordre 1 pour le

. . 5,5 . 5,5 (e
probleme (3.1), pour cela nous écrivons 0,4;” (s,y)|y—0 en fonction de @;”’|,—o et de ses dérivées par

rapport a la variable tangentielle s.

On exploite I’équation (3.9) qui est donnée par
(02 + 0)v) (s,2,y) = 0,

ceci donne
(ﬁu?(s,x,y) — 8§u2(s,n)\n:0 + agu?(s,x,y) — 8§ug(s,n)|n:0 =0,
ce qui implique donc

Oy (s..y) + Oy (s,2.,) = 0.
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En prenant la moyenne par rapport a x dans cette derniére équation, on obtient

/6208x,y dw—i—/ sx,yd =0,
0

1
Baug (5,1,) — 02 (5,0,y) + aj/ ud(s,z,y)dx = 0.
0

ceci donne

Par hypothese u? est périodique par rapport a x de période égale a 1 alors de méme 8xu? est périodique

en x de période égale a 1. Alors on déduit que:
aﬂﬁug(svlay) = alug(svoay)’

ce qui donne
1
82/ O(s,x,y) dx =0,
0
ie
o1 (s,y) = 0. (3.17)
En utilisant la condition aux limites
@,v?(s,x,y) =0 pour y=-1,
on aura
%u?(s,m, —-1) - ayug(s,n)\nzo =0,

et ceci implique
%u?(s,:r, —1)=0,

en prenant la moyenne par rapport a z dans cette derniere équation, on obtient

9yd(s,—1) =0,
L’équation (3.17)

02a) (s,y) = 0,
signifie que
8yﬂ?(s,y) = 81/[‘?(3: - 1) = 07 (318)

ceci donne

By (5,y)]y=0 = 0. (3.19)
D’apres 'équation (3.10) on a

(02 + 05)vi (s,2,y) =0,

ceci implique
82 1(3 xy) — 8§u}3(s,n)\n:o + 82 J(s,xy) — 82 -(8,n)|n=0 =0,

ceci donne
2 1 2 1 _
aa:ui (S’$ay) + ayui (S,l’,y) =0.
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En prenant la moyenne par rapport a x dans cette derniére équation, on obtient

1 1
| eulap dos [ Bul(say) do=o.
0 0

ce qui donne

1
Oauj (5,1,) — Oz (s,0,y) + 33/ u; (s,2,y) dr = 0.
0

Par hypothese ull est périodique par rapport a x de période égale a 1 alors de méme c%uil est périodique

en x de période égale a 1, on déduit alors
ce qui implique

1

85/ ul(s,x,y) dx = 0.

0
ie

92} (sy) = 0. (3.20)
D’apres la condition aux limites

%v}(s,x,y) =0 poury=-—1,
on déduit que
%u%(s,x, -1) - ayui(s,n)\n:o =0,

ceci implique
Oyui (s,x, — 1) = 0,

on prend la moyenne par rapport a  dans cette derniére équation

1
/ Gyu}(s,x, —1)dz =0,
0
ceci donne .
8y/ ul(s,x, — 1)dz = 0,
0
ie
dyiiy (s, —1) = 0.

L’équation (3.20) signifie que
Oy} (s,y) = Oy} (s, — 1) = 0, (3.21)

ce qui donne
0yt; (5:y)|y=0 = 0. (3.22)
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3.2.1 Condition aux limites approchée pour le probleme de Neumann

Condition aux limites approchée d’ordre 0:

1
0,120 = 0,1 = SOy
En y =0,
5,0 Lo o
anui (Say)‘f’J:O = 5 ay“z‘ (Say)|y=0 =0,
ie:
8n11?’0(s,y) =0 sur Of.
A’ = 0l = Jyu} =0 sur 0f2.
1
Bt = 0, (@) + oa}) = 5 By (@ + 6 u}) = ) @ + 0, @}
En y =0, .
Ot = 50 @0l y=0 + 9y i} |y=0 = 0,

on obtient donc
Ont ~51 =0 sur 052,

Al = 9, (uf + dul) = 8,ul + s0,ul = Oyu; + 60 ui = 0yu3,

donc

DSt = 69,u? = O(5).

Ceci suggere l'idée de négliger le terme O(d) pour obtenir une condition aux limites approchée d’ordre 0.
Cette condition s’écrit alors
oSt =0 sur 0€2.

Ainsi, le probleme avec condition aux limites approchée d’ordre 0 est donné par:

APt + kAl =0 dans €.,
Bt =0 et 9,a2° =0 sur 092, (3.23)
%l — ™ gatisfait la condition de radiation sortante.

Condition aux limites approchée d’ordre 1:

On rappelle ’équation (3.14)
(02 + 0;)0} = —03ud(s,n)[n=0 — k* q(s,2,y) ug(s,n)|n=o0-
Pour obtenir la condition aux limites approchée d’ordre 2, on prend la moyenne par rapport a x dans
I'équation (3.14)
0

/ (s,x,y)dx +/ 8 v (s,x,y)dx = /_01 ( 82 (s n)|n= 0) dw—l—/ (—k2 q(s,z,y) ug(s,n)|n:0) ,

-1



ceci donne:

0 0
8301}2-2(8, -1y — 8xvi2(s,0,y) + 85/ vf(s,x,y)d:p = —Bfug(s,n)]nzo iy </
-1
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Q(37x7y>dx> u2<san) ‘n:Ov

or on a v? est périodique en = de période égale a 1 ce qui implique que axvf est de période égale a 1 donc

833”1'2(8’ - 173/) = a:ﬂvz?(saovy)v

ce qui donne:
0

22 (s,y) = — 0P (5| — K ( /

q(s,x,wdx) w0 (5.1) 0.
—1

Par ailleurs on a
Vi (s,2,y) = ui (s,2,y) — ud(s,m)|n=o,
ceci entraine
8§vg(s,x,y) = 8Zu?(s,:r,y) - 8§ug(s,n)]n:0,
donc
aivf(s,a:,y) = 8§u$(s,x,y).

En prenant la moyenne par rapport a x dans cette derniére on aura:

0 0
/ 0202 (s,0,9)d = / 022 (s,2.)d,
—1 —1
ceci donne
0 0
% [ eagdo =5 [ s,
-1 —1

on obtient alors
8561(37y) - azﬁf(svy)a

du colt on aura:

0
05&?(3,;,) = 851712(3 y) = —agug(s,n)\nzo — k2 </_1 q(s,x,y)dw) ug(s,n)|n:0.

Calculons maintenant:

0,007 = 8, (@) + oa) + 6%a?)

)

(@) + ou; + 6*a?)

SN

1
= 20, + Oyu; + 00y,

(o9

En y = 0, on aura:

~0,2 ~2
Opti,” = 00yus,

grace a (3.24) on obtient:

0 0
Onid? = 5 (—azuS(s,n)\no e ( / / q(s,x,wdxdy) u2<s,n>\n0) .
-1J-1

(3.24)



On aura donc:
Ontil? + 602u0(s,1) lneo + 0k2G(s)ul(s,0)lno = 0 sur 9,

ou le coefficient de perméabilité magnétique est donné par:
0 r1
= / / q(s,z,y)dzdy.
-1Jo

@ (5.y)|y=0 = ug(s,n)|n=o0,

En tenant compte de I'identité:

on aura alors:
8na?’2 + 8020 + 0k*G(s)a) =0 sur 9Q.
On tronque le développement asymptotique (3.15) de uf a lordre 2, on aura:

ap? = ad + oal +

2~2
i 1) Uy,

ceci nous donne:

~0 _ ~6,2 ~1 2.~2
Uy = u; " — ou; — 67Uy .

En injectant cette derniere dans (3.25), on aura:
8 ~(52 +562 _5121 _52{22 +5k2~ ~02  o~1  ¢2~2\ _
i i q(s) ( a; ou; —o%u; ) =0,
ceci donne:
0% + 00200% — 52070} — 630207 + 0k*G(s)al? — 2k2G(s)a} — 0°k2G(s)u? = 0,
soit encore:
O til? + 602002 + 6k G(s)a>? = 0(8?),
on a d’apres le probleme de transmission (3.1):
Onid? = 9ul+ 00,ul + 620,u?
= Oyu; + 00yu? + 6*0yu
= 60nu) + 6%0u? + 530,13,
on aussi sur 0€):
0s>% = 9+ 00.ul + 520,u>
= Osul + 505u} + 620su?
— 0@ ~52
donc

O d? + 8 9200% + 0K2G(s)ad® = 60nul + 620,07 + 630,u + 602002 + 5k2G(s)ud?
= 0,007 + 8300} + 602007 + ok3G(s)al”
= 0(6%) + 803
= 0(?).

26

(3.25)
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En négligeant le terme en O(62), on obtient:
Ontid? + 0k%G(s)ud? + 69%ud? =0 sur 9Q. (3.26)

Par conséquent le probleme avec condition approchée d’ordre 1 est donné par:

Aﬁg’Q + kzﬁg’Q =0 dans €.,
0102 + 6k2G(s)ad” + 583&2’2 =0 sur 0f), (3.27)
452 — u™  satisfait la condition de radiation sortante.

3.2.2 Cas d’une condition aux limites de type Dirichlet

Des calculs semblables dans le cas des conditions de Dirichlet permettront d’écrire des conditions aux
limites approchées d’ordre 0,1 et 2 suivantes:

— Condition aux limites approchées d’ordre 0
a0 = 0.
— Condition aux limites approchées d’ordre 1

<1+34Q)@2+58M@1:a

— Condition aux limites approchées d’ordre 2

2 1
(1+5ete)) a2 oo a2+ 5 fot a2 = (1309 - duclo0) + 2008 ) 222} =,

6@)=—3/1{/iQQMXM+4ﬁw}dy+3/jﬂ&mw+lﬂy

3.3 Estimation d’erreur

Dans cette section, nous essayons d’estimer P’erreur entre la solution du probléme initial u et les
. R P 5,1 . 1oz c s -6
solutions des problemes approchés a2” et @2'. En d’autres termes, il s’agit d’évaluer les différences u® T

et u® — @2" en norme H'. Soient QF et Q? deux domaines définis par:
QFf = q.n{|z| < R}, QF =0Fuluan,

ol R désigne un réel positif assez grand.
Soient (7,0) un systeme de coordonnées polaires associé a une origine O € Q;, ou r = |z|, Sg = {r = R}

est le cercle de rayon R et de centre O.
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FiG. 3.1 — Le domaine tronqué.

On note
u! dans I,

u® dans Q..

Définition 3.1. On définit 'opérateur électromagnétique extérieur comme suit:

{ Tgr: HI/Q(SR) — H_I/Q(SR)

ulsy > Onulsy

ott u est solution de 1’équation de Helmholtz (A + k?)u = 0 (plus la condition de radiation sortante) dans

le domaine extérieur {|z| > R}.

Lemme 3.1. L’opérateur Ty est continu de Tr : H'/?(Sg) — H~'/2(Sg) Il vérifie les inégalités sui-

vantes :

lulf2gs, < —Re(Tru@) < [[ullfpzggy:

0 <Im(Trua) < kflull72(s,)-

Ot (,) le crochet de dualité H='/?(sp),H?(sR).

3.3.1 Formulation variationnelle du probléeme (3.1)

On multiplie la premiere et la deuxieme équation du probléme (3.1) par une fonction test u* € H 1((25R)

avec
u! dans QF,
ut dans Q9

et puis on integre sur Qf:

Aulut +/ k2P udut —I—/ Aulut + k:2ugu£ =0,
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en appliquant la formule de Green (formule d’integration par partie), on aura:

sn
- VulVul + Apulul + k:2/ q (s,g,g) ulul — VulVul + Opulul + k:2/ udul =0,
Q2 002 Q2 QF ok QR
ceci donne
VW vut — k? q (s u ul + Vu5Vu — Opudul — k2 wul =0
4 7 n>e e e e ’
Q0 Q0 Sk QF
d’ou
/ VulVaul — /#/ q (s,f,ﬁ) wbul +/ Vul vl — <TR( o) u > - k:Q/ wbul =0,
2 ap N 00 on
on obtient
o VulVul — k2 /QR ulul — <TR(u2),ué> + /Qa VulVul — k? /Qé Pulul = (fmub), (3.28)

si on pose
¢ =q(s,5/6m)8) et f"=Tru™) - du™ |g, .

Changement d’échelle:

Pour toute fonction u; € Q on note 4;(y) = u;(y), pour tout y €] — 1,0[, on écrit:

0 0
VulVul = (5/ / (14 6yc(s)) ™ 9, 42 9, 4t dyds + 61 / / (14 dyc(s)) 9, a0 Dtk dyds,
Q9 o0 J-1 o0 J-1

0
/ qufu§ = (5/ / (14 dyc(s)) q (s,f,y) ﬁf@sﬁf dyds,
a2 o0 J -1 0

donc ’équation variationnelle (3.28) devient:

et

VulVul — k? / ul g—<TR +5 / / 1+ dye(s))t Bs000,0it dyds
Qs 09
+ 0 / / (14 dyc(s)) 9,10yt 5k2/ / (14 dyc(s)) q (s 7,y> 024!
00 00 J-1 "6
(3.29)
— ().

La formulation variationnelle (3.29) admet une unique solution (ud,a!) € H'(QF) x H'(] — 1,0[x09Q) telle

que ug ln=0= af |ly=0 et 8nug ln=0= (581}72;5 ly=0 -

3.3.2 Formulation variationnelle du probleme (3.23)

Soit u! € H'(QF) une fonction test. On multiplie la premiére équation du probléeme (3.23) par la

fonction test u! et on integre sur QF:

o Audul + /QR E*ulul =0,
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on applique la formule de Green (la formule d’integration par partie):

- VulVul + Onudul + / E*ulul =0,
BOR QR

QF
ceci donne
— VugVui —i—/ TR(ug)ui + kz/ ﬁgué =0,
QF SR QF
soit donc
vu, € H'(Q), - V oul.V oug — K /Q e e — (Tr(ug)ue) = (F"ug), (3.30)

I’équation variationnelle (3.30) admet une unique solution, on note u? cette solution.

La fonction ﬂ? est donnée par

0

a;(s,y) = ug(s,n)\nzo y €] —1,0[. (3.31)

Théoréme 3.3.1. Il existe deux constantes strictement positives dp et C' tel que pour tout ¢ €]0,0¢], nous

avons l’estimation d’erreur suivante:
1) ~5 ~
48 — ulll ey + 188 — 00 1 (1 0,22(00)) < C/2. (3.32)

Pour pouvoir prouver I'estimation (3.32), on aura besoin du théoreme de stabilité suivant, qui a été

donné et démontré dans [3].
)

A /\t 7
On notera par a(a,4}) la forme donnée par

(i) = [ Vvl [ utul - (Te(uf) at)
s o
0
L5 / / (14 Sye(s)) ! 0,000,4! dyds
o J—-1

0 0
+ &t / / (1 + oyc(s)) ayafaya;? — 5k2/ / (1+ dyc(s)) q <3,§,y> ﬂfﬁf
o J-1 o J—1

Théoréme 3.3.2. Soit Ls une famille de formes linéaires sur X satisfaisant
Lsat] < 16) {82 9ul]) + 57129t + ut]}
alors il existe une constante ¢ indépendante de d; & > 0 telle que la solution us du probléme variationnel

ali i) = Ly,

satisfait
42| < cl(d),

ot [(9) est une fonction de 6 > 0 peut ne pas étre bornée quand ¢ tend vers 0.
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Démonstration. du théoreme 3.5.1

On évalue la différence entre les équations variationnelles (3.29) et (3.30)

V(ud — ul). Vut — kQ/ (ud — uQ)ul — (TR(U —ul —i—5/ / (14 dyc(s)) Lasu00,0t dyds
QR 89

0 0
+671 / / (14 dyc(s))dyuldy,al — (5k:2/ / (14 oyc(s))g (s,iy) alal = 0.
o0 J-1 o9 0

/ V(1 —u?). V! —k2/ (ud —ud)u! —(TR(u —ul +5/ / (14 dyc(s)) 10y (0 — 1) dstit dyds
QR QR o9

0 0
w7 [ s, —o,iail — ot [ [ (1 dyel)a (s.5) il =
o0 J-1 o J-1
0 0
—5/ / (1 + dyc(s)) " tosad dyal dyds—é_l/ / (14 dyc(s))0,ad 0, it
o0 J -1 o0 J -1

/ / (1 + Gye(s) / a(s,,9)da(@l — )it =
o0
0
| suets) / (s it~ [ / (1 + bye(s) / a(s,0.9)dz 00+
onJ-1 0 o0

0
/ / (1 + oyc(s))q(s,z,y)u f P / / (14 dyc(s))q(s, xay)az iy,
o0 J—-1 o0
ceci implique

0
/ / (14 dyc(s))q(s,z,y) il f:/ / (14 dyc(s) / q(s,z.y)de(a) — 0f)a
o0 J-1 o0

QR

SO

Ce qui permet d’avoir:

/ V(ug—ug).Vué—kZ/ (ud —ul)ul —(TR(u —u? +5/ / (14 6yc(s)) L0y (0 — 1) Dttt dyds
QF QF o9

0 1
ot [ / L bye()0, (@]~ 99, i~ ok [ [ (4 uels) [ alsapds(al - )il
o0 o J-1 0
0
:5/ / (1 + dyc(s))~1os0? O ut dyds
onJ-1

e /(99/_()1(1+5yc(8)) [(/q(s,az,y)dm) —q(s,z,yﬂ( il + ok /m/ g(s,2y)i0dl. (3.33)
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En d’autres termes, on obtient

0
Lstt = 5/ / (1+ 5yc(s))_1837l? 8y12§ dyds + 5k2/ / (s,z,y)0 ? L
15)9)

Par hypothese, la fonction ¢(s,s/d,y) est uniformément bornée en ¢, ce qui permet de déduire

‘// (1 4 dyc(s) 8sﬁ?8ya§dyds+6k2// a(s,2.,y)0] 4
o0

avec

< 010583 || > ey 1|0 ff!m aﬂ) i1l 2200 1191 L2 00
= {5H6 “th(aQ (ag)} (3.34)
On a
) = kw0 +1/5 [ ity
1 v
= ﬂi(x,O)—l—/ 8yﬁ§dy,
5 Jo
donc
At . LY At
‘ul(x,y)‘ < |ue(1"50)’ +5/0 |ayuz}dya
0
/ |il(zy)|* < c/ az(x,O)\2+l2/ / |0,
o0 o0 0% Jaq J -1
0 9 1 0 9
// lit(ey)]® < c/ it (2.0)| +2/ / 10| dyd,
—1J0Q o0 5 oNJ—-1
0 y ) 1/2 . 1 0 . 1/2
N e L T S O L B
0 ) 1/2 1 0 ) 1/2
(/1/69\@@,;,)\) < |\ag(x,0)HH1(Q§)+5(/m/l;ayag\ dydm) |

En multipliant par ¢ cette derniere inégalité, on obtient:

0 ) 1/2
litlimom + ([ [ 1oyl i)
o0 J—1
0 1/2
c||ﬂt6||H1(Q§c)+</ / |3yﬂﬂ2dydx> .
o0 J—1

1/2 1/2
< 51/2 61/2 (/ / ‘a At 2) +6 1/2 </ / |8yAt 2)
N o0

En appliquant le théoreme de stabilité 3.5.2, on aboutit a ’estimation

IN

|

IA

Ceci entralne

+’HaZH}F(Q§)}-

5 5
48 — ulll gy + 188 — 0011 (—1,0,22(00)) < CY/2.
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A présent on va estimer la quantité u® — @' dans I'espace H'(—1,0; L%(9S2)), on écrit alors la formu-

lation variationnelle du probléme suivant
Aul 4+ k2ud =0 sur 0€).
Soit ul € H'(QF) une fonction test

o Aulul + /QR Eulul =0,
e

on applique la formule de Green (la formule d’integration par partie):

= o VulVul + . Onpulul + /QR Eulul =0,

— vu;vug+/ Tr(ub)ut +k2/ alul =0,
of Sk QF

ceci donne
vul € HY(QD), V ul Vol k> / ul ul —<TR(ui),uz>/ 92 (5,n)|n=0
QR QR 80
k2/ </ / 5,2,y dmdy) 9(5,n)|n=0- (3.35)
o0
Théoreme 3.3.3. La paire
ud — (ul + oul) @ — (a9 + oa})

L ! 3.36
e e (3.36)

converge fortement vers (0,0) dans H'(QF) x H1(—1,0; L2(9Q))
Démonstration. Soient u! € H'(Q) une fonction test vérifiant ul|,—o = i’ et
Ui (s,y) = aﬂy=0-
On introduit les quantités ud — (v + dul), 4¢ — (a9 + é6a}) dans I'équation variationnelle 3.29 , on obtient

V(ug — ug — 5ué).Vué — k2/ (ug — ug — (5u;)u’é — (TR(ug — ug — 5ui))
QR R

e

0
- 5/ / (1+5yc(s))*1as(a;5—ag — §a})dsttdyds
oN
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0
+6 <TR(ué),ué> + 5/69 / 1(1 + (Syc(s))*las(ﬁ;-S — 11?)88712 dyds
0
—52/ / (1 + dyc(s)) " Lostt Ol dyds + 5%2/ / (1 + dyc(s))q(s ,g,y)(ué — a})ut dyds
onNJ-1

0
+0k? /89 / 1(1 + dyc(s))q (s,%,y) adal dyds = 0.

En utilisant I’équation variationnelle (3.35), on obtient:

V(ud —ul — dul).Vul — k‘z/ (ud — u? — dul). Vul — (Tr(ué — ul — sul)) +
QR QR

0
6/ / (14 dye(s)) 105 (0 — 4 — 60})dsttdyds
N J—
—(5k2/ / 14 dye(s))q(s, =) (@ — @) — da})dy ds
90 5
= 5/ / (1 + dyce(s)) " 1os0d0,utdyds — 5/ O2ul(s,n) |n=o ul
o J—-1

—0k? /aQ /01(1+5yc(s)) (s ,5,y)a atdy ds + o0k? /m/ / (s,2,y)dzdy)ul(s,n) |n—o ul

+(52/ / (1 + Syc(s)) o5t dstildy ds.
o J—1

/ / < ,y) al 4t dyds.
o0

On a ¢ (s,s/0,y) converge faiblement vers / q(s,x,y)dz dans L2, ﬁ? converge fortement vers @) et du fait
0

Etudions le terme:

que u|,—o = 1%]y—o on aura

0 1
/ / ( s, ,y> u ol dyds — / [/ q(s,z,y) dﬂsdy] (s n) |n=ottt ds
o0 o0 1J0
/ / ,y) —ul(5,1)|n= 0} i dyds.
oN

Calculons H[u —u] tHLQ,

2 2
§ . 5 " 5 5
o2 =] ], = [ 168 = o2ay? < a8 = 2], a2 < [fod =], D020
On a H' < L* on aura donc
aw —ul| < Cllad —ul o

D’apres l'estimation (3.32)

4 —u? — 0 quand & — 0,

ce qui donne

,—0 fortement dans H*,



35

et puisque H(ﬂf)ZH 4 ne dépend pas de ¢ on aura alors

5 0] At
H {u, B ue] Yill 1o

et donc

converge fortement vers 0 dans L2.
Par ailleurs, on montre que les autres termes convergent vers 0, en utilisant le théoreme de stabilité

démontré dans [3]. D’ou la paire (3.36) converge fortement vers (0,0).

q (s,g,y) - /01 q(s,zy) dz =0,

On a la quantité

btient
on obtien wl — (u + dul) 18— (a0 + &al)
e e e + i i % < 651/2,
) 5 =
ceci donne )
5 (’ ud — (u) + dup) ‘ + e — (@ +5a})”) < e\,

ce qui implique

Jud =l + o + [[af — (@9 + o0l | < 62,

ce qui donne une approximation meilleure

|

ug — (ug + (5ué)

+]

al — (af +5a})H < 532,



Conclusion

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a ’étude faite par Habib Ammari et Chiraz LATIR-
GROUZ [1] et qui concerne la modélisation asymptotique d’un probleme de diffraction d’une onde
électromagnétique par une couche mince de perméabilité variable ou périodique. Des conditions aux
limites approchées ont été justifiées, traduisant ainsi 'effet de cette couche sur la diffraction de I'onde.
La méthode utilisée peut s’appliquer a d’autres modeles (Maxwell par exemple ) ou a d’autres géométries

(couche avec coin,...).

36
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