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Introduction générale

La notion de presque automorphie a été introduite dans la littérature par S.Bochner il ya
une cinquantaine d’années comme une généralisation de la presque périodicité classique au
sens de Bohr. Dans cette derniere décennie plusieurs auteurs H.S.Ding,J.A.Goldstien,T.J.Xiao,
N’Guérékata,J.Zhang et d’autres, (voir [7],[9],[11])ont donné une riche littérature sur la
théorie de la presque automorphie et ces applications aux équations différentielles.
Récemment Xiao, Liang et Zhang introduisent une nouvelle classe de fonctions dite fonc-
tions pseudo-presqe’automorphes .

Les fonctions pseudo-presque automorphes avec poids généralisent les fonctions pseudo-
presque automorphes. J.Blot, G.M.Mophou,G.M.N'guérékata et D.Pennequin ont établi
des propriétés intéressantes sur les fonctions pseudo-presque automorphes avec poids.

Ce mémoire est structuré en deux chapitres et une annexe :

Dans le premier chapitre, on présente les différentes classes de fonctions presque auto-
morphes ainsi que leur propriétés principales.

Le deuxieme chapitre est dédié a I’étude des solutions presque automorphes de léquation
différentielle linéaire =’ = Ax + f.



Chapitre 1

Fonctions presque automorhpes

1.1 Rappel sur les fonctions presque périodiques

Définition 1.1. Soit (X, ||.||) un espace de Banach,une fonction f : R — X est dite
presque périodique si :
1. f est continue et

2. Pour chaque € > 0 il existe un l(e) > 0 tel que tout intervalle I de logueur [(e)
contient un nombre 7 avec la propriété que :

[f(E+7) = FOI <e

pour chaque t € R.
Les nombres 7 sont appelés des € presque-périodes .

Remarque 1.1. Toute fonction périodique est presque périodique

Théoréme 1.1. (Voir [1])[Caractérisation de Bochner] Soit X un espace de Banach muni
d’une norme notée ||.||, une fonction f: R — X est presque-périodique ssi elle vérifie les
deuz conditions suivantes :

1. f est continue

2. De toute suite (h])nen de nombres réels ,on peut extraire une sous suite (hy)nen telle
que la suite (f(t 4 hy))nen soit uniformément convergente sur R .

Théoréme 1.2. (Voir [1])[Deuxiéme caractérisation de Bochner] Soit f : R — X une
fonction continue. Alors f est presque périodique ssi pour toute suite ((0p)nen, (Tn)nen),
On,Tn € R il existe une sous suite ((0,)nen, (), )nen) telle que (f(t +0,,)),eny converge
simplement sur R vers une fonction g(t) et (f(t + o), + 7)) pens (9(E 4+ 71)),en converergent
simplement vers la méme fonction h(t).

Nous citons dans la suite les principales propriétés des fonctions presque périodiques
définies de R & valeur dans un espace de Banach X.



Proposition 1.1. (Voir [4])

1.

S I N

10.

11.

Toute fonction presque-périodique est bornée.

Toute fonction presque-périodique est uniformément continue.

L’ensemble des fonctions presque-périodique est invariant par translation.

L’ image d’une fonction presque périodique est relativement compacte.

L’espace des fonctions presque périodiques est complet pour la norme sup.

La somme et le produit de fonctions presque périodiques est presque périodique.
La composée de deux fonctions presque périodiques est presque périodique.

St f est une fonction presque périodique et g est une fonction uniformément continue
alors g o f est une fonction presque périodique.

Soit f une fonction presque périodique dérivable. Si f' est uniformément continue
alors f' est presque périodique.

St f est une fonction presque périodique, alors la fonction F' définie par

F(t) = /t:f(s)ds,

est presque périodique ssi l'image de F' est relativement compacte dans X

Si X est un espace de Banach uniformément convex, et f une fonction presque
périodique, alors la fonction F définie par

Fit) = /t:f(s)ds,

est presque périodique Ssi

sup [| F(#)]] < oo
teR

Exemple 1.1. Un exemple de fonction presque périodique qui n’est pas périodique est le
sutvant :
Considérons la fonction f définie par

f(fL') — eia: + €i\/§$.

Elle s’écrit comme somme de deux fonctions périodique,l’une de période 2w, lautre de
période /2. donc f est presque périodique.

Montrons par absurde que f n’est pas périodique. Supposons qu’il existe T # 0, tel que pour
tout réel x on aie f(x + 7) = f(x). On doit avoir

donc

ezxew + ez\/ixex/iT — 67,1‘ + ezx/ix’

(e — 1) + €V (V2 — 1) = 0.

6



En dérivant on obtient
e (e — 1) + V22 (V2 — 1) = 0.
En prenant x = 0, on voit que l’on doit aussi avoir

€T — 14 V2(eV? — 1) = 0.
Ceci donne, avec l’équation de départ évaluée en x = 0 que €™ = eV =1,
Il existe donc (kyi, ke) € Z tel que

T = leﬂ'et\/éT = 2k27T.

Comme T # 0, on obtient que

ko
2 =2
V2 P

ce qui est absurde.

1.2 Fonctions presque automorphes

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.2. Une fonction continue f : R — X est dite presque automorphe(p.a.) si

pour toute suite de nombres réels (s/,) on peut extraire une sous suite (s,) telle que

lim lim f(t+ s, — sm) = f(t) (1.1)

m—00 N—00

pour chaque t € R.

L’ensemble des fonctions presque automorphes est noté par AA(R, X) ou AA(X).

Remarque 1.2. La définition précédente est équivalente a : De toute suite de nombres
réels (s/,) on peut extraire une sous-suite (s,), (s,) C (s),) telle que.

g(t) = lim f(t+ s,) (1.2)

n—oo

est bien définie pour chaque t € R et

f(t) = lim g(t — s,) (1.3)

n—oo

pour chaque t € R.



En effet, on a
lim f(t+s,) = g(t),

pour chaque t € R, et
lim g(t — s,) = f(t),

donc
lim lim f(t+ s, — $p) = Um (Um f((t — $pn) + Sn))
= lim g(t — sp)
= f()

Réciproquement, on a :
lim lim f(t+ s, — sm) = f(t),

m—00 N—00

alors lim,, ., f(t + s, — s;n) existe pour chaque t € R.
On pose g(t — s,,) = lim, o f(t + s, — i), donc.

im0 g(t — Sp) = limy, oo limy, oo f(E+ Sp — Sm)

= ),

et
limy, oo f(E+ 8m) = limy, 0o g(t — S + Sim)

= g(t)

(1.4)

(1.5)

Remarque 1.3. : Si dans les deux limites (1,2) et (1,3)la convergence est uniforme en

t € R, alors f est presque périodique.

La notion de presqu’automophie est plus générale que la presque périodicité . .

Exemple 1.2. (Voir/8]) Soit f: R — R telle que

1
fio) =sin ( )
2+ cost + cosﬂt

alors f est presqu’automorphe, mais f n’est pas uniformément continue sur R, il s’ensuit

que f n’est pas presque périodique.
Exemple 1.3. (Voir[10]) Soit la fonction f : R — R définie par

|2+ et eV |

f(t)

alors f est presqu’automorphe, mais f n’est pas presque périodique.



Définition 1.3. une fonction continue f : R — X, est dite compacte presque automorphe,
si pour toute suite de nombres réels(s/,) on peut extraire une sous-suite (s,) telle que

g(t) = lim f(t+ s,),
et
f(t) = lim g(t — s,),
avec limite uniforme sur chaque compact K C R. En d’autres termes VK compact de R,

A(s,) C () t.q.

Aim sup [[g(¢) = f(E + sn)[| = 0
—+00 ek

et

Tim_sup lg(t — s,) — F(B)] = 0.
—+00 ek

L’ensemble des fonctions compactes presque-automorphes est noté par K AA(X).
Remarque 1.4. On a les inclusions suivantes :
AP(X) c KAAX) c AA(X) C BC(X).

Ou AP(X) est 'espace des fonctions presque périodiques et BC'(X) est 'espace des fonc-
tions bornées continues.

Théoreme 1.3. Supposons que f, f1, fa sont presque automorphes et A un scalaire. Alors
les assertions suivantes sont vraies

1. f1 + fo est presque automorphe.

2. \f est presque automorphe pour tout \ dans R.

3. fo= f(t+ a) est presque automorphe pour tout constant a dans R.

4. supeg | f(t)]] < 00, c’est-a-dire que f est une fonction bornée.
. Ry ={f(t)/t € R} est relativement compact dans X.

O

Preuve. 1. Soit (s],) une suite de nombres réels, puisque f1 € AA(X) il existe une
sous-suite (s,) C (s,) telle que

lim f1<t+5n_5m):f1(t>7

m—0o0on—0o0

pour tout t € R. De méme fo € AA(X) alors il existe une sous suite (t,) C (s,) telle

que
lm fo(t by — ) = fo(0).
On a (t,) C (sn) C (s,) et
Cdim (ARt —te) = lm o filt bt —te) £ lm ottt — )
= fi(t) + f2(1)
= (fi + [2)(1),

pour tout t € R. Donc fi1 + fo est presque automorphe



2. Comme f est presque automorphe¥(s,) C R il existe une sous-suite (s,) de (s),)
telle que

lim  f(t+ s, —sm) = f(1),

on a
im  (Af)(t+ s, —5m)=A lm  f(t+ s, — sm)

m—0o00n—00 m—oon—~0o0

= (AN)®),
donc \f est presque automorphe.

3. Soit (s)) une suite de nombres réels, puisque f € AA(X), on peut extraire une sous-
suite (s,) C (s,) telle que

lim lim f(t+ s, — sm) = f(1),

alors
lim lim f,(t+ s, —$n) = lm lim f(t+ s, — s, +a)

m—0o00m—0o0 m—oon—0o0

lim lim f((t 4+ a) + s, — Sm)

m—oon—0o0

= f(t+a)
= fa(t)-

Donc f est dans AA(X)

4. Procédons par l’absurde. Supposons que

sup [| f(#)[| = oo,
teR

alors il existe une suite de nombres réels (s)) tels que

lim || f(s,)]| = oo.

n—oo

Puisque f est presque automorphe nous pouvons extraire (s,) C (s)) telle que

lim f(t+s,) = g(t),Vt € R.

n—oo

En particulier lim, o f(s,) = g(0) = a. D’ou
lim || f(sn)]| = [laf| < o0

qui est une contradiction, on conclut donc que sup,cg || f(t)|| est fini.

1l est également facile de remarque que

sup [|g(¢)|| < sup [[f(1)]]
teR teR

et R, C R_f ou g est la fonction qui apparait dans équivalente de la définition 1.2
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5. Soit (s),) C R. Puisque f est presque automorphe on peut extraire une sous suite (S,)
de (s) telle que

Tim f(s,) = 9(0)
Cect prouve que Ry est relativement compact dans X .

Théoréme 1.4. Si f : R — X est presque automorphe alors la fonction f : R — X définie
par

est presque automorphe

Preuve. : Soit (s),) une suite de nombres réels. Puisque f est presque automorphe on peut
estraire une sous-suite (s,) de (sl) telle que,¥t € R

lim lim f(t+ s, — sm) = f(1)

m—00 N—00

on @ limyy,_o0 lim, oo f(—t + 5, — 5mm) = f(—t) Posons f(t) = f(—t), on a alors, ¥Vt € R

lim lim f(t+ s, — 8p) = lim lm f(—t — s, + 5,)

m—00 N—00 m—00 N—00

= lim lm f(—t+ s, — Sm)

= f(=t) = f(1)

Théoreme 1.5. Si (f,)nen est une suite de fonctions presque automorphes qui converge
uniformément sur R vers une fonction f alors f est presque automorphe .

Preuve. Soit (s))) une suite réelle. Puisque les fonctions f, sont presque automorphes par
procédé diagonal on peut extraire une méme sous-suite (s,) telle que, ¥t € R\Vi € N

lim f;(t+ sn) = gi(1).(%)

n—oo

Pour chaque t € R, on observe que la suite (g;(t)) est une suite de Cauchy. En effet on
peut écrire

9i(t) — g;(t) = gi(t) — filt + s0) + filt + s0) — fi(t + sn) + fi(t + s0) — 95(1),

et en utilisant [ingalité triangulaire on btient

lgi(t) = g5 (DI < Nlgi(t) = filt + sa)l| + [1fi(t + sn) = £+ sa)l| + [1f5( + 50) — g; (D),

Soit alors € > 0, puisque (f,) converge uniformément vers la fonction f alors il exite N € N
tel que pour tout v,57 > N on a

it +50) — fi(t+s0)| < e

11



Maintenant, puisque X est complet et (g;(t)) est de Cauchy, donc (g;(t)) converge sim-
plement vers une fonction g(t) On montre que,

lim f(t+s,) = g(0).

n—oo

et
lim g(t — s,) = f(t).

n—oo

Pour chaque t € R, et tout i € N, on a

1+ 5n) = 9@ < NF(E+ 50) = filt + s)l| + [1fi(t + 50) = gD + [l9:(2) — 9],

soit € > 0, 1l existe alors My = Mi(e) € N tel que

1+ 5n) = fan (84 s0)| <€

pour tout t € R et n € N et IMy = My(e, t)

lgar, () = g (B <€,

pour chaque t € R.
D’ou, Ye > 0,Vt € R,3M = M (e,t) = max(M;, M) tel que

1 (t+50) = 9@ < 2e + [[far(t + 50) = g (D),

d’aprés(x) pour chaque t € R, il existe un entier naturel K = K(t, M) tel que pour tout
n>Kona:

13 (t 4 sn) — gu(@)]| <,
Finalement,
1t + sn) = g(B)]| < 3e,
d’ou
lim f(t+ s,) = g(t)

n—oo

de la méme maniére on montre que

lim g(t —s,) = f(t).

n—oo

pour chaque t € R.
Théoréme 1.6. L’espace (AA(X),||.]l) est un espace de Banach

Preuve. : Comme AA(X) C BC(R,X) d’apreés le théoréme 1.5 on a AA(X) est un sous-
espace ferme de BC((R,X), ||.||o) qui est complét donc, (AA(X),|.]|o) est un espace de
Banach.

Proposition 1.2. Nous définissons F' : R — X par F(t) = f(f f(s)ds ou f € AA(X).
Alors F € AA(X) ssi Rp = {F(t)/t € R} est précompacte.

12



Preuve. . Il suffit de prouver que F' est une fonction presque automorphe si Rp est rela-
tivement compact. Soit (sl) une suite réelle, alors il existe une sous-suite (s),) C (s) telle

que
lim f(t+s,) = g(¢),

n—oo

et
lim g(t - s,) = £(¢),

pour chaque t € R et
lim F(s)) =

n—oo

Nous obtenons alors pour chaquet € R et n € N :
t+s!,
F(t+s)) = / f(r)dr
Os;l t+s),
_ / J(r)dr / f(r)dr (1.6)
0 " sl
= P+ [ s

!
n

en utilisant la substitution o = r — s, on obtient

F(t+s)=F(s))+ /0 flo+s))do

En appliquant le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue, nous obtenons,

t

lim F(t+s,) = limF(s))+ lim [ f(oc+s))do
n—oo n—0o0 Tl—>t00 0 (17)
= lim F(s}) + / lim f(o+ s))do
n—oo 0 n—oo

t
lim F(t+s,) = o —|—/ g(o)do
0

n—oo

Pour chaque t € R, nous observons que Rg l'ensemble Rg = {G(t) : t € R} od

t
G(t) = +/ g(r)dr
0
est également relativement compact et
sup |G(t)[| < sup || f(2)]|
teR teR

: ; /
pouvons donc extraire une sous-suite (s,) de (s)) tel que

lim G(—s,) = as

n—o0

13



pour un certain as € X
Maintenant , nous pouvons écrire

t
G(t — sn) = G(—s,) + / g(r — s,)dr
0
pour que

hmG(t—sn —042+/f dT—CY2+F()

n—o0

il faut que ag =0
En utilisant la notation
T, est un opérateur linéaire, T f = g pour exprimer que

lim f(t+s,) =g(t)

n—oo

ot s =(s,) et Agf =T _Tsf
nous obtenons
ASF = Qg + F

ot s = ().
Maintenant on a [’équation

A?F:AsagthsF:ag—l—ag—{—F:2a2+F
Nous pouvons continuer indéfiniment le processus pour obtenir
ATF =nas+ Fn=1,2..
Mais nous avons,pour tout n € N

sup [[A{F(t)[| < sup [ F'(t)]
teR teR

avec F(t) qui est une fonction bornée.
Ce qui conduit a une contradiction si ag # 0, donc ay = 0 et AgF = F. Alors F est
presque automorphe.

Corollaire 1.1. (Voir /9/) Smt X un espace de Banach uniformément conveze et F :
R — X définie par F(t fo s)ds ou f € AA(X). Alors F € AA(X) ssi I est bornée.

Preuve. .La preuve utilise les propriétés de la topologie faible pour un espace reflexif ainsi
que la convexité uniforme de la norme.

Théoréeme 1.7. Soit f € AA(X), si h € L*(R) alors leur convolution définie par
(f~h)( / flo)h(t —o)do
appartient a AA(X)

14



Preuve. : Puisque f est continue et h € L'(R) il n'est pas difficile de voir que la fonction
t — (f % h)(t) est continue. Soit (s]) une suite de nombres réels, puisque f est presque
automorphe, il existe une sous suite (s,) C (s))) tel que

gt —o) = lim f(t — o+ s,)

n—oo

et
ft—0)= lim g(t — o — s,)

n—oo

pour tous t,0 € R considereons alors
(Fem)ts) = [ £t =0+ s,)h(o)do

pour tous t,o € R, on a clairement

1t = o+ sa)h(a)]| < [[flloclP(a)];

en utilisant le fait que h € L'(R) et compte tenu de ce qui précéde, on en déduit alors du
théoreme de la convergence dominée de Lebesque que :

Jlrgo(f*h)(t—l—sn) = /_OO nh_)rgof(t— o+ sp)h(o)

:/ng—GM®MU

= (g h)(t)

pour chaque t € R, D’une maniére similaire considerons

@*M@—&J:/mg@—a—%mwMU

—00

pour chaque t € R, on a clairement :

lg(t =& = sn)ll < [|glloc|2(a)]

pour chaque t,o € R, de nouveau par le théoreme de la convergence dominée de Lebesque,
il en résulte que

lim (gxh)(t —s,) = / lim g(t — o — s,)h(o)do

/ 1t - o)h()do

= (fxh)(t)

pour chaque t € R.
f x h Finalement est presque automorphe.
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Théoréme 1.8. Si f € AA(X) et sa dérivée f' existe et est uniformément continue sur
R, alors f" € AA(X).

Preuve. On cherche a écrire f' comme une limite uniforme d’une suite de fonctions
presque automorphes. On sait que pour tout réel x on a

n—oo

F(2) = Tim n(f(t+ %) = o).

On pose, .
ful) = nlf(e+ ) = (@)

On a
:H—%
1f'(x) = ful@)] = [1f'(x) — n/ f(t)at],

x—i—%
<n / 1) — Fo)llde,

< sup [|f'(z) = f@)]

te[x,a:Jr%]

Prenons € > 0; Uuniforme continuité de f' assure lexistence d’un § tel que si |u —v| < ¢
alors

1f'(t) = f(w)ll < e
Il existe ng tel que pourn > ng on a L < § donc pourn > ng etz € R ona || f(z)— fu(t)| <
€ d’ou la convergence uniforme de la suite ( f,)nen vers [’ sur R. Puisque (fy)nen €St presque
automorphe d’aprés le théoréme 1.5 f' est presque automorphe.

Théoréme 1.9. Si f est une fonction presque automorphe et f(t) =0 pour tout t > «, «
constante réelle alors f(t) = 0 pour tout t € R

Preuve. Montrons que f(t) = 0 pour tout t < «v. on considére la suite des nombres naturels
(n). puisque f est presque automorphe on peut extraire une sous-suite (ny) telle que

lim f(t+ng) = g(t)
et
lim g(t —ny) = f(t)

k—o0

Pour chaque t € R. Il est clair que pour tout t < « on peut trouver (ny;) C (nx) avec
t+ng; > «, pour tout j tel que flt+ nkj) = 0 pour tout j et puisque

Tim f(t+ ) = (0
On obtient g(t) = 0 donc f(t) =0 pour tout t € R

Proposition 1.3. Si f,g € AA(X) et s’il existe ty € Ry tel que f(t) = g(t) pour chaque
t>tyalors f =g
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1.2.2 Théoremes de composition

Théoreme 1.10. Soient X, Y deux espaces de Banach et
fR—-X

une fonction presque automorphe, si
p: X—=Y

est une fonction continue. alors la fonction composé :

o(f(t) R =Y

est presque automorphe.

Preuve. Soit (s))) une suite de nombres réels, puisque f est une fonction presque auto-
morphe, on peut extraire une sous-suite (s,) telle que,

lim f(t+ Sn) = g(t),

n—oo

pour chaque t € R et
lim g(t —s,) = f(t).

n—oo
Puisque la fonction ¢ est continue on a,

lim ¢(f(t+ sn)) = o( lim (f(t + 5,)) = d(g(t)),

n—oo n—oo

et
lim ¢(g(t — sn)) = ¢(lim (g(t — s,)) = S(f(1))-

n—oo n—oo

D’ou ¢f est presque automorphe.

Définition 1.4. Une fonction conjointement continue F' : R x X — X est appelée presque
automorphe en t € R pour chaque x € X, si de chaque suite de nombres réels (/) en, on
peut extraire une sous-suite (s,)nen telle que

G(t,xz) = lim F(t+ sp,x)

n—od

soit bien définie et
lim G(t — s,,x) = F(t,z)

n—oo

pour chaque t € R et chaque x € X.
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Théoreme 1.11. Soit f : R x X — X une fonction presque automorphe ent € R pour
chaque x € X. Supposons que la fonction

u— f(t,u)
est Lipschitzienne uniformément par rapport a t € R, alors il existe L > 0 tel que.

1f(t,z) = ft,y)|| < Lz -yl
pour tout (z,y) € X x X ett € R. Si p € AA(X) alors F : R — X définie par
F() = f(,e())
appartient a AA(X)

Preuve. Soit (s,)nen une suite de nombres réels ,puisque f est presque automorphe en
t € R pour chaque x € X on peut extraire une sous-suite (T, )nen telle que

1. lim, o f(t + T, x) = g(t, ) pour chaquet € R et x € X
2. lim, o0 g(t — Tn, ) = f(t,2) pour chaque t € R et x € X
3. limy, 00 (t + 70) = ¥(t), pour chaque t € R
4. lim,, o ¥(t — 7,) = p(t) pour chaque t € R
Soit G(t) = g(t,1(t)) nous devons montrer que pour chaque t € R
lim F(t+7,) = G(t)
et
lim G(t —7,) = F(t).

n—oo

On a

[E (4 70) = GO < (1S (E+ 70, p(E+70)) = f(E AT, QO A+ LF (47, 0(8) = g(E, 0(2))
< Lot + 1) = 0@ + [Lf (E + 70, 0 (8)) — g (&, (1))

a partir de (3), il en résulte que
Tim [lp(t + ) — 6(8)] = .
de méme ,a partir de [’identité (1), on obtient
Tim [[£(t 4 70 08) — gt 0(®)]] = 0,
et donc

lim F(t+7,) = G(t),

n—oo

en utilisant des arguments similaires comme ci-dessus,nous obtenons que
lim G(t —7,) = F(t)
n—oo

Ce qui prouve que F' est presque automorphe.
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Définition 1.5. Une fonction conjointement continue F' : R x X — X est dite presque
automorphe si la fonction f(t,z) en ¢ € R uniformément en x sur n’importe quel sous-
ensemble borné B de Xi.e. si de chaque suite de nombres réels (s, ),en, on peut extraire
une sous-suite (s, )nen telle que

G(t,x) = lim F(t+ s,, )

n—oo

soit bien définie et
lim G(t — s,,z) = F(t,x)

n—oo

pour chaque ¢t € R uniformément par rapport a x € B.
La collection de ces fonctions presque automorphes est notée par AA(R x X)

Théoréme 1.12. Soit
fTRxX—X

une fonction presque automorphe . Supposons que u — f(t,u) est uniformément continue
pour chaque sous-ensemble borné K' C X uniformément pourt € R (i.e.,pour chaque € > 0
il existe § > 0 tel que x,y € K' et ||x —y|| <0 on a ||f(t,x) — f(t,y)|| < € pour tout t € R
). Sip € AA(X), alors

F:R—X

défine par

appartient o AA(X)
Preuve. Soit (s,)nen une suite de nombres réels, puisque f est presque automorphe en
peut extraire une sous-suite (T, )nen tel que

1. limy, o f(t + 0, z) = g(t,x), pour chaque t € R et x € B (B C X pour chaque
sous-ensemble borné)

2. lim, oo g(t — 7y, 2) = f(t,x), pour chaque t € R et x € B (B C X pour chaque
sous-ensemble borné)

3. limy, oo (t + ) = (1) ,pour chaque t € R
4. lim,, o ¥(t — 7,) = p(t) pour chaque t € R
Soit G(t) = g(t,¥(t)) nous deuvons montrer que pour chaque t € R

lim F(t+7,) = G(t)

et
lim G(t —7,) = F(t)
maintenant

[F(E+70) = GO < [Lf(E+ 7oy o(E+ 7)) = f(E+ T, W)+ I+ 70, (1)) — g(E, ()]
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Puisque ¢ est presque automorphe,alors ¢ et 1 sont bornés. Nous pouvons choisir un
sous ensemble borné K de X tel que ¢(t) € K et, par (3) et la continuité uniforme de la
x— f(t,z) sur K , on obtient

T [[f (8 + 7, o(t+ 7)) = f(E+ 70,90 ()] = 0
de méme,selon l'identité (1), on obtient

Tim [ f(t+ 7o, 0t + 7)) — g(t + 7, (1)) = 0.

et donc
lim F(t+71,) = G(t).

n—oo

En utilisant des arguments similaires comme ci-dessus, nous obtenons que
lim G(t —7,) = F(t)
n—oo

Ce qui F est presque automorphe.

1.3 Fonctions pseudo presqu’automorphes

Définition 1.6. : Soit X un espace de Banach. Une fonction bornée et continue a valeur
moyenne nulle est définie comme une fonction qui appartient a I’ensemble :

1 T
AA(X) = {0 € BOR.X): Jim 5 [ ots)]ds = 0)

Définition 1.7. : Une application f € BC(R;X) est pesudo presque automorphe (pseudo
compact presque automorphe) si f = fi + fo, ou fi € AA(X) (respectivement f; €
KAAX)) et fo € AANX).

La fonction f5 est appelée partie ergodique de f. L’ensemble des fonctions pseudo- presque
automorphe sera noté par PAA(X).

Exemple 1.4. (/5]) Soit la fonction f: R — R telle que

1 1
+ ;
sint + siny/2t 1+t
cette fonction est pseudo presque automorphe

f(t) = cos(

Théoréme 1.13. (/3]) Supposons que f = g+ h est une fonction pseudo-presque auto-
morphe, Alors nous avons

{g(t);t e R} C{f(1);t € R}

Corollaire 1.2. La décomposition d’une fonction pseudo presque automorphe est unique.
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Preuve. Supposons que f = g1+ Py et f = go+ Dy 0t g1, g2 € AA(X) et $q, Dy € AAN(X)
par conséquent,
0=1(g1 —g2) + (D1 — D)

avec g1 — go € AA(X) et & — &y € AANX), il en résulte d’apres le théoréme 1.13 que
(91 — g2) C {0}, d’oti g1 = go et par suite D1 = Dy.
Finalement la décomposition d’une fonction pseudo presque automorphe est unique.

Lemme 1.1. Siz(.) € PAA(X) alors x(. — h) € PAA(X) ot h € R
Preuve. Soit z(.) € PAA(X) alors
() =z1(.) + 22(.)
ot z1(.) € AA(X) et x9(.) € AANX) ,on a
z(.—h)=z1(.—h) +x2(. — h)
d’apres le théoréme 1.3 x1(. — h) € AA(X). Montrons que z3(. — h) € AAyX) , on a

1 R 1 R—h
fim 5z [ et =t = Jim =5 [ o)

donc

1 R 1 -R
fim 5z [ et =l = Jim =5 [ o)

1 R 1 R—h
wJim o [ fleatolds + Jim 5z [ aolas

puisque xo € AAy(X) et x2(.) bornée donc

1 R 1 —R 1 R—h
1 B S 1
Jm o /_Rsz(t h)lldt < lim oo /_R_h allocds + 0 + lim. 2R/R [EY[E

< i hll oo + 1i hH I
m —||Z2lco m —||72||lco
= 2 R OR 2

Finalement
1 [R
fim 5z [ st =l =0
donc
zo(. — h) € AANX)
alors

2(.— h) € PAA(X)
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Proposition 1.4. Soient f, fi, fo € PAA(X) alors nous avons
1. \f € PAA(X)
2. i+ [ € PAA(X)
3. g(t) = f(—t) € PAA(X)

Preuve. :

1. Montrons que si A € R et f € PAA(X) donc (\f) € PAA(X).
f € PAA(X) alors

f=h+/
avec f1 € AA(X) et fo € AANX) donc
(Af) = (A1) + (Af2),

puisque AA(X) est un espace de Banach alors (Af1) € AA(X) et puisque fo € AAN(X)

on a
1 R R
dm sz [ IR =N Jim [ s(9)llds = 0

d’ou Afy € AAy(X). Finalement A\f € PAA(X)
2. Soient f et g dans PAA(X) on va montrer que
f+ge€ PAAKX)

on a f € PAA(X) donc
f=h+1/

avec f1 € AA(X) et fo € AANX) et g € PAA(X) alors
g=91+tg2

avec g1 € AA(X) et go € AAN(X). On a

frg=(fi+g)+(fa+g)
puisque AA(X) est un espace de Banach alors fi + g1 € AA(X). Mentenant

1 f 1 1 f
fim 5z [ IRt alds < im o [ 1) fim 5z [ ol =0

puisque fo € AA(X) et g € AA(X), on aura :

1 (B
dim oz [N+ a)lds =0
c’est a dire

fa+ g2 € AAN(X)
d’ou

f+ge PAAX).
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3. Puisque f € PAA(X) donc f = f1+ fo avec fi € AA(X) et fo € AAN(X)
on obtient f(—t) = fi(—t) + f2(=t) on a g(t) = f(—t) donc
9(t) = fi(=t) + fa(=0),

puisque [ € PAA(X) d’aprés le théoréme 1.4 fi(—t) € AA(X), montrons que
Ja(—t) € Ado(X), on a

1 [ I

Jim s [ Ui = Jim o [ a0l =o.

car fo € AA)(X) d'ou fo(—t) € AAN(X), il vient que g(t) € PAA(X)
Théoreme 1.14. (PAA(X), ||.||c) est un espace de Banach

Preuve. : Il est clair que AAy(X) est un sous-espace vectoriel de BC(X). Pour compléter
la preuve il faut montrer que AA(X) est fermé dans BC(X) muni de la norme sup.
Soit (f,) une suite de fonction converge uniformément sur R vers une fonction f c’est a
dire

lm lfo = flle =0
On a

/_ ) < / ) = £+ / REACITS

on obtient alors :

1 1

R R
57 ) IOl <If = fulet g [ a0

donc
R

1
li — t < -
dim sz [P < S = foll
pour tout n € N. Puisque

donc

1 R
i LG

f e AA(X)
d’ot AAy(X) est un espace de Banach. Finalement

c’est a dire que

g€ PAAX) <= g=g1 + g
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avec g1 € AA(X) et go € AAN(X), et commme

9]l < 1[g1lloc + [lg2]loc
puisque AAg(X) est de Banach et AA(X) est de Banach donc
PAA(X)
est de Banach.

Théoréeme 1.15. ([12]) : Soit f = g+ P € PAA(R x X, X) et on suppose les hyppothéses
(Hy) et (Hs) suivantes sont verifiées :

1. (Hy) f(t,x) est uniformément continue sur n’importe quel sous-ensemble borné
K C X uniformément en t € R.

2. (Hs) g(t,x) est uniformément continue sur n’importe quel sous-ensemble borné
K C X uniformément ent € R

Sih € PAA(R,X), alors f(.,h(.)) € PAA(R,X)

1.4 Les fonctions pseudo-presque automorphes avec
poids

Dénotons parL}, (R) Pespace de toutes les fonctions locallement intégrables sur R.

Soit U défini par

U:={pe L,.(X):p(x) >0, presque pour tout x € R}

loc

Pour R > 0 donné, posons

m(r.p) = | " pla)da

-R
9
Définissons U,

Uoo:{pEU:P}im m(R, p) = oo}

et
Ug = {p € Uyp bornée et iIelﬂgp(fL’) > 0}

Définition 1.8. Soit p € Uy. On définit

PAA(R, p) ={f € BOR.X) : Jim s

/ 1£(5)llo(s)ds = 0}
R
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Définition 1.9. On définit PAA(R x X, p) comme la collection de toutes les fonctions
F : R x X — X qui sont continues par rapport aux deux variables et F'(.,y) est bornée
pour chaque y € X, et

1 R
lim / F(s, s)ds =0,
Jm s |Gl

uniformément par rapport a y € X
Définition 1.10. Une fonction f: R — X(resp.f : R x X — X)) est dite pseudo-presque
automorphe avec poids (ou p-pseudo-presque automorphe) si elle s’écrit comme suit
f=9+2,

ou g € AAX)(resp.g € AAR x X)) et & € PAA((R, p) (resp.® € PAAIR x X, p)) On
note par WPAA(R, p)(resp. WPAA(R x X, p)) I'ensemble de toutes ces fonctoins
Remarque 1.5. ([3]) Quand p = 1, on obtient les espaces standard PAA(R, X) et
PAAR x X, X).

On donne ici un exemple d’une fonction qui est pseudo presque automorphe avec poids
et qui n’est pas pseudo presque automorphe.

Exemple 1.5. Soit p(t) = exp(t) pour chaque t € R 1l est facile de voir que
m(R, p) = exp(R) — exp(—R)

d’ot
lim m(R, p) = lim (exp(R) — exp(—R)) = o0

R—o0 R—o0

et d’ici p € Uy. Posons
1

J(t) = sin 2 + cost + cosv/2t
Alors que f appartient a WPAA(R, p). La fonction
1
2+ cost + cosﬁt

+ exp(—t).

sin

sa composante presque automorphe.
la composante ergodique avec poids de [ vérifie

1 R
I _ _
Al xp(B) — oxp(— ) /_R exp(—t) exp(t)dt =0

Tandis que

1 R
lim — —t)dt =
Aim o /_R exp(—t)dt = +o0

D’ici, on déduit que fn’appartient pas a PAA(X).
Citons quelque propriétés fondamentales des fonctions pseudo-presque automorphes avec
poids

25



Lemme 1.2. (/3]) Soit f € WPAA(R, p) c’est a dire, f = g+ ® avec g € AA(R,X), et
¢ € PAAN(R, p) ot p € Ug, alors g(R) C f(R).

Théoréme 1.16. (/3/) Pour chaque p € Ug la décomposition d’une fonction pseudo-
presque automorphe avec poids f = g+ @, ot g € AAR,X) et & € PAA(R,p) est
unique.

Théoréeme 1.17. (/3]) Si p € Ug, alors
(WPAA(R, p), || loc)

est un espace de Banach.

Théoréme 1.18. ([3]) Soient p € Up, f € WPAAR,p) et g € LY(R). Alors f x g la
convolution de f et g sur R, appartient ¢ WPAA(R, p).

Définition 1.11. Soient pi,ps € U,. On dit que p; est équivalent a ps ou p; ~ py si
seulement si % € Ug

Remarque 1.6. Si deux poids sont équivalents alors les espaces de fonctions pseudo
presque automorphes avec poids correspondant coincident.

Théoreme 1.19. ([3]) Soit p € Uy, f =9+ € WPAAR x X, p) et on suppose que les
hypotheés suivantes (Hy) et (Hs) soient vérifiées
Sih € WPAA(R, p), alors f(.,h(.)) € WPAA(R, p)

Corollaire 1.3. ([3]) Soit p € Uy, f =g+ P € WPAAR x X, p) et supposons que [ et
g sont lipschitziennes en x € X uniformément ent € R .
Sih € WPAA(R, p), alors f(.,h(.)) € WPAA(R, p).

Proposition 1.5. Soit p € Uy, et supposons que les limites

s—oo P(S)

et
i sup EFTP)
R—oo m<R7 p)

Sont finies pour tout T € R. Alors l’espace W PAA(R, p) est stable par translation.

Preuve. : Soit f € PAA(R, p) avec f =g+ @ ot g € AA(R,X) et & € PAA((R, p) nous
allons montrer que

f’?’() = f( - T) € WPAA(R7 10)7

[ =g(=7)+@(—7) et f:()=g:() + P-() 0t g:() =g(. —7) et D-(.) =D(. —7)
on a déja vu que g, € AA(R,X). il reste a montrer que ®, € PAAy(R, p). Rappelons
que ®,. € PAA(R, p) si et seulement si

®, € BC(R,X)
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et

1 R
lim / O.(t)||p(t)dt =0
Jm s [ 1000t

Nous avons

R R
i [t = 1 [ o=l
’ 1 R—T
i [ 1Rlols s
~ m(R+T,p) 1 Rt ) p(s +7) s
~ m(R,p) m(BR+T,p) /RTH@( )||—p($) p(s)d
. m(R+ 7, p) 1 Rt p(s+7) s
i G ) g, 1Nt
i mif +7,p) ! o im su pls +7) s)ds
S lggJSrlolop m(R> p) m(R + T, p) /RT ||(I)(S)|| ls—>+oop p(s) p( )d
et puisque les limites
et
lim SHP[M]

R—o0 m(R’ P)
Sont finies pour tout T € R, et & € PAA(R, p), Alors il s’ensuit que

lim / 1, (1)l (t)dt = 0

R—o0 TTL(R, P) —R

et finallement ®, € PAAy(R, p)

1.5 Fonctions Asymptotiquement presque automorphes
On définit Cy(R,, X) par
Co(R4, X) = {¢: Ry — X, pcontinue et Jim le(t)|| = 0}

Définition 1.12. Une fonction continue f : R, — X est asymptotiquement presque
automorphe s’il existe g € AA(X) et h € Cy(R,, X) tel que

f@t) = g(t) +h(t), t € Ry

la collection de toutes les fonctions asymptotiquement presque automorphe est notée par
AAA(X).
les fonction g et h sont appelées les termes principal et correctif de la fonction f
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Remarque 1.7. La restriction de toute fonction presque automorphe sur R, est un fonc-
tion asymptotiquement presque automorphe, il suffit de prendre h(t) = 0

Théoreme 1.20. Si f, f1, fo sont des fonctions asymptotiqument presque automorphe alors
les fonctions

Ji+ o, Af

ou A est un scalaire sont des fonctions asymptotiqument presque automorphe

Preuve. 1)Supposons que f1,fs sont dans AAA(X) alors fi = g1+ hy avec g1 € AA(X) et
hy € Co(Ry, X).
fo = go + ho tel que go € AA(X) et hy € Co(Ry,X) alors

i+ fo=g9g1+h+ g2+ ho,

= (g1 + g2) + (h1 + ha),
puisque g1 € AA(X) et go € AA(X) alors g1 + g2 € AA(X). Comme

11+ hall < [ + (A2 ]I,

donc
Jim [ (6) + at) | < Jim 1 (6)]+ Jim 1a(e)] =0,

puisque hy, hy sont dans Co(Ry,X), on obtient que hy + hy € Co(R,, X)
2)Supposons que X est un scalaire et f € AAA(X), nous montrons que (\f) € AAA(X).
Puisque f € AAA(X) alors

f=g9+h,
tel que g € AA(X) et h € Cy(Ry, X).
alors
A =Ag+ A\h
On a g € AA(X) donc (A\g) € AA(X), car AA(X) est un espace de Banach.
limy o [[(AR)(8)]] = |A| limy— oo ||R(2)]] = O, alors (AR) € Co(R, X).

On obtient que (\f) € AAA(X)
Lemme 1.3. Si f € AAA(X) c’est a dire
f=h+®

ot h € AAX) et & € Cy(R,,X) alors

(W) tER} C {f{): tER;}
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Preuve. puisque h est presqe automorphe il existe une suite (7, )nen avec T, — oo telle

que
g(t) = Jirrolo h(t + 7) (1.8)
(t) = lin gft — 7) (19)

pour chaque t € R
maintenant pour to fixré nous avons ty + 1, — oo d’apres (1.8) on a

f(to+ 1) = h(to + ) + @(to + ) — g(to)

\

d’ou
lim f(to + 1) = g(to)

n—-4-00

par consiquent

g(to) € {f(t) : 1 € Ry},

on déduit donc que

{g(t) -t e R} C{f(t) -t € Ry}
d’apres (1.8) et (1.9) on a

@) teRy = {n() : L€ R}

donc

{h(t) :te R} C {f(t):t e R }.

Théoréme 1.21. ([5]) Lespace (AAA(X), ||.||aa4) est un espace de Banach, ot si f = g+h
avec g € AAX) et h € Cp(R4,X) on a

1f1laaa = sup[lg(t)[| + sup [[A(2)]]
teR teRL

Preuve. Conséquence directe du lemme précédent.

Théoreme 1.22. La décomposition d’un fonction asymptotiquement presque automorphe
est unique.

Preuve. Soit
f:R" =X

une fonction asymptotiquement presque automorphe admettant deux décompositions

ft)=gi(t)+hi(t),t e R i=1,2

avec les termes principaux g1, go et les termes correctifs hy, hy alors pour chaque t € Rt
nous avons

91(t) = ga(t) + I (t) — ha(t) = 0
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avec gi(t) — g2(t) € AA(X) et hy(t) — ha(t) € Co(Ry,X). Dot g1 — g2 = ha — Iy
par suite g1 — g2 € Co(Ry,X) et donc
lim (g1(t) — g2(t)) = 0

t—o0

Considérons maintenant la suite (n) des nombres naturels . Puisque g1 — go est presque
automorphe nous pouvons extraire une sous-suite (ny) C (n) telle que

lim g1 (t 4+ ng) — g2t +ny) = F(1)

k—o0

et
lim F(t —nk) = g1(t) — g2(t)

k—o0
pour chaque t € R ceci prouve F(t) = 0 sur R et par conséquent g,(t) — g2(t) = 0 aussi .
il en résulte que hy(t) — ha(t) = 0 pour chaque t € RT

Théoreme 1.23. Soit X est un espace de Banach sur le corps K , K=R ou K =C , soit
f:Ry - Xetv:Ry — C des fonctions asymptotiquement presque automorphe alors les
fonctions suivantes sont aussi asymptotiquement presque automorphes

1. f,: R, — X define par
fat) = f(t +a)
pour chaque a fizé dans R

2. vf: R, — X define par
W f)(t) = v(t).f(t)

Preuve. 1)On a f € AAA(X) alors
f(t) = g(t) + h(t),
telle que g € AA(X) et h € Co(Ry,X) soit a € R, on a
fa(t) = f(t+a) =g(t+a)+ h(t+a)

pour tout a € R, puisque g(t) € AA(X), on obtient g(t + a) € AA(X). et
On a
Ji [t + )] = s (0] = 0.

C’est a dire h(t + a) € Co(R1,X) donc f,(t) € AAA(X)
2)0n a f € AAA(X) alors

ft) = g(t) + h(d),
telle que g € AA(X) et h(t) € Co(Ry,X) v € AAA(X) alors

v(t) = vi(t) + va(t),
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telle que v1 € AA(X) et vy € Co(Ry, X)
La fonction vf est continue et
() () = v(t)f(t) = (vi(t) +v2(t))(g(t) + A(2))

= vi(t)g(t) + va(t)(g(t) + h(t)) + v1(t)h(?)

puisque vi(H)g(t) = L(i() + g(t)? — (a(6)2 — (9(O))?] et vi(t),g(t) € AAX) done
v (t)g(t) € AAX).

On a
[v2(£)(g(2) + h(t)) + o1 (DAB] < [lv2(8)g(t) + v2(O)AE)] + [[or(E)R(H)]]
= [[o2(O)g ()] + [[o2(O)RE) ]| + o (W) A(D)]]
< sup [lg(@)[[lv2(0)] + [lo2((E)] + sup [[a ()[R
puisque limy_, [|h(2)|| = 0 et lim;_ [|va2(t)|| = 0 on obtient

lim [lea(6)(g(t) + h(t)) + s (OB(O)] = 0.
donc va(t)(g(t) + h(t)) + v1(t)h(t) € Co(Ry,X) cest a dire (vf) € AAA(X)
Théoréme 1.24. Soit f est une fonction dans AAA(X) alors

sup [ f(#)|| < o0
teR

Preuve. On o f € AAA(X) alors

F(t) = g(t) + h(t),
telle que g € AA(X) et h € Cp(R4, X)

on obtient

IF@1 = 11AE) + 9@ < 9@l + RO < sup llg@)]| + sup [[A#)]

done [|F(1)]] < supycs [9(t)]| + supycg [1(2)]| implique

sup [|f ()] < sup [[g(#)[] + sup [|A(#)[] < oo
teR teR teR

puisque g € AA(X) donc sup,eg ||g(t)]] < oo, etlimy_. ||R(2)|| = 0, donc sup,ep ||R(1)]| < 0o

Proposition 1.6. ([5/) Si (fn)nen C AAA(X) tel que lim, o || fn — fIl = 0 alors f €
AAA(X)
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1.5.1 Différentiation et intégration de fonctions asymptotique-
ment presque automorphes

Dans cette section , nous discutons de certaines situations dans les quelles les dérivés
et intégrales de fonctions asymptotiquement presque automorphes.

Définition 1.13. Soit X un espace de Banach,X est dit parfait si toute fonction bornée
f R — X avec une dériviée presque automorphe est nécessairement presque automorphe

Théoreme 1.25. Soit X est un espace de Banach parfait et
f Ry —-X

une fonction asymptotiquement presque automorphe avec g et h les termes pricipal et cor-
rectif respectivement . Supposons que ¢'(t) existe pour chaque t € R et h'(t) existe pour
chaque t € Ry . Si en outre f'(t) est asymptotiquement presque automorphe, alors ¢'(t) et
R'(t) sont les termes principal et correctif de f'(t) respectivement.

Preuve. Nous savons que h'(t) existe sur R™, puisque f'(t) est asymptotiquement presque
automorphe, écrivons

f'(t) =Gt)+ H(t),t e RT

avec G(t) et H(t) sont les termes principal et correctif respectivement, nous devons montrer
que G(t) = ¢'(t) pour chaque t € R et H(t) = h'(t) pour chaque t € R*.
Prenons les fonctions o : R — X et f: RT — X definies par

at) = /ttﬂ G(s)ds,t € R

t+n
B(t) = / H(s)ds,t € R*
t
pour un nombre réel fizé n, noter que (3 est continue sur R™ et nous avons l'inégalité

1B < [nl-sup || H(s)]

sely
ou I, = [t +n,t] ou I, = [t,t +n] en fonction du signe de 1. Puisque
lim ||H(t)|| =0
t—00
on en déduit que
lim [[5(#)[] =0
—00

ausst, o est definie et continue sur Ry est bornée sur R, puisque G est bornée sur R, et
comme X est un espace de Banach parfait, on en déduit que o est presque automorphe.
Considérons maintenant les égalités

alt) + A(t) = /t " Gsyds + /t " b(syas,
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:[ "(G(s) + H(s))ds,
c’est a dire .
o)+ 50 = [ Feds = ft+m) - f0)
ft+mn) = ft)=alt) + B(1)
donc
fit+n) = f@) =gt +n) —g(t)] + [h(t +n) — h(t)]

ot t € R et n est choisi de telle que t +n > 0 par lunicité de la décomposition de la
fonction asymptotiquement presque automorphe f(t+n) — f(t) on a

at) =g(t+n) —g(t),t € RT

B(t) = h(t+n) — h(t),t e RT

d’ot
t t —q(t
G(#t) = Tim 2 iy EEW =90 _ gy g
n—0 7 n—0 n
“ t h(t h(t
H(t) = tim DY gy PEED Z 1O iy e e
n—0 7 n—0 n

Théoréme 1.26. Soit X un espace de Banach et f : Ry — X une fonction asymptotiqueme
presque automorphe. Considérons la fonction F : R, — X definie par

F(t)= /0 f(s)ds
et G : R — X définie par .
G(t) = / g(s)ds,t € R
0

ou g est le terme principal de f. Supposons que limage de G est relativement compacte
dans X et que

Aﬁwmﬁ<m

ou h est le terme correctif de f, alors F' est une fonction asymptotiquement presque auto-
morphe, son terme principal est

G(t) + /OO h(s)ds

et son terme correctif est



Preuve. Comme l'image de G est relativement compacte, par la Proposition 1.2, on a que
G(t) est presque automorphe il en est de méme pour

G@yg/mmgw

car l'intégrale impropre fooo h(s)ds existe dans X. Maintenant la fonction continue H(t) =
— [ h(s)ds,t € R satisfait la propriété limy_ .o || H(t)|| = 0.
Enfin observons que nous pouvons écrire

F(t)=G(t)+ /Oo h(s)ds + H(t),t € R

Corollaire 1.4. ([9]) Soit X un espace de Banach uniformément convezxe, et f: R, — X
une fonction dans AAA(X). Soit

F:R, »X
une fonction définie par

F@yiAU@ms

et soit la fonction G : R — X définie par

ot g est le terme principal de f. Supposons que G est bornée dans X et que [;° ||h(t)||dt <
oo ot h est le terme correctif de F', alors F est dans AAA(X) son terme principal est

G@yg/mm@@,

et son terme correctif est

1.5.2 Théoremes de composition

Théoréme 1.27. Soient X, Y deux espaces de Banach et f : R — X une fonction asymp-
totiquement presque automorphe avec

f(t) = g(t) + h(t)
ou g et h sont ses termes principal et correctif respectivement. Soit
p: X—Y

une fonction continue. Supposons qu’il existe un compact B qui contient les fermetures de

{f(t)/t e R} et {g(t)/t € RT}.

Alors la fonction
o(f():RT =Y

est asymptotiquement presque automorphe
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Preuve. Comme g est presque automorphe, alors ¢(g(t)) est presque automorphe d’aprés
le théoreme 1.10 comme étant composée d’une fonction continue et une fonction presque
automorphe. Puisque ¢(f(t)) et ¢p(g(t)) sont continues,la fonction

'R —=Y
définie par
L(t) = o(f(t) — ¢(g(t), t € RT
est aussi continue
Soit € > 0 donné, par continuité uniforme de ¢ sur ’ensemble compact B,nous pouvons
choisir 6 = d(e) > 0 tel que
[6(z) — d(y)lly <€

pour tout x,y € B tels que ||x — y||x < 0. D’autre part ,puisque
tim [a(8)] = 0
il existe tg = to(d) > 0 tel que
1) = g(®)lx = h(E)]Ix <4,

pour chaque t > t.
Maintenant,si t > to on obtient

IT@ Iy = lle(f(#) = ¢(g(t))lly <€

Ce qui prouve que

lim ||I'(¢)|| =0

t—o0
La fonction ¢(f(t)) est alors asymptotiquement presque automorphe son terme principal
est (g(t)) et son terme correctif est T'(t).

Soit Co(Ry x X) I'ensemble des fonctions conjointement continue ¢ : Rt x X — X
telle que lim;_ || (¢, z)|| = O uniformément sur les parties bornées de X. On a alors les
définitions suivantes :

Définition 1.14. Une fonction conjointement continue
F:Ry xX =X (t,x) — F(t,z) est dite asymptotiquement presque automorphe si

t— F(t,x)

est asymptotiquement presque automorphe uniformément sur n’importe quel sous ensemble
bornée B C X , autrement dit
F=H+9

ou H € AAR x X) et ® € Cp(R; x X).
I’ensemble de ces fonctions est noté par

AAAR, x X)
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Définition 1.15. une fonction conjointement continue
F:R, xX—X
(t,x) — F(t,x)
est appelée compact asymptotiquement presque automorphe si
t— F(t,x)

est compact asymptotiquement presque automorphe uniformément sur n’importe quel sous
ensemble borné B C X, autrement dit

F=H+o

ou

H e KAA(R x X)

et
P e CO(R+ X X)

Soit KAAA(R, x X) I’ensemble des ces fonctions.

Théoréme 1.28. Soit F' € AAA(R,,X) et posons
F=H+9o

o
H e AAR x X)

et
® € Ch(Ry x X).

Supposons que H est Lipschitz en x € X uniformément en t alors il existe L > 0 tel que
|H(t, ) — H(t,y)|| < Lllz -yl

pour tout z,y € X , t € R. 53
g: R, — X

est asymptotiquement presque automorphe , alors la fonction
D(t) = F(t,g(t) : Ry — X

est asymptotiquement presque automorphe
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Preuve. Soit
F=H+o

ou H € AAR x X) et ® € Cyp(Ry x X) et soit
g=h+e
ou h € AAX) et ¢ € Cy(R4,X). On a
F(t,g(t)) = H(t,h(t) + [F(t,9()) — H(t, h(t))]
= H(t,h(t)) + [H(t,g(t)) — H(t, h(t)) + D(t, g(1))].
Comme la fonction g est bornée, on a clairement t — ®(t, g(t)) qui est dans Co(R,X).

,S] )

, d’ot la fonction
e H(L,g(t)) — H(t, (1)
est dans Co(R,X).De plus d’apres le théoréme 1.11
t— H(t,h(t))

est presque automorphe. On déduit finalement que F' est asymptotiquement presque auto-
morphe.

Théoreme 1.29. Supposons que

F=G+®
est asymptotiquement presque automorphe ou
G € AAR x X)
et
¢ € Ch(Ry x X)
avec

x— G(t, )

uniformément continue sur chaque sous ensemble bornée B C X uniformément ent € R,
Si
g: R, — X

est asymptotiquement presque automorphe, alors la fonction
R, -X
t— Tt g(1))

est asymptotiquement presque automorphe
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Preuve. Ecrivons g =a+ [ ot a € AA(X) et 5 € Co(Ry,X). On alors
F(t,g(t) = G(t, a(t)) + F(t,9(t)) = G(¢, (1))
= G(t,a(t) + G(t, g(t) — G(t, alt) + (¢, g(1))

d’aprés le théoreme 1.11, il résulte que la fonction t — G(t,«(t)) est presque automorphe.
Comme g est bornée et & € Co(Ry x X) il en résulte que t — P(t,g(t)) appartient a
Co(R, X). Puisque g(t), a(t) sont bornées ,il existe un ensemble borné K C X tel que

g(t),alt) € K

pour chaque t € R, en utilisant le fait que B € Co(R,, X)) il en résulte que pour tout 6 > 0
fize il existe A > 0 tel que

lg(t) = a@)ll = I3 <9,

pour t > A. Donc pour tout € > 0 donné on a
1G(t,9(t) — G(t, (1)) <€

pour t > A, donc la fonction G(t,g(t)) — G(t,a(t)) est dans Cy(Ry,X). Finalement la
fonction t — F(t, g(t)) est asymptotiqument presque automorphe.

1.6 Les fonctions presque automorphes et les opérateurs
linéaires
Proposition 1.7. Si A est un opérateur linéaire borné sur X et
fR—-X
est une fonction presque automorphe alors

(Af)®)
est aussi presque automorphe

Preuve. Comme A est un opérateur bornée sur X alors continue sur X et puisque f
est presque automorphe donc,pour toute suite de nombres réels (s,) on peut extraire une
sous-suite (s,) telle que

lim lim f(t+ s, — sm) = f(t),

on obtient
lim lim (Af)(t+ sp, — sm) = lim lim A(f(t+ s, — sm))

m—00 N—00 m—00 N—00

= A(lim lm f(t+ $p — sm)),

m—00 N—00

= A(f(1)).
alors A(f) € AA(X)
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Théoreme 1.30. Supposons que A est un opérateur linéaire borné sur X et
z(t) = e g

est presque automorphe pour chaque xo € D(A) le domaine de A alors infyeg ||x(t)]] > 0
ou x(t) = 0 pour chaque t € R

Preuve. Supposons que inficg ||z(t)|| = 0 et soit (s],) une suite de nombres réels telle que
lim, 1o ||2(8))|| = 0, on peut extraire une sous-suite (s,) C (s),) telle que

lim z(t+ s,) = y(t)

n—oo

et
lim y(t — s,) = ()

n—oo

pour chaque t € R.
Maintenant,
x(t+sp) = etesnAn, = etAa:(sn).
alors
y(t) = lim 2(t +s,) = e lim 2(s,) =0,

pour chaque t € R, d’ot x(t) = 0 pour tout t € R

Théoréme 1.31. ([9]) Soit T' = (T(t))ter un Co—groupe d’opérateurs linéaires.
Soit f: R — X une fonction presque automorphe telle que pour tout x € X la fonction

Tt)r:R—-X
est presque automorphe. Alors la fonction
TH)f(t): R — X,

est presque automorphe.
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Chapitre 2

Solutions presque automorphes de
I’équation 2/ = Ax + f

Nous considérons dans un espace de Banache X, I’équation différentielle

2'(t) = Az(t) + f(t). (2.1)

Nous présentons diverses conditions pour assurer l'existance d’une solution presque
automorphe de cette équation .

Définition 2.1. Une solution (forte ou classique) de 'équation (2.1) est une fonction

z(t) € CY(R,X) telle que (2.1) est vraie pour chaque t € R.

2.1 Le cas A scalaire

Théoréme 2.1. Soit X un espace de Banach. Si A est un scalaire A € C avec Re\ # 0 et
fR—-X

une fonction presque automorphe, alors toute solution borneé de (2.1) est presque auto-
morphe.

Preuve. Déterminons dans un premier lieu les solutions bornées de notre équation.
On sait que les solutions de ’équation homogéne sont données par

z(t) = C.eM

ou C' € X. On cherche une solution particuliere par la méthode de la variation de la
constante, ce qui conduit a chercher x sous la forme y(t) = C(t)eM. On doit avoir

C'(H)eM + AO(t)eM = XC(t)eM + f(t),
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donc C'(t) = e M f(t). On déduit que les solutions sont données par

t
z(t) = M(C + / e f(s)ds).
0
On doit a présent distinguer deuz cas.On pose a = Re\
— premier cas :a > 0.
Comme limy_, , o || = limy_ o € = +00, il est nécessaire que

lim (C+ /t e f(s)ds) = 0.

t——+o00 0

On prend donc
t
C=— lim e M f(s)ds

t——+o0 0

(cette intégrale existe bien car en notant M = sup;cg||f(t)]] on a 0 < |le™*f(s)|| <
Me=*). Le seul candidat est donc

ni)=— [ e g s)ds,

donc -
r(t) = —/ AN £(s)ds
t
— Deuzieme cas :a < 0.
On procede de la méme manieére, cette fois-ci en considérant le fait que limy_,_ o |e
lim o || = 400. on trouve

| =

xo(t) = /t A=) f(s)ds

—00

Montrons maintenant que x1(t) est presque automorphe. Soit alors s = t — r, nous
pouvons écrire x1(t) sous la forme

x1(t) = —/ M f(t — s)ds.

—00

Considérons (s),) une suite de nombres réels . puisque [ est presque automorphe , alors il

existe une sous -suite (s,) C (s,) telle que

lim f(t+s,) =g(t)

n—oo

et
lim g(t — s,) = f(t)

n—o0
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pour chaque t € R, alors
lim f(t —s+s,) =g(t—s)

n—oo

pour chaque s € R, d’ou

z1(t+ s,) = —/O e f(t — s+ s,)ds

—00

on remarque que :
lef(t — s+ s,)|| < e sup [ (0]

et notons que la fonction efssup,cp || f(t)|| est dans L'(—o00,0) car ReA > 0. En
appliquant alors le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue en remarque que g est
continue et bornée, nous obtenons

0
lim x(t + s,) = lim (—/ M f(t — s+ 5,)ds)

—00

= —/0 ™ lim (f(t — s+ s,))ds

donc o
lim z1(t+s,) = —/ eMg(t — s)ds
pour chaque t € R. Posons y(t) = — fi)oo e*g(t — s)ds. Nous pouvons appliquer le méme

ratsonnement pour obtenir que

lim y(t — s,) = x1(t)

n—oo

pour chaque t € R.
On montre de la méme maniere que xo(t) est presque automorphe

Théoréme 2.2. Soit X un espace de Banach uniformément convexe. Si A est un scalaire
A € C avec ReA =0 et
fR-=X

une fonction presque automorphe, alors toute solution borneé de (2.1) est presque auto-
morphe.

Preuve. les solutions sont données par

t
z(t) = M(C + / e f(s)ds).
0
On a X\ =ib et e est bornée par suite la solution z(t) est bornée ssi f(f e~ f(s)ds lest

aussi. Dans ce cas x(t) est presque automorphe d’aprés le corollaire 1.1
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2.2 Le cas A est un opérateur linéaire borné
Théoréme 2.3. Soit A un opérateur linéaire
R" — R"

et
f:R—R"

est une fonction presque automorphe alors chaque solution bornée x(t) de (2.1) est presque
automorphe

Preuve. Soit B un opérateur linéaire inversible de R™ dans R™ tel que B~*AB triangulaire
avec la représentation

Al Ci2 cc o Cag
B-lup - Xy o+ Cop
0
0l A1, Ag, ... A, sont les valeurs propres de A

Soit x(t) une solution bornée de (2.1) et on pose
y(t) = B~ 'a(t)
alors y(t) est aussi bornée et satisfait a l'equation
y'(t) = B~ '2'(t) = B 'Az(t) + B 1 f(t)

= (B 'AB)y(t) + BT'f(¢).

remarque alors que :

B'f(t):R—R"

est presque automorphe puisque B~' est un opérateur linéaire borné. Nous pouvons écrire
l’equation ci-dessus comme suit

yi(t) = My (t) + craya(t) + ... + ciayn(t) + 91(t)

Yo(t) = oo, Aoya(t) + ...con(t) + g2(t)
Y ()= A1Yn—1(t) + cn1yn(t) + gn_1(t)
Yn(t) = oo An¥n(t) + gn(t)
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et
(g1(t), eonn. L gn(t)) = B7Hf(t),t € R",

Maintenant y,(t) est une solution presque automorphe de derniére équation, on remonte
gusqu’a y1(t). Ce qui prouve que y(t) est presque automorphe et par conséquent

xz(t) = By(t)
est presque automorphe.

Théoreme 2.4. Supposons que A est un opérateur linéaire borné auto-adjoint dans un
espace de Hilbert X qui vérifie la propriété

mal|z]|* < (Az, z) < mo|z|*

pour chaque x € X, o1
m; < mg <0

Soit f : R — X presque automorphe, alors la solution presque automorphe x(t) de l’equation
differentielle (2.1) est donnée par la représentation :

ou -
x(t) = / e f(t — s)ds
0
et l'on a

le(®)] < —— supexll £

|m2|

Preuve. Remarquons au début que notre équation admet une seule solution bornée sur
l’aze réel.

En effet, si x1(t), z2(t) étaient deux solutions bornées, leur différence v(t) est une solution
bornée sur R, de l’équation homogéne associeé v'(t) = Av(t).

En multipliant scalairement par v(t), on déduit la relation

(v'(8), v(1)) = (Av(t), v(t))

et aussi [’égalité
(v(t), V(1)) = (v(t), Av(t)) = (Av(t), v(t)),

on obtient donc que :

5 7 IO = (Av(t), 0()) < maflo()]” <0,
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|? est non-croissante. En intégrant de -R a 0, on trouve

et par coséquent la fonction ||v(t)
[inégalité

SO = oA < ma [ (o),

ou bien
s (PRI = ) = [ (o)

2|m|

Comme ||v(t)||* reste bornée, elle aura une limite finie pour t — —oo, et cette limite est
positive, on déduit que

0
lim/ |v(0)]|?do = oco.
R—oo | _p

Par conséquent,
I

dim [jo(=R)[I" = oo

aussi, absurde puisque lim;_, . ||v(¢)]|* < oo
Remarquons maintenant que toute solution w(t) de l’équation w'(t) = Aw(t) ne s’annule
jamais si w(0) # 0. Par conséquent, dans l'inégalité

52 WO < maflw(®)]?,

on peut diviser par |[w(t)||?, et on en déduit que

d
L nlw(t)|? < 2m,

dt
, en intégrant ensuite de 0 at > 0, on obtient
t 2
In M)”Q < 2mist,
[w(0)]
ou donc LWL < e2mat ot enfin |w(®)|2 < e2m2t||w(0)|]2, o encore, puisque w(t) =

[[w(0)]1?
w(0)e) [Jw(0)et|| < em2t||lw(0)]], ici w(0) est un élément arbitraire de X par conséquent,
pour tout t > 0, on a l'inégalité

le]) < emet

qui est fondamentale dans le reste de la démonstration.

1) (s)Ids

@l = | / A0 f(s)ds]| < /

t
< [ Il

(e e

pour chaquet —r >0

t
o) < sup A [ emar
sE& —00
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. t _
puisque [~ __em™dr = ﬁ on a

o)) < s (9]

pour chaque t € R, ce que prouve qui x(t) est borné sur R ,soit (s!) une suite arbitrare
dans R puisque f est presque automorphe , nous pouvons extraire une sous -suite (s,) C
(s1)) tel que

lim f(t —s+s,) =g(t—s)

n—oo

et
lim g(t —s—s,) = f(t—s)

n—oo

pour chaque t,s € R, écrivons
ot s) = [l s s
0

On a
e f(t — s+ su)| < e LIf(t =5+ )] < ||€AS||'SIEIHI§ £l

comme |e?¥]] < e™2* donc

e f(t = s+ s0)]| < €™ sup 1 ()]
re

pour chaque s > 0. Nous appliquons alors le théoréeme de la convergence dominée de Le-
besgue pour obtenir :

lim z(t + s,) = lim e f(t — s+ s,)ds

n—oo n—oo 0

:/ e lim f(t — s+ s,)
0

n—o0

n—oo

lim z(t + s,) = / e g(t — s)ds
0
pour tout R. Posons
y(t) = / et g(t — s)ds,t € R
0

comme ci-dessus , nous pouvons €ecrire

y(t —s,) = / Mgt — s —s,)ds,n =1,2,3, ......
0

et obtenir
lim y(t — s,) = z(t)

n—oo

pour tout t € R
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2.3 Le cas A est un générateur infinitésimal d’un Cj-
groupe d’opérateurs

On suppose que f : R — X est continue et A est un générateur d’un Cy-groupe
d’opérateurs linéaires
T = (T'(t))ser sur X. Rapplons-nous d’abord la définition d’une solution "mild” :

Définition 2.2. Une fonction z(t) € C(R, X) avec la représentation intégrale

z(t) =T(t)z(0) + /0 T(t—s)f(s)ds

est appeleé une solution "mild” de 1’équation différentielle(2.1)

Remarque 2.1. Chaque solution forte de (2.1) est une solution "mild” de (2.1) et toute
solution "mild” de (2.1) qui est dans C'(R, X) est une solution forte de (2.1)

Théoréme 2.5. supposons que la fonction T'(t)x : R — X est presque automorphe pour
chaque © € X et que f € C(R,X) (" L'(RT,X) alors chaque solution "mild” de (2.1) limité
a Rt est asymptotiquement presque automorphe

Preuve. Soit

z(t) = T(t)z(0) + /0 T(t—s)f(s)ds

est une solution "mild” de (2.1) et considérons v(t) : Rt — X tel que

v(t) = / T(t—s)f(s)ds
t
v(t) est bien définie et continue sur RT et

lim [[v(2)]| = 0

t—o0

en effet,en utilisant le principe d’uniforme bornitude,on a

sup |T(t)|| = M < o0
teR

Alors -
MWSM/IWM%HWem
t

Maintenant la fonction
u(t) :R—X

défini par



=TW6O) + [ T=9fa)
est presque automorphe puisque
T(-t)f(t): R — X

est une fonction continue et

| Irsseds <1 [ ses)lds < o0

0 0

donc fooo T(—s)f(s)ds existe dans X. maintenant, nous remarquons que
z(t) = u(t) —o(t)

t € Rt de facon que x(t) soit asymptotiquement presque automorphe.

Lemme 2.1. (Voir [9]) Soit
fR—-X

une fonction avec une image relativement compacte dans X et T = (T'(t))ier un Cy-groupe
d’opérateurs linéaires tel que l’ensemble

{T(t)z/t € R}
est relativement compact dans X, pour chaque v € X. Alors
[T@)f(t)/t € R}
est relativement compact dans X

Théoreme 2.6. Suposons que
fR—=X

est une fonction presque automorphe et
Ttr:R—-X

est presque automorphe pour chaque x € X, alors toute solution "mild” de (2.1) avec une
image relativement compacte dans X est presque automorphe.

Preuve. Soit © une solution "mild” avec une image relativement compacte dans X. Re-
marquons que T(t)x(0) est presque automorphe. Soit alors

r:R—X

définie par



pusque

v(t) = 2(t) — T(t)x(0)
son image est relativemment compacte dans X. Maintenant comme T(—t)x est presque
automorphe pour chaque x € X, l’ensemble {T'(—t)x : t € R} est relativement compact

dans X pour chaque x € X. Par suite, on déduit (d’aprés le lemme 2.1) que l’ensemble
{T'(—t)v(t) : t € R} est relativement compacte dans X. On a

T(—t)w(t) = /0 T(—s) f(s)ds

et puisque T'(—s) f(s) est presque automorphe la fonction T'(—t)v(t) est alors presque auto-
morphe (d’apreés le théoréme 1.31 ). D’ot v(t) est presque automorphece. Finalement x(t)
est presque automorphe comme somme de deux fonctions presque automorphes.

Corollaire 2.1. Soit X un espace de Banach uniformément conveze et
Ttzr:R—-X
est presque automorphe pour chaque r € X, supposons aussi la fonction
fR—=X

est un presque automorphe. alors chaque solution "mild” bornée x(t) de (2.1) est presque
automorphe

Théoreme 2.7. ([9]) Soit X un espace de Banach et T = (T'(t))ier, un Co-semigroupe
engendré par lopérateur linéaire A. Supposons que le semigroupe est asymptotiqument
stable c’est a dire que :

lim T'(t)z =0

t—o0
pour chaque v € X Soit
fR—=X

une fonction presque automorphe .
Si x(t) est une solution "mild” de (2.1) avec une image relativement compacte dans X,
alors x(t) est presque automorphe

Théoreme 2.8. ([9]) Supposons que A est un opérateur borné et
fR—-=X

est presque automorphe. Soit x(t) une solution forte de (2.1)avec une image relativement
compacte dans X , Suposons aussi qu’il existe un sous-espace fini Xy de X avec les propriétés
sutvante :

1. eHueXy, VueX vtex,

2. Az(0) € X

3 (e —1)f(s) e Xy, Vt, s eR
Alors z(t) est presque automorphe,
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Annexe

2.4 Operateus linéaires
Définition 2.3. Prenons deux espaces normés X et Y et un opérateur linéaire
A:X—-Y

nous définissons la norme de A par

|Al| = sup ||Az|ly = sup ———
il =1 w0 ||7lx

Définition 2.4. Soient X et Y deux espaces de Banach. un opérateur linéaire A de X dans
Y est dit continu au point x € X si pour toute suite (x,) C X tel que x,, — x , nous avons

Az, — Ax

c’est a dire que :
|Az, — Az|ly — 0

quand
[0 — z]x — 0

Définition 2.5. Soit A un opérateur linéaire

A X—=Y

sur un espace de Banach X. On dit que A est borné s’il existe une constante réelle positive
M telle que
[Az]ly < M|z]x

pour tout x € X

Remarque 2.2. 1. L’ensemble des operateurs bournés de X dans Y est noté par B(X,Y)

2. Un opérateur linéaire A : X — Y est continue ssi A est borné
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Exemple 2.1. Soient a,b deux constantes réelles et X =Y = Cla, b] qui est [’ensemble de
toutes les fonctions continues de [a,b] ;muni de la norme sup. ||||. Soit opérateur définie
par.

(Af)(t) = / £(s)ds,

pour chaque t € [a,b] et f € Cla,b).
puisque on a

b
[(Af)loo = sup || [ f(s)ds]| < (b—a)]lfll

t€la,b] a

alors l'opérateur linéaire A est continue.

2.4.1 Adjoint pour les opérateurs bornés
Définition 2.6. -Soient (Hj, (.,.)1, ||.|l1) et (Ha, (.,.)a, ||.|l2) deux espaces de Hilbert Soit
A € B(H,, Hs), pour chaque y € Hj la fonctionnelle

z = G = (Az,y)s

est linéaire et bornée donc du théoreme de représentation de Riesz il existe un unique
y* € H; tel que Vx € H;
<A'T7y>2 - Cy(aj) = <x>y*>1

la transformation

A*ZHQHHl

définie par
y—y =A%y

est appelé adjoint de I'opérateur A. Compte tenu de ce qui précede, on a :
(Az,y)s = (z, A"yh
pour chaque x € Hy,y € H,

Proposition 2.1. Si A : Hy — Hy est un opérateur linéaire borné alors A* € B(H,, H,)
de plus
[ Al = [|A%|

Proposition 2.2. s
A Hl — Hg

est un opérateur linéaire borné alors A*A € B(H,) et AA* € B(Hy). De plus
[AA™]| = [[AA|| = |A™]]* = | Al
Proposition 2.3. Si A, B sont des opérateurs linéaires bornés sur Hy et si A € C alors
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1. I"=1

2. 0*=0

3. (A+B)*= A"+ B*
4. (M) = \A*

5. (AB)* = A*B*

Définition 2.7. un opérateur linéaire borné
A:H—H
est appelé auto-adjoint(self-adjoint ) ou symétrique si
A=A
Exemple 2.2. Soit l'opérateur A défini sur L*(R) par
(Az)(t) = e Ml (t),

A est un opérateur borné continue auto-adjoint puisque on a

(Az,y) = /OO e_|t|m(t)mdt

= /OO x(t)e Ity (t)dt
= (z, Ay)

Proposition 2.4. Si A € B(H;,Hy) alors on a a la fois A*A et AA* sont auto-adjoints.

Proposition 2.5. Soit A : H; — Hsy est un opérateur borné auto-adjoint alors on a les
Propriétés suivantes

1. (Az,z); € R pour chaque x € H,

[(Az,z)1 ]
IR

3. 8i B € B(H,) est auto-adjoint et AB = BA alors AB est aussi auto-adjoint

2. | All = sup,o

2.4.2 L’opérateur inverse

Définition 2.8. Un opérateur A € B(H) est appelé inversible s’il existe B € B(H) tel que
AB=BA=1

dans ce cas l'opérateur B est appelé opérateur inverse de A et noté par B = A~!

Définition 2.9 (Principe d’uniforme bornitude). Soit F' une famille non vide d’opérateurs
bornés sur un espace de Banach X. Si pour tout x € X, sup ¢ ||Az|| < oo, alors

sup ||A]| < oc.
AeF

52



2.5 Semi-groupes des opérateurs liéaires

Définition 2.10. Une famille d’opérateurs linéaires bornés (7(¢))er+ : X — X est dite
un semi-groupe lorsque

1. T(0)=1; et
2. T(t+s) =T(t)T(s) pour chaque s,t > 0.
Si en plus

3. limy_ ||T(t) — I|| = 0, alors le semi-groupe (7'(t))icr, est dit uniformément continue

Définition 2.11. un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés (T'(t))ier+ : X — X est
dite cp-semigroupe (ou semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés) si

fim |7 (¢) — ] = 0

pour chaque z € X .
Observons que si
(T(t))er+ : X — X

est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés, on peut lui associer un opérateur (D(A), A)
appelé son générateur infinitésimal défini par

T(t)u —
D(A) ={ueX: lir% #em’st@}
et T
Au:lir%—( Ju—u

pour chaque u € D(A)

Remarque 2.3. notons qu’'un opérateur A est un générateur infinitésmal d’un semi-groupe
uniformément continue d’opérateurs bornés (7'(t));cr+ si et seulement si A est borné, dans
ce cas, il peut étre démontré que

T(t) _ 61tA _ Z (t;j')n

2.5.1 Les propriétés de base de Semi-groupes

Théoréme 2.9. Soit
(T(t))ter+ : X — X

un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés alors

1. I exist des constantes C,( telles que

IT@)] < Cect vt € R
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2. Le générateur infinitesmal A de semi-groupe T(t) est un opérateur fermé défini par
densité

3. L’application
t— T(t)z
de R™ vers X est continue pour chaque v € X

4. Uéquation différentielle donnée par

%T(t)x = AT (t)xr =T(t)Ax
est vérifiée pour tout x € D(A)
5. Pour tout x € X, on a

T(t)z = lim(e"')z

s—0

T(s)r —x
s
ot la convergence ci-dessus est uniforme sur tout compact dans R
6. Si A € C avec Re(N) > ¢
[intégrale

avec
Agx =

R\ Az = (M —A) o= / e ST (t)xdt
0
définit un opérateur borné R(\, A) sur X dont l'image est D(A) et
(M — A)R(\, A) = RO\ A)YAN — A) =T

Si ¢ = 0 en (1)ci dessus, alors le semi-groupe corresopondant est uniformément
continu. De plus, (T (t))ier+ est dit un co-groupe de contraction.
Théoreme 2.10. Soit
A:D(A) - X
un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach X, alors A est le générateur infintesmal
d’un co semi-groupe de contraction (T(t))ier+ i et seulement si

1. A est un opérateur linéaire fermé densément défini
2. La résolvante p(A) de A contient RY et

1
[T = 4)7Y) < 3,¥A >0

Théoréme 2.11. Soit
A D(A) — X

un opérateur linéaire sur X, alors A est le génerateur infinitesmal d’un co semi-groupe
d’opérateurs linéaires bornés (T (t))ser+ satisfaisant

IT(®)] < Cel

st et seulement si
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1. A est un opérateur fermé défini densément

2. Pour chaque A € R tel que |\ > ( est dans p(A) et pour chaque \,on

C

[A = A)™"]| < =0
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Conclusion

Nous nous somme intéressés aux propriétés principales des différentes classes de fonc-
tions presque automorphes. Notre travail a inclus un exemple d’étude de la stabilité des
solutions de I'équation différentielle linéaire ' = Ax + f ou f est une fonction presque
automorphe.
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