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Introduction générale

Nous faisons tous de I'optimisation. Dans notre vie quotidienne, nous cherchons a optimiser
notre temps de travail, nos espaces de rangement, ou encore le trajet que nous aurons a
parcourir pour nous rendre quelque part,...etc. Nous recherchons tous une meilleure solution
aux problemes qui jalonnent notre existence. De maniere générale, l'optimisation va donc

consister a trouver cette meilleure solution.

Comme nous le rappelle 'adage populaire selon lequel : "les mathématiques permettent de
mettre le monde en équation”, il peut étre tracé un parallele entre I’optimisation quotidienne
et celle, plus technique que ’on retrouve en science. En mathématique, la meilleure solution se
recherche au sein d’un domaine initial. Cette solution est souvent soumise a des contraintes
qui correspondent a des obligations ou des souhaits a respecter. Le critere permettant de
distinguer qu’une solution est la meilleure s’appelle la fonction objectif. L’optimisation ma-
thématique va consister a rechercher dans le domaine initial une solution qui maximise ou
minimise une fonction objectif tout en respectant des contraintes.

Pour un domaine continu, on distingue classiquement deux types d’optimisation :

— L’optimisation locale recherche une solution qui est la meilleure localement, c’est-a-
dire que dans son voisinage aucune solution n’est meilleure qu’elle. Cette solution est

appelée un optimum local.

— L’optimisation globale recherche quant a elle la meilleure solution du domaine en entier,
c’est-a-dire que dans tout le domaine il n’existe aucune solution qui lui soit meilleure

tout en respectant les contraintes. Cette solution est appelée 'optimum global.

L’intéret de I'optimisation globale par rapport a 'optimisation locale est patent. Elle garantit
en effet que personne ne peut avoir une solution meilleure que celle trouvée. Or, pour une
entreprise, cette information a son importance, car la différence entre la solution globale et
une solution locale est bien souvent significative. Mais 'intérét n’est pas que compétitif. Dans
de nombreux problemes, 'optimum global est la seule solution mathématique correspondant
a une réalité physique. C’est ce qu’illustre par exemple la recherche de la quantité de chaque

élément présent dans un mélange chimique a I’équilibre.

11



Introduction générale 12

De nos jours, afin de résoudre des problemes d’optimisation globale avec contraintes, de nom-
breuses stratégies algorithmiques s’averent disponibles. Pour guider le choix de la meilleure
stratégie a utiliser, il est nécessaire de regarder : (i) la taille du probleme, (ii) les propriétés
de la fonction objectif et des contraintes (continuité, différentiabilité, linéarité, convexité,...),

(iii) ainsi que le temps disponible pour résoudre le probleme.

Dans ce travail nous nous somme intéressés a deux types d’algorithmes de résolution (gé-
nétiques et branch-and-bound par intervalle) et aux techniques hybridation que 'on peut

développer pour améliorer leurs performances.

Le travail accompli est présenté a travers les différents chapitres. Dans le premier chapitre,
nous allons donner un apercu général sur le probleme de I'optimisation non linéaire, ainsi que
des rappels sur quelques notions théoriques de base. Ainsi, quelques méthodes d’optimisation

globale.

Dans le deuxieme chapitre, nous présenterons, les concepts qui sont a la base du calcul
par intervalles. Les structures fondamentales de compact sur R™ seront représentées par des
intervalles, des pavés et des sous-pavages. Nous verrons, a travers l'arithmétique par inter-
valles et les fonctions d’inclusion, les outils algébriques permettant d’étendre, les opérations

mathématiques sur les réels, aux calculs sur des intervalles de valeurs réelles.

Dans le troisieme chapitre, nous commencons par donner le principe des algorithmes géné-

tiques en détaillant les différents parametres utiles pour I'implémentation de I'approche.

Dans le quatrieme chapitre nous présentons une approche de recherche en deux phases. Elle
utilise une hybridation de I’approche proposée dans le deuxieéme avec une approche proposé

dans le troisieme chapitre, pour touver une solution plus éfficace.

Le dernier chapitre est consacré a une application informatique des méthodes cités dans les
chapitres précédent, ainsi une modelisation d’un probleme du gestion de trafic aérien a été

faite.



Chapitre 1

Optimisation Globale

1.1 Introduction

Résoudre un probleme d’optimisation revient a localiser I'optimum global du critére en pré-
sence ou en absence de contraintes. Ces dernieres années, avec 1'évolution de I'informatique,
une attention particuliere a été accordée a 'optimisation globale dont I'objectif est de dé-
velopper des algorithmes sophistiqués et rapides permettant de localiser 'optimum global
d’une fonction mathématique et d’échapper ainsi au probleme rencontré avec les méthodes

d’optimisation classique qui sont souvent piégées dans un minimum local.

Les méthodes de gradient classiques et de recherche aléatoire se comportent bien, sur des
fonctions unimodales simples mais sont inefficaces pour étre appliquées aux problemes diffi-
ciles, comme des fonctions non différentiables, multimodales ou bruyantes. Dans ces cas-ci, ou
les algorithmes d’optimisation classiques ne fournissent pas des résultats fiables. 'algorithme
reproduit le comportement d'une goutte de pluie qui tombe sur une surface imperméable :
elle tombe en un point, puis suit la ligne de plus grande pente en s’arrétant sur le premier

creux qu’elle rencontre.

Ce premier creux correspond a un minimum de la fonction mais n’a aucune raison de cor-
respondre au minimum global de celle-ci. Pour poursuivre la métaphore météorologique, ceci
correspond aux lacs qui se remplissent jusqu’a déborder ; I’eau poursuit ainsi son chemin de
minimum local de 'altitude en minimum local jusqu’a la mer qui réalise le minimum global.
L’algorithme de gradient s’arréte au premier lac. En d’autres termes, le résultat final de

I’application de I'algorithme de gradient dépend tres fortement du point initial choisi.

Dans le cadre des applications pratique, les minima locaux ne présentent que peu d’intéreét,
seul le ou les minima globaux comptent. Il convient donc d’essayer de se débarrasser de ce
blocage dans un minimum local. La facon de faire est d’utiliser une méthode d’optimisation

globale.

13



Chapitre 1 : Optimisation Globale 14

Dans cette partie nous allons donner un apergu général sur le probleme de I'optimisation non
linéaire, ainsi des rappels de notions théoriques de base. Ainsi, quelques méthodes d’optimi-
sation globale. Dans I’étude présentée dans ce mémoire, on considere les différents résultats

et théories relatifs & la formulation ” minimiser ”.

1.2 Formulation mathématique d’un probleme d’opti-
misation non linéaire

Considérons une fonction scalaire de plusieurs variables x1, zo, ..., z,, appelées variables de dé-

cision, notée f(z), et appelée fonction objectif ou critere. Le vecteur de variables de décision,

noté x = (r1, s, ..., ,)7. Nous présentons un probleme d’optimisation mathématiquement

sous la forme suivante :

min(f(z))

(1) <0 i=1,..n (1) (1.1)
hj(x)=0 j=1,..,m (2
reSCR" (3)

— f : représente la fonction objectif & optimiser (minimiser ou maximiser)
- (1),(2),(3) : représentent les contraintes du probleme.
— & : représente le domaine ou I’ensemble des solutions réalisables, appelé aussi 'espace

de recherche.

L’objectif de l'optimisation globale est de rechercher parmi les x € S , un x* particulier
qui est appelé minimum absolu ou global (n’est pas obligatoirement unique), et vérifiant les

contraintes (1), (2), noté x*, tel que :

f@*) < f(x), Vo eS§ (1.2)

On peut passer d’une formulation minimiser a une formulation maximiser et vice versa :

minimiser f(z) revient & maximiser — f(z) , c’est-a-dire :

min f(z) = — max(—f(z)) (1.3)

Lorsque (1) et (2) sont absentes, le probléme (1.1) se raméner & un probléeme d’optimisation
sans contraintes. Méme avec la présence de (1) et (2) ou 'une des deux contraintes le probleme
(1.1) peut se ramener & un probléme sans contraintes et ceci en faisant appel aux méthodes

de pénalités.



Chapitre 1 : Optimisation Globale 15

Définition 1.1. On appelle solution réalisable du probleme (1.1) tout vecteur x vérifiant les
contraintes (1),(2),(3), C’est-a- dire tel que :

gi(zr) <0 i=1,..,n
hij(z)=0 j=1,..,m (1.4)
reSCR"?

1.2.1 Position du probleme

Dans la suite du travail présenté, on considére seulement un cas particulier de contraintes

du type inégalités, il s’agit des contraintes ” de box ” données comme suit :

<y < e (1.5)

min max

Ou 27" et £ sont des composantes de deux vecteurs z™" et 2™ de dimension n,

données. Ces deux vecteurs définissent un domaine admissible S hyper-rectangulaire.

Nous abordons les problemes d’optimisation globale définie comme suit :

f g0 1

reS

Ou f : R® — R est continue différentiable, non linéaire et non convexe, et ’ensemble
compact & C R" est un box de dimension n. Le but est de rechercher parmi les x € S, un

(ou plusieurs) x* particulier qui est appelé minimum absolu ou global.

1.3 Rappel de notions théoriques de base

1.3.1 Signe d’une matrice

On définit une matrice carrée A(n x n) d’éléments réels par un tableau :

air ... Qin

ap1 ... Qpp

Définition 1.2. Soit A une matrice carrée symétrique (n X n).

—_

. On dit que A est définie positive si : 27 . A2 >0, 2 # Ogn , x € R"

2. On dit que A est semi-définie positive si : 27 . A.x >0, x # Ogn , € R?
3. On dit que A est définie négative si: 2. Az <0, x # Ogn , x € R"
4

. On dit que A est semi-définie négative si : 27 . A2 <0, 2 # Ogn , x € R
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Définition 1.3. Soit A une matrice carrée symétrique (n X n)
1. A est définie positive <&  det(Ag) >0, Vk=1,...n
2. A est définie négative & (—=1)¥.det(4;) >0, Vk=1,..,n
ol
ay; ... Ay

Ay =

ap1 ... Agk
Définition 1.4. (Critere qui utilise les valeurs propre)

Soit. A une matrice carrée symétrique (n X n), (; les valeurs propres de A.
1. Si B; >0, Vi= A est définie positive.
2. Sif3; >0, Vi= A est semi-définie positive.
3. Si 6; <0, Vi= A est définie négative.
4. Si 3; <0, Vi= A est semi-définie négative.

1.3.2 Continuité
Soit A C R”, une fonction f : A — R est dite continue en 2° € A si :

Ve>0, 30>0, tg:Vox e A ||z —2"||[<d=] f(z)— f(2°) |< e (1.7)
on éerit, : lim,__ 0 f(z) = f(2)

Remarque 1.1. on dit que f est continue sur A si elle est continue en tout point de A.

1.3.3 Différentiabilité

— Dérivées partielles :

Soit f : A — R une fonction définie par un voisinage de 2° € A.
F(@1,20, 0 Ti+h, i 1,0 0)— f(20)
h

Sila limy,__g existe et est finie alors elle est appelée la 1"

dérivée partielle, elle est notée %ﬂio) ou V, f(x).

— Différentiabilité :
Soit f : A — R une fonction définie par un voisinage de x € A, on dit que est

différentiable en z°, si :

fz) — f(2%) = V(") (x — 27)

lim
r [z —a0]

=0 (1.8)
Remarque 1.2. f est différentiable sur A si elle est différentiable en chaque point de A.

Remarque 1.3. f est dite continiiment différentiable sur A si les dérivées partielles de f

sont continuent sur A, et on dit que f est de classe C!.
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1.3.4 Gradient

Si f € C1(A,R), on appelle gradient de f en x le vecteur de R™ :

avec & = (T, ..., Tp)

1.3.5 Hessienne

Soit f de classe C2, on définit la hessienne de f par :

2f *f *f
03 Ox10xe " O0xz10xn
_of  8f _of
Oxo0x1 81‘% T Oxg0xn
Hf(z) = J(Vf) =
R o 2%f
0rndxr1 Oxndxa " ox2

Remarque 1.4. H f(x) est une matrice carrée (n x n) symétrique.

1.3.6 Eléments d’analyse convexe

Pour étudier les problemes d’optimisation, il est nécessaire de recourir a des outils spécifiques

dont I’étude est basée sur I’analyse convexe. Nous allons ici rappeler brievement les définitions

de quelques notions importantes.

1.3.7 Ensemble convexe
Un ensemble & C R”™ est dit convexe ssi :

M+ (1+Ny eS8, Ve,ye S, VAel0,1]

— £ Y
pf £ Qg?'
/.’z’fﬁ?f ny E‘: zf-{- ,’ o
. Ll
f’{{" ™ b %LJ b »)}
N .
i:l ¥ '|."| ".1',“’), L.ll}‘
JI‘ -\.LE "‘;JI,_-I-}'I,’I o\
i rr
K ( g IL'L_I',,_ 3 ;}z
Freemble eonseo Fxsmmhia nan smseen

Fi1G. 1.1 — Ensemble convexe et non convexe
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Remarque 1.5.

— Les ensembles convexes de R sont les intervalles.
— L’intersection d’ensembles convexes est un ensemble convexe.

— R™ est convexe

1.3.8 Fonction convexe
Etant donné une fonction : f : S C R” — R, nous avons trois type de définitions essentiels :

Définition 1.5. On dit qu’une fonction, f : § C R® — R, définie sur un ensemble convexe

S C R" est convexe ssi :
Ve,y €S, VAE[0,1], f(Ar+ 1+ Ny < Af(x) +(1+A)f(y)

Lorsque n = 1 cette définition s’interprete bien géométriquement : le graphe de la fonction

et toujours en dessous du segment reliant les points (z, f(x)) et (y, f(y)) (Fig.1.2).

A

fix) + (1 — 1) fiy)
vy |
ftx + (I—=t)y)

Stx) |-

x tx+ (i—=iy ¥

F1G. 1.2 — Fonction convexe

Exemple 1.1. n =2

e
i

2

cbiedive value

2
2
£
H
g

variatis 2 500 500 f—

Fia. 1.3 — fonction (sphere) convexe et fonction Griewangk non convexe

Lorsqu’une fonction convexe est dérivable, la caractérisation suivante sera utile.
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Proposition 1.1. On dit qu'une fonction, f € CY(S C R™ R), définie sur un ensemble

convere S est convexe $si :

fly) = fl2) + V(@) (y —2), Yo,yes

Proposition 1.2. On dit qu'une fonction, f € C*(S C R™ R), définie sur un ensemble

conveze S est convexe ssi :

Hf(x) est semi-définie positive.

Remarque 1.6. — Une fonction f est concave si (—f) est convexe.

F1G. 1.4 — Fonction concave.

— Une fonction f est strictement convexe si les inégalités ci-dessus est stricte et (x # y).
— H f(x) est définie positive Vo € R™ = f strictement convexe (la réciproquement n’est

pas nécessairement vraie).

1.3.9 Fonction Unimodale et Multimodale

Soit f : [a,b] — R on dit que f est unimodale sur [a, b] si f possede un minimum z* € [a, b]

tel que :

sty <z* alors f(x)> f(y)
<

Va,y, fﬂ<y:{ si x* <z alors f(z)

Une fonction unimodale sur [a,b] possede un minimum unique sur [a,b]. En générale les
fonctions unimodales sont des fonctions qui n’ont qu’un seul optimum (minimum). Comme

exemples de fonctions unimodales nous citons la fonction (sphere) (voir Fig.1.3).

Les fonctions admettant plusieurs minima (locaux ou globaux) sont appelées multimodales,
on peut citer les fonctions sinusoidales,fonction Griewangk, et les fonctions non convexes
(voir Fig.1.3).
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1.3.10 Minimum d’une fonction

Avant de définir la notion de minimum local nous rappelons d’abord la notion de voisinage.

On définit un voisinage de x*, V(z*) de taille par :

V') ={res | [[v-a"[<e}

1.3.11 Conditions suffisantes d’existence d’un point minimum

La premiere question est celle de 'existence du point de minimum global de la fonction f.
Il existe principalement deux théoremes qui permettent de répondre a cette question. Le
premier affirme l'existence d’un point de minimum lorsque 1’ensemble des contraintes est
fermé borné. Le second est son équivalent pour les ensembles de contraintes fermés mais non

bornés.

Théoréme 1.1. (Weierstrass)
Soit S un compact (i.e. un fermé borné) non vide de R™ et f : S C R™ — R une application
continue sur S. Alors f est bornée et atteint ses bornes. Autrement dit, il existe x* € S point

de minimum global de f sur S i.e. :

Vyes, f@7) < fly)

Théoreme 1.2. limg|—1o f(z) = +00 et f est continue sur R", alors le probléme (1.6)
admet au moins une solution. Il y a unicité si on ajoute une hypothese de la convexité stricte.
1.3.12 Minimum local

On dit qu'une solution z* € S est un minimum local du probleme (1.6) si est seulement s’il

existe un voisinage V(z*) de z* tel que :
Ve € Viat) s f°) < ()

Le minimum local z € § est strict si I'inégalité est strict et x # z*.

1.3.13 Minimum global
On dit qu'une solution z* € S est un minimum globale du probleme (1.6) si est seulement
st :
Vees : f(a7) = f(z)
Le minimum global z € § est strict si 'inégalité est strict et x # z*.

La figure 1.5- illustre sur une fonction a une seule variable, les notions d’optimum global et

d’optimum local.
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Foby
p max global )

max local 4 -"_:
- i ( _
- Y | ;
T e \ / :

- h / -.'._- /
B . ___."' - I
s ninflodal —
min qobn] N

X1
-
X pmira X X ane x
V(X1

F1G. 1.5 — Optimum local et optimum global

Remarque 1.7. Les maxima locaux et globaux sont définis de maniere similaire. Notons
que z* est un maximum local (respectivement global) de la fonction f sur I’ensemble S si x*

est un minimum local (respectivement global) de —f sur S.

1.4 Conditions d’optimalités

Afin d’analyser ou de résoudre de maniere efficace un probleme d’optimisation, il est fonda-
mental de pouvoir disposer des conditions d’optimalités.
1.4.1 Conditions nécessaires d’optimalité locale

Etant donné un vecteur x*, nous souhaiterions étre capables de déterminer si ce vecteur est
un minimum local ou global de la fonction f. La propriété de différentiabilité continue de f

fournit une premiere maniere de caractériser une solution optimale.

Définition 1.6. Une solution z de I'équation V f(z) = Or» est appelé point critique (sta-

tionnaire) de la fonction f.

Théoréme 1.3. (Condition nécessaire d’ordre 1)
Si f € CH{S CR",R). Si f admet un minimum local en x* € S, alors

Vf(m*) — ORn
Remarque 1.8.

— Cette condition est nécessaire mais non suffisante.
— En un point critique, une fonction peut atteindre un extremum (soit minimum soit

maximum) ou non.

Dans le cas ou f est deux fois continuellement différentiable, une autre condition nécessaire

est donnée par le théoreme suivant. Elle est appelée condition nécessaire du second ordre.
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Théoreme 1.4. (Condition nécessaire du 2™ ordre)
Si f € CH{S CR",R). Si f admet un minimum local en x* € S, alors

1. Vf(l’*) = ORn ;
2. Hf(xz*) est semi-définie positive.

1.4.2 Conditions suffisantes d’optimalité locale

Les conditions données précédemment sont nécessaires (si f n’est pas convexe), c¢’est-a-dire
qu’elles doivent étre satisfaites pour tout minimum local ; cependant, tout vecteur vérifiant
ces conditions n’est pas nécessairement un minimum local. Le théoreme suivant établit une
condition suffisante pour qu’un vecteur soit un minimum local, si f est deux fois continuel-

lement différentiable.

Théoreme 1.5. (Condition suffisante du 2™ ordre)
Soient f € C*(S C R, R), et x* € S vérifiant :

1. Vf(z*) = Ogn ;

2. Hf(x*) est définie positive.

Alors x* € S est un minimum local de f au sens strict.

1.4.3 Conditions suffisantes d’optimalité globale

Théoréme 1.6. Soit f € C*(S C R",R) conveze, et S convexe alors :
1. z* € § est un minimum global < V f(x*) = Ogn ;

2. Si de plus f est strictement convexe, x* € S est l'unique minimum global de f.

1.5 Notion de Complexité

1.5.1 Définition d’un algorithme

Un algorithme est un ensemble de regles opératoires dont ’application permet de résoudre

un probleme énoncé au moyen d’un nombre fini d’opérations.

1.5.2 Propriétés d’un algorithme

— Les entrées : un algorithme prend des valeurs d’entrées a partir d’ensembles définis.

— La sortie : constitue la solution du probleme de départ.

— La finitude : l'algorithme doit produire la sortie souhaitée en un nombre fini (mais
peut-étre tres grand) d’étapes, quel que soit l'entrée.

— L’efficacité : chaque étape de I'algorithme doit pouvoir s’exécuter dans un temps fini.

— La généralité : 'algorithme s’applique a tous les problemes d’une forme désirée.
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1.5.3 Complexité des algorithmes

L’analyse de la complexité d’un algorithme consiste a déterminer une fonction F': N— R
qui & un parametre n, dépendant de la donnée soumise a 'algorithme (en général, n est
la taille de cette donnée), associe le cout F'(n) (exprimé en unités arbitraires de temps
ou d’espace) de l'exécution de l'algorithme pour la donnée. Ceci permet en particulier de

comparer deux algorithmes traitant le méme probleme.

1.5.4 Complexité des problemes

La complexité des problemes a aboutie a une classification des problemes en fonction des
performances des meilleurs algorithmes connus qui les résolvent. Techniquement, les ordina-
teurs progressent de jour en jour. Cela ne change rien a la classification précédente, Elle a

été concue indépendamment des caractéristiques techniques des ordinateurs.

1.6 Optimisation convexe

Dans les problemes d’optimisation, avec ou sans contraintes, la convexité joue un role tres
important. En effet pour la plupart des algorithmes que nous décrirons, la convergence vers

un optimum global ne pourra étre démontrée qu’avec des hypotheses de convexité.

Le probleme (1.6) est convexe si les conditions suivantes sont vérifiées :
1. Le probleme est une minimisation ;
2. f(x) est une fonction convexe ;

3. Le domaine S est un ensemble convexe.
Le probleme (1.6) est non convexe si une des conditions est violée.

Théoreme 1.7. z* € S solution optimale locale < x* solution optimale globale.

Remarque 1.9. Dans les situations convexes, le probleme d’optimisation globale peut étre
abordé par un ensemble de méthodes classiques, telles, par exemple, celles basées sur le

gradient, qui ont montré leur efficacité en ce domaine.

1.7 Meéthodes d’optimisation globale

Apres avoir définie les notions théoriques de base relatives a un probleme d’optimisation non

linéaire, nous passons aux méthodes d’optimisations globales (voir Fig.1.6).

On peut définir une méthode exacte comme une méthode qui garantit 1'obtention de la

solution optimale pour un probleme d’optimisation. L’utilisation de ces méthodes s’averent
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particulierement intéressante, mais elles sont souvent limitées au cas des probleme de petite

taille. Il existe différents méthodes exactes pour la résolution de tels problemes.

Tous les problemes d’optimisation n’ont pas le méme degré de difficulté, celui-ci étant surtout
lié & la dimension de 'espace de recherche et au paysage de la fonction a optimiser (nombre de
minima, dérivabilité, continuité,...etc.), en conséquence, plusieurs algorithmes d’optimisation
ont été développés (Fig.1.6), certains étant plus adaptés a des problémes présentant certaines
caractéristiques tandis qu’ils échouent sur des problemes ou d’autre méthodes sont bonnes,

et inversement.

Ces algorithmes d’optimisation peuvent étre classés en algorithmes d’optimisation locale
et algorithmes d’optimisation globale. Alors que les algorithmes de la premiere classe sont
piégés par le premier minimum qu’ils rencontrent ou sont handicapés par la taille de ’espace
de recherche, les algorithmes de la seconde classe ne présentent pas ces inconvénients et

permettent de trouver une solution proche de I'optimum global.

Dans la littérature, on distingue trois classes pour les méthodes d’optimisation globales : les
méthodes exactes (appelées déterministes), les méthodes métaheuristique (appelées encore

méthodes stochastiques), et les méthodes hybrides.

La Figure (1.6)- schématise une classification possible des différents types de méthodes d’op-

timisation.

| Meéthodes d'optimisation

Optimisation Optimisation
statique dynamique

Optimisation ]
mono-objectif |

Optimisation
multi-objectif

Méthodes déterministes

Meéthodes stochastiques

Méthodes exactes |
| Métaheuristiques

| - Recherche Tabou ! Me't!jodf:s |
- Scatter Search enumeératives

- Hill-climbing - Branch and Bound
- k-opt | Méthodes | -Branch and Cut

- Recuit simulé analytiques - Programmation dynamique

Algorithmes
évolutionnaires Optimisation linéaire

- Stratégies d'évolution (CMA-ES, DE) - simplexe de Dantzig

- Programmation évolutionnaire Optimisation non linéaire - Méthodes primales/duales
- Algorithmes génétiques sans contrainte

- Programmation génétique

- gradient )
o " - gradient conjugué Line Search
Intelligence en essaim
-Fletcher et Reeves - Newton-Raphson
- Colonies de fourmis - Quasi-Newton - Méthodes par encadrement
- Essaims particulaires - DFP, BFGS - Méthodes d'interpolation
- Colonies d'abeilles artificielles - Nelder-Mead - Méthode de la sécante

F1G. 1.6 — Une classification des différents types de méthodes d’optimisation.

Pour notre travail, nous considérons les méthodes d’optimisation globale décrites par :
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1.7.1 Méthode énumérative

Bien entendu, dans un espace de recherche fini, dont la taille est d’autant plus petite que le
calcul de f est numériquement long, la fonction cott peut étre évaluée en chaque point de

I’espace pour localiser les optima.

Parmi les méthodes énumératives, nous présentons dans le deuxieme chapitre, 1’algorithme
branch-and-bound d’intervalle, qui est une méthode permettant de détecter des régions qui

ne contiennent pas 'optimum (Fig.1.7), et ainsi les exclure pour le reste de la recherche.

= Ppas de muinimum dans -
*u cette négion -

FiG. 1.7 — Détection de région qui ne contient pas le minimum global.

1.7.2 Meéthodes approchées
1.7.3 Les heuristiques

Une heuristique d’optimisation est une méthode approchée se voulant simple, rapide et
adapté a un probleme donné. Sa capacité a optimiser un probleme avec un minimum d’in-
formations est contrebalancée par le fait qu’elle n’offre aucune garantie quant a I'optimalité

de la meilleure solution trouvée.

1.7.4 Les métaheuristiques

Apparues dans les années 80, forment un ensemble d’algorithmes, c’est-a-dire, une suite
d’instructions effectuant une tache donnée visant a résoudre une large gamme de problemes

d’optimisation difficile, pour lesquels on ne connait pas de méthode classique plus efficace.

La figure (1.8) résume le principe des métaheuristiques.
.
e o 5 D

== TS

X

F1G. 1.8 — Principe des Métaheuristiques.
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En utilisant certains mécanismes, la métaheuristique (M) tente de trouver 'optimum global

(G) d’un probleme d’optimisation difficile (D), sans étre piégé par les optimums locaux (L).

D’une maniere générale, les métaheuristiques s’articulent autour de trois notions : "Explo-
ration ”, 7 Exploitation "et ” Mémoire/Apprentissage”. L’exploration désigne les processus
visant a récolter de l'information sur le probleme optimisé. L’exploitation vise a utiliser
I'information déja récoltée pour définir et parcourir les solutions les plus prometteuses. La
mémoire est le support de 'apprentissage, qui permet a ’algorithme de ne tenir compte que
des zones ou l'optimum global est susceptible de se trouver, évitant ainsi les optima locaux

(de bonnes solutions, mais qui ne sont pas les meilleures des solutions possibles).

- -
- - -
Exploratiomn
Sapprenbssao O
(e Tmnine ) Exploitaticrm
- 1 - -
- :_-

F1G. 1.9 — Les trois phases d’une métaheuristique.

Les métaheuristiques progressent de fagon itérative, en alternant des phases d’exploration,
d’exploitation et d’apprentissage. L’état de départ est souvent choisi aléatoirement, 1’algo-

rithme se déroulant ensuite jusqu’a ce qu'un critere d’arrét soit atteint.

Parmi les métaheuristiques les plus utilisées, nous distinguons le Recuit simulé, la Recherche

Tabou, les méthodes évolutionnistes et les algorithmes de colonies de fourmis.

La figure 1.10- schématise les principales métaheuristiques. Ce qui est en noire représente

I’approche utilisé dans notre travail, que nous avons présenté dans le troisieme chapitre.

I | I I

V==

Y
Algorithmes Stratégie Programmakion } Programmations
Egenetigues dévelution ) Evolutionniste ) pndtiques

F1G. 1.10 — Les principales métaheuristiques.
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1.7.5 Meéthodes hybrides

L’utilisation d’une hybridation entre une approche métaheuristique et une approche exacte
est souvent souhaitée pour construire un algorithme plus efficace, qui permet de contourner
plus ou moins la difficulté pour résoudre un probleme d’optimisation. Pour cela un algorithme
génétique d’intervalle hybride (HIG) est présenté dans le chapitre quatre afin d’obtenir de
meilleurs résultats pour notre probleme posé. Ce dernier est capable de déterminer le bassin

d’attraction de 'optimum global ainsi que la détermination de ce dernier.

1.8 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a des généralités sur 'optimisation, en particulier I'optimisation
globale. L’objectif consiste a présenter les éléments essentiels utilisés et de montrer 'intérét
de l'optimisation globale, dont une méthode d’optimisation globale tres intéressante a attiré
notre attention, elle s’agit de I'algorithme génétique d’intervalle hybride (HIG) consistant au

couplage des deux méthodes :
1. La méthode d’analyse d’intervalle qui fait partie des méthodes exactes;

2. Et lalgorithme génétique qui est une méthode métaheuristique.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons la méthode d’analyse d’intervalle (Méthode

brunch-and-bound d’intervalle).



Chapitre 2

Méthode d’analyse d’intervalles

2.1 Introduction

L’analyse d’intervalle est un outil développé par Moore en 1966 pour controler les erreurs
occasionnées par les calculs numériques. Au lieu d’approcher x par un nombre représentable
en machine, nous le remplacerons par un intervalle qui le contient. Les bornes de cet intervalle

seront des nombre représentables en machine.

L’idée de l'analyse d’intervalle est de représenter tous les nombres réels par deux nombres
flottants qui I’encadrent. L’analyse d’intervalle a rapidement été utilisée en optimisation,
pour la résolution de systemes linéaires et non linéaires. Grace a celle-ci, de nombreux al-
gorithmes d’optimisation globale ont été développés, I'analyse d’intervalle utilisée ici permet
de déterminer I'optimum global ainsi que tous les optimums d’un probleme d’optimisation

avec ou sans contraintes.

2.2 Opérations ensemblistes pures

2.2.1 Inclusion ensembliste

Définition 2.1. Soit A et B deux sous-ensembles de R™. On dit que A est inclus dans B si

et seulement si tout élément de A appartient a B. Il vient de ce fait

ACB& (Vxe A, z € B)

Les opérations suivantes s’appliquent sur des sous-ensembles de R™ en général. Elles re-
groupent 1'union, 'intersection, le produit scalaire et la projection.L’union et I'intersection
d’ensemble sont deux notions tres utilisées. Etant donnés A et B deux sous-ensembles de R

et R™.Nous avons :

e AUB={zeR" | r€ Aouzx € B} , avec n=m

e ANB={zeR" | x€Aetx € B} , avec n=m

28
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e A-B={(z,y)T eR"™™ | x € A ou y € B}
o proji(A) = {z; e R | (w1, ..., ws, ..., wn)’ € A}

D’une maniere générale, il va de soit que des principes valables pour les sous ensembles, le

seront en particulier pour les pavés ainsi que les intervalles.

2.3 Intervalles, pavés et sous-pavages

Cette section a pour objet un rappel des notions sur les intervalles et les pavés. Ces notions
constituent des éléments fondamentaux de I'analyse par intervalles. La plupart des définitions

et opérations ensemblistes présentées sont tirées de [9] et [12].

2.3.1 Définitions et notations

Intervalle : Un intervalle [x] est un sous-ensemble convexe, borné et fermé de réels.Nous

avons

7] = [z,7] ={z €R, 2 <z <7}

ou z et T sont respectivement les bornes inférieures et supérieures de [x|. L’ensemble des
intervalles est noté I = {x = [2,7] | z,T € Ret z <T}.
— La largeur d’un intervalle est donnée par w([z]) =7 — z
— Point milieu d’un intervalle est donnée par m([z]) =
— Un intervalle est dégénéré quand sa largeur est nulle c.a.d un intervalle dont les deux

borne sont égales T =x =«

Remarque 2.1. 'union de deux intervalles ne donne pas toujours un intervalle, par exemple
I'union des intervalles [1; 2] et [3;4] donne pour résultat un ensemble disjoint de deux in-
tervalles. Bien que ce résultat soit intéressant, il rend difficile la manipulation de I'union,
le nombre d’intervalles disjoints lors de la résolution des problemes pouvant croitre rapide-
ment .il faut donc introduire une notion d’union différente qui renvoie le plus petit intervalle
contenant 1’ensemble des solutions de I'union. L’intervalle solution est donc ’encadrement

extérieur de I'union défini par la formule [z] U [y] = [[] U [y]].

Ou l'opérateur [..] renvoie le plus petit intervalle encadrant I'union. Ces opérations sont

codées par les formules suivantes pour des intervalles non vides :

[x] U [y] = [min(z;y); max(T;7)]

_J o si (T<yV(H<z)
[zl Nyl = { [max(z; y); min(T; )] sinon
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Pavé (Boite) : De la méme fagon que nous représentons un réel par un intervalle, il est
possible de concevoir une structure de compact simple afin de représenter un vecteur a
composantes réelles. Un pavé [X] (ou vecteur n-dimensionnel d’intervalle qui définit I’espace
de recherche dans lequel se trouvent les vecteur des inconnues ) est un compact de R™ défini

par le produit cartésien de n intervalles. On note

(X] = [Z1; 2] X [To; 5] X oo X [Tp;,] = [21] X [22] X .. X [2,]

[(X] = ([T1;24] X [To;25) X ... ¥ [En?ln])T

e

Pour tout ¢ € {1,2,...,n}, lintervalle [z;] correspond a la i“"¢ composante de [X]. Les

caractéristiques du pavé sont décrites comme suit :

— La longueur du pavé [X]| est donnée par w([X]) = max!", (w[x;])

~ Le centre de [X] est défini par m([X]) = (55 Z0% . o) T

— Le volume de [X] est donné par :

Vol([X]) = [Jwl{z}) = @ +21) - @ + )+ (T0 + 2,)

i=1

Sous-pavage : Un sous pavage est défini par une union de pavés. En particulier, un sous-
pavage régulier est constitué d’un ensemble de pavés disjoints ou des pavés qui ne partagent

que leurs frontieres.

Remarque 2.2. C’est cette structure de pavé qui permet d’approximer des vecteurs incer-

tains. Chaque composante du vecteur appartient a un intervalle.

Cependant la représentation par pavé implique une perte de précision. Un ensemble S de
forme quelconque peut étre encadré par un pavé [X]. L’encadrement réalisé contient tous
les points de S mais aussi tous les points du pavé n’appartenant pas a S. Sur la figure 2-1 le
pavé qui encadre S contient aussi des points n’appartenant pas a S comme par exemple le
couple (ay,az). Toute la zone en gris clair est donc une incertitude sur la connaissance de S
qui est due a la représentation des variables sous forme de pavés. Ce pessimisme engendré

par les pavés est aussi appelé wrapping effect.
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\
[£7]

(@, az)

Fic. 2.1 — Illustration de ’encadrement d’'un ensemble par une boite, tous les points gris
n’appartiennent pas a ’ensemble.

2.4 Arithmétique d’Intervalles

La premiere de ces arithmétiques présentées dans ce rapport est 'arithmétique d’intervalle
développé par R. E. Moore .Sa théorie fit une énorme avancée en mathématique appliquée car
ce fut la premiere fois que 'on put écrire des algorithmes exacts entierement déterministes;
c’est a dire que d'une exécution a l'autre on est stir d’obtenir le méme résultat et que ce

résultat est prouvé exact mathématiquement a la précision pres.

2.4.1 Principe de l'arithmétique d’intervalles

Le principe consiste a représenter tout réel (ou calcul intermédiaire) par un intervalle de
deux nombres flottants représentables en machine et contenant ce réel (exemple 2.1). Ainsi

toutes les erreurs d’arrondi machine, peuvent étre automatiquement prises en compte.

Exemple 2.1.

1
5 = [0.33333333,0.33333334]
log(2) = [0.69314718055; 0.69314718056]

Tout comme une arithmétique classique, le calcul par intervalles manipule des opérations

arithmétiques.

2.5 Opération Arithmétiques

Une opération mathématique quelconque o entre deux sous-ensembles A et B de R" est

définie comme suit :

AoB={zoy | x€ A AN ye B}
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Les opérations arithmétiques considérées ici sont stables. Autrement dit, les résultats de ces
opérations sont de méme type que leurs arguments. Par exemple, le résultat d’une addition

ou du produit de deux intervalles est aussi un intervalle.

Pour o € {+,—,,/}, le récapitulatif des opérations sur les intervalles [x] et [y] est donné
par :

L [+l =lzt+yz+7

2.l -ll=lz-y7-7

3. vl =[-v, Yy

4. [z]-lyl = [min(z -y, 7 -Y,2-7;T - y);maz(z-y; T -Gz T T - )]

Dans le cas de la division, Nous Avons :

5. =Wy | ve ]

Qui représente le plus petit intervalle qui contient I’ensemble des réels i pour tout y

appartenant a [y].Plus concrétement, il vient :

o B st 02l
— =1 [5,+oc] si y<0 et 5>0 (2.1)

1v] [—oo,%] si y<0 et =0

| R st y<0 et y>0

Remarque 2.3. L’intérét de I’ajout de bornes —oo et 00 est 'obtention d’un résultat,
quelque soient les singularités et les points ou les fonctions ne sont pas définies et la
possibilité d’explorer R dans son intégralité pour les recherches de preuves. Dans les
faits, si nous obtenons le résultat | — 0o, +00[, une étude reste nécessaire et ce résultat

n’a que peu de valeur.

6. o = g5 =27 [3.1] si 0¢[y.7]

2.6 Le probleme de dépendance

Pour illustrer une derniere fois le probleme de dépendance, prenons I’exemple de 1’évaluation

par intervalles de deux expressions quand [z] = [—1,1] :

2] + 2] = [o] = [=1, 1] + [=1,1] = [-1,1] = [=3, 3]
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2] = [~1,1]

L’intervalle solution est dépendant du nombre d’occurrences de la variable x.

[z] + [x] — [z] ={a+b—c|a € [z],b € [z],c € [z]} (2.2)

2] = {a € [«]}
L’expression (2.2) correspond donc a ’ensemble des réels a + b — ¢ pour tout a, b et ¢ pris

chacun séparément dans l'intervalle [—1; 1], et non pas a I'ensemble des réels avec a = b = c.

Du fait de ce probleme de dépendance, il faut veiller a limiter le nombre d’occurrences de

chaque variable afin d’obtenir des intervalles plus petits.

2.7 Propriétés algébriques

On peut constater que les opérations définies ci-dessus ne présentent pas les propriétés al-
gébriques de leurs contreparties ponctuelles. Tout d’abord, la soustraction n’est pas la réci-

proque de I'addition.
Exemple 2.2.

Sifa] = 12,3, [o] = [2] = [2,3] = [2,3] = [2,3] + [-3, 2] = [-1, 1] # 0

Meéme s’il le contient. En effet,

(7] —[z] ={a=b [ acfz] belz]} D{la] —[z] | ae€la]} ={0}
et l'inclusion est stricte. De la méme facon, la division n’est pas la réciproque de la

multiplication :

si [z] = [2,3], Vintervalle % = % = [2,2] nest pas égal a la méme s'il le contient.

De plus, la multiplication d’un intervalle par lui-méme n’est pas égal a 1’élévation au carré.
Enfin, la multiplication n’est pas distributive par rapport a I’addition :
St [z] = [-2,3], [yl = [1, 4] et [2] = [-2,1],
2] - (] + [2]) = [=2,3] - ([1,4] + [-2,1])
= [_273] ) [_1’ 5]
= [—10, 15]

2] - [y + [a] - [2] = [=2,3] - [1,4] + [=2,3] - [=2,1]
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= [-8,12] 4+ [—6,4]
= [~14, 16]

Comme l'illustre cet exemple, la multiplication est sous-distributive par rapport a I’addition,

c’est-a-dire
[2] - (W] + [2]) C [a] - [y] + [2] - [2]

2.8 Fonction Usuel

On peut également définir des fonctions usuelles prenant x un intervalle de R , nous avons :

2.8.1 Puissance

[0; 0] si p=0
v oop ) [Oimax(—z, 7)) si 0€ [2]
Vp e NT, 2% = (22, T2] st x>0
[5219. £2p] sinon

x2p+1 — [£2p+1;52p+1]

2.8.2 Logarithme

Le logarithme est une fonction strictement croissante sur ]0; +o0o[ nous obtenons :
logla] = [log(z); log(w)]  [z] C [0; +o00]

2.8.3 Racine carrée

Est aussi une fonction strictement croissante sur ]0; +-00[ nous obtenons :

Vel = V7 = [Vaz] 2] C [0 +o0]

2.8.4 Exponentiel

Est une fonction strictement croissante sur R

exp(z] = [explz]; exp[T]]
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2.8.5 Valeur absolue

[0, max{|z[;[Z]}] si 0€ [z]
[z]| = § [z;7] si x>0
27] si T<0

2.9 Fonctions d’inclusion

Nous avons vu dans les paragraphes précédents quelques bases du calcul par intervalles. Ici,
nous allons nous intéresser a 1’évaluation de fonctions vectorielles dont les variables sont
des intervalles. Il sera présenté a cet effet plusieurs techniques d’évaluation plus ou moins

efficaces.

Définition 2.2. Soit f une fonction vectorielle définie de R™ dans R™. Une fonction d’in-

clusion est une fonction de R” — R™ qui satisfait,

1)) D {f(x) | =< lal}

Ce qui revient a :
Vo) € B* . f(la]) € [f)([a)
ou [z] est un pavé de R™.
Etant données les fonctions d’inclusion pour chaque composante f; de f telles que :

il(l2]) D {fi(x) | xelz]} , i=1,2,...m

Il vient

[f1([=]) = [Al([2]) x [f2)(2]) x - [faa]([2])

Dans le cadre d’application des méthodes intervalles, il est clair que nous avons intérét a
trouver le plus petit pavé contenant f([x]) pour tout [x] € R™, c¢’est la fonction d’inclusion

minimale pour f .

Nous avons : [f]*([z]) = [f([z])] ou [A] est le plus petit pavé qui contient ’ensemble A



Chapitre 2. Méthode d’analyse d’intervalles 36

2.9.1 Propriétés

la fonction d’inclusion f est :

— Une fonction monotone si et seulement si

2] < ly] = [f1([=]) < [f1(ly))

avec [x] et [y] sont deux pavés de R™.

— Une fonction minimale
ve e R" , [f]([z]) = [f([=])]

La fonction d’inclusion minimale est unique pour chaque fonction vectorielle.

— Une fonction convergente si et seulement si pour toute suite de pavés [x]j,nous avons

lim w([zg]) = 0 = lim ([f]([2]x)) = 0

k—o0 k—oo

ce qui entraine, Vo € R", [f](z) = f(x)

Dans (Neumaier 1990) , il est démontré qu’il est toujours possible de trouver une fonction
d’inclusion convergente [f] quand la fonction f est continue et définie par une expression
arithmétique. Notons qu’en, général [f([x])] est la boite enveloppée de f([z]) (la plus petite

boite qui contient f([z])).les inclusions suivantes sont vérifiées :

Sl < [f([=D)] < [f1(l=))
une illustration de ces inclusions est donnée sur la Fig.2.2.

3

[F1" ([x]) = [F (x])]

£

,4
\ O
y Va 16—\ gy

F1G. 2.2 — Image d’un pavé par les fonctions d’inclusion [f]([z]), [f]*([x]) et f([z]) .

2.9.2 Fonctions élémentaires

Considérons E et F' deux sous-ensembles de R. On appelle fonctions élémentaires toute
fonction f définie de E dans F' pour laquelle, nous disposons d’une fonction d’inclusion

minimale [f]* : R — R telle que :
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T ([=]) = {f (@) | 2 € la]}]
Toute fonction élémentaire f, continue et monotone, admet comme fonction d’inclusion mi-

nimale,

T([]) = [min(f(z), f (7)), max(f(z), f(T))]

Si f n’est pas monotone, la réalisation de la fonction d’inclusion minimale dépend alors
d’une étude globale des variations de la fonction. Dans ce cas, la méthode employée consiste
a exploiter la "monotonie par morceaux” de f. Notons Z l’ensemble des entiers relatifs. Le
domaine E est décomposé en sous domaines Ei(E = J,., Ex) dans lesquels la fonction est
continue et garde un comportement monotone (strictement croissante ou décroissante). Dans
la suite, nous appellerons les domaines Ey(k € Z). Les domaines de monotonie de f . Notons

que le nombre de ces domaines n’est pas nécessairement fini.

par exemple dans le cas de fonctions périodiques comme f(x) = sin(x).

E)

A\

FiGc. 2.3 — Fonction d’inclusion minimale dans le cas d'une fonction f non monotone. Dé-
composition en domaines de monotonie Ex(k € 7).

Comme illustré sur la figure 2.3, nous considérons un intervalle [z] € R qui s’étend sur un

nombre fini de domaines Ej. Notons [z;] = [x] N Ej, la fonction d’inclusion minimale pour
f devient :
17 (2) = T (U ld) = LU ()
k=r k=r

Avec s et r deux entiers relatifs telle que s > r la fonction f étant continue et monotone sur

[zx] 1l vient :

s

L1 ([]) = I (min(f(@); £ (@);maz(f(2y); f (@)

k=r
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Apres développement, nous obtenons

avec :

y = (min(f(zy); f(@p1); -5 (@) [(@); f(@rga); -5 f(Ts))
et

7= (mazx(f(zy); f(@p1); 5 f@e); [@); f(@rgn); -5 f(Ts))

Il est ainsi possible de définir des fonctions d’inclusion minimales pour de nombreuses fonc-
tions usuelles (cos, sin, tan, exp,log, ()", ...etc.).

Exemple 2.3.
soit la fonction cos(z) non monotone, nous procédons de la fagon suivante :
[cos]([z]) = [a, b] ,avec
-1 si dkeZ | (2k+ 1) € [x]
a= . _ )
min(cos(x),cos(T)) sinon
1 si Ik e€Z | 2kmw € [x]
~ | min(cos(z), cos(T)) sinon
Exemple 2.4.

Considérons la fonction f(z) = 22, la fonction d’inclusion minimale pour f conformément &

la figure 2.4 est donnée par,

17 ([=]) :{ [0, max(2*,7%)] si 2,T<0

(22, 77] sinon

80,
FO|
&0 [F1" (=]

2o}

a
o]

— AT (=] E[:K]z

10 -8 - -a = o E] e & 8 10

[=]1

F1G. 2.4 — Fonction d’inclusion minimale pour f(x) = z?
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2.9.3 Fonction d’inclusion naturelle

Le théoreme suivant permet de déterminer une fonction d’inclusion naturelle pour des
fonctions de plusieurs variables. Ces fonctions sont construites a partir de composi-
tions d’opérateurs arithmétiques (4, —,-,/) ainsi que de fonctions élémentaires usuelles

(tan, cos, sin, exp, log, /-, ...etc.).

Théoreme 2.1. Considérons une fonction définie par

f:R*"—=R
(xlaan”' 7'2771) Hf(l’l,l'g,"' ,I’n)

Une fonction d’inclusion convergente [f] : R™ — R pour f est obtenue par la substitution,
de chaque variable réelle x; par son intervalle d’appartenance [z;|(i = 1,2,...,n), ainsi que
chaque opérateur ou fonction élémentaire par la fonction d’inclusion minimale équivalente.

La fonction d’inclusion ainsi définie est appelée fonction d’inclusion naturelle pour f.

Toutefois, la fonction d’inclusion naturelle n’est minimale qu’a certaines conditions. Nous

reviendrons sur ces conditions a travers I’étude de ’exemple suivant.

Exemple 2.5.

la fonction f : R? — R dont I’expression est donnée par :

flxy,zo) = + sin(zy)cos(zy) (2.3)

1+ X2

avec r1 € [—1,2] et x5 € [3,5]. En appliquant directement le théoréeme 2.1 sur f, nous

obtenons la fonction d’inclusion naturelle suivante,

= & sin|(|x1])|cos|(|x
[f1a([2a], [2]) = 7 + 2] + [sin]([x1])[cos]([21])
Il vient apres évaluation : [f]1([—1,2],[3,5]) = [-0.42,3.5]. 1l est possible de trouver une

autre fonction d’inclusion naturelle [f]o pour f, en manipulant I'expression (2.3) puis en

utilisant le théoréeme 2.1. Nous avons :

[fla([1], [22]) = + [sin]([a1])[cos]([x:1])

Nous obtenons par la suite [f]2([—1,2],[3,5]) = [—0.2415,2.5]. En fin , par le méme procédé

que précédemment, il vient une troisieme fonction d’inclusion [f]s pour f donnée par

o), fo)) = —— + [Sm](22-[w1])
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Nous calculons [f]3([—1,2],[3,5]) = [0.1,2].

Dans 'exemple 2.5, [f]1, [f]2 et [f]s représentent les extensions intervalles de la méme fonc-
tion f. Pourtant, nous constatons lors de I’évaluation avec les mémes arguments intervalles,
des résultats nettement différents. En effet, [f]3 est ici, la fonction d’inclusion la plus précise,
méme si celle-ci n’est pas minimale. Le pessimisme (ou la surévaluation des bornes d’in-
certitudes) observé sur les trois fonctions d’inclusion dépend du nombre d’occurrences des
variables intervalles. Pour [f];, il y a 3 occurrences de z; et 2 occurrences de x5. Dans le cas
de [f]2, nous avons 3 occurrences de x; et une occurrence de xo. Dans le cas de [f]3, nous ne
comptons plus que 2 occurrences de x; et une occurrence de x5. Ainsi, plus le nombre d’occur-
rences des variables est important dans une fonction, plus le pessimisme sur les évaluations
des fonctions d’inclusion naturelles est important. Nous expliquons cette situation par le
point de vue suivant. Dans ’expression d’une fonction d’inclusion, les intervalles spécifient
des variables qui n’entretiennent aucune relation de dépendance entre-elles, cette situation

est connue sous le nom de probléeme de dépendance.

Considérons la fonction : g(z) = (z.z) +z+ 1= (z+3)? + 32

Nous avons par définition la fonction d’inclusion naturelle

—{(@wy)+2+1]2eldyeldetze )}
Qui est différente de

—{@+ 57+ el

={o®+o+1|zea]}

= 9([=])
D’ou
V[z] € R, [gla([z]) C [gh([x])

Ainsi, la fonction d’inclusion naturelle est minimale si chacune des variables n’intervient

qu’une seule fois dans I'expression de la fonction.

Parmi les types d’extensions intervalles de fonctions présentés, la fonction d’inclusion na-

turelle reste la plus facile a mettre en ceuvre. Cependant, afin de réduire le probleme de
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pessimisme des fonctions d’inclusion naturelles, il est utile de procéder a des manipulations
algébriques sur les expressions des fonctions. Nous pouvons ainsi tenter de réduire les occur-

rences des différentes variables.

2.9.4 Fonction d’inclusion centrée

Ce type de fonction d’inclusion permet dans certaines situations, d’atténuer le probleme de
multi occurrences des variables (voir [11] et [10]). Considérons une fonction f : R* — R
différentiable sur un pavé [z], notons la variable x = (z1, s, ..., ) et z. = m([x]) le centre

du pavé [z]. Le théoreme de la valeur moyenne s’écrit :

Vaez], Jage(z] | flx)=f(z:)+ Vf(xo)(z— )

ou Vf(zr) = (agg), 8525;:), . agggx)) représente le gradient de f. Par la suite, nous avons pour
tout = € [z],

f(x) € flze) + Vf([2])(x — z)

Le théoreme 2.1 sur la fonction d’inclusion naturelle permet d’établir la relation

f(l=]) € flze) + V[ ([2])([z] — )

A partir de ceci, nous définissons la fonction d’inclusion centrée ou forme centrée pour f

par :

avec [g]([z]) qui correspond a une fonction d’inclusion pour le gradient de f. Cette fonc-
tion est construite a partir de fonctions d’inclusion naturelle ou centrée. Dans le cas ou
la forme centrée est utilisée, [f].([x]) devient alors une fonction d’inclusion dite de Taylor
notée [f]r([z]). La fonction d’inclusion centrée est convergente car elle est essentiellement
composée de fonctions d’inclusion naturelles qui sont convergentes. Afin de comprendre le
principe de la forme centrée, considérons une fonction scalaire a une variable f(z) dérivable

sur l'intervalle [z]. La fonction d’inclusion centrée pour f est donnée par

[fle([z]) = f(ze) + g]([2])([2] — )
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y=fla) y=/lz) y=fir)

[f1.{iz])

)

F1G. 2.5 — Principe de la forme centrée dans le cas a une dimension

avec [g]([x]) une fonction d’inclusion pour f’(z). Les figures 2.5a, 2.5b et 2.5¢ représentent

le principe de la forme centrée pour trois intervalles de largeurs différentes [z].

Sur ces figures, les secteurs ou cones en gris sont formés par les intersections au point C
(xe = m([z]),y. = f(m([z]))) des plus grandes et plus petites pentes atteintes par f(z) sur
[z]. Les différents cones sont représentés dans un cas ot nous supposons disposer de la fonction
d’inclusion minimale pour la dérivée de f. Nous remarquons sur les figures 2.5a, 2.5b et 2.5c,
selon la taille des intervalles [z], un pessimisme nettement différent sur 1’approximation
de f([z]) par [fl.([z]). En effet, le pessimisme relevé suite a Iévaluation de [f].([x]). est
relativement important sur la figure 2.5(a) , tandis qu’il diminue sur la figure 2.5(b) et encore
plus sur la figure 2.5(c). Ces évolutions laissent présumer d’une efficacité de la méthode sur
des pavés de faibles longueurs. La forme centrée sera aussi utilisée dans le cadre de fonctions
a variables multi-occurrentes et dont il est difficile de réduire les occurrences par des simples

manipulations algébriques.

2.9.5 Comparaison

Dans ce paragraphe, nous allons apporter quelques éléments de comparaison pour différentes
fonctions d’inclusion. La plupart de ces éléments sont issus de [9]. Le taux de convergence

d’une fonction d’inclusion [f] : R" — R™ est défini par le plus grand coefficient « tel que

38, Vla] € R*w([f]([2])) = w([f([z])]) < Bw([2])* (2:4)

quand w([z]) tend vers 0.

Pour une fonction d’inclusion minimale le taux de convergence est infini (& — +o0) car
w([z]) — 0. Pour une fonction d’inclusion naturelle, nous avons au moins une convergence
linéaire (o > 1), tandis que la convergence d’une fonction d’inclusion centrée ou de Taylor

est au moins d’ordre quadratique (a > 2). Par conséquent, pour des pavés infinitésimaux ,
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I’évaluation d’'une forme centrée sera moins pessimiste que celle d'une fonction d’inclusion
naturelle. Par contre pour des pavés relativement volumineux et des fonctions avec peu
de dépendances multi-occurrentes, nous privilégierons 'utilisation de fonctions d’inclusion
naturelles.

sin(2.x1)

5—- Nous cherchons a comparer pour

Reprenons l'exemple 2.5 ou f(z1,xs) = 1+1ﬂ +
f, Lefficacité de la fonction d’inclusion naturelle et de la forme centrée. Pour cela, nous

considérons 3 pavés de longueurs et de volumes différents :
[z]y = [—1,2] x [3,5], [z]2 =[—0.1,0.2] x [3.9,4.1] et [z]3 = [-0.01,0.02] x [3.98,4.02].

Nous constatons effectivement que le pavé [x]; est de longueur et de volume supérieurs a

ceux des deux autres pavés [z]s et [z]5. La forme centrée pour f s’écrit :

fle([2]) = F(ma, ma) + (g1l ([2]) - ([21] = ma) + [g2)([]) - ([w2] = m2)

Of (x1,x2) t Of (z1,22)
8x1 8231

,m1 et my sont les centres respectifs des intervalles de[z4] et [23]. Nous avons plus précisément

avec [g1]([z])et[gz] ([z]) qui sont respectivement les fonctions d’inclusion de

[22] —my
a2+ (1+ £2)

[z2]

[24]
2] - (1 )

[z2]

[fle([2]) = f(ma,ma) + (cos(2 - [11]) —

2)'([$1]—m1)+( 2)

Les résultats obtenus a 'issu de ’évaluation des fonctions d’inclusion naturelle [f],, et centrée

[f]e sont consignés dans le tableau ci-dessous.

] = [F1.2]x[3,5] | [&] = [0.1,0.2[x[3.9,4.1] | [x] = [-0.01,0.02] x[3.98,4.02]

w (X)) 3 0.3 0.03

[T () 0.1, 2] [0.8518, 1.221025] [0.985, 1.022514]

[fl(jz]) | [1.8154, 4.435)] [0.91928, 1.155852] [0.9924, 1.0151]
A1) 4.3504 -0.132653 -0.014814

Dans ce tableau, nous avons calculé les erreurs entre les largeurs des intervalles évalués :

A(Lf([2])) = w(lfle([2]) = w([fla([2]))

Ces résultats viennent confirmer les tendances et les comportements attendus selon 'expres-
sion (2.4). Dans le premier cas ([z] = [—1, 2] x[3, 5]), la fonction d’inclusion naturelle se révele
nettement moins pessimiste que la forme centrée (A([f]([z])) < 0). Dans les deux autres cas
([x] = [—0.1,0.2] x [3.9,4.1] et [x] = [—0.01,0.02] x [3.98,4.02]), les pavés sont beaucoup plus
petits au sens du volume et de la longueur, il se trouve que la fonction d’inclusion naturelle
devient moins efficace donc plus pessimiste que la forme centrée, en effet nous remarquons

pour ces cas que 'erreur A([f]([x])) est négative.Finalement, nous pouvons envisager dans



Chapitre 2. Méthode d’analyse d’intervalles 44

la majorité des cas, I'utilisation d’une fonction d’inclusion hybride entre fonction d’inclusion

naturelle et forme centrée, nous aurons alors :

2.10 Application a optimisation globale

L’optimisation globale consiste a trouver le minimum global d’une fonction avec ou sans
contraintes, contrairement aux méthodes de type descente telle que Newton, qui convergent
vers des minima locaux. Il existe beaucoup d’algorithmes heuristiques ou métaheuristiques
tres efficaces tel que la méthode Tabou ou le VNS qui permettent de converger vers un
minimum s’approchant du minimum global, mais hélas ces méthodes n’apportent aucune
preuve de l'optimalité de la solution ainsi trouvé. L’Algorithme de Branch and Bound par
Intervalle (IBBA : pour Interval Branch and Bound Algorithm) est I'une des rares méthodes
dans ce domaine permettant d’avoir une preuve mathématique que le résultat retouvé est

bien le minimum global recherché a la précision pres. [5,12]

2.10.1 Branch and Bound par Intervalle

Dans ce paragraphe, on rappelle le principe général d’'un Algorithme de type Branch and
Bound basé sur des méthodes d’intervalles Les premiers algorithmes de Branch and Bound
par intervalles sont nés dans les années 70. Les premieres études étaient surtout tres théo-
riques et assez avares en résultats numériques. Ceci devait étre certainement dii a la capacité
des ordinateurs qui a I’époque ne permettait de disposer que de quelques méga-octets de
mémoire. Le premier algorithme de Branch and Bound par intervalles fut celui de Moore-
Skelboe en 1974 [4], puis Ichida et Fujii y rajouterent le test au point milieu en 1979 [3], et
Hansen [2], Kearfott [7], Ratz [1] et beaucoup d’autres continuérent a développer I’algorithme
en y incluant des tests de monotonies, de concavité, etc., tout en considérant des problemes
de plus en plus généraux. Décrivons tout d’abord le principe de base d'un algorithme de
type Branch and Bound utilisant I'analyse d’intervalles pour la résolution d’un probleme

d’optimisation.

2.10.2 Principe du Branch and Bound par Intervalle

L’algorithme IBBA que nous avons utilisé a été développé par F. Messine dans le cadre de
sa these [6]. Depuis il a beaucoup évolué mais le principe reste toujours celui d’un Branch
and Bound classique. Pour simplifier I’explication, supposons que 'on cherche le minimum
d’une fonction f sans contrainte sur un intervalle [x]. Le but est de trouver un encadrement
du minimum de f de largeur inférieure a la précision demandée. Pour cela on va découper

'intervalle d’étude [z] en deux intervalles. Puis on calcule une borne inférieure et une borne
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supérieure de f sur chacun des deux intervalles . Si la borne supérieure d’un des deux est
inférieure & la borne inférieure du deuxieme alors on est sur que le minimum de f sur [z] est
situé dans le premier intervalle, on peut donc éliminer le deuxieme (cf figure6). Si ce n’est
pas le cas, on doit garder les deux intervalles que I'on stocke dans une liste. Ainsi on réitere
le procédé sur les éléments présents encore dans la liste jusqu’a ce qu’on est un encadrement

du minimum assez précis (Algorithme 1).

Encadrement
du minimum
de f sur I1

L’intervalle 11 peut etre éliminé
car on est sir que le minimum
de f appartient & 12.
Encadrement
du minimum
de f sur I2

Intervalle d’étude

F1G. 2.6 — Principe de I'algorithme IBBA

Algorithme 1 (IBBA)

1. Initialiser [z] := domaine initial contenant le minimum global.

2. Initialiser f := +o00 : valeur courante de la borne supérieure du minimum.

3. Initialiser y := [z] : valeur courante du minimum de f.

4. Initialiser la liste L := (—o0, [z]) :Structure qui va contenir tous les éléments qui restent
encore a traiter.

V(z,Z) € L,z représente une borne inférieure de fsur Z.

5. Extraire de L I'élément ayant la plus petite borne inférieure min . zer 2
6. Découper 'intervalle Z associé en deux intervalles, donnant V; et V5

7. Pour j :=1 a 2 faire

(a) Calculer v; := lowbound (f,V}) (calcul d’une borne inférieure de f sur Vj)

(b) Si fvz v; et si aucune contrainte n’est insatisfaite sur V; alors :

— Insérer (v;,V;) dans L.
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— Soit m le milieu de V}, si m satisfait toutes les contraintes alors
faire f := min(f, f(m))

- Si f a changé alors
Supprimer de L tous les éléments (z, Z) tel que z > fv
et faire y :=m

8. 51 f —ming. zerZ < € alors stop.

Sinon retourner a ’étape 5.

Comme on peut le constater I'algorithme 1 est tres modulaire. En effet, il est facile d’ajouter
des méthodes de découpe, de calcul de borne ou d’élimination. En théorie ’algorithme IBBA
doit converger et donner un résultat dans un temps fini si ’on borne la découpe des intervalles
a la précision sur les variables, c¢’est-a-dire si ’'on ne découpe pas les intervalles plus petits
que la précision demandée. Hélas, la complexité de ’algorithme étant exponentielle, le temps
nécessaire est certe fini mais peut, vite devenir astronomique et la capacité mémoire des
machines étant limitée , le nombre d’éléments devient tellement important qu’une partie des
données est swapé sur le disque dur, ce qui aboutit a une perte totale des performances
de calcul. C’est pourquoi il est nécessaire d’intégrer des méthodes d’accélération a IBBA
sans pour autant perdre la propriété déterministe qui représente tout I'intérét de ce type de

méthode.

Remarque 2.4. Considérons un probleme a 10 variables.

Pour stocker un intervalle, on a besoin de 16 octets en Fortran double précision. Un élément
stocké est représenté par 1 intervalle par variable et 1 double précision pour la valeur de la
borne inférieure de f.Ainsi on a besoin au minimum de 168 octets pour stocker 1 élément sans
compter la place nécessaire a la structure. Donc si on considere une machine avec 2 Go de
mémoire vive, on peut contenir au maximum environ 10 millions d’éléments, sans swaper sur

le disque dur, ce qui est généralement facilement atteint au bout de 5 a 6 heures de calcul.

2.11 Algorithme de ’encadrement de 'optimum global

2.11.1 Construction des hyperplans

Nous allons utiliser le développement de Taylor du premier ordre et le théoreme de la valeur
moyenne pour construire des hyperplans d’appui de la fonction sur le pavé. Dans une premiere
partie nous construirons des hyperplans minorant de la fonction f sur différents pavés de
R™. Nous en déduirons une minoration de la fonction f sur le pavé considéré. Nous allons
étudier dans cette premiere partie des méthodes permettant d’améliorer 'encadrement du
minimum global. D’apres la forme de Taylor d’une fonction, nous obtenons quelque fonctions

de l'inclusion de f dans la boite [X], cette fonction d’inclusion est appelée la forme Taylor :
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V(z,y) € (X%, f(y) € f(2) + ([X] = 2)" g([X])

o(1X) = (5L o

est un vecteur de gradient de f, g sera calculée par une méthode de différentiation automa-

tique.

Soit [X]; = [z;,Ti] et Gi(z) = [g,,gi] un encadrement du gradient de f sur [X], pour

1=1,2,--- ,n donc :
Vo e [X], g—i(aj) € Gi(x)
Soit S = (s1,---,8,) les coordonnées d'un sommet S de la boite [X] et ¢*([X]) =

(g ([X]), -+, g3([X]))T pour tout k on définit le vecteur g ([X]) par :

XD = 27T (X)) +

T, — Tk Ty

Sk — Xy,

— g (X)) Vke{1,2,---}

On obtient les inégalités suivantes :

(yi — z:)g,([X]) < (yi — z;)a < (yi — 2,)7:([X])
et

(i —7)g,([X]) < (yi —T)a < (y; — Ti) g, ([X])

pour tout ¢ = 1,2,--- ,n et tout a € G;([X]) , nous pouvons déduire pour chaque sommet

S de la boite X, un hyperplan d’appui d’une fonction f sur [X] qui est définit comme suit :

Vy € [X], fly) = f(s) + (y —5) " ([X])

Donc, nous pouvons obtenir 2" hyperplans de la fonction f pour boite [X]. Chacun de ces
hyperplans est un hyperplan d’appui maximal au sommet S pour la boite [X]. On suppose

par la suite :

g([X])-3([X]) <0

Pour tout 7; cela est obtenu par I'application d’une épreuve de monotonie a f sur [X], ceci

nous conduit a la construction de I’hyperplan Ry sous la forme :

ur(x) = f(s) + (& — s1) g% ([X])
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Proposition 2.1. Pour tout y; € [X|;, les deux minorations sont obtenues aux deux points

T, et T;
o Vu € (yi —2)9:i([X]), x = (4 — 2,)g,([X])
o Vu € (yi — Ti)gi([X]), z = (y: — 73)7,([X])
ceci pour tout i € (1.--- .n)
Démonstration 2.1. Pour tout i = (1.---.n) , et pour tout y; € [X];, nous avons par

définition de lopérateur x de l’arithmétique d’intervalle

(i — 2,)gi([X]) = [min{((y; — ;)g,(1X]), (yi — 2;)5:([X]))},

1

maz{((y: — z;)g,([X]), (vi — 2;)7:([X]))}]
Or, (y; — ;) > 0 donc :

(yi — 2)9i([X]) = (yi — ) [min{g,([X]), 5:([X])}, {g,([X]), (XD }]

= [(yi — 2,)g,([X]), (vi — 2;)7:([X])]

1

Nous démontrons de la méme facon que

(v — 2,)9:([X]) = (1 — z)7:([X]), (v — z)g,([X])]

Parce que (y; —7;) < 0.

2.11.2 Fonctions minorantes et hyperplan d’appui

Fonction minorants sur un pavé :
Soit f une fonction définie de [X] C R™ dans R,une fonction g définie de [X| dans R minore
f sur le pavé [X] , si pour tout x € [X] ,f(z) > g(x)

Hyperplan d’appui en un point du pavé :
Un hyperplan R défini sur R”, de fonction affine associée u, est un hyperplan d’appui en un

point x du pavé [X] ,si et seulement si :

vy e [X], fy) = uly)etf(z) = ulz)

E* sera le demi-espace associé a I’hyperplan d’appui R, il contient par construction le graphe
de f sur le pavé [X].



Chapitre 2. Méthode d’analyse d’intervalles 49

Théoreme 2.2. En chacun des 2™ sommets de [X|, un hyperplan d’appui peut étre construit :

Ve X, fz) > f®) + flo —2%)Tg°([X])

Ou x° est un sommet de Uhyperplan [X] et suivant que 7

g2 ([X]) = g.(z) ou g2 ([X)) = g,(x), ceci pour tout i € {1,....,n}.

= z,0u ¥ = T; , on prendra

Démonstration 2.2. Par contraction, la fonction f(z)+ f(x—x%)Tg([X]) est une fonction

d’inclusion de f sur le pavé [X].

Vo € X, f(z) € f(2°) + f(z — 2%)Tg(X)

Or d’aprés la proposition 1, comme z° est un sommet du pavé,

(i = 27)gi([X]) = (25 — 27)g7 (X)), Vi € 1, ....m

Sutvant que x7 = x,;,0u ] = T;.

Nous obtenons donc , (z — %) g([X]) > (z — 2%)T¢%([X]).

Proposition 2.2. Si 0 appartient a g;([X]) , ceci pour tout i € 1,...,n, alors tous les

hyperplans construits seront des hyperplans d’appui en chacun des différents sommets.

Propriété 2.1. : Chaque fonction de l'affine uy satisfait les relations :

Uk(flfs): f(xs)
u (x)ss f(z)

up(r”) > ug(z)

2.12 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différents éléments du calcul et de I'analyse par
intervalles. En d’autres termes, nous avons décrit comment et dans quel cadre, il était pos-
sible d’effectuer des calculs non pas avec des réels mais avec des données de type intervalle.
En cela, la notion de fonction d’inclusion constitue la base des algorithmes ensemblistes. Ici,
nous avons choisi de présenter deux types de réalisation de fonctions d’inclusion : la fonction
d’inclusion naturelle et la forme centrée. Nous avons ensuite montré que la fonction d’inclu-
sion naturelle était efficace pour des pavés larges et volumineux, alors que la forme centrée

retrouvait sa précision sur des petits pavés.

Nous avons vu aussi dans ce chapitre, I'utilisation de I'analyse d’intervalles au sein des algo-
rithmes de Branch-and-Baund. Si 'efficacité de tels algorithmes, en point de vue obtention
de l'optimum global et des optimiseurs; n’est plus a démontrer, les difficultés engendrées
par ces méthodes génent la convergence de tels algorithmes. Nous verrons dans le chapitre

suivant des algorithmes qui convergent plus rapidement, c’est les algorithmes génétiques.



Chapitre 3

Méthodes des algorithmes génétiques

3.1 introduction

Les algorithmes génétiques sont issus des travaux de John Hollond [1975] appartenant a la
famille des algorithmes évolutionnistes (un sous-ensemble des métaheuristiques). Leur but
est d’obtenir une solution approchée, en un temps correct, a un probleme d’optimisation,
lorsqu’il n’existe pas (ou qu’on ne connait pas) une méthode exacte pour le résoudre en un
temps raisonnable. Les algorithmes génétiques (AG) utilisent la notion de sélection naturelle
développée au X1X" siecle par le scientifique Charles Darwin et les méthodes de com-
binaison de genes introduites par Gregor Mendel au X X“™¢ siecle qui s’appliquent a une

population de solutions potentielles au probleme donné.|[25]

Les algorithmes génétiques ont la particularité de s’inspirer de I’évolution des especes dans
leur cadre naturel. Les especes s’adaptent a leur cadre de vie qui peut évoluer, les individus
de chaque espéece se reproduisent, créant ainsi de nouveaux individus, certains subissent des

modifications de leur ADN;, certains disparaissent.[25]

Un algorithme génétique va reproduire ce modele d’évolution dans le but de trouver des
solutions pour un probleme donné. On fera usage, alors, de termes empruntés au monde des

biologistes et des généticiens et ceci afin de mieux représenter chacun des concepts abordés :
1. Dans notre cas, une population sera un ensemble d’individus.

2. Un individu sera une réponse a un probleme donné, qu’elle soit ou non une solution

valide du probleme.

3. Un gene sera une partie d'une réponse au probleme, donc d’un individu.

4. Un Génotype (ou Chromosome) : représentation sous forme de code (suite de genes
d’un individu).

5. Phénotype : représentation réelle d'un individu (instance du probléme d’optimisation)

6. Locus : c’est la position du géne dans le chromosome.

20
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7. Allele : ¢’est un symbole attaché a un gene. Pour un codage binaire, un allele renvoie
a 1lou0.

8. Une génération est une itération de notre algorithme.

Un algorithme génétique va faire évoluer une population dans le but d’en améliorer les
individus. Et ¢’est donc, a chaque génération, un ensemble d’individus qui sera mis en avant et
non un individu particulier. Nous obtiendrons donc un ensemble de solutions ou une solution
unique pour un probleme donné. Les solutions trouvées seront généralement différentes, mais

seront d'une qualité équivalente.[25,28]

Dans ce chapitre, nous commengons par donner le principe des algorithmes génétiques en
détaillant les différents parametres utiles pour I'implémentation de ’approche et nous ter-

minons par citer quelques avantages et inconvénients de ces algorithmes.

3.2 Principes généraux

Dans cette partie, nous allons considérer comme probleme d’optimisation, la maximisation
(ou minimisation) d’une fonction objectif f. le but des AG est de déterminer I'extrémum
d’'une fonction f : § — R, ou & C R" est un ensemble quelconque appelé espace de
recherche et f appelée fonction d’adaptation ou fonction d’évaluation ou encore Fitness.
Chaque élément de S est noté I; = (¢, ..., z%). Une population T}, est donc un ensemble de

T}op individus de I'espace S telle que Ty, = (11, 12, ..., In,,,)-

Pour utiliser 'algorithme génétique, on doit disposer des cingq éléments suivants : [28,31]

1. Un principe de codage de I'élément de population. Cette étape associée a chacun des
points de 'espace d’états une structure de données. Elle se place généralement apres
une phase de modélisation mathématique du probleme traité. La qualité du codage des
données conditionne les succes des algorithmes génétiques. Les codages binaires ont été
tres utilisés a lorigine. Les codages réels sont désormais largement utilisés, notamment

dans les domaines applicatifs pour 'optimisation des problemes a variables réelles.

2. Un mécanisme de génération de la population initiale doit étre capable de produire une
population d’individus non homogene qui servira de base pour les générations futures.
Le choix de la population initiale est important car il peut rendre plus ou moins rapide
la convergence vers 'optimum global. Dans le cas ot 'on ne connait rien du probleme
a résoudre, il est essentiel que la population initiale soit répartie sur le domaine de

recherche.

3. Une fonction a optimiser. Celle-ci retourne une valeur appelée fitness ou fonction d’éva-

luation de l'individu.
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4. Des opérations permettant de diversifier la population au cours des générations et
d’explorer 'espace d’état. L’opérateur de croisement recompose des genes d’individus
existant dans la population. L’operateur de mutation a pour but de garantir I’explora-

tion de I'espace d’états.

5. Des parametres de dimensionnement : taille de la population, nombre total de généra-
tions ou critere d’arrét, probabilités d’application des opérations de croisement et de

mutation.

La fonction d’adaptation est propre a chaque type de probleme. Elle devrait tenir compte de
la représentation choisie et de la nature des opérateurs afin de pouvoir donner des indications
non trompeuses sur la progression vers I'optimum. Cependant, dans le cas des problemes
industriels, I’évaluation de la fonction d’adaptation consomme de loin la plus grande part de
temps de calcul durant une optimisation évolutionnaire. Il faudrait donc veiller a la simplifier

autant que possible afin de réduire le temps de calcul nécessaire.

Il y a beaucoup de choses qui peuvent étre implémentées différemment dans divers problemes.

Les points qui différent un algorithme a un autre sont les suivants :

Que représente le chromosome ? Quel type de codage utilise-t-on ? Quel type de croisement
et de mutation a utiliser 7 Comment sélectionner des parents pour croisement ? Une chose
qui peut étre faite de différentes manieres, mais 1'idée principale est de choisir les meilleurs
parents (dans I'espérance que les meilleurs parents vont produire les meilleurs enfants), toutes

ces questions vont étre discutés dans ce qui va suivre.

Le schéma de la Figure illustre la structure générale d'un algorithme génétique.

Instaahsation de Evaluation des Sélection des Cromsement des s Mutatson des s
ka population de o and s % individus imcdividus andividus
ﬁ ﬁ .
n ind ividus posar la production de ¢ st bectronants :‘..
reparoduct ion enfams o®
*lae
o Evalmation des e o
enfants .?
L )

Sdlection poasr
e
rerp accmend
<t ba crdation
de La nmavelle
populaton

R écupération du ou !

des meil leurs -
indivadus x

Critdre
o arnét
ateint T

n

Fi1G. 3.1 — Principe du fonctionnement d’un algorithme génétique.
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3.3 Codage des individus

Le premier travail donc a étre réalisé afin de pouvoir appliquer les opérateurs, chaque solution

doit étre complétement définie par un vecteur numérique X.

IndividuX:’ Ty \ To \ T3 \ \ Tp_1 \ T, ‘

n : Nombre de parametres décrivant le probleme.
Evaluation d'un individu :F(X) = F(xq, 29, ..., )

min
i

Chaque variable de controle réelle x;, on définit une borne inférieure z et une borne

max
K3

supérieure x au domaine de variation.

3.3.1 Codage binaire

Historiquement, le codage choisi était le codage binaire représenté sous forme de chaines
de bits (0 ou 1) contenant toute 'information nécessaire a la description d'un point dans
I'espace d’état. Ce type de codage a pour intérét de permettre de créer des opérateurs de
croisement et de mutation simples, et on peut facilement coder toutes sortes d’objets : des

réels, des entiers, des valeurs booléennes, des chaines de caracteéres...etc.[30]

pour passer d'une représentation a l'autre, le codage/décodage de chaque parametre z; €

man
)

max
K3

[z pmer] Seffectue en trois étapes :[28,30]

1. Recherche du nombre de bits [,, nécessaire au codage de la variable x; suivant la précision

souhaitée Prec (nombre de chiffre apres la virgule) tel que [, est le plus petit entier vérifiant :

(x'zmam . I:nm) % 10Prec < 21”—"1‘ -1

Le nombre de bits [, se calcule suivant la fonction que nous avons programmé sous Matlab :

Function [l,,] = Nbit(x!", x"% Prec)

7 »

lpir = (2797 — 2™") % prec,, + 1;
j = 1;prod = 2;
while(prod < ly)

prod = prod * 2;

J=i+1

end

N Gt W

le; = J
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2. Le nombre total de bits d'un chromosome, caractérisant un individu et un point dans

I’espace de recherche est alors :

n : Le nombre de parameétres (nombre de variables)

Pour chaque parametre z; situé dans Uintervalle [z %] on associe une chaine binaire

(b3, bh, ..., b)) définie sur [,, bits. A cette chaine correspond une valeur entiere naturelle :
2

la;
(b5, b, by, ) =Y B2 = B,
j=1

3. Pour retrouver la valeur réelle des variables x; codées en binaire, une fonction de décodage
7% de chaque gene i est définie comme suit :[28,30]
min maz}

i, Rl
B — [ 2l

L . . mar
NS X X) i min i 7 E
Xy =7 (blab27”‘7blz,) :xi 2136_ 1 * T;
1 7 —

avec :

o x; : la valeur réelle du gene i ;

o

b; € 0,1 : le bit du géne 7 a la position j;

o [, : le nombre de bits du gene ¢;

min

men e les bornes de 'intervalle de la variable 4 ;

ox :

o B = (b, b}, ..., bj ), base binaire dans laquelle le gene 7 est codé sur I, bits.

Exemple 3.1.

On considere deux variable de controle, x; et x5 :

min max

o | g | Prec | Uy, | By | T | 23 | 2 Prec | lp, | Epy | T2
0 7 0 3 1 1 -2 ) 2 10 | 336 | 0.30

lp =Ly, + 1y, = 13

Donc l'individu « (chromosome) est codé comme suit :

[1]ofojof1[of1]0f1[0]0]0]0]
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Remarque 3.1. Pour un chromosome de bits, cela se traduit par [, tirages au sort de la

valeur x. Si x > 0.5, alors le bit b; = 1, sinon le bit b; =0, avec j =1, ..., ;.

Cependant, le codage binaire n’est pas toujours bon pour les problemes d’optimisation de
grandes dimensions a haute précision numérique. Par exemple, avec 100 variables apparte-
nant au domaine [—500,500] et dont une précision de 6 chiffres apres la virgule est requise,
la taille du chromosome est 3000 bits, occupe un grand espace mémoire. Et pour cela, les
algorithmes génétiques utilisant des vecteurs réels évitent ce probleme en conservant les va-
riables du probleme dans le codage de I’élément de population sans passer par le codage

binaire intermédiaire.

3.3.2 Codage réel

Avec ce type de codage, chaque variable x; (ou gene) est représentée directement par sa
valeur réelle. Ce codage procure de meilleures performances pour les algorithmes génétiques,
car il se traduit par une diminution des temps de calcul. En effet, les étapes de décodages

des variables d’une valeur binaire en valeur décimale sont supprimées.|[30]

chromosome
o

- —

.

gane 1 geng 2 gene 3

| 10010011 | 11101011 | 00011010 |

| | |

x,=3,256 x,—0,658 x,=10,26

Fia. 3.2 — Codage réel

min

max]
1 3 )

Pour générer la valeur de la variable (ou géne) x; dans U'intervalle de recherche [x !

, L

on utilise la formule suivante :[28]

x; =" 4+ (2" — ") xrand ,  avec rand € [0, 1]

3.4 Initialisation de la population

L’objectif de I’étape d’initialisation est de choisir un ensemble de solutions potentielles au
probleme d’optimisation. En effet, chaque solution potentielle va représenter un individu
(dit aussi chromosome dans la terminologie de Holland (1975)). Tous ces individus vont étre

rassembler dans ce que I'on nommera la population initiale.

Deux questions principales se posent lors de la construction de cette population initiale :
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1. Quel doit étre le nombre N,,, d’individus dans la population initiale ?

2. Comment doit-on générer les solutions initiales ?

Pour ce qui est du nombre d’individus (ou taille de la population), on peut a nouveau
faire ’analogie avec 1’évolution des especes, il a été observé qu’une petite population peut
évoluer beaucoup plus vite qu'une population plus importante. En effet, si un caractere
favorable est présent chez un ou plusieurs individus de la population, ce caractere pourra
rapidement se propager (par la reproduction) dans une population de taille réduite alors qu’il
faudra beaucoup de temps pour qu’il se réponde dans une grande population. Cependant, une
population de taille importante est un réservoir de plus grande diversité génétique qui permet
une possibilité d’adaptation a une plus grande diversité de situations environnementales.
Dans le cas des AG, nous devons également réaliser un compromis entre deux objectifs
contradictoires : minimiser le temps de calcul et limiter le risque d’obtenir un optimum
local. Concernant le temps de calcul, il dépend évidemment du nombre d’individus dans la
population. Quant au probleme des optima locaux, plus la population est grande, plus on a
de chances de bien explorer I’espace des solutions et moins on a de chances d’avoir de grandes

zones de cet espace inexplorées. On doit donc réaliser un équilibre entre ces deux objectifs.

Certains se sont intéressés a une détermination de la dépendance entre la taille optimale de
la population et la longueur des individus (Alander [1992] propose une valeur comprise entre
l. et 2 x I,) ou entre 50 et 100 individus (Mitchell, 1996).[27]

3.5 Mécanismes de sélection

3.5.1 Sélection par roulette

C’est une méthode stochastique introduite par Holland, qui exploite la métaphore d’une
roulette de casino (voir Fig.3.3). Chaque individu occupe un secteur sur la roulette de casino
(roulette-whell) dont ’angle est proportionnel a son indice de qualité P;. La roue étant lancée,
I'individu sélectionné est celui sur lequel la roue s’est arrétée. Ainsi, un large secteur sur la

roulette le conduira a étre sélectionné avec une grande chance.[24,28,31]

Fi1G. 3.3 — La roulette de casino
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Soit f(i) la valeur de la fitness de U'individu i (i = 1,2, ..., Npp). On peut alors définir Ps(7),
la probabilité de sélection de I'individu ¢, comme suit :
P(i) = NfL >0
>kt f(K)
Une fois que les probabilités de sélection sont calculées pour I’ensemble des individus de la
population, il reste a s’en servir pour construire la population suivante. La facon la plus
simple de faire la sélection est d’appliquer un opérateur de sélection stochastique pur. Pour
cela, on construit un segment de longueur 1. Ensuite, on calcule la position de chaque individu

de la population sur ce segment en calculant les probabilités de sélection cumulées :

position(i) = Z Py(k)
k=1

Enfin, on génére aléatoirement un nombre r € [0, 1] et on reporte le nombre obtenu sur le
segment pour choisir I'individu a sélectionner. Par exemple, si le nombre r choisi appartient
a l'intervalle [position(i — 1), position(i)], on sélectionne 'individu i. Ce procédé est illustré

dans 'exemple 3.2.

Exemple 3.2.

N° Chromosome |  Valeurs Performance Py(3) Intervalle
Individu décodées z; | F(x) =4.x.(1 — x) prob. cumulées
1 10111010 0.7294 0.7895 029 | [0, 0.29]

2 11011110 0.8706 0.4507 0.18 [0.29 , 0.47]
3 00011010 0.1020 0.3665 0.15 [0.47 , 0.62]
4 01101100 0.4235 0.9766 0.38 [0.62 , 1]

TAB. 3.1 — Résultats de I’évaluation des individus dans la population initiale.

Ensuite, nous associons a chaque intervalle de probabilité un secteur équivalent de la roulette.

N° Tirage | Valeur de r de | Individus sélectionnés | Chromosome obtenue
1 0.43 Xo 11011110
2 0.89 Xy 01101100
3 0.18 X 10111010
4 0.75 Xy 01101100

TAB. 3.2 — Résultat de sélection.

Nous trouvons que l'individu X3 est éliminé de la population tandis que l'individu X, est

reproduit deux fois.
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3.5.2 Sélection aléatoire

C’est la sélection la plus évidente et la plus simple & mettre en oeuvre, indépendamment de
la fonction d’évaluation des individus. Si NN, est la taille de la population, chaque individu

aura alors une probabilité de sélection uniforme égale a (ﬁ)[?)l]

3.5.3 Sélection par tournoi

L’avantage de cette sélection, par rapport a la sélection aléatoire, est quelle augmente les
chances des individus de mauvaise qualité de participer a 1’évolution de la population. D’une
maniere générale, M individus sont pris au hasard parmi les N, individus de la population.
Ces M individus sont comparés entre eux et seul le meilleur individu est considéré comme

vainqueur du tournoi.

Cette étape est répétée jusqu’a ce que la génération intermédiaire soit complétée. Il est tout
a fait possible que certains individus participent a plusieurs tournois. S’ils gagnent plusieurs

fois, ils auront donc le droit d’étre copiés plusieurs fois dans la génération intermédiaire.

Le parametre M est fixé a priori par 'utilisateur et joue un role important dans I’algorithme.
En effet, si M = N,,,, 'algorithme génétique est réduit a un algorithme de recherche locale
travaillant sur une seul solution. L’inconvénient est de converger parfois, rapidement vers un

optimum local. Si au contraire, M = 1, la sélection devient alors une sélection aléatoire.

cmnmm D \
-2

[ L = T
(la pop=sdateon osi & it
Pyl

E s 1 mn-c, O BISALO S e Do Indhvicus E'lu-.m-a.chuu BRCMS S PO e

Fi1G. 3.4 — Représentation d’une sélection par tournoi d’individus pour un critere de maxi-
misation.chaque individu représente une solution possible

Exemple 3.3.

Indices population | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10
Individus [1 [2 13 [4 [5 I6 [7 [8 Ig IlO
Cotits 3210510215125 (03/0,2|041]15]0,3

TAB. 3.3 — Distribution des individus selon leur cout
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Tournoi ]1']6 ]2—]5 Ig—]7 [1-15 Ig-]lo [4-]9 15']8 IQ-I@ ]3—[9 ]1—]2
Résultat Il ]5 ]3 ]1 ]8 ]4 I5 ]6 Ig ]1

TAB. 3.4 — Exemple de sélection par tournoi avec M = 2 et Np,, = 10

3.5.4 N/2-Elitisme

Cette méthode de sélection permet de mettre en avant les meilleurs individus de la popu-
lation. Ce sont donc les individus les plus prometteurs qui participent a ’amélioration de
notre population. Cette méthode a ’avantage de permettre une convergence plus rapide des
solutions, mais au détriment de la diversité des individus. Dans ce type de sélection, les
individus sont tirés selon leur fonction de fitness. Seule la moitié supérieure de la population,

correspondant aux meilleurs chromosomes, est sélectionnée.

3.5.5 Sélection par rang

La sélection par rang est une variante du systeme de roulette. Il s’agit également d’implé-
menter une roulette, mais cette fois ci les secteurs de la roue ne sont plus proportionnels a
la qualité des individus, mais a leur rang dans la population triée en fonction de la qualité

des individus.

D’une autre maniere , il faut trier la population en fonction de la qualité des individus puis
leur attribuer a chacun un rang. Les individus de moins bonne qualité obtiennent un rang
faible (a partir de 1). Et ainsi, en itérant sur chaque individu, on finit par attribuer le rang
Npop au meilleur individu (ot N, est la taille de la population); la suite de la méthode
consiste uniquement en l'implémentation d’une roulette basée sur les rangs des individus.
L’angle de chaque secteur de la roue sera proportionnel au rang de 'individu qu’il représente.
Des probabilités de sélection Py(7) sont alors calculées pour chaque individu i en fonction du

rang selon la formule suivante :[31]

rang;

P(i) = — 229
v S rang;

3.6 Opérateur de croisement

Le croisement permet, par la manipulation de la structure des chromosomes, ’enrichissement
de la population. Il consiste en un échange de genes entre deux ou plusieurs chromosomes
afin d’en former de nouveaux. Classiquement, les croisements impliquent deux parents qui
génerent un ou deux enfants. C’est le croisement qui fait la force des algorithmes génétiques.
Il s’agit de sélectionner deux individus parmi les parents potentiels, aléatoirement ou a l'aide

d’une des méthodes de sélection pour la reproduction. Ces derniers sont croisés suivant une
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probabilité de croisement p.. , afin d’obtenir de nouveaux individus appelés "enfants”. Parfois
les "bons” genes d’un parent se substituent aux "mauvais” genes de I'autre pour former un
meilleur descendant. La probabilité de croisement est plus ou moins élevée dans les AG. Elle

varie souvent entre 0,7 et 0, 95.

Il existe plusieurs méthodes de croisement en fonction de la méthode de représentation des

solutions.

3.6.1 Croisement binaire
3.6.2 Croisement simple a un point

Le cas le plus élémentaire est le croisement a un point. Cela consiste simplement a choisir un
point m aléatoirement entre 1 et (I, —1). Le changement va se faire entre le point sélectionné

et la position finale [, des deux chaines comme le montre la figure 3.5.

Soient deux chromosomes parents P' = (p1,p3, ..., p;, ..., p. ) et P* = (pi,p3, ..., 07, ...,},) et

deux chromosomes enfants E' = (e}, €},....e;,....e ) et E* = (ef,€3,....p7, ..., e} ), avec I,

5 Gy

longueur du chromosome et p}, pi € {0,1}. L'opérateur de croisement est défini par Cipy -

(E', E?) = Cpy (P, P?)

Telque :

Avec x € [0, 1], nombre aléatoire généré avec une probabilité uniforme.[24,28]

(Point de croisement)
m Croisement Enfants

1 [ 1| i

j{

Fi1G. 3.5 — Croisement a un point
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3.6.3 Croisement en deux points

Afin d’améliorer les performances des AG, il est recommandé d’utiliser plusieurs points de

croisement, mais en pratique, le nombre le plus courant est 2 (voir Fig. 3.6).

FARENTS ENPANTS

T T e R T

|||a|n|u n|||:|n t|||n||||n|n|u |Iu11|u -n

Fi1G. 3.6 — Croisement en deux point

3.6.4 Croisement réel
3.6.5 Croisement standard

Le croisement réel standard est tres proche de celui décrit pour le codage binaire. Il consiste
a sélectionner 1 ou plusieurs points de croisement compris entre 1 et (N — 1) et d’échanger
les parametres compris entre deux points pour la formation des enfants. Il ne se différencie

du croisement binaire que par la nature des éléments qu’il altere.

3.6.6 Croisement arithmétique

Le croisement arithmétique est propre a la représentation réelle. Il s’pplique a une paire de
chromosomes et se résume a une moyen pondéré des genes des deux chromosomes.
Soient X' = (21, ...z}, ...,z}) et X? = (22, ...,2%, ..., 22) deux parent et A € [0,1], leurs

enfants Y1 = (xf,...,y}, ..., yl) et Y2 = (y?,...,97, ..., y2) sont obtenus de la suivante :

(LE%, ...,ZL‘?, ,I’i) (y%a '-~7yz'27 7y727,) avec yz2 - )\ZL‘? + (1 - A)mzl .

— Si A = 1 on recopie intégralement le parametre du parent1 pour 'enfant1 et du parent2
pour l'enfant2.

— Si A = 0.5 on prend la moyenne des deux valeurs de parametres des parents.

Cette modification des valeurs des parametres peut s’effectuer sur tous les génes ou seule-
ment sur une partie. Par exemple, si on introduit aléatoirement un point de croisement, le
changement est effectué seulement pour tous parametres situés a gauche ou a droite de ce
point.[24,28]
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3.7 Opérateur de mutation

Dans la nature, la mutation introduit une certaine variabilité dans le processus d’évolution
qui peut donner a certains individus une chance, au départ négligeable, d’évoluer vers la
solution optimale. L’opérateur de mutation apporte aux algorithmes génétiques ’aléa né-
cessaire a une exploration efficace de 'espace. Cet opérateur nous garantit que 1’algorithme
génétique sera susceptible d’atteindre tous les points de ’espace d’état, sans pour autant les
parcourir tous dans le processus de résolution. La mutation a pour but de permettre aux AG

de ne pas rester sur des optimums locaux au cours de I’évolution.

De ce fait, le taux de mutation est fortement dépendant de la nature et de la forme des fonc-
tions objectives et donc de la fonction d’adaptation. Plus elle comporte de minimums locaux,

plus ’AG a besoin d’une probabilité de mutation importante au début de 1'évolution.[24,28]

3.7.1 Mutation binaire

Elle consiste a échanger un seul bit d'un gene (voir Fig.3.7). Pour cela, on définit une pro-
babilité de mutation P,, qu'un bit subisse une mutation. Ainsi, on génere aléatoirement
[P, X Npop X 1] couples de points appelés points de mutation définissant respectivement
I'individu et le bit a muter. L’opération de mutation consiste a appliquer aux chromosomes

de chaque individu la fonction suivante :

Soient deux chromosomes A = (ay, ..., a;, ...,a;,) et D = (dy, ..., d;, ..., d;, ), I, étant la longeur
du chromosome et a;,d; € {0,1}, i =1,...,l,. L'opérateur de mutation est Myp, y : Bl —
B'=. Alors D = M{p,1(A) tel que :

4 — as St x> Py,
Tl 1—a, six<DP,

s étant I'indice du point de mutation (choisi de fagon aléatoire).

(Point de mutation)

B e
e o,
b -

Fi1G. 3.7 — mutation dans un chromosome
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3.7.2 Mutation réelle

Dans le cas d'une mutation réelle, ce n’est plus un bit qui est inversé, mais une variable réelle

qui est de nouveau tirée au hasard sur son intervalle de définition.

GENE (aprsmutation) = JENE(avantmutation) +0

alors :

d=rxo

Ou r est un nombre aléatoire compris entre [—1, 1], et o Iécart-type du méme gene dans la
population.[28]
Exemple 3.4.

Soit 11,656, le nouveau nombre tirée au hasard sur l'intervalle de définition, et r = —1, et
o =213=11,656 — 9,526 Alors :

Enfant avant mutation | 5.390 | 8.143 | 9.526 | 3.991 | 8.620 | 8.167
Enfant apres mutation | 5.390 | 8.143 | 7.396 | 3.991 | 8.620 | 8.167

TAB. 3.5 — Exemple de mutation réelle uniforme

3.8 L’insertion des nouveaux individus dans la popu-
lation

Une fois que nous avons créé de nouveaux individus que ce soit par croisement ou par muta-
tion, il nous faut sélectionner ceux qui vont continuer a participer a ’amélioration de notre
population. Une fois encore, libre au programmeur de choisir ceux qu’il souhaite conserver.
Il est possible de refaire une étape d’évaluation des individus nouvellement créés. De méme
qu’il est possible de conserver tous les nouveaux individus en plus de notre population. Il
n’est toutefois pas recommandé de ne conserver que les nouveaux individus meilleurs que les

individus de départ.

Une méthode relativement efficace consiste a insérer les nouveaux individus dans la popu-
lation, a trier cette population selon 1’évaluation de ses membres, et a ne conserver que les

Npop meilleurs individus.

Une méthode efficace est de toujours garder la méme taille de la population d’une génération

a I'autre. Ainsi, il est possible de dérouler I'algorithme sur un grand nombre de générations.
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3.9 Criteres d’arrét

Le critére d’arrét indique que la solution est suffisamment approchée de I'optimum. Trois

grands types de criteres d’arrét sont généralement employés :[24]

e On fixe un nombre de génération total : GG,

L’A.G. s’arréte lorsque le nombre de génération maximal G,,,, est atteint.
G ez grand =: convergence atteinte mais trop long.

G maz petit =: convergence non atteinte.

Ce critere peut s’avérer cotteux en temps de calcul si le nombre d’individus a traiter dans

chaque population est important.

v

Nouvelle génération G de N, Individus

nemn Test oui
G=G — ¥ Amét de l'algorithme

e On utilise le phénotype :

Cette méthodes conservent des traces statistiques des différentes générations (moyenne des
évaluations d’une population, performance du meilleur individu de chaque génération, écart

type,...) et s’en servent pour le test d’arrét.

Exemple 3.5.

On mesure les progres réalisés par les individus sur un nombre prédéfini g de générations

que 'on compare a une valeur ¢ fixe a ’avance.

h

4+ [ Nouvelle génération G de N Individus J

h 4
Calcul de la moyenne Moy des évaluations
sur les g générations précédentes

b

o Test el

Moy <& Arrét de algorithme
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e On utilise le génotype (structure de chromosome)
Une des méthodes repose sur la mesure d’alleles convergents.

(Allele convergent : un allele est considéré convergent lorsqu'un pourcentage prédéterminé

de la population possede la méme valeur d’allele).

L’A.G. s’arréte lorsque le nombre d’alleles convergents noté N,. atteint un certain pourcen-

tage ¢ du nombre total N d’alleles.

s
b

Nouvelle génération G de N__ Individus

¥
Mesure du nombre dalléle convergent N,

nen Test oui
N,.>qN —¥  Améide l'algorithme

Remarque 3.2. d’autres criteres peuvent étre appliquées pour déterminer 'arrét de I’AG
tels que :

— I'amélioration de la solution ne dépasse plus un certain seuil.

— la fonction objectif du probleme atteint une valeur donnée.

— le temps de calcul atteint une valeur prédéterminer.

3.10 Avantages et inconvénients

Les algorithmes génétiques sont des outils efficaces pour une classe de problemes tres large.

Leurs avantages sont :

— il n’y a pas de contraintes sur les fonctions a optimiser (dérivabilité, continuité,...etc.).

— ils peuvent donner plusieurs solutions.

— leurs performances par rapport au algorithmes classiques sont bien remarquées lorsque
par exemple les espaces de recherches sont importants.

— Outre leur facilité de programmation et de manipulation, ils sont facilement adaptables
a tout type de probleme d’optimisation.

— ils peuvent étre utilisés avec profit pour traiter des problemes n’étant pas optimisables
efficacement par des approches purement mathématiquement.

— Ils peuvent parcourir rapidement un grand ensemble de solutions.
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— La nature inductive des AG signifie qu’il ne doit connaitre aucune regle du probleme.

— Ils travaillent avec leurs propres regles internes.

Néanmoins, ils présentent aussi, un certain nombre de limitations :

— les parametres de réglage (telles la taille de la population, la probabilité de croise-

ment,...) sont parfois difficiles & déterminer or le succes de ’évolution en dépend. Plu-
sieurs essais sont donc nécessaires.

Ils ne garantissent pas toujours la découverte de I'optimum global en un temps fini.
En effet, lorsqu’une population évolue, il se peut que certains individus occupant a
un instant une place importante au sein de cette population deviennent majoritaires.
A ce moment, il se peut que la population converge vers cet individu en s’écartant
ainsi d’individus plus intéressants et en s’éloignant de I'individu vers lequel on devrait
converger.

Ils sont moins efficaces qu'un algorithme déterministe spécifique (lorsqu’il en existe un)
Les nombreux parametres qui les controlent sont délicats a régler (probabilités de

croisement et de mutation notamment, ainsi que le codage des chromosomes qui peut

faire varier radicalement la vitesse de convergence).

3.11 Exemple d’application

On se propose de déterminer le maximum de la fonction f suivante (on prendra f = F

comme fonction d’adaptation) dépendante d’'un seul parametre x.

f(x) =20+ z.sin(3.2) pour —2<z<8
N =1 , Précision : 10 2

Npp=8 , P.=0.75

P, =0.05 , Stratégie : élitisme

Sélection : tournoi , Critere d’arrét : G0, = 20

F(x) + Population intiale
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Codage des parametres :

e [, =10

o P, X Npop X I, = 4 mutation par génération

Population initiale :

N° Individus Génotype | Phénotype (F(x))
110100010101 0.7135 20.7114
210010110100 | -02340 20.1101
311100001011 5.6186 15.9744
4 11011011101 5.1662 14.9131
510110000101 1.8118 18.8993
6 1011100100 5.2403 14.7608
711111100100 7.7451 16.1967
8 10110100010 | 2.0886 18.0295

Tri des individus selon leurs évaluations :

N° Individus Phénotype (F(x))
110100010101 20.7114
210010110100 20.1101
310110000101 18.8993
410110100010 18.0295
511111100100 16.1967
6 11100001011 15.9744
711011011101 14.9131
8 11011100100 14.7608

Construction du groupe de reproducteurs :

Sélection par tournoi :

N° Individus Phénotype (F(x))
1 (0100010101 20.7114
210010110100 20.1101
310110000101 18.8993
410110100010 18.0295
On effectue 4 tournois pour sélectionner 2 couples
ler tournoi: 11 — 1 |01 ]0(0|0|1]0|1]0]1
2¢me tournoi : 13— 1[0 [ 1|00 0[1]0|1]0|1
3eme tournoi : 33 — 3 |1 ({1000 (0]1]0]|1]|1
4eme tournoi : 42 — 200|101 |1|0[1[0]O0

Croisement :

S = 3 : Point de croisement tiré pour la 1¢" couple

S =9 : Point de croisement tiré pour le 2™¢ couple
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N° | 4 nouveaux enfants sont crées | Génotype (x) | Phénotype (F(x))
1 0100010101 0.7077 20.7049
2 0100010101 0.7077 20.7049
3 0110000100 1.7928 18.9682
4 0010110101 -0.2307 20.1072

Construction de la population intermédiaire :

On ajoute au groupe de reproducteurs les quatre enfants crées auxquels on associe leurs

efficacités :

Mutation :

N° Individus Génotype (x) | Phénotype (F(x))
110100010101 0.7135 20.7114
210010110100 -0.2340 20.1101
310110000101 1.8118 18.8993
410110100010 2.0886 18.0295
110100010101 0.7077 20.7049
210100010101 0.7077 20.7049
310110000100 1.7928 18.9682
410010110101 -0.2307 20.1072

On réalise 4 mutations par tirage au sort de 4 couples de points :

N° | Pt mut | Individus avant mutation | Génotype (x) | Phénotype (F(x))
1 1 0100010101 0.7077 20.7049
2 2 0110000101 1.8118 18.8993
3 4 00101101060 -0.2340 20.1101
4 3 00101101060 -0.2340 20.1101
N° | Individus apres mutation | Génotype (x) | Phénotype (F(x))
1 1100010101 0.7126 16.7654
2 0010000101 -0.6999 20.5951
3 0011110100 -0.3851 20.2781
4 0000110100 -1.4917 20.0250

Tri :

o

Présentation de la génération 1

Génotype (x)

Phénotype (F(x))

00 -1 O T W N |

0001110100
0100010101
0100010101
0010000101
0010110101
0110000100
0110100010
1100010101

-0.8661
0.7077
0.7077

-0.6999

-0.2307
1.7928
2.0860
5.7126

20.8406
20.7049
20.7049
20.6961
20.1072
18.9683
180358
16.7654
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Evolution suivant les générations :

Représentation de la génération 2

Représentation de la géndration 5

o8 ra) J - o
26 fo 25
24 s ,"l I'-I 24 " / I'-I
22 o A | | - e .- / \
U 20" ™ .,-"' I." \ i u 20 _,r/ i ] I.é '
1w F o \ | | 18 e I |
16 "-.'k J_..-o '.1 18 “ J.-"l ".I'
14 ) j 14 L
12 5 o = N a4 B a8 1235 [+ = N a4 [
Représentation de la génération 10 Représentation de [a génération 15
o ) e 2
>a /}; { ! Za y i \.\ .'.I A
=] . . _, W F=-] — F; .'a_ \
w f’: ,.f'/ " L ':’: ™, f \
Composition et représentation de la derniere génération :
N° | Présentation de derniere génération | Génotype (x) | Phénotyp(F(x))e
1 1101111111 6.7488 26.7488
2 1101111111 6.7488 26.7488
3 1101111111 6.7488 26.7488
4 1111111111 8.0000 13.0718
5 1101111111 6.7488 26.7488
6 1101111011 6.7097 26.6858
7 1101011100 6.4066 24.8203
8 1001111101 4.2268 22.2888

X* = 6.7488 et F(X*) = 26.7488

Mémorisation au cours de I’évolution de ’AG :

— Il est utile de mémoriser le meilleur individu au cours des générations plutot que de se

contenter de la population finale.

— Moyenne des évaluations augmentent bien au cours des générations.

3.12 Conclusion

Malheureusement, les algorithmes génétiques seuls ne sont pas tres efficaces dans la réso-

lution d’un probleme. Ils apportent cependant assez rapidement une solution acceptable.

Néanmoins, il est possible de les améliorer assez efficacement en les combinant avec un algo-

rithme de Branch-and-Bound d’Intervalles (analyse d’'intervalles) présentée dans le deuxieme

chapitre.



Chapitre 4

Hybridation

4.1 introduction

La résolution d’'un probleme d’optimisation consiste a explorer un espace de recherche afin
de maximiser (ou minimiser) une fonction donnée. Pour étre performante, une méthode de
résolution doit associer judicieusement exploration et exploitation de I'espace de recherche.
Or cette méthode est rarement aussi efficace pour exploiter que pour explorer 'espace de
recherche. Cette difficulté due aux complexités (en taille ou en structure) relatives de 1'es-
pace de recherche et de la fonction & minimiser (ou maximiser) conduit a des méthodes
de résolutions radicalement différentes. Une premiere approximation consiste a dire qu’'une
méthode déterministe est adaptée a un espace de recherche petit et complexe et qu'un es-
pace de recherche grand nécessite plutot une méthode de recherche stochastique (algorithme
génétique,...). Une solution consiste a ajouter des mécanismes complémentaires dans une mé-
thode de résolution donnée. Il peut étre extrémement bénéfique d’associer une méthode de
recherche dont les caractéristiques d’exploration sont tres élevées a une méthode de recherche
dont le point fort est I’exploitation. D’ou I'idée de méthodes hybrides.

Les méthodes hybrides permettent non seulement d’élargir le spectre d’application de cer-
taines méthodes de résolution mais aussi d’augmenter leur performances. Pour appliquer
efficacement ces techniques, nous devons avoir une bonne visibilité vis-a-vis de points forts
de chaque méthodes a part. par exemple, les algorithmes génétiques sont tres performants
lorsqu’il s’agit d’explorer I’espace de recherche, mais ils s’averent ensuite incapables d’exploi-
ter efficacement la zone vers laquelle la population converge. Il est alors bien plus intéressant
(en terme de durée d’exécution et de qualité de solutions) de stopper 'algorithme génétique
pour utiliser une autre méthode. Hybridation peut, aussi, étre utilisée pour résoudre simul-
tanément différents aspects d’'un méme probleme : cette méthode est souvent utilisée dans
le domaine de la gestion de production [[36], [37]] ou se posent simultanément diffents pro-
blemes tels que les affectations de machines, des personnels et des opérations aussi bien que

la gestion de stocks...

70
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4.2 Choix des méthodes a hybrider

Il est possible d’hybrider toutes les technique, y compris méthodes exacte et heuristique.
Pratiquement, le souci de performances et les ressources informatiques limitent les possibilités
d’hybridation. De ce fait, on doit étre prudent vis-a-vis des techniques utilisées pour obtenir

une bonne coopération entre les constituants et les méthodes hybrides.

4.3 Les techniques hybridations

L’hybridation peut prendre place dans un ou plusieurs composants d’une méthode de re-
cherche. Elle peut également consister a assembler plusieurs méthodes d’hybridation pour
former une seule méthode hybride. Les différentes techniques d’hybridation peuvent étre
réparties en trois catégories principales [35] :

— Hybridation séquentielle ;

— Hybridation parallele synchrone;

— Hybridation parallele asynchrone.

Méthode 1 Méthode 1 Méthode 1 Méthode 3
Résultat Dpérateur 1
de la < Méthode 2 Coordinateur
Méthode 1
Opérateur 1
L3
W %
Méthode 2 N~

\ Méthode 2 Méthode 4

F1G. 4.1 — Techniques d’hybridation.

L’hybridation séquentielle consiste a exécuter séquentiellement différentes méthodes de re-
cherche de telle fagcon que le (ou les) résultat(s) d'une méthode serve(nt) de solution(s)
initiale(s) a la suivante. Cette technique d’hybridation est la plus simple, elle ne nécessite
pas de modification des méthodes de résolution utilisées : il suffit d’initialiser chaque méthode

a partir de solutions pré-calculées.

L’hybridation parallele synchrone est obtenue en incorporant une méthode de résolution dans
une autre. C’est une technique plus fine que la précédente. En effet, il faut tenir compte fortes

interactions entre les méthodes dans ce type d’hybridation.
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L’hybridation parallele asynchrone consiste a faire évoluer en parallele différentes méthodes
de résolution. Cette co-évolution permet une bonne coopération des méthodes de résolution
au travers d'un coordinateur chargé d’assurer le transfert d’informations entre les méthodes
de résolution ; cette technique exige la modification de méthodes de résolution pour assurer

la communication avec le coordinateur.

4.4 Le schéma d’hybridation proposée (HIG)

Dans le cadre de nos travaux, nous avons applique la premiere technique d’hybridation
(algorithme génétique d’intervalle hybride), nous recourons a I'arithmétique d’intervalle et
particulierement un algorithme branch-and-bound d’intervalle est employé pour obtenir de
petites régions ou la (ou les) solution(s) optimale(s) se trouve(nt). De cette fagon, une po-
pulation des solutions possibles est initialisée et des bornes initiales pour le minimum global

f* sont obtenues.

Dans l'ordre, un algorithme génétique est appliqué de telle maniere que toutes les informa-
tions ci-dessus soient exploitées. La construction d’un mécanisme qui met a jour les bornes
dans chaque génération, donne la capacité de définir un critere efficace d’arrét. Quand le

critere est rempli, I’algorithme converge vers le minimum global f*.
Le schéma suivant décrit ’algorithme.

ALGORITHME 3 : Algorithme génétique d’intervalle hybride, HIG.

—_

. Appliquer un algorithme de subdivision;

. Initialiser la population ;

. Evaluer chacun individu de la population

. Tantque (le critere d’arrét non atteint) faire{

Mettre a jour des bornes

2
3
4
bt
6. Choisir les individus pour la prochaine population;
7 Appliquer les opérations génétiques pour produire des nouveaux individus;
8 Evaluer les nouveaux individus;}

9. Afficher f* et z*.

les bornes F* et F* qui sont obtenus par I'étape 1 de l'algorithme ci-dessus satisfisant la

relation suivante :
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une approche hybride qui est HIG. Cela a permis de
construire un algorithme plus efficace pour 'optimisation globale des fonctions non convexes.
Les résultats obtenus montrent comment cette technique converge vers l'optimum global
dans un temps d’exécution minimum. La comparaison avec les résultats obtenus avec un
algorithme génétique, permet de conclure que la technique développée dans ce chapitre est

satisfaisante en termes de temps nécessaire pour atteindre 'optimum global.



Chapitre 5

Implémentations et exemple
d’application

Dans ce chapitre, nous avons testé I'algorithme HIG de maniere réelle grace au logiciel de
programmation MATLAB. Un programme informatique écrit a I'aide du langage de pro-
grammation MATLAB mettant en oeuvre cet algorithme, a été testé avec succés sur une

application numérique.

Avant d’entamer ’application numérique, nous allons donner un petit apercu sur le logiciel
MATLAB, qui est une abréviation de MATrix LABoratory. MATLAB est avant tout un
programme de calcul matriciel et il peut étre un logiciel de programmation en utilisant les
m.files (fichiers avec extension .m), ou on peut écrire notre algorithme en suivant les mots
clés proposés par la console, ensuite il suffit de 'exécuter et la le résultat sera affiché sur la

fenétre de travail.

4 MATLAB R2012b -0
ST e = @ P e— DB
r New Variable Analyze Code oE Preferences o
L EEJ - (ol Find Files. g’ Cla = M =l E @ @ (s Community
- L Open Variable (i Run and Time (5 et Path
New New Open |[lCompare import  Save Simulink  Layout Hep = Request support
scrpt ~ Data Workspace [ Clear Workspace ~ (' Clear Commands ~  Library ~ g Parallel ¥ ~
FILE vARIABLE GonE SIMULING ENVIRONMENT RESOURGES
@ EE | > E > Master2 » Prog Algorithme Génétique réel sous MATLAB T
Current Folder [OM Command Window [} Workspace @
Name @ New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, of read Getting Started. *|| Name Value
-
‘.j AGB.m & >> Hc 7194475 -
) AGRm HHe <243 double>
7 DECOD.m Hel <1x43 double>
;,L desktop.ini HH Exec 1
dj Fonction testm [©F <1xl inline>
71 HIG.m 1 Fexcution 719.4475
£ 1BBAM HH Fopt T194475
EH tmax 47
EH min 1
HH indice 44
[2EL8 1000001
[SENL:] 40 ©
< >
Command History ®
T -
-850
0.7
0.25
-0.001
-500
500
-500
500
1 v
Details ~ < >

OVR

F1G. 5.1 — Feneétre principale de MATLAB 2012.
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5.1 Implémentations sous MATLAB

5.1.1 Branch-and-Bound par intervalle

clear all
clc
format long

disp('@EEEQRRERCRELRRQRRLRALCLRLAELALREELE(CLEEEMELEMEELRLRMEQALRARLRRARARLRARALRME(QALREE(LE(E(LLEE(QQEEEE")
disp('@ @)
disp('d BRANCH-AND-BOUND PAR INTERVALLE DE RESOLUTION @)
disp('@ D"UN PROBLEME D"OPTIMISATION SOUS FORME: @)
disp('@ MIN (ou MAX) F(X) Q")
disp('@ S.C: @)
disp('d Xmin (1) <= x(1) <= Xmax (1) @)
disp('@ @)
disp('d 1. Minimisation Q")
disp('@ 2. Maximisation @)
disp('@ @")
disp('@EEEREERCRERRCERLRALALRQAEQALREELREEEEEMELEMEELRARMEQRLRALRARLRALRARALRLREQALREME(LEEE(E(LEEMEEE[EE")
fobj=input ('Donnez la fonction F :','s');
f=inline ([fobj])
Nbvar=input ('Donnez le nombre de variable du probleme:');
for i=1:Nbvar

disp(['Domaine de la variable X (',num2str(i),'):'])

Xmin (i) =input (['Xmin (', num2str (i), ")="1);

Xmax (i) =input (['Xmax (', num2str (i), ")="1);
end
epsXsup=input ('Donnez la valeur de espX:');
Fsup=realmax;
$Intervalle Q <-—-—--- X0
k=0;

for j=1:Nbvar
H(1l,j+k)=Xmin (3j) ;
H(1l,j+k+1)=Xmax (]j)
k=k+1;
end
L=[1;
s=j+k+1;
H(1l,s)=-inf;
a=1;
while (H~=[])
Y=H(1,:);
X=H(1,1:s-1);
for k=1:Nbvar
J=1;
for i=1:Nbvar
midpoint (1) =(X(k, J)+X(k,j+1))./2;
j=3+2;
end
midpoint
switch (Nbvar)
case 1
E=f (midpoint (Nbvar))
case 2
E=f (midpoint (1) ,midpoint (Nbvar) )
case 3
E=f (midpoint (1) ,midpoint (2) ,midpoint (Nbvar) )
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case 4
E=f (midpoint (1) ,midpoint (2) ,midpoint (3) ,midpoint (Nbvar))
case 5

E=f (midpoint (1) ,midpoint (2) ,midpoint (3) ,midpoint (4) ,midpoint (
Nbvar) )
end
end
Fsup=min ([Fsup,E])
ligne=size (H);
if(ligne(1))==1)
if (H(1,s)>Fsup)
H=[]
end
else
% Supprimer de H tous les couples pour lesquels le minorant garanti
est supérieur a Fsup
% Trier la matrice H par ordre croissant
for i=1:1igne(1l)-1
for j=i+l:1ligne (1)
if(H(i,8)>H(3,s))
inter=H(j,s);
H(j,s)=H(i,s);
H(i,s)=inter;
end
end
end
% recherche 1’élément supérieur a Fsup
position=0;
for i=1:1ligne (1)
if (H (i, s)>Fsup)
position=i;
end
end
=H;
% SUPRESSION
if (position~=0)

[==

clear 'H'
H=T (l:position-1,:);
end
end
% Calculer la largeur de de l'intervalle X
posi=1;

maxi=abs (X (2)-X (1))
for i=2:Nbvar
J=2*i-1;
M=abs (X (Jj+1) -X(J))
if (maxi<M)
maxi=M;
posi=7j;
end
end
Xsup=[X(posi),X(posi+l)];
if (abs (Xsup(2)-Xsup (1) ) <=epsXsup)
% Ajouter [X] a la liste L des intervalles résultats
L(a,:)=Y;
a=a+l;
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else
ligne:size(H);
X12 (1, :)=X;
X12(2,:)=X;
X12(1 posi+l)= (Xsup(2)+Xsup( Y)/2;
X12 (2,posi)=(Xsup (2)+Xsup(l))/2;
X12
% Calculer les minorants garantis LBl et LB2 pour [X1] et [X2]
IBl=min ([£(X12(1,1)),f(X12(1,2))])
ILB2=min ([£(X12(2,1)),£(X12(2,1))])
if (LB1<=Fsup)
% Ajouter [X1
if (ligne (1) ==
Q0=X12 (1
else
Q(ligne (1)+1, :)=X12(1,:);
end
end
if (LB2<=Fsup)
% Ajouter [X1] a la liste Q
if (ligne (1)==0)
Q=X12(2,:);
else
Q(ligne (1) +1,:)=X12(2,:);
end
end
end
end
% Supprimer de H tous les couples pour lesquels le minorant garanti est
supérieur a Fsup
% Trier la matrice H par ordre croissant
for i=l:1igne (1) -1
for j=i+l:1ligne (1)

1] a la liste Q
0)
2)

(
if (H(i,s)>H(J,s))
inter H(j,s);
H(j,s)=H(i,s);
H(i,s)=inter;
end
end

end
% Recherche 1'élément supérieur a Fsup
position=0;
for i=1l:1igne (1)

if(H (i, s)>Fsup)

position=i;

end
end
T=H;
% SUPRESSION
if (position~=0)

clear 'H'

H=T (l:position-1,:);
end
disp('Liste qui contient tout les minimums :')
L
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function X=DECOD(LX,U,BI,BS)

LX : NOMBRE DE BIT NECESSAIRE POUR CODE LA VARIABLE X
U : CHROMOSOME (VECTEUR BINAIRE)

BI : BORNE INF DE LA VARIABLE X

BS : BORNE SUP DE LA VARIABLE X

X : LA VALEUR REELLE DE CHROMOSOME

Hh > o° o0 o oe oe

=0;
or i1i=1:1LX
X=X+U (1) *2" (LX-1) ;
end
X=BI+ ((BS-BI)/ (2" (LX) -1))*X;
End

5.1.2 Algorithme génétique
5.1.2.1.Algorithme génétique binaire

clear all
clc
format long

disp('CRRRRERRRELERRRCELRRRCACREEARRELCLRRLELELRRLALRRERALRRELLRRRERRRLRLRRRRRRRAREEER")
disp('@ @)
disp('d ALGORITHME GENETIQUE BINAIRE DE RESOLUTION @)
disp('d D"UN PROBLEME D"OPTIMISATION SOUS FORME @)
disp('@ MIN (ou MAX) F(X) @)
disp('@ S.C: @")
disp('@ Xmin (1) <= x (i) <= Xmax (1) @)
disp('@ @)
disp('@ 1. Minimisation @)
disp('@ 2. Maximisation @n)
disp('@ @)
disp('CRRRRECRRRELERRRCELRRRCACREEARRELCLRRCRLELRRRLALRREALRRELARRERRRLRLRERCRRERARAERR")

choix=input ('VOTRE CHOIX (1/2):');
fobj=input ('ENTEZ LA FONCTION OBJECTIF F(x):','s');
F=inline ([fobj])
NV=input ('NOMBRE DE VARIABLES DU PROBLEME :');
NPop=input ('NOMBRE D"INDIVIDUS DE LA POPULATION INTIALE :'");
NGen=input ('NOMBRE DE GENERATIONS :');
Pc=input ('PROBABILITE DE CROISEMENT :');
Pm=input ('PROBABILITE DE MUTATION :');
Prec=input ('PRECISION SOUHAITE DES VARIABLES :');
Moitpop=NPop/2;
Quart pop=NPop/4;
for i=1:NV

disp (['DOMAINE ADMISSIBLE DE LA VARIABLE X (',num2str(i),"'):'])

Xmin (i) =input (['Xmin (', num2str (i), ")="1);

Xmax (i) =input ([ 'Xmax (', num2str (i), ")="1);
end
NEP=input ('NOMBRE D"EXECUTION DE PROGRAMME :');
% TROUVER LE NOMBRE DE BIT POUR CODER CHAQUE VARIABLE
for i=1:NV

IL=1+ (Xmax (1) -Xmin (1)) /Prec;

j=1;
P=2;
while (P<L)
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P=P*2;
J=3+1;
end
LXB(i)=3];
end
LXB
% TAILLE DE CHROMOSOME
LB=sum (LXB)
for Exec=1:NEP % NOMBRE D'EXECUTION DE PROGRAMME
% INITIALISATION DE LA POPULATION
%pop=round (rand (NPop, LB+NV+1) ) ;
for i=1:NPop

for j=1:1B
if (rand<0.5)
pop (i,3)=0;
else
pop(i,J)=1;
end
end
k=1;
t=0;
for h=1:NV
t=t+LXB (h) ;
pop (i, LB+h) =DECOD (LXB (h) ,pop (i, k:t) ,Xmin (h), Xmax (h)) ;
k=t+1;
end
switch (NV)
case 1
pop (i,LB+NV+1)=F (pop (i, LB+NV) ) ;
case 2
pop (i, LB+NV+1)=F (pop (i, LB+1),pop (i, LB+NV)) ;
case 3
pop (i,LB+NV+1)=F (pop (i,LB+1),pop (i, LB+2),pop (i, LB+NV)) ;
case 4

pop (i, LB+NV+1)=F (pop (i, LB+1),pop (i, LB+2) ,pop (i, LB+3),pop (i, LB+N

V))
case 5
pop (i, LB+NV+1) =
) ypop (i, LB+NV)) ;
end
end
$ VISUALISATION DE LA POPULATION INTIALE DANS LE GRAPHE (2D)
if (NV==1)
figure (1)
fplot (F, [Xmin Xmax]);
grid
hold on

F (pop (i, LB+1),pop (i,LB+2),pop (i, LB+3), pop (i, LB+4

plot(pop(:,LB+1),pop(:,LB+2), 'ko', 'LineWidth', 2, 'MarkerEdgeColor', 'k',

'MarkerFaceColor', 'k', "MarkerSize', 5)
hold off
else
1f (NV==2)
x=linspace (Xmin (1), Xmax(1l),150);
y=linspace (Xmin (2), Xmax(2),150);
[X Y]=meshgrid(x,y):;
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end
end

Z=F (X,Y);
$surfl(X,Y,2)
shading interp
colormap jet

view (-37.5+90, 30)
mesh (X, Y, Z)
meshc (X, Y, 2)

grid

hold on

plot3 (pop(:,LB+1) ,pop(:,LB+2),pop(:,LB+3), 'ko', 'LineWidth', 2,
'MarkerEdgeColor', 'k', 'MarkerFaceColor', 'k', 'MarkerSize', 10)
hold off

$ EVOLUTION
for i=1:NGen
if (choix==1)

else

$ CALCULE DU MINIMUM DE FITNESSMIN A LA GENERATION i
[fitnessmin (i), Imin]=min (pop(:,LB+NV+1l))
% SOLUTION A LA GENERATION i
Sol (i, :)=pop (Imin, LB+1:LB+NV)
% TRIER LA POPULATION PAR ORDRE DECROISSANT (PROBLEME DE MIN)
for i=1:NPop-1
for j=i+1:NPop
if (pop (i, LB+NV+1) >pop (j, LB+NV+1))
inter=pop (j, :);
pop (3, :) =pop (i, :);
pop (i, :)=inter;
end
end
end
% CONSTRUCTION DU GROUPE DE REPRODUCTEURS
group_sel (1:Moitpop, 1:LB+NV+1)=pop (l:Moitpop,l:LB+NV+1)
% SELECTION PAR TOURNOI
for i=1:Moitpop
% CHOISIR ALEATOIREMENT 2 ENTIER ENTRE 1 ET Moitpop
Indice=random('Discrete Uniform', Moitpop,2,1);
if (group sel(Indice (1l),LB+NV+1l)<=group sel(Indice(2),LB+NV+1))
Selection(i)=Indice (1) ;
else
Selection (i)=Indice (2);
end
end

% CALCULE DE MAXIMUM DE FITNESSMIN A LA GENERATION i
[fitnessmax (i), Imax]=max (pop(:, LB+NV+1));
% SOLUTION A LA GENERATION i
Sol (i, :)=pop (Imax,LB+1:LB+NV) ;
$ TRIER LA POPULATION PAR ORDRE CROISSANT (PROBLEME DE MAX)
for i=1:NPop-1
for j=i+1:NPop
if (pop (i, LB+NV+1)<pop (j, LB+NV+1))
inter=pop(j,:);
pop (J, :)=pop (i, :);
pop (i, :)=inter;
end
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end
end
% CONSTRUCTION DU GROUPE DE REPRODUCTEURS
group_sel (1:Moitpop, 1:LB+NV+1)=pop (1:Moitpop, 1:LB+NV+1)
$ SELECTION PAR TOURNOI
for i=1:Moitpop
% CHOISIR ALEATOIREMENT 2 ENTIER ENTRE 1 ET Moitpop
Indice=random ('Discrete Uniform',Moitpop,2,1);
if (group sel(Indice (1),LB+NV+1)<=group sel(Indice(2),LB+NV+1))
Selection (i)=Indice (2);
else
Selection (i)=Indice (1) ;
end
end
end
s=0;
k=1+Moitpop;
for i=1:Quart pop
$ DEBUT DE CROISEMENT
Pl=group_ sel (Selection(s+1l),1:LB+NV+1);
P2=group_ sel (Selection(s+2),1:LB+NV+1);
if (rand<Pc)
% GENERER ALEATOIRE UN POINT DE CROISEMENT ENTRE 1 ET LB-1
PTC=random('Discrete Uniform',LB-1,1,1)
E=[P1(1:PTC) P2 (PTC+1:LB);P2(1:PTC),P1(PTC+1:LB)];

for i=1:2
m=1;
t=0;
for j=1:NV
t=t+LXB (J) ;
E(i,LB+3j)=DECOD (LXB(Jj),E(i,m:t),Xmin (j),Xmax(3));
m=t+1
end
switch (NV)
case 1
E (i, LB+NV+1)=F (E (i,LB+1));
case 2
E(i,LB+NV+1)=F(E (i,LB+1),E (i,LB+NV));
case 3
E (i, LB+NV+1)=F(E (i,LB+1),E(i,LB+2),E (i, LB+NV));
case 4
E(i,LB+Nbvar+l)=F(E(i,LB+1),E(i,LB+2),E(i,LB+3),E(
i, LB+NV) ) ;
case 5
E(i,LB+NV+1)=F(E(i,LB+1),E(i,LB+2),E (i,LB+3),E(i,L
B+4),E (i, LB+NV) ) ;
end
end
else
E=[P1;P2];
end
$ FIN DE CROISEMENT
s=s+2;

group_sel (k:k+1,1:LB+NV+1)=E;
k=k+2;
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end
for

end

a=1:round (NPop*Pm*LB)

% GENERER ALEATOIREMENT UN ENTIER ENTRE 1 ET NPop

Num Indiv=random('Discrete Uniform',6 NPop,1,1)

$ P EST L'INDIVIDU SELECTIONNER

P=group sel (Num Indiv,1:LB+NV+1);

if (rand<Pm)
$GENERER ALEATOIREMENT UN POINT DE MUTATION ENTRE 1 ET LB
PTM=random ('Discrete Uniform',LB,1,1)

E1=P;

E1 (PTM)=1-P (PTM) ;
k=1;

t=0;

for j=1:NV

t=t+LXB (J) ;
E1 (LB+j)=DECOD(LXB (j),El (k:t),Xmin (j) ,Xmax () ) ;

k=t+1;
end
switch (NV)
case 1
El (LB+NV+1)=F(E1 (LB+NV) ) ;
case 2
ELl (LB+NV+1)=F(E1 (LB+1) ,E1 (LB+NV)) ;
case 3
ELl (LB+NV+1)=F(E1(LB+1),E1(LB+2),ELl (LB+NV)) ;
case 4
El (LB+NV+1)=F(E1 (LB+1) ,E1 (LB+2),E1 (LB+3),EL1l (LB+NV)) ;
case 5
El (LB+NV+1)=F(E1 (LB+1),E1(LB+2),E1 (LB+3),E1 (LB+4),E1 (L
B+NV) ) ;
end

% REMPLACER LE PARENT PAR SON ENFANT
group_sel (Num Indiv, :)=El;
end

% REMPLACER L'ANCIENNE POPULATION PAR LA NOUVELLE
pop=group sel;
if (NV==1)

figure (i+1)
fplot (F, [Xmin Xmax]) ;
grid

hold on

plot(pop(:,LB+1),pop(:,LB+2), 'ro','LineWidth', 2, '"MarkerEdgeColor"',
'r', '"MarkerFaceColor','r', '"MarkerSize',5)
hold off

else

$ DESSINER LE GRAPHE DE F (3D)

if (NV==2)
figure (i+1)
x=linspace (Xmin (1)
y=linspace (Xmin (2)
[X Y]=meshgrid(x,y
Z=F(X,Y);
surfl(X,Y,Z2)

, Xmax(1l),150);
Xmax (2),150) ;

)7
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shading interp
colormap jet

view (-37.5+90, 30)
mesh (X, Y, Z)
meshc (X, Y, Z2)

grid

hold on

plot3 (pop(:,LB+1) ,pop(:,LB+2),pop(:,LB+3), 'ko', 'LineWidth', 2, 'M
arkerEdgeColor', 'k', '"MarkerFaceColor', 'k', "MarkerSize',10)
hold off
end
end
end
$ FIN DE LA BOUCLE GENERATION
if (choix==1)
[FExcution (Exec), Imin]=min (fitnessmin);
Optimum (Exec, :)=So0l (Imin, :);
else
[FExcution (Exec), Imax]=max (fitnessmax) ;
Optimum (Exec, :)= Sol (Imax, :);
end
end
1f (choix==1)
disp ('LA SOLUTION DU PROBLEME EST :')
[C,Imin]=min (FExcution) ;
Xopt=Optimum(Imin, :)
Fopt=C
1f (NV==1)
hold on

plot (Xopt,Fopt, 'go', 'LineWidth', 1, '"MarkerEdgeColor', 'g', '"MarkerFaceCol
or','g', "MarkerSize',7)

else
1f (NV==2)
hold on
plot3 (Xopt (l),Xopt (2),Fopt, 'ro', 'LineWidth', 2, 'MarkerEdgeColor', 'r
', '"MarkerFaceColor', 'r', '"MarkerSize',15)
end
end
else

disp ('LA SOLUTION DU PROBLEME EST :')
[C,Imin]=max (FExcution) ;
Xopt=Optimum(Imin, :)
Fopt=C
if (NV==1)

hold on

plot (Xopt,Fopt, 'go', 'LineWidth', 2, '"MarkerEdgeColor','g', '"MarkerFaceCol
or','g','MarkerSize',7)
else
1f (NV==2)
hold on

plot3 (Xopt(l),Xopt (2) ,Fopt, 'ro', 'LineWidth', 2, 'MarkerEdgeColor', 'r
', '"MarkerFaceColor', 'r', '"MarkerSize',15)



Chapitre 5 : Implémentations et Exemple d’application 84

end
end
end

5.1.2.2.Algorithme génétique réel

clear all
clc
format long

disp('@RAQEEEQAQRQEEEQEQEEEQQRQREEEQRQQREEEQALRQAEQEQENAQEEQQRQAEEEQAQRLREEEQRQALQEQEQAMEEEEQRQRQREEEA")
disp('@ @)
disp('d ALGORITHME GENETIQUE REEL DE RESOLUTION @")
disp('d D"UN PROBLEME D"OPTIMISATION SOUS FORME @n)
disp('@ MIN (ou MAX) F (X) Q")
disp('@ S.C: Q")
disp('d Xmin (i) <= x (i) <= Xmax (i) @")
disp('@ @")
disp('d 1. Minimisation Q")
disp('d@ 2. Maximisation @)
disp('@ @")
disp('@RQRQEEEEQRQRQEEEEEEEEQRLREQRLREEMELRMAQEE(EQRMEEEQRQRNREEMEQALRLEEMEQELEMAMEQCQQRMEMEEQRQRQRMLEEAEQRAREAE")
choix=input ('"VOTRE CHOIX (1/2):"');

% PARAMETRES D'ENTRE
fobj=input ('ENTEZ LA FONCTION OBJECTIF F(x):','s');
F=inline ([fobj])

NV=input ('NOMBRE DE VARIABLES DU PROBLEME :');

NPop=input ('NOMBRE D"INDIVIDUS DE LA POPULATION INTIALE :');
NGen=input ('NOMBRE DE GENERATIONS :');

Pc=input ('PROBABILITE DE CROISEMENT :');

Pm=input ('PROBABILITE DE MUTATION :');

Moitpop=NPop/2;
Quart pop=NPop/4;
for i=1:NV
disp (['DOMAINE ADMISSIBLE DE LA VARIABLE X(',num2str(i),'):'])

Xmin (i)=input (['Xmin (', num2str (i), ")="1);
Xmax (i) =input ([ 'Xmax (', num2str (i), ")="1);
end
NEP=input ('NOMBRE D"EXECUTION DE PROGRAMME :');

for Exec=1:NEP % NOMBRE D'EXECUTION DE PROGRAMME
% INITIALISATION DE LA POPULATION
for i=1:NPop

for j=1:NV
pop (i, J)=(Xmax (J) -Xmin (J)) *rand+Xmin () ;
end
switch (NV)
case 1
pop (i, NV+1)=F (pop (i, NV) ) ;
case 2
Pop(irNV“'l):F (pop(lr 1) rPOp(i,NV) )7
case 3
pop (1,NV+1) =F (pop (i, 1),pop (i, 2),pop (i,NV));
case 4
Pop(i/NV+1):F (pOp(l, 1) /POp(ir 2) rpOp(ir 3) /pOp(i/NV) )
case 5

pop (i,NV+1)=F (pop(i,1),pop (i, 2),pop (i,3),pop(i,4),pop(i,NV));
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end
end
% VISUALISATION DE LA POPULATION INTIALE DANS LE GRAPHE (2D)
1f (NV==1)

figure (1)

fplot (F, [Xmin Xmax]);

grid

hold on

plot (pop (:,NV),pop(:,NV+1), 'ko', "LineWidth', 2, 'MarkerEdgeColor', 'k','M

arkerFaceColor', 'k', '"MarkerSize', 5)
hold off
else
if (NV==2)
x=linspace (Xmin (1), Xmax(1l),150);
y=linspace (Xmin(2), Xmax(2),150);
[X Y]=meshgrid(x,y):
Z=F(X,Y);
$surfl(X,Y,72)
shading interp
colormap jet
view (-37.54+90, 30)
mesh (X, Y, Z)
meshc (X, Y, 2)
grid
hold on
plot3 (pop(:,1),pop(:,2),pop(:,NV+1), 'ko', 'LineWidth', 2, '"MarkerE
dgeColor','k', "MarkerFaceColor', 'k', '"MarkerSize',10)
hold off
end
end

$ EVOLUTION
for i=1:NGen

if (choix==1)
$ CALCULE DE MINIMUM DE FITNESSMIN A LA GENERATION i
[fitnessmin (i), Imin]=min (pop(:,NV+1));
% SOLUTION A LA GENERATION i
Sol (i, :)=pop (Imin,1:NV);

$ TRIER LA POPULATION PAR ORDRE DECROISSANT (PROBLEME DE MIN)
for i=1:NPop-1
for j=i+1:NPop
if (pop (i, NV+1)>pop (j,NV+1))
inter=pop (j, :);
pop (J, :)=pop (i, :);
pop (i, :)=inter;
end
end
end
% CONSTRUCTION DU GROUPE DE REPRODUCTEURS
group_sel (1:Moitpop,1:NV+1l)=pop (l:Moitpop, 1:NV+1);
% SELECTION PAR TOURNOI
for i=1:Moitpop
% CHOISIR ALEATOIREMENT 2 ENTIER ENTRE 1 ET Moitpop
Indice=random('Discrete Uniform',Moitpop,2,1);
if (group _sel(Indice (1) ,NV+1)<=group sel(Indice(2),NV+1l))
Selection (i)=Indice (1) ;
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else
Selection (i)=Indice (2);
end
end
else
% CALCULE DE MAXIMUM DE FITNESSMIN A LA GENERATION i
[fitnessmax (i), Imax]=max (pop (:,NV+1l));
$ SOLUTION A LA GENERATION i
Sol (i, :)=pop (Imax,1:NV) ;
$ TRIER LA POPULATION PAR ORDRE CROISSANT (PROBLEME DE MAX)
for i=1:NPop-1
for j=i+1:NPop
if (pop (1,NV+1)<pop (j,NV+1))
inter=pop (j, :);
pop (J, :) =pop (i, :);
pop (i, :)=inter;
end
end
end
% CONSTRUCTION DU GROUPE DE REPRODUCTEURS
group_sel (1:Moitpop, 1:NV+1) =pop (1:Moitpop, 1:NV+1);
$ SELECTION PAR TOURNOI
for i=1:Moitpop
% CHOISIR ALEATOIREMENT 2 ENTIER ENTRE 1 ET Moitpop
Indice=random('Discrete Uniform',Moitpop,2,1);
if (group sel(Indice(1l),NV+1l)<=group sel(Indice(2),NV+1))
Selection (i)=Indice (2);

X

else
Selection (i)=Indice (1) ;
end
end
end
s=0;
k=1+Moitpop;
for i=1:Quart pop
$ DEBUT DE CROISEMENT
Pl=group_ sel (Selection(s+1l),1:NV+1);
P2=group_sel (Selection(s+2),1:NV+1);
if (rand<Pc)
lamdaa=rand;
$ GENERER ALEATOIRE UN POINT DE CROISEMENT ENTRE 1 ET NV-1
1if (NV==1)
El=lamdaa*Pl+ (1-lamdaa) *P2;
E2=lamdaa*P2+ (1-lamdaa) *P1;
else
PTC=random('Discrete Uniform',NV-1,1,1);
E1(1:PTC)=P1(1:PTC);
E2(1:PTC)=P2 (1:PTC) ;
for j=PTC+1:NV
El (j)=lamdaa*Pl (j)+(1l-lamdaa) *P2 (j) ;
E2 (j)=lamdaa*P2 (j) +(1l-lamdaa) *P1 (j) ;
end
switch (NV)
case 1
E1 (NV+1)=F(E1 (NV));
E2 (NV+1) =F (E2 (NV)) ;
case 2
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E1 (NV+1)=F(E1 (1) ,E1(NV));
E2 (NV+1)=F (E2 (1) ,E2 (NV) ) ;

case 3
E1 (NV+1)=F(E1(1),E1(2),EL1(NV));
E2 (NV+1)=F(E2 (1) ,E2(2),E2 (NV));
case 4

EL(NV+1)=F(E1(1),E1(2),EL(3),EL(NV));
E2 (NV+1) =F (E2 (1), E2 ( ;
case 5
EL(NV+1)=F(E1(1),E1(2),E1(3),EL1(4),EL(NV));
E2 (NV+1)=F(E2 (1) ,E2(2) ,E2(3),E2 (4) ,E2 (NV) ) ;

N
[al
N
w
=
N
=
<

end

end

E=[E1;E2];
else

E=[P1;P2];
end
% FIN DE CROISEMENT
s=s+2;
group_sel (k:k+1,1:NV+1)=E;
k=k+2;

end
for a=1:round (Pm*NPop*NV)
% GENERER ALEATOIREMENT UN ENTIER ENTRE 1 ET NPop
Num Indiv=random('Discrete Uniform',6 NPop,1,1)
$ P EST L'INDIVIDU SELECTIONNER
P=group sel (Num Indiv,:);
if (rand<Pm)
$GENERER ALEATOIREMENT UN POINT DE MUTATION ENTRE 1 ET NV
PTM=random ('Discrete Uniform',NV,1,1)

ENF=P;
ENF (PTM) =Xmin (PTM) + (Xmax (PTM) —Xmin (PTM) ) *rand
switch (NV)
case 1
ENF (NV+1) =F (ENF (NV) ) ;
case 2
ENF (NV+1) =F (ENF (1) ,ENF (NV) ) ;
case 3
ENF (NV+1)=F (ENF (1) ,ENF (2) , ENF (NV) ) ;
case 4
ENF (NV+1)=F (ENF (1) ,ENF (2) ,ENF (3) , ENF (NV) ) ;
case 5
ENF (NV+1)=F (ENF (1) ,ENF (2) ,ENF (3) ,ENF (4) , ENF (NV) ) ;
end

% REMPLACER LE PARENT PAR SON ENFANT
group_ sel(Num Indiv, :)=ENF;
end
end
% REMPLACER L'ANCIENNE POPULATION PAR LA NOUVELLE
pop=group_sel;
if (NV==1)
figure (i+1)
fplot (F, [Xmin Xmax]) ;
grid
hold on
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plot(pop(:,1),pop(:,2),"'ro', 'LineWidth', 2, '"MarkerEdgeColor', 'r','M

arkerFaceColor','r', '"MarkerSize',5)

hold off

else

% DESSINER LE GRAPHE DE F (3D)

if (NV==2)
figure (i+1l)
x=linspace (Xmin(1l), Xmax(1l),150);
y=linspace (Xmin (2), Xmax(2),150);
[X Y]=meshgrid(x,y);
Z=F(X,Y);
$surfl(X,Y,72)
shading interp
colormap jet
view (=-37.5+90, 30)
mesh (X, Y, Z)
meshc (X, Y, Z2)
grid
hold on

plot3 (pop(:,1),pop(:,2),pop(:,NV+1l), 'ko', 'LineWidth', 2, "MarkerE
dgeColor','k', "MarkerFaceColor', 'k', '"MarkerSize',10)

hold off
end
end
end
$ FIN DE LA BOUCLE GENERATION
if (choix==1)
[FExcution (Exec), Imin]=min (fitnessmin);
Optimum (Exec, :)=Sol (Imin, :);
else
[FExcution (Exec), Imax]=max (fitnessmax) ;
Optimum (Exec, :)= Sol (Imax, :);
end
end
if (choix==1)

disp ('LA SOLUTION DU PROBLEME EST :')
[C,Imin]=min (FExcution) ;
Xopt=Optimum (Imin, :)
Fopt=C
1f (NV==1)

hold on

plot (Xopt,Fopt, 'go', 'LineWidth', 1, '"MarkerEdgeColor','g', '"MarkerFaceCol
or','g', '"MarkerSize',7)

else
if (NV==2)
hold on
plot3 (Xopt (l),Xopt (2),Fopt, 'ro', 'LineWidth', 2, 'MarkerEdgeColor', 'r
', 'MarkerFaceColor', 'r', '"MarkerSize',10)
end
end
else

disp ('LA SOLUTION DU PROBLEME EST :')
[C,Imin]=max (FExcution) ;
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Xopt=Optimum(Imin, :)
Fopt=C
1if (NV==1)

hold on

plot (Xopt,Fopt, 'go', 'LineWidth', 1, '"MarkerEdgeColor','g', "MarkerFaceCol
or','g','MarkerSize',7)

else
1f (NV==2)
hold on
plot3 (Xopt(l),Xopt (2) ,Fopt, 'ro', 'LineWidth', 2, '"MarkerEdgeColor', 'r
', '"MarkerFaceColor', 'r', '"MarkerSize',10)
end
end
end
5.1.5 HIG

Pour T'algorithme hybride, on applique l'algorithme Branch-and-Bound par intervalles tel

qu’en subdivisent les intervalles, puis il intervient 'algorithme génétique pour améliorer la

borne supérieure. On aura a la fin une borne inférieure donnée par ’algorithme Branch-and-

Bound par intervalles et une borne supérieur donné par l'algorithme génétique.
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5.2 Exemple d’application

5.2.1 Probleme a résoudre

On se limite a la résolution dans le plan horizontal, avec des avions volant & une vitesse
constante sans incertitude. La premiere étape est de calculer les positions susceptibles d’étre
occupées par un avion a un instant donné quand ses manceuvres prennent place a l'intérieur

d’un intervalle de temps.

5.2.2 Modélisation des trajectoires d’évitement

La trajectoire d’évitement utilisée est illustrée par la figure 5.1 et comporte quatre étapes :

1. Jusqu’a un temps ty , I'avion reste sur sa trajectoire d’origine.

2. Au temps tg , 'avion quitte sa trajectoire, vers la droite ou vers la gauche,mais avec
un angle « fixé. Il poursuit ensuite sa trajectoire déviée avec un cap constant jusqu’a

un temps t;.

3. Au temps 1, 'avion prend un cap de retour tel que sa trajectoire de retour fasse avec sa
trajectoire d’origine un angle égal a I’angle de déviation « pris par I’avion au temps t;.
L’utilisation que nous présentons ici de cette modélisation de I’évitement reste valable
si cet angle de retour a une valeur différente de celle de I'angle selon lequel 'avion a
quitté sa trajectoire. Il est nécessaire cependant que ces deux angles aient des valeurs
fixées : cette méthode repose sur le fait que l’ensemble des positions possibles d'un
avion, quand ces temps de manceuvres prennent leurs valeurs dans des intervalles, ont
des formes simples . Cela n’est plus le cas si I’angle de retour vers la trajectoire d’origine
n’est plus constant. Dans toute la suite, ces deux angles seront égaux, ce qui permettra
d’obtenir des expressions mathématiques plus simples pour les retards et les positions

des avions.

4. L’avion rejoint sa trajectoire d’origine a un temps t, , reprend son cap d’origine et

poursuit ensuite sa route sur sa trajectoire d’origine.

Ainsi définie, la trajectoire d’évitement d’un avion, ’angle o étant fixé, est donc entierement
déterminée par, le sens de la déviation (a droite ou a gauche) et les instants ¢y et t1 (to =
2t1 — tp).

On vérifiera que t; > ty. Le cas limite t; = ¢y correspond a une trajectoire non déviée. t; et
t; sont remplacés par des intervalles, I’angle o prend des valeurs discretes, selon le sens de

la déviation. Le choix du sens de déviation est intégré a l'algorithme d’optimisation.
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Fi1G. 5.2 — Modélisation d’une trajectoire d’évitement par point tournant.

5.2.3 Position de 'avion a un temps ¢

On considere un repere orthonormé dans le plan, tel que 'avion soit sur 'origine O de ce

repere au début de I'évitement. Pour ¢, et ¢; fixés, la position P(t) de I'avion a linstant ¢

dépend de la position de t relativement a tg, ¢; et t5. On distingue quatre cas, correspondant

aux quatre étapes de la trajectoire d’évitement :

1. t <ty. On a alors :

L’avion n’a pas encore été dévié.

2. tog <t <t;. On a alors :

{ x(t) = v(te(l — cos(a)) + tcosa)
y(t) = (t —to)sina

L’avion a été dévié, et s’écarte de sa trajectoire d’origine, avec ’angle a.

3. t1 <t <ty .0n aalors:

{ z(t) = v(to(l — cos(a)) + tcosa)
y(t) = (2t —to — t)sina

L’avion revient sur sa trajectoire d’origine, avec un angle de retour égal a a.

4. t > t9. On a alors :

{ z(t) = v(t —2(t; — to)(1 — cosa))
0

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)
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L’avion est revenu sur sa trajectoire d’origine.

Une fois I'avion revenu sur sa trajectoire d’origine, on peut calculer le retard entrainé par la

trajectoire d’évitement définie par les temps de manceuvre est 0 et ¢; :

r(to, t1) = 2(t; — to)(1 — cosa) (5.5)

5.2.4 Conséquences de l'introduction des intervalles

On considere maintenant que 'on a ty € Ty et t1 € T, ou Ty et T sont deux intervalles de
R (Ty = [tgm, tgrer] et Ty = [¢7"™, ¢"**]). On peut calculer 'ensemble des positions possibles
d’un avion a un instant ¢ quand ses instants de manceuvres sont donnés par de tels intervalles.

L’ensemble des positions possibles a un instant ¢ pour I'avion est noté P(t).

Comme on doit pouvoir avoir ¢, < t;, nous considérerons, qu'on a toujours ;""" < t7"" et

tgLaI S t’liﬂal‘

Pour savoir quelle équation utiliser, parmi les équations 5.1 a 5.4, pour calculer ’ensemble
des positions possibles de I’avion au temps ¢, il faut déterminer a quelle étape de la trajectoire

d’évitement peut se trouver l’avion au temps ¢, en fonction des intervalles Tj et T7.
Premiere étape : 'avion peut ne pas avoir quitté sa trajectoire d’origine si et seulement

Si:

t <ty (5.6)

Deuxiéme étape :l'avion peut étre en train de s’éloigner de sa trajectoire d’origine si et

seulement si :
R A (5.7)

Troisieme étape :I’avion peut étre en train de revenir vers sa trajectoire d’origine si et
seulement si
T <t < 27T — 2t (5.8)

Quatrieme étape :I'avion peut étre revenu sur sa trajectoire d’origine si et seulement si :

t > max (" 247 — 7 (5.9)



Chapitre 5 : Implémentations et Exemple d’application 93

Selon la position de ¢ par rapport aux intervalles T et Ty, 1’ensemble P(t)des positions
possibles de I'avion a l'instant ¢ peut correspondre a une ou plusieurs des étapes décrites
ci-dessus. On suppose que l'instant t est fixé, ainsi que les deux intervalles Ty = [t7V™, tme*],

et Ty = [t7"", t7*].

L’ensemble P(t) est construit de la maniere suivante :

1. Si ¢ < 7" on obtient un point, correspondant & la position de l'avion non dévié.
C’est le cas (a) de la figure 5.2.

2. Si tgin < t < 7" on obtient un segment de droite, correspondant aux positions

possibles de 'avion en deuxieme étape de 1'évitement. C’est le cas (c) de la figure 5.2.

(a) (b) (c) (d (e) ()

.~ > ND

F1c. 5.3 — Différentes formes possibles pour l'ensemble P(t).

3. Sit >t il faut tenir compte de la possibilité qu’a I’avion d’étre en troisitme étape
(l'avion revient vers sa trajectoire d’origine). Le cas (d) de la figure 5.2 montre la
situation dans laquelle ’avion ne peut étre qu’en troisieme étape, tandis que dans le

cas (e) Pavion peut étre en troisieme ou en quatriéme étape.

4. sit > 2t — ¢min Tavion ne peut-étre qu’a la quatrieme étape de 1'évitement, P(t)
est un segment de droite. C’est le cas (f) de la figure 5.2.

Pour mesurer la distance entre les avions, on discrétise I'intervalle de temps sur lequel est

menée 'optimisation, et on minimise, sur I’ensemble des pas de temps,les séparations mini-

males et maximales entre les positions possibles des avions correspondant aux intervalles de

manceuvres a chaque pas de temps. On peut alors déterminer si la violation de la contrainte

est certaine (dans ce cas, I'intervalle n’est pas admissible), si elle est impossible, (dans ce cas,
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I'intervalle est dit admissible,et la vérification ne sera plus a faire) ou si elle est indéterminée
(il faudra alors de nouveau vérifier la contrainte apres le prochain découpage de I'intervalle

de manceuvres en deux).

Pour des intervalles de manceuvres Tq et 17, 'ensemble des retards possibles est un intervalle.

On note

Tmin(To, T1) = maz (0, (7" — t5**)(1 — cosa))

et

rmaac<T0a Tl) - (t?mx - tgun)(l - COSO()

Pour un avion, I'ensemble des valeurs possibles de r(t, t1) est donné par l'intervalle R(Ty, T}) :

R(To, T1) = [Tmin(To, T1) s Tmae(To, T1))] (5.10)
Le probleme d’optimisation s’ecrit :
minz(t) = v(t, — At cosa)

to€To = [tg", tg]
tre Ty = [t o]

5.3 Modele d’optimisation

5.3.1 Variables de I'optimisation

Pour un probleme a n avions, traité dans le cadre de I'approche globale, I’espace de recherche
est :
Egpt = ([Ovtf] X [Oatf] X {a7 _a})n

On cherche donc a minimiser une fonction f,,, définie sur un sous ensemble Dy, de I'ensemble
E’n

opt *
d’évitement, c’est-a-dire tels que l'on a tg < t; :

L’ensemble D étant ’ensemble des points de E7 . permettant de définir une trajectoire

opt

DM ={(t,t1,at), ., (5,17, a™) | th <t | i=1.n}

opt —

% )

A chaque étape de partage de l'intervalle en deux, on vérifie que la contrainte t{,,,;, < 1,42

est respectée pour tout i, faute de quoi 'intervalle est supprimé. De méme, on doit vérifier
que tb . <t

i St et bl <Y Si tel n’est pas le cas, on réduit la taille des intervalles.

lmax-*

Un point de Dy, définit une trajectoire d’évitement pour chacun des n avions impliqués dans

le conflit. On dira qu’un point de Dy, respecte les contraintes de séparations si, en suivant
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les trajectoires définies par ce point, les n avions restent séparés deux a deux sur toute la

durée de I’évitement.

Le fait qu'un point de D respecte ou non les contraintes de séparation se traduit par la valeur

de la fonction fj, en ce point.

Pour cela on définit un réel suffisamment grand, noté G, (nous allons préciser tout de suite
ce que nous entendons par suffisamment grand).

Considérons un point t, = ((¢5,t1,a'), .., (t8,t7,a™)) € D.

— Si ¢, respecte les contraintes de séparation, la fonction f7, traduit le retard entrainé

par les trajectoires :

n
fg;;t(tr) = thl — 1 (5.11)
i=1
— Si t, ne respecte pas les contraintes de séparation ,

f;;;t(tr) = Gr - amin(tr) (512)

Ou Oy est la distance minimale possible entre deux avions. En fonction des données du
probleme, on choisit G, suffisamment grand pour que les valeurs De fj, sur les points ne
respectant pas les contraintes de séparation soient plus grandes que ses valeurs sur les points
les respectant. le probleme d’optimisation est :

min opt
t.e D CE"

opt

5.4 Conclusion

A travers ces exemples d’application, on a pu montrer que la combinaison d'un algorithme
génétique et d’un algorithme de type Branch and Bound pouvait s’avérer plus efficace que
I'une des deux approches prises séparément. Les algorithmes génétiques s’averent efficaces
lorsque 'on est confronté a des problemes combinatoires de grande taille, mais moins per-
formants pour des optimisations locales. Les méthodes déterministes de type BB ne sont
applicables que sur des problemes de taille réduite sur lesquels elles garantissent 1’optima-
lité des solutions trouvées. Ces exemples nous a également permis d’utiliser la séparabilité

partielle du probleme pour améliorer les performances de ’algorithme génétique.



Conclusion générale

Pour résoudre de maniere efficace des problemes d’optimisation globale, I'utilisateur devait
toujours choisir entre des algorithmes de recherche locale, telle que la méthode du lagrangien
augmenté, des algorithmes métaheuristiques basés sur une méthode de recherche locale, tels
que les méthodes tabou ou VNS , ou des techniques d’optimisation stochastique, telles que

les algorithmes génétiques que nous avons étudié dans le troisieme chapitre.

Les algorithmes d’optimisation globale déterministe ont fait d’énormes avancées ces dernieres
années en se révélant toujours plus efficaces pour résoudre de maniére exacte un grand
nombre de problemes. Tel que ’algorithme de Branch and Bound par intervalles. Cependant,
IBBA (Interval Branch-and-Bound Algorithm) a aussi montré son efficacité pour résoudre

des problemes de grande dimension.

Les combinaisons entre les algorithmes génétiques et Branch-and-Bound par intervalles dé-
veloppées dans le quatrieme chapitre sont prometteuse, car les encadrements obtenus sont
toujours meilleurs que les autres . Grace aux techniques développées dans cette étude, les

limites de ce type d’algorithme ont pu encore étre repoussées.

Finalement, a travers I’exemple d’application, nous avons pu montrer que la combinaison d’un
algorithme génétique et d’un algorithme de type Branch and Bound pouvait s’avérer plus
efficace que 'une des deux approches prises séparément. Les algorithmes génétiques s’averent
efficaces lorsque 'on est confronté a des problemes combinatoires de grande taille, mais moins
performants pour des optimisations locales. Les méthodes déterministes de type BB ne sont
applicables que sur des problemes de taille réduite sur lesquels elles garantissent I’'optimalité
des solutions trouvées. Cet exemple nous a également permis d’utiliser la séparabilité partielle

du probleme pour améliorer les performances de I'algorithme génétique.

Perspective : c’est par exemple généraliser au cas avec contraintes, c¢’est-a-dire sur un domaine

quelconque au lieu d’un box. Le probleme sera difficille.
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