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Introduction

L’'une des principales missions pour lesquelles la recherche
opeérationnelle s’est vouée est I'aide a la décision et a la gestion.

Depuis les années 70, les activités de recherche en Recherche
Opérationnelle au niveau mondiale n’ont cessé de se développer tant au
niveau de ses concepts théoriques et de I'amélioration technigues de ses
outils d’optimisation qu’au niveau applicatifs ou elle intervient de maniere
cruciale dans des secteurs de plus en plus nombreux et diversifiés comme
. «la production industrielle, la planification, le transport, I'informatique,
les telécommunications, I’énergie, mais aussi dans les banques et les
assurances.... etc. Les modeles traditionnels développés dans le cadre des
méthodes quantitatives de gestion considéraient en genéral un critére
unique, pour lequel il existe une solution optimale. Les algorithmes mis au
point consistent alors a définir un moyen d’atteindre, le plus rapidement
possible, une telle solution. Cependant, dans de nombreux cas, cette
modeélisation ne traduit pas exactement la réalité.

La plupart des problemes réels intervenant en mathématiques de decision sont
de nature qui impose la prise en compte de plusieurs criteres qui sont souvent
antagonistes. Tout décideur est obligé de tenir compte du maximum
d’éléments ensa possession, pour aboutir a la meilleure décision possible.

Ainsi pour mieux appréhender la réalité, I’'approche multicritere devient
incontournable. Il est utile dans ce cas de définir un concept d’optimalité,
d’étudier les propriétes et les conditions d’existence des solutions et
déterminer des méthodes pratiques de recherche des décisions relatives a
ce concept d’optimalite.

Dans un probleme multicritére, I'ordre introduit sur I'espace des critéres
est partiel, ce quitraduit I'impossibilitt de comparer les solutions entre
elles. L’ensemble des points de recherche tels qu’il n’existe aucun point



qui est strictement meilleur que tous les autres simultanément sur tous les
critéres est appelé « front de Pareto »du probleme. Il s’agit de I’'ensemble des
meilleurs « compromis » réalisables entres les criteres. Le but de
I’optimisation est d’identifier cet ensemble de compromis.

La premiere notion d’optimalité en multi objectif aété introduite par
Edgeworth en 1881. Elle a eété utilisée de maniere plus formelle par
I’économiste italien Pareto[19]. Cette notion est appelée efficacité, optimalité
selon Pareto ou encore non dominance.

Dans le cadre de la programmation mathématique multicritére, nous nous
sommes particulierement intéresses au cas ou les criteres sont linéaires
fractionnaires, les contraintes sont linéaires et les variables de décision sont
entieres. Les problemes en question sont connus sous le nom de problemes
linéaires multicritéres fractionnaires en nombres entiers.

C’est ainsi que dans notre travail, nous présentons des méthodes exactes pour
la résolution des problemes fractionnaires linéaires en nombres entiers.

Pour cela nous avons structuré notre mémoire comme suit :

Le premier chapitre est consacré a la programmation linéaire uni-critere dans le
cas général, aux differentes méthodes de résolution d’un probleme linéaire.

Au chapitre 2, on s’intéressera a la programmation linéaire multi-objectif aux
difféerents théoremes d’existence de solutions efficaces et présentera aussi la
méthode du simplexe multicritere

Au chapitre 3, on s’intéressera a I'’étude des problemes MOILP.On présentera
deux méthodes de résolution d’un probleme MOILP, citons celle de Gupta et la
méthode Abbas-Moulai ainsi qu’un exemple d’application résolu par la
méthode de Abba-Moulai.

Au chapitre 4 Le chapitre quatre aborde la programmation linéaire
fractionnaire multicritere. Des caractérisations de I'ensemble des solutions
efficaces, leur détermination graphique, des propriétés géométrique des
ensembles de solutions fortement et faiblement efficaces ainsi que quelques
méthodes de résolution y sont présenteées.

Une conclusion générale termine ce mémoire de master.






Chapitre 1 : Introduction a la programmation linéaire

Chapitre 1

Introduction a la programmation
linéaire

1.1. Introduction:

La programmation linéaire (PL) est une branche de la programmation
mathématique (résolution de programmes économiques a l'aide des
mathématiques). Trois types de problemes relévent de la programmation
mathématique :

—la programmation linéaire, ou les données sont linéaires,

—la programmation non linéaire, ou une partie des données sont représentees
sous la forme de fonctions non linéaires,

—la programmation en nombre entiers, ou certaines variables ou la totalité
doivent étre entieres.

Quelques rappels :

Tout probleme de programmation linéaire peut se former de la maniére
suivante :

Trouver les valeurs des variablesx = (x;,j = 1,n) qui maximisent ou
minimisent la fonction linéaire suivantes :

= Xj=1¢j x; » max (min) (1)

Sous les contraintes suivantes :
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(G171 Xyt A X+t ag; X+t dgy Xy = Dby
Ay X+ Ay Xy + ot ayj x5+ o+ Ay Xy = by

(2)

Ay X+ QppXp + ot X+ e+ Qi X = by

\Am1 X1 T ApaXp + - Fapj X+ % Qpp Xy = bm
x;=20,j=1n (3)

Ou ¢;,j = 1,n représentent les couts des différents produits

Les coefficients cjet a;;(i = 1,m,j = 1,n) sont supposes étre des nombres
réels, en plus on considere que I'entier m est inférieur ou égal a n, tous les
nombres b; (i = 1, m ) sont tous positifs ou nuls et le rang du systéme (2) est
inférieur ou égal a m.

Définition 1 ;

e lafonction Z est appelée fonction objective.
e Les contraintes (2) sont appelées.
contraintes principales, ou essentielles.
e Les contraintes (3) sont dites directes (non inégalité).

Remarque 1:

Si 'objectif consiste a minimiser une fonction linéaire :

Z = Z(X1 X3 youesXp)=C1 Xq F C Xp +oF G X+ HCp Xy
Alors on maximisera la fonction linéaire opposée :

Z=—Z(X1,Xp ., Xp) = —C1 X1 = Cp Xg =™ Cj Xj —0.—Cp Xp
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Ecriture matricielle d’'un probléme de programmation linéaire :

Pour écrire le probleme de programmation linéaire (1)-(2)-(3) sous forme
compacte, on utilise la forme matricielle (vectorielle). Pour ce faire on introduit
les notations suivantes :

Soient/ ={1,2,....,1i,...m} I'ensemble d’indice lignes et
J={1.2,....,j,...,n}I'ensemble des indices des colonnes.

Ainsi I'ensemble des variables x4, x,,...., x,, S’écrira sous la forme vectorielle :
x = x()) = (x3 €)).
De maniere analogue on aura :

c=c() = (cj,j E]),b =b(I)=(b;,i €I)

L’ensemble des coefficients a;;,i € I,j € J sera représenté sous forme d’une
matrice A d’ordre (m x n):

A11412 - Qg o Qan
A=A(I,])=(aij,i61,j6])=< ' )

Am1Am2 - Amj  ° Amn

On écrit souvent A de la maniére suivante :
A=(ay,ay,...,aj...,a,),0u g estun vecteur colonne :

alj
azj

am]/

Avec ces nouvelles notations, le probleme (1)-(3) peut étre écrit sous
forme matricielle suivante :
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Z=27(x)=cx - max
Ax=D»b
x>0

Ici ¢’ est le transposé dec, la matrice A est en général la matrice de
condition du probleme et b vecteur (second membre).

1.2 Méthode du simplexe

La méthode du simplexe est une méthode itérative. Elle démarre d’un
point extréme (sommet de départ) et passe au sommet voisin, et ceci
constitue une itération de l'algorithme du simplexe. Pour cela, on doit
définir le point extréme de départ et le test d’arrét.

Soit le probleme standard de programmation linéaire suivant :
€1 X1+ Cyxy +..4..Cp X, & Max ()

(A1 Xy T ap X+t ag; X+t agy Xy = Dby
Ay Xt Ay Xy + ot ayj X+ o+ Ay Xy = by

(2

Ay X+ QpXp o ta X+ e+ Qi Xy = b

\Am1 X1 T AppXp + oo F arlnj Xjt ot Qup Xn = bm
x1=20,%,2>0,..,x, =0 3)
Ici on suppose by, b, ..., b, = 0,etrangA = m < n.
Le probleme (1)-(3) peut étre écrit sous sa forme matricielle :

c'x » max

Ax =0b 4)
x>0

Ou A = A(I,]) est la matrice des conditions a; = A(I, j) les colonnes de 4,
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c'(J) = c¢'(J) Le vecteur des couts, b = b(I) le vecteur des contraintes(second
membre), x = x(J) = (x;,j € J) le vecteur des parametres,

1={12,..,m},J] ={1,2,..n}les ensembles d’indices des lignes et des
colonnes de sa matrice A.

Probleme standard et solution de base :
Définition 1 ;

Tout vecteur x vérifiant les contraintes (2) et (3) est appelé solution réalisable
(admissible) du probleme (1)-(3).

Définition 2:

Une solution réalisable x° est optimale si ¢’x° = max (c’x), pour toute
solution réalisable x.

Définition 3 ;

Une solution réalisable x est dite de base si (n — m) de ses composantes sont
nulles, et aux autres x;y, Xjz, ..., Xjm, COrrespondent m vecteurs a;;, a;, ... djm
de la matrice de condition A linéairement indépendants.

L’ensemble Jz = {ji,j2, ..., jm} €St appelé ensemble des indices de base;

Ju = J\Jg ensemble des indices hors base.
Autrement :
Une solution réalisable x = x(J) est solution de base si xy = x(Jy) = 0,
detAp # 0,0udg = A(l,Jp)
La matrice Ap est appelée matrice de base, x;,j € Jg les composants de

base; xj,j € Jy les composants hors base.
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Définition 4 :
Une solution de base x est dite non dégénérée six; > 0,j € Jp.
L’accroissement de la fonctionnelle de la fonction objective Z est égale a :
A =72(x)—Z(x)=c'x—c'x=c'Ax.
Construisons le m-vecteur y = y(I) vecteur des potentiels:

y' =c'pAgh;
Et vecteur A = A(J) = (4;,j € J), estdit vecteur estimations:

{ A=y'A-c
Aj=y'aj—cj,j6]

Critére d’optimalité :

Théoreme 1 : Soit {x, Az} une solution réalisable de base de départ.
L’inégalité Ay = A(Jy) = 0 est suffisante et dans le cas de la non
dégenérescence elle est necessaire pour I'optimalité de{x, Az}.

Algorithme du simplexe

1. Soit {x, Ag} une solution réalisable de base de départ.
2. Calculery’ = c'gAp*etA; =y, — ¢ j €Jn.
SiA; =0,j €y
Stop, x est solution optimale.
Sinon:
Soit jo € Jy:Ajo= (MinA;/ Aj< 0)
SiAgtajp <0
Stop le maximum de la fonction objective tend vers l'infinie
Sinon:

, . . . X .
Déterminer :j, /6° = 6;; = mm{% /xj0; > 0,j EJB}

Calculer x =x(J) = (x(Jg), x(Jy))

x(Jp) = x(Jp) — HAglajO’f] =0,j € JuNo:X0 = 6°
Poser /g = (Jp\j1) U jo. Ju=Uu\Vo) U j1, Ag=A(l,]p), d’'ou {X, Az}, la
nouvelle solution réalisable de base puis aller en (2).
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Exemple 1.1

Nous allons résoudre le probléme de programmation linéaire suivante, par la
meéthode du simplexe :

(Z = 2x, +x, > max
X1 +x,+x3=4
—2x; +3x, +x, =5
2x1 —3x, +x5 =06

\ XjZO,jz_]:g

N

Onaj =1{1234,5}et ]z ={3,45},Jy ={1.2} avec Agz = I3, donc solution
réalisable de base est x = (0,0,4,5,6), dressons alors le premier tableau du
simplexe.

c 2 1 0 0 0
cgp |Base|B a; | ap | az | a, | as | 6
0 a; |4 1 1 1 0 0 4
0 a, |5 2 13 0 1 0 /
0 as |6 2 -3 |0 0 1 3
Z=0 A (-2 |10 0 0

On remarque que la relation A;= 0,Vj € Jy, n'est pas Vérifiée, donc la solution
réalisable de base initiale n’est pas optimale, on doit alors changer la base de la
maniere suivante :

min;e;, A;= A= —2,donc j, = 1, de la le vecteur a, varentrer dans la
nouvelle base , et calculons ° = min;¢;, 6; :

_ 4 _ 6 __ ’ 0 — _ . _ _ N
03 =7=4,05s=5=3,doubd” =0;; =minje; 6, =05 =3, de la, le vecteur
as va sortir de la base, et la nouvelle solution X, dressons le 2°™¢ tableau du
simplexe :
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c 2 1 0 0 0
cg | Base a, | a, | a3 | a4, | as 0;
0 a; |1 0 5/2 |1 0 -1/2 | 2/5
0 a, |11 |0 0 0 1 1 /
2 a; |3 1 -3/2 |0 0 1/2 |/
Z=6 A_J 0 4 |0 0 1

La nouvelle solution de base est donc x = (3,0,1,1,1,0) de plus elle n’est pas
optimale car A,= —4 < 0.

On doit alors changer la base une autre fois :

min;e;, A, = A,= —4, donc le vecteur a, va rentrer dans | nouvelle base
comme 6;; = min;¢;. 6; = 65, donc le vecteur a; sortira de la base.

D’ou, on obtient : j; = {2,4,1}, /z = {5,3}, pour déterminer la nouvelle solution
X, dressons le 3¢ tableau du simplexe :

c 2 1 0 0 0
cg |Base |B a, | a, | a3 | a, | as 0;
1 a, |5/2 |0 1 2/5 |0 -1/2
0 a, |11 |0 0 0 1 1
2 a; [18/5|1 0 3/5 |0 1/5
Z7=38/5| A [0 [0 |85 |0 |1

La nouvelle solution de base est donc x=(18/5,2/5,0,11,0), comme
A=]2 0,Vj € J, l'algorithme s’arréte et le solution obtenue est optimale, avec
Z = 38/5.
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1.3 La M-méthode :

Le mathematicien américain Tcharness a proposé cette méthode pour résoudre
les programmes linéaire.

On constitue le probleme (P) de la maniére suivante :

Z=c'x— MY, x4 = max,
[Ax]; + Xp4i = byt = 1,m, (P)

ijO,j=1,n+m;

Ou M > 0 (un nombre positif trés grand).

Le vecteur X = (0,b) = (x = 0, x,+; = b;,i = 1, m) est une soltution de base
réalisable de (P).

Ici on choisi M suffisamment grand de telle sorte a avoir

c'x — MY x50 <0,Vx = 0,Vx,,; = 0etcecidans le but d’avoir une
solution optimale, le probleme (P) admet une solution optimale car c’est le
maximum d’une fonction bornée sur un ensemble de contraintes non vide.

On résout le probleme (P) par la méthode du simplexe avec une solution
réalisable de base de départ {(0, b), Ag} et on obtient une solution optimale
{X° = (x% x0,;,1,m), A%}.

Interprétation de la solution de (P)

a. S'il existe au moins un indice i, tel que x ;, # 0O, alors les contraintes
de (P) sont contradictoires, c'est-a-dire, 3x /Ax = b.
b. Six),;=0, Vi =1, m,alors x° est solution optimale de (P).
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Exemple 1.2 :Soit le probléeme suivant :

(Z = x1 — 3x, — 2x3 = max

2x1_x2+x3_x4=3
{ 4x;+2x, +x3+x5=06 (P)
X3+ X6 =2
\ xj=20j=16

Il n’est pas évident de déterminer une solution de base initiale, on doit donc
ajouter une variable artificielle x-, on obtient alors le M — probléme suivant :

(Z = x1 — 3xy; — 2x3 — Mx; - max

2X1 — Xy + X3 — x4 +x;, =3
) 4x, +2x, +x3 + x5 =6 (PM)
X3+ X6 =2
\ XjZO,jz_]:?

Ou M est un nombre positif assez grand. Ici on a une solution de base de
départ :

x = (0,0,0,0,6,2,3), avec J;={7,5,6}, J; = {1,2,3}, et Az = A(I,]p),
Calculons le potentiel ¥ et les estimation A:

o 1 0 0
y'=c'g Azt = (—M,0,0) <o 1 O>=(—M,0,0),
0 0 1

A=y'aj—c;j€]

— 2
A]= O,] E.]B’Alz y,al - Cl :(_M,0,0) <g) - 1 - _2M - 1,

1

A,=y'ay — ¢, =(—M,0,0) (% ) +3=M+3,

[
Il

— 1
3=y'az —c3 =(=M,00) (}) +2=-M+2,

-1

4 }7,a4_C4 :(_M,0,0)<8)—O:M

>
Il

10
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Dressons le premier tableau du simplex :

c 1 -3 -2 0 |0 0 -M
c; |Base |B a, a, az |as| as | ag | a; | 6;
-M a; |3 2 -1 1 -1 |0 0 1 3/2
0 as |6 4 2 1 0 |1 0 0 3/2
0 ag |2 0 0 1 0 |0 1 0 /
Z=-3M | & |-2M-1 |[M+3 |-M+2 |M |0 0

La solution de départ n’est pas optimale, car le critere d’optimalité n’est pas
verifier.

a, rentre dans la base, a la place de a- , et on obtient le nouveau tableau du
simplexe suivant :

c 1 |-3 -2 0 0 0 -M

C; |Base |B a, | a, as a, as | ag a, 6=)]
1 a;, |3/2 |1 |-1/2 |% -1/2 |0 0 Yo /
0 as [0 |0 |4 |1 |2 |1 [0 |2 o
0 ag |2 0 |0 1 0 0 1 0 /

7 =13/2 A=] 0 |5/2 5/2 |-1/2 |0 0 M+1/2

La nouvelle solution est x = G : 0,0,0,0,2,0), avec Z = % elle n’est pas

optimale , donc on doit changer une autre fois la base en introduisant a, a la
place de a:.

Dressons le nouveau tableau du simplexe :

11
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c 1 |-3 -2 0 0 0 -M
C; |Base |B a, | a, | as ay s ag | a; | 0
1 a;, |3/2 |1 |-1/2|1/4 |0 1/4 0 0
0 a, [0 |0 |2 |12 [1 |w2 |0 |41
0 ag |2 0 |0 1 0 0 1 0
Z7=3/2 | & |0 |72 |94 [0 |14 |0 |M

Le critere d’optimalité est vérifié, donc la solution optimale du probleme (PM)
est:

%=(2000020),avec Z =3/2.

comme

x; = 0, donc la solution optimale du probléme (P) est x° = %,0,0), avec
Z° =3/2.

1.4 Méthode duale du simplexe

Etant donne le probleme primal de programmation linéaire:
c'x - max
Ax = b; (p)
x = 0;
et son dual:
b’y - min
Ay > c, (D)
y e R™

Définitionl

De I'ensemble J, choisissons un sous ensemble J; € ] etsoit Ay = A(l,]g)
une sous matrice inversible de A.

En utilisant la matrice A , on construit le vecteur y:

12
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y'=C'p Ag' 1)

Le vecteur y est dit plan dual basique et A la matrice de base si

A’y Yy 2cy (2)
Ou Ay =A(,Jg)ou g =]\Jp.
Définition2

Un plan dual basique y est dit non dégénérési XAy, v >cy .

En utilisant un plan dual basique de départ y, on construit les vecteurs
suivants:

8§(0)=A"y —c,x(J) = (x(Jp), x(Uu)), x(Jg)=xp = A b, x(Jy) = x40,
appelés Coplan et pseudo plan respectivement du probléme(P).

Remarquel:

Par construction §(/z)=0et &(Jy) =O0.
Si y est un plan dual basique alors § et x sont dits basiques.

Algorithme dual du simplexe:
Considérant un plan dual basique y avec sa matrice de base Ag .
En utilisant Az , on calcule le pseudo plan x = (xg = Azb, X5=0).

Si xg =0 Alors x est optimale pour le probléme (P),et y optimal du dual(D)
sinon, on calcule xjo=minx; ( xj<o jejp) de lal'indice j, doit sortir de la base
etlacolonne a;, doit sortir de A ,c'est a dire, on change de base (Ag SAg).

Le changement de base entraine le changement du plan dual y (y = y)qui
entraine aussi la changement du coplan & (§ - §).

Ce changement de coplan se fera de la maniére suivante: 6§ = § + A §, ou

{ 0J=]Jo.
55,0 € avjo

Ou' o est le pas dual positif ou nul.

13
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_ - ¥ -1
A8 ;=0xj; ,JE Ju OU xjo; estlajéme composante du vecteurAz- a; .

Pour que & soit un coplan, il faut avoir un pas maximal ¢°:

go=  min { —51} _ i
Xjoj<ojeJy Xjoj Xjoj1

La nouvelle base serajz = (Jz\j o) Uj;i, et Ag =A (1,7 ), la nouvelle
itération débutera avec x = (x5 ) = (4zh , Xy = 0).

Remarque2 :
Les problemes du type:

Z =c'x > min
Ax = b,
x =0,

b=>0,c=>0,

Sont résolus dans la plupart des cas par la méthode duale du simplexe , car en
ajoutant des variables d’écart, on obtient facilement la solution de base de
départ. Par contre si on utilise la méthode du simplexe, on ajoute des variables
d'écart et des variables artificielles et ceci, augmente la dimension du
probleme.

Exemple.1.3

Soit le probleme de programmation linéaire suivant:

(Z = X1 +2x,+3x3 > min

2x1 +2x,—x3 = 2,

X, — X—4x; < =3 P)
X, + x,—2x3 =6

2x1 + x,—2x3 =3

\ x; =20 x,>20,x3=>0

Transformons le probléme sous forme canonique:

14



Pour travailler avec une matrice de base identité on transforme (p,) au

Probleme suivant;-

Chapitre 1 : Introduction a la programmation linéaire

(Z=—x4 —2x,—3x3 > max

2x1 +2x2_x3_x4 == 2

—x1 + x;+4x3— x5 = 3

x1 + x2_2x3_ x6 - 6
2x1 + x2_2x3_ x7 - 3

XjZO,j:_r?_

(P1)

(Z=—x4 —2xy,—3x3 > max
—2x1 — 2 Xy+x3+ x4 = —2
+x1 — x,—4x3+ x5 = —3
—X1 — X;+2x3+ x5 = —6
—2x1 — Xp+2x3+ x;, = —3

\ Xj > O,] = _r?

(P2)

Soit Ag = (a4 as ,ag ,a; )=1, , une telle matrice inversible avec jz = (4, 5,

6,7),

ju = (1, 2,3).En utilisant A , on calcule le vecteur des potentiels y:

Y'C'y Az'=(0,0,0,0),

Dela= y'A;=(0,0,0,0) > C'y =(-1,-2,-3), donc y est un plan dual, ce qui
veut dire que la matrice Ag est de base.

La copla basique initial est donc égala = A'y -c=-c=(1, 2, 3,0, 0, 0,0).

Le tableau dual du simplexe aura alors la forme suivante:

base B a, a, as a, as ag a;
a, -2 -2 -2 1 1 0 0 0
as -3 1 -1 -4 0 1 0 0
ag -6 -1 -1 2 0 0 1 0
a, -3 -2 -1 2 0 0 0 1

A 1 2 3 0 0 0 0
o 1 2 / / / / /

15
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Les composantes du pseudo plan xz ne sont pas toutes positives, donc le
critere d'optimalité n'est pas Vvérifié.

Ona x¢ = —6 =min X; , donc a, sortde la base.
Xj<ojeJp

Deplus x;1; =[Az' ;1= [ @], 0y =, ™" { o } =min(1,2) =1

Xjij<ojejug Xjij

-5 -2 .
Et o, = —2 = — = 2, donc le vecteur a ; va rentrer dans x. a la place de

ae eton passe a la nouvelle itération.

Base B a, a, as ay as ag a,
ay 10 0 0 -3 1 0 0 0
as -9 0 -2 -2 0 1 0 0
a, 6 1 1 -2 0 0 1 0
a; 9 0 1 -2 0 0 0 1

A 0 1 5 0 0 1 0
o / i S / / / /
2 2
T

ona xs =-9<0, donc as sort de la base et sera remplacee par a, , qui
i 1 . < s L
correspond au pas minimum g, = - par suite on passe a I'autre itération:

16
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Base B a, a, as ay as ag a,
ay 10 0 0 -3 1 0 -2 0
a, 3 0 1 1 0 —_1 —_1 0
2 2 2

a, 3 1 0 -2 -3 i —_1 0
2 2 2

a, 3 0 0 -3 0 i —_3 1
2 2 2

A 0 0 4 0 i 3 0
2 2

o / / / / / / /

Ici toutes les composantes de x sont positives donc

X = (2i : % ,0,10,0,0, %), est une solution optimale du probleme de départ, et
o —21

>

1.5 La méthode Branch and Bound

La méthode de Branch and Bound est utiliser pour résoudre les problemes de
programmation linéaire mixte.

Le principe de cette méthode est le branching (Séparation) et puis les
évaluations.

On procédera a la séparation des solutions réalisable en sous ensembles de
solutions réalisables.

On éliminera dans la recherche les branches non réalisables (pas de solution
realisable).

Pour I’exploitation des branches on adopte les techniques suivantes :

17
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e Explorer les branches qui pourraient vraisemblablement contenir la
solution optimale.

e Ajouter I'exploration d’'une branche et ses descendant lorsqu'on peut
évaluer une branche pouvant contenir la solution optimale.

Théorie de la méthode de Branch and Bound dans le cas de
programmation linéaire : (avec des contraintes d’intégrité
maximisation)

On adoptera la terminologie suivante :
On appelle PLVM programme linéaire aux variables mixtes.
On associer au PLVM un programme linéaire sans contraintes d’intégrité

1. On résout le programme linéaire et on obtient a la fin la solution
optimale et un Zz; (la valeur de la fonction a I’'optimal).
BS: borne supérieure
2. On considere la solution optimale du programme linéaire les plus
proches et realisable on obtient avec cette nouvelle solution la valeur
Zg; Pour la fonction objectif. BI: borne inférieure

OU Zg < Zope < Zgs

Présentation de I'algorithme « Branch and Bound »

Les méthodes de « Branch and Bound » sont essentiellement constituées des

trois éléments principaux suivants:

18
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Procédure de séparation

Cette procédure déterminera, a chaque fois qu’il sera nécessaire de séparer un
sous ensemble de solutions.

Le nombre de sous ensembles crées n’est pas nécessairement identique a
chaque séparation, il peut dépendre du résultat de I'analyse du sous probléme
parent.

Procédure d’évaluation

Cette procédure consiste a analyser un sous probleme : pour I’essentiel, cette
analyse vise a évaluer la valeur optimale de la fonction objectif du sous
probleme, plus précisement a déterminer une borne supérieur de cette valeur.

Procédure de cheminement

Cette procédure indique quels sous ensemble analyser et dans quel ordre. Bien
évidement, il est souhaitable d’examiner le moins de sous ensembles possibles
. certains d’entre eux pourront ne pas étre séparés car, par exemple, leur
analyse mettra en évidence gu’ils ne contiennent pas de solutions meilleures
gue celles déja trouvées. Un tel sous ensemble - ou le nceud correspondant de
I’arborescence - est alors sondé ou bien encore que cette branche de
I’arborescence est élaguée. C’est parce que certains sous ensembles de
solutions ne devront pas étre examines explicitement que les méthodes Branch
and Bound sont appelées methodes d’énumeération implicite.

Lorsqu’un nceud de I'arborescence est sondé, il conviendra de remonter dans
I’arborescence vers un autre nceud situé a un niveau supérieur ou égale dans
I'arborescence.
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1.6 La Méthode de Balas

La méthode de Balas est une méthode arborescente, comme toute autre
technique arborescente (Branch and Bound) cette méthode a des limites au
dela d’'une dimension.

Cette méthode peut étre classé dans la classe des probleémes NP-difficile.

Noeuds de séparation (branching) :

Chaque nceud de (sommet) S; correspond a une solution partielle.

Ce nceud correspond a deux sous ensembles d’indices pour les variables.
Soient :

F(t) Les sous ensembles d’indices fixés a 0 ou a 1 pour les variables au niveau
du nceud S;

Fy(t) indice de variables fixé a 0

/'

F(t) ——» F,(t) indice de variable fixé a 1
L(t) Les sous ensembles d’indices de variables non fixés (libres).

Pour faire le branching on choisira donc une variable telle j € L(t), ace
moment on aura deux files

—
Il
=
—~.
Il
o

1ér file 2éme file

Remarque 1:

Le probleme posé c’est comment choisir sur le quel on fera le branching
(séparation)

20
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Pour cela écrivons le probleme sur n’importe quelle nceud (sommet) S;
JEL(t) JEF (1)

a::n: < b_z a.: =38.
ziEL(t) v l jer@

i={12,..,m}

Nous appelons I'évaluation (S;) = ¥ ek, +) C; valeurs meilleur pour ce nceud
S; Est un nceud quelconque de I'arborescence

Les tests sur les nceuds (les sommets S;)
Apres création d’un nceud S; et son evaluation il faut faire les testes suivants :

1. On abandonne un nceud si I’évaluation S; est supérieur ou égale a
Zrouvee Valeur de la solution provisoire trouvé.

2. x solution obtenu en posant x; = 0 et j € L(t) est solution réalisable
pour pl ycomme avec S, = 0 vVt € {1,...,m} alors le nceud est
terminal et en (S;) son evaluation Min Z;

Décision de séparation au niveau d’un sommet (nceud)

Comment séparer au niveau d’un sommet ? (quelle variable de séparation a
choisir)

Balas a donné une technique pour minimiser le nombre de branching a
effectuer et cela comme suivant :

Soit deux sous ensemble Q(t) et R(t) définis comme suit :
Q) ={i/S;<0}i=1.m
R(t) = {j € L(t)/3i € Q(t),a;; < O}
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Mesure de proximité :

Balas propose pour ses solutions (pour P(t) < 0)

P(t) = z 5 = z min (0, ;)

i€Q(t) i€{1,..m}

La proximité d’une solution si on fixe x; a 1 est la suivante

P(t,j)z z min (O,Si—aij)

i=1.m

Le terme (S; — a;;) est le second membre
Sionfixe x;al:

Pour déterminer la variable x;- a choisir pour faire le branchig (Separation) la
methode propose de choisir I'indice j* € R(t)

P(t,j*) = max(P(t,j)) j € R(t)

Conclusion :

e P(t,j*) = 0lasolution obtenue pour x;- = 1 et Vj € L(t) est une
nouvelle solution réalisable (neud terminal).
e Encas d’ex aequo on choisi la variable de cout faible.

22



Chapitre 1 : Introduction a la programmation linéaire

Exemple.1.4.1 : Résoudre avec la méthode de Balas I'exemple suivant :

(Z = 4xy + 6x, + 9x5 + 2x, + x5 > min
—x1 + 2%, —4x3 — x4 + 3x5 < -2

) X1 — 2%, + x4+ x5 < -1

2X1 —9Xxy, +2x3 + x4 —2x5 <1

\ XjE{O,l} ]=1,,5

réalisable

x, =0 Pas de solution

Ss

réalisable réalisable
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Conclusion :

Avec la méthode de Balas (Algorithme) on a trouveé :

est solution optimale et Z(x*) = 15.
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Chapitre 2

Programmation multi-objectif

2.1 Introduction
La programmation multi-objectif cherche a optimiser plusieurs

composantes d’'un vecteur de fonctions codts. Contrairement a
I’optimisation mono-objectif, la solution d’un probléme

multi objectif (MOP) n’est pas une solution unique, mais un ensemble
de solutions connues comme I’ensemble des solutions Pareto
optimales (PO). Toute solution de cet ensemble est optimale dans le
sens qu’aucune amélioration ne peut étre faite sur un composant du
vecteur sans la dégradation d’au moins un autre composant du
vecteur.

2.2 Concepts de base

Mathématiquement, un probléme d’optimisation multi-objectif (MOP) peut
étre défini de la maniére suivante :

(MOP){maX(mm) Z(x) = (Zl (x)’ ZZ (x)’ o Zr(x))
S.c xeEs

Ou r = 2 est le nombre de fonctions objectifs,X = (x; , x, , ..., x,,) €est le
vecteur représentant les variables de décisions, S={ x € R" /g;(x) <0,

x > 0}représente I’ensemble des solutions realisables associées a des
contraintes d’égalités, d’inégalités et des bornes explicites (espace de
deécision). Z (x) =(Z; (x), Z, (x), ..., Z{(x)) est le vecteur des critéres a optimiser.

Z;etg;,i <retj<m sontdes fonctions a valeurs réelles du vecteur de
décision.
L’ensemble Y = Z(S) représente les points réalisables dans I’espace des

critéres (espace objectif), et Z(x) =( Z,(x), Z, (x), ..., Z.(x)) avec Y; = Z;(x)
représente un point de I’espace des critéres.
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2

variables de décission

r = Espace objectifs ou espace
b 4 R o AT o 2
x, Espacg,e de aécis'l(;l_l_l___ S g des critéres: ¥ = ZES)
/-‘_S_“.-».\\ ;
| L) L]
— ' 21
!

ER

Exemple: Représentation I'espace des décisions et I'espaces des
objectifs correspondant oun = 2.

2.3. Définitions

Remarque : Ces relations sont définies pour un probleme de
minimisation.
= Dominance

Définition 1 : (Dominance)

Soient deux vecteurs critéres y = (y1, Vo, ..., ¥) €t

Z =(z4, 7y, ..., Z,), On dit que Y domine Zsi et seulement si

et {VJ E[l,...,T] y]SZ]

si y domine z, alors y est au moins aussi bon que z sur tous les critéres et
meilleurs que lui sur au moins un des criteres.

Définition 2 : (Dominance forte)

Soient deux vecteurs criteres y = (y1, Vo, ..., V) €t z=(zy, 25, ..., z,-), on dit que
y domine fortement z si et seulementsi :

viell, .. r] Vi <z

Si y domine fortement z, alors y est meilleur que z sur tous
les criteres.
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Définition 3 : (Dominance faible)

Soient deux vecteurs criteres y = (y1, Vo, ..., V) €tz=(zy, z,, ..., z,), ondit
que y domine faiblement z si et seulement si :

vi €[1,..,7] Vi <z

Definition4 :(non-dominance)
Soit y* un vecteur critére € Y , on dit que Y * est non dominé si et
seulement s’il n’existe aucun autre vecteur critere y €Y tel que :
vie[l,.. 7] Vi S yi*
et Vi <yi* pour au moins un indice i.
Dans la cas contraire, on dit que Y;* dominé.

= Efficacité
Definitionl: (Pareto optimale)

Une solution x * € S est Pareto optimale si et seulement s’il n’existe pas
une solution x € S, tel que Z(x) domine Z(x), i.e Z;(x) < Z;(x*)pour au
moins un indice i.

La définition de la Pareto optimalité découle directement de la notion de
dominance. Elle signifie qu’il est impossible de trouver une solution qui
ameliore les performances sur un critere sans que cela entraine une
dégradation des performances sur au moins un autre critére. Elles forment le
front Pareto. Les solutions Pareto optimales sont aussi connus sous le hom de
solutions efficaces, non-dominées ou non inferieures.

Définition 2 : (Efficacité forte)

Une solution x * € s est dite fortement efficace, s’il n’existe aucun
vecteur x € s tel que x # x* et z;(x) < z;(x*)

Une solution est fortement efficace si son vecteur critére est fortement
non dominé.
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Définition 3 : (efficacité faible)

Une solution x * € s est dite faiblement efficace, s’il n’existe aucun
vecteur € s tel que z;(x) < z;(x*)

Une solution est faiblement efficace si son vecteur critére est faiblement dominé.
Définition 4 : (le point idéal)

Le vecteur idéal y "= (y; , ¥, , ..., ¥, ) st le vecteur qui optimise
chacune des fonctions objectives z; ,i.e.: y; = min(z;(x)), x € s

Il est clair que si le vecteur ideal est réalisable, il est la solution du probleme
(MOP), mais ce n’est pas en général possible a cause des conflits qui existent
entre les criteres.

Définition 5 : (point anti-ideal)

Levecteury = (y; , Vo , ..., ¥, ) défini par:

y; = max(z;(x)), x € s est le point anti-idéal .
Définition 6 : (vecteur de référence)

Un vecteur de référence Y = (y; , ¥, , ..., ¥, ) €st un vecteur qui définit le but &
atteindre par chaque objectif z;.

Définition 7 : (Front de Pareto)

C’est I'ensemble des vecteurs de décision qui ne sont pas dominé
fa

A

Fig.1.2. Point Nadir et point Ideal
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Définition 8 : (Convexité)

Un ensemble A est convexe, si et seulement si I'équivalence suivante est
vérifiée :

x € Aety € A & segment(x,y) C A

La convexité est le premier indicateur de la difficulté du probléme. En effet,
plusieurs méthodes d'optimisation sont incapables de résoudre d'une fagon
optimale des problemes non convexes. Mais il existe d'autres indicateurs tout
aussi importants, notamment la continuité, la nature des variables de
décision (entieres ou reelles), . . .

Comment tester qu’une solution est efficace :

Théoreme 2 : Soit x € S est efficace (respectivement faiblement efficace) s’il
existe

r
AEA:{AeRr/z ,11-=1,/1i>o}
j=1

(respectivement 31 € A = {/1 €ER"/¥i=14=12;=0 }) tel que xminimise
min A’C
PN G))

le probleme des somme pondérée donné par : {
S.CX€ES

Théoreme 3 : Si S possede un point efficace, alors au moins un point extréme de
S est efficace .
Preuve :
Soit x un point efficace de S. D’aprés le théoreme 2, il existe A € A tel que
A% = minA'x
x €S
Comme une fonction linéaire atteint son maximum en un point extréme, donc x
est extréme efficace.

Théoreme 4 : Soit x € S un point extréme associé a une base efficace B, alors
x est ef ficace.
Preuve :
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Puisqu’il existe un A € A pour lequel B est une base optimale par le théoréme 2,

x est ef ficace.

Théoréme 5 : Soient B et B deux base ef ficaces adjacentes obtenues a partir
d’un pivot ef ficace, et soient x et x les points extrémes associés a B et a B
respectivement. Alors, I'aréte (x, x) est ef ficace.

Théoréme 6 : Soit (x, v) une I'aréte ef ficace infinie de S.
Alors, x est un point extréme ef ficace associé a une base efficace B.

2.4 Méthode du simplexe multicritere

La méthode du simplexe multicritere consiste a générer un premier point
efficace a partir d'une solution de base réalisable, puis a recenser (énumérer)
tous les autres points efficaces. Cependant cette méthode ne teste pas toutes
les bases car certaines sont dominées de manieres évidente.
Etant donné le probleme:

maxZ; = clx

maxZ, = c*x
e o

maxZ, = c*x
Ax=b, x =0

Le tableau du simplexe (en considérant séparément chaque objectif) est donné
par le tableau(l).

Dans ce tableau, on suppose sans perte de genéralité que les m premiere
variables sont dans la base soient:

jg: ensemble des indices basiques.

Jjn: ensembles des indices hors base.
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Zy=C'
2 — r2
Zk =C*b

De la théorie du simplexe uni-critere ona:

1- A]l::zre]B Cixrj—Cj" ,jE]N, vVi=1, ..,k
Et

Zt =ZTE]BCibT, vr=1,...k

. 1 . _ + _ .
SiA;=>0Vj € Jy, alors x°= t(, 0y (b € R™ ,0 € R"™™) est une solution
maximale pour le critére i.

2- Si on introduit la j¢™¢ variable dans la base, nous obtenons une nouvelle
solution x; et un nouveau vecteur Z, = z, — 6;A; ou".

R Zy 1
L[ B[ 2 Ag\
Z0=| % 7| : —0;| A

: k :

5K Z

Z 0 AK

3- ejzmin{f—r/xrj >0} Vj€E]Jy
rj

T € Jp

Remarques:

1- Soit x° une solution basique réalisable

a- S'il existe un je J tel que tous les A]@s 0 ,avec au moins une inégalité stricte
et si 6;>0 ,alors la solution courante x° est la dominee.

En effet:

Si on introduit la j™¢variable, on obtient un point extréme adjacent x* pour
lequel Z, = z, avec au moins une inégalité stricte, car:

8;A;< 0,donc Z, = z, — 6;A;= z,.
b- S'il existe un je Jy tel que A}i)z 0 avec au moins une inégalité stricte et si de
plus 6;>0,alors I'introduction de la jeme variable de base mene a une solution
dominée.

32



Chapitre 2 Programmation multi-objectif

En effet;

Si on introduit la variable j dans la base, on aura un nouveau point extréme
x,pour lequel:

A

Zy=Zy— 0;A; < Z,. avec au moins une inégalite stricte.
2- Soit x~ une solution basique réalisable s'il existe j;, j, € Jy tel que:
6;,4; < 6; A; avec au moins une inégalité stricte, alors I'introduction de la
variable d'indice j, dans la base conduit a une solution dominée par celle
résultant de l'introduction de la variable d'indice j;.

En effet;

;,A;, < 6; A; avec au moins une inégalité stricte, cela implique
que Z, — 6;,4;, < Z, — 6; A, avec au moins une inégalité stricte.

Résumeé de la méthode
1- S'il existe unindice i € {1, ..., k}tel que AL > 0V} € ]y, alors le iéme
critere a son maximum et la solution basique correspondante est non
dominée & condition qu'il n'existe pas de colonne k avec AL= 0.

2-D'apres les deux remarques précédentes ,seules les colonnes(variables) non
comparables a zéro et les variables j, k € ]y telle que : 6,A, incomparable a
8;4; sont admissibles pour une introduction dans la base.

Dans ce cas ,on ne peut dire si la solution correspondante x est dominée ou pas.
Pour cela, on considere le test dit de non dominance énonceé par le théoreme
suivant:

Théoreme 7 ;

Soit le probleme :
k

max v =z€i

i=1
Cx —¢&=>Cx
x€S={x€R"\Ax =b,x =0}
EER"E>0etx€ES.
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Alors:

e i est efficace si et seulementsimax v =0
e i estdominée si et seulementsimax v > O.

Exemple:
Soit le probleme multicritére suivant :

max Z; = 0.5x; + 0.1x,
maxZzZ, = 2x;
x, + 2x, <200
{le + x, < 300 (1)
X120, x, =20

(1) MaxZ, = 0.5x,+0.1x,
MaxZ,=2x4
X, +x, +x3 = 200
{ x; +x, = 300
X1 =20,x, 20,x3 =20,x, =0.

x; = (0,0,200,300)¢ est une solution de base réalisable associée a la base

(as,a4)=1, et z(x) = (28) = (8) :

le tableau simplexe initiale est :
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ct |05 0.1 0 0
c? |2 0 0 0
C3 |Base B a, a, as ay

0 s 200 |1 2 1 0
0 . 300 |3 1 0 1 .,

_ zy =0 Al |-05 -0.1 0 0

%0 = zE =0
A% | -2 0 0 0

T

Il n'existe pasuni € {1,2} tel que A > 0 tel que Vj € Jy = {1,2}, donc aucun
objectif n'est a son maximum .

£,(7%%) < 0,x; est dominé.

6; = min {%%} = 100 (atteint pour r = 4).

6, = min {2222} = 100 (atteint pour r = 3).

010,=100("%)=(Toon)-
0,0,=100(")=(7,°).
0,4, < 6,4,.

Introduisons a, dans la base a la place de a, ,on aura alors le tableau suivant:
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ct |05 0.1 0 0
C? 1 0 0 0
C C3 | Base B a, a, as a,
0 0 as 100 0 5/3 1 -1/3
0.5 1 a, 100 1 1/3 0 1/3
_ z1 =50 Al 0 -1/30 0 1/6
7\ 22 =200

A? 0 2/3 0 2/3

i = 2 tel queA]‘3> 0Vj € Jy,cequi im[ﬁique gue le 2éme critere est a son

maximum.

D'aprées le résumé, le point extréme x,=(100,0,100,0)¢.

290 300} 60 (atteint pour r = 3)

6 = min {==, ==

6, = min {3(1)0} 300 (atteint pour r = 1).

0,A,= (

6,0,= 300 (

0,A,< 0,A,.
Donc a,rentre dans la base et a,sort de la base d'apres la remarque.

=G

1/6) (
2/3)~\100

Dressons alors le 3éme tableau simplexe:

36




Chapitre 2 Programmation multi-objectif

ct |05 0.1 0 0
C? 1 0 0 0
C C3 | Base B a, a, as a,
0.5 0 a, 60 0 1 3/5 -1/5
0.1 1 a, 80 1 0 -1/5 6/15
_ z3 =46 Al 0 0 1/50 78/75
“2 =\ 22 = 160
A? 0 0 -2/5 4/5

T

A'> 0,alors le premier objectif est & son maximum et puisqu'il n'existe pas de

colonne k telle que A; =0 avec k € Jy,alors est non dominé
60

65 = min {% } = 100 (atteint pour r=2).

80

= min{—
0, 6/15

} = 100 (atteint pour r=1).

630,=100 (1750) = (2)).

-2/5
— 78/75\ — (208
0,0,= 200 (797%) = (228). 630, < O,A,

Puisque l'introduction de a; dans la base conduit a une base exploré, donc

on introduira a,.
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cl 0.5 0.1 0 0
C? 2 0 0 0

C C3 Base B a, a, as a,
01 |0 a 100 | % 1 1/2 0
0 0 ay 200 15/6 0 -1/2 1
Al -39/15 0 81/150 0
A? -2 0 0 0

Il n'existe pas un i € {1,2} tel queA: > 0 V; € {1,3} donc aucun objectif n'est a
son maximum.
A= (73/1%) < 0 = x, = (0,100,0,200) est dominé.
En considérant le probléme initial(1)seuls les points extrémes x? =(250,0).et

- FNA — (100 — (130
x3=(100,300) sont non dominés avec z(x?) = (5,) et z(x3) = (;;,)-
On a recensé deux solutions efficaces.

Conclusion:

La méthode du simplexe multicritere nous apporte clarté et précision dans
toutes ses étapes donc facilité d'application, cependant en pratique, elle peut
étre non efficace, car la solution désirée peut étre sur aréte et non un point
extréme efficace.
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Chapitre 3

Methodes multi-objectif linéaire en
nombre entiers

3.1 Introduction

Dans un probleme multi-objectif, lorsque, les fonctions Z;(x) pouri =1,..,r

sont linéaires et que I'ensemble des solutions réalisables S est défini par des
contraintes linéaires, alors, on parle de probleme linéaire multi-objectif
(MOILP). Ainsi, si les variables x prennent des valeurs entiéres dans le
probléme (MOILP), on parle alors de probleme d’optimisation multi-objectif
linéaire en nombres entiers noté (MOILP).

3.2 Formulation du probleme
Un probléme (MOILP) est formulé comme suit :

max(Z,,Z,, ..., Z;)
(MOILP) Z; = Ci(x)
x€eES

Ou:S={xeR"/ Ax < b,x = 0,x entier}
r:Nombres d’objectifs @ minimiser ou a maximiser.
C;: Vecteur des coefficients pouri =1, ..., 7.

A:la (m,n) matrice des contraintes, rg A = m < n.

Z; . Critére a maximiser ou @ minimiser pouri =1, .....r.
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3.3 Définitions et théoremes
Définition 1 : (I'Optimalité de Pareto)

x* € S Est efficace si et seulement s’il n’existe aucun autre vecteur x € S tel
que:

cx = cx*,cx #cx*
Autrement dit :

x* € S est efficace si et seulement s’il n'existe aucun autre vecteur x € S tel
que Z;(x) = Z;(x")pouri =1,....,ret Z;(x) > Z;(x*) pour au moins un
indice i.

Définition 2 : ('optimalité de Slater ou faible efficacité)

x* € S est dite faiblement efficace si et seulement s’il n’existe aucun autre
vecteur x € S tel que Cx > Cx™.

Autrement dit ;

x* € S est faiblement efficace si et seulement s’il n’existe aucun autre vecteur
x € Stelque Z;(x) = Z;(x*)pouri =1,....,r.

Remarque 1 : Dans le cas ou le décideur veut minimiser les critéres Z;,i =
1,.....r,on ades définitions analogue au définition 1 et 2 suffi d’inverser les
inégalités correspondantes car minZ;(x) = — max(—Z;(x)).

Notons par X° I'ensemble des solutions des Slater et par X? I'ensemble des
solutions de Pareto.

Théoréme 1: Soit x° € S, alors :

Slilexiste A = (14,45, .....,4,) = O tel que
1A Z;(x°) = maxyes Yi-1; Z;j(x);alors x° € X5,

Sil existe A = (14,15, ....., 4,)) > 0 tel que et,
YiciAi Zi(x®) = maxyes Xiq A Zi(x) x° € XP ety A, = 1.

Ce résultat signifie que pour trouver un optimum de Pareto ou de Slater, il
suffit d’optimiser la fonction représentant une combinaison linéaire
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pondérée des critéres. Cependant, le théoreme 1 ne permet pas la
caractérisation de toutes les solutions optimales selon Pareto ou selon Slater.

Par ailleurs, le résultat du théoréme 2 assure que sous les hypotheses de
convexité et de continuité, cette condition devient nécessaire et suffisante.

3.4. Quelques méthodes de résolution d’un probleme
multi-objectif linéaire en nombres entiers

3.4.1 Méthode de Gupta

Gupta a proposé une méthode avec deux techniques pour la construction de
I’ensemble des solutions efficaces d’'un probleme (MOILP). La premiére
procédure de cette méthode est basée sur la méthode des coupes qui
consiste a restructurer I'ensemble S des solutions réalisables du probléme
relaxé correspondant (sans la condition d’intégrité). La deuxieme procédure est
basée sur le contrdle de fonctions objectives.

Soit le probleme (P;) qui maximise le premier objectif (ou un objectif
guelconque) de (MOILP), qui est défini comme suit :

Zy =C'x
p {max 1
(P) x €S’

OuS ={x € R/ Ax = b, x = 0} i.e c’est 'ensemble des solutions réalisables
du probleme relaxé.

Notons par :
S;:La région obtenue apres application des coupes de Gomory.

Z{ = Z; =lavaleur optimale de Z, dans le probléme (P,).

xi= (x1,;) : La solution entiere correspondante a Z;. C'est la solution basique
réalisable de la région obtenue apres les coupes de Gomory sur S;.

Z; :lavaleurde Z; pouri € I' = {2, ...k, ...} correspondant a x}.
(z1,7z%, ..., Z1) Représente le premier r-uplet efficace.
x,=solution sous (21,73, ....,Z}).
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B; =base associée a X;.

a, j:Vecteur activité de x, ; approprié a la région tronquee.
Vij = (31_1)Cl1j-

Iy ={j/a,,j € B}

Ny ={j/a,,j & B1}

j1=1{jlj € Ny et Z{; — C} = 0} ou:

1 -
Z{; = Cg y1, Cj' estla j*™¢ compasante du vecteur C* et C} est le vecteur
des colts des variables basique associées a B;, dans C*.

Pour k > 2,

Si. estla région de S; obtenue apres I'application de la
COUPE “Y.jen;_\jx-13 % = 1

x, = (xi;) est la solution entiere obtenue dans la région tronquee de la
coupe par ZJENk_l\{jk_l}xj >10Ujr_q1 €ETp_q

By, : Base associée a xy.

ay; - Vecteur activité de x; ; approprié a la région tronquee.
. = B_l .

yk] k ak]

L, ={j/ay,j & By}

e ={i/j € Nk’Z]E;' - le >0et Z,fl] - Cji < 0 pour au moins un indice i €

I’}

N i : : A . .
Ou: Z,f,j = Cg, Ykj» Cp, €stun vecteur des colts des variables basiques
associées & B;, dans C*

[, : L'ensemble correspondant a la solution x;,.
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Deéfinition 3 : Une aréte Ej, incidente a x,, est définie par 'ensemble :
Xi = Xpi = OjVhijol € Iy
Kk =1x = (x;) ER"Y/ Xjk = Oj
x; = O pour tout i € N, — {j,}

E;

N . Xki .
Ou:0 < 6j; <min {J’k]:-k s Vi = O} et g;, et ijyk,i,-k sont des entiers
"]

Vi € I.
Définition 4 : L’aréte incidente a un point entier réalisable est dite

dominée si toutes les solutions le long de cette aréte rendent dominé
le r-uplet (74, ..., Z,).

Théoréme 2: Toutes les solutions entieres réalisables du probléme (P;)
alternatives a la solution x; sur une aréte Ej,; incidente a x,, (j; € ') dans S’
(ou dans une région tronquée S;) sont dans le demi espace

ouvert Y jen, (i3 % < 1.

Théoréme 3: La solution entiére réalisable du probleme (P;) qui n’est pas sur
I'aréte Ej,, incidente a x4, (j; € I';) est dans le demi espace ferme :

JEN;—{j1}
Corollaire 2 :La solution entiere réalisable qui n’est pas sur I'aréte Ej; incidente
a x;, dans la region tronquée de Sy, ji € Nk, k = 2, est dans le demi espace
ferme
JEN—{ji}

Remarque :

1-Les coupes (1) et (2) sont des générations des coupes de Dantzig. Dans le cas
ou I; (ou bien ;) estvide, les coupes (1) et (2) correspndant aux de Dantzig
sont: Y jen, Xj = 10U ey, xj =1

43



Chapitre 3 méthodes multi objectif linéaire en nombres entiers

Les coupes (1) et (2) sont préférables a celle de Dantzig car elles éliminent
seulement un point a la fois

. . X1-i
2- Sipour un a; € r1(# @), 6 = min {—=
yk,ljk

solution X3, alors aucun solution entiere réalisable ne peut étre obtenue sur

I'aréte E;.

\Yk,iy > 0}ou yy ; correspond a la

Ci-dessus sont données les difféerentes étapes pour la résolution du probleme

(P).
Algorithme
Etapel : Calculer la solution optimale entiére X{ du probléme (P,)

e Sil, = @, X{ estl'unique solution optimal entiére du probléme (P,) de
valeur Z1. Calculer z}, i € I, etenregistrer (z1,z3,....., z}) comme étant
le premier r-uplet.

e Si I, # @, déterminer toutes les solutions alternative X{ ainsi des r-
uplets. Supprimer tous les r-uplets dominés pour obtenir I'ensemble des
r-uplets efficace Ef f,. Enregistrer (z1,z3, .....,zL) comme étant le
premier r-uplet efficace pour lequel z, a une valeur maximal pour tous
les r-uplets appartenanta Ef f,.

e Sitoutes les deuxiemes composantes sont identiques, choisir un r-uplet
avec la plus petite valeur z5. Continuer le processus chaque fois que
cette contrainte se présente. Soit (z1,z3, ....., z!) le r-uplet enregistré

Etape2 : Choisir un indice j; € Iy. Trouver le plus petite 6 pour le prochain
pivot.

e Si6j; <1,aucune solution réalisable ne peut étre sur l'aréte Ej;.
e Si6;; =1, determiner toutes les solutions entieres réalisables le long de
I'aréte Ej;.

Soit S; I'ensemble de tous les r-uplets correspondant a I'arréte_Ej;. L’ensemble

Eff, estI’ensemble de r-uplets de la forme (z1,z3, .....,z}) potentiellement
non dominees a I'étape 2.
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-Tronquer I'aréte Ej; par la coupe : ¥ jen, -{j,3 % = 1.

-Appliquer la méthode duale du simplexe et les coupes
de Gomory si c’est nécessaire pour avoir une solution entiere réalisable
x = (x2,;) dans la région tronquée S,

Etape3:
e Choisir j, € T, et balayer toutes les solutions qui sont sur
I'aréte Ej, correspondanta j,.
e Lire les nouveaux r_uplets obtenus.
e Augmenter I'ensemble Ef f; avec ces r-uplets pour construire
I'ensemble Eff,.
e Supprimer tous les r-uplets domines et poser Ef f, I'ensemble
restant.
e Tronquer l'aréte Ej, par lacoupe Y jey,—gj,3% = 1.
Etape Kk :

e Choisir j,_; € Ty,_; etexplorer E; __ pour avoir les solutions
entieres possibles.

e Lire les r-uplets correspondants et augmenter I’ensemble
Ef fi—, en ajoutant ces r-uplets pour construire Ef f,_4.

e Tronquer I'aréte E;, __ par lacoupe ¥ jen, ., 3% = 1.

e Obtenir la solution entiere optimale X, de la région. Ceci
margue le début de I'état (k + 1).

Etape (k+1). Ce processus se termine a I'étape (k + 1) quand :

e L’ensemblel, = @ et z,‘j;- — le >0Vj€EN,
e [, # @ maistoutlesj € I, produisent des
I'aréte dominés.

Remarque : |l arrive parfois que I'algorithme développé par Gupta
s’'arréte sans avoir énumére toutes les solutions efficaces. Par consequent
des solutions efficaces pouvant intéresser le décideur peuvent étre ratées.
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3.4.2 Méthode de Abbas et Moulai

C’est une méthode de coupes. Elle est appropriée a la résolution des problémes
(MOLPE). La premiere itération consiste a déterminer une solution entiere
réalisable pour le probleme relaxé. La seconde itération nous permet de
trouver toutes les solutions entieres alternatives a la solution optimale obtenue
(si elles existent) et obtenir la premiére solution entiére efficace du probleme
principal. Dans la prochaine étape, nous introduisons une coupe afin de
calculer les autres solutions entieres efficaces restantes en utilisant la méthode
duale du simplexe.

L’algorithme s’arréte quand tout le domaine de décision est exploré.

Soit le probleme (MOLPE) suivant:

(max z,(x) = Clx
max z,(x) = C%x

(P1){maxz,(x) =C"x
S.C.
x €S
\ X entier,
Cet algorithme adopte les mémes notation que celles de la méthode de Gupta.

procédure:

Etapel : Résoudre le probleme (P;) et trouver la solution optimal entiere
x1 du probléme dans S1 et construire ;.

SiT;=@ , x1 est 'unique solution optimale entiére du probléme p,de valeur

z1.

- Calculer les valeurs de z}, i € 2,...,r et enregistrer
(z1, z1,....., z}) comme étant le premier r-uplet.

- Tronquer le point xi par la coupe Yjen, X =1

En appliquant la méthode duale du simplexe et des coupes de Gomory Ssi
nécessaire, on obtient une solution réalisable entiére x2 dans la région
tronquee S,.
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- Lire le r-uplet correspondant (z1,z31,....., z}) et I'ajoutera eff,
s’il n’est pas dominé par I'un des r-uplets efficaces pour
obtenir eff;.

SiI; # @ choisir unindice j; € I'yet calculer le nombre 9]-1 correspond a

xi.

e Si 0;, < 1 choisir unindice j; € I; et appliquer la coupe :
Yjen,—j,. Xj = L.
- En appliquant la méthode duale du simplexe et si nécessaire des
coupes de Gomory successives, on obtient une solution
réalisable entiérex2 dans la région tronquée S,.

- Enregistrer (z2,z1,....., z2) r-uplet dans Eff,. s’il n’est pas
dominé par I'un des r-uplets efficaces préecédemment
déterminés pour obtenir Eff;.

e S 9]-1 > 1, déterminer toutes les solutions entieres réalisables
q
x!,q €{2,.. . pi}
alternatives a x; le long de I'aréte Ejq.

- Tronquer le point x{ par la coupe Yjen, X = 1.

- En appliquant la méthode duale du simplexe et des coupes de
Gomory si nécessaire, on obtient une solution reéalisable
entiere x1 dans la région tronquée S,. Lire le r-uplet
correspondant (z1,z1,....., z}) et I'ajouter a Eff, s'il n’est pas
dominé par I’'un des r-uplets efficaces pour obtenir Eff;.
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Exemple d’application: (méthode Abbas & Moulai)

Soit le probleme multicritére suivant :
max Z,(x) = Clx = 3x; + 2x,
maxZ, = C%x = —2x; — x,

4x, +3x, <10
(P) {le + 3x, < 16
X1 > O, Xy > 0

Etape2 :
Résolution du probleme (P1) :
max Z;(x) = C'x = 3x; + 2x,

2x; +3x, <16

4x, + 3x, <10
(P1) {
X1 > O, Xy > 0

La solution de base réalisable optimale de la région tronquée S; est donnée
par le tableau Il.1 suivant :

B Xp X1 Xo X3 Xy X5 Xg

X1 2 1 0 0 0 1 0

Xy 0 0 1 0 0 -1 1

X3 2 0 0 1 0 -1 -3

Xy 2 0 0 0 1 1 -3
6 Z]-1 — (J]-1 0 0 0 0 1 2
-4 Z]-Z _ Ciz 0 0 0 0 -1 -2

Tableau 1

L, ={1234}, N, ={56} DIh={i/j€N, Z;;—C/ =0}=9
z1=2z,(x}) =6,z = z,(x}) = -4

L’unique solution optimale x; = (2,0) produit le premier r-uplet efficace
(2,0) par suite, Eff, = (6, —4).
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Etape?2 .

I, = @, x1 est 'unique solution. Ce point entier est tronqué en utilisant la
COUpe X5 + Xe > 1

En utilisant le duale du simplexe, on obtient une solution réalisable : x; = (1,1)
donnée par le tableau 2 optimal suivant :

B Xp X1 Xy X3 Xy X5 Xe X

X1 1 1 0 0 0 0 -1 1

Xy 1 0 1 0 0 0 2 -1

X3 3 0 0 1 0 0 -2 -1

X4 1 0 0 0 1 0 -4 1

Xs 1 0 0 0 0 1 1 -1

5 Z]-1 — le 0 0 0 0 0 1 1
-3 Z].Z — (,‘]-2 0 0 0 0 0 0 -1
Tableau 2

Le r-uplet (5, —3) correspondant a x2 est non dominée par rapport au
précedant de Ef f,. par consequent, il est ajouter a Ef f, pour obtenir

Eff, ={(6,—4),(5,—3)} avec :

I, ={1,2,3,45}

N, ={6,7},

Etape3 I, = @, Ce point entier est tronqué en utilisant la coupe xg + x, > 1

En utilisant le duale du simplexe, on obtient une solution réalisable : x3 = (0,2)
donnée par le tableau 3 optimal suivant

B Xg X1 Xo X3 Xy X5 Xg X Xg
X1 0 1 0 0 0 0 -2 0 1
Xy 2 0 1 0 0 0 3 0 -1
X3 4 0 0 1 0 0 -1 0 -1
X4 0 0 0 0 1 0 -5 0 1
Xs 2 0 0 0 0 1 2 0 -1
X7 1 0 0 0 0 0 1 1 -1
4 Z]-1 — (J]-1 0 0 0 0 0 0 0 1
-2 Z]-Z - Ciz 0 0 0 0 0 1 0 | -1
Tableau 3
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Le r-uplet (4, —2) correspondant a x2 est non dominé par rapport aux
précedentsde Eff, etde Eff,.Par consequent, il est rajouté pour obtenir

Eff, ={(6,-4),(5,-3),(4,—2)}avec:
I, ={123457}etN, = {6,8}, T, = {6}

Etape4

Comme I, # @, prendre j; = 6. Aprés examen de l'aréte Ej,

. (2 21 N .
onag@; <min {5 3 I} = 0 correspondant a la valeur x,. La solution

xi = (1,0) n’a pas d’alternative sur cette aréte.

B Xp X1 Xy X3 Xq X5 Xg X7 Xg | X9
X1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1

Xg 1 0 -1 0 0 0 0 0 1|-3
X3 4 0 -1 1 0 0 0 0 0| -4
X4 4 0 1 0 1 0 0 0 0| -2
Xs 1 0 -1 0 0 1 0 0 0]|-1
X7 1 0 -1 0 0 0 0 1 0|-2
Xg 1 0 0 0 0 0 1 0 0]|-1

3 Z]-1 — le 0 2 0 0 0 0 0 0| 3
-2 Z]-Z — C]_2 0 -2 0 0 0 1 0 0|-2
Tableau 4

Le r-uplet (3, —2) correspondant a x; est dominé par rapport au r-uplet
(4,-2). Par conséquent Ef f; = {(6,—4), (5,—3),(4,—2)} avec :

I3 ={1834576}etN; = {29}, 1; =0.

Etape5

CommeT; = 9, le point entier est tronqué en utilisant la coupe x, + xg = 1.
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Apres application du dual du simplex on obtient une solution réalisable :

xs = (0,1) donnée par le tableau5 optimal suivant

B Xp X1 Xy X3 X4 X5 Xg X7 | Xg | X9 | X190
X1 0 1 0 0 0 0 0 0 0|0 1
Xg 2 0 0 0 0 0 0 0 1 ]1-2|-1
X3 5 0 0 1 0 0 0 0 0 |-3|-1
X4 3 0 0 0 1 0 0 0 0 |-3| 1
Xs 2 0 0 0 0 1 0 0 0|0 -1
X7 2 0 0 0 0 0 0 1 0O |-1|-1
Xg 1 0 0 0 0 0 1 0 0O |-1] 0
X 1 0 1 0 0 0 0 0 0|1 |-
2 Z]-1 — le 0 0 0 0 0 0 0 0|2 1
-1 Z]-Z — C].2 0 0 0 0 0 0 0 0|1 |1
Tableau 5

La solution x2 = (0,1) donne le r-uplet non dominé (2, —1) .

Donc on augmente Ef fz = {(6,—4), (5,—3),(4,-2),(2,-1)}

Etape6

Comme I'; = @, le point entier est tronque en utilisant la coupe x;, + x9 = 1.

Apres application du dual du simplex on obtient une solution réalisable :

x¢ = (0,0) donnée par le tableau6 optimal suivant

B XB X1 X2 X3 X4 Xs5 X6 X7 | Xg | X9 | X10 | X11
X 1 -1 0 0 0 0 0 0 0] 1 0 | -1
Xg 4 -1 0 0 0 0 0 0 1170 0| -2
X3 8 A 0 1 0 0 0 0 0] O 0 | -3
X4 4 -2 0 0 1 0 0 0 0] O 0 |-1
Xs 2 1 0 0 0 1 0 0 0] O 0 0
X7 3 0 0 0 0 0 0 1 0] O 0 | -1
Xg 0 1 0 0 0 0 1 0 0] O 0 |-1
X, 0 2 1 0 0 0 0 0 0] O 0 1
X10 0 0 0 0 0 0 0 0 0] O 1 0
0 Z]-1 — (J]-1 1 0 0 0 0 0 0 010 0 2
0 ij — (;].2 0 0 0 0 0 0 0 0|0 0 -1
Tableau 6
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La solution x5 = (0,0) donne le r-uplet non dominé (0,0) .

Donc on augmente Ef f, = {(6,—4), (5,—3),(4,-2),(2,-1),(0,0)}

Avec N, = {9,8,35,7,6,2,10} et I, = {1,11}.

Etape’ .

Comme Iy, = @, le point est tronqué en utilisons la coupe x; + x;; = 1.

L’application du dual du simplex provoque I'impossibilité de I'opérartion de

pivot.Donc une infaisabilité indiquant ainsi que toutes les solution efficace du
probléme (P) ont été trouveées.

Cette infaisabilité est donnée par le tableau 12 suivant

B Xp X1 X2 X3 X4 Xs5 X6 X7 | Xg | Xo | X10 | X171 | Xq2
X 2 0 0 0 0 0 0 0 01 0 0 |-1
Xg 7 0 -1 0 0 0 0 0 110 0 0 | -3
X3 12 0 -1 1 0 0 0 0 0O 0 0|4
Xy 4 0 1 0 1 0 0 0 0O 0 0 0
Xs 3 0 -1 0 0 1 0 0 0O 0 0 1
X7 5 0 -1 0 0 0 0 1 0O 0 0| -2
Xg 1 0 -2 0 0 0 1 0 0O 0 0 | -3
X11 2 0 -1 0 0 0 0 0 0|0 0 1 |-2
X10 1 0 -1 0 0 0 0 0 0O 1 0 | -1
X1 -1 1 1 0 0 0 0 0 0] 0 0 0|1
-2 Z]-1 - (J]-1 0 3 0 0 0 0 0 0|0 0 0 1

2 Z]-Z - (;jZ 0 -2 0 0 0 0 0 0|0 0 0 -1

Tableau 7

La variable x; est sélectionnée pour sortir de la base B et x, et x;, est

variables hors base entrant en principe dans la base B mais le vecteur ligne est
positif ou nul. Ceci implique que I'opération pivot est impossible.
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Conclusion En plus de sa convergence la méthode de Abbas & Moulai est nous
donne toutes les solutions efficaces contrairement a celle de Gupta qui peut
s’arréter sans nous donner toutes les solutions efficaces.
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Chapitre 4
Programmation multi
objectif linéaire et
fractionnaire en nombres
entiers

4.1 Introduction Le probléme de la programmation multi objectif linéaire

fractionnaire (MOLF P:Multiple Objective Linear fractional Programming
program) est I'un des modeles les plus utilisees dans la prise de décision a
objectifs multiples. Dans de nombreuses situation réelles modélisables par la
programmation mathématique, les variables intervenant dans la modélisation
sont soumises a étre totalement en nombres entiers. On parle alors de
programmation multi objectif linéaire fractionnaire en nombres

entiers (MOILF P:Multiple Objective Integer Linear fractional Programming
program).une variéteé trés grande de problemes est formulée et résolut en
utilisant la programmation en nombres entiers. Parmi les problemes connus, on
note les problémes de voyageur de commerce, sac a dos, de gestion, de
planification de la production, d'optimisation de réseaux de telecommunication.
Dans ce chapitre on présente le probleme fractionnaire linéaire uni
critere et la résolution résolution du probléme de programmation
multicritére linéaire fractionnaire en nombres entiers (MOLFPE) basées sur le
processus des coupes de Gomory [1].
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4.1.1 Programmation fractionnaire linéaire uni critere

Les programmes fractionnaires consistent a optimiser un objectif donné

sous forme d'un quotient de deux fonctions soumis a un ensemble de
contraintes.

le probléme fractionnaire linéaire uni critere se modélise comme suit :

C'X+C,

Max —
D' X+d,

sous les contraintes :

X=20
\
Ou
Cl dl xl al
C= C:Z D = d;z X =2 A= |7
Cn cin Xn an

Ou Cy, d, sont des scalaires réels, C et D sont des vecteurs de R™, A est une
matrice d’ordre (m x n), A, est un vecteur de R™. Comme nous allons le
constater, si une solution optimale pour un programme fractionnaire linéaire
existe alors un point extréme optimal existe, en outre tout minimum local est un
minimum global et tout maximum local est un maximum global, d’ou une
procédure qui se déplace d’un point extréme a un adjacent est une approche
réalisable pour résoudre un tel probléme.
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Lemme

C'X+Cy

Soit f(X) = m

Et soit S un ensemble convexe tel que D* X + d, # O sur S alors,

f est a la fois pseudo-convexe et pseudo-concave sur S

4.1.2 Stratégie de résolution:

La forme particuliere des programmes fractionnaires a fait que de nombreux
auteurs ont elaboré des méthodes de résolution spécifiques qui se sont averées
plus efficaces que [I'application directe de méthodes générales de la
programmation non linéaire.

Dans la littérature émergent trois grandes stratégies de résolution d’un
programme fractionnaire.

— La résolution directe : le programme est traité sous sa forme originale. Elle a
éte utilisée pour les programmes hyperboliques en variables continues et
entieres.

— La résolution par paramétrisation : a I'inverse de la résolution directe, on
construit un probleme a objectif simplifié, combinaison linéaire du numérateur
et du déenominateur par I'intermédiaire d’un parametre, tout en gardant
inchangé I’ensemble des contraintes. Une séquence de résolutions de ce type de
probléme fournit une solution du programme fractionnaire. Cette méthode a
éte utilisée pour les différents programmes fractionnaires linéaires et non
linéaires, en variables continues comme en variables discrétes, sur des domaines
bornés.

— La résolution d’un programme équivalent : un changement de variables
permet lui aussi de simplifier I'objectif, mais en transportant la difficulté sur
I’'ensemble des contraintes. Par exemple, un programme fractionnaire concave-
convexe est transformé en un programme concave, et un programme
hyperbolique en un programme a objectif linéaire, avec des contraintes
additionnelles.
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4.1.3 Représentation graphique de la programmation fractionnaire
linéaire :

Comme I'a noté Steuer[32], les programmes linéaires fractionnaires présentent
un intérét particulier mis en évidence par la linéarité des courbes niveaux de
leurs fonctions criteres. En effet, pour illustrer cet aspect, considérons une z-
courbe niveau quelconque de la fonction critere :

plx + «a

‘- qtx +

apres simplification, nous obtenons :

- t — t

z(q'x +B)=(p'x + a
ce qui entraine

— — A\t
B—a=@—-2zq)x

qui est une expression linéaire de la z- courbe niveau de la fonction critere.
Puisque z est quelconque, on voit que chague courbe niveau du critére
fractionnaire linéaire est linéaire sur S, a condition que le dénominateur ne soit

pas nul sur S. Donc, si un programme fractionnaire linéaire uni-critere possede
une solution optimale, alors au moins un point extréme de S est optimal.

En dépit de la linéarité de la courbe niveau de la fonction objectif, les courbes
niveaux ne sont pas paralleles (pourp # 0,q #0et # wq,V w € R ).comme
ils le sont en programmation linéaire. L'ensemble rotation est I'ensemble de
tous les points d'intersection entre la O-courbe niveau du numérateur et la 0-
courbe niveau du dénominateur.

L'ensemble rotation est appelé point de rotation dans R? et axe de
rotation dans R®. Les points de cet ensemble sont déterminés par la résolution
du systéme suivant :

{ptx = —«a
q'x =—p
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Exemple illustratif :

Soit le programme fractionnaire linéaire suivant :

. 2x; +4x, +2
maximiser z = ———————

3x1+x,—2
S.C 2x, +x, =6
X1 <4
x, <3
X1, Xy > 0
Dont le graphe est donne par la figure 1 :
7= -1 x? %

L |
>
T

-'___.-' |

1‘ P x!
A 5
P
7 =2—* a
Figure 1.

58



Chapitre 4: Programmation multi objectif linéaire et fractionnaire
en nombres entiers

Le probléme a quatre extrémités x*, x2 , x3 et x* don les valeurs du critére sont
comme suit :

11

x'=(40) z(x')=1 x*=(43) z(x®)= =
x2=(03) z(x?) =14 = (30) 2 =
r=(1,-1)

Alors la courbe de niveau z est I'ensemble des points x = (x; , x, ) satisfaisant
I’équation :

Zf—a=(p-729)'x & (22— 2z2)=Q2-3Z)x; + (4 — Z)x,
Donc pour:

zZ —1 & x; + x, =0: courbe de niveau (—1)

Z = g & —xy + 2x; = —3: courbe de niveau (g)

Les lignes vertes représentent les 0-courbes niveaux du numérateur et du
dénominateur dont I'intersection est le point de rotation r = (1, —1).

La fléche circulaire dénote le gradient de la fonction fractionnaire linéaire critere
et indique le sens et I'angle avec lesquels se déplacent les courbes de niveaux,
donc en faisant déplacer la courbe de niveau -1 autour du point de rotation
suivant le sens de rotation trigopnomeétrique, nous pouvons voir que le point
optimal est x? de valeur optimal z* = 14.

Méthode de A. Cambini et al.[6]

On considere le programme fractionnaire linéaire continu(P):

dx+p

Max 7 = cx+a
(P){
XES

OuS ={x € R" Ax = b,x = 0} avec « et § sont des réels, ¢ et d sont des
vecteurs de R, A est une matrice réelle de format m * n et b un vecteur de
R™,
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Définition 4.1

On dira que x™* est solution optimale niveau pour le est une probleme (P) si et
seulement si x* est solution optimale du probleme (Py) pour certaine valeur de
0.
Max cx + «a
(Pg) = XES
dx+[p =86

L'algorithme de Cambini et al.[6] génére une séquence finie x*, k = 1,1 de
solutions optimales niveau dont la premiére est trouvé de la fagon suivante:

Résoudre le programme linéaire (P,){Min dx + B x € S},soit x° la solution
optimale(car sa fonction objectif est bornée).si x° est unique, alors elle est une
solution niveau, sinon résoudre le programme linéaire

(P){ Max {cx + a ;x € S}.

Si (P;) n'admet pas de solution, alors la valeur de la fonction objectif est infinie;
sinon une solution optimale x! de (P;) est aussi une solution optimale niveau.

Theoreme 4.1 ([6]).Si/={je N >0} =9,0ouy = C — @dy esttel que #; < 0 pour
tout indice hors base j € N,alors x* est une solution optimale du probléme (P).

Algorithme
Etapel.Trouvé la solution optimale niveau x®.

Si une telle solution n'existe pas, alors sup{% /x €S} =

+oo,terminer.sinon,poser k = letaller a I'étape 2.

Etape2.sii ={j eN \c?j > 0} = @,terminer x* est une solution optimale du

probléme (P). Sinon, soit s tel que 2—5 = max (%).
s j

Si 7, > O,aller a I'étape 3.Sinon, terminer, x* est une solution optimale de (P)
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Etape3. La variable hors base x entre dans la base au moyen d'une opération

pivot, poser k = k + 1 et aller a I'étape 2.si une telle opération n'est pas

. . cx+o _ G
possible, terminer: sup {—dx+ﬁ /x € S} =

4.2 Programmation multi objectifs linéaire fractionnaire en nombres
entiers

4.2.1 Formulation du probléme:

Considérons, le probleme d’optimisation fractionnaire linéaire multicritere en
nombres entiers (MOLFPE) donné sous la forme mathématique suivante :

clx+al
dlx+p1

(

maxz,(x) =

(P)< . (x)' _ Tx4a”
maxz, = Yxip

s.C
XES
\ x entier

Ou : k représente le nombre d’objectifs (r = 2) .
S={R™ /Ax < b,x = 0} est I’ensemble des solutions réalisables.

A est une mx n matrice, b € R™ et ct, d* sont des 1 x n vecteurs, a'‘et ¢
sont des scalaires pour touti € {1,...,r}. ; d'x + B* > O pour tout i €

{1,...,r}.

Le but de traiter ce type de probleme (MOLFPE) est de déterminer toutes les
solutions efficaces . Plusieurs approches utilisent le concept basé sur la
résolution d’une sequence finie de programmes uni-criteres fractionnaires
linéaires en nombres entiers.

Considérons donc le programme fractionnaire linéaire uni-critere en nombres
entiers donne sous la forme suivante :
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clx + al
dlx + '81
X € s, x entier

D maxz,(x) =

Notons gu’au lieu de Z,, on peut de la méme maniere considérer le probleme
(PL) avec un autre objectif Z{, l€{1, ... r }.

4.2.2 Méthodes de résolution d’un probleme
d’optimisation fractionnaire linéaire multicritére en
nombres entiers

4.2.3 la méthode de Moulai Mustapha[1]

Considérons le probleme fractionnaire linéaire en nombre entiers a objectifs
multiples donné par

( 141
max Zy(x) = S X
dx+f

P) < 1 r
P maxz, 0 = L X5 X
dx+p
S.C
XES
\ x entier

Afin de résoudre (P),on cherche I'ensemble des solutions réalisables de (P;)
suivant:

( Z()_C1x+a1
max Z1(x —m
(P1){ s.c
k XES
x entier

Les notations suivantes sont adoptées:

S, ={xe€B*/A;(x) < b;,A; € R™*™ p, € R™ x > 0} est la région
tronquée de S obtenue par des coupes successive de Gomory.
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Z1 est la valeur optimale de z,dans le probléme (P;).

x{ = {x; ;} estlasolution entiére de Zj obtenue sur S;

Z} estlavaleur de z;,i € {2, ...,7} Correspondant a la solution x}

Slest la base de S;.
a%,j € R™*1 sont les vecteurs d'activité de a%,j appropriés a la région tronquée
S1 }’11,]' = (yll,ij) = (,311)_161%,]' ou 3’11,]' € R™*!

I = {j:aij €B1}

Ny ={j:aij ¢ pi}
cj1 =la j®™e composante de vecteur c?.
dj = la j*™® composante de vecteur d*.
C11,1 - Zie11 Cil }’11,ij -
d%,1 - Zie11 dg }’11,ij -
z,(x}) = 21—: ouzi; =clxi +atetz{, =d'x{ +p!
vij = zi,(cf —ciy) — z1,(d} — dj;) le cout réduit relatif & la je™e
composante de vecteur gradient réduit }’—11

I, ={j/j €N, et yi =0}

pour k > 2

S, ={S; ={x e R™/A;x < by, A, € R™*™ b, € R™k, x > 0} est la région
tronquée courante de s obtenue par I'application de la coupe

2jeNg_y~{ik3% = 10U

Ji-1 € Tk—1.
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Xy = {x,i,j} est la j¢™¢ solution optimale entiére du probléme(P;) obtenue
sur Sy

a}(.j € R™k x 1 sont les vecteurs activités de x,i,j appropriés a la région courant

Sk-1
1 — 1 — 1\—1 .1 1 m
Ve = (Vkij) = (Bi) ay; ou yg; € R™e x 1.
Y TP | 1
I ={:ak; € Bk }-
Y TP | 1
N, ={:ak; & Bk }-
cj1 =la j®™e composante de vecteur p?.
d} = la jé™€ composante de vecteur g*.
j ] p q
1 — 1 1
Ck1 — Zie11 Ci Vkij -
1 — 1 1
A1 = Qier, 4 Vicij -
1
Z
z (x) = Cg—l ouzg, =clxg+a'etz;, =dx; +p*
2

y,%,j = ZI%,Z(C]'l — c}]) — z,ill(d} — d}j) le cout réduit relatif & la jé™me

composante de vecteur gradient réduit 7,(1_
Fk - {]/] € Nk et y;’] - O}

Théoréme 3 : Le point x; de s est une solution optimale du probléme

fractionnaire (P, )si est seulement si le vecteur gradient réduit y,%,] <0
pour tout indice j € N,

Corollaire 2 : La solution xj du probléme (P; ) est unique si est seulement
si le vecteur gradient réduit y; , < 0 pour tout indice j € Ny.

Théoréme 4 : Toutes les solutions réalisables x;/, g € {2, ..., p;} du probléme
fractionnaire linéaire (P,) alternatives ax; sur l'aréte E;x de larégion S (ou
la région tronquée (S;) dans la direction d’un vecteur a,lw-k i € Tk
existent dans le demi-espace ouvert
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Lien-tip % < 1.

Théoreme 5 : Une solution réalisable entiere du probléme fractionnaire
linéaire (P1) n’appartient pas a I'aréte E, j, € I, de la régionS, a travers
une solution réalisable entiére x; du probleme (P,) appartient au demi-

espace fermé ¥ ey, g% = 1.

Algorithme:

a. Résoudre le probleme (P;) par la méthode de Cambini.

b. Donner la solution optimale entiére x; sur S;, notons qu'a la place du
probleme (P;), on peut considérer d'une maniére analogue le probleme (P;)
avec un objectif (Z;) pour unindice quelconque i € {2, ..., 7}, construire
I'ensemble T;.

Etape2: Si ;1] < 0 pour tout indice j € Ny, x1 et I'unique solution optimale sur
S, et Z} est la valeur optimale de Z;. calculer les valeurs Z;' et Z; donnée par x1,

ie{2,..r}

Enregistrer le premier vecteur effacer comme (71,73, ..., Z}) pour construire
I'ensemble Ef f, siT; = @, I'aréte E;; ne contient pas de solution realisable
entiére alternatives a x1.Tronquer le point x par la coupe

suivante:} ey, xj >1

par application de la méthode dual de simplexe, on obtient une solution
realisable entiére x, = (le,j) dans la région tronquée S,. (Z{,Z5,...,Z,) a
I'ensemble des solutions efficaces E f f, s'il n'est pas dominée par I'un des
précédents vecteurs entiere efficace. Par conséquence Ef f, devient Eff;.

Sil existe au moins un indicej; € N; pour lequel 3’11,1 = 0, calculer le nombre

1
. X5 i N .
0j; = min {yllz"f /y1;;, > 0} correspondant & la solution x .
1
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a) Si6;; = 1, déterminer toutes les solutions entieres réalisable xf, q €

{2, ..., p,} alternatives a x{ le long de I'aréte Ej, etleurs vecteur criteres
correspondants. Tronquer l'aréte Ej; par la coupe ¥, jen, -¢j,3 % > 1. Une
solution réalisable entiére x1 = (le,j) dans la région tronquée S, est obtenue
et son vecteur critere correspondant est ajoute a I'ensemble Ef f,, s'il n‘est pas
dominé par I'un des vecteurs criteres efficace precédemment déterminés pour
obtenir Eff;.

b) Si 6;; < 1 pour tout indice j; € I';,choisir un indice quelconque j; et
appliquer directement la coupe ). jen, —¢j,3Xj = 1 pour déterminer une solution
réalisable entiére xi = (le,j) dans la région tronquée s,.Son vecteur critére

correspondant est ajouté a I'ensemble Ef f,s'il n'est pas dominé par I'un des
vecteurs précédemment déterminés. Ef f, devientEff; .

Etape k: choisir un indice j,_, € I, et explorer I'aréte Ej,_, pour déterminer
les solutions entiéres réalisables x| _, ,q € {2, ..., p,} alternative
axj_,.Augmenter I'ensembleEf f;,_, par les vecteurs critéres non dominés
correspondant pour construire Ef f; I'aréte Ej,_, est tronquée par la coupe
Yjen, .~ X = 1 lasolution entiere obtenue sur la région tronquee s, sera
soit une solution réalisable pour le probléme (p,) alternative a x;_, ou la
prochaine meilleure solution x; ou un point non entier. Ceci marque le début de
I'étape k + 1.

Etape finale: la procédure s'aréte lorsque la méthode duale du simplexe est
irréalisable, indiquant ainsi que la région tronquée courante ne contient aucun
point réalisable entier et que I'ensemble des points efficaces est completement
détermine.
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Exemple d’application : Soit le probléme de la programmation fractionnaire
linéaire en nombres entiers a trois critéres suivant :

( 3x; —x, — 22
X, +2x,+2
—2x1 + 2
x, +1
(P){ max2x; +x,
X +4x, <2
X, —2x, <4
x,=20,x, 20
\ X, et x, entiers

max

Etapel:
Résoudre le probleme relaxé(P,):

3x; —xy — 22
X, +2x, +2
(Pl){ X, +4x, <2
X1 —2x, < 4
x;=>20etx, =20

(max

La solution de base réalisable optimale du domaine tronqué est donnée par le
tableau :

L={14} et N, ={23} I, ={j/je N,,7; =0} =0

71 = -4,
73 =-2etZi =4

L’'unique solution optimale x; = (2,0) produit le r-uplet efficace (—4, —2,4) et
donc Effy = {(—4,-2,4)}.

B Xp X4 X X3 X4
Xq 2 1 4 1 0
X4 2 0 -6 -1 1
Dj -16 0 13 4 0
q; 4 0 2 1 0
Y -4 0 -84 -32 0
Tableau. 1
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Etape?2 .
I[; = @ donc on tronc le point par la coupe :
X3 +x,2>1

B Xp X1 X X3 X4 Xs
X4 1 1 3 0 0 1
X4 3 0 -5 0 1 -1
X3 1 0 1 1 0 -1
D; -19 0 10 0 0 3
q; 3 0 1 0 0 1
7 -19/3 0 -49 0 0 -28

Tableau. 2

Comme I = @ donc x, = (1,0) est une solution unique.

x3 produit le r-uplet efficace (—19/3,0,2)qui n’est pas dominer par le précédent

donc onaugmente Eff; = {(-4,-24),(—-19/3,0,2)}.

Eatped:

Comme I, =@, x, = (1,0) est une solution unique. Ce point entier est tronqué

par la coupe :
Xy + X5 > 1.

L’application de la méthode du simplexe produit la solution x3 = (0,0)
donnée par le tableau suivant :

B Xp X1 X X3 X4 X5 | Xg
Xq 0 1 2 0 0 0 1
X4 4 0 -4 0 1 0 -1
X3 2 0 2 1 0 0 -1
Xs 1 0 1 0 0 1 -1
Dj -22 0 7 0 0 0 3
q; 2 0 0 0 0 0 1
Y -22/2 0 -14 0 0 0 =27

Tableau. 3

I3 = @ donc x3 = (0,0) est une solution unique.
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Chapitre 4: Programmation multi objectif linéaire et fractionnaire

en nombres entiers

x3 = (0,0) produit le r-uplet efficace (—11,2,0) qui n’est pas dominer par les
précédents donc on auras Eff; = {(—4,—-24),(— % ,0,2),(-11,2,0) }

Etape4

Comme I'; = @, x2 Ce point entier est tronqué par la coupe :

x2+x621.

Lors de I'application de la méthode duale du simplexe, I'opération usuelle de
pivot devient impossible indiquant que le domaine restant ne contient aucun
point entier réalisable et que toutes les solutions efficaces du probleme

étudié ont été obtenues.

Cette impossibilité de pivoter est donnée par le tableau du simplexe suivant :

B Xp Xq Xy X3 X4 Xs | Xg | Xy

X4 -1 1 1 0 0 0 0 |1
X4 3) 0 -3 0 1 0 0 (-1
X3 3 0 3 1 0 0 0 (-1
Xs 2 0 2 0 0 1 0 (-1
X 1 0 1 0 0 0 1 |-1
D; -25 0 4 0 0 0 0 |3

q; 1 0 -1 0 0 0 0 |1

Y -25 0 21 0 0 0 0 |-28

Tableau. 4

La variable x; est sélectionnée pour sortir de la base.

Et x, est la variable qui doit rentrer dans la base. Seulement, le vecteur ligne

toutes ses composantes positives ce qui implique I'impossibilité de
I’'opération de pivot et par suite I'arrét de I'algorithme.
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Partie informatique

La résolution sous win Gulf

Le WIN GULF est un logicile pour le résulution des problémes linéaire et
fractionnaire.

Exemple:

Soit le probleme suivant:

150x4 + 250x, + 75x3 + 125x4 — 25911

1 1 1 1
1,74+ mxl +on2+ mx:g + mXAl_

maxz =

Avec les contraintes :
X, +2x, + x5+ 2x, < 250
25x; + 30x, + 2,5x5 + 35x, <5615

X1,X9,X3, X, =0 sont entiéres



=8 0_Relaxation: OFV=4426,3549115
= 3 1 Left { 1):Col 2<=31; Real: OFV=4417 526822
= 2 Left [ 2):Col 3<=0; Real: OFV=4416,173070
<A 3 Left [ 3):Col 4<=0; Real: OFV=4402, 617586
Q 4 Left [ 4):Col 1<=187; Intg: OFV=4377,010786
=, ) 5 Right( 4):Col  1»=188; Real: OFV=4336, 667434
@ 6 Left ( 5j:Col_2<=30; Real: OFV=4370,720640
@ 7 Right{ 5):Col 2»=31; Infeasihle
= 3 8 Right{ 3):Col 4»=1; Real: OFV=43024, 413743
-4 9 Left [ 4):Col 2¢=29; Real: OFV=4388, 549217

-4 10 Left [ 5):Col  4<=1; Real: OFV=4380,873389 Optimal solution found !

Q 11 Left [ 6):Col 1<=189; Intg: OFV=4340,134371
@ 12 Right{ 6):Col 1>=190; Real: OFV=4371,847831

® 13 Right{ 5):Col 4»=2; Real: OFV=4362,367825 M i

Q 14 Right{ 4):Col 2>=30; Intg: OFV=4384,358686 Objective function : 4422,181297

A 15 Right{ 2):Col 3»=1; Real: OFV=4413,021015 Best node mumber : 32
-4 16 Left [ 3):Col_2¢=30; Real: OFV=4405,519232
A 17 Left [ 4):Col  3<=1; Real: OFV=4404,388961

/ Hake report ‘

- A 18 Left [ 5):Col 4<=0; Real: OFV=4393,102930
Q 19 Left [ 6):Col 1¢=188; Intg: OFV=4362,246929

@ 20 Right{ 6):Col 1»=189; Real: OFV=4379,827117
@ 21 Right{ 5):Col 4»=1; Real: OFV=4380,342459
A 22 Right{ 4):Col 3»=2; Real: OFV=4389,524901
A 23 Left | 5):Col 24=29; Real: OFV=4393,536866
A 24 Left [ 6):Col 3¢=2; Real: OFV=4392,630942
@ 25 Left [ 7):Col 4¢=0; Real: OFV=4383,610269
@ 26 Right| 7):Col 4»=1; Real: OFV=43§7,502982
- A 27 Right{ 6):Col 3»=3; Real: OFV=4386,060660
@ 28 Left [ 7):Col 2¢=28; Real: OFV=4381,579643
Q 29 Right| 7):Col 2»=29; Intg: OFV=4375,148942
Q 30 Right{ 5):Col 2>=30; Intg: OFV=4390,793426
@ 31 Right{ 3):Col 2»=31; Intg: OFV=4406,470843
32 Right{ 1):Col 2»=32; Intg: OFV=4422,181297

Statistics Bound
¥ Legend Options | Numherofnodes 33 | User-defined hound

] ] Best IP value 4422181297 ’—
\I' Collapse ‘Dﬁl&t& tree E Exit Best node number 32

Figure 1 : illustration sous winGULF.




™ WinGULF 3.3 - [Problem_4.GLF : Solution] Ead
X* File “Window Help - 0 X

D e E L% P O More Fefo § Tips & Tricks
Win&ULF 3.3 Copyright Optimwn 95 Bt. 1993-2007

Fraokblem ! Problem 4.GLF

Froblem direction : Max

Optimal solution found at 12:43:56 in 00h.00m.00s.090ms.

Optimal walue : 4422, 18129859
INamber of nodes : 33
Eest node number : 32

Aotivities

o Natne Value
1 Col 1 Kx 186, 000000
£ Col =z b 32 ,000000
3 Col__ 3 z 0, 000000
4 Col 4 Z 0, 0aoooo

Constraints

Lo MName Flack
1 Fow__ 1 L 0, 0aoooo
Z Row__ 2 L 5, 00oooo
3 Row_ 3 L 0, 0ooooo

Figure 2 : illustration winGULF (rapport complet)






Conclusion Générale

Avant I'apparition de I'analyse multicritére, le sproblémes de décision
se ramenaient plus souvant a I'optimisation d’une seule fonction
économique. Cette approche avait le mérite de déboucher sur des
peoblemes mathématiques bien posés mais qui ne représentaient pa
sla réalité.

Dans ce modeste travail, on avons donné une vue panoramique des
méthodes d’optimisation fractionnaire linéaire discrete uni-critére et
multicritere. On peut conclure que ces méthodes sont basées sur
I’optimisation continue, vu I'utilisation successives des algorithmes
de la méthode du simplexe, et la méthode duale du simplexe.

Les deux méthodes exactes concernant I'optimisation
fractionnaire linéaire en nombres entiers a objectifs multiples
représentent un résultat important dans la littérature compte tenu

des propriétés spécifiqgues du probleme (MOLFPE). Bien que
I'avantage principal de ces méthode soit le fait qu'aucune
optimisation non linéaire n'est exigee, elle présente néanmoins

un inconvénient alourdissant la complexité de I'algorithme. Cet
inconvénient est caractérisé par la recherche de toutes les
solutions réalisables entiéres du probléeme de programmation

fractionnaire linéaire entier relaxé (P1).

Donc le probleme reste ouvert aux autres chercheurs pour
développer de meilleures méthodes de résolution de ce type de
problémes.
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