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Observation et commande des systemes de Takagi-Sugeno :
Synthése D-stable

Résumé : Ce travail traite de la synthése d’observateurs et de lois de commande pour les systémes non
linéaires décrits par des multi-modeles de Takagi-Sugeno sous contraintes de D-stabilité. Cette
derniere permet d’améliorer les performances du systéme en assignant les valeurs propres des matrices
liées a sa dynamique dans une région définie du plan complexe appelée région LMI.

Dans le contexte de I’observation des systémes TS classiques a Variables de Décision Non
Mesurables, nous avons proposé de nouvelles conditions LMIs génériques de synthese de quatre types
d’observateurs basés sur 1’approche L, : 1’observateur Proportionnel, 1’observateur Proportionnel
Intégral (PI), I’observateur Proportionnel Multi-Intégral (PMI) et un autre observateur permettant
d’estimer conjointement ’état et les défauts actionneurs. Nous nous sommes aussi intéressés au
développement d’un observateur proportionnel lipschitzien intégrant un retour supplémentaire de
sortie dans sa fonction d’activation dont le but est d’éliminer 1I’influence des constantes de lipschitz sur
les conditions de synthése.

Nous avons ensuite étendu les principaux résultats obtenus pour 1’observation des systémes TS
classiques aux systémes TS interconnectés. L’estimation simultanée des états et des paramétres variant
dans le temps a aussi été examinée pour ce type de systeme.

Dans le contexte de la commande des systemes TS classiques a Variables de Décision Mesurables,
nous avons proposé la synthése sous contraintes de D-stabilité de trois types de lois de commande : la
commande en présence de saturation d’actionneurs, la poursuite de trajectoire générée par un modéle
de référence et la commande tolérante aux défauts actionneurs.

Plusieurs résultats de simulation ont été présentés afin d’illustrer I’efficacité des approches proposées.

Mots-clés : Systémes TS, D-stabilité, Observateur, approche L,, approche lipschitzienne, Systémes
TS interconnectés, commande en présence de saturation d’actionneurs, poursuite de trajectoire,
commande tolérante aux defauts.

TS systems observation and control: A D-stability design

Abstract: This work deals with the design of observers and control laws for nonlinear systems
described by Takagi-Sugeno models under D-stability constraints. The D-stability can improve system
performances by assigning the eigenvalues of its dynamics matrix in a prescribed region of the
complex plan called LMI region.

For standard TS systems with unmeasurable premise variables, we propose new generic LMI
conditions for the design of four types of observers based on the £, approach: Proportional observer,
Proportional Integral observer, Proportional Multi-integral observer and an observer which estimates
simultaneously the state vector and the actuator faults. A lipschitzian proportional observer is also
studied. It uses an additional output feedback in its activation functions to eliminate the influence of
lipschitz constants on the design conditions.

Standard TS systems observer design results have been extended to interconnected TS systems. The
estimation of states and time variant parameters has also been addressed for those systems.

In the context of D-stability based control design for standard TS systems with measurable premise
variables, input constrained control, tracking control and fault tolerant control have been investigated.

Different simulation results have been presented to highlight the effectiveness of the proposed
approaches.

Key-words: TS systems, D-stability, Observer, £, approach, lipschitzian approach, interconnected TS
systems, input constrained control, tracking control, fault tolerant control.
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Introduction générale

L’étude d’un systéme physique requiert le développement d’un modele mathématique
suffisamment représentatif de celui-ci. Le modéle permet de comprendre les effets combinés
des variables du systéme ainsi que les principaux mécanismes régissant ce dernier. Une
mod¢élisation judicieuse d’un systéme consiste a trouver un modele suffisamment précis pour
décrire la réalité mais peu complexe afin de permettre son exploitation a des fins de
commande, d’estimation ou de diagnostic.

Les modeles linéaires reposent sur une théorie bien maitrisée. Ils permettent de représenter le
systeme autour d’un point de fonctionnement donné. Leur validité est donc vérifiée que dans
une zone restreinte de I’espace de fonctionnement. Les systémes de contrdle développés sur la
base de ces modeles peuvent fournir des performances dégradées des que ’on s’éloigne du
point de fonctionnement. 1l est donc impératif de prendre en considération les non-linéarités
du systeme lors de la phase de modélisation.

Les modeéles non linéaires quant a eux permettent de décrire le comportement des systemes
réels dans une plage de fonctionnement plus large fournissant une meilleure précision que
celle obtenue par des modeles linéaires. Les systéemes de contrdles élaborés a partir de ces
modeles sont souvent plus performants. L’inconvénient majeur des modeles non linéaires
réside dans la complexité de leur structure mathématique, ce qui rend leur exploitation
quelque peu difficile. La théorie relative aux modéles non linéaires n’a pas de cadre général
mais traite de classes spécifiques de systeémes, citons a titre d’exemples, les systémes
polynomiaux, les systémes bilinéaires, les systéemes a parametres variant dans le temps, les
systemes lipschitziens, etc.

Tomohiro Takagi et Michio Sugeno ont proposé, au milieu des années 80, une alternative
intéressante pour représenter les systemes non linéaires [Takagi et Sugeno, 1985]. L’idée
principale du modele de Takagi-Sugeno (TS) est de représenter le comportement du systeme
non linéaire par un ensemble de modéles locaux simples (généralement linéaires) interpolés
par des fonctions d’activation non linéaires satisfaisant des propriétés de somme convexe. Le
formalise TS permet de reécrire les systemes non linéaires de maniére plus facile a étudier en
les décomposant en différentes unités simples et maitrisables. Cette structure particuliere
permet de généraliser les concepts développés dans 1’automatique linéaire aux systémes non
linéaires. De plus, un modele de connaissance non linéaire peut étre exactement représenté par
un modele TS dans un compact de I’espace d’état grace a la méthode des secteurs non
lineaires [Tanaka et Wang, 2001]. Les fonctions d’activation des modeles TS dépendent de
variables dites de décision ou de prémisse. Ces derniéres peuvent étre mesurables
(entrées/sorties du systeme) ou non mesurables (états du systéeme). Il est important de
souligner que les modeéles TS a Variables de Décision Non Mesurables permettent de
représenter une classe plus large de systémes non linéaires que ceux a Variables de Décision
Mesurables.

L’analyse de stabilité et la synthése d’observateurs ou de lois de commande des systemes non
linéaires décrits par des modéles TS se basent essentiellement sur la seconde méthode de
Lyapunov aboutissant a des conditions sous formes d’Inégalités Matricielles Linéaires (LMlIs)
[Boyd et al., 1994] qui peuvent étre résolues par les algorithmes d’optimisation convexes tels
que l’algorithme du point intérieur [Gahinet et al.,1994]. Les conditions obtenues sont
seulement suffisantes (et non nécessaires) et souffrent souvent de conservatisme dont la
réduction représente un enjeu majeur au sein de la communauté scientifique [Sala,2009],
[Lam,2018].
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L’estimation d’état des systémes dynamiques est une des principales problématiques de la
théorie de controle. Elle a fait I’'objet d’un nombre considérable de travaux dans la littérature.
La recherche sur I’estimation d’état des systémes linéaires et non linéaires remonte aux
années 70 [Luenberger, 1971], [Thau, 1973]. Dans [Efimov et Fridman, 2011], les auteurs ont
proposé un observateur a mode glissant d’ordre supérieur (super-twisting) pour les systémes
non linéaires localement lipschitziens en prenant en compte la présence de perturbations. Un
observateur a grand gain est proposé dans [Khalil et Praly, 2014] pour les systémes non
linéaires soumis a des incertitudes et des bruits de mesure. Une possible application au
contrble robuste des systemes non linéaires a non-minimum de phase a été discutée. Les
auteurs de [Chakrabarty et Corless, 2019] ont développé un observateur a entrées inconnues
pour les systémes non linéaires. L’observateur proposé a pour particularité¢ de reconstruire des
entrées inconnues non bornées.

La synthése d’observateurs pour les systéemes TS peut étre divisée en deux classes : la
premiére considére que les fonctions d’activation dépendent de variables mesurables [Lendek
et al., 2010], [Xie et al., 2016]. Elle aboutit dans la majorité des cas a une dynamique d’erreur
d’estimation d’état qui peut s’écrire sous la forme d’un systeme TS autonome, ce qui facilite
I’analyse de stabilité. La seconde suppose que les variables de décision ne sont pas
mesurables [Ichalal et al., 2011], [Pan et al., 2021]. Dans ce cas, il n’est plus possible
d’exprimer simplement la dynamique de Derreur d’estimation d’état car le systéme et
I’observateur possedent des fonctions d’activation différentes. Ce probléme peut étre résolu
en utilisant ’approche lipschitzienne [Ichalal et al., 2007] ou le théoreme de la valeur
moyenne [Ichalal et al., 2011]. Une autre maniére d’appréhender ce probléme est d’exprimer
le systeme sous forme perturbée ou incertaine et de minimiser ’effet de ses « pseudo-
perturbations » ou « pseudo-incertitudes » sur I’erreur d’estimation d’état.

La stabilisation d’un systéme dynamique consiste a trouver une loi de commande qui le
stabilise en satisfaisant certaines performances. Pour les systemes TS, la loi de commande la
plus répandue est la PDC pour Parallel Distributed Compensation. Cette derniére dépend des
mémes fonctions d’activation que le systéme TS considéré. Elle permet de calculer les gains
de retour d’état pour chaque modele local. Une fonction de Lyapunov quadratique peut étre
utilisée pour analyser la stabilité du systeme en boucle fermeée. Cette approche aboutit a un
ensemble de conditions LMIs dépendant d’une matrice commune ce qui peut étre source de
conservatisme. Pour réduire ce conservatisme, d’autres fonctions de Lyapunov ont été
proposees comme par exemple les fonctions de Lyapunov a commutations [Jabri et al., 2012]
ou les fonctions de Lyapunov Non quadratiques [Mozelli et al., 2009]. Ces dernieres font
apparaitre, dans le cas continu, les dérivées temporelles des fonctions d’activation dans les
conditions de stabilité perdant ainsi la propriété de convexité. Une facon de contourner ce
probleme, est de supposer que les dérivées des fonctions d’activation sont bornées ou
d’utiliser des fonctions de Lyapunov a intégrale curviligne. Ces dernieres conduisent a une
stabilisation globale contrairement aux fonctions de Lyapunov non quadratiques.

Réponse lente, dépassement important ou oscillations, assurer la stabilité asymptotique d’un
systéeme en boucle fermée ne garantit pas pour autant une bonne réponse de son régime
transitoire. Le concept de D-stabilité a été introduit afin d’améliorer les performances du
systeme en boucle fermée. 1l s’agit de définir des contraintes LMIs permettant de placer les
valeurs propres de la matrice définissant la dynamique du systeme en boucle fermée dans une
région spécifique D du plan complexe, appelée aussi région LMI [Bachelier, 1998]. Cette
région permet de définir des performances liées par exemple a la rapidité, I’amortissement ou
le colt énergétique.

Les premiers travaux traitant de la «D-stabilisation » (ou de stabilisation sous contraintes de
D-stabilité) des systémes TS ont été proposés dans [Hong et Nam, 2003] et [Toulotte, 2008].
Dans ces travaux, et afin d’imposer des contraintes de D-stabilité, des LMIs supplémentaires
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sont ajoutées a celles garantissant la stabilité asymptotique. La principale limitation de cette
approche est que les conditions LMIs proposées sont seulement valables pour une région LMI
specifique. Les auteurs de [Nguang et Shi, 2006] ont proposé une définition générale de la D-
stabilité pour les systémes non linéaires. Cette condition de synthése basée sur la théorie de
Lyapunov est générique du fait qu’elle permet aux concepteurs de choisir une région LMI
selon leur convenance. Dans [Cherifi, 2017], I’auteur a proposé la synthése de commande
stabilisantes (PDC et non PDC) pour les systéemes TS a Variables de Décision Mesurables
sous contraintes de D-stabilité basées sur des fonctions de Lyapunov quadratiques et non
quadratiques. Les conditions de synthése présentées sont valables quelque soit la région LMI
considérée.

Motivations

Les travaux présentés dans cette thése ont été principalement motivés par

e l’intérét porté par la communauté scientifique au formalisme TS qui permet une certaine
maitrise et une simplicité dans I’analyse des systéemes non linéaires,

e le peu de travaux de recherches (articles et theses) qui exploitent le caractere générique du
concept de D-stabilité dans la synthése de lois de commandes ou d’observateurs pour les
systémes non linéaires décrits par des modeles TS,

e certaines problématiques de contréle qui ont peu ou pas été explorées au regard du concept
de D-stabilité.

Problématique générale

La problématique traitée dans ce travail de these est de proposer de nouvelles conditions
génériques de synthése d’observateurs et de lois de commandes pour les systémes non
linéaires décrits par des multi-modeles TS sous contraintes de D-stabilité. Cette derniere
permet d’assigner les valeurs propres des matrices définissant la dynamique de D’erreur
d’estimation d’état ou celle du systéme en boucle fermée dans une région LMI qui peut étre
choisie selon la convenance de 'utilisateur.

Principales contributions

Les principales contributions de notre travail peuvent étre résumées par les points suivants :

¢ Proposition d’une condition de synthése générique alliant la D-stabilité et I’approche L,,

e Proposition de nouvelles conditions de synthése D-stable de multi-observateurs pour les
systemes TS standards et les systemes TS interconnectés a Variables de Décision Non
Mesurables (VDNM),

e Relaxation des conditions de synthése des multi-observateurs par le biais du lemme de
Finsler,

e Prise en compte de la D-stabilité dans la conception de commandes PDC en présence de
saturation d’actionneurs,

e Développement de commandes en poursuite de trajectoire et de commande tolérante aux
défauts actionneurs sous contraintes de D-stabilite.

Organisation de la theése

Cette thése regroupe six chapitres organisés comme suit :

Chapitre 1: Introduction générale : Ce présent chapitre donne un bref apercu sur le
contexte, les motivations et les principales contributions de cette these.
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Chapitre 2 : Sur les systemes de Takagi-Sugeno : Ce chapitre propose un état de ’art sur la
stabilité, la stabilisation et la synthése d’observateurs pour les systémes non linéaires décrits
par des multi-modéles de Takagi-Sugeno.

Chapitre 3 : D-observation des systemes de Takagi-Sugeno a Variables de Décision Non
Mesurables : Dans ce chapitre, nous présentons les différentes résultats que nous avons
obtenus dans la synthése de multi-observateurs pour les systemes TS a Variables de Décision
Non Mesurables (VDNM) sous conditions de D-stabilité.

Chapitre 4 : D-observation des systemes interconnectés de Takagi-Sugeno a Variables
de Décision Non Mesurables : Dans ce chapitre, nous étendons les principaux résultats
obtenus dans le chapitre 3 aux systeémes TS interconnectés. L’estimation d’état et des
paramétres variant dans le temps est aussi examinée.

Chapitre 5: Commandes D-stables des systemes de Takagi-Sugeno a Variables de
Décision Mesurables : Ce chapitre aborde la synthese « D-stable » de différentes lois de
commandes des systemes TS a Variables de Décision Mesurables (VDM). Trois types de
commandes sont étudiés : la commande en présence de saturation d’actionneurs, la poursuite
de trajectoire générée par un modele de référence et la commande tolérante aux défauts.

Chapitre 6 : Conclusions et perspectives : Enfin, ce dernier chapitre résume les résultats
obtenus dans cette theése et met ’accent sur les suites possibles de ce travail de recherche.
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2.1.Introduction

Ce deuxiéme chapitre est dédié a la présentation des résultats fondamentaux relatifs a la
stabilité, la stabilisation et I’estimation des modé¢les flous de Takagi-Sugeno. Dans un premier
temps, nous nous intéressons a la représentation TS des systemes non linéaires ainsi que les
différentes approches permettant d’obtenir de tels modéles. Ensuite, I’analyse de stabilité via
I’utilisation de fonctions de Lyapunov quadratiques et non quadratiques est abordée. Nous
passerons aussi en revue quelques résultats importants sur la synthese de lois de commande et
d’observateurs. Nous terminons ce chapitre par présenter quelques schémas de relaxation
permettant de réduire le conservatisme des conditions de syntheése.

2.2.Présentation du modele de Takagi-Sugeno

La mod¢lisation constitue une étape cruciale et incontournable dans I’analyse des systemes
physiques. Un « bon » modeéle doit étre suffisamment précis pour décrire la réalité mais peu
complexe afin de permettre son exploitation ultérieure a des fins de commande ou
d’observation.

L’un des modéles d’état les plus couramment utilisés pour la description du comportement
dynamiqgue des systémes non linéaires est présenté dans [Khalil, 2002]

{)‘((t) = f(x(t),u(t)), (2.1)

y(®) = g(x(t),u(t)),
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2 Sur les systéemes de Takagi-Sugeno

ou x(t) € R™ représente le vecteur d’état du systeme, u(t) € R™ le vecteur d’entrée et
y(t) € RP le vecteur de sortie. Les fonctions f(.) et g(.) sont non linéaires et lisses.

Sous certaines hypotheses et selon la complexité des fonctions f(.) et g(.), le systeme (2.1) est
souvent réécrit sous la forme quasi-linéaire suivante

{X(t) = AX()x(1) + B(x(D)u(b),
y(®) = C(x()x(1) + D(x(D)u (D).

Les matrices A(.) € R™™, B(.) € R™™, C(.) € RP*" et D(.) € RP*™, sont respectivement
appelées matrice de dynamique, de commande, d’observation et d’action directe.

(2.2)

La classe de systéeme (2.2) peut étre représentée par un modele dit de Takagi-Sugeno (TS)
[Takagi & Sugeno, 1985], également appelé multi-modéle a états couplés ou modele affine
par morceaux.

Dans sa forme originelle, un modéle TS est constitué par un ensemble de sous-modéles
linéaires pondérés par des fonctions d’appartenance non linéaires décrit par r régles floues de
la forme :

Ri: Si (z,(t) est M;;) et (z,(t) est M;,) et... et (z,(t) est M,) Alors

{)‘((t) = Ax(t) + Bu(t), (2.3)

y(®) = Cx(t) + Du(v),

ou M;; sont des ensembles flous, z; (t), z,(t),..., z,(t) représentent des variables de
prémisses qui peuvent dépendre des variables d’état, de I’entrée, de signaux exogenes, de
variables mesurées ou non mesurées, les matrices constantes A; € R™", B; € R™™ (; €
RP*™ et D; € RP*™ définissent la dynamique des sous-modeéles.

L’opérateur « et » étant considéré comme 1’opérateur de multiplication, le sous-modele i
contribue au mode¢le global par la fonction d’appartenance w;(z(t)) définie par

o (2(1)) :f[,u(Mij), Vie{l..r}, (2.4)

ot u(M;;) € [0,1] est le degré d’appartenance de la variable de prémisse zi(t) & I’ensemble
flou Mj;.

Les fonctions d’appartenance normalisées appelées communément fonctions d’activation sont

h(z() = 20 (25)
ITE0)

Ces derniéeres Vérifient les propriétés de somme convexe
0<h(z()) <1,

S h(z(t) =1Vt 0, ¥ie L.}, (2.6)

i=1
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2 Sur les systéemes de Takagi-Sugeno

Le modele TS global est alors obtenu en utilisant la somme pondérée des sous-modeles i (voir
Figure 2.1)

x(t) = 3 h (2() (Ax®) + Bu(b)),
= (2.7)

Y0 = X @O)(CX® + Du®).

u(t)

»| Systéme non linéaire > (1)

Cyx(t)+ Dyu(r)

1 II. B (2(1))

Fig.2.1.Architecture du modele de Takagi-Sugeno.

La représentation des systemes non linéaires par les modéles de Takagi-Sugeno est
particulierement appréciée pour sa généricité et pour permettre I'utilisation de techniques
issues de la théorie des systéemes linéaires largement maitrisées par la communauté
scientifique. En plus, les modeles TS peuvent facilement étre déduits sans aucune perte
d’information par ['utilisation de la transformation par secteurs non linéaires a partir de
I’expression analytique du modele non linéaire du systéme.

Remarque 2.1

Les fonctions d’activation peuvent dépendre de [’état x(t), de [’entrée u(t) ou de la sortie y(t).
Cependant, ['utilisation de la commande u(t) comme variable de prémisse conduit a
[’apparition d’'une boucle algébrique pouvant compliquer la synthese du correcteur.

2.3. Obtention des modeles TS

Dans la littérature, il existe principalement trois manieres d’obtenir un modele TS :

e Par identification a partir des données expérimentales des entrées et des sorties
lorsqu’aucun modéle de connaissance non linéaire n’est disponible [Babuska, 1998],
[Gasso et al., 2000]. Cette approche souléve cependant trois problématiques majeures :

()  Le choix approprié des variables de prémisses z(t),

(i) La décomposition de I’espace de fonctionnement du systéme en un nombre de zones
fini,

(iii) la détermination de la structure du multi-modéle et I’identification des paramétres
des sous-modeles.

Ces trois problémes sont rarement résolus simultanément parce qu’ils présentent des degrés
de complexité assez importants. Généralement, les variables de prémisses et les fonctions
d’activation sont définies a priori, 1’identification consiste alors a déterminer les paramétres
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2 Sur les systéemes de Takagi-Sugeno

des sous-modeéles par minimisation de I’erreur de modélisation. Le lecteur intéressé trouvera
dans la thése [Orjuela 2008] un état de 1’art complet sur I’identification des multi-modeles.

e Par linéarisation d’un modéle non linéaire autour d’un ensemble de points de
fonctionnement [Johansen et al., 2000], [Tanaka & Wang, 2001]. La qualité de
I’approximation du modeéle non linéaire dépend fortement du choix de ces points ainsi que
des fonctions d’appartenance. Néanmoins, il n’existe pas de méthode systématique pour les
déterminer.

Le développement de Taylor au 1* ordre du modele non linéaire (2.1) autour des points de
fonctionnement (xi,ui), pour i=1,...,7 aboutit au modéle suivant

X(t) :ihi(z(t))(Ax(tH Bu(t)+ f,),

r (2.8)
y(t) =Zhi(2(t))(CiX(t)+ Du(®)+g;),
ou
(o (ot (29 (29
A - (ax j(xi Uj) ’ Bi - (6U j(xi i) ,Ci (ax j(xi,ui) , Di (au j(xi,ui) ’ (29)
fi=f06.u)—AX -Bu,, g, =9(x,u)-Cx —Du,. (2.10)

Dans le cas ou les points de linéarisation ne sont pas des points d’équilibre du modéle non
linéaire, les termes constants fi et gi apparaissent dans le développement de Taylor ce qui rend
I’analyse de stabilité ou la synthése de loi de commande moins évidente.

e Par réécriture polytopique ou décomposition en secteurs non linéaires [Tanaka et al.,
1998], [Morere, 2001] : Cette approche utilise la transformation polytopique convexe des
termes non linéaires. Elle permet d’obtenir un modele TS représentant exactement le
systeme non linéaire dans un compact de 1’espace d’état.

Dans ce manuscrit, la majorité des modeles TS utilisés sont issus de la transformation par
secteurs non linéaires. Cette derniére est détaillee dans la section suivante.

2.4. Transformation par secteurs non linéaires

La transformation par secteurs non linéaires repose principalement sur le lemme suivant :
Lemme 2.1 [Morére, 2001]

Soit f(x(t),u(t)) une fonction continue et bornée sur le domaine D = [xg,x1] X [ug, u;] @
valeurs dans R, avec x,, x; € R", uy, u; € R™. Alors il existe deux fonctions

F [ %0, % ]%[Ug, 1 | [0,1] (1 =1,2)

(x(®),u(®)) = F (x(1), u()

avec F (x(t),u(t))+F,(x(t),u(t)) =1 telles que

f (x(),u(t)) = F(x(t),u(t)).h +F,(x(t),u(t).h,, (2.11)

pour tout hy = max, ,eplf (x,u)} et h, < min,,cp{f(x,u)}. Les fonctions F1 et F2 sont
définies par
20



2 Sur les systéemes de Takagi-Sugeno

F(x(0),u(®) = (X(trll g(rt])) —h

_h— f(x(®),u()
R (X u®) = F T

De maniére générale, on choisit

hl = maxx,ueD { f (X! U)},

h, =min,_ ., { f (x,u)}.

Remarque 2.2

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

1l est évident que la décomposition en secteurs non linéaires n’est pas unique. Différents
modeles TS peuvent étre obtenus pour un seul modéle non linéaire selon les variables de
prémisses choisies. De plus, le nombre de sous-modeles est relié exponentiellement au

nombre p de variables de prémisse r=2°.

Remarqgue 2.3

Si les non-linéarités sont bornées sur ['ensemble de [’espace d’état, le modele TS représente
exactement le systtme non linéaire ; la décomposition en secteurs non linéaires est dite
globale. Si au moins une non-linéarité n’est pas bornée, le modéle TS représente localement
le systeme non linéaire sur un espace compact. Dans ce cas, la decomposition en secteurs non

linéaire est locale (Figure 2.2).

flz) fzs flz) fz

I

Fig.2.2. Secteurs non linéaires (global a gauche, local a droite).

Exemple 2.1

Soit le systeme non linéaire suivant

{Xi(t) ==X (1) + X, () sin(x, (1)),
%, (£) = X, ()X () — 3%, (1) + (2 +sin(x, ())u D).

La premiere étape consiste a écrire le systeme précédent sous forme quasi-LPV

. {—1 sin(xl)} {
X = X+ _
XX -3 2+sin(x,)

oux =[x; x,]7.

}u = A(X)x+ B(x)u.

(2.16)

(2.17)
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2 Sur les systéemes de Takagi-Sugeno

On définit I’ensemble des variables de prémisse V, = {z;, z,}
7,(x) =sin(x,), (2.18)
2,(X,) = %;. (2.19)

Dans une 2°™ étape, on applique la Transformation Polytopique Convexe définie dans le
Lemme 2.1 & chaque variable de prémisse z;(x(t)) (j = 1,2) pour x; € [, 7] et x, € [0,1].
On réalise alors pour chaque variable de prémisse une décomposition en deux parties

Zl(xl) = Fl,l(zl)zl,l + Fl,z(zl)zl,Z’ (2-20)
Z, (Xz) = Fz,l(zz)zz,l + Fz,z(zz)zz,zv (2-21)
ou
z.(x)-z,
Fj,l(zj) = ; _7 12 )
il i2
z.,-2.(x)
Fj,z(zj) e Fj,Z(Zj)
R W

On choisit par exemple
z.,=max, 1z.(x);,
o 12,00} (2.22)
z,, =min, {z,(x)}.

Les matrices A(x) et B(x) sont ensuite évaluées en prenant en compte les équations (2.20) et
(2.21) :

-1 z(x) -1 z -1 z
A(z,,2,) :{ 1% }: Fl{ 1’1i|+ Fly{ 1’2] (2.23)
2,(x) -3 2,(%) -3 2,(,) -3
-1 z -1 z -1 z -1 z
N B [N D) Y | W Bl
(2.24)
B 0 F 0 F 0 (2.25)
@)=, z(x)| M|2+z, PR Z, | '
Ce qui revient a écrire
0 0 0 0
B(Zl) = I:l,1|:2,l 2_'_2111 + Fl,lFZ,Z 2+Zl’l + I:1,2F2,l 2_'_2112 + I:l,ZFZ,Z 2_'_2112 ' (226)
Une représentation TS du systéme (2.16) est alors donnée par
4
x=> h(z)(Ax+Bu), (2.27)
i=1
ou
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2 Sur les systéemes de Takagi-Sugeno

_—ll _—11 _—l—l _—llB_B_OB_B_O
oo Sl el Iy e faeeel)
hl(z) = F1,1F2,1’ hz(z) = F1,1F2,2’ h3(Z) = I:1,2|:2,1’ h4 (Z) = F1,2F2,2-

2.5.Analyse de stabilité des systemes TS

L’analyse de la stabilité des systéemes TS est principalement basée sur 1’approche de
Lyapunov (voir Annexe A) ou les conditions de décroissance de la dérivée temporelle d’une
fonction positive sont recherchées. La plupart des problémes d’analyse et de synthése sont
exprimés sous forme de contraintes LMIs (Voir Annexe B) portant exclusivement sur les
sommets des polytopes ce qui conduit a des conditions suffisantes et non nécessaires.

Soit le systeme TS autonome suivant
X(t) = Y h (Z(E)AX(). (2.28)
i=1

2.5.1. Stabilité quadratique

Considerons la Fonction de Lyapunov Quadratique (FLQ)
V(x) = x"PX, (2.29)

ou P € R™™ est une matrice symétrique définie positive dite matrice de Lyapunov.

Le systeme TS est globalement asymptotiquement stable si V (x) <0, c'est-a-dire
V(x) = Sym(xT P)‘()z X' (Zhi(z)Sym(PA )jx<0. (2.30)
i=1

La négativité de chacun des termes de la somme est une condition suffisante a la négativité de
la somme, les fonctions d’activation h;(z(t)) étant positives.

Lemme 2.2 [Tanaka & Sugeno, 1992]

Le modéle TS (2.28) est globalement asymptotiquement stable s’il existe une matrice P=P™>0
telles que les LMIs suivantes sont vérifiées pour i € {1, ..., 7}

AP +PA <0. (2.31)

Rappelons que le Lemme 2.2 ne fournit que des conditions suffisantes car les inégalités (2.31)
ne font apparaitre aucune information sur les fonctions d’activation h; ((t)) . De plus, il s’agit
de trouver une matrice P commune satisfaisant simultanément les r LMIs, ce qui conduit a un
certain conservatisme. Plusieurs travaux qui ont suivi ont eu pour but de réduire le
conservatisme des conditions proposées par [Tanaka & Sugeno, 1992], on peut citer les
travaux de [Blanco et al., 2001], [Tanaka et al., 2003] et [Feng, 2006] qui considerent des
fonctions de Lyapunov polyquadratiques encore connues sous le nom de fonctions de
Lyapunov floues (FLF : Fuzzy Lyapunov Function) et qui font 1’objet de la section suivante.

2.5.2. Stabilité non quadratique dépendant des dérivées temporelles des
fonctions d’activation

23



2 Sur les systéemes de Takagi-Sugeno

Soit la Fonction de Lyapunov Non Quadratique (FLNQ) suivante

V(x)=x" (Zr: h (z)Pijx =X"P,x. (2.32)

i=1

La fonction (2.32) possede la méme structure que le systéme TS analysé ; les variables de
décision P; sont pondérées via les fonctions d’activation hi(z) ce qui donne plus de flexibilité
réduisant dans une certaine mesure le conservatisme des contraintes LMIs.

La dérivée temporelle de la FLNQ est

V(x)=x" (Sym(PhAh)+ P,) x (2.33)
Le systéme TS (2.28) est stable si

Sym(R,A,)+P, <0. (2.34)

Dans I’inégalité précédente, on remarque 1’apparition des dérivées temporelles des fonctions

)

d’activation hi(z) dans le terme B, = h(z)P ce qui entraine la perte de la propriété de
i=1

convexité. Pour remedier a ce probleme majeur, plusieurs solutions ont été proposées. Une

premiére approche présentée par [Tanaka et al., 2003] consiste a supposer que les bornes des

dérivées temporelles des fonctions d’activation sont connues :

A z0)] < . (2.35)

Ainsi, I’analyse de la stabilité non quadratique des systémes TS aboutit aux conditions LMIs
énoncées par le lemme suivant :

Lemme 2.3 [Tanaka et al., 2003]

Supposons que
A, @) <0, (2:36)

OlUg, >0. Le systéme (2.28) est stable s’il existe ¢;,,,...,¢, tels que

P>0, i=12,..,r, (2.37)
Z;(pppp+%{AjTPi+PiAj+ATPJ-+PJ-A}<O, i<j. (2.38)
p

Dans le méme article, les auteurs proposent de relaxer les conditions de stabilité du Lemme
2.3 en considérant la propriété suivante :

Zr:lﬁp(z(t)) =0, WVz(t). (2.39)

Lemme 2.4 [Tanaka et al., 2003]

Supposons que
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h,z®)|<p, p=1..r-1 (2.40)

Le systeme (2.28) est stable s’il existe @, ®;,...,0,_; tels que

P,..P >0, (2.41)
P>P, p=12,.r-1 (2.42)
r-1 1 ) .
Z;¢p(Pp—F1)+E{A}F>i+RAj+ATPJ.+PJ.A}<0 i<j. (2.43)
p

Présenté par [Mozelli et al.,2009] , le Lemme 2.5 permet de réduire le conservatisme des
conditions de stabilité précédentes en introduisant une variable supplémentaire X :

Lemme 2.5 [Mozelli et al.,2009]

Supposons que || < @y, k € {1,...,7}. Le systéme (2.28) est stable si les LMIs suivantes
sont satisfaites

-1 o
5 LARRA AR 1RA) <O, 5] 249

ot P, => g (R +X), ¢ sont des scalaires et X = X
k=1
Il est important de noter que les résultats précédents ne permettent pas d’aboutir a des
conditions de stabilité globales. La dérivée des fonctions d’activation peut se mettre sous la
forme
o O (2(D)

h (z(t)) = Z 2(t) 0 (2.47)

Imposer une borne a ﬁi (z(t)) revient donc & borner Z(t) ce qui conduit & restreindre le

domaine de validité du systeme TS dans lequel la stabilité est garantie (communément appelé
domaine d’attraction).

2.5.3. Stabilité non quadratique indépendante des dérivées temporelles des
fonctions d’activation

Afin d’éviter les inconvénients des Fonctions de Lyapunov Floues, une autre alternative
consiste a utiliser des Fonctions de Lyapunov sous forme d’Intégrale Curviligne (FLIC ou
Line Integral Lyapunov Function en anglais) ne faisant plus apparaitre les dérivées des
fonctions d’activation dans les conditions de stabilité [Khalil, 2002]

Vixt=2 | T)dy. (2.48)

'(0,x(t))
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['(0,x(t)) est une trajectoire quelconque de I’origine a 1’état actuel X(t). Y € R™ représente un
vecteur de déplacement fictif et diy est un vecteur de déplacement infinitésimal.

Pour que la fonction (2.48) soit une fonction de Lyapunov, il faut que I’intégrale curviligne
soit indépendante du chemin parcouru [Rhee and Won, 2006]. Ainsi, une condition nécessaire
et suffisante pour vérifier I’indépendance du chemin de (2.48) est donnée par le lemme
suivant

Lemme 2.6 [Zill and Cullen, 2000]

Soit f(x) = [fi(x) ... fu(x)]T. Une condition nécessaire et suffisante pour que V(x(t)) soit
indépendante du chemin est
. of
ag(x) B Y ] (2.49)
X - g

] 1

En se basant sur ce lemme, les auteurs [Rhee and Won, 2006] ont démontré que la FLIC
(2.48) est indépendante du chemin parcouru en choisissant f(x) comme suit

f(x)= Zr:hi(x)Pix, (2.50)

ou P; € R™™ est une fonction symétrique définie positive donnée par

P=P+D, >0, (2.51)
0 Py - Pn

po| Pz O o Panl (2.52)
Pn Popn - O
dit 0 ... 0

D; = (.) dzsziz 0 : (2.53)
0 0 . dm

Remarque 2.4 [Cherifi, 2017]

Il est important de noter que les éléments diagonaux de (2.53) sont alternés en fonction des
regles Si-Alors, réécrite dans [Rhee and Won, 2006], sous la forme

Ri :Si (z1(t) estM{ et ...et (zi(t) estM ™) et ...et (zp(t) estM;?)

Alors x(t) = AX(t)+Bu(t), Viedl,...r}.

Si une variable de prémisse appartient au méme ensemble flou de différentes régles, alors les
éléments de la diagonale liés a cette variable seront égaux.

De plus, cette structure ne peut étre employée pour les systémes non linéaires dont une ou
plusieurs non- linéarités dépendent de plusieurs variables de prémisse.

Les premicres conditions de stabilit¢é d’un systétme TS autonome utilisant une FLIC sont
énoncées par le lemme suivant
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Lemme 2.7 [Rhee and Won, 2006]

Le systeme (2.28) est asymptotiquement stable s’il existe des matrices P, D; et X >0
satisfaisant

P=P+D, >0, (2.54)
PA+AP+(s-1)X <0, (2.55)
PA+APR+PA+AP -2X<0,i<]j. (2.56)

Pouri,j=1,..,retl<s<r.
s est le nombre maximal de regles floues actives simultanément.

2.6. Stabilisation des systémes TS
2.6.1. Loi de commande PDC

La premiére loi de commande développée pour les systemes TS est la loi de commande par
compensation distribuée parallele (ou PDC pour Parallel Distributed Compensation)
introduite par [Wang et al.,1996]. Cette commande par retour d’état non linéaire posséde les
mémes fonctions d’activation que le systeme TS et est définie comme suit

U() = YR (2K X = K X0, (2.57)

K; € R™™ sont les matrices des gains de retour d’état de chaque modéle local. La synthése
consiste donc a déterminer ces matrices pour que le systeme en boucle fermée ait certaines
performances.

En substituant la loi de commande PDC (2.57) dans le systéme TS (2.7), le systeme en boucle
fermée s’écrit

X(t) = ZZh (z(O)h; 2() (A +BK;)x(t) =(A, +B,K, ) x(1). (2.58)

Le lemme suivant présente des conditions suffisantes de stabilité du systeme (2.58).
Lemme 2.8 [Wang et al.,1996]

Le systeme (2.7) est asymptotiquement stable via la loi de commande (2.57) s’il existe une
matrice X symétrique définie positive et des matrices M; telles que les conditions LMIs
suivantes sont vérifiées

AX +XAT +BM, +MTB' <0, i,je{L...r}. (2.59)

Les gains de la loi de commande PDC sont donnés par
-1
K, =M,X™. (2.60)

Les conditions précédentes étant quelque peu contraignantes, plusieurs schémas de relaxation
ont été proposés dans la littérature (voir §2.8).

2.6.2. Loi de commande non-PDC

Cette commande a été proposée dans I’article [Guerra & Vermeiren, 2004] et est donnée par
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u(t) = (Zr: h (z(t))K, j[i h; (z(t))F, J x(t) = K, F.x(t), (2.61)

ou K; € R™™ et F; € R™™ sont des matrices a déterminer.

En remplacant la loi de commande (2.61) dans I’expression du systeme (2.7), le systéme en
boucle fermée s’écrit alors comme suit

i=1 j=1

x() =Y 3 h 2, (Z(t))(A +BK, [Z h (Z®)F, j Jx(t) =(A+BKF)xXO.  (262)

Les auteurs de [Jaadari et al., 2012] ont proposé des conditions quadratiques de synthése en
utilisant le lemme de relaxation de Finsler.

Lemme 2.9 [Jaadari et al., 2012]

Le modeéle TS (2.7) est globalement asymptotiquement stable via la loi de commande (2.61)
s’il existe € > 0 et des matrices P = PT > 0, Kjet Fj, i € {1,...,7} telles que les conditions
suivantes sont vérifiées

I <0, Vie{l,..,r}, (2.63)
&Fn +T, +T; <0, V(i,J) e{l..r}2i=j, (2.64)
avec
sym(AF, +BK, e
j m(AF, + B (2.65)

F,—-P+&(AF, +BK;) —2¢P
Les conditions (2.63)-(2.64) ne sont pas strictement LMIs car elles dépendent du paramétre e.
Cependant, les auteurs de [Oliveira et al., 2011] ont préconisé de choisir ¢ dans une famille
logarithmique telle que &={10"°,107,...,10°,10°} afin d’éviter une recherche exhaustive de
solutions faisables.

Dans le contexte des fonctions de Lyapunov non quadratiques dont la dérivée temporelle
dépend de la dérivée des fonctions d’activations hi(z(t)) et en supposant qu’il existe des

scalaires ¢, tels que, Vke{l,...,r},‘hk(z(t))‘«pk,Ie lemme suivant a été proposé dans
[Tanaka et al., 2003].
Lemme 2.10 [Tanaka et al., 2003]

Supposons qu’il existe @, tels quere{l,...,r},‘hk(z(t))‘<(pk. Le systeme (2.7) est

localement asymptotiquement stable par la loi de commande (2.61), avec Fj=Pj, s’il existe des
matrices symétriques P;>0 telles que les conditions suivantes sont satisfaites avec :

Sym(APj+Bin)—er:(kak <0. (2.66)
=1

Comme nous ’avons mentionné précédemment, les conditions données par le Lemme 2.10 ne
garantissent que la stabilit¢ locale dans un espace d’état restreint appelé « domaine
d’attraction ». Ainsi, plusieurs travaux ont porté sur la stabilisation locale et I’estimation du
domaine d’attraction, citons a titre d’exemple [Guerra et al., 2012], [Lee et al., 2012].
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2.7. Synthese d’observateurs pour les systemes TS

Dans cette section, nous rappelons les principaux résultats concernant la synthése
d’observateurs pour les systemes TS, nous nous concentrons principalement sur ceux dont les
variables de prémisses ne sont pas mesurables. Considérons pour cela le systéme TS suivant

K0 = Y (20) (AX(O +Bu®), (2.67)
y(t) =Cx(t). (2.68)

Le multi-observateur de type Luenberger [Luenberger 1971] est le plus étudié dans la
littérature, il est défini par

X(t) = éhi ) (AR +Bu(®) + L (y®) - 9(1))) (2.69)
y(©) = Cx(). (2.70)

La synthése des gains de I’observateur L passe par I’étude de la stabilit¢ de l’erreur
d’estimation d’état

e(t) = x(t) - X(t). (2.72)

La dynamique de D’erreur d’estimation d’état €(t) dépend fortement de la connaissance ou

non des variables de décision intervenant dans les fonctions d’activation. On peut distinguer
donc deux cas selon que les variables de premisses soient mesurables ou non.

2.7.1. Observation des systemes TS a Variables de Décision Mesurables (VDM)

Dans ce premier cas, le systéme et I’observateur utilisent les mémes variables de décision ce
qui permet de factoriser les fonctions d’activation lors de 1’évaluation de la dynamique de
I’erreur d’estimation d’état qui s’écrit

(1) = Y0 0) (A - LC)e(®) = (A, - L,C)e(t). (2.72)

La synthése des gains Li de I’observateur nécessite ’analyse de la stabilité du systéme TS
autonome (2.72).

Dans [Patton et al., 1998], I’analyse de stabilité¢ via une Fonction de Lyapunov Quadratique a
mené aux conditions LMIs énoncées dans le lemme suivant :

Lemme 2.11 [Patton et al., 1998]

L’erreur d’estimation d’état converge asymptotiquement vers zéro s’il existe une matrice P =
PT > 0 et des matrices K; telles que les conditions suivantes sont satisfaites

Sym(PA —K,C)<0. (2.73)
Les gains Li de ['observateur sont
L =P'K,. (2.74)
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2.7.2. Observation des systemes TS a Variables de Décision Non Mesurables
(VDNM)

Dans le cas ou les variables de décision ne sont pas accessibles a la mesure, il n’est plus
possible d’écrire la dynamique de I’erreur d’estimation d’état sous forme d’un systéme TS
autonome :

e(t) = Z h(2(t)) (AX(t) + Biu(t))—i h(2(t) (AR() + Bu(t) + LCe(t)). (2.75)

Les auteurs de [Bergsten and Palm, 2000] et [Bergsten et al., 2001] ont proposé des
conditions de convergence de I’erreur d’estimation en se basant sur un observateur du type
Thau-Luenberger [Thau, 1973]. Les fonctions d’activation sont supposées étre de nature
lipschitziennes.

Lemme 2.12 [Bergsten and Palm, 2000]

L’erreur d’estimation d’état entre le systeme et l’observateur converge asymptotiquement
vers zéro, s’il existe des matrices P ,Q , des matrices K; et un scalaire positif y > 0 tels que :

Sym(PA —K,C)<-Q, (2.76)
—-Q+y2l P
{ P _I}<O. (2.77)

Dans [Ichalal, 2009], ’auteur a propos¢ deux méthodes pour la reconstruction d’état des
systémes non linéaires décrits par des modéles TS a VDNM. La premiere approche est basée
sur les hypotheses de Lipschitz. Dans ce cadre, de nombreux travaux ont été menés [Ichalal et
al., 2010] ,[Moodi et Bustan, 2018], [Xie et al., 2019]. La seconde approche fait appel a la
norme L, qui est définie comme suit

Définition 2.1
La norme L, d’un signal s(t) de carré intégrable est définie par

SO, =/ s syet. (2.78)
0

Définition 2.2 (Gain £,)

La norme L, induite d’un systeme est définie par

[y,

SUPju(ty, <0 Ju],

(2.79)

ou u(t) et y(t) sont respectivement les signaux d’entrée et de sortie a énergie bornée, au sens
de la normeH.H2 du systéme considéré. Cette norme est une mesure du plus grand taux
d’amplification énergétique de u(t) sur y(t).

Afin de mettre a profit 'approche £L,, le systeme observé dont les fonctions d’activation sont

non mesurables (fonction des états du systeme) est réécrit sous forme pseudo-perturbée ou
pseudo-incertaine.

Approche par pseudo-incertitudes bornées

Considérons le systéeme TS dont les fonctions d’activation dépendent de I’état X(t)
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X(t) = Z h (x(1)) (AX(t) + Bu(b)), (2.80)
y(t) =Cx(t). (2.81)

Le systéme précédent peut étre réécrit sous la forme suivante
X(0) = [0 (10) (AX(O + Bu(®) + (h, (<) ~ h, RO)) (AXO) + Bu(®))] (2.82)

Les matrices suivantes sont alors définies

BAW® = Y (h ()~ h (R()) A = AT, (O, (2.83)
AB(1) = X (R (x(0) ~h (R(1))) B, = BE, (O, (2.84)
ou
Sl 0
A=[A - Al Z.=| ¢ . ¢ |,E.=[I, - I,].B=[B, - B]
0 - 81
Sl 0
TM=| i . L Ee=[l, - 1] .80 =h0)-h(R).
0 - &SI

Grace aux propriétés de convexité des fonctions d’activation, on peut écrire —1<5;(t) <1. Ce
qui permet de borner les termes incertains comme suit

a0z, <1, (2.85)
Tz () <. (2.86)
Le systeme (2.80) devient alors

X(0) = Y RO) (A + SAD)X() + (B, + ABO)U(D) (2.87)

Le systeme TS a variables de décision non mesurables (2.87) se résume alors a un systeme
incertain a variables de décision connues.

La dynamique de I’erreur d’estimation d’état est ainsi donnée

e(t) = Z h (X)) ((A — LC)e(t) + AAR)X() + AB()U(L)). (2.88)

T
En definissant le vecteur e, (t) = [eT t) x' (t)] , On obtient le systéme augmenté suivant

31



2 Sur les systéemes de Takagi-Sugeno

6,0 =33 h (RO, (x(0) (A, Ve, ) + B, Ou(), (2.89)
ou

_ @, AAM) | _ AB(t)

Aj(t){o A },Bj(t){ B },cpi:A—LiC. (2.90)

La dynamique de I’erreur d’estimation d’état dépendant de ea(t) et u(t), le probleme de
synthése de I’observateur (2.69) revient a calculer des gains L pour que

e les matrices Ai-LiC soit stables,
e [’erreur ea(t) soit le moins sensible a u(t).

Lemme 2.13 [Ichalal, 2009]

Le systeme (2.89) est stable et le gain £> du transfert de u(t) vers ea(t) est borné par y, s’il
existe deux matrices symétriques définies positives P et P2, des matrices Ki, et des scalaires
positifs l2, Azety tels que les LMIs suivantes sont vérifiées Vi, j € {1,...,7}

v, 0 0 PA  PB]
0 AP+PA+4ELE, P,B, 0 0
0 BjT P, —7I+AEE, O 0 |<0, (2.91)
AP, 0 0 -1 0
| B'P, 0 0 0 -4l
ou
w; =Sym(RA —K,C) +1. (2.92)
Les gains de l’observateur sont calculés par
L =P'K,. (2.93)
Le taux d’atténuation y est obtenu par
y =7 (2.94)

La preuve de ce lemme est principalement basée sur la condition de synthese proposée dans
[Boyd et al., 1994] assurant la convergence de ea(t) vers zéro et la bornitude par y du gain £
du transfert de u(t) vers ea(t)

V (e, (1) +e; (t)e, (t) — y2u(t)" u(t) <O. (2.95)
Approche par pseudo-incertitudes constantes

Considérons le systeme TS suivant

K(©) = YN (CO)(AX® + BU(), (2.96)

Y0 = S (KONCXO+ DD, 2.97)
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r
On ajoute et on soustrait le terme 3 h; (X(t))(Ax(t) + Bu(t)) a I’équation (2.96)

i=1

X(0) = YR RONAXD + Bu®) + 3 (,(x(t) ~ h, RONAX) + Bu(). (2.98)

Gréce a la propriété de somme convexe, I’équation suivante est vérifiée

r

> (B (X() - B (X)) X, = Z h (O (RO, —X,) = Zh (XADh, (KOIAX,.  (299)
L’équation (2.98) peut s’écr;e sous la forme équivalente :

X(t) = Z h (K, (RAD(A, +AA)X(E) + (B, +ABy (D). (2.100)
La sorﬁ;—du systéme peut s’écrire de la méme maniére

y(t) = ;r:l h (x(t))h, (XE)((C, +AC, )x(t) + (D, +AD, u(t)). (2.101)

Le systeme (2.100)-(2.101) est décrit sous forme incertaine dont les incertitudes sont
parfaitement connues et constantes.

L’observateur proposé est de la forme

X(t) = Z h (x(@)h; (RO)(AX(E) + Bju () + L; (y(t) - y(1))), (2.102)
y(©) = Z h (x@)h (XO)CX() + Du (D). (2.103)

La dynamique de I’erreur d’estimation d’état s’exprime alors comme suit

e(t) = Z h, (x(t))h; (X)) (X(E)(DP je(t) + Ty X () + Sy u(t)), (2.104)
ou
@, =A-LC,

rijk = AAj - LjACik’
Sijk = ABij — LjACik.

T .
On considére I’état augmenté >~<:[e(t)T x(t)T] . Le systéme augmenté suivant est alors

défini

X0 = 2 b, (R, () (M, %) + Bu), (2.105)

A {q)'k 1_‘i'k:| o3 {Si'k:|

M, =| % "™ B, =% (2.106)
: o Al'™ |B

Lemme 2.14 [Ichalal, 2009]
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L’erreur d’estimation d’état (2.105) converge asymptotiquement vers zéro et le gain Lo du
transfert de u(t) vers e(t) est borné s’il existe des matrices symétriques et définies positives P1
et P,, des matrices Ki; et un scalaire positif y tels que les conditions suivantes sont vérifiées

lek ®ijk lPijk
O X, BB |<0,
¥ B'P, -7l

ou

Xy = AJTI:;+ PA —K,C, —C,IKJ.T +1,
X, =A'P,+P,A,

0O, = RAA; —K,AC,,

¥y = RAB; —K;AD,.

Les gains de l’observateur sont

L, = PK i

Le taux d’atténuation est

y =7

Approche par pseudo-perturbation

Le systeme TS défini par les équations (2.96)-(2.97) peut étre reécrit comme

() = X R KONAXO+BU® + 1)

YO = > h(KO)CKO + DV + 0, 1),
avec

() = X (h(x(0) - R (RO))(AXO + BuE),

o, (t) =§(hi (X(1)) — (X)) (Cx(B) + Du(t) ).

La dynamique de I’erreur d’estimation d’état est donnée par

et) = Zr:ihi (x(O); RO)(A —LC))e(t) + (1) - Lo, (1)),

i=L j=1

Lemme 2.15 [Ichalal, 2009]

(2.107)

(2.108)

(2.109)

(2.110)

(2.111)

(2.112)

L erreur d’estimation d’état (2.112) converge asymptotiquement vers zéro et le gain L, du

transfert de w(t) = [a)lT () a); (t)]r vers e(t) est borné par y s’il existe une matrice symétrique
définie positive P, des matrices K; et un scalaire y tels que les LMIs suivantes sont vérifiées
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AP+PA-KC,-CIK] P K,

P -71 0 |<0. (2.113)
—KT 0 -7l

Les gains de l’observateur sont

L =P'K,. (2.114)
Le taux d’atténuation est

y =7 (2.115)
2.8. Réduction du conservatisme des conditions de synthese des systémes TS

Les problemes d’analyse et de synthése de correcteurs ou d’observateurs se réduisent souvent
a garantir la négativité d’'une matrice polytopique du type

X, = Zr:ihi(z(t))hj(z(t))xij <0. (2.116)

i=L j=1

Pour assurer la négativité de la somme Xnn, I’approche la plus simple consiste a imposer la
négativité de chaque terme Xj pour i,j€{1,...,r}. La seule propriété des fonctions d’activation
utilisée est leur positivité, une grande partie de I’information est donc perdue. Les conditions
de stabilité sont seulement suffisantes et non nécessaires. De plus, le probleme de co-
négativité des différents termes conduit dans la plupart du temps a des contraintes LMIs tres
conservatives. Dans ce contexte, plusieurs schémas de relaxation ont été proposés dont les
plus connus sont présentés par les lemmes suivants.

Lemme 2.16 [Tanaka et Sano, 1994]
Pour i,j € {1,2,...,7},Vh; > 0,Vh; > 0, la condition (2.116) est veérifiée si les conditions
suivantes le sont

{Xii <0 pour i =12,...r,

o o (2.117)
Xij+Xji <0 pouri,j=12,..,reti<j.

Lemme 2.17 [Tuan et al., 2001]

Pour i,j € {1,2,...,7},Vh; > 0,Vh; > 0, la condition (2.116) est vérifiée si les conditions
suivantes le sont

X, <0 pour i=12,..,r,

2 - - (2.118)

— X+ X +X. <0 pouri,j=12,.,retl<i=|<r.

r—1 i ij ji
Lemme 2.18 [Liu and Zhang, 2003]
L’inégalité (2.116) est vérifiée s’il existe des matrices Yii et Yi=Y;i' pour i,j € {1,2,...,7}
telles que les inégalités suivantes sont vérifiées
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Y11 Y12 Y1r
Y. Y. Y.
a Y Yl
le Yr2 Yrr

2.9.Conclusion

Issue de la logique floue, les multi-modeles de Takagi-Sugeno ont connu un intérét
grandissant chez les automaticiens comme outil permettant d’exprimer le comportement non
linéaire des systémes par une interpolation de modeéles linéaires autour de plusieurs points de
fonctionnement. Ces multi-modeles peuvent étre obtenus de trois maniéres différentes : par
linéarisation autour de points de fonctionnement judicieusement choisis, par identification a
partir de données expérimentales ou par décomposition en secteurs non linéaires. Cette
derniére n’est pas unique pour le méme systeéme non linéaire ce qui peut conduire a des
résultats différents en analyse et en synthese.

Les résultats d’analyse de stabilité et de synthése de correcteurs ou d’observateurs se basent
principalement sur le choix d’une fonction de Lyapunov (quadratique ou non) aboutissant
généralement a la résolution de conditions LMIs qui sont seulement suffisantes car seules les
caractéristiques de positivité et de somme unitaire des fonctions d’activation sont prises en
compte.

Quelques résultats importants sur la synthése de commandes PDC et non PDC stabilisantes
ont été présentés dans le cadre quadratique et non quadratique. Dans le contexte de la
synthése d’observateurs, on s’est surtout intéressé¢ aux modeles TS a Variables de Décision
Non Mesurables.
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3.1.Introduction

Ce troisiéme chapitre est consacré a I’étude et a la synthése d’observateurs pour les systemes
non linéaires décrits par des modeles de Takagi-Sugeno a Variables de Décision Non
Mesurables (VDNM).

Notre choix s’est porté sur les modeles TS a VDNM car ils présentent un certain nombre
d’avantages, a savoir :

e Une représentation exacte du systeme non linéaire étudié,

e la description d’une large classe de systémes non linéaires,

e la possibilité d’utiliser un seul modele TS dans la conception de bancs d’observateurs pour
la localisation des défauts actionneurs et capteurs,

e I’amélioration de la sécurité de transmission dans le cadre du cryptage basé sur les multi-
modeles chaotiques [Cherrier et al. 2007].

L’observation des systemes TS & VDNM a connu un intérét certain ces vingt dernieres années
[Ichalal, 2009], [Nagy-Kiss, 2010], [Bezzaoucha, 2013], [Srinivasarengan, 2018]. Elle reste
un domaine de recherche encore ouvert et toujours d’actualité.

Dans [Yoneyama, 2009], la synthese de filtres stables permettant I’estimation de 1’état du
systéme et la minimisation de I’effet des perturbations sur I’erreur d’estimation d’état est
proposee. Les auteurs de [Ichalal et al., 2011] ont utilisé le théoreme de la valeur moyenne
pour la synthése d’un observateur proportionnel. La méthode proposée a ensuite été étendue a
’atténuation des perturbations par 1’analyse de gain £,. Un controleur H., robuste basé sur un
observateur a été synthétisé dans [Asemani et Majd, 2013]. Les conditions suffisantes de
stabilité exprimées sous forme de LMIs ont été démontrées en utilisant le lemme de Finsler.
Les auteurs de [Moodi et Farrokhi, 2014] ont développé un contrdleur basé sur un observateur
en tenant en compte des contraintes sur I’entrée. De plus, une fonction de Lyapunov floue a
été utilisée afin de réduire le conservatisme des conditions de synthése. Un observateur
adaptatif a été développé dans [Liu et al., 2018] pour estimer 1’état du systéme et les défauts
actionneur en présence de perturbations.
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

Dans [Vu et Do, 2019], une nouvelle méthode de synthése d’observateur pour les systémes
TS incertains a été examinée. La reconstruction des états et des défauts en présence
d’incertitudes a été possible grace a un observateur a entrées inconnues. De plus,
I’observateur ne nécessite pas la connaissance des bornes des incertitudes

La synthése d’observateurs que nous proposons de développer se base principalement sur la
notion de D-stabilité [Chilali et al., 1999]. Cette derniére permet une meilleure maitrise de la
dynamique des observateurs synthétisés en placant les valeurs propres des matrices liées a la
dynamique de I’erreur d’estimation d’état dans une région LMI spécifique.

Dans la section 3.2, nous présentons la problématique de synthése d’observateurs pour la
classe de systemes non linéaires décrits par des modeles TS a VDNM.

La section 3.3 est dédiée a I’estimation d’état sous contraintes de D-stabilité. En premier lieu,
un multi-observateur proportionnel du type Luenberger basé sur le concept de D-stabilité et
sur I’analyse de gain £, est examiné. Ensuite, le lemme de Finsler est utilisé afin de réduire
le conservatisme des conditions de synthese obtenues en introduisant des degrés de liberté
supplémentaires. Enfin, un multi-observateur proportionnel basé sur les conditions de
lipschitz est introduit. Ce dernier utilise un retour de sortie supplémentaire dans ses fonctions
d’activation afin d’éliminer I'influence des constantes de lipschitz sur les conditions de
synthese.

Dans la section 3.4, on examine la synthése D-stable d’observateurs pour 1’estimation d’état
et des entrées inconnues. Dans un premier temps, les résultats obtenus dans la section 3.3 sont
généralisés a la synthése d’observateurs PI et PMI. Finalement, un observateur D-stable
permettant 1’estimation simultanée des états et des défauts actionneurs est présenté.

3.2.Position du probleme

Dans cette section, nous exposons les principales problématiques abordées dans ce chapitre en
définissant les différents objectifs a atteindre.

Partie I : Estimation d’état des systemes de Takagi-Sugeno a Variables de Décision
Non Mesurables

o Synthese d’'un multi-observateur proportionnel

On considére les systémes non linéaires décrits par le multi-modéle TS a VDNM suivant

()= 3" h (xO)(AX() + Bu(t)
i=1
y(t) = Cx(t),

3.1)

ou x(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ représente le vecteur des entrées et y(t) € RP
est le vecteur des sorties mesurables. A; € R™™ sont les matrices d’état, B; € R™*™
représentent les matrices d’influence des entrées et C € RP*™ est la matrice d’observation ou
de sorties. r est le nombre de sous-modéles. Les fonctions d’activation h;(x(t)) dépendant de
I’état vérifient la propriété de somme convexe
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

0<h(x(t) <1

Zr:hi(x(t)) =1,Vie{l..r} (3.2)

Hypothése 3.1

Les paires (Ai,C) sont supposées observables.

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser a la synthése d’un multi-observateur
proportionnel de type Luenberger donné par

(0= 3 h (RO)ARE) +Bu(®) + L (yO - 1) 3
i=1 .
J(t) = CA(®),

ou X (t) représente le vecteur d’état estimé. Les matrices de gain L; sont déterminées de telle
sorte que I’erreur d’estimation d’étate(t) = x(t) —X(t) converge vers zéro avec une dynamique
prédéfinie par un placement des valeurs propres des matrices locales (Ai-LiC).

La dynamique de ’erreur d’estimation d’état s’€crit
e(t) = Zhi (x@O)(AX(®) +Bu(t)) —Zl: hy (X)) (AX(R) + Bu(t) + L (y(®) - §(©)))- (3.4)

Nous remarquons que les fonctions d’activation du systeme (3.1) et celles de 1’observateur
(3.3) dépendent de variables différentes x(t) et X(t). Afin d’analyser la stabilité du systéme

(3.4), on se propose de réécrire le systeme (3.1) sous forme pseudo-perturbée ou pseudo-
incertaine dont les fonctions d’activation dépendent de 1’état estimé X(t) .

Les objectifs de synthése du multi-observateur (3.3) peuvent étre résumés par les points
suivants

() Placement des valeurs propres des matrices locales (Ai-LiC) dans une région LMI bien
définie (D-stabilite),

(i) Minimisation de I’effet des variables de décision non mesurables sur I’erreur d’estimation
d’état en utilisant I’approche £,,

(iii) Réduction du conservatisme des conditions de D-stabilité proposees en se basant sur le
lemme de Finsler.

o Synthese d’'un multi-observateur proportionnel lipschitzien

Nous proposons, pour le systéme (3.1), la synthése d’un observateur de type Luenberger
utilisant un retour de sortie supplémentaire dans ses fonctions d’activation comme suit

R(t) = éhi (Z(E)(ARQE) + Bu(t) + L (y(t) - (1)),

2(t) = HX(t) + K(y(t) - (1)), (3.5)
§(t) = CX(0).
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

Les fonctions d’activation hi(z(t)) sont supposees lipschitziennes et les variables de prémisse
sont de la forme z(t)=Hx(t).

Les gains de l’observateur Li et K sont calculés pour que la dynamique de I’erreur
d’estimation d’état soit D-stable et pour éliminer I’influence des constantes de lipschitz sur les
conditions de synthése.

Partie Il : Estimation d’état et des entrées inconnues des systémes de Takagi-Sugeno
a Variables de Décision Non Mesurables

o Synthese de multi-observateurs PI et PMI

Dans ce cas, on suppose que le systéme est soumis au vecteur d’entrées inconnues d(t)
influant sur les états du systéme et sur sa sortie a travers les matrices E; et G

x(t) = 3 h (\)(AX(t) + Bu(t) + Ed (1)),
i=1
y(t) = Cx(t) + Gd(t).

(3.6)

Nous proposons de développer des observateurs Proportionnel Intégral (P1) et Proportionnel
Multi-Intégral (PMI) basés sur la D-stabilite et le lemme de Finsler. Ces observateurs
permettent I’estimation simultanée des états du systéme et des entrées inconnues sans recourir
au découplage exact de ces dernieres de I’erreur d’estimation d’état. Comme leur nom
I’indique, les observateurs PI et PMI utilisent une ou plusieurs actions intégrales et se basent
sur certaines hypothéses sur les entrées inconnues mais ne nécessitent pas de contraintes
structurelles comme 1’observateur a entrées inconnues.

o Estimation d’état et des défauts actionneurs

Soit un systeme non linéaire défaillant décrit par le modéle TS suivant

X(t) = X1 0O(AX(D) + Bu() +E; T, (1),
y(t) = Cx(1).

avec fa(t) est le vecteur des défauts actionneur et E; est la matrice de répartition des défauts.

3.7)

Nous proposons de généraliser ’observateur présenté dans [Zhang et al., 2008] aux systémes
TS a VDNM

() = _Zrllhi (@(M(t) +BU®) +E .0+ Ly - V(t))),

) =§hi(2)rKi((y(t)— §(0) + 2(y() - 9(©) (3.8)
§(t) = CX(t).

Les matrices de gains L,/ et Ki de ’observateur sont déterminées de telle sorte a assurer la D-
stabilité des dynamiques des erreurs d’estimation d’état €, (t) = X(t) —X(t) et d’estimation des

défauts e (t) = f,(t)- f,(t).
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

De plus, de nouvelles conditions LMIs permettant de s’affranchir de [’utilisation de
contraintes égalités sont proposees.

3.3.Estimation d’état
3.3.1. Observateur Proportionnel £,

Dans cette partie, nous proposons la synthése « D-stable » du multi-observateur proportionnel
défini en (3.3). Des conditions suffisantes de stabilité sont présentées sous forme d’Inégalités
Matricielles Linéaires.

Selon la réécriture du systéeme TS (3.1), trois approches de synthese sont développées :
Approche par pseudo-perturbation, approche par pseudo-incertitudes constantes et approche
par pseudo-incertitudes bornées.

Mais avant de s’intéresser a la synthése d’observateurs, nous présentons dans la section
suivante quelques définitions et propriétés de base relatives au concept de D-Stabilité.

3.3.1.1. Définitions et propriétés relatives a la D-stabilité

Pour les systemes linéaires et les systemes polytopiques convexes, le concept de D-stabilité
consiste a vérifier si les valeurs propres d’une matrice sont comprises dans une région définie
notée D du plan complexe [Chilali et Gahinet, 1996].

Définition 3.1. (Region LMI) [Chilali et al., 1999]

Un sous-ensemble D du plan complexe est appelé région LMI s’il existe une matrice
symétrique L = [Ly;] € R?*? et une matrice M = [M;] € R?*? telles que :

D ={z € C: fp(z) <0}, (3.9
ou la fonction caractéristique f,(z) est donnée par
fo(z) =L+zM+ z*MT. (3.10)

z* désigne le conjugué de z.

En d’autres termes, une région LMI est une région du plan complexe qui est caractérisée par
une LMI en fonction de z et z*, ou de a = Re(z) et b = Im(z). Les régions LMI sont donc
des ensembles convexes.

Définition 3.2 (D-stabilité) [Chilali et al., 1999]

Soit une région LMI définie par (3.9), un systeme non linéaire x = f(x)x est dit D-stable s’il

existe une fonction de Lyapunov V(x(t)) vérifiant%g—g; €D, ie:

LV (x(t))+ M ®%V'(x(t))+ MT ®%V'(x(t))< 0. (3.11)

Dans la suite, nous considérons les régions LMI définies ci-dessous garantissant des
performances liées a la rapidité, ’amortissement et le colit énergétique.

e Le demi-plan gauche avec un taux de décroissance S pour le critére de rapidité est défini
par les matrices L=2f et M=1. Si on substitue les matrices L et M dans I’inégalité (3.11),
on retrouve la condition de stabilité exponentielle assurant un taux de décroissance S

V(x(t))+ 28V (x(1)) <0. (3.12)
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

e Le secteur conique defini par son apex situé en (o,0) et son angle @ par rapport a 1’axe
imaginaire pour le réglage du facteur d’amortissement. Les matrices définissant cette
région LMI sont

(3.13)

{— 201C0s 60 0 }

cosd
0 —2a.c0s6

sin @
—sin@ cosé |

e Le cercle défini par son centre (-q,0) et son rayon s permettant de considérer le colt
énergétique en évitant un éloignement des valeurs propres dans la partie gauche du plan
complexe. Il est défini par les matrices suivantes

-s q 01
L= M = :
q -S 00
L’intersection des trois régions LMI précédentes prend en considération les performances de
rapidité, d’amortissement et de colt énergétique (Figure 3.1).

(3.14)

s

. >
o Feal iy

Ay A

Fig.3.1. Région LMI usuelle.

Les matrices L et M de cette région sont données comme suit

23 0 0 0 0] 1 0 0 00
0 —2acosé 0 0O O 0 cosd sing 0 O
L=| 0 0 —2acosd 0 O [,M=|0 —sind cosd 0 O (3.15)
0 0 0 -s q 0 0 0 01
| 0 0 0 q -5 0o 0 0 0 0]

Les conditions de D-stabilité sont exprimées en utilisant le produit de Kronecker dont les
principales propriétés sont rappelées ci-dessous.

Propriétés du produit de Kronecker [Graham,1981], [Lancaster et Farahat, 1972]

Soit un scalaire u € R et des matrices A ,B et C de dimensions appropriées. Les propriétés
suivantes sont alors vérifiées

A®(B+uC)=(A®B)+ u(A®C), (3.16)
(A+1B)®C =(A®C)+ u(B®C), (3.17)
(A®C)(B® D) = (AB®CD), (3.18)
(A®B)' =A" ®B', (3.19)
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(A®B)'=A"®B™, (3.20)
|A@ 8], =[Al, B, (3.21)

3.3.1.2. Combinaison de la D-stabilité et de I'approche L,

Dans cette section, nous proposons une condition générique de synthése permettant de
combiner le concept de D-stabilité et la technique £,.

Premiérement, nous modifions I’inégalité (3.11) comme suit
LV (x(t))+M ®%v'(x(t))+ M7 ®%\/(x(t))+ (1y)(I®y)—72(1 ®w")(l ®w) <0, (3.22)

ou w(t) représente une perturbation et y un scalaire positif.
On peut aussi écrire

LRV (x(t))+M ®%v'(x(t))+ M7 ®%\/‘(x(t))< (1Y) +7(1®0" )1 ®w). (3.23)

L’inégalité précédente (3.23) est examinée selon la région LMI prise en compte.

Cas 1 : Demi-plan gauche avec un taux de décroissance

Dans ce cas, L=2p et M=1. L’inégalité (3.23) devient alors

2V (x(1)+V (X)) <—(1 @y ® y) + 72(1 ® 0" )(I ® w). (3.24)
On intégre I’inégalité (3.24) de 0 a T

Tt Tt Tt

f
2 [V (x@®)dt+ [V (x(t)dt <— [(1 @ y")(I ® y)dt + szj(l o' )(l ® w)dt. (3.25)
0 0 0 0

Tt Tt

Le terme 2.3 [V (x(t))dt + [V (x(t))dt étant positif, on aura
0 0

f(| @y ®y)dt<y2f(| ®o" (I ®w)dt. (3.26)

Cas 2 : Cercle défini par son centre (-q,0) et son rayon s

Rappelons que les matrices M et L de cette région sont définies par

L:{_S q }M {O 1} (3.27)
q -5 00
On remplace L et M dans I’inégalité (3.23)
1.
—sV (x(t) gV (x(t)) + =V (x(t)
(1 ‘) 2 (0) <1y ®Yy)+72(1 ®w" ) ®w). (3.28)
VO + VW) —sV(xO)

Lemme 3.1 (Complément de Schur) [Boyd et al., 1994]
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Soient trois matrices constantes M, L et P de dimensions appropriées ou M et P sont
symétriques, alors P>0 et M + LTP~1L < 0 si et seulement si

M L
{L —P}<O' (3.29)

Nous appliquons le complément de Schur au terme gauche de I’inégalité (3.28), ce qui nous
donne

—sV(x(t))+sV ‘l(x(t>)(qV<x(t)) +%V' (x(t))} (qu(t» +§V' (x(t))] <—(10y")(1®y)+r¥(1®a" )1 ®w),

(3.30)
q_z_ ayj i\m _ T 2 T
( < s)V(x(t))+ Sv(x(t))+ 25 V(D) <—(1y)(I1®Y)+7(1 @' )(I ®w). (3.31)
ou encore
q_z_ 9y - T 2 T _i\m
( < s)V(x(t))+ SV(x(t))< (1Y )(I®Y)+7(1 ®w )1 ®w) 1SVO) (3.32)
(q?z— s)\/ (x(1)) +%V'(x(t))< —(1yN)I®Y)+7(1 00" )l ® ). (3.33)
En intégrant I’inégalité précédente de O a Tr, on obtient
(q?z—sj ij(x(t))dH% '[f\/'(x(t))dt <—f(| ®y")(I @y)dt+y2f(| R )(I ® w)dt. (3.34)
0 0 0 0
2 Tt Ty
Si on choisit q > s, le terme (q——sj [V (x(t)) di+ 2 [V (x(t))dt est positif et
S 0 S 0
Ty Tf
[aeyH®y)t<y?[(1®e" )1 ®w)t. (3.35)
0 0

Cas 3 : Secteur conique défini par son apex situé en (a,0) et son angle 6 par rapport
a l'axe imaginaire

L= —2ac0s6 0 M= co_se sme. (3.36)
0 —2a.c0s6 —-sind cosé

Les matrices L et M sont remplacées dans 1’inégalité (3.23)

—2acosV (x(t))+V (x(t))cos @ 0 ~ T , .
{ 0 —2acosV (x(t))+V (x(t))cos @ <oyl ey 1ew)i ®o)
(3.37)
Le complément de Schur permet d’écrire
—2acosV (x(t))+V (x(t))cos8 < —(1 ® y )1 ® y) + (1 ® @' )(I ® w). (3.38)

Encore une fois, on intégre 1’inégalité (3.38) de 0 & Tt

46



3 D-observation des systemes TS a VDNM

Tt Tt Tt

—2acos 6 [V (x(t) it +cose}v'(x(t))dt <-{ey)(I®y)dt+y*[(1®o")(I ®w)dt. (3.39)
0 0 0 0

En choisissant a=0 e 6 de sorte que cos 6 >0, le terme
Tt Tt

—20C0S0 JV (x(t))dt +cos @ J'\/' (x(t))dt est positif, ce qui permet d’avoir
0 0

Tt Tf

[a®yH®y)yt<y2[(1®o')(I ® o). (3.40)

0 0

Sachant que||z(t)||§ = 2" (t)z(t)dt , Iinégalité (3.40) s’exprime comme
0

1@y, <74 ® o, (3.41)
Grace a la propriété du produit de Kronecker (3.21), on peut écrire

Iyl < 7ded,- (3.42)
Le scalaire positif y représente donc le taux d’atténuation entre la perturbation w(t) et la

sortie y(t). Par conséquent, I’inégalité (3.22) garantit la D-stabilité du systéme et la bornitude
du gain £, du transfert de w(t) vers la sortie y(t).

Remarque 3.1

Le taux d’atténuation vy est aussi appelé performance Ho quadratique.

Remarque 3.2

La condition (3.22) peut étre réecrite en ajoutant une matrice de pondération Q>0 comme
suit [Tseng et al., 2001]

L®V (x(t))+M ®%V'(x(t))+MT ®%\/’(x(t))+(| YNNI ®Y) -7 (1 ®0")(l ®w) <0. (3.43)

Dans les paragraphes suivants, nous nous baserons sur I’inégalité (3.22) pour la synthése d’un
observateur proportionnel selon les trois approches citées plus haut.

3.3.1.3. Approche par pseudo-perturbation

Dans cette approche, le terme impliquant la différence entre la fonction d’activation
dépendant de I’état et celle dépendant de son estimé est considéré comme une perturbation
additive bornée w(z).

Le systéme (3.1) peut alors s’écrire comme
X(®) = X RO AX® +Bu(®) + (b)), (3.44)

ol
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o(t) = Zr:(hi (x(t)) — h (X)) XA X(t) + Bu(t)) (3.45)
La dynamique de I’erreur d’estimation d’état est
é(t) = (A, —L.Cle(t) + (t). (3.46)

Hypothése 3.2

Le systeme (3.1) est stable : les matrices A; sont des matrices de hurwitz.

Hypothése 3.3

L’entrée u(t) est bornée - |u(t)| <p,p>0.

On constate que la dynamique de I’erreur d’estimation d’état dépend aussi de la pseudo-
perturbation w(?). Le probléme de synthése de 1’observateur est la recherche des gains L; pour
que

e les matrices Ai-LiC soient D-stables,
e [’erreur d’estimation d’état e(t) soit le moins sensible possible a w(?).

Théoréme 3.1 [Ouhib et Kara, 2023]

Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Le systeme (3.46) est D-stable et le
gain £, du transfert de w(?) vers e(t) est borné s’il existe une matrice symétrique définie
positive P, des matrices X; et un scalaire positif y tels que les conditions suivantes sont
vérifiées vi € {1, ..., 7}

7
L®P+Sym(M ® (PA-XC)+1  *
+Sym( ) (PA iC)) + <0. (3.47)
M ®P 4
Les gains de [’observateur sont déterminés par
L, =P'X,. (3.48)

Le taux d’atténuation est

y=A7. (3.49)
Preuve. Considérons la Fonction de Lyapunov Quadratique suivante

V(e(t)) =e' (t)Pe(t), P=P" >0. (3.50)
Sa dérivée par rapport au temps s’écrit

V (e(t)) = Sym(e' (t)(PA. -~ PL.C)e(t) + €' (t)Pw(t)). (3.51)
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

Le systéme (3.46) est D-stable et le gain £, du transfert de w(z) vers e(t) est borné si
L®V(e)+ M ®%V'(e)+ MT ®%V'(e)+ (I1®e")(I®e)- (1 ®w" )| ® w) <O0. (3.52)

En remplacant, V (e) et V(e) par leurs expressions respectives (3.50) et (3.51) dans I’inégalité
(3.52), on obtient

L®e Pe+Sym(M ® (e' (PA. —PL.C)e+e'Pw)) + (1 ®e")(1 ®e) - 71 ® ' )(1 ® w) <O0.

(3.53)

L’utilisation de la propriété (3.18) du produit de Kronecker dans I’inégalité précédente permet
d’écrire

(1 ®e")(L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C)) + I)(I ®e)+ Sym((l ®e")(M ® P)(I ® )) -
71 ® 0" )l ® ®) <0.

(3.54)
L’inégalité (3.54) sous forme matricielle
L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C)) + 1 * | ®e
(ERED) ym(M ® (PA; = PL;C)) 1®e) o (3.55)
M ®P 72 || (l ®w)
L’inégalité (3.55) est satisfaite si
L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C)) + I *
+Sym(M © (PA; ~PLC)) + <0. (3.56)
M'®P -2l

Finalement, la condition suffisante du Théoreme 3.1 est obtenue en considérant les
changements de variables X; = PL; ety = y*.m

3.3.1.4. Approche par pseudo-incertitudes constantes

Cette méthode est aussi basée sur I’introduction de h;(X(t)) dans 1’équation du systéme ; la
différence entre les fonctions d’activation est exprimée comme une incertitude constante.

L’expression du systeme (3.1) peut s’exprimer comme suit
x= Y h (A(AX+BU)+ (X, () - S h (D) (AX-+B). (3.57)
i=1 i=1 i=1

Grace a la propriété de somme convexe des fonctions d’activation, les équations suivantes
sont satisfaites

> (0,00 —h(D)A = Sheoh (A = A 3heoh, (A4, (359

r
i=1 i,j=1 i,j=1
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

> (1, () —h ()8, = S h0oh, (9B, — B, )= Xh (0, (VAB,. (359)

i=1 i,j=1 i,j=1

Par conséquent, 1’équation (3.57) devient

x= S hoh (R)((A, + A4, )x+ (8, + B, Ju) (3.60)

ij=1

On écrit I’observateur (3.3) sous la méme forme
%= Y00 QAR+ Bu+L;(y-7) (3.61)
ij=1

La dynamique de I’erreur d’estimation d’état est

u

: X

6=(A ~L;C)e+ A X+AB u=(A ~LCle+| A ABhﬁ]{ } (3.62)
L’objectif de synthése est donc de déterminer les gains Li pour que les matrices (Ai-LiC) soient
D-stables tout en atténuant ’influence de u(t) et de x(t) sur I’erreur e(t).

Theoreme 3.2

Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Le systeme (3.62) est D-stable et le
gain £, du transfert de w(@)=/x"(t) u'(t)]" vers e(t) est borné s’il existe une matrice
symétrique définie positive P, des matrices X; et un scalaire positif y tels que les conditions

suivantes sont vérifiées V(i,j) € {1, ..., r}?

LOP+Sym(M ® (PA; =X C))+1 *  *
MT ®AATP -7 0 |<o. (3.63)
MT ® AB; P 0 -

Les gains de ’observateur sont déterminés par
_p-l
L, =PX,. (3.64)

Le taux d’atténuation est

y=A7. (3.65)

Preuve. La démonstration est similaire a celle du Théoréme 3.1. Elle est basée sur I'utilisation
de la fonction de Lyapunov quadratique (3.50) et sur la condition de synthése

L®V(e)+M ®%\/(e)+MT ®%V'(e)+(l ®e) (1 ®e)—72(1 ®x")(1 ®x)—r2(1 ®u")(1 ®u) <0.
(3.66)
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

3.3.1.5. Approche par pseudo-incertitudes bornées

Définissons d’abord les matrices suivantes

AAD) =2 (000 -1 (DA = AZ,OE,, (3.67)
AB(t) = Y (h, ()~ (R)B, = BZ, (VEs, (3.69)
ou
SO .. 0
A=[A .. AZ.®)= - CLEL=[ ]
0 .. 5,

s, . 0
B=[B, .. B,]Z;(t)= ' :
0o .. &8,®l,

S, (t) =h (x) —h.(X).

La propriété de convexité des fonctions d’activation permet d’écrire

-1<6,(t) <1 (3.69)
Par consequent,

DNOOROESE (3.70)
LMz <. (3.71)

Le systeme (3.1) s’exprime alors comme un systeme incertain dont les incertitudes sont
bornées

x =Y h (R)((A +AA))x+ (B, + AB(t))u). (3.72)
=
On en déduit aisément I’expression de la dynamique de I’erreur d’estimation d’état
X
e=(A. - L.Cle+AA(t)x+AB(t)u = (A. —L.Cle+|AA(t) AB(t . 3.73
(A; —L;,Cle+AA() (thu=(A; - L;C)e+[AA(t) ()]u (3.73)

Théoréme 3.3

Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Le systéme (3.73) est D-stable et le
gain £, du transfert de w@=/x"(t) u'(t)]" vers e(t) est borné s’il existe une matrice
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

symétrique définie positive P, des matrices X; et des scalaires positifs A, , 1, et y tels que les
conditions suivantes sont vérifiées Vi € {1, ..., 7}

min

P, Xj. 41,42
[L®P +Sym(M ® (PA — X,C)) + | 0 0 * * ]
0 ~A+A4(1 ®ELE,) 0 0 0
0 0 A+ AL ®ELE) 0 0 |<O.
MT®ATP 0 0 -4l 0
i M®B'P 0 0 0 -4l
(3.74)
Les gains de l’observateur sont déterminés par
L, =P7X,. (3.75)

Le taux d’atténuation est
y=A7. (3.76)
Preuve. En suivant les mémes étapes que précédemment, on aboutit a la condition suffisante

LOP+Sym(M ® (PA — X,C))+1 *  *
MT ® AAT (t)P ~-A 0 |<o. (3.77)
MT ® ABT ()P 0o -

Cette condition ne peut étre résolue car les incertitudes AA(t) et AB(t) dépendent du temps.
Pour cette raison, nous isolons ces derniéres des termes constants.

LOP+Sym(M ® (PA—X,C)+1 0 0

0 ~A 0 [+Q(t) <0, (3.78)
0 0 -7
avec
M ® PA M ® PB
Q(t) = Sym 0 [o 1®es,®E, 0]+|] 0 o 0 1®35(t)Ez]t<0.  (379)
0 0

Lemme 3.2 (Inégalité de Young) [Xie et De Souza, 1992]

Pour toutes les matrices X et Y de dimensions appropriées, la propriété suivante est vérifiée
sym(XTY )< XTAIX +YTAY, A>O. (3.80)

En utilisant la relation de Young, la matrice Q(t) peut é&tre majorée comme suit

52



3 D-observation des systemes TS a VDNM

M ® PA 0
o< 0 AUMT®AP 0 0]+ 1®EELM) |40 1®©3,(tE, 0]+
0 0 (3.81)
M ® PB 0
0 |GMMT®B™P 0 o)+ 0 |4I0 0 1®3,(1)E,]
0 | ®EISL(1)

L’application du complément de Schur a I’inégalité (3.78) avec la matrice Q(t) bornée par
(3.81) permet d’aboutir a la contrainte (3.74) du Théoréme 3.3. m

Remarqgue 3.3

Dans les approches par pseudo-incertitudes, nous n’avons pas considéré le systeme augmenté
ea(t)=[e()" x(t)"]" car nous avons constaté que les conditions obtenues requiérent la D-
stabilité¢ des matrices Aj, ce qui constitue une vraie source de conservatisme pour les
conditions de synthese.

Exemple 3.1 : Application des Théorémes 3.1-3.3 a un exemple académique

Soit le systeme TS composé de deux modeles locaux

2
x(t) = > h (x(®)(Ax+Bu)
i=1

y(t) = Cx(t).

(3.82)

Les matrices du systéeme sont

2 1 1 3 2 -2 1 05 L1 1
A=1 -3 0| A=5 -3 0|B=[05B,=|1 ’C:L . J.
2 1 -8 1 2 -4 05 0,25

Les conditions initiales du systéme et celles de ’observateur sont x(0) = [0,5 —0,5 0,7]7
etx(0)=[0 0 0] respectivement.

Les fonctions d’activation sont données par

hy(x) = 1—tanh(x,) 1+ tanh( x,) .

() =1-h(x)=——

(3.83)

Afin de synthétiser les gains L; de I’observateur, nous considérons la région LMI de la Figure
3.1

Test du Théoreme 3.1 : La résolution des contraintes (3.47) pour =13, a=0, =nr/2.34, =5
et q=17 donne les matrices suivantes

10.2960 14.5888 19.2115 28.7689 -5.4524 30.2864 -5.4159
P=|14.5888 47.3346 39.0586 |, L, =| 18.1149 -17.5351|, L, =| 23.1979 -15.2254|.
19.2115 39.0586 42.2637 -15.1003 14.0057 -19.5869 12.8739

Le taux optimal d’atténuation est ymin=4,2702.
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

Les états réels et estimés, les erreurs d’estimation d’état et la distribution des valeurs propres

des matrices Ai-LiC sont illustrés par les Figures 3.2-3.4.
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= = == Etat estimé
% of /V\",ﬂ,,l"\, \'\r'\"hhq o q,,r W "'\M
-0.5 t
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S o) r\n"v* \,rw VW
-0.4 ‘I ¥
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0.6
= 04} .
& 02N\, M g
X A *\ i K -
N WA TN,
0 10 20 30 40 50
Temps

Fig.3.2. Etats réels et leurs estimés (Théoréme 3.1).

0.8
—1(t)

—e2(t)
0.6 —_—3(t)

t
t

0.4 1

0.2 ]

0

-0.2 1

Erreurs d'estimation d'état

-0.4 1

0.6 . . . .

Temps

Fig.3.3. Erreurs d’estimation d’état (Théoreme 3.1).
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Fig.3.4. Distribution des valeurs propres des matrices Aj-LiC (Théoréme 3.1).
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Les pseudo-perturbations w(z) sont
0.01

représentées par la Figure 3.5.

-0.005 |

-0.01

Pseudo-perturbations

-0.015

0.005
0 |

-0.02

0.5 1 1.5 2 2.t
Temps

Fig.3.5. Pseudo-perturbations (Théoreme 3.1).

Test du Théoréeme 3.2 : La résoluti

14.0064 18.1292 25.3707

on des contraintes (3.63) aboutit aux matrices

27.3755  -1.8567 29.4841 -1.7506

P=| 18.1292 46.3146 424022 | L =| 17.1832 -16.0791|,L,=| 22.8881 -14.2149 |
25.3707 42.4022 51.1364 -13.5355 10.9473 -18.9245 10.2656

Le taux d’atténuation optimal est ymin= 11,9581.

Les résultats de simulation sont représentés par les Figures 3.6-3.8.
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Fig.3.6. Etats

réels et leurs estimés (Théoreme 3.2).

Test du Théoréme 3.3 : L’application du Théoréeme 3.3 donne les matrices

10.5226 15.4903 19.6021

30.3245 -6.6703 30.8042 -5.3784

P=]15.4903 49.8758 40.6390 |,L, =| 18.6632 -17.8720|,L, =| 23.9142 -16.3121|

19.6021 40.6390 42.7864

-16.3279 14.8704 -20.5498 13.9861
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Fig.3.7. Erreurs d’estimation d’état (Théoréme 3.2).
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Fig.3.8. Distribution des valeurs propres des matrices A;-LiC (Théoréme 3.2).

Le taux d’atténuation optimal est ymin= 44,1722.
Les Figures 3.9-3.11 montrent les résultats du Théoréme 3.3.

Les résultats de simulation présentés sont satisfaisants; les erreurs d’estimation d’état
convergent vers zeéro et les valeurs propres des matrices locales Ai-LiC sont contenues dans la
région LMI souhaitée. Contrairement a la stabilité asymptotique (L=0, M=1), la D-stabilité
permet une meilleure maitrise de la dynamique de I’observateur synthétisé.

Cependant, les approches proposees présentent un certain degré de conservatisme surtout pour
les systémes ayant un nombre élevé de modeles locaux (du fait de I'utilisation d’une matrice
commune dans la fonction de Lyapunov). Afin d’aboutir a des contraintes de D-stabilité plus
relachées, nous proposons dans la section suivante I’utilisation du Lemme de Finsler [Jaadari
et al., 2012] dans la synthése de ’observateur proportionnel (3.3).
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Fig.3.9. Etats réels et leurs estimés (Théoréme 3.3).
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Fig.3.10. Erreurs d’estimation d’état (Théoréme 3.3).
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3.3.2. Observateur Proportionnel £, basé le lemme de Finsler

Dans cette partie, nous proposons des conditions moins conservatives de synthese de
I’observateur proportionnel via 1’utilisation du lemme de Finsler. Ce dernier permet de relaxer
les conditions de D-stabilité grace a I’introduction de variables de décision supplémentaires
augmentant ainsi le nombre de degrés de liberté ce qui permet d’améliorer les trois approches
proposées ci-dessus.

3.3.2.1. Approche par pseudo-perturbation

Rappelons D’expression de la dynamique de I’erreur d’estimation d’état utilisée dans
I’approche par pseudo-perturbation

e(t) = (A - L,Cle(t) + o(t). (3.84)
Les hypothéses 3.2 et 3.3 sont supposées étre Vérifiées.

Théoreme 3.4 [Ouhib et Kara, 2023]

Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Le systeme (3.84) est D-stable et le
gain L, du transfert de w(z) vers e(t) est borné s’il existe un scalaire € > 0, une matrice
symétrique définie positive P, des matrices X;, Y;, V; et un scalaire positif y tels que les
conditions suivantes sont vérifiées Vi € {1, ..., 7}

min
P, Xi.Yi Vi
[L®P+Sym(M ® (PA — X,C)) + I * * 0 * 0 |
M ® (sPA —eX,C) —Sym(M ® S.Y.") * * % *
M ® (sPA —eX,C) ~(MT®&VT)  —Sym(M®ev,) 0 * 0 0
<0,
0 MT ®&5]) 0 A 0 0
MT®P M Q&P M'™ Q&P 0 -G 0
i 0 1 ®Y, 0 0 0 -G
(3.85)
ou G>0.
Les gains de [’observateur sont déterminés par
L = P7'X;. (3.86)

Le taux d’atténuation est

y=A7. (3.87)
Preuve. A partir de I’expression (3.84), on peut écrire

(M®6)=M ®((A -L.C)e)+(M @ w). (3.88)
En utilisant la propriété (3.18) du produit de Kronecker, on obtient

(M®1)(1®6)=(M®(A -LC)(I®e)+(M ®1)(I ®a). (3.89)
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L’égalité précédente peut s’exprimer sous la forme matricielle suivante

(I®e)
M -LC) (M®l) —(MI)]|(1®w)|=0. (3.90)
(I ®¢)

Rappelons que le systeme (3.84) est D-stable et le gain £, du transfert de w(z) vers e(t) est
borné si

L®V(e)+ M ®%V'(e)+ MT ®%V'(e)+(l Re")(1®e)—y2(l ®0" )(1 ®w) <0. (3.91)

On remplace V(e) et V(e) par leurs expressions respectives e”Pe et Sym(eTPé) dans
I’inégalité précédente
(1®e")(L®P)(I1 ®e)+(I ®e")(M®P)(I ®6)+ (1 ®e") (M ®P)(1 ®e)+ (1 ®e")(I ®e)—
7(1®0")(1 ®w) <0.

(3.92)
L’inégalité (3.92) sous forme matricielle

LeP+1 0 *|[(1®e)
(1@e") (1@w) e@e)]| o -y 0| (@ |<o. (3.93)
MT®P 0 0} (I®¢)

Lemme 3.3 (Lemme de Finsler)[Jaadari et al., 2012]

Soient un vecteur x € R™et des matrices Q = Q7 € R™" et R € R™*" telles que rang(R)<n,
les propositions suivantes sont équivalentes

a)xTQx < 0,Vx € {x € R%; x # 0,Rx = 0}, (3.94)
b) IY € R™™;Q + YR + RTYT < 0. (3.95)
En utilisant le lemme de Finsler, I’inégalité (3.93) sous la contrainte (3.90) donne

LeP+1 0 *] [u,

0 —y21 0+|U, |[M ® (A -LC) (M®I) ~(M ®1)]+(# <0. (3.96)
MT®P 0 0| (U,

Soient U; = (IQP), U, = (I®£YE_1P) et U; = (I®EZH_1P) avec € >0, D’expression précédente
devient

L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C)) + | * *
(MT®P)+M ® (&Y, 'PA. =&Y, "PL.C) 1 —y2l +Sym(M ® &Y, 'P) * <0.
M ® (2 'PA. —£Z;'PL.C) ‘(M ®Z'P)-(MT ®PY.T) —Sym(M ®Z-'P)

(3.97)

L’inégalité précédente est divisée comme indiqué ci-dessus
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_ Ty Ty
T_&& Tzj<o. (3.98)
Soit

I 0

N:[O Q}, (3.99)
et

_(eY,)) 0
Q_{ 0 (|®zg)} (3.100)

Lemme 3.4 (Congruence) [Boyd et al., 1994]

Soient deux matrices T et N, si T est définie négative (resp. positive) et N est une matrice de
plein rang, alors la matrice N'T N est définie négative (resp. positive).

La transformation de congruence (Lemme 3.4) permet d’obtenir les résultats suivants

NTTN <0, (3.101)
T T,
{ o leQ }< 0. (3.102)
Q T12 Q TZZQ
Apres substitution de T11, T12, T22 €t Q, 0n a
L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C)) +1 * *
(MT®Y,P)+ M ®(PA. —PL.C)  —72(1 ®Y)(I ®Y,]) +Sym(M ® PY,) * <0.
M ® (éPA. — &PL.C) M®PY)-(MT ®Z.P) —Sym(M ® &PZ])
(3.103)
Remarque 3.4
Considérons l’'inégalité matricielle bilinéaire (BMI)
P-XTSX <0,S >0. (3.104)

La relation de Young peut étre utilisée pour obtenir une LMI en X (dans le cas ou la variable
Y est fixe)

P-XTY-Y"X+Y'SY <0. (3.105)

En se basant sur la remarque précédente, I’élément (2,2) de I’inégalité (3.103) peut étre
majoré comme suit

Sym(M ® PY.) — y2(1 ®Y,)(1 ®Y) <Sym(M ® PY] ) (1 ®Y )(M" ®5]) - (M ® 5. )(1 ®Y, ) +
y2M®SHMT ®8]).
(3.106)

L’inégalité (3.103) devient alors
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L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C))+1 *

M7 ®Y.P)+M ®(ePA, —¢PL,.C) Sym(M ®5PYﬁT)—Sym(M ®gSﬁYﬁT)+y’2(M ®&S,)(M T ®gSﬁT)
M ® (ePA. —¢PL.C) M ®‘9PYﬁT)—(MT ®eZ.P)
*
* <0.

—-Sym(M ® sPZ])

(3.107)
L’inégalité (3.107) peut s’écrire comme suit
L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C)) + | * *
(MT®Y.P)+M ®(cPA —£PL.C)  Sym(M ®£PY.")—Sym(M ®£S.Y.") * +
M ® (¢PA. —£PL.C) (M ®&PY)-(MT ®£Z.P) -Sym(M ®£PZ])
0
y?(M®es) [0 (MT®eS]) 0]<0.
0
(3.108)
L’application du Lemme de Schur a I’inégalité (3.108) donne
L®P +Sym(M ® (PA, — PL.C)) + | * * 0
(MT®Y.P)+M ®(ePA. —PL.C)  Sym(M ® ePY.) —Sym(M ®£S.Y,) * * 0
M ® (PA, — ePL.C) M ®PY)-(MT ®£Z,P) —-Sym(M ®PZ]) 0 <
0 M ®e8]) 0 — 2l
(3.109)
L’inégalité (3.109) peut encore étre exprimée comme suit
L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C)) +1 * * 0
M ® (ePA. —PL.C) - Sym(M ® &5.Y.") * 020
M ® (PA, — :PL.C) ~MT®&Z.P) -—symM®PZI) 0 |
0 (MT®]) 0 -2l
(3.110)
ou la matrice Q est donnée par
M&®P
M ® &P
Q=Sym o 1Y o ol (3.111)
M ® &P h
0

L’inégalité de Young permet d’écrire
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M ®P 0
M ® &P | ®Y.
Q< GiMT®P MT®L MT®#L o+ _fleh 1®Y] 0 0]c>0.(3112)
M ® &P 0
0 0

Le complément de Schur est encore une fois appliqué a I’inégalité (3.110) avec la matrice Q
majorée par (3.112)

[L®P +Sym(M ® (PA. —PL.C)) + | * * 0 * 0 |
M ® (ePA. — sPL.C) - Sym(M ® 5.Y,) * * * *
M ® (PA. —PL.C) -M"®eZ.P) -SymM®:PZ]) 0 * 0

<0.

0 (MT®S]) 0 -2l 0 0
(MT ®P) (MT ® &P) (MT ® &P) 0 -G 0

0 1®Y,/ 0 o o0 -G*

(3.113)

Finalement, la condition suffisante (3.85) est obtenue en utilisant les changements de
variables X; = PL;, V; = PZ! et y = y*.m

3.3.2.2. Approche par pseudo-incertitudes constantes

Dans le cadre de cette approche, la dynamique de I’erreur d’estimation d’état est donnée par
6=(A ~L.Cle+AA. x+AB_u. (3.114)

Théoréme 3.5 [Ouhib et Kara, 2023]

Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Le systeme (3.114) est D-stable et le
gain £, du transfert de w()=/x"(t) u(t)]" vers e(t) est borné s’il existe un scalaire € > 0, une
matrice symétrique définie positive P, des matrices X;, Y;, V;, W; et un scalaire positif y tels
que les conditions suivantes sont vérifiées V(i,j) € {1, ...,r}?

min v
P,Xj,Yj,Vj,Wj
[L®P+Sym(M ® (PA; - XC)) + 1 * * * 0o 0 * = 0 0
M ® (¢PA; — X C) - Sym(M ® &S W) 0 * * 0 *  * * 0
M ® (PA; — X C) 0 -Sym(M ® R,Y[") * 0 * * % 0 *
M ® (¢PA; — X C) -MT®av)) -MT®]) -sym(M®&v;)) 0 0 * * 0 0
0 (MT ®68]) 0 0 -A 0 0 0 0 0 0
0 0 MT®R) 0 0 -7 0o o o o [TV
MT ® AATP MT ® cAATP MT ® 2AATP MT®aAP 0 0 -G 0 0 0
MT ® AB[ P MT ® eAB] P MT ® sAB[ P MT®eBP 0 0 0 -G, O 0
0 I oW/ 0 0 0 0 0 0 -G' o0
0 0 1Y/ 0 o0 0o 0 0 -G
(3.115)

ouG, >0,G,>0.

Les gains de [’observateur sont déterminés par
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-1
Lj =P Xj. (3.116)
Le taux d’atténuation est

y=A7. (3.117)

Preuve. Comme pour le Théoréme 3.4, a partir de I’expression de la dynamique de I’erreur
d’estimation d’état, nous pouvons écrire

(M@ 1)(1®6)=(M (A ~L.C)KI ®e)+(M®AA)(1 ®x)+(M ®AB_)(I ®u). (3.118)
Par conséquent, la contrainte suivante est obtenue

(I®e)

1ex))_, (3.119)
(1®u)

(1 ®¢)

M@(A-LC) (M®AA,) (M®AB,) -(M®I)]

Le systéme (3.114) est D-stable et le gain £, du transfert w()=/x"(t) u'(t)]" vers e(t) est
borné si

(1 ®e")(LOP)(I ®e)+ (1 ®e")(M ®P)(I ®6)+ (1 ®E")(M™ @ P)(I ®e)+ (1 ®e")(I ®e)
—72(1®@x")(1 ®x)—72(1 ®u")(1 ®u) <O0.

(3.120)
L’inégalité (3.120) exprimée sous forme matricielle
LOP+1 0 0 M®&®P
0 -2l 0 0
XT 4 X <0, (3.121)
0 0 -2 0
MT®P 0 0 0

ol XT=[1®e") (1®x) (1®u") (o).

La combinaison de I’inégalité (3.121) et de la contrainte (3.119) par le lemme de Finsler
conduit a I’expression suivante

LOP+1 0 0 M®P u,

0o -2 0 0 ||,

0 o a0 [flu, [M®(A-LC) (M®AA) (M®AB,) ~(M&1)]+()<0.
MT®P 0 0 0 U

4

(3.122)

En choisissant U; = (I®P),U, = (IQsW; 'P), U; = (I®eY; 'P) et U, = (IQ<Z;'P) eten
appliquant la propriété de congruence avec la matrice diag[l, (IQW;),(I®Y;),(I®Z])] , on
aboutit a I’inégalité suivante
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L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C))+1 * *
(MT ®W.AALP)+M ®(sPA —£PL.C)  —72(1 ®W,)(I ®W. ) +Sym(M ® cPAA W) *
(MT ®Y,AB.P)+ M ® (sPA. —£PL.C) (M ®cPAA W) +(M' ® &Y.AB].P) 721 ®Y)(I1 ®Y,)+Sym(M ® PAB_Y.")
M ® (¢PA. —PL.C) (M ®ePAA W) -(MT ®£Z.P) (M ®PAB Y[ )—(M' ®£Z.P)
*
- <0.
—-Sym(M ® £PZ])
(3.123)

Les éléments diagonaux (2,2) et (2,3) sont majorés comme

Sym(M ® cPAA W.T) — y2(1 ® W, )(1 ®W,") < Sym(M ® sPAA W) — Sym(M ® &S W) +
Y 2(M®S)MT ®8)),

(3.124)
Sym(M ® éPAB Y1) — y2(1 ® Y, )(I ®Y.) < Sym(M ® cPAB .Y.') - Sym(M ® &R ) +
Y 2(M®RH(MT ®RT).

(3.125)

En prenant en compte (3.124) et (3.125) dans I’inégalité (3.122), en appliquant le complément
de Schur et en isolant les termes incertains, on obtient

[L®P+Sym(M ®(PA, —PL.C))+ | * * * 0 0
M ® (sPA, —&PL.C) —Sym(M @S W) 0 * * 0
M ® (ePA, —zPL.C) 0 —Sym(M ®zR.YT) * I
M ® (¢PA, —£PL.C) ~(MT®:Z,P)  ~(MT®:ZP) -SymM®ePZ]) 0 0 | O
0 (MT®2S]) 0 0 52 0
i 0 0 (M" ®2RT) 0 (-
(3.126)
La matrice © est donnée par
M ® PAA . M ® PAB,
M ® ZPAA . M ® PAB,
M ® &P - M ® &PAB, .
Q= Sym ilo 1ew’ 0 0 0 o)+ o o 1®YT 0 o o]
M ® PAA . M ® sPAB, .
0 0
(3.127)

Grace a la relation de Young, on peut écrire
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[M®PAA, ] [0
M ®sPAA, | W,
M®6PAA| -1 T T T T T T T T 0 T
Q< "G [MT®AALP MT®AALP MT®AAP MT®AALP 0 0]+ G[o 1ew] 0 0 0 0]
M ®sPAA 0
0 0
L O - (. 0 -
[ M®PAB,, | [0 ]
M ®£PAB 0
M ® £PAB I ®Y,
+ £ G,'[MT®ABP M'®B.P M ®AB.P M ®ABP 0 0]+ "le,[o o 1®Y] 0 0 0]
M ® gPABhﬁ hh hh hh hh 0 h
0 0
L O . L 0 .

(3.128)

L’application du lemme de Schur a I’inégalité (3.126) avec la matrice £ majorée par (3.128)
donne

[L®P+Sym(M ®(PA, —PL.C))+1 * * * 0 o * * 0 0 ]
M ® (¢PA, —£PL.C) -Sym(M ® £SW,) 0 * * o * * * 0
M ® (¢PA, —sPL.C) 0 -Sym(M ®sR.Y.") * 0 * ok x 0 *
M ® (¢PA, —£PL.C) -(M" ®¢£Z,P) -M"®£Z,P) -Sym(M ®£PZ]) 0 0 * o 0 0
0 (M ®e8]) 0 0 -2l 0 0 0 0 0 0
0 0 (MT®2R) 0 0 —»21 0o 0o o o |°7
MT ® AALP MT ® sAALP MT ® sAALP MT ® sAALP 0 0 -G O 0 0
MT ®AB.P MT ® ABL.P MT ® eAB.P MT ® eAB[.P 0 0 0 -G, O 0
0 =AA 0 0 0 0 0 -G' o0
0 0 A 0 0 0 0 o0 0 -G
(3.129)

En utilisant les changements de variable X; = PL;, V; = PZ] et y =y? on retrouve
finalement la contrainte (3.115) du Théoreme 3.5.m

3.3.2.3. Approche par pseudo-incertitudes bornées

Reconsidérons I’expression de la dynamique de I’erreur d’estimation d’état dans le cas de
I’approche par incertitudes bornées

6=(A ~L.C)e+AA(t) x+AB(t)u. (3.130)

Théoréme 3.6. [Ouhib et Kara, 2023]

Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Le systeme (3.130) est D-stable et le
gain £, du transfert de w()=/x"(t) u(t)]" vers e(t) est borné s’il existe un scalaire € > 0, une
matrice symétrique définie positive P, des matrices X;, Y;, V;, W; et des scalaires positifs 4,
A, et y tels que les conditions suivantes sont vérifiées Vi € {1, ..., 7}

min
P, Xi,Yi Wi Vi
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[LOP+Sym(M ® (PA - X,C))+1 * * * 0 o0 0 0 o 0o *x *]
M ® (sPA —£X,C) —Sym(M ® SW.") 0 * * 0 0 0 * 0 x *
M ® (sPA —£X,C) 0 ~Sym(M ®RY,") * 0o * 0 0 0 x x =
M ® (£PA —£X,C) ~(MT®&) “MT®T)  —SymMM®) 0 0 0 0 o o0 * =
0 (MT®eS]) 0 0 -7 0 0 0 0 0 0 0
0 0 (MT®¢R") 0 0 -7l 0 0 T
0 0 0 0 0 0 -G+A(I®ELE,) 0 o 0o o o |
0 0 0 0 0 0 0 —G,+4L(I®EIE) 0 0 0 0
0 1@W," 0 0 0 0 0 0 -G 0 0 0
0 0 1®Y] 0 0 0 0 0 0 -G' 0 0
MT®A'P MT ®cAP MT ®cATP MT ®cATP 0 0 0 0 0 0 -4l 0
MT®B'P M’ ®¢B'P M’ ®¢B'P MT ®¢B'P 0 0 0 0 0 0 0 -4l
(3.131)
ouG, >0etG, > 0.
Les gains de l’observateur sont déterminés par
L =P*X,. (3.132)

Le taux d’atténuation est

7 =47 (3.133)

Preuve. La condition suffisante suivante est obtenue en adoptant les mémes étapes que
précedemment

[L®P+Sym(M ®(PA - X,C))+1 * * * 0 0 * 0 0
M ® (sPA —£X,C) —Sym(M ®eSW,") 0 * * 0 * o * 0
M ® (sPA —X,C) 0 —Sym(M ®¢RY,") * 0 * o x 0 *
M ®(sPA, —£X.C) —-(MT®&V]") -MT®&V")  -Sym(M®sgV,) 0 0 * 0 0
0 (MT®eS) 0 0 -2l 0 0 o0 0 0
0 0 (MT®¢R") 0 o 2 o o o o |°°
MT ®AAT (t)P MT ® sAAT (t)P MT®AAT(DP  MTQeAAT ()P 0 0 -G O 0 0
MT ® ABT (t)P MT ® sABT (t)P MT®ABT ()P MT®sAB™ ()P 0 0 0 -G, 0 0
0 oW, 0 0 0 0 0 -G* o0
| 0 0 1®YT 0 0 0 0 o0 0 -G
(3.134)

Comme pour le Théoreme 3.3, nous isolons les termes dépendant du temps des termes
constants

[L®P+Sym(M ® (PA - X,C)) +I * * * 0 0 0 0 0 0
M ® (ePA —¢X,C) -Sym(M ® eSW,") 0 * * 0 0 * 0
M ® (ePA —£X,C) 0 —~Sym(M ®¢RY,") * 0 * 0 0 0 *
M ® (sPA, —£X,C) ~-MT®&V") -M"T®&V) -Sym(M®sV,) 0 0 0 0 0 0
(MT®eS]) 0 0 -2l 0 0o 0 0 0
. . +I(t) <0.
0 0 (M'®eR') 0 -2l 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 -G 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -G, ©0 0
0 QW' 0 0 0 0 0 0o -G' o0
I 0 0 1®Y] 0 0 0 0 -G
(3.135)
ou
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[M®PA [M®PB ]

M ® sPA M ® £PB

M ® gPA M ® ¢PB

M ® sPA M ® £PB
0 0

I'(t) = Sym 0 [0 OO0 O0O0O0 I®LME, 0 0 0]+ 0 [0 00O O0O0O0 0 I®Z(E, 0 0]}

0 0
0 0
0 0

L 0 - L O -

(3.136)

L’application de la relation de Young a la matrice 7(?) et le complément de Schur a I’inégalité
(3.135) permet d’aboutir a la condition (3.131). m

Remarqgue 3.5

Les contraintes de D-stabilité proposees dans les Théoremes 3.4-3.6 sont des LMIs pour S;,R;
et ¢ donnés. Par conséquent, ces derniers sont fixés et ne sont pas considérés comme des
variables de décision.

Exemple 3.2 : Application des Théoréemes 3.4-3.6 a un exemple académique

Les Théoremes (3.4-3.6) développés ci-dessus sont appliqués au systéme (3.82) de I’exemple
3.1

Test du Théoréme 3.4

L’application du Théoréme 3.4 permet d’aboutir aux solutions suivantes

36.0672 47.4355 73.6321 26.7532  -3.4759 26.0364 -0.0998
P=|47.4355 191.9636 148.8065|,L, =| 17.5274 -16.1450|, L, =| 22.3130 -14.5172|.
73.6321 148.8065 174.9023 -13.4335 11.6186 -16.8609 10.0140

Le taux optimal d’atténuation pour & =10 est ymin= 0,0039. Les résultats de simulation sont
illustrés par les figures 3.12-3.14.

05 === Etat réel
= l‘\{ = == FEtat estimé
T ol ,«w- My \Jwv‘wv \ris J\, y
-0.5
0 10 20 30 40 50
04F
= 02\ r‘ 1 'A‘ "I"'
< o 'v\\l‘n \}N f W
x -0.2 | “ ‘l
0.4 JN 'I
0 10 20 30 40 50
0.6
— 04¢% ]
% %% P"‘\,\ Axs? I"J \,?n”“ 7™ % \\‘:
02b AL v
0 10 20 30 40 50

Temps
Fig.3.12. Etats réels et leurs estimés (Théoréme 3.4).
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0.8

—1(t)
—e2(t)
0.6 —_—3(t)

0.4

0.2

0F

0.2

Erreurs d'estimation d'état

-0.4

06 s \ . .
0 0.5 1 1.5 2 2.5
Temps

Fig.3.13. Erreurs d’estimation d’état (Théoréme 3.4).

0BG L0l ]

Lk B

Fig.3.14. Distribution des valeurs propres des matrices A;-LiC (Théoréme 3.4).

Test du Théoréme 3.5

La résolution des contraintes (3.115) donne les matrices suivantes

0.8950 1.1162 1.8165 28.1235 -5.1462 24.6108 2.5454
P=10%.| 1.1162 45930 3.5347|L, =| 17.8695 -16.5575|,L, =| 21.9553 -13.9065 |
1.8165 3.5347 4.2771 -14.2846  12.6605 -15.8833  8.2985

Le taux d’atténuation optimal est ymin= 0,0405.

Les figures 3.15-3.17 présentent les résultats du Théoreme 3.5.

Test du Théoréme 3.6

Ci-apres les solutions de la contrainte (3.131)
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Fig.3.15. Etats réels et leurs estimés (Théoréme 3.5)
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Fig.3.16. Erreurs d’estimation d’état (Théoréme 3.5).
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Fig.3.17. Distribution des valeurs propres des matrices A;-LiC (Théoreme 3.5).
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-2.5613
-15.6166 |,

-18.9557 11.9846

18.8462 28.9281 38.1064 28.1183 -4.0215 28.7180
P=| 28.9281 105.0381 81.3639 L =| 17.6381 -16.2771|,L,=| 23.4094
38.1064 81.3639 4.2771 -14.3319 12.2952
Vwin = 0.0034.
Nous présentons les résultats de simulation du Théoréme 3.6 par les figures 3.18-3.20.
05 L === Etat réel
= = = Etat estimé
T o r“f\ A
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-04F J'
0 10 20 30 40 50
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Fig.3.18. Etats réels et leurs estimés (Théoréme 3.6).
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Fig.3.19. Erreurs d’estimation d’état (Théoréme 3.6).

Afin d’apprécier I’amélioration apportée par le lemme de Finsler, nous comparons dans le
Tableau 3.1 les taux d’atténuation optimaux des différents théorémes développés.

y Théoreme 3.1 Théoréme 3.2 Théoréme 3.3
Sans Lemme de Finsler 4,2702 11,9581 44,1722
Théoréme 3.4 Théoréme 3.5 Théoréme 3.6
- e=10" 0,0039 0,0405 0,0034
En ”t"'sagitn';e'-remme de =g 0,0015 0,0027 0,0016
e=10 4,884 -10* 7,8833 -10* 3,2015 -10*

Tableau 3.1. Comparaison des taux d’atténuation des Théoremes 3.1-3.6.
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0.86 0.76 0.64 0.5 0.34 0.16

250 ...

0.64 05 034 0.16

Fig.3.20. Distribution des valeurs propres des matrices A;-LiC (Théoréme 3.6).

Il est clair que les théorémes basés sur le lemme de Finsler présentent de meilleurs résultats.
L’introduction de variables supplémentaires permet d’améliorer la robustesse de I’observateur
vis-a-vis des variables de décision non mesurables en diminuant le taux d’atténuation .

Comparaison avec le Théoréeme 4 de [Ichalal et al., 2008]

L’estimation d’état D-stable selon le Théoreme 3.4 est comparée a celle fournie par
I’observateur développé dans [Ichalal et al., 2008] (voir Tableau 3.2). Deux parametres sont
considérés, la racine de I’erreur quadratique moyenne (Root Mean Square Error) et le taux
d’atténuation optimal y.

Théoréme 4
RMSE Théoréme 3.4
[Ichalal et al., 2008]
xa(t) 0,1159 0,1304
X2(t) 0,1346 0,1467
Xs3(t) 0,1993 0,2453
Taux d’atténuation y | 0,0028 0,6776

Tableau 3.2. Comparaison des performances entre le Théoréme 3.4 et le Théoreme 4 dans
[Ichalal et al., 2008].

Notons que dans [Ichalal et al., 2008], le placement des valeurs propres est atteint en ajoutant
deux LMIs a la condition de stabilité asymptotique. De plus, les contraintes imposées sont
valables uniqguement pour une région LMI spécifique.

Exemple 3.3 : Application du Théoreme 3.4 a un systeme biologique décrivant
I'interaction tumeur-systéme immunitaire

» Le modeéle non linéaire de Kirschner-Panetta [Kirschner et Panetta,1998]

Malgré le progrés technologique et les innombrables avancées dans le domaine de la
recherche, le cancer demeure un probléeme majeur de santé publique. Il est a ’origine d’un
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décés sur sept dans le monde. Une tumeur se forme lorsque les cellules échappent aux
systémes de régulation naturels et se mettent a proliférer d’une maniére anormale et
incontrélée. Un grand nombre de phénomeénes régissent la croissance tumorale et ses
différentes interactions avec le systéme immunitaire. La modélisation mathématique peut
s’avérer utile pour 1’étude et la compréhension de ces phénomenes.

La modélisation mathématique de la croissance tumorale n’est pas nouvelle. Elle a été
largement traitée dans de nombreux articles [Bellomo et al,. 2008], [Altrock et al., 2015].
Dans plusieurs travaux théoriques, des modeéles mathématiques ont été utilisés dans
I’optimisation de ’administration des traitements impliquant par exemple le contréle optimal
[Ledzewicz et al., 2008] et la commande prédictive [Chareyron et Alamir, 2009].

Le modele de Kirschner et Panetta (K-P) décrit la dynamique des interactions entre les
cellules cancéreuses, les cellules immunitaires et la concentration d’interleukine 2 (principale
cytokine responsable de [I’activation, de la croissance et de la différenciation des
lymphocytes). Le modéle introduit également des afflux externes d’interleukine 2 et
d’Immunothérapie Adoptive Cellulaire pour stimuler le syst¢eme immunitaire. Ce modele
fortement non linéaire est capable d’expliquer a la fois les oscillations a court terme de la
taille de la tumeur ainsi que la rechute tumorale a long terme.

Le modele K-P fait intervenir trois variables (ou trois especes)

e E(t) : Les cellules immunitaire activées (ou cellules effectrices) telles que les lymphocytes
T cytotoxiques, macrophages et les lymphocytes NK (Natural Killer),

e T(t): Les cellules cancéreuses,

e [ (1) : La concentration de I’'IL-2,

, 1l est donné par le systéme d’EDO suivant

E—cT— B+ PEl Lo (3.137)
g+ 1,
T —r,@—bT)T - 2ET_ (3.138)
g,+T
p,ET
i = 932+T — ), +s,, (3.139)

Avec les conditions initiales suivantes E(0) = E,,T(0) = T,,I,(0) = I,,. Les descriptions
des termes du modele (3.137-3.139) sont résumées dans le Tableau 3.3. Les valeurs des
parametres constants du modele K-P sont résumées dans le Tableau 3.4. Leur unité est en
jour* sauf pour g1,02,9s et b.

> Obtention du modéle TS

D’abord, on écrit le mode¢le (3.137)-(3.139) sous forme quasi-LPV
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Terme Description
o Terme de recrutement d a la présence directe de la tumeur ol ¢ est I’antigénicité de la
tumeur
—U,E Perte des cellules effectrices avec un taux
El
gpl+ ; Terme de prolifération par lequel les cellules effectrices sont stimulées par 1’IL-2
1 L
Terme de traitement qui représente une source extérieure de cellules effectrices telles
S que les cellules TIL (Tumor Infiltrating Lymphocyte) et LAK (Lymphocyte Activated
killer)
Terme de croissance (qui peut étre gompertzien, logistique ou linéaire). Dans I’article
v (T)T original, le terme de croissance choisi est logistique et est donné par : r,(T) = 1, (1 —
2 bT) ; rp étant le taux de croissance de la tumeur et 1/b la capacité de charge des cellules
tumorales
aET Perte des cellules cancéreuses due a 1’effet des cellules effectrices immunitaires qui est
— T modélisé par une fonction de Michaelis-Menten indiquant une réponse limitée du
g2+ systéme immunitaire a la tumeur ; a taux de perte
p.ET Terme de prolifération des cellules effectrices stimulées par les cellules cancéreuses
gs+T modélisé par une fonction de Michaelis-Menten (production limitée de I'1L-2) ;
—usl, Terme de dégradation de I’IL-2 ; u3 taux de dégradation
s, Terme de traitement représentant un apport externe de ’IL-2
Tableau 3.3. Description des termes constituant le modeéle de Kirschner-Panetta.
Eq.(3.137) 0<c<0.05 12=0,03 p1=0,1245 g1=2-107
Eq.(3.138) g2=1-10° r,=0,18 b=1-10"° a=1
Eq.(3.139) us=10 p2=5 gs=1-10°
Tableau 3.4. Valeurs des parametres du modele de K-P.
p.E
E o+l |[E 10
! : aT S
x=|T |=|- —r,(bT-1) 0 T |+[0 0 {1}=A(X)X+Bu. (3.140)
. g,+T 2
I T I 01
P,
e 0 -ty
L G+ T _
L’ensemble des variables de prémisse V, = {z,, z,, 23,2, } est :
E T T
Z, = 2, = ,2;=bT -1,2, = . (3.141)
gl + IL gZ +T gS +T

Ensuite, nous appliquons la Transformation Polytopique Convexe a chaque variable de
prémisse zj pour E € [100,10°],T € [100,10°], I, € [100,10°]. En utilisant le Lemme 2.1
(Chapitre 2), chaque variable de prémisse est exprimée comme suit
2y =F3(2)21, + F2(21) 245,

2, =F1(25)21+ F52(2,) 255,

23 = F31(23) 251 + F5,(25) 25,5,

2, =Fy1(24) 241+ Fy 2(24) 245

Zi=Zj»

(3.142)

Zj1—Z; i
Fio=—77—"—=1- FJ-’l(zj-),zj-,l:rn'clx(zj-),zj,2 = min( zj).

Zj,l_zj,2 21’1_21’2
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

La matrice A(x) est alors évaluée aux sommets des polytopes. La Transformation Polytopique
Convexe est appliquée aux variables de prémisse ziet z»:

—Hy c P.Z; —Hy c P.Z:4 —H c Pz,
A=|-az, -1z, 0 |=F4-az, -rz; 0 |+F,l-az, -z, 0 | (3.143)
P,z 0 —Hs Pz, 0 —H3 p.z, 0 —H3
— c P1Z11 —H c P1Z;1 —H, c PiZy,
A=F,F,,|-az,, -,z 0 |+F,F,|-az,, -1z, 0 |+F,Fy-az,, -1z 0 |+
P,Z, 0 —H3 P,Z, 0 — H3 P,Z, 0 —H3

—H ¢ P.Zy,
F1,2F2,2 —az,, —hi; 0
P22, 0 — H3
(3.144)

De la méme maniere, la Transformation Polytopique Convexe est considérée pour les
variables de prémisse zz et z4. Finalement, la matrice A(x) s’écrit comme suit

16

A(X) =D h(X)A. (3.145)
i=1

Les matrices A;j et les fonctions d’activation hi(x) sont données dans le Tableau C.1 de

[’annexe C.

Le modele TS obtenu est (la matrice B étant la méme pour tous les sous-modeles)
16

x=>"h(x)(Ax+Bu) (3.146)
i=1

» Dynamique du systeme en l'absence de traitement

L’antigénicité ¢ joue un réle prépondérant dans la dynamique du systéme ; sa valeur varie
selon le patient et selon le type de cancer. Les grandes valeurs de c représentent des cellules
tumorales avec un antigene bien reconnu tandis que les petites valeurs représentent celles avec
un antigéene faible. On distingue trois dynamiques selon la valeur de c :

e Cas 1 (Fig.3.21): Antigénicité trés faible (0 < ¢ < ¢y =8,57-107°)

Le systeme immunitaire n’est pas capable d’¢éliminer la tumeur dont la masse est importante
(les cellules tumorales présentent un antigene faible).

8

x10
10
=5
0 ‘ . ‘ ‘
0 200 400 600 800 1000
4000
12000
0 . . . .
0 200 400 600 800 1000
2000
3 1000
0 ‘ . ‘ ‘
0 200 400 600 800 1000

Temps(Jours)

Fig.3.21. Populations de cellules (cancéreuses et effectrices) et cytokine IL-2 pour c= 10-7.
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e Cas 2 (Fig.3.22): Antigénicité faible (c, < ¢ < ¢; = 0,032)

Iy a présence de cycles limites stables impliquant que la tumeur et le systéme immunitaire
subissent des oscillations (Rémission-Récidive). Les cellules immunitaires et tumorales
entrent en compétition dans ce qu’on appelle une interaction prédateur-proie ou les cellules
immunitaires jouent le role de prédateur et les cellules tumorales celui de proie. Cette
compétition donne lieu dans certains cas a un cycle croissance-réduction des populations
cellulaires.

8
10 x10
0 ‘ ‘ ‘
0 2000 4000 6000 8000 10000
x10”
10 A
W U W |
0 2000 4000 6000 8000 10000
%107
6 F
N 4
-
-2
0 . ‘ ‘
0 2000 4000 6000 8000 10000
Temps(Jours)

Fig.3.22. Populations de cellules (cancéreuses et effectrices) et cytokine IL-2 pour c=6.10-4.

e Cas 3 (Fig.3.23): Antigénicité modérée a grande (¢ > 0,032)

Il existe un cycle limite de faible amplitude et de courte période. Le systéme immunitaire est
capable de réduire les cellules tumorales a un stade de dormance. Pour les grandes valeurs de
¢, le systéme immunitaire éradique completement la tumeur (les cellules tumorales présentent
un antigéne bien reconnu).

5 i T
'—
0 ‘ . ‘ . ‘
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
< 10%
5
w ~
0 . . ‘ . ‘
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
x10*
2
K -
0 ‘ . ‘ . ‘
0 500 1000 1500 2000 2500 3000

Temps(Jours)
Fig.3.23. Populations de cellules (cancéreuses et effectrices) et cytokine IL-2 pour ¢=0,05.

» Application du Théoréeme 3.4 pour l'observation des cellules tumorales et de la
cytokine IL-2
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Le Théoreme 3.4 est appliqué au systeme K-P pour estimer le nombre des cellules tumorales
et la concentration d’interleukine IL2 en utilisant la mesure des cellules effectrices E en cas
d’absence de traitement (la matrice d’observation est C =[1 0 0]). Les conditions
initiales sont :

e Pour le systéme : x(0) = [100 100 100]7,
e Pour 'observateur : £(0) = [33 25 50]".

Les résultats de simulation pour une région LMI définie par a=0,=7,q=10,s=5 et O=n/2.17
sont illustrés par les Figures 3.24-3.26.

x10*
2 ,1‘ == === Population réelle
== == Population estimée
'_
TN
/ SN T e
A %
0 A=) L 1 . |
0 200 400 600 800 1000
. x10*
N
w 2r ,l, ‘\' '~$~¢".‘-~ _______________________
U
0 . . . .
0 200 400 600 800 1000
& .
~ 10000+ fY
a3 i\ s \il’\.f'— --------------------- -
- | Y4
J
0 . . . .
0 200 400 600 800 1000

Temps(Jours)

Fig.3.24. Populations de cellules (cancéreuses et effectrices) et cytokine IL-2 réelles et leurs
estimées pour c=0,1.
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Fig.3.25. Erreurs d’estimation d’état pour c=0,1.

> Etude de conservatisme

Les domaines de faisabilité des Théoremes 3.1 et 3.4 sont comparés dans la Figure 3.27 et ce
pour différentes valeurs de I’antigénicité ¢ et du taux de perte tumorale a. Nous pouvons
constater que, pour cet exemple, le Théoreme 3.4 est nettement moins conservatif.
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Fig.3.26. Distribution des valeurs propres des matrices A;-LiC pour c=0,1.
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Fig.3.27. Domaines de faisabilité du Théoreme 3.4 (‘o’ en rouge) et Théoreme 3.1 (‘+’ en bleu).
3.3.3. Observateur Proportionnel lipschitzien a retour de sortie multiple

L’approche rapportée dans cette section repose principalement sur des hypothéses de
lipschitz. Elle s’inspire des résultats développés dans [Ouhib, 2020] et [Ichalal, 2009]. L’idée
de base est d’utiliser un retour de sortie dans les variables de prémisse de I’observateur afin
d’obtenir des conditions de synthése plus relaxées en éliminant I’influence des constantes de
lipschitz.

Soit un systéme non linéaire décrit par un modé¢le TS dont la distribution de 1’état x(t) des
fonctions d’activation s’écrit a travers une matrice connue H

X(t) = z h (HX(O)(AX() + Bu(t)),

y(t) = Cx(b).
On pose z(t)=Hx(t), le systeme (3.147) devient

(3.147)
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(0 = S (O)(AX) + Bu(),

(3.148)
y(t) = Cx(t).
L’observateur proportionnel proposé¢ est donné par
K(t) = éhi O)AX®) +Bu(t) + L (yt) - J(©)),
2(t) = HX(t) + K(y(t) - y(1)), (3.149)

y(t) = CX(t).

L’observateur (3.149) présente deux retours de sorties, le premier dans la dynamique de I’état
estimé x(t) et le deuxiéme dans la variable de prémisse h(Z(t)). Ce dernier sera utilisé pour
éliminer ’effet des constantes de lipschitz sur les conditions de synthese.

Le systeme (3.148) peut s’exprimer comme
x(t) = g[hi (2)(AXD) +Bu®)+ A& OX(M) + B u(t)] (3.150)

ou 6;(t) = hy (z(1)) ~hy (2(1))

La dynamique de I’erreur d’estimation d’état s’écrit alors
r

6(t) = X[ 2M)(A - LC)e())+ AS X(t) + BS u(t)] (3.151)
i=1

Hypothese 3.4

Les fonctions d’activation hi(z(t)) sont lipschitziennes

I (2(®)) —h (2@®)| < nyz(t) - 2(1) (3.152)
I (z(®)z(t) —h (2 2(t)| < m; |z(t) - 2(1)), (3.153)

ou n; et mj, scalaires positifs, sont les constantes de lipschitz.
Hypothese 3.5

La norme L, de l’entrée u(t) est bornée

lu), < p.0>0. (3.154)

Hypothese 3.6
Le systeme (3.147) est stable

Ix®)[, <o.0>0. (3.155)

Si les hypotheses 3.4-3.6 sont satisfaites alors les gains Li et K de 1’observateur (3.149) sont
déterminés par les Théoremes 3.7 ou 3.8 selon une condition de rang.

C
e Casl: rang(szrang(C)
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Théoréme 3.7

Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Le systeme (3.151) est D-stable s’il
existe deux matrices symetriques définies positives Q et R, des matrices X; et des scalaires
positifs ai et Bi tels que les conditions suivantes sont vérifiées Vi € {1, ..., r}

L®Q+Sym(M ® (QA — X.C)) <R, (3.156)
-R * *
MT®AQ —-al 0 |<O. (3.157)

MT®B'Q 0 -2l
Les matrices de [’observateur sont données par

L =Q'X;, (3.158)

K=HC". (3.159)
On note C~ =CT(cc™)*la pseudo-inverse a droite de la matrice C.

Preuve. On considére la FLQ V(e)=e'Qe, Q=Q" >0. En remplacant ’expression (3.151)
dans la dérivee temporelle de V(e), on obtient

V)= 2@ (sym(@a ~QLC) )+ Symle QAG (' QBis (] (3.160)
Le syst:‘e_me (3.151) est D-stable si

L®V(e)+M ®%\/(e)+MT®%V(e)<O. (3.161)
Soit

STh@{1 @)L eQ+SymM @ QA -QLC))I @e)}+ sym((1 ®e")(M ®QAS M) © X))+

i=1

sym((1 @€")(M ® QB (1))(1 ®u))] < 0.

(3.162)
En se basant sur I’inégalité de Young (Lemme 3.2), on peut écrire
Sym((1 ®e")(M ®QAS, (1)1 @ X)) < (1 ®e")(M ®QA)MT ® ATQ)(I ®€)+ (3.163)
a (1@ )(1® 5 (1)1 @6 (1)1 ®X), |
Sym((1 ®e")(M ® QB,5; () )1 ®u)) < 4,(1 ®e")(M ®QB,)(MT ®BIQ)(I ®€) + (3.164)

A1 euT)(1®s (1)1 ® 6 1)1 ®u).
Compte tenu de (3.163)-(3.164), on a
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Slh(@){(1 @ )LOQ+Sym(M @ (@A ~QLC)XI ®e)}+ {1 @) (M ®QA)MT @ ATQ)+

A1 M ©QB)MT @B QK1 ®€)j+ (1 9 X )(1 @ ()1 ® (1)1 ©x)+
(1O ®87 O)(1 ®5O)(1 ®u)]<o.

(3.165)
En utilisant les hypotheses 3.4-3.6, on a

a,(1®x)(1 @5 (D)1 @8 1)1 ®x) < (1 ®e’)(1 ®n’a:o?(H —KC)" (H —KC))(I ®e), (3.166)
AU R8T )1 @811 ®u)< (1 ®e")(I @n2S pA(H —KC)T (H—KC))(I ®e). (3.167)
En prenant en considération les inégalités précédentes, I’expression (3.165) devient

(@)1 @ )LOQ+Sym(M ® (@A ~QLC)XI B8+ {1 @) (M ®QA)MT @ ATQ)+
i=1

AHM ®QB)MT ®B7Q)+ (I ®n(ey02 + fp?)(H — KC) (H —KC)) I ®e)}<0.

(3.168)
La négativité de I’inégalité (3.168) est garantie si les conditions suivantes sont satisfaites
L®Q+Sym(M ® (QA —QLC)<-R, (3.169)

R+ (M ®QA)MT @ A'Q)+ (M ®QB)MT ®B'Q)+(l ®n*(cr:02+ p)(H —KC)' (H - KC)) <0.
(3.170)

L’influence des constantes de Lipschitz n; et des bornes p et ¢ peut étre totalement éliminée
en calculant le gain K comme suit

H-KC =0, (3.171)
L’équation (3.171) peut étre résolue si la condition de rang suivante est satisfaite

C
rang ( H j =rang(C) (3.172)
Onaalors
K=HC". (3.173)
La condition (3.170) s’€crit alors comme suit
~R+a (M ®QA)M™ ®A'Q)+ 47 (M®QB)(M' ®B/Q)<O0. (3.174)

En appliquant le complément de Schur a I’inégalité (3.174) et en considérant le changement
de variable Xi=QL; dans (3.169), on aboutit aux contraintes (3.156) et (3.157) du Théoréme
3.7.m

C
e Cas2: rang(Hj;t rang(C)

Théoréme 3.8
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Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Le systeme (3.151) est D-stable s’il
existe deux matrices symétriques définies positives Q et R, des matrices X;, S et un scalaire
positif 2 tels que les conditions suivantes sont vérifiées Vi € {1, ..., 7}

L®Q+Sym(M ® (QA — X,C)) <-R, (3.175)
B _ R * * * B
MTQA'Q -Al 0 0
MT®B'Q 0 -A 0 <0. (3.176)
I®(MH-SC) 0 0 2_#
L ni(o2+ p?) |

Les matrices de l’observateur sont données par

L =Q7'X.. (3.177)
Preuve. On considere le changement de variable suivant
aq=a,==a,=f=F==pF=A (3.178)

Les inégalités (3.166) et (3.167) s’expriment alors comme

%Z(I @ xN)(1 ®8T (1)1 ® 8 (1)1 ®x) <n’c2A(1 ®e)(1 ® (AH — AKC)' (AH - AKC))(I ®e),
(3.179)

%(I QU1 ®8T (1)1 ® 68 (1)1 ®u)<n’p2it(l ®e)(1 ® (AH — AKC)" (AH — AKC))(I ®e).
(3.180)

Par conséquent, le systeme (3.151) est D-stable si

L®Q+Sym(M ®(QA —-QLC))<-R, (3.181)

~R+ A (M ®QA)YMT ®A'Q)+ A (M®QB)MT ®B'Q)+ A n(02+ p?)(I ® (AH — AKC)T (AH - KC)) <O0.
(3.182)

En appliquant les changements de variable Xi=QL; et S=AK et le complément de Schur a
I’inégalité précédente, on aboutit aux contraintes (3.175) et (3.176) du Théoréeme 3.8. m

Détermination de la borne & par ’approche £,
A partir des hypotheses 3.5 et 3.6, on a

t
x®l, o _ " (3.183)
Ju®l, ~ »
Le gain £, du transfert de u(t) vers x(t) est borné par y s’il existe une fonction de Lyapunov
V(X)=x"Px, P=P" >0, (3.184)
telle que
V(x)+x" x—y2'u<0. (3.185)

En utilisant (3.147), on aboutit a la condition suivante
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Sym(P. I =
ym( TA)+ " o, (3.186)
B P 71
avec y =y2. On en déduit alors la valeur de o
o=py. (3.187)

Exemple 3.4: Application de I'observateur lipschitzien a un systéme chaotique

On considére un systeme non linéaire chaotique décrit par un modele TS a deux modeles
locaux dont les matrices et les fonctions d’activation sont

~10 10 0 ~10 10 0 1 0 L1 1
A=|28 -1 -30 |A=|28 -1 30 |,B=|0[B,=|1 ’C:L . 0},
0 30 -8/3 0 -30 -8/3 0 0

PR TR I PO 1o _
04 0) =5 {150 | =21 O ) -1 H = 0 0]

Les plans de phase de la Figure 3.28 montrent le caractere chaotique du systéme.

307 T T T 50 T T T T 1 50

45

40+

. . . J fy S— . x . P
-20 -10 0 10 20 30 20 -0 0 10 20 30
xA(t) x2(t)

Fig.3.28. Plans de phase.

C
La condition rang[Hj:rang(C)=2 étant satisfaite, on applique le Théoreme 3.7 au

systeme considéré pour une région LMI définie par =5, a=0, 0=r/2,7, s=q=15. Les
solutions numériques obtenues sont

0.0480 -0.0068 0.0145 4.9841 20.0267 5.2148  20.0530
Q=-0.0068 0.0110 0.0044|,L =|-4.3370 97.0160 |, L, =| 25.6873 -11.5669 ,K:[O 1].
0.0145 0.0044 0.0115 25.3118 -9.5662 -6.5898 -57.0503

L’estimation d’état D-stable par I’observateur (3.149) et la migration des valeurs propres des
matrices Ai-LiC sont illustrées par les Figures 3.29-3.31.
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Fig.3.29. Evolution des états du systéme et de leurs estimées.
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Fig.3.30. Erreurs d’estimation d’état.
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Fig.3.31. Migration des valeurs propres des matrices locales A;-LC.

Pour conclure cette section, on peut dire que le conservatisme lié aux constantes de lipschitz

et aux bornes de 1’état et de Dentrée a été

outrepassé¢ en utilisant un retour de sortie
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

supplémentaire dans les variables de prémisse de I’observateur. Cependant, 1’obtention d’un
modele TS selon la méthode des secteurs non linéaires ne permet pas toujours d’avoir des
variables de prémisse distribuées selon une matrice H, ce qui constitue une limitation a
I’approche proposée.

3.4.Estimation d’état et des entrées inconnues
3.4.1. Observateurs PI et PMI £, basés sur le lemme de Finsler

Les systémes physiques sont souvent soumis a deux types d’entrées ; les entrées connues qui
représentent les commandes du systéme et les entrées inconnues qui peuvent étre des
perturbations, des défauts, des erreurs de modélisation ou des bruits de mesure. Ne pas
prendre en considération ces entrées inconnues dans le probleme de synthése d’observateurs
peut mener a une estimation dégradée des états du systeme.

Un observateur a entrées inconnues ou Unknown Input Observer (UIO) en anglais est un
observateur capable de fournir une estimation des états du systéme en présence d’entrées
inconnues.

On distingue deux types d’observateurs a entrées inconnues ; les observateurs basés sur le
découplage parfait entre D’erreur d’estimation d’état et les entrées inconnues et les
observateurs permettant 1’estimation simultanée de I’état et des entrées inconnues tout en
cherchant a minimiser ’effet de ces derniéres sur I’erreur d’estimation d’état.

La premicre catégorie d’observateurs permet de rendre ’erreur d’estimation d’état insensible
aux entrées inconnues en imposant certaines contraintes structurelles [Darouch et al., 1994],
[Gaddouna et al., 1994]. Dans cette catégorie, 1’estimation directe des entrées inconnues n’est
pas considérée. Cependant, les états estimés par I’observateur peuvent servir a I’estimation
des entrées inconnues. Une telle estimation nécessite 1’utilisation des dérivées temporelles des
signaux de sorties qui sont souvent entachées de bruits de mesure ce qui rend I’estimation
quelque peu délicate [Hou et Patton, 1998]. Ce type d’observateur a été étendu aux systémes
non linéaires décrits par des multi-modeles dans [Chadli, 2010] , [Yeh et al., 2015], [Vu et al.,
2018].

La seconde catégorie d’observateurs permet d’estimer simultanément 1’état du systéme et les
entrées inconnues en utilisant une ou plusieurs actions intégrales. Ces observateurs permettent
également de minimiser I’effet des entrées inconnues sur I’erreur d’estimation d’état [Ichalal
et al., 2009], [Fugiang You et al., 2020].

L’observateur Proportionnel Intégral (PI) appartient a la deuxiéme catégorie d’observateurs a
entrées inconnues (voir Figure 3.32). Il fournit généralement une estimation acceptable des
entrées inconnues méme en présence de bruits de mesure. Son gain intégral permet de réduire
le conservatisme des conditions de convergence de I’erreur d’estimation d’état mais
I’hypothése des entrées inconnues constantes réduit la classe de signaux estimés. Néanmoins,
les signaux a dynamique lente peuvent étre estimés en augmentant le gain de I’observateur.

L’observateur Proportionnel Multi-Intégral (PMI) constitue une généralisation de
I’observateur PI, plusieurs actions intégrales sont mises en ceuvre pour estimer les entrées
inconnues. Il repose sur I’estimation simultanée des Q premiéres dérivées de I’entrée
inconnue.

Dans ce qui suit, nous allons généraliser les résultats obtenus dans la section 3.3.2.1 a la
synthese d’observateurs PI et PMI.
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

d(t)

v(r)

u(t) Systéme

—= T 0 (O

Gmru

Lp(3(t)) | ]

¥(t)

Fig.3.32. Structure d’un observateur Proportionnel-Intégral (PI) [Nagy-Kiss, 2010]
3.4.1.1. Synthese d’'un observateur Proportionnel Intégral (PI)

Nous considérons la classe de systemes non linéaires décrits par une structure de Takagi-
Sugeno a Variables de Décision Non Mesurables soumis a des entrées inconnues

K1) = S 0)(AX() + Bu(®) + Ed(), 6159
y(t) = Cx(t) + Gd(t).
d(t) € R représente le vecteur des entrées inconnues. Ej et G sont les matrices de répartition
des entrées inconnues (de dimensions appropriees).
Le systeme (3.188) vérifie les hypothéses 3.2 et 3.3.
Hypothese 3.7
L’entrée inconnue d(t) est supposée constante i.e

d(t)=o0. (3.189)

En pratique, on peut s’affranchir de cette hypothése en augmentant les gains de I’observateur.
Cela peut cependant provoquer une certaine sensibilité aux bruits de mesure.

Afin d’estimer conjointement le vecteur d’état et celui des entrées inconnues, I’observateur
Proportionnel Intégral suivant est considéré

R(t) = z h (AR + Bu() + Ed(E) + Lo, (1) - 9@) )

d(®) = 28 ALy O - 50)), (3.190)

(t) = CR(t) + Gd ().
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

ou Lpiet Lii sont respectivement les gains proportionnels et intégraux de 1’observateur PI.

Le systéme TS (3.188) a VDNM est exprimé sous la forme pseudo-perturbée suivante

%(t) = X h (R(AX(E) + Bu(t) + Ed (1) + ar(t)),
i=1

(3.191)
y(t) = Cx(t) + Gd(t),
ou
o) = (0 () — h ()AX(D) + Bu(t) + Ed (©)). (3.192)
i=1

En se basant sur I’hypothese 3.7, le systéme (3.191) peut s’écrire sous la forme augmentée

{xa (t) =~Aﬁxa (t) + Bu(t) +Weo(t), (3.199)

y(t) = CXa (t)1

ou

xO A Eilg B lwol'leo

X, (t) _[d(t)} A _[ A } B. _[ 0 }W _[0},0 =[lc G} (3.194)

L’observateur (3.190) est également mis sous forme augmentée

{ﬁa O = Ak + Bu® + KO - 9O (.15
y(t) = CX, (1),

avec

~ L .

L.=| | (3.196)
" { Llﬁ}

La dynamique d’erreur d’estimation d’état est

&, (1) = (A, — L.C)e, (t) +Wao(t). (3.197)

Théoréme 3.9

Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Le systeme (3.197) est D-stable et le
gain L, du transfert de w(?) vers ea(t) est borné s’il existe un scalaire € > 0, une matrice
symétrique définie positive P, des matrices X;, Y;, V; et un scalaire y tels que les conditions
suivantes sont vérifiées Vi € {1, ...,7}

PQ?,Q’Viy
L®P+Sym(M ® (PA — X,C)) +1 * * * 0 0]
M ® (¢PA —£X,C) —Sym(M ®£SY,") * * o * *
M ® (¢PA —£X,C) ~-MT®eVT) —Sym(M®sV,) * 0 0 1,
MT®W'P M™®eWTP MT®W'P —-F 0 0 ’
0 1 ®Y 0 0 -F' 0
i 0 MT ®¢S] 0 0 0 -7I]
(3.198)
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

ouF > 0.

Les gains de [’observateur sont déterminés par

L =PX.. (3.199)
Le taux d’atténuation est

7y =47 (3.200)
Preuve. La preuve du Théoreme 3.9 est similaire a celle du Théoréme 3.4. m

Exemple 3.5: Application de l'observateur PI a un réacteur a cuve agitée en
continu (Continuous Stirred Tank Reactor)

Soit un réacteur isotherme a cuve agitée en continu siége de réactions en série et parallele
(réaction de type Van Der Vusse) :
k k
ASBSC
k3
2A-D
Le modele mathématique de ce réacteur est decrit par les équations différentielles suivantes

; F
Ca= V(CAf —Cn)—kCp - kSCZv
(3.201)

Le volume du réacteur V est supposé constant et le flux d’alimentation contient uniquement le
compose A. ki, ko et ks sont les taux de réactions constants. Cas est la concentration a ’entrée
du réacteur du produit A qui est transforme en produit B. Ca représente la concentration en
mol/l du composé A. L’entrée du systéme est la vitesse de dilution F/V et la sortie est la
concentration du produit Cg. Les valeurs numériques des parametres du systeme sont :

ki=5/6 min™: ko=5/3 mint; ks3=1/6 min ! :Ca=10 mol/l ;V=1l.

Les équations relatives a C¢ et Cp ont été négligées parce qu’elles sont indépendantes des
concentrations Ca et Cs.

La méthode des secteurs non linéaires permet d’aboutir au modele TS a quatre modeles
locaux

X = zl h (X(D)(AX(D) + Bu(t),
y(t) = Cx(t),

avec
. [-14317 0 . [-0,8361 0 5 _ 6,41 5 _ 6,41
A=h= 0,8333 -1,6667 A=A 0,8333 -16667| * |-1,25| % |-0,0097|

9,9835 9.9835
B, = B, = c=[0 1].
1,25 -0.0097

(3.202)

Les fonctions d’activation h, (X(t)) sont définies par :
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C,(t)—0.0165 Cg(t)—0.0097
35735  1.2403
C,(t)-0.0165 1.25—Cy(t)
35735  1.2403
3.59—C,(t) Cg(t)—0.0097
35735  1.2403
3.50—C,(t) 1.25-Cy(t)
3.5735 1.2403

h(x) =F1(z)F4(2,) =

hy(X) = F1 (), 5(2,) =

hy(X) = F,(z)F4(20) =

hy(X) = F,(z)F5,(2,) =

Le réacteur est soumis & une entrée inconnue d(t) avec E,=E, =[1 1] et G=0.

X() = 2 h () (AX(®) + Bu(®) + Ed (1))
y(t) = Cx(t)

L’entrée du systéme, la vitesse de dilution est représentée par la figure 3.33.

(3.203)

0.3

0.25 ‘

T

0.15

01r

0.05 ‘
L

0

Vitesse de dilution (1/min)

0 100 200 300 400 500
Temps(min)

Fig.3.33. Entrée : Vitesse de dilution.

L’application des contraintes (3.198) au systéme (3.203) pour e=10° et pour une région LMI
définie par les parametres fp=1,7, a=0, §=3=/11, s=q=11,5 permet d’aboutir aux résultats
numériques suivants
1.3693 -2.1672 0.4291
P=10%.|-2.1672 5.7265 -1.1671 Lp =
0.4291 -1.1671 0.2990

8.0706
11.8372

{8.6989

8.7069
L, =33.6711,L; = ;
12.5150| * 2

12.5293

8.0708
L, =33.7128,L, = L, =32.0599,L, =
2 3 3 4

L, =32.0627, y = 0.0044.
11.8383| ¢

L’estimation de la concentration du composé A et celle de I’entrée inconnue d(t) sont
illustrées par les Figures 3.34-3.35.
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Fig.3.36. Distribution des valeurs propres des matrices (A; — L;C) (observateur PI).
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100
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20
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Fig.3.35. Estimation de I'’entrée inconnue par I'observateur PI.



3 D-observation des systemes TS a VDNM

L’observateur PI fournit une estimation satisfaisante de 1’état et de I’entrée inconnue méme si
I’hypothése 3.7 n’est pas vérifiée. Les valeurs propres des matrices (4; — L;C) sont contenues
dans la région LMI prescrite (voir Figure 3.36).

Dans la prochaine section, nous proposons la synthése d’un observateur PMI selon la méme
approche. Cet observateur fournit généralement une estimation plus performante que
I’observateur PI grace a un nombre supplémentaire d’actions intégrales.

3.4.1.2. Synthese d’'un observateur Proportionnel Multi-Intégral (PMI)

L’observateur PMI permet d’¢largir la classe de signaux estimés en relaxant I’hypothese 3.7
selon laquelle les entrées inconnues sont constantes.

Hypothése 3.8

On suppose que la q°™ dérivée de I’entrée inconnue est nulle .
d@(t) =0. (3.204)

Pour une entrée inconnue en rampe d(t)=o.t, il est nécessaire d’avoir q=2 pour satisfaire
I’hypothése 3.8. Un autre exemple peut étre donné d’une entrée inconnue de la forme
d(t)=ap+ait+ast2 Dans ce cas, I’hypothese 3.10 est satisfaite pour q=3.

On définit alors les dérivées successives de I’entrée inconnue d(t) ; dD(t),d®@ ), ...,d4D(t) de
la maniere suivante

d(t) d, (t)
d,® |_ dz'(t). (3.205)

dq,;(t) d, (1)

Le systeme (3.188) peut s’exprimer sous la forme augmentée

{Xa (t) =_Aﬁxa (t) + B.u(t) +Wa(t), 5.208
y(t) =Cx, (1),
ou
T x(t) ] A B 0 0 0] B, (1]
a0 o 0 I, 0 0 0 0
- 4o (A= 7 0 0l - % lw-=|° (3.207)
: 0 0 1, 0 0
(a0 0 0 0 0] 0 | 0]
C=[c g 0o --- 0 0] (3.208)
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3 D-observation des systemes TS a VDNM

L’observateur PMI de degré q permettant I’estimation de 1’état et de I’entrée inconnue d(t)
vérifiant I’hypothése 3.8 est donné par la structure suivante

() = EN (A0 + B + Ed©) + Lo (y(®) - 30
4,0 =30 @.0+ Lo -0} i=1..a-1 3,209
4 =2h @O + Liy® - 50))

() = CX(t) + Gd ().

On peut constater que I’estimation de ’entrée inconnue d(t) passe par I’estimation de ses -1

premieres dérivées en utilisant g-1 actions intégrales d’ou I’appellation de « Multi-Intégral »
(voir Figure 3.37).

uft

Fig.3.37.Structure d’'un observateur Proportionnel Multi-Intégral (PMI) [Ichalal, 2009].

L’observateur PMI (3.209) s’écrit sous forme augmentée comme suit

{x*a(t) = A%, (1) + Bou(t) + L (y (1) - (1),

-’ (3.210)
y(t) = CX, (1),

avec

Eﬁ=[|_TPi AN AR L‘,*;lTT. (3.211)

Comme précédemment, il est aisé de déterminer la dynamique de I’erreur d’estimation d’état

&, (1) = (A, —L:.C)e, (t) +Wa(t). (3.212)
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Théoréme 3.10

Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Le systeme (3.212) est D-stable et le
gain L, du transfert de w(?) vers ea(t) est borné s’il existe un scalaire € > 0, une matrice
symétrique définie positive P, des matrices X;, Y;, V; et un scalaire y tels que les conditions
suivantes sont vérifiées Vi € {1, ...,7}

min
P, XiYi Vi
LO®P+Sym(M ® (PA — X.C))+| * * * 0 0 |
M ® (¢PA —£X,C) —-Sym(M ®£S.Y,") * * *
M ® (¢PA-£X.C) -MT®e&V)  -Sym(M®eV,) * 0 0 -0
MTQW'P MT®&W'™P MT®W'P  —F 0 0 ’
0 | ®YiT 0 0 F' 0
] 0 MT ®eS/ 0 0 0 -7l
(3.213)
ouF > 0.
Les gains de l’observateur sont déterminés par
L =P'X,. (3.214)
Le taux d’atténuation est
y =7 (3.215)

Preuve. La démonstration du Théoreme 3.10 est identique a celle du Théoreme 3.4. m

Exemple 3.6: Application de I'observateur PMI a un réacteur a cuve agitée en
continu

Dans cette partie, nous appliquons I’observateur PMI présenté ci-dessus au systéeme (3.203).
Les matrices de gains proportionnels et intégraux de 1’observateur pour é=10"" sont

|—Pl =Lp

2

3 00514 31 1 312 2 3
=10°- ,L, =L, =0.3939-10°,L; =L; =2.1835-10°, L7 =L7 =5.0592-10°,
0.0322 Iy I Iy I Iy I

0.0547
0.0323

12 =12 =5.1788-10% 13 =13 =5.1631-10° y = 0.0521.
3 4 3 4

13 =13 =5.0307-10% L, =L, :103-{ },L, =L, =0.3968-10% L} =1} =2.2240-10°,
1 2 3 4 3 4 3 4

Les résultats de ’estimation d’état et de I’entrée inconnue du CSTR sont présentés par les
Figures 3.38-3.40.
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Fig.3.38. Estimation de la concentration Ca par I'observateur PMI.
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Fig.3.39. Estimation de I'entrée inconnue par I'observateur PMI.
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On constate que 1’observateur PMI synthétisé permet d’obtenir des estimations de 1’état et de
I’entrée inconnue trés satisfaisantes du fait de la présence d’un nombre suffisant d’actions
intégrales. De plus, les valeurs propres des matrices A; — L;C « migrent » vers la région LMI
imposeée.

Les matrices A; — L;C étant constituées des éléments des matrices Ai et de ceux des matrices
Ei, il peut s’avérer parfois difficile d’imposer une dynamique trop rapide aux observateurs
locaux. Le choix des parametres de la région LMI est alors déterminé par la satisfaction d’ un
compromis entre rapidité et faisabilité du probléme d’optimisation.

3.4.2. Observateur £, d’état et des défauts actionneurs

Qu’est-ce qu’un défaut ?

Un défaut est défini comme étant une déviation non permise d’une caractéristique du systéme
de sa valeur nominale. On distingue trois types de défauts selon leur localisation : les défauts
actionneurs, les défauts capteurs et les défauts systeme (voir Figure 3.41).

£,(0) /(0
référence entrée . ‘ 7= sortie
— - 2| - . = -~
Contréleur »  Actiofneur Processus >
i i
¥ ¥
S0
Cdpteur
L
¥

Fig.3.41. Classification des défauts selon leur localisation.

Défauts actionneurs

Les défauts actionneurs agissent sur la partie opérative en détériorant le signal du systéme. Ils
peuvent causer une perte totale (défaillance) ou partielle d’un actionneur agissant sur le
systéme.

Les défauts actionneurs les plus fréquents sont (voir Figure 3.42) : I’oscillation, le blocage, la
saturation et la perte d’efficacité.

min

Saturation

Perte d'efficacité

Fig.3.42. Défauts actionneurs les plus répandus [Ducard, 2009]. Les lignes pointillées sont les
valeurs désirées de 'actionneur. Les lignes en trait plein représentent les valeurs actuelles.

Défauts capteurs
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Un défaut capteur est une mauvaise image de la grandeur a mesurer. Les défauts capteurs les
plus rencontrés sont : le biais, la dérive, la perte d’efficacité, le blocage, le défaut de calibrage
(Figure 3.43).

Temps Temps

Biais Dérive Perte d'efficacité

- =
Temps Temps

Blocage Défaut de calibrage

Fig.3.43. Défauts capteurs les plus répandus. Les lignes pointillées désignent les valeurs
mesurées par le capteur. Les lignes en trait plein représentent les valeurs réelles.

Défauts systéme

Ce type de defaut provient du systeme lui-méme. Il peut résulter de la casse ou de I’altération
d’un composant du systéme réduisant les capacités de ce dernier a effectuer la tache requise.
Les défauts qui n’appartiennent pas aux défauts actionneurs ou capteurs sont souvent classés
arbitrairement dans cette catégorie.

Les défauts peuvent aussi étre classés selon leur caractéristique temporelle comme suit (voir
Figure 3.44) :

f/__

0 O i 11

.......

Défaut graduel Défaut abrupt Défaut intermittent

Fig.3.44. Evolutions temporelles des différents types de défauts.

Défauts graduels

Ils représentent des changements paramétriques lents qui résultent souvent d’un encrassement,
d’une dérive ou de I'usure d’une picce. Du fait de leurs caractéristiques lentes, ils sont
difficiles a détecter. Une représentation mathématique de ce type de défaut est donnée par
I’équation suivante

s—e My txt,,

f(t-t,)= o (3.216)
.

Défauts abrupts
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Ils se produisent instantanément souvent a la suite d’un dommage matériel. Ils peuvent
s’avérer trés séveres, car ils affectent les performances et/ou la stabilit¢ du systéme.
L’évolution d’un défaut abrupt peut étre exprimée par

t>t,,

S
f(t—tf):{o o (3.217)

Défauts intermittents

Ces défauts apparaissent et disparaissent a plusieurs reprises. Ils sont souvent causés par un
faux contact ou un cablage partiellement endommaggé.

Les défauts sont aussi classés selon leur modélisation mathématique en défauts additifs et
défauts multiplicatifs (Figure 3.45).

Défauts additifs

Ce sont des défauts qui se superposent au signal de commande ou de mesure. Les defauts
actionneurs ou capteurs sont souvent modelises par des défauts additifs.

Défauts multiplicatifs

Les défauts qui affectent le procédé d’une fagon dépendante des entrées connues sont
considérés comme des défauts multiplicatifs. Les défauts systéme (ou composant) sont
modélisés par des defauts multiplicatifs.

défaut f(1) defaut (1)

w signal défaillant signal defaillant
Y .
N

—

signal z(7) signal z(r)
N

»

z (1) =2z(t)+ f(r) z ()==2(1).f(1)

(a) Defaut additif (b) Deéfaut multiplicatif

Fig.3.45. Défauts additif et multiplicatif.
Les principales méthodes de diagnostic des défauts

Le diagnostic des défauts peut étre défini comme « 1’établissement d’une corrélation entre des
caractéristiques ou symptdmes et des situations types » [Benchimol et al., 1986]. Il s’articule
généralement autour de trois activités :

e la détection : qui a pour but de signaler la présence d’un défaut,

e la localisation : qui permet de cerner les éléments défaillants du systeme en remontant a
I’origine du défaut,

o [’identification : permet de déterminer ’instant d’apparition du défaut, sa durée et son
amplitude.

Les techniques de diagnostic reposent sur la notion de redondance qui est la possibilité de
connaitre la valeur d’une variable de différentes maniéres. Nous pouvons distinguer deux
types de redondances :

e Redondance matérielle : Afin de s’assurer de la validité d’une mesure. La redondance
matérielle consiste a mesurer la méme grandeur physique avec différents capteurs. Les
valeurs obtenues sont ensuite comparées deux a deux. La différence entre deux mesures,
supérieures a un certain seuil est révélatrice de défauts. Cette approche a pour avantage
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d’étre fiable. Par contre, elle peut s’avérer coliteuse et poser des problemes
d’encombrement et de surcharge mateériels.

e Redondance analytique : Elle est basée sur I’exploitation de relations analytiques liant
différentes grandeurs mesurées du systéme. Ces relations de redondance analytiques
peuvent étre issues de I’expression mathématique de lois physiques ou déduites d’une
analyse statistique des mesures. Cette approche permet de limiter le nombre de capteurs
nécessaires a la surveillance et permet d’appréhender des défauts affectant aussi bien la
chaine d’instrumentation que le systéme commandé ou ses organes de commande parce
qu’elle permet d’intégrer plus d’informations que la redondance matérielle.

On peut généralement distinguer deux grandes familles de méthodes de diagnostic (Tableau
3.5):

e Meéthodes a base de modeéle: Ces méthodes nécessitent souvent une connaissance
approfondie du systéeme physique incluant des relations causales entre les différents
éléments,

e Meéthodes sans modeéle : Ces méthodes ne nécessitent pas une connaissance accrue du
systéme physique mais une connaissance glanée a partir d’expérience passées (on parlera
aussi de connaissance superficielle).

Meéthodes de diagnostic

A base de modeéle Sans modeéle
Modeéles qualitatifs Modéles quantitatifs Meéthodes qualitatives Méthodes
quantitatives
mGraphes d’influence | mEspace de parité [Patton | mSystémes experts | mAnalyse en

[Blanke et al., 2006], | et Chen, 1991] ,[Hwang | [Venkatasubramanian et | composantes
[Travé-Massuyés et al., | et al., 2014], [Cui et Sun, | al., 2003], [Angeli, 2008], | principales [Pessel et

1997], 2019], s AMDE/AMDEC al., 2007], [Tharrault et
mRéseaux de  Petri | mObservateurs [Patton et | [Zwingelstein, 1995], al., 2008],

[Lefebvre et Delherm, | Chen, 1997], [Zhang et | [Villemeur, 1988]. mReconnaissance  de
2007], [Seatzu et al., | al., 2016], [Zhonghai et formes [Dubuisson,
2013], al., 2018], 1990], [Rauber et al.,
= ogique floue | mEstimation paramétrique 2010],

[Mendonca et al, | [Jiang et al, 2007], mRéseaux de neurones
2009], [Palade et | [Cimpoesu et al., 2013]. [Korbicz et al., 2004],
Bocaniala, 2006]. [Koppen-Seliger et

Frank, 1996],

mAnalyse qualitative de
la tendance [Zhou et
Ye, 2017],

Tableau 3.5. Classification des méthodes de diagnostic.

Dans ce qui suit, nous proposons d’étendre les résultats obtenus dans [Zhang et al., 2008] a
I’estimation des défauts actionneurs des systémes non linéaires décrits par des modeles TS a
VDNM sous contrainte de D-stabilité.

Soit le systeme non linéaire décrit par le modéle TS suivant

()= 3 (0(AX(O + Bu(®) + E,f, (1),
y(t) = Cx(t).

f.(t) € RY représente le vecteur des défauts actionneur.

(3.218)
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Le systéme (3.218) veérifie les hypothéses 3.2 et 3.3.
Hypothése 3.9
Le défaut fa(t) est borné en norme:

|f.®)], <o.0>0. (3.219)

Le systéme (3.218) peut étre réécrit comme suit

X(t) = Zr: h (%) (AX(t) +Bu(t) + E; f, (t) + (1)),

(3.220)
y(t) = Cx(t).
avec o(t)= z (h (x(t)) —h (R(1)) ) (Ax(t) + Bu(t) + E f, (t)).
Hypotheése 3.10
rang(CE;) =q. (3.221)

L’observateur permettant I’estimation conjointe du vecteur d’état et des défauts actionneurs
est donné par

(1) = Y h (ARG + Bu® +E f,0) + L (y®) -y))

£ {hi (RTK; () - 90) + A(y() - 9(1) ). (3.222)
g(t) = CR().

I' € Rs?*1 est le taux d’apprentissage, A est un scalaire positif.

Soit les erreurs d’estimation d’état et de défaut

e, (t) =x(t) - X(t), (3.223)
e, (1) ="f.(0)-f.@). (3.224)
Les dynamiques de I’erreur d’estimation d’état et d’estimation du défaut sont données par

e, () =(A —L.Ce,(t) +E.e (t) + a(t), (3.225)
e ()= f.(t)+ (T'K,CL,C-TK.CA - AI'K.C)e, (t) -T'K.CE.e, (t)-TK.Ca(t). (3.226)

Définissons le systéme augmenté suivant

6,(t) = Ae, (1) +W.a(t) (3.227)

ou

Je®] .. [e®] ; A -LC E, N
%0 {efa (t)}""(t) _{f’a(t)}'/_\* {FKHCLHC ~I'K.CA - AIK.C —FKﬁCEJ’W {—rKﬁc J'

Les conditions de D-stabilité du systeme (3.227) sont énoncées par les Théoremes 3.11 ou
3.12.
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e Casl:KC=E'P

Théoréme 3.11

Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Le systeme (3.227) est D-stable et le
gain £, du transfert de @(t) vers ea(?) est borné s’il existe deux matrices symétriques définies

positives P et S, des matrices X;, K; et un scalaire positif 7 tels que les conditions suivantes
sont vérifiées Vi € {1, ..., 1}

pox;”
LO®P+Sym(M ® (PA - X.C))+1 * * 0]
MoteErxc-1erpA)  Lols—symMeIETPE)+I * %
A A A A
<0, (3.228)
MT®P MT@)%PEi -7 0
S 1 _
0 MT®=S 0 -7l
L A i
K.C=EP. (3.229)
Les gains de [’observateur sont déterminés par
L =P'X,. (3.230)
r=sm (3.231)

Preuve. Afin de démontrer la D-stabilité du systeme (3.227), on considere la FLQ candidate
suivante

1
Ve, e )=ePe + ZeIaF’lefa ,P=P">0,=T". (3.232)
Sa dérivée par rapport au temps est
V =Sym(e; (PA. —~PL.C)e, +e;PE.e, +e; Pa)+%e¥a (K.CL.C-K.CA. - 1K .C)e, —%eLKHCEHefa
1
—ze‘;ﬁ KhCC())

(3.233)

Le systéme (3.227) est D-stable et le gain £, du transfert de @(t) vers ea(t) est borné si la
condition suivante est satisfaite

LOV(e,)+M @2V +M" ©2V +(1 96)(1 Be)+(1 @6 I ©e, )=/ (1 @)1 @a) 4 )3y

-1 fH1® f,)<0.

En utilisant la propriété (3.18) du produit de Kronecker, I’inégalité (3.234) peut s’écrire sous
la forme matricielle suivante
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L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C)) +1 * * 0
M ®(%(KHCLﬁC—KHCAH)—KﬁC+EhTP) L®%F‘1—Sym(M ®%KﬁCEH)+I 0 *
X T T LTk X <0,
MT®P M7 ®=>CTK{ -2l 0
0 MT ®%r*1 0 -2
) (3.235)
avec X" =|[(1®e]) (1®e]) (1®@a) (1®f])].
La négativité de 1’inégalité (3.235) est garantie si
L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C))+| * * 0 ]
1 1 1
M ®(Z(KﬁCLﬁC—KHCA%)—KﬁCJrEgP) L®ZF ' - Sym(M ®ZKﬁCEﬁ)+| 0 *
<0.
MT®P MT®%CTKg -2l 0
T 1 -1
0 M ®Zr 0 -2l
(3.236)
En prenant en compte la contrainte égalité suivante
K.C=EP, (3.237)
I'inégalité (3.236) devient
[L®P +Sym(M ® (PA. —PL.C)) + I * * 0 |
1 1_. 1
M ®(Z(EgPLHC—EhTPAF)) L®IF 1 _sym(Mm ®thTPEﬁ)+| 0 *
0,
MT®P MT®%PE5 10 |°
0 MT ®%r—1 0 —y2
(3.238)

La condition suffisante (3.228) est alors obtenue en considérant les changements de variables
X,=PL et y=y2.m

Remarque 3.5

La contrainte égalité (3.237) peut étre remplacée par le probleme d’optimisation [Corless et
Tu, 1998]

min 7
:
nh BEP-KCI (3.239)
* 77'

e Cas2:KC=EP
Théoréme 3.12
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Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Le systeme (3.227) est D-stable et le
gain £, du transfert de w(t) vers ea(?) est borné s’il existe deux matrices symétriques définies
positives P et S, des matrices X;, K; et deux scalaires positifs 7 et u tels que les conditions
suivantes sont vérifiées Vi € {1, ..., 7}

min ¥
P,S,Xi]/
[L®P+Sym(M ® (PA — X.C))+1 * * 0 0 * 0|
M®(EiTP—KiC—%KiCA) L®%S—Sym(M®%KiCEi)+I ok x 0 0
MT®P |\/|T®%CTKiT -71 0 0 0 0
0 MT®%S 0 71 0 0 0o |0
0 MT(@%CTKiT 0 0 -G* 0 0
M ®X.C 0 0 0 0 =241®P) ul
| 0 0 o 0 0 m G|
(3.240)
ou G>0.
Les gains de l’observateur sont déterminés par
L =P'X, (3.241)
r=s+ (3.242)
Preuve. On réécrit d’abord I’inégalité (3.236) comme suit
[L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C)) +1 * * 0 ]
1 1 __ 1
M@(EP-KC-—KCA)  LO®-T'-SymM®—_KCE)+l 0 =
T Ty L ATyt +
M ®P M ®=C'K. -2l 0
ﬂ h
T 1 5
0 MT®=T 0 -2l
L A i
0
I®1KC
Sym 2 [MeLc 0 0 0]p<o.
0
. 0 —
Q
(3.243)

L’application de la relation de Young a la matrice 2 permet d’écrire
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10 M'®C'L}
a<|'®7"C G{O I®%CTKE 0 o} 8 G*'[M®LC 0 0 0],G>0.
0
- 0 - 0
(3.244)
Le complément de Schur est ensuite considéré
[L®P+Sym(M ® (PA. —PL.C)) +1 * * 0 0 i1
M®(E§P—KﬁC—%KHCA\%) L®%F’1—Sym(M ®%KﬁCEﬁ)+I * * * 0
MT®P M ®ICTK! 521 0 0 io0
A h : 0
H <V.
0 MT®%F’1 0 — 0 i0
0 MT@LcTK! 0 0 -G':o0
A" :
_. ................... g ——— e s e 5 _G .....
(3.245)
L’inégalité (3.245) est divisée comme indiqué ci-dessus
N, N
N=| ¥ 12} <0. (3.246)
L N12 N22
Soit la matrice W
i 0
W = . (3.247)
0 I®P
La propriété de congruence (Lemme 3.4) permet d’écrire ce qui suit
WTNW <0,
N,, * 0 (3.248)
<VU.
(1®P)N], (1®P)N,,(I ®P)
L’inégalité (3.248) implique que N22<0, on peut alors écrire
(@ ®P)+yN;;)T N, ((1®P)+uN; ) <0< (I ®P)N,, (I ®P) < —2u(1 ® P) - 12N,
(3.249)
En substituant (3.249) dans (3.248) et en appliquant le complément de Schur, on obtient
N,, * 0
(I®P)N, —2u(1®P) ul [<O. (3.250)
0 wl N,

En remplacant Ni11,N12 et N2> par leurs expressions et en considérant les changements de
variable X, =PL; ety =2 , on aboutit a la contrainte (3.240) du Théoréme 3.12. m

Exemple 3.7: Application de I'observateur de défaut a un exemple académique
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Soit le systeme décrit par le multi-modele TS suivant

szhi(X)(AX+ B,(u+f,)), (3.251)
y =Cx.

Les matrices et les fonctions d’activation du systéme sont

2 1 1 3 2 -2 5 07 6 06 -
A=l1 -3 0|A=l5 -3 0/[B=|5 5]|B,=|3 3,C=LOJ
2 1 -8 1 2 -4 1 2 2 0.1

hy(X) = 1—tar;h( %) () =1—hy (x) = 1+ tar21h( %)

Le Théoréme 3.11 aboutissant a un probléme d’optimisation infaisable pour une région LMI
définie par f=3, a=0, 6=37/11, s=q=11, nous appliquons le Théoréme 3.12 au systeme. Les
solutions correspondantes sont (pour 2=10, u=10):

-0.8190 6.0586 0.4778 4.6451
0.0060 0.0001 -0.5293 2.1384
L, =| 7.2708 -7.8852| L, =| 6.4827 -5.1585|I = K= ,
0.0001 0.0165 3.0351 -4.0669
0.0960 2.0544 -0.2988 3.4536

2.5618 -4.2753
Les résultats de simulation sont illustrés par les Figures 3.46-3.49.

-0.6510 2.4631
,= .y =6.9547.
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< J“‘ 'Ii . . o \ \'|| ,:‘.‘ 'l\— A
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Fig.3.46. Evolution des états du systéme et de leurs estimés.

L’observateur proposé offre une estimation satisfaisante des états et des défauts actionneurs.
Comme le montrent les Figure 3.48-3.49 et le Tableau 3.6, les valeurs propres des matrices A;
et Ai-LiC restent a I’intérieur de la région LMI imposée.
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Fig.3.47. Défauts actionneur et leurs estimés.
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Fig.3.48. Distribution des valeurs propres des matrices locales A;.
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Fig.3.49. Distribution des valeurs propres des matrices locales A; — L;C.
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eig(A,) eig(Ay) eig(Ay — L1C) | eig(Az — L2C)
-6.2467 + 3.7229i | -19.5020 + 0.0000i | -6.7251 -13.4932 + 0.0000i
-6.2467 + 3.7229i | -7.3252 + 4.8099i | -12.0189 -5.6336 + 1.1508i
-14.0896 + 0.0000i | -7.3252 + 4.8099i | -8.9169 -5.6336 + 1.1508i
-10.2375 - 2.4919i | -3.3704 + 0.0000i
-10.2375 - 2.4919i | -6.2671 + 0.0000i

Tableau 3.6. Valeurs propres de A; et (A; — L;C).
3.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons abordé la D-observation des systémes non linéaires décrits par
des modeéles de Takagi —Sugeno a Variables de Décision Non Mesurables.

Nous nous sommes intéressés dans un premier temps a la synthése de multi-observateurs
proportionnels de Type Luenberger basés sur la D-stabilité et ’analyse de gain £,. La D-
stabilité permet d’assigner les valeurs propres des matrices liées a la dynamique de I’erreur
d’estimation d’état dans une région LMI prédéfinie D et la technique £, permet de minimiser
I’influence des variables de décision non mesurables. Le lemme de Finsler a ensuite ét€¢ mis a
profit pour réduire le conservatisme des conditions de synthése en introduisant des variables
supplémentaires au probléme d’optimisation. Dans un second temps, nous avons propose la
synthése d’un observateur proportionnel lipschitzien possédant un retour de sortie dans ses
fonctions d’activation permettant d’aboutir a des conditions de D-stabilit¢é moins
contraignantes.

Les résultats obtenus pour la synthése de multi-observateurs proportionnels ont été généralisés
aux observateurs PI et PMI permettant d’estimer simultanément I’état et les entrées
inconnues. En dernier lieu, un observateur permettant d’estimer les états et les défauts
actionneur a été présenté. Les différents résultats de simulation présentés tout au long de ce
chapitre, ont montré I’efficacité des approches proposées.
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4.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux systéemes non linéaires décrits par des modéles
TS Interconnectés ou il s’agit de décomposer le systéme non linéaire étudié en plusieurs
multi-modeles TS interconnectés entre eux. Cette structure peut étre particulierement
intéressante pour décrire le comportement non linéaire de systémes dynamiques complexes
caractérisés par un grand nombre de variables. De plus, la décomposition du systeme en
plusieurs modeles TS d’ordres plus réduits permet dans certains cas de relaxer les conditions
de stabilité du controleur ou de I’observateur synthétisé.

Ces dernic¢res années, 1’augmentation continuelle de la complexité et de la dimension des
processus a conduit a de nouveaux challenges dans le domaine de I’automatique moderne. Les
résecaux d’alimentation électrique, les processus manufacturiers, les réseaux de
communication, les systemes de transport logistiques sont autant d’exemples de systémes a
grande échelle ou systemes interconnectés. Ces derniers ont suscité un intérét de plus en plus
grandissant dans la communauté scientifique [Guo et al., 2000], [Bakule, 2008].

Récemment, la représentation de Takagi-Sugeno a été étendue aux systemes non linéaires
interconnectés [Latrach et al., 2013], [Magdi, 2016]. En plus de résoudre les problémes liés
aux non linéarités et a la grande dimensionnalité, cette technique permet de réduire les effets
des contraintes structurelles et des interconnections.

Plusieurs travaux traitant de la stabilité et la stabilisation des systéemes TS interconnectés ont
été menés. Citons a titre d’exemple, la commande paralléle distribuée via une fonction de
Lyapunov quadratique dans [Benzaouia et al., 2016] et des fonctions de Lyapunov non
quadratiques dans [Benzaouia et al., 2019] et [Tiko et al., 2021], la commande par retour de
sortie statiqgue dans [Jabri et al., 2020], la commande H.. basée sur un observateur dans
[Latrach et al., 2016].
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A notre connaissance, peu de travaux ont été consacré a la synthese d’observateurs pour les
systemes TS Interconnectés & VDNM. Dans [Arioui et al., 2019], les auteurs ont abordé
I’estimation d’état de systémes non linéaires représentés par deux multi-modeles TS
interconnectés a variables de décision mesurables. Les auteurs de [Vu et Wang, 2018] ont
proposé la synthése d’un observateur robuste a entrées inconnues pour les systemes TS
interconnectés incertains. L’estimation des dynamiques longitudinale et latérale d’un véhicule
a deux roues a été réalisée a 1’aide de deux observateurs TS interconnectés dans [Fouka et al.,
2019].

Dans ce chapitre, nous traitons de la synthése d’observateurs pour les systémes non linéaires
décrits par des multi-modéles TS interconnectés a variables de décision non mesurables sous
contraintes de D-stabilité.

Dans la section 4.2, les principales problématiques abordées dans ce chapitre sont exposées.

Nous examinons I’estimation d’état des systémes TS interconnectés dans la section 4.3. Les
résultats relatifs a I’observation D-stable des systémes TS obtenus dans le chapitre 3 sont
généralisés aux systémes TS interconnecteés.

Dans la section 4.4, nous abordons I’estimation d’état et des parametres variant dans le temps.
Des conditions de synthese génériques de D-stabilité des erreurs d’estimation d’état et
d’estimation des parametres variant dans le temps sont proposées.

4.2. Position du probléeme

Partie I : Estimation d’état des systémes interconnectés de Takagi-Sugeno a
Variables de Décision Non Mesurables

On considere la classe de systéemes non linéaires décrits par n multi-modeles TS
interconnectés a VDNM (pour i=1,...,n)

() = 0 O )AL X (0 + B us (1) + kz D x, (1)),
=1

TS: : ji=1

(4.1)

k=i

yi (t) =Cix (t),
ou x;(t) € R™, u;(t) € R™ et y;(t) € RPi sont respectivement les vecteurs d’état, d’entrée
et de sortie du i*™ sous-systéme. A'-i : B}i : D'J-‘i ,C, sont des matrices constantes de dimensions
appropriées. Les matrices DY dénotent les interactions d’état entre le i¥™ et le k®™ sous-
systéemes avec k=1,...,n et k#i. ri est le nombre de modéles locaux du sous-systeme TS;.
hlji (Xi (1)) sont les fonctions d’activation du i#™® sous-systeéme TS dépendant de I’état xi(t) et
vérifiant les propriétés de convexité suivantes

hoo

i .

> hL (1) =1 V) e L. i},

ji=l (4.2)

0<hj (x(t) <1.

Notre intérét porte d’abord sur la synthése de n multi-observateurs de type Luenberger
interconnectés MO; donnés par
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5= h. (% ()(A] & (1) +Bju; (1) + kz DI &, (1) + L} (v; (1) = 9 (1)),
=1

MO; : ji=l

(4.3)

k=i
¥i (t) =Ci%i (1),

ou %;(t) et y;(t) sont respectivement le vecteur d’état et de sortie du i*™ multi-observateur.
Les objectifs de synthese des multi-observateurs MO; peuvent étre résumeés par les points
suivants

() Placement des valeurs propres des matrices A}i - LijiCi dans une région LMI prédéfinie,

(i) Minimisation de D’effet des variables de décision non mesurables et celui des termes
d’interaction ex(t) sur les erreurs d’estimation d’état & (t) = X (t) — % (t) .

(iii) Relaxation des contraintes de D-stabilité via le lemme de Finsler.

Des conditions génériques de synthese répondant aux exigences rapportées ci-dessus sont
proposées.

Partie Il : Estimation d’état et des paramétres variant dans le temps des systémes
interconnectés de Takagi-Sugeno a Variables de Décision Non Mesurables

Dans cette partie, nous nous intéressons a I’estimation conjointe des états et des paramétres
variant dans le temps ou nous proposons d’étendre I’observateur proposé dans [Bezzaoucha
2013] aux systemes TS interconnectés décrits par

%)= hi, (% (A, (6, 1) % (1) + B}, (6, )u; (1) + kz DI (6, (1) %, (1)),
=1

TS, : i i (4.4)
yi () =Cix (1),

ou Qi(t):[é’l’i t) - ¢9mi,i(t)]T est le vecteur des parametres inconnus et variant dans le

temps.

L’idée principale de 1’approche proposée est d’exprimer les parameétres variant dans le temps
sous forme polytopique convexe en utilisant la transformation par secteurs non linéaires.
Cette représentation des parameétres est ensuite intégrée dans I’expression du systéme et celle
de I'observateur.

4.3. Estimation d’état

Dans cette section, nous proposons de synthétiser un ensemble n de multi-observateurs
donnés par (4.3) pour des systemes non linéaires décrits par les multi-modéles TS
interconnectés (4.1).

Hypothése 4.1

Les sous-systemes TS; sont stables : Les matrices A}i sont hurwitz.

Hypothése 4.2
Les entrées ui(t) sont bornées.

Afin d’obtenir des fonctions d’activations communes entre les sous-systemes TS; et les multi-
observateurs MO;, on réécrit le systéeme (4.1) comme suit
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. i . n
% (1) = 22hj, (% O)(A] % (1) + B u; (1) + X D x (1) + 3 (1)), (4.5)
i i
avec
1] . A . . n
@, (t) = Y[t (6 (0) i, (% ()] Alx (© + Bl 0+ DEx (1) | (4.6)
it i
Par conséquent, la dynamique de la i°™ erreur d’estimation d’état est donnée par
()= (A —L.C)e,(+ 3 Dle, )+, (), (4.7)
i
ou encore
e (t)
6O =(A -L.C)e@®+DE - D 1| |k=i (4.8)
T T e
(1)
Afin de simplifier I’analyse de stabilité, le vecteur @ (t)= [ef ® ... eg@t) o (t)]T sera

considéré comme une perturbation par rapport a I’erreur d’estimation e;(t).
Objectifs de synthése. Les objectifs de synthese sont présentés par les exigences suivantes :
1) D-stabilité : Pour i=1,...,n, les matrices de gains L;, sont calculées de sorte que

e Les dynamique des erreurs d’estimation d’état (4.8) soient D-stables lorsque a;(t)=0;

e Chaque transfert de la perturbation @; (t) vers I’erreur d’estimation d’état ei(t) est minimisé

(Les erreurs d’estimation ej(t) sont robustes vis-a-vis des variables de prémisse non
mesurables et des termes d’interaction ex(t)).
2) De plus, les contraintes de D-stabilité sont relaxées en utilisant le lemme de Finsler.

4.3.1. D-stabilité

Les conditions qui permettent d’assigner les valeurs propres des matrices (A}i - LijiCi) dans

une région LMI prédéfinie et de minimiser le niveau d’atténuation entre la pseudo-
perturbation @ (t) et I’erreur d’estimation d’état ej(t) sont énoncées par le Théoréme 4.1.

Théoréme 4.1

Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Pour i=1,...,n, les systémes
interconnectés (4.8) sont D-stables et les gains £, du transfert de @ (t) vers ei(t) sont bornés

s’il existe des matrices définies positive Pi et des matrices X ;. et des scalaires positifs y; tels
que les contraintes suivantes sont satisfaites Vk e {L n}/ K#i

min 7,
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LoR+symM ®(RA: ~XiC))+1 M®PD: .. M®PD' M®R]
* 7l 0 0
: : : ©|<0.
* 0 -7l 0 (4.9)
I * 0 0 -7l
Les matrices de gains des multi-observateurs sont
L, =R7*X}. (4.10)
Les taux d’atténuation sont donnés par
7= (4.10)
Preuve. Considérons la fonction de Lyapunov quadratique
n n
V(&)= V(&)=Y e Pe ,P =R >0. (4.12)
i=1 i=1
Sa dérivée par rapport au temps est
Ve, ...e,) =D Vi(e) =D Sym(e/P&) => Sym| e (RA —PL.C)e +e > PDfe, +e Pa, |
i-1 i-1 i-1 ' ' k=1 '
k=i
(4.13)

Les dynamiques des erreurs d’estimation d’état (4.8) sont D-stables (lorsque; =0) et les

gains £, du transfert de @ (t) vers ei(t) sont bornés si

S (LOV, + M @%v} M7 @)%v‘i Lo )188)- 723 (16l )(188,)-72(1 @ (I ® @) <0,

i=1 k=1
k=i

(4.14)

En remplacant Vi et V,par leurs expressions dans I’inégalité (4.14) et en considérant la

propriété du produit de Kronecker (3.18)

i((l ®e/)(LOR +Sym(M ®(RA, —RL,C))+1)(I ®e)+Sym((I ®€/)(M ®Zn:PiDr'§i)(l ®e )+

k=i

sym((1 @6 )M ®R)(I ® @) -7 Y. (1 el )(I ®e,)—y2(1 ® & )1 ® @) <.

ki

Dans sa forme matricielle, I’inégalité (4.15) devient

L®P,+Sym(M ®(RA. ~RL.C))+1 M®PD!
n * _7i2|
PRAA : :
i=1l
* 0
- * 0

(4.15)
M ®PDf M®FR]
o 0
: : Y <0,k =i,
—;/izl 0
0 —7i2I i
(4.16)
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avec YT =l @] 1®¢] - 1®6] 104 ]
L’inégalité (4.16) est satisfaite si
L®P +Sym(M ®(RA. ~PL.C))+1 M®PRD: - M®PD! M®PR]
* _7/i2| 0 0
Yi=1---n : : ) : : <0,k #i.
* 0 =74 0
i * 0 0 -7
(4.17)

La condition suffisante (4.9) est obtenue en prenant en compte les changements de variables
X! =PL, et7=y".m

Exemple 4.1 : Application du Théoréme 4.1 a un systéeme de pile a combustible a
membrane échangeuse de protons (Proton Exchange Membrane Fuel Cell)

Les piles a combustible & membrane échangeuse de protons sont des dispositifs de conversion
d’énergie propre assez prometteurs en raison de leurs léger poids, leur démarrage rapide, leur
faible température de fonctionnement et leurs caractéristiques non polluantes [Karami et al,.
2014], [Singh et al., 2017], [Cordiner et al., 2017]. Les PEMFC sont largement utilisees
comme sources d’alimentation dans de nombreuses applications allant des transports aux
portables [Daud et al., 2017].

Electron flow

? .;n_“'

B! L Oxygen
el B s
2 000 000 00, ;lyd‘rog.en' * ' X

. ions,
N..> B
00 ,,?—>.'“_ ¥
— 1" .- B
Excess hydrogen Anode Electrolyte Cathade Watex

Hy — 2H* + 2e~

4H* + 4e~ + 0y = 2H,0

Fig.4.1. Principe de fonctionnement d'une PEMFC.

Dans une PEMFC, I’hydrogéne (H2) et I'oxygeéne (O2) sont utilisés pour produire de
I’¢lectricité, de 1’eau et de la chaleur. L’hydrogene entre par ’anode. La couche de catalyseur
sépare les molécules d’hydrogéne en protons (H*) et en électrons (e). Cette réaction libere de
la chaleur. L’¢lectrolyte a membrane polymere permet le transfert des protons vers la cathode
et aux ¢lectrons de circuler a travers un circuit de charge externe. En méme temps, 1’oxygene
entre par la cathode et se combine avec les électrons et protons pour former de 1’eau (H20).

Une cellule de base d’une pile a combustible est composée d’un empilement de deux
électrodes poreuses séparées par un électrolyte solide. De chaque coté de I’électrode, se
trouve deux couches de diffusion et deux plaques bipolaires.

Un systeme PEMFC complet comprend en général quatre sous-systémes auxiliaires
[Pukrushpan et al., 2004], a savoir :

(i) un systéme d’alimentation en hydrogene, (ii) un systéme d’alimentation en air, (iii) un
systeme de refroidissement et (iv) un systéme d’humidification.
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stack N
0, cathode

Fig.4.2. Eléments d’'une PEMFC.

Avant d’entrer dans la cathode, I’air généré par un compresseur est refroidi et humidifié.
L’hydrogéne stocké dans le réservoir haute-pression est transmis a [’anode apres
humidification. Enfin, le courant est produit par des réactions électrochimiques entre
I’hydrogéne et ’'oxygene (voir Figure 4.3).

Idf
Hydrogen Pressure
Hydrogen Tank Co’njt\rol Vst M
—
e’ - Hydrogen
_ 2
Air Flow Compressor & =z
Contral - =
) ~, Motor Swo 3
Vpm | ?1 a %
" o
Patm |—) T 7 . 3 B
Air \ / Supply Manifold S
f L]
e (e b 0] (= ——) Patm
ep W | Fuel Cell Stack {ur& Water
Psm €a,t .H oa,out

IJI‘.'I’.I
Fig.4.3. Un systéme de pile a combustible et ses auxiliaires [Suh,2006].

e Le modele non linéaire

Le modéle non linéaire a quatre états considéré est basé sur les travaux de [Suh, 2006]. La
pression de I’hydrogene, la température et ’humidité du stack sont supposées €tre controlées
correctement. Les dynamiques du refroidisseur et de I’humidificateur sont négligées. Le
modeéle se concentre principalement sur les variables liées au sous-systéme d’alimentation en
air et a la dynamique de pression cathodique.

B _ _ CSa( pca) _ _

pca (t) - (Cl + CS)( psm (t) pca (t)) + C4 pca (t) + (C5 _ C4) pN2 (t) + (Ce _ C2C4) (CZ pca (t)) C7 I st (t),
(4.18)

; B B B C,(Pe)

pNz (t) - C8( psm (t) pca (t)) C4 pca (t) N (C5 _ C4) pNZ (t) i (CG _ C2C4) pNz (t)' (419)

G2
d)cp (t) = _Cga)cp (t) - S0 [ Pon (t)j -1 ch (a)cp’ psm) + CiaVem (t)’ (420)
@ O\ Cy
psm (t) = Cl4 1+ C15 [(pscm—(t)J 2 _]} (ch (a)cp1 psm) - C16( psm (t) - pca (t)))’ (421)
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avec

C18 C12
17pca(>( j 1—( =t ] s>,
() = Pea (1) Pall)) - Pall) (4.22)

C
Cs0Pea (t), si—tL < Cigs

ca

0U pea(t) est la pression de la cathode, pna(t) est la pression partielle de 1’azote, wcp(t) est la
vitesse angulaire du groupe moto-compresseur et psm(t) est la pression dans les tuyaux
d’alimentation d’air.

Les entrées sont la tension du moteur du compresseur Vem(t) et le courant de la pile Is(t).

Les sorties mesurables du systéme sont : la pression de la cathode yi(t):=pca et la pression
dans les tuyaux d’alimentation d’air y2(t) :=psm.

Le débit d’air du compresseur Wcp(t) a été approché dans [Gruber et al., 2008] par
l’expression

W, (t) = Wa)( e*®), (4.23)

cp

_r(s + @ = Psm (t)J
q

wZ (t) min
q

avec

Pom (1)

ou r =15, q = 462,25 rad?/(s?Pa), wg,"™ =11500 rad /s, pMi" = 50000 Pa, s =100000 Pa,
Wcr;]ax =0,0975 kg/s.

Les constantes c;, i< {l,...,20} et les parametres du systeme a PEMFC sont définis
respectivement dans les Tableaux D.1 et D.2 de I’annexe D.

e Les modéles TS interconnectés

Le modeéle non linéaire décrit plus haut est divisé en deux dynamiques

. 3 B C,a(Pe.) B
B0 =6+ P~ 0]+ RS (6 u0) 61,0
S, 14 By, () = Gy (P (1) — Pen (8) — ¢, (Pey) oy, ),

C,Pea () + (€5 —¢,) Py, (1) + (G5 —cC,C,)
Y1 (1) = Pea (1),

(4.24)
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G2
Ci)cp t)= —Co0y, - 0 [( Pen (t)] N 1]WCD (a)CP’ Pan) + CigVem (1),

a)cp (t) Cll

G2
SZ : psm (t) = C14 {14— C15 [(pscm—(t)J - 1}} (ch (a)cp ’ psm) - C16 (_ pca (t) + psm (t)))’ (425)

11

Y>(1) = Pan (0).

Les sous-systemes (4.24) et (4.25) sont exprimeés sous forme quasi-LPV

pca(t) B _Cl_CS_Zl(pca’ pNz) CZZl(pca' pNZ)ZZ(pNZ) pca(t) +{0 Q+Cg}{wcp(t)}
pNz (t) - —Cg _Zl(pca’ pNz) pN2 (t) 0 Cq psm(t)
_C7
S { 0 }lst(t),
Pea (D)
=11 0 ,
n 0 =[ ]LNQ (t)}
(4.26)
d)cp(t) _ _Cg _Clozs(psm)z4(a)cp1 psm)zs(a)cp) 0 a)cp (t) C13 t
psm(t) - C14(1+C1523(psm))z4(a)cp'psm) _C14C16(1+C1523(psm)) psm(t) ’ O ch()
s - 0 0 Pea(®
2 ’ C14C16(1+C1523(psm)) 0 pN2 (t) ’
@y (1)
=(0 1 .
0= ]{psm(t)}
(4.27)
Les variables de prémisse utilisées dans la représentation TS de chaque sous-systeme sont
_ ¢, (P.y) 1 [(Pa®)"
PP D 0 (6 e P 0+ oo P Tl ’23('0“”)‘( y j "
ch]ax At 1
Z4(a)cp’ psm) = @(1—6 ())’ Zs(a)cp) = m

Le systeme a PEMFC peut donc étre décrit par les deux modeéles TS interconnectés suivants
4
(1) = ht (x)(A X (t)+B 1 (t)+D3x,(t)),
s, RO=2 R )(£X0 B 1O + D) @28)
y1(t) = Cyx, (0),
8
%,(t) = > hZ (%) A2 x,(t)+ B2 v, (t) + D; x(t)),
TSZ 2 Jzz_l jp \72 ( 2 72 12 ™ ) (429)
Y, (t) = szz (t)

Les matrices Aj,DY,Bj et les fonctions d’activation h;'des sous-systémes TS: et TS sont

résumées dans les Tableaux D.3 et D.4 de ’annexe D.
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4 D-observation des systemes TS interconnectés a VDNM

o  Synthése d’observateurs

Le Théoréme 4.1 est appliqué aux modéles TS interconnectés (4.28)-(4.29) via les contraintes
LMI (4.9) pour une région LMI définie par les paramétres f=3.5, a=0, 6=r/2.25, s=20 et
q=21. Les résultats de simulation sont représentés par les Figures 4.4-4.8. Les taux
d’atténuation optimaux obtenus sont y1=232,1674 et y>=5,0028.
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Fig.4.4. Estimation de la pression de la cathode (Théoréme 4.1).
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Fig.4.5. Estimation de la pression partielle de 'azote (Théoreme 4.1).

Les résultats de simulation montrent une bonne estimation des états du systeme a PEMFC, les
erreurs d’estimation d’état tendent vers zéro et les valeurs propres des matrices locales

(A}i — L'jiCi) sont contenues dans la région LMI imposée. Néanmoins, les valeurs des taux
d’atténuation y; sont quelque peu élevées.
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Fig.4.6. Estimation de la vitesse angulaire du groupe moto-compresseur (Théoréme 4.1)
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Fig.4.7. Estimatiion de la pression dans les tuyaux d’alimentation d’air (Théoréme 4.1)
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Fig.4.8. Distribution des valeurs propres des matrices (A}i - Liji Ci) (Théoréme 4.1).
4.3.2. Relaxation de la D-stabilité par le lemme de Finsler
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4 D-observation des systemes TS interconnectés a VDNM

Dans cette section, nous étendons I’utilisation du lemme de Finsler pour la réduction du
conservatisme des conditions de D-stabilité aux systémes TS interconnectes.

Théoréme 4.2

Soient deux matrices L et M définissant une région LMI Pour i=1,...,n, les syStémes
interconnectés (4.8) sont D-stables et les gains £, du transfert de @, () vers ei(t) sont bornés

si 3g; > 0, des matrices définies positives Pi, des matrices X} ,Z} .V} ...V ,\W] et des
scalaires positifs y; tels que les conditions suivantes sont satisfaites vk e {L n}/ k=i

. min 7i
pxt zi vl vEw
B TR R R R
7L®Pi+5ym(M®(F}A}I—X}‘Ci))+l * * * * o - 0 0 *
M ®(sPA; —£X;C) -Sym(M ®&ViR") - * * * * ... 0 0 *
M ®(sPA; —£X;C) 0 o =Sym(M ® VIR!T) * * 0 * 0 *
M ®(5PA, —£XC) 0 0 -Sym(M ® £W/SiT) * 0 0o * *
M ®(5PA, —£XC) -MT®sZiT) - ~(MT®gZ)T) -MT®5Z]T)  ~(MT®gZ]") 0 0 0o =
0 -M"®gRT) - 0 0 0 %l - 0 0 0
0 0 o =(MT®gRIT) 0 0 0 -7l 0 o0
0 0 0 MT®¢&s;T 0 0 - 0 -7l 0
MT®D:'R MT®&D 'R M"®£D;™P M’ ®£D!R MT®gDI'R 0 0 o0 -Il
M'®D|'R M'®sD}'R M’ ®D}'R M’ ®£D!R MT®DITR 0 0 0
MT®P MT®sP MT®¢P MT®¢P MT®¢P 0 0 0
0 1oV, 0 0 0 0o - 0 0 0
0 0 1oV 0 0 0 - 0 0 0
0 0 0 low,” 0 0 -~ 0 0 0
* * * * * 7
* * * * *
* * * * *
* * * * *
* * * * *
0 o0 0 0 0
0 o0 0 0 0 )
<0,k =i
0 o0 0 0
0 o0 0 0 0
- 0 0 0 0
0 -A 0o .. 0 0
0o 0 (It .. 0 0 (4 30)
0 o0 0 -yt o
0 o0 0 0 —(A)*
ou
i
I >0 et A; >0.

Les matrices de gains des multi-observateurs sont définies par

L, =R7'X]. (4.31)
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Les taux d’atténuation sont

7/i:\/?i'

Preuve. Afin de prouver le Théoreme 4.2, nous utilisons la méme condition de D-stabilité que
précédemment

LBV, + M ®%v} M7 ®%v} LU @)1 ®8)— 2> (1 @6l )(1 ®e,) - 72(1 @ )(I ® @) <0.
k=1

i=1

(4.32)

ki

(4.33)

On remplace Vi et V, par leurs expressions respectives e' P'e; et He(e P'¢,) dans I’inégalité
précédente et on utilise la propriété (3.18) du produit de Kronecker

Y1 @ )LOP +1)(1 @)+ Sym((1 €] )M ®R)(I ®€)) 72> (1 ®el)(1 ®e,) ~ 77 (1 ®a] )1 ® ) <O.
i=1 k=1

k=i

(4.34)
L’inégalité (4.34) sous forme matricielle donne
[LOP+1 0 0 0 MQP]
0 72 0 0 0
n : : : : : . 4.35)
Al Z<0,k=i, (
2 0 0 A0 0 <D
0 0 0 -/ 0
 MT®P 0 0 0 0 |
ouz' =[l®e I1®¢ IRe] 100 |®6
L’inégalité (4.35) est satisfaite si
[L®P+I1 0 0 0 M®PR]
0 — 72l 0 0 0
vi=1..n:27| : P lz<0k=i (4.36)
0 0 -771 0 0
0 0 0 -/ 0
| M®P, 0 0 0 0 |
D’un autre c6té, a partir de I’expression (4.8), on peut écrire
Vi=1..,n:M®¢=(M®(A -L.C)e)+(M®) Die)+(M ®@am). (4.37)
1 1 k=1 |

k=i

En utilisant la propriété (3.18) du produit de Kronecker, on a

Vi=1..n:(M®1)(I ®¢)=M ®(A —L.C)(I ®ei)+i(|v| ®D)(1 ®e)+(M @ 1)(I ® )

k=i

L’expression précédente peut s’écrire sous forme matricielle comme

(4.38)
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(1®e) |
(I®e)
. _ s 1 K ~ : _ _
VI—l,...,I‘I.[M@(AH LhiC,) M®Dhi M®Dhi M®Il) -(M®1) (1 ®6,) 0,k #1.
(1®)
(1 ®¢) |
(4.39)

En utilisant le lemme de Finsler, ’inégalité (4.36) sous la contrainte (4.39) permet d’écrire ce

qui suit
L®R+l 0 - 0 0 M®R] [U
0 1 . 0 0 0 ul,
Vi=1..n ; ; : ' : " IM®(A -L.C) M®D! -~ M®D: (M®I) —M®1)|+(
o o0 o o o |Mu, [MeB-LS) : P Mo —Men e
0 0 0 71 o0 u!
MT®PR 0 0 0 0 u;
<0,k #i.

(4.40)

On  choisit: U} =(1®R),Up =(1®&(V)"R)U; = (1 @5 W, )" R).U; =(1 ®&(Y; )" R)avec
>0, I’'inégalité (4.40) devient alors

Vi=1..,n:

M ® (e (Vﬁ?)ilpiﬁqi — & (V,;T)il

iR i

L®P, +Sym(M ® (PA. —PL.C)+I *
PL.C)+(M" ®D!'P)

_7i2| +Sym(M ® s, (Vﬁl_)ilPiDrlg. )

M @ (5 (V1) RA &) 'RL C)+(MT ®DETR) (M ®4 (V) *RDL)+(MT ®4DETRIS)T) -
M ®(8i(\Nﬁl )_IPiA;I —gi(\Nﬁl)‘lPiLﬁiCi)+(MT ®R)
M® (gi (Yﬁl )71PiAf‘i — & (Yﬁl )71PiLﬁ|Ci)

M ®5i(Wﬁl)_lPiDél)+(MT ®giPi(Vﬁ:|l)_T)
(M®&(Y,)'PD)-(M" ®&R(V,) ™)

~y21 + Sym(M égi (V)'RD) * * <0k=i.
(M®&W, ) PD;)+(M" ®R(V,)T) 71+ Sym(M ® &, W, )"P) *
(M®&(Y,)"PD;)-(M" ®&R(V,)T) (M®&(Y,)'R) - (MT®&RW,)™) -Sym(M ®£(Y,)"P)
(4.42)
L’application de la propriété de congruence avec la matrice
(1 0 0 0 0 |

0 1®VT 0 0 0
N=lo o ! ®.\/ﬁikT 0 0 (+42)

0 o0 0 1ew" 0

0 0 0 0 | ®YﬁiT

permet d’aboutir a I’inégalité suivante
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[ L®P+Sym(M ®(RA. —BL.C))+I *

M ® (&PA. —eiF’iLHCi)+(MT ®VﬁlDETPi) -2l ®Vﬁ1)(l ®Vh.”)+Sym(M ®giPiDh%Vh3T)

VisLeniy ®(&PA, —&RL,C)+(MT ®V,Di'P) (M ®&RDV, ) +(MT @&V, D "R)
M ®(5RA, —&PL.C)+(M" ®W, P) (M ®&RDV) +(MT ® W, P)
M ® (5PA; —&PL,C) (M ®&RDV) (M ®¢&Y, R)
* * *
- * *
=7 (1®V)(1 ®V,T) + Sym(M ® £RD;V,T) * * <0k =i.
(M ®&RDV,T) +(MT ® W, P) =7 (1 OW, )(I ®W, ) + Sym(M ® &,PW, 7) *
(M ®£iPiDEVH|”)—(MT ®&Y,R) (M ®giPiwh.lT)—(|v|T ®&Y,R) -Sym(M ®giF:Yﬁl)T

(4.43)

En se basant sur la remarque 3.2, les éléments (2,2), (4,4) et (5,5) de ’inégalité (4.43) peuvent
étre majorés comme suit

2 T 1y T 1y T 1T
-y (I ®Vﬁi)(| ®Vﬁi )+ Sym(M ®giPiDﬁiVﬁi ) < Sym(M ®8iPiDﬁiVﬁi ) —Sym(M ®€iVHi Rﬁi )+
7E(M ®5iR;.)(MT ®5iR;T)1

(4.44)

2 k kT ky 7 kT ky 7 kT kpkT
(1 ®V; )(I A )+ Sym(M ® &PV, ) < Sym(M ® &PV, ) — Sym(M ® &V, Ri )
+y7 (M @giRg)(MT ®giRﬁk_T),

(4.45)

=72 (1®W, )(I ®W. ") + Sym(M ® &PW. ) < Sym(M ® &PW. ") - Sym(M ® sW. S. )
+y 2 (M ® &S, YMT ®giSﬁ_T).

(4.46)
Par conséquent, I’inégalité (4.43) devient
L®PR +Sym(M ® (PA. —PL.C))+1 *
M ® (zPA, —&P'L.C)+(MT ®V!Di"R) Sym(M ®£RD}V.)-Sym(M @ zV/R") -
VLM M @ (5RA, ~PLC)+(MT®V/DIR) (M ®gRDIVY) +(MT ® sV, D! 'R)
M ®(&RA _giPiLﬁ.Ci)+(MT ®Wﬁ.Pi) (M ®5iF)iD$V$T)+(MT ®giWﬁ.Pi)
M ®(5ipip\; _giPiLﬁ.Ci) (M ®5iPiD;.V$T)_(MT ®€iYﬁ.Pi)
* * * -
* * *
Sym(M ® £RDEV/T) - Sym(M ® &V *RET) * * +O <0k #i.
ky s kT T T T
(M ®&RDVIT)+(MT ® W, R)  Sym(M ®5PW, ")~ Sym(M ® W, S]) *
(M ®€iPiDEVﬁFT) -(MT ®&Y; R) (M ®‘9iPiWﬁiT)_(MT ®giYﬁ.Pi) ~-Sym(M ®&RY; )’
(4.47)
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La matrice Q' est donnée par

_ 0 - r 0 T
M ® &R 0
i P T 1T -2 :
Q=7 0 [0 Mi®&R" - 00 0}“'*” M ® &R¥ [O 0
0 0
. o0 | L 0 ]
o
0
2 T T
v . [o 0 - 0 M'®gS, 0}
M®e¢gS,
- 0 -

L’application du complément de Schur a I’inégalité (4.47) permet d’écrire
L®R +Sym(M ® (RA; ~RL;C)+1 *

M ®(5RA; ~&RL;C)+(MT ®VIDiTR) Sym(M @ PD;VT) - Sym(M @&V R ™) -

M ®(sRA, —5RL.C)+(MT ®ViDITR) (M ®RDIVLT)+(MT @V DI R)

7y
Viel. n: M®(5iPiA§I7giPiLﬁ|Ci)+(MT®WHIPi) (M ®8iRD$IV§T)+(MT®8iWﬁIR)
M ®(&RA; -&RL;C) (M®&RDVIT)-(MT®£Y, R)
0 MT®gR:T
0 0
| 0 0
* * *
* * *
Sym(M ® &P DFVT) - Sym(M ® £V RET) * *
™M ®giPiDEIVﬁ|kT)+(MT ®&W; R) Sym(M ® s, PiWﬁIT)—Sym(M ®8iWh~,SE) *
(M ®&RDEVAT) ~(MT ®&Y, P) M ®&PW.T)~(MT ® &Y, P) -Sym(M ®¢PY. )
0 0 0
MT ®&RT 0 0
0 MT®&S] 0
0 0
0 0
0 * 0
0 0 *
0 0 0 <0,k #1.
-2l 0 0
0 -0
0 0

L’inégalité (4.49) peut aussi s’exprimer comme SuUit

MT®&RET 0 o]+

(4.48)

(4.49)
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M ®(5iPiA;, _EiIDiLﬁ.

M ®(5iPiA);. 7giPiLﬁ.
M ®(5iPiA;, _EiRLﬁ.

Vi=1..,n:
M ®(5iPiA;i _EiPiLﬁi
0
0
0
* 0O -~ 0
* 0
* 0 *
* 0 0
-Sym(M ®&PRY, )’ 0 0
0 72 0
0 0 -2l
0 0
avec
[ M®PD!
M ® &R D!
M ® &R D!
. 1
0, =sym{ M E4RD; o 1@y
M ® &PD} '
0
0
L 0 ,
‘MR ]
M ®¢&P
M ®¢&P
M ®&P
Ho oo o 0 1ew 0 o
M ®e¢P i
0
0
L 0 _

[LOPR +Sym(M ® (RA. —PL.C"))+I

*

* *
* *
-Sym(M ® givh{ RET) *
0 —Sym(M ® £W. ST)
“MT®eY,P) (M ®&Y,P)
0 0
MT ®&RET 0
0 M™ ®¢S]
(4.50)
kT
[oo 1®VST 0 0 0 - oo}

chH —-Sym(M ®givﬁ?RéT)
ch) 0
ch) 0
ch) ~(M"®&Y,P)
M ®¢&R!T
0
0
-
0
0
*
0 +Q) <0,k #i,
0
0
—7i2|
[ M ®PD!
M ® £PD;
M ® &RD;
k
0000 - 00+ M ®¢&RD;
M ® z,R D}
0
0
|0
0 o] .

(4.51)

Selon I’inégalité de Young, ’expression précédente peut étre bornée comme
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[ M®PD; |
M®giPiD;
M ® &,PD:
N 1 .
o, <|M®&RD; r[M"®DI'R M'@zDi'R - M'®@sDI'R MT®zD'R MT®sDI'R 0 - 0 0]
M ®£,PD:
0
0
L 0 .
[ M®PD! |
M ®&PD
M ® ,PD
k .
44| MOERD RS IMT@ DR MT@4DITR - MT®aDTR MT®sDI'R MT®sDIR 0 - 0 0]
M ® 5,PD
0
0
L 0 .
0 ] [0 ]
1
1 ®V; 0
0 I ®V!
0 i 1T 0 i kT
. rl[o I®VT 000 0 - 0 0}+~~~+ . rk[o 0« 18V 000 -~ 0 o}
0 0
0 0
L 0 - (. 0 .
FMen ]
M ®¢P,
M ® &P
M ® &P
M@‘g'P' AMT®R MT®sR - MT®5R MT®gR MT®sP 0 - 0 0]+
&b
0
0
0 .
0 -
0
0
| W,
afo o 0 1ewT 00 -0 0]
0 i
0
0
0 -

(4.52)
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4 D-observation des systemes TS interconnectés a VDNM

L’application du complément de Schur a I’inégalité (4.50) et les changements de variables
X =PL., Z} = Pl-Z}'l,T et 7; = y? aboutit a la contrainte (4.30) du Théoréme 4.2. m

i

Remarque 4.1

k ci
Rji’Sji et &;

et le scalaire ¢; sont fixés et ne sont pas des

Les contraintes de D-stabilité basées sur le lemme de Finsler sont des LMIs pour

donnés. Par conséquent, les matrices R}‘i,SJ-"i
variables de décision.

Remarque 4.2

Pour un systeme composé de deux modeles TS interconnectés, les contraintes de D-stabilité
basées sur le lemme de Finsler sont données par

[LOP +Sym(M ®(PA, —X!C))+1 * * * 0 0 * * 0 0
M ®(sRA, —£X}C) -Sym(M ® £V/R") 0 * * 0 x> 0
M ®(sRA, —£X}C) 0 -Sym(M ® W[ SiT) * 0 * * *x 0 *
M ®(5RA, —£X}C) -MT®sZ]") -MT®g2T) -Sym(M®£Z") 0O 0  * * 0 0
0 M"®5R\") 0 0 -l 0 0 o0 0 o | o
0 0 (MT®5S;") 0 0o -1 0 o0 0 0
M™ ®DITR M’ ®£DITR M’ ®£D:R M’ ®£DITR 0 o0 -r, 0 0 0
MT®R MT®zP MT®¢P MT®zPR 0 0 0 -A O 0
0 R=AVA 0 0 0 0o o0 o -,* 0
i 0 0 I ew," 0 0 0 0 0 0 -A7]
(4.53)

Exemple 4.2 : Application du Théoréme 4.2 a un systéme de pile a combustible a
membrane échangeuse de protons (Proton Exchange Membrane Fuel Cell)

Les contraintes (4.30) du Théoreme 4.2 sont appliquées au systeme a PEMFC de I’exemple
4.1. Les Figures (4.9)-(4.13) présentent les états estimés, les erreurs d’estimation d’état et la

distribution des valeurs propres des matrices(A}i - LijiCi). Le lemme de Finsler permet de

diminuer significativement les taux d’atténuation pour =107 i.e. y1=v2=0,0040.

0.02

28 ' " [===Pression de la cathode
= = Pression estimée de la cathode
Ez.s e 0 (
E [ \J
S24 | =-0.02
©

! g

—_— -
© { =~ g ]
© 22 | | [ 3 -0.04
kel | ©
5 ' \ ] S
@ 2t | - = .0.06
¢ ,f £
o 3
L S -0.08
° | =
c I [
2 =
2160 | w -0.1
2 -l
)
2
o 14} 0.12

1.2 . . . . 0.14 . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Temps(sec) Temps(sec)

Fig.4.9. Estimation de la pression de la cathode (Théoréeme 4.2).
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27 T - - 0.02 T T T T T
=== Pression partielle de I'azote
= = = Pression partielle estimée de I'azote
© ————
S8t _ 1 0
( (
.m —_
316 || 1 8-0.02 1
[ PR =
= ———— o]
z 1 s
L o 4
T 1.4 I ‘____l = -0.04
5 1 §
g2t [ = .0.06 —
a l <2
o | 2
[+ =
T ot : : 2 .0.08 1
w
S M
s
208t B 201 ]
el
o
06! . . . . . 012 . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 0 20 40 60 80 100 120
Temps(sec) Temps(sec)
. . . . . ) 7 \
Fig.4.10. Estimation de la pression partielle de 'azote (Théoreme 4.2).
===Vitesse angulaire du groupe moto-compresseur 2
_ . Vitesse angulaire estimée du groupe
110 + moto-compresseur
. — 1
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£ & 100 i 2
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o 3 90 i ] 3
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g3 ! i i 5
- & ! i i ]
© S 80F 1 [P - 1 =) 1
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o 1
60 -4 i
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Fig.4.11. Estimatio de la vitesse angulaire du groupe moto-compresseur (Théoréme 4.2).
3 ===Pression dans les tuyaux d'alimentation d'air 0.02 ' ' ' '
= = Pression estimée dans les tuyaux d'alimentation d'air
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es (M 50
% = 2471 , | ' R
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§w I | | < -0.06
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Fig.4.12. Estimation de la pression dans les tuyaux d’alimentation d’air (Théoreme 4.2).

129



4 D-observation des systemes TS interconnectés a VDNM
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Fig.4.13. Distribution des valeurs propres des matrices (A}i - Liji Ci) (Théoréme 4.2).
4.4. Estimation d’état et des parametres variant dans le temps

Dans cette section, nous étendons la synthese d’observateurs estimant 1’état et les parametres
variant dans le temps proposes dans [Bezzaoucha et al., 2013 a], [Bezzaoucha et al., 2013 b]
et [Bezzaoucha et al, 2013 c] aux systemes TS interconnectés a VDNM. L’idée
fondamentale développée dans [Bezzaoucha et al., 2013 a] est de réécrire les paramétres
variant dans le temps sous forme polytopique convexe en utilisant la transformation par
secteurs non linéaires en supposant les valeurs minimale et maximale de ces paramétres
connues.

Dans [Delmotte et al., 2013], les auteurs ont suivi la méme approche afin de détecter
I’encrassement des échangeurs de chaleur qui est principalement li¢ a I’estimation de deux
parametres inconnus et variant dans le temps.

4.4.1. Cas d’un systéme linéaire

Considérons un systeme linéaire dont le parameétre #(z) est variant dans le temps, non
mesurable mais borné

{X(t) = A@®)x() + BO()u(t),
y(t) = Cx(t).
On suppose que les matrices A et B sont affines en 6(z)

AO(1)) = A+ O(t) A,
B(O(t)) = B + 6(t)B.

o(t) e[6",6%] (4.54)

(4.55)

La transformation par secteurs non linéaires permet d’exprimer le paramétre 6(z) sous la
forme suivante

00) = 1,00V + 11, OO), (450
avec
00) =220 0y =207 (457
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4 D-observation des systemes TS interconnectés a VDNM

Les fonctions z,(0(t)) et w,(O(t)) Vérifient la propriété de somme convexe

2
S u(OM) =1 0<u(6(t) <1. (4.58)

i=1
En remplagant (4.55) et (4.56) dans (4.54), le systéme variant dans le temps s’exprime sous la
forme TS suivante

2
X(t) =2 1 (OO)AX(E) +Bu(t), (4.59)
i=1

ou

11
(
SR
P

e e
I
>
+ + + +
X
pd

(4.60)

I
oo«
D
el

o
N
Il
00(
Ny
N
Wi

En se basant sur le systéme TS (4.59), un observateur estimant conjointement le vecteur d’état
et le paramétre 6(z) est proposé [Bezzaoucha, 2013]

X() = 24 (OONA() + Bu(®) + L (y(®) - y(©)),

o) = Z/ui OW)(K, (y(®) - y(B) - (1)), (4.61)
y(t) = Cx().

Les matrices Li, K et ai sont déterminées de sorte que I’erreur d’estimation d’état et celle du
parametre () convergent asymptotiquement vers zéro tout en garantissant une atténuation £,
de I’effet des variables de prémisse non mesurables et celui du parametre 6(2).

Le systeme (4.59) est écrit sous la forme d’un systéme TS incertain dont les variables de
prémisse dépendent du paramétre estimé 4(t) .

X(0)= 24 OW)(A + SAD)XO + (B +ABE)u(t)). (4.62)
Les pseudo-incertitudes AA(t) et AB(t) sont définies comme suit

AA() =D (4(0() 1 (OMNA = Y5, A = AZ,(E,,
|:21 |:21 (463)
AB(1) = - (14(0(1) 4408, = 25, (0B, = B, (VE,;,

avec
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_51 (t) I n 0 ] T
A= 2 (t) = § JE, =1 | :
[Al AZ] A(t) 0 52(t)|nx A [ Nx nx]
:5 ! 0 Z (4.64)
1 n T
B=[B, B,].Z:(t)= : Ea=lh, N ]
[ 1 2] B() 0 52(t)|nu A [ Ny nu:'
Gréce a la propriété (4.58), on a
-1<o,(t) <1. (4.65)
Ce qui implique
SO0 2O <. (4.66)
La dynamique de I’erreur d’estimation d’état peut étre déduite de (4.61) et (4.62)
2 ~
&,(t) = D_ 4 (OO)(A — LC)e, (t) + AA(D)X(t) + AB(t)u(t)). (4.67)
i=1
La dynamique de I’erreur d’estimation du parameétre s’explicite
2 A .
&,(t) = D_ 4 (O))(E(t) — KiCe, (1) + 2, 0(t) — g, (1))- (4.68)
i=1
Les vecteurs augmentés suivants sont ensuite considérés
ex (t) & T
e, (0) { } o) =[x') 6w 6O u'®]. (4.69)
€(t)
La dynamique du vecteur augmente ea(t) s’exprime alors comme
2 ~
&,(t) = > 4 (0M))(D e, (t) + ¥,0(t)), (4.70)
i=1
avec
-LC 0 AA(t) 0 0 ABf(t
(Di:A L w o (t) ® 4.71)
-KC - 0 o | 0

La détermination des matrices de I’observateur (4.61) se base sur le lemme suivant
Lemme 4.1 [Bezzaoucha, 2013]

L’observateur (4.61) pour le systeme linéaire variant dans le temps (4.54) garantit que le
gain L, du transfert de w(t) vers ea(t) est borné par S, s’il existe des matrices
P, =R >0,IY =) ,IF =% >0,F,R , des scalaires positifs B, 8,4, 4,, 3, [7et @
solution du probléeme d’optimisation (4.72) sous les contraintes LMIs (4.73) et (4.74) (pour
i=1,2)

min S (4.72)

— 0l 2 -3
Po.RLRF @i A dp Ty 12,05 .15
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¥ <pl, pourk =01,2,3 (4.73)
¢ C'F' 0 0 0 0 PA PB]|

* 2a +1 0 a P 0 0 0

* *  _TI9+AEE, 0 0 0 0 0

* * * A 0 0 0

, <0, (4.74)

* * * * T2 0 0 0

S * s TI+AEE, O O

* * * * * * _All 0

* * * * * * 0 _ﬂ/zl

avec C'=P)A +A'P—RC-C'R' +1

Les gains de l’observateur sont donnés par

Li = Po_lRi’
K. =P'F, (4.75)
o, =P a.

4.4.2. Extension aux systemes TS interconnectés a VDNM

Considerons un ensemble de n sous-systemes de Takagi-Sugeno a paramétres variant dans le
temps #i(t) et a variable de décision non mesurables (i=1, ...,n)

% (1) = i hj, (O (D)(A;, (6 ()% (1) + B}, (6 O)u; (0 + ki Dj; (6, ()% (1)),
=1

ji=1
y; (t) =Cix; (1),

avec GO =l 6,0
Le systeme (4.76) Vérifie les hypotheses 4.1 et 4.2.

TS; :

(4.76)

ki

Les matrices Aj (6(t)), B}, (6 (t)) et D (6, (1)) sont supposées étre affines en 6i(t)
AL (9' (t)) = AJlu + Zeh i (t)E\Ji'ih !
=

B! (0,0) =B, +3.0,,(0B, @77)

D! (0,0) =5, +3.6,,()D,

Chaque paramétre 6, ; (t) est exprimé en fonction de ses valeurs minimale et maximale notées

respectivement 6, ; et 67,

g,.() = lu|1i,i @, (t))‘ghl. + ﬂhz,i N (t))‘9|,2| (4.78)
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Les fonctions 4 ; (6, i (t) et uZ; (6, ; (1)) sont définies par

C) .(t))—ﬁ% (6,,(0) = % (4.79)
On remplace (4.78) dalr;s (4.77) o
A (6,0)=A +gl qz_lu. ICHOGYE
B} (6,(t)) =B} + zl qzl (6, ()68}, (4.80)
DS (6(t)) = Dk+z_l qz_lu. (6, (£)67,D;

Les matrices définies en (4.80) peuvent étre exprimées sous forme polytopique comme suit
2

A (6,(1) = Z LGOA,,

2

ACORWACOLM (4.81)

oM

D! (6,(1) = Z  (6,())D;,

avec
A @@ =T 4

A;ili = AJII +29 II AI

1ia’
(4.82)
;II J!i+zellBJIQ’
~ _ Ti 8
D;'i - D;(i +29q,lil D;q'
gq=1
Les indices a,?(li =1,..,2™,q=1,...,m;) sont égaux soit a 1 soit a 2.
Finalement, I’ensemble des n sous-systemes TS (4.76) devient
fi ~- n _
%) =3 Z h, 06 (D) (6 ()| Ay % (1) +Bj, ui®) + 3 Df % (1) |,
ji=1h=1 k=1 (4.83)

k=i
yi () =Cx (t).

Nous proposons alors n multi-observateurs interconnectés MO; permettant une estimation
simultanée des états et des paramétres variant dans le temps
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% (t) = i:ilh}i (%; (t))fhii (1)) ~}i|i % (t) + é}ili u; (t) + kil [3:'(i|i %, () + I:Ijili (y;(®) - 1) |
R ke

4t) = zfzh, (%) 6 0)(-a4,6,0 + K}, (60 -5, 1)), (4.84)
Ji=Lli=

)7i (t) = Ci)A(i (t)

On exprime le systeme (4.83) sous la forme d’un systeme perturbé dont les variables de
décision sont connues

% (t) = zfzh, (% ()2 (8 ()] A% (1) +Bju; (1) + kz Djy % (O +ar (t) | (4.85)
== ki

ou

o (t) = _rz‘:z'l(h}i 04 (1) 22, (6,(1) —h;, (R )& (6.0))| A}y % (0) + By u; () + kz Dy % (1)
Ji=Lli= k;:ti

(4.86)

A partir de (4.85) et (4.84), on calcule la dynamique de ’erreur d’estimation d’état e,; (t)

6, 0= (A}, ~;Ce, 0+ 3 Dlse, O+ (1), (487)

ki

La dynamique de I’erreur d’estimation des paramétres €y, (t) est
&, (t) = —&gﬁeﬂ (t)— K&;,Ciexi t)+ o'zihﬁei )+ 6 (). (4.88)

Considérons maintenant les vecteurs augmentés suivants

e, 0= v [el® - € ® a®) 60 60] (4.89)
= y Vi = X o X| a)l i i ' '

8 eé‘. (t) q k

La dynamique du vecteur augmenté e,; (t) s’explicite comme

e, (= d)'ﬁe% () +‘P'ﬁvi (t), (4.90)

ou

o A}I:_Eﬁicl O o [3%: cce [SE: I O 0

dL=| M =] # _ : (4.91)
H _K;”]:CI _dl”: " O cce O 0 d[: I

i hu hi

Théoréme 4.3
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Soient deux matrices L et M définissant une région LMI. Pour i=1,...,n, les systémes
interconnectés (4.90) sont D-stables et les gains £, du transfert de v;(t)vers e, (t)sont

bornés s’il existe des matrices symétriques définies positives Qli et Q; , des matrice X }ili Y jii|i
et Z}ili et des scalaires positifsy; tels que les conditions suivantes sont satisfaites pour

ji :17""ri etl, :lu---lzmi

min 7,
Qli’Qiz’Xiili 'inli ’Zjili
[LOQ +He(M ®(QA, - X} ,C))+I * M®QD;, - M®QDi M®Q 0 0
-M®Y},C L®Q,-He(M®Z], )+ 0 0 0 M®Z, M®Q
* 0 _77i| 0 0 0 0
: : : ‘ : : : S
* 0 0 —Zl 0 0 0
* 0 0 0 -7l 0 0
0 * 0 0 0 -7l 0
0 * 0 0 0 0 -7l |
(4.92)
Les matrices des multi-observateurs sont données par
IjJ'i'i - (Qll)il X ;I i’ (4.93)
K}ili - (Q;)71Y~JI|| ! (4.94)
&}ili = (Q;)ilziih- (4.95)
Les taux d’atténuation sont
Vi =% (4.96)
Preuve. Le Théoreme 4.3 est demontré en utilisant la fonction de Lyapunov suivante
n n X X
V=2V, =3 (e ()Qle, (1) +¢; ()Qse, (1)), (4.97)
i=1 i=1

et la condition de synthése permettant aux systémes (4.91) d’étre D-stables et aux gains £,
des transferts de v;(t) vers e, (t) d’étre bornés

DY (L®V,+M ®%V} +MT ®%V} +(1®ep)(I1 ®e,)+(1®@e;)(1 ®e, )y (16 )(I ®e, )
k=1

i=1
ki

K (1®a )1 ®w)- (106" )(1®0)- (186" )(1 ®6))<0.
(4.98)

Remarque 4.3

Il a été observé en simulation que les gains K'jiIi ont une tendance a s annuler sous [’effet de

&'}i,i [Srinivasarengan,2018], des contraintes supplémentaires sont alors ajoutées au

probleme d’optimisation
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Y~_i

il

>pZ;, . (4.99)

Exemple 4.3: Application du Théoréme 4.3 a un exemple académique

Considérons le systéme non linéaire a parametres variant dans le temps suivant

N =-n’+2n,+n, +Uu,

n, =6,(t)n, —3n, +n;,

n, =n2—ny/n2 +n, +U,, (4.100)
n, =—-n,n, +6,(t)n, +n,,

Yi =y,

Y, =0,

6,(t).6,(t) [0 1].

On subdivise le systéeme (4.100) en deux dynamiques

| [-nf 2{n| [0 1)n| |2
SN, : {nj_{@(t) —3}{%}{1 o}[nj{o}“’ (4.101)

Y. =M,
r'13:_\/€1 n3+0 1 n1+1u

SNL, :4| n, 1 -n|n] [0 &®]n,] O] (4.102)
Y, =Ns.

Trois variables de prémisse sont choisies : z,(n,) =7, z,(n,) =+/n,, z5(n) = n,.

Les sous-systemes (4.101) et (4.102) peuvent étre decrits par les modeles TS interconnectés
suivants

2
X = h (n)(AL X +Biu, + D} x,),

TS, : = (4.103)
Yi= C1X1'
4
, 2 2 2 1
TS, X, = ;hjz (n,.ny)(A? X, + B} u, + D} X)), (4.100
Y, = szzv
avec

1 _ _21,1 2 1_ _21,2 2 1 _ 1 2 01 1 _Z1(t)_21,2
Ai‘{el(t) —3}”*‘[01(0 —3}’8“[0}"3"‘[1 0}"“(21)_ Z,-2,

2

A2 = -z, 1 A= -z, 1 p - -z,, 1 A= -z,, 1 B? — 1
1 -z, 1 -z, | 1 -z, 1 -z, %2 |of

1 _ 0 1 2 _ Z2 (t)_ Z2,2 ZS(t)_ngz 2 _ 22 (t)_ 222 2311 _ZS(t)
Diz _|:O ez(t)j|’hl (22123)_ ,h2 (22’23)_ ,

217 Z, (t) Zs(t) B Z3,2 , hf (22’ 23) _ Z2,1 -7, (t) 23,1 B Zs(t) .

217 Zz,z 23,1 - Z3,2 22,1 - Zz,z 23,1 - 23,2

217 Z2,2 Z3,1 - 23,2 Z2,1 - 22,2 23,1 - Z3,2

z
hZ(z,,2,) =
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4 D-observation des systemes TS interconnectés a VDNM

Les parametres 61(t) et 6-(t) varient dans I’intervalle [0,1]. Afin d’illustrer I’influence de ces
parametres sur le systéme, on compare dans la Figure 4.14, I’évolution du systéme nominal
(sans variations paramétriques) et celle du systeme variant dans le temps.

2 1.5
1_5wac:mc 1 MW
< 1 S 05
c C
0.5 0
0 0.5
0 100 200 300 0 100 200 300
Temps Temps
3 1.5
2 1 _r\.’—\.—
& 1
c c
1 0.5
0 0
0 100 200 300 0 100 200 300
Temps Temps

Fig.4.14. Systéme nominal (bleu) et systéme avec variations paramétriques (rouge).

Il est évident, que la variation des parametres 01(t) et 62(t) entraine une déviation conséquente
des états du systéme d’ou la nécessité de prendre en considération les parametres variant dans
le temps dans la synthese de 1’observateur.

Dans cet exemple, nous considérons la région LMI représentée par le demi-plan gauche avec
un taux de décroissance £ et le cercle defini par son centre (-g,0) et son rayon s.

Les estimations des états et des paramétres Oi(t) et O»(t) pour f=0,1 et g=s=18 sont
représentées par les Figures 4.15 et 4.16. La figure 4.17 illustre les erreurs d’estimation d’état.
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Fig.4.15. Etats (en bleu) et leurs estimées (en rouge).

138



4 D-observation des systemes TS interconnectés a VDNM

1 . . . : :
=) ./\/\/\/
©
[0}

[
2 . . . . L
0 50 100 150 200 250 300
0.5 —
:
N
©
T Of
£ f
'_
!
_05 l L 1 L L 1
0 50 100 150 200 250 300
Temps

Fig.4.16. Estimation des parametres 61(t) et 62(t) (estimées en 'rouge’).
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Fig.4.17. Erreurs d’estimation d’état.

Les valeurs propres des matrices A}i,i - Ijjili C, sont

~ -18 o o~ O
eig(AJl'lll B I:lilllcl) = {_3.5401}&9(&21 - Lilcz) = eig(A122 - Lizcz) = eig(A321 - Lélcz) =

_4_6951}’“9(5‘221 - Eglcz) = eig(Azzz - Izizcz) = Eig(Ajl - Eilcz) =

Eig(Aazz - I:ézcz) :[

. - -18
e'Q(Ajz - Lizcz) = {_1 5279}-

D’aprés les résultats de simulation présentés ci-dessus, les observateurs interconnectés
synthétisés MO; fournissent une estimation acceptable des états du systeme et des parametres

O1(t) et 6-(t).De plus, les valeurs propres des matrices A}i,i - I_'J.i,iCi sont contenues dans la
région LMI imposée, les contraintes de D-stabilité sont donc satisfaites.
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4 D-observation des systemes TS interconnectés a VDNM

4.5. Conclusion

Dans ce quatriéme chapitre, nous nous sommes intéressés a la synthése sous contraintes de D-
stabilité d’observateurs pour les systémes non linéaires décrits par des multi-modéles TS
interconnectés a VDNM.

Nous avons dans un premier temps, généralisé les résultats obtenus dans les sections 3.3.1 et
3.3.2 du chapitre 3 a la synthése de multi-observateurs proportionnels pour les systémes TS
interconnectés. Des conditions LMIs de D-stabilité de multi-observateurs interconnectés ont
été proposées. La relaxation de ces conditions via le lemme de Finsler a aussi €té examinée.
Les approches présentées ont été appliquées en simulation a un systeme de PEMFC.

Ensuite, des multi-observateurs interconnectés permettant ’estimation conjointe des états et
des parametres variant dans le temps ont été développés. L’idée principale de 1’approche
proposée est d’exprimer les différents paramétres variant dans le temps sous forme
polytopique convexe a I’aide de la méthode des secteurs non linéaires. La représentation
obtenue est ensuite intégrée aux expressions du systéme et de 1’observateur.
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Commandes D-stables des systemes de Takagi-
Sugeno a Variables de Décision Mesurables
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5.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons la synthese, sous contraintes de D-stabilité, de lois de
commandes pour les systemes dynamiques non linéaires déecrits par des modéles de Takagi-
Sugeno a variables de décision mesurables.

D’abord, nous présentons quelques résultats récents sur la D-stabilisation par commandes
PDC et non-PDC de ces systemes. Ensuite, la synthése D-stable de commandes stabilisantes
en présence de saturations d’actionneurs est examinée. Deux types de commandes sont
considérés ; la commande contrainte qui est congue de sorte que I’état du systéme ne quitte
jamais le domaine de linéarité et la commande saturante ou seul le modele non linéaire est
valide.

Par la suite, la problématique de poursuite de consigne générée par un modele de référence est
considérée. Des conditions LMIs suffisantes de D-stabilité basées sur des fonctions de
Lyapunov poly-quadratiques sont proposées. Dans ce contexte, la synthése non quadratique
dépendant des dérivées temporelles des fonctions d’activations est envisagée donnant lieu a
des conditions locales de D-stabilité. D’un autre c6té, des conditions globales de synthese
sont obtenues en considérant des fonctions de Lyapunov basées sur les moyennes des
fonctions d’activation sur un intervalle de temps donné.

Enfin, nous proposons une loi de commande active tolérante aux défauts actionneurs
satisfaisant des contraintes de D-stabilité permettant d’imposer une certaine dynamique au
controleur et a ’observateur utilisé pour ’estimation des états et des défauts.

L’efficacité des différentes approches de synthése D-stable proposées est illustrée par
plusieurs exemples de simulation.
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5 Commandes D-stables des systemes TS a VDM

5.2. Position du probleme
Partie I : D-Stabilisation en présence de saturation d’actionneur

Soit un systéme non linéaire décrit par un multi-modeéle TS soumis a une saturation
d’actionneur

(1) = Yh 20)(AXE) + Bsat(u(t)) = AX() + Bsat(u(v),

(5.1)
y(t) = Cx(t),
sat: R™ — R™ représente la fonction standard de saturation (symétrique) définie par
sat(u(t)) =[sat(u, (), sat(u,(t)), ... ,sat(u,(®)] . (5.2)

avec

—u, siu(t)<-a,,
sat(u, (t)) =<0, siu(t) >0, (5.3)
u,(t) si =0, <u,(t)<0T,.

u, est la borne connue de la commande saturée (voir Figure 5.1).

4 Sat(ux(t))

1u
k

ux(t)

'
=1

Fig.5.1. Fonction de saturation symétrique.

L’objectif de contrdle est d’assurer la D-stabilité du systéme (5.1) en boucle fermée en
présence de la saturation d’actionneur (5.2) via des lois de commande PDC.

Pour atteindre cet objectif, deux cas de figures sont considérés [Henrion, 1999] :

e la loi de commande est synthétisée de sorte que 1’état du systéme ne quitte jamais la zone
de linéarité. Par conséquent, la commande ne sature jamais. On parle alors de commande
contrainte.

e la loi de commande n’est pas synthétisée de sorte que I’état du systéme reste dans la
région de linéarité donc la commande peut saturer et seul le modéle non linéaire est
valide. On parle alors de commande saturante.

Dans les deux cas, 1’objectif de synthese est de déterminer les matrices de gain du contrdleur
pour que le systéeme soit localement D-stable en boucle fermée avec une estimation maximale
du domaine d’attraction.
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Partie Il : Poursuite D-stable de trajectoire générée par un modeéle de référence

Dans cette deuxieme partie, notre intérét porte sur une classe de systémes non linéaires
représentés par le modéle TS incertain et perturbé suivant

X(t) = ihi () ((A +AAE)X() + (B, + AB M)u(t) +d (1)),
y(t) = Cx(t).

(5.4)

Les incertitudes AA;(t) € R™™ et AB;(t) € R™™ sont définies par [Zhou et Khargonekar,
1988]

AA(t) = M2, (H)N?, (5.5)
et
AB,(t) = MZ, ()N, (5.6)

M2 M N2etNP sont des matrices réelles constantes de dimensions appropriées. x, (t)et =, (t)
sont des matrices inconnues Lebesgue mesurables vérifiant les propriétés suivantes

(Z,00) Z,@) <1, (5.7)

.
(Z,@) =) <. (5.8)
d(t) est un vecteur de perturbations extérieures supposees bornées.

La synthese de commandes PDC et non PDC est étudiée afin que I’état et la sortie du systéme
(5.4) suivent la trajectoire d’un modeéle de référence linéaire en dépit de la présence
d’incertitudes et de perturbations.

Globalement, les matrices de gains des lois de commande proposées sont déterminées pour
que la dynamique de 1’écart de suivi soit D-stable (ou pour que cet écart converge vers zéro
avec une dynamique prédefinie).

L’établissement des conditions de D-stabilité est basé sur des fonctions de Lyapunov floues
poly-quadratiques qui dépendent ou pas des dérivées temporelles des fonctions d’activation.

Partie 11l : Synthese D-stable de commande tolérante aux défauts

La commande active tolérante aux défauts actionneurs est considérée pour les systemes TS
incertains et défaillants donnés par

X(t) = ihi(z(t))((A +AA O)X(1) + B, (u(t) + T, (1)),
y(t) = Cx(v),

(5.9)

ou I’incertitude AAi(t) est definie en (5.5) et fa(t) est le vecteur de défauts additifs agissant sur
les actionneurs du systeme.
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Les défauts actionneurs sont estimés par le biais de I’observateur présenté dans la section
3.3.5 du chapitre 3.

La commande tolérante aux défauts utilisée est constituée d’une loi de commande PDC et
d’un terme additif permettant de compenser 1’effet des défauts :

U(t) = Unge (€) + U, (€) = Uppe (8) - T, (0), (5.10)

ou fa (t) représente 1’estimation du défaut fournie par I’observateur. La commande PDC en
question peut étre fonction de 1’état estimé ou de 1’écart entre 1’état estimé et 1’état d’un
modele de référence.

Les matrices de gains de I’observateur et de la commande PDC sont synthétisées en une seule
étape pour que le systeme en boucle fermée et les dynamiques des erreurs d’estimation des
états et des défauts soient D-stables.

5.3. Etatde I'art sur la D-stabilisation des systemes de Takagi-Sugeno

Dans cette section, nous présentons un bref état de I’art sur les principaux résultats concernant
la stabilisation des systemes de Takagi-Sugeno sous contrainte de D-stabilité dans le contexte
de synthése quadratique et non quadratique.

Les premiéres conditions de D-stabilité relatives aux systémes décrits par un mod¢le d’état
linéaire ont été formulées dans [Chilali et Gahinet, 1996]. Les auteurs ont propose des
contraintes LMIs pour la synthése H. de retour d’état et de retour de sortie dynamique
permettant aux pdles du systeme en boucle fermée d’étre contenus dans une région
prédéterminée du plan complexe. Dans [Chilali et al., 1999], un placement robuste de pdles
des systemes linéaires présentant des incertitudes statiques a été consideré. Une condition de
synthese générique de D-stabilité (voir définition 2.2) a aussi été proposée. Cependant, les
conditions obtenues sont quelque peu conservatives selon les auteurs. Dans [Peaucelle et al.,
2000], le concept de D-stabilité robuste ou Dg-stabilité a été étendu aux systemes linéaires
sujets a des incertitudes polytopiques convexes.

Compte tenu de I’intérét grandissant suscité par les systémes TS flous, plusieurs travaux de
recherche portant sur leur D-stabilisation ont été menés. Citons a titre d’exemple, [Toulotte et
al., 2008], [Assawinchaichote, 2014], [Cherifi et al., 2015], [Cherifi, 2017],[Cherifi et al.,
2019].

5.3.1. Syntheése quadratique
Soit le systeme non linéaire décrit par le multi-modéle TS suivant

X(0) = X0 (ZO)(AXD) + Bu(),
i=1 (5.11)

y(t) = 3 h (2())(C,x(t) + D).
i=1

Rappelons que les fonctions d’activation hi(z(t)) vérifient la propriété de somme convexe et
dépendent des variables de prémisse (ou de décision) z(t) supposées étre mesurables
(entrées/sorties du systeme).
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Nous considérons la loi de commande PDC donnée par
u(t) = 2 h; (z(®) Fx(), (5.12)
j=1

ou F; € R™*™ sont les matrices du controleur a synthetiser.

La dynamique du systéme en boucle fermée est obtenue en substituant la loi de commande
(5.12) dans I’équation du systéme (5.11)

0= Y RO, (20)(A +BF, X0 =(A +B,F, )x(). (5.13)

i=1 j=1
La D-stabilisation du systeme (5.13) quelque soit la région LMI considérée est énoncée par le
Lemme 5.1.
Lemme 5.1 [Assawinchaichote, 2014]

Soient L et M deux matrices définissant une région LMI. Le systéme (5.11) est D-stabilisé par
la loi de commande PDC (5.12) s’il existe des matrices P=P">0 et Y; telles que les conditions
suivantes sont vérifiées

T; <0, Vie{l..,r} (5.14)
T +T5 <0, V(i j)efl..rPli=] (5.15)
avec

I;=L®P+Sym(M ®(AP+BY))). (5.16)

Les matrices de gains du contréleur sont données par
-1
F=YP™" (5.17)

La condition présentée par le lemme précédent est conservative du fait de I'utilisation d’une
matrice commune P dans le probléme d’optimisation. De plus, elle ne tient pas compte des
techniques de relaxation récentes mentionnees dans le chapitre 2 (Lemme de Tuan, lemme de
Finsler ou synthése non quadratique). Ainsi, des conditions plus relaxées ont été proposées
dans [Cherifi et al., 2015], elles sont basées sur la loi de commande non-PDC suivante

u(t) = ilh i (2(1) Fj(kilhk (Z(t))ij X(t), (5.18)
j= =

F; € R™™ et H; € R™ " représentent les matrices du controleur a déterminer.
La dynamique du systéme en boucle fermée s’écrit
1
Xt =Y Y h(z()h, (Z(t))(ﬁs +BF, [Zh (z(®)H, j Jx(t) =(A, +BRH,)x@). (5.19)
i=1 j=1

Les conditions D-stabilité du systéme en boucle fermée (5.19) sont résumées dans le lemme
suivant.

Lemme 5.2 [Cherifi et al., 2015]
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Soient L et M deux matrices définissant une région LMI. Le systeme TS (5.11) est D-stabilisé
par la loi de commande non-PDC (5.18) (avec Hj=P), s’il existe des matrices P=P">0 et F;
telles que les conditions suivantes sont satisfaites

I; <0, Viefl..,r} (5.20)
2 - o

i+ T+ T <0, V(i j)efl..rPli#j (5.21)

avec

I, =L®P+Sym(M ® (AP +BF))). (5.22)

Les contraintes de D-stabilisation (5.20-5.21) sont obtenues en considérant une Fonction de
Lyapunov Quadratique V (x(t)) = x(t)" P~*x(t) et en tirant profit des propriétés du produit de
Kronecker.

Les conditions du Lemme 5.2 sont légérement différentes de celles du Lemme 5.1 du fait de
I’utilisation du Lemme 2.4 (Relaxation de Tuan) ce qui permet d’aboutir a des contraintes
moins conservatives.

Le choix Hj=P réduit les degrés de liberté de ce probléeme d’optimisation et conduit le plus
souvent a des conditions quelque peu conservatives. Dans le méme article, les auteurs ont
propose des contraintes plus relachées en introduisant des variables de decision
supplémentaires. Ces conditions sont données par le Lemme 5.3.

Lemme 5.3 [Cherifi et al., 2015]

Soient L et M deux matrices définissant une région LMI. Le modéle TS (5.11) est D-stabilisé
par la loi de commande non-PDC (5.18) (ou Hi#P et H;j n’est pas nécessairement symétrigue),
s’il existe des matrices P=P">0, Hj et Fj et un scalaire positif ¢ tels que les conditions (5.20)
et (5.21) sont verifiées avec

L®P+Sym(M ® (AH. +BF. *
r, - ym(M ® (AH, +BF))) | (5.23)
M®P-M®H, +sl ®HTAT +F'BT) —sl ®Sym(H))

Les contraintes exprimées dans le Lemme 5.3 ont une forme similaire aux résultats de
stabilisation (sans contraintes de D-stabilité) basés sur le lemme de Finsler proposes dans
[Jaadari et al., 2012] et [Guelton et al., 2014].

Remarque 5.1

L’implantation du contréleur non-PDC (5.18) exige une inversion en temps réel de la matrice
Hy' ce qui peut constituer un obstacle lors de sa mise en ceuvre dans certaines applications
embarquées ayant une puissance de calcul limitée.

Exemple 5.1 : Application de la D-stabilisation quadratique a un réacteur a cuve
agitée en continu a trois états

On considere le réacteur a cuve agitée en continu décrit dans [Ghaffari et al., 2013] et
[Ebrahimi et al., 2018] siege de la réaction chimique A = B — C (voir Figure 5.2).

Ca, Cg et C¢ sont les concentrations des espéces A, B et C respectivement. Car représente la
concentration du flux d’alimentation. Nsr, le débit molaire de 1’espece B, représente la
grandeur réglante. F est le débit volumique. Le modele mathématique non linéaire a trois états
décrivant le comportement du réacteur est donné par
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2 j

Fig.5.2. Réacteur a cuve agitée en continu (CSTR) [Chen et Dai, 2001].

%, =—4x +0,5x +0,8796X,,
X, = 3x, —1,5%% —0,3688x, + U, (5.24)

X, = X2 +1,7592X, — X,.

Xi sont les concentrations adimensionnelles définies par x, =—2-,x, _Ce et X, =C—C,
AF Car Car
I’entrée adimensionnelle u(t) est donnée par u = h.
AF

L’approche par secteurs non lin¢aires permet d’obtenir le modéle TS suivant

2
x() = "h (%, (D) (AX(®) + Bu(t)), (5.25)

i=1
avec

-4 0,379 O -4 1,379 0 0
A=|3 -2138 0 |,A =3 -5138 0 |,B=|1],

0 0,7592 -1 0 27592 -1 0

hl(xz (t))=05- 0,5x, (t), hz(xz (1) =1- h].(XZ (1)) =0,5+0, 5X, (t).

Afin d’illustrer la flexibilité et I’intérét du concept de D-stabilité, nous avons réalisé la
simulation de la commande PDC (Lemme 5.2) du réacteur pour deux régions LMIs
distinctes :

e Région 1: le demi-plan gauche avec un taux de décroissance f=6,5 (stabilité
exponentielle),
e Région 2 : larégion LMI représentée par la Figure 3.1 avec =3, a=0, 0=n/2,34, s=q=15.

Les résultats numériques du Lemme 5.2 correspondant a la région 2 sont :

F, =[-3.0088 -27.5024 -73.6984],F, =[-3.4562 -29.2970 -79.6150].
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Les Figures 5.3-5.5 représentent respectivement les états du systéme en boucle fermée, la
commande appliquée et la migration des valeurs propres des matrices locales Ai+BiFj pour les
deux régions LMI ci-dessus.

' ' " [ = Stabilité exponentielle
_02F == D-stabilité (Région 2)
<04 F g
0 ‘ n ‘ ‘ . ‘
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
2 T . -
1 R
N
x
0
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
0.2 T T T T T
S 0.1
x
0 ‘ ¥ . ‘ ‘ . ‘
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Temps (s)

Fig.5.3. Comparaison des états du systeme en boucle fermée (stabilité exponentielle et D -
stabilité).
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Commande u(t)
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0 0.5 1 1.5 2
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Fig.5.4. Commande appliquée au systéme (stabilité exponentielle en trait rouge et D-stabilité en
trait bleu).

Dans la Figure 5.4, la commande PDC correspondant a la stabilité exponentielle présente une
valeur initiale importante (de ’ordre de 350). Ceci est dii a 1’éloignement des valeurs propres
du systéme en boucle fermée de I’axe imaginaire du plan complexe mais aussi a des parties
imaginaires élevées (voir Figure 5.5). Un tel inconvénient conduit principalement a des
dépassements importants et a ’apparition d’oscillations dans le régime transitoire de la
réponse du systéme en boucle fermée. On peut le constater a travers I’état x»(t) de la Figure
5.3 dont le dépassement n’est pas négligeable.

Le confinement des valeurs propres des matrices Ai+BiFj dans la région 2 permet d’aboutir a
de meilleures performances de contr6le. La commande obtenue est nettement moins agressive
et les réponses du systeme en boucle fermée sont bien plus amorties.
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Stabilité exponentielle

0.986 . : 0.972 0.945 080 078 05
15
0.995
<10
35 0.999. i :
@ 140l 220 100 80 60 a0 o X-"’"i
= 0958 : :
E 10
] 10.995
O L - x
0986 0.972 0.945 089 078 05
140 120 -100 80 60 40 20 0
Real Axis (seconds")
D-stabilité
- 0.86 . 076 __ 084 05 034 046 |
15 S e e I
P B ' S
0:94 - : el
B ‘,' .\o .
10 T BN
_' R
= --l'“"--; 3 K A%
'en 1 il TS Y
L [0985 4 T Ttmeanl AN
§ 2 ;: e ,_f'_"‘"---.. ;;;; S St A
3 i B U, S
2 o T Reag B 10 e e
2 1 . JmemseTE Ao
\ =T B B
g N SR iy
= T - B 4
2 7 laess N et S
£ -, : R
= == - ¥
' N P
~ N . "\. B (. _"‘ B
0:94 . Sl - il
| e Bk T L LA -
15 0.86 0.76 0.64-. 05 034 0.6
30 25 20 15 10 5 0

Real Axis (seconds")

Fig.5.5. Migration des valeurs propres des matrices locales A;+B;F; (stabilité exponentielle et D-
stabilité).
5.3.2. Synthése non quadratique

5.3.2.1. Synthese dépendant des dérivées temporelles des fonctions d’activation (D-
stabilisation non quadratique locale)

Nous avons constaté lors de nos recherches que peu de travaux ont été consacrés a la D-
stabilisation non quadratique des systemes de Takagi-Sugeno. Dans [Cherifi, 2017], ’auteur
a proposé comme premier résultat le lemme suivant

Lemme 5.4 [Cherifi, 2017]

Le systéme TS (5.11) est supposé lisse et vk e {L,...,r},3¢p, = im‘;}(hk (t)) <0,¢, #—oo. Soient L
X€e!

et M deux matrices définissant une région LMI. En considérant que les ¢; sont connus, le
modéle TS (5.11) est D-stabilisé par la loi de commande non-PDC (5.18) avec Hj=P;. S’i/
existe des matrices Pj=P;">0, Fj, Djj et Rjj telles que les conditions (5.26) et (5.27) sont

vérifiées
Y, <0, Viefl,..r} (5.26)

&Y“ +Y; +Y5 <0, VG0, J) efl.. r2li# | (5.27)
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R +R; >0, (5.28)
ou
L®P; +Sym(M ® (AP, + BF))) o

M ®D;-1® Eszk(Pk +Ry) | —1®Sym(Dy)
Les conditions proposées dans le Lemme 5.4 ne permettent pas une D-stabilisation globale du
systeme TS considéré puisque elles dépendent des bornes ¢, des dérivées temporelles des
fonctions d’activation. Les paramétres ¢, doivent étre connus a priori et doivent étre choisis

les plus grands possible afin d’assurer une D-stabilisation locale avec le plus grand domaine
d’attraction [Cherifi, 2017].

5.3.2.2. Synthese indépendante des dérivées temporelles des fonctions d’activation
(D-stabilisation non quadratique globale)

Dans le cadre de la stabilisation non quadratique des systemes TS, les auteurs de [Marquez et
al.,2016] ont proposé une nouvelle fonction de Lyapunov basee sur les valeurs moyennes des
fonctions d’activation sur un intervalle de temps [t-y t] ou y>0. Cette fonction ne dépend pas
des bornes des dérivées temporelles des fonctions d’activation. Elle permet donc une
stabilisation globale du systeme considére.

La D-stabilisation des systemes TS faisant appel a cette fonction de Lyapunov particuliere et
a la commande non-PDC yp-retardée a été étudiee dans [Cherifi et al.,2019]. Nous en
présentons le principal résultat dans ce qui suit.

Afin de stabiliser le systeme (5.11), les auteurs de [Cherifi et al.,2019] ont considére la
commande non-PDC suivante

r

u®) = >3 h @O 2 - W, OF, (iv. (z(t»P.] K =F, R0, (530

.
i=1 j=1 k=1

Les fonctions d’activation hi(z(t)) sont supposées intégrables sur les intervalles [t-y,z/. Les
fonctions vi(z(t)) sont définies comme suit

W) =2 [ h@)dr, 70 (5.31)
Vi

4

Les fonctions vi(z(t)) vérifient la propriété de somme convexe

r t r
Su@t) == | [ hi(z(r))jdr -1, (5.32)
i=1 t—y i=1

On peut remarquer que la dérivée temporelle de vi(z(t)) est
4 (20) = (&) -t (539

On constate que si y — 0, alors v;(z(t)) — h;(z(t)). Par conséquent, pour une petite valeur
de y, v;(z(t)) est continue et constitue une approximation lisse de h;(z(t)).

La dynamique du systéme en boucle fermée est

X(t)=(A, +B,F, RX(). (5.34)

hh™v
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Les conditions permettant la D-stabilisation globale du systeme (5.11) par la commande non-
PDC (5.30) sont résumées par le lemme suivant.

Lemme 5.5 [Cherifi et al.,2019]

Soient L et M deux matrices définissant une région LMI. Le systeme (5.11) est globalement et
non quadratiquement D-stabilisé par la commande non-PDC (5.30) s’il existe un scalaire
y >0 et, pour tous (i, ], k, 1) € {1, ...,r}*, les matrices Pk=P«">0, Fjq tels que les conditions
suivantes sont vérifiées

<o, vGjkef..rl (5.35)
ri_lr“k' +0 T <0, V(i jok ) e ot} i | (5.36)
ou

I}l =L@R + (M © (AR +BFyy — (P, ~R) (537)

En prenant Pj=P et Fj=F;, les conditions de D-stabilisation quadratique proposeées par le
Lemme 5.2 peuvent étre retrouvées. Les conditions non quadratiques du Lemme 5.5 sont donc
moins conservatives que celle du Lemme 5.2.

Exemple 5.2: Application de la D-stabilisation non quadratique globale a un
réacteur a cuve agitée en continu a trois états

Nous avons appliqué la contrainte Fi;-" <0 (avec I“i'j" définie par (5.37)) au systeme décrit par le

modeéle TS (5.25) avec y=0,03. Les parameétres considerés de la région LMI sont:
p=2,4 ;0=0 ;0=n/2,34 ; s=q=20. Les matrices de gains correspondantes sont données par

Foi;= Fpp =[-0.2447 -0.8789 0.0410]F,,=F,,,=[-0.2403 -0.7371 0.0366]
F.,=[-0.2471 -0.7861 0.0406] F,,,=[-0.2426 -0.6447 0.0361]
F,;,=[-0.2426 -0.9729 0.0411]F,;,=[-0.2384 -0.8302 0.0368]

Les états du systeme en boucle fermée et la commande u(t) sont représentés par les figures
5.6-5.7

05

Etats en boucle fermée
o

-051

0 0.5 1 1.5 2
Temps(s)

Fig.5.6. Etats du systeme en boucle fermée.
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-1
2
La migration des valeurs propres des matrices | A+ Bi ijl[EVl (Z(t))H] est représentée par
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Fig.5.7. Signal de commande.
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Fig.5.8. Migration des valeurs propres des matrices | A +B;Fy, (ZV, (Z(t))PJ
I=1

5.4. D-stabilisation des systemes de Takagi-Sugeno en présence de
saturation d’actionneurs

Pour des raisons physiques, technologiques ou de sécurité, les systémes dynamiques sont le
plus souvent soumis a des limitations de fonctionnement modélisées par des contraintes
d’amplitude sur les actionneurs et les capteurs. La synthése de commande sans tenir compte
de ces contraintes peut conduire a des dégradations non souhaitables des performances de
contrdle, a des cycles limites et mémes a I’instabilité [Henrion, 1999].

La modélisation du phénomene de saturation qui est par essence non linéaire peut se faire de
plusieurs maniéres différentes, a savoir : par modéle polytopique [Henrion, 1999], [Jungers et
Castelan, 2011], [Nasri et al., 2019b], par non linéarité de secteur [Da Silva Jr et Tarbouriech,
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2006], par division de I’état par région de saturation [Da Silva et al., 1997] ou bien par
représentation multi-modéle [Bezzaoucha, 2013].

La conception de lois de commande pour les systemes non linéaires modélisés par des multi-
modeles de Takagi-Sugeno en présence de saturations d’actionneur a fait I’objet d’une
attention particuliére ces vingt dernieres années [Cao et Lin, 2003], [Benzaouia, 2012], [Dang
et al., 2017], [Saifia et al., 2020]. Deux approches permettent d’appréhender la présence de
saturation dans la syntheése de commande :

La commande anti-windup
Le principe de la commande anti-windup est d’utiliser un compensateur additionnel (statique
ou dynamique) afin de contrer I’effet de la saturation d’actionneur (voir figure 5.9) [Kiener et
al., 2014], [Liu et Yang, 2017], [Tarbouriech et Queinnec, 2020].

Contréleur non Ve L

. contraint i Jl " Procéde I

u, Yo

+

-+

Compensateur
AW

Fig.5.9. Schéma de principe de I'architecture anti-windup [Tarbouriech et Queinnec, 2020].

La différence entre le signal de sortie du controleur (yc(t)) et le signal appliqué au systéeme a
commander (Sat(yc(t))) est réintroduite dans le controleur via une boucle statique (un simple
gain) ou une boucle dynamique (un compensateur dynamique). Dans cette architecture, le
compensateur anti-windup n’est pas activé lorsqu’il n’y a pas de saturation, ce qui garantit
que, dans la zone linéaire, le controleur nominal n’est pas modifié.

L’objectif de synthése d’une stratégie anti-windup est de garantir un certain degré de
performance en présence de saturation (en diminuant la dégradation des performances
obtenues sans saturation) mais aussi de permettre d’agrandir la région d’attraction de I’origine
(ou du moins son estimée) du systeme en boucle fermée [Tarbouriech et al., 2011], [Zaccarian
and Teel, 2011].

Commande contrainte et commande saturante

Les commandes contrainte et saturante permettent de prendre en considération la saturation
lors de la synthése du contrdleur. Afin d’expliquer la différence entre ces deux commandes,
nous considérons le cas simple d’un systéme linéaire continu [Henrion, 1999]

X(t) = Ax(t) + Bu(t), (5.38)
commandé par un retour d’état
u(t) = Kx(t). (5.39)

Si aucune contrainte d’amplitude n’affecte I’état et/ou la commande, le systéme en boucle
fermée est

%(t) = (A+ BK)X(t). (5.40)
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On suppose maintenant que chaque composante ui(t) de la commande u(t) est soumise & une
contrainte d’amplitude comme suit

-U <u(t) <, (5.41)
ou u;,U; sont des scalaires positifs donnés. Dans ce cas, le systéme en boucle fermée devient
X(t) = Ax(t) + BSat(Kx(t)). (5.42)
Le caractére non linéaire de la saturation fait que le systéme (5.42) est non lineaire.

La zone de linéarité du systéme (5.42) peut étre définie comme 1I’ensemble des états pour
lesquels les commandes ne sont pas saturées

{X:-u <Kx<u,i=1..,m} (5.43)

Nous pouvons dire que le modéle non linéaire (5.42) admet localement le modéle linéaire
(5.40). Comme nous le verrons plus tard, la notion de modéle local est fortement liée a celle
de stabilité locale et de domaine d’attraction.

Nous distinguons alors deux cas de figure :

e La commande contrainte qui est congue de sorte que 1’état du systéme reste a I’intérieur
de la zone de linéarité. La commande ne sature jamais et le modéle linéaire (5.40) est
valide localement pour le systeme non linéaire (5.42) [Henrion, 1999], [Saifia et al.,
2012a].

e La commande saturante qui comme son nom I’indique peut saturer et seul le modele non
linéaire (5.42) est valide [Cao et Lin, 2003], [Nasri et al., 2019a].

Dans les sections suivantes, nous proposons de généraliser les resultats obtenus dans [Hu et
al., 2002] et [Cao et Lin, 2003] a la synthese D-stable de commandes contraintes et saturantes
des systéemes TS. Nous presentons des conditions LMIs permettant au systeme en boucle
fermée d’étre localement D-stable tout en maximisant I’estimation du domaine d’attraction.

5.4.1. Commande PDC contrainte des systemes TS

On considere le systeme non linéaire représenté par le modele TS (5.1) en présence de
saturation d’actionneur définie par (5.2) et (5.3).

On s’intéresse alors a la commande PDC suivante
u(t) = Z hj (z(t))Fj X(t) = F,X(t). (5.44)
j=1

Le systeme (5.1) étant soumis a la saturation (5.2), la stabilité globale du systeme en boucle
fermée ne peut étre assurée. L’objectif de contrdle est donc de synthétiser r retours d’état
locaux Fix(t) pour que le systeme en boucle fermée soit localement D-stable dans une région
aussi large que possible.

5.4.1.1. Quelques notions préliminaires

Pour x(0) = x, € R, on note la trajectoire du systéme (5.1) comme @&(t,X,). L’ensemble
défini par

Q = {x, € R"| tlim ¢ (t, x,) = 0}, (5.45)
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est appelé domaine ou bassin d’attraction de 1’origine qui est défini comme étant le plus grand
domaine dans I’espace d’état dans lequel toutes les trajectoires qui y commencent convergent
vers l’origine. La détermination analytique de ce domaine s’avére difficile, on se contente
généralement d’une approximation de ce dernier.

Soit P € R™™ une matrice définie positive et la fonction de Lyapunov quadratique
V (x) = X" Px. Pour un scalaire positif p, on définit ’ellipsoide

e(P,p) ={x e R"|V(x) < p}. (5.46)
Si (P, p) est contractif alors il se trouve forcément a I’intérieur du domaine d’attraction Q.
Soit F une matrice de dimension mxn, fy est la k"™ ligne F, on définit le polyédre suivant
S(F) ={x(®)/ |fix| <y, k=12,..,m} (5.47)

Si F est une matrice de retour d’état, S(F) est la région ou la commande est linéaire en x(t) i.e
u(t)=Fx(t).

Proposition 5.1[Hu et al., 2004]

Un ellipsoide ¢(P,p) est a l'intérieur de S(F) si et seulement si

-1
f, [Ej fl <l (5.48)
P
Pour la commande PDC (5.44), on définit I’ensemble suivant
L(x) =SF,)NS(F,)N...nS(E). (5.49)
5.4.1.2. Syntheése de la loi de commande contrainte

Dans le Théoreme suivant, nous énoncons les conditions pour lesquelles le systéme (5.1) est
localement D-stabilisé par la commande PDC (5.44).

Théoréme 5.1

Soient L et M deux matrices définissant une région LMI. Le systéme (5.1) sous la contrainte
(5.2) est localement quadratiquement D-stabilise par la loi de commande (5.44) dans
Iellipsoide €(P, p) c L(x) s’il existe une matrice symétrique définie positive Q, des matrices
Gij,Rij et Yj telles que les inegalités suivantes sont satisfaites

[L®Q+Sym(M ® (AG; +BY))) *
T T T <0, (5.50)
I®Q-G;)+(M ®R;A) -Sym(l ®R,)
o *
) >0, (5.51)
L(y))' Q
ij=1,...r ;k=1,...,m. y{ est le k™ élément de Y;.
Les matrices de gains du contréleur PDC sont
-1
F=YQ™" (5.52)

Preuve. Pour un ellipsoide donné (P, p), si x € e(P, p) et (P, p)  L(x), alors sat(Fjx) =
Fix pourj=1,2,....r, i.e.,
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sat(u)=u, (5.53)
t.q.
A T
fjk[—j (f) <@, (5.54)
Yo
Ol] FJ=[f1’ fJZ, Tty fjm:IT

L’application du complément de Schur a I’inégalité (5.54) donne

—2 *
uk

(Ej_l(fk)T (E]_l >0. (5.55)
p) 7 \p

Le systeme en boucle fermée composé du systéeme TS (5.1) et de la commande PDC (5.44)
s’écrit

X(t) = A x(t) + B, sat(F x(t)). (5.56)
L’inégalité (5.55) assure que Sat(F,x(t)) = R X(t) , le systeme en boucle fermée devient

X(t) = (A, +B,F,)x(t). (5.57)
En considérant la fonction de Lyapunov V = X' Px , le systéeme (5.57) est D-stable si

(1 ®X")(L®P+Sym(M ® (PA, + PB,F.)))(I ®x) <O0. (5.58)
L’inégalité (5.58) est vérifiée si

L®P +Sym(M ® (PA + PB,F,)) <0. (5.59)
En multipliant & gauche et & droite par (I ® P™), on obtient

LOP™+Sym(M ® (AP +B,F.P™)<0. (5.60)

Sachant que p > 0, on multiplie I’inégalité précédente par 1/p~1

L® [Ej + Sym[M ®£Ah LEJ +B,F, LEJ D <0. (5.61)
P P P

Propriété 5.1 [Marquez et al., 2016]

Soient A,R,S,P et H des matrices de dimensions appropriées. Les inégalités suivantes sont
équivalentes

1. AP+ PA+S <0, (5.62)
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2. 3R, H:

T T *
ATH™ + HA+S }0. (5.63)

P-H +R'A -R-R’

-1
En considérant les changements de variables QZ(EJ et Y;=F,Q et en appliquant la
o

propriété 5.1 avec :

A=(M"®A),P=(1®Q),H=(1®G.),R=(I®R, )etS=L®Q+He(M ®B,Y,), on aboutit
aux contraintes (5.50) et (5.51) du Théoréme 5.1. =

5.4.1.3. Relaxation

La relaxation des conditions du théoreme précédent consiste a trouver une matrice de
Lyapunov Q telle que le systeme (5.1) soit D-stabilisé par la commande (5.44) dans un
ellipsoide (P, p) c L(x) de taille aussi grande que possible.

Théoreme 5.2

Soient L et M deux matrices definissant une région LMI. Le systeme (5.1) sous la contrainte
(5.2) est localement quadratiquement D-stabilise par la loi de commande (5.44) dans
ellipsoide €(P,p) c L(x) de taille maximale s’il existe une matrice symétrique définie
positive Q, des matrices Gij,Rij et Yj et un scalaire positif y tels que les inegalités suivantes
sont satisfaites

onR 7 (5.64)
[L®Q+Sym(M ®(AG; +BY))) *

| 1®Q-Gj)+(M"®RjA) —Sym(l@Rij)}< ! (5.65)
-

v q|7° 5.66
o) Q} (5.66)
R '}zo ou V (X‘i’wzo. (5.67)
L Q X Q

Preuve. Parmi les ellipsoides satisfaisant les conditions du Théoreme 5.1, il serait préférable
de choisir le plus large afin d’obtenir une estimation moins conservative du domaine
d’attraction. Comme dans [Hu et al., 2002], [Cao et Lin, 2003] et [Han et Morioka, 2007], on
mesure la « taille » des ellipsoides par rapport a un ensemble de référence. Soit Xz < R™ un
ensemble convexe contenant 1’origine. Pour un ensemble W < R™, on définit la taille de W
par rapport a Xr comme [Hu et Lin, 2001]

g (W): = sup{y > 0: uXp ¢ W}. (5.68)
Xr peut étre un ellipsoide

X = {x(t) e R*; xTRx < 1}, (5.69)
ou un polyédre

Xgp = Co{x} xZ, .., xi} (5.70)

Co représente une enveloppe convexe et x3, x2, ..., x} sont des points donnés dans R™.
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On choisit donc (P, p) tel que la quantité ug (e(P, p) ) soit maximisée afin d’obtenir le plus
large domaine d’attraction. Ce probléme peut étre formulé comme suit

max u (5.71)
tq.
uXp c (P, p). (5.72)

La contrainte (5.68) doit étre transformeée en LMI [Han et Morioka, 2007]. Si I’ensemble de
référence est un ellipsoide alors la contrainte (5.72) est équivalente a

R_P
>

; "y (5.73)
qui peut étre exprimée en LMI comme suit

4 yR |
R*'<yQ ou - >0, (5.74)

ou y= iz . Si’ensemble de référence est un polyedre, la contrainte (5.68) est équivalente a

() PG < p o [Xy (Xg; }zo. (5.75)

L’obtention d’une surface de Lyapunov aussi large possible revient donc a minimiser y en
ajoutant les contraintes précédentes aux conditions du Théoreme 5.1. =

5.4.2. Commande PDC saturante des systemes TS
5.4.2.1. Représentation polytopique de la saturation

Soit v un ensemble de matrices de dimension mxm dont les éléments diagonaux sont soit 1
soit 0. Par exemple, pour m=2

o allo o ol 3 619

Chaque elément de v est noté E;, pour i=1,2,..., 2™. On note aussi E; = I — E;.
Lemme 5.6 [Hu et Lin, 2001]
Soit deux matrices données F et H € R™*™, Pour x € R", si x € S(H) alors

sat(Fx) e CO{ESFX+ E-Hx:se[l, zm]}. (5.77)

Par conséquent, on peut écrire

Zm
sat(Fx) = > n,(E;F + E;H)x=(E,F + E H)x, (5.78)

s=1
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2m
ou 0<7, <1 > n =1
s=1

5.4.2.2. Synthese de la loi de commande saturante

Les conditions de synthése de la loi de commande PDC saturante sont énoncées par le
Théoréme suivant.

Théoréme 5.3

Soient L et M deux matrices définissant une région LMI. Le systeme (5.1) sous la contrainte
(5.2) est localement quadratiqguement D-stabilisé par la loi de commande (5.44) dans
lellipsoide €(P, p) de taille maximale s’il existe une matrice symétrique définie positive Q,
des matrices Gij,Rij ,Yj et Zj et un scalaire positif y tels que les inégalités suivantes sont
satisfaites

o, 7 (5.79)
LEQ+Sym(M @(AG; +Bi(E.Y; +E.Z))) <0ij=tar s=1.2"  (580)
| 19Q-Gy+(MT BRA) _sym(i@R,)| " TS
-

: 20, 5.81
@) Q} (5.81)
_}/R I:|20 ou {}/ (X(I))T:|ZO (582)

I Q X Q

Preuve. La demonstration des contraintes (5.80-5.82) est la méme que celles des contraintes
(5.65-5.67) du Théoréme 5.2. L’inégalité (5.80) est obtenue en remplagant sat(u(t)) par le
modeéle polytopique (5.78) et en suivant les mémes étapes (5.58-5.63).=

Exemple 5.3: Application des commandes PDC contrainte et saturante a un
exemple académique

On considere un systeme TS composé de deux modeles locaux dont les matrices et les
fonctions d’activation sont données par

[2 0], [20 10], [0 c 3
VLS ] -
1060 =08 0) 1R 1 0). (5.84)

Les résultats numériques de I’application des commande contrainte et saturante pour une
région LMI définie par f=1, a=0, 6=3x/11, s=10 et g=10 sont résumés dans le Tableau 5.1.
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Commande
pour Commande PDC contrainte Commande PDC saturante Commande PDC classique
u, =0.38
F, =[-5.0189 —14.7221]

. F, = [-6.4096 — 14.5090]
M?‘tf":?es © | F=F=[-18412 -66208] F, =[-6.2819 —17.4097] i
gain Fi F, = [-8.6495 —17.6695]

H; = H, = [-1.8412 —6.6207]

Tableau 5.1. Résultats numériques des Théoréemes 5.2 et 5.3.

Dans la Figure 5.10, nous avons représenté les surfaces de Lyapunov &(P, 1) des théoremes
développés plus haut. On voit bien que les Théorémes 5.2 et 5.3 présentent des ellipsoides
plus larges que celui du Theoréme 5.1. Les contraintes des Théoremes 5.2 et 5.3 sont donc
moins conservatives.

0.2

m Théoréme 5.1
=== Théoreme 5.2
Théoréme 5.3

0.1r — b

0.05 [

-0.05

-0.1 1

02 . . . . . . .
-0.2 -0.15 -01 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2

Fig.5.10. Comparaison des surfaces de Lyapunov des Théorémes 5.1-5.3.

Les Figures 5.11-5.13 représentent respectivement les états du systéeme en boucle fermée, le
signal de commande saturé et les valeurs propres du systéme en boucle fermée pour les
différentes commandes (contrainte, saturante et classique).

0.6 T
== Commande contrainte
04t Commande saturante
' Commande classique
S o2t 1
x
0 -
0.2 1 I I 1
0 2 4 6 8 10
0
= -0.05 1
R -0.1 1
-0.15 1
0.2 . ‘ ‘ ‘ ]
0 2 4 6 8 10

Temps

Fig.5.11. Etats du systeme en boucle fermée pour les commandes PDC contrainte, saturante et
classique.
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Fig.5.12. Signal de commande sat(u(t)) pour les commandes PDC contrainte, saturante et

0.4

0.3

0.2

0.1

0

-0.1

-0.2

Signal de commande Sat(u(t))

-0.3

T

Commande contrainte
Commande saturante
Commande classique

-0.4
0

Temps

classique.

10

Nous remarquons que les commandes PDC contrainte et saturante permettent d’avoir des
réponses plus amorties que la commande PDC classique. La réponse correspondante a cette
derniére présente un dépassement non négligeable. On peut noter aussi que la commande
saturante sature moins longtemps que la commande classique ce qui permet d’éviter
I’apparition du dépassement.

La Figure 5.13 montre la satisfaction des contraintes de D-stabilité ; les valeurs propres du
systéme en boucle fermée sont contenues dans la région LMI prescrite pour les deux
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Fig.5.13. Migration des valeurs propres du systéme en boucle fermée pour les commandes PDC

contrainte, saturante et classique.

5.4.3. Commande PDC saturante des systemes TS incertains

Dans cette section, on s’intéresse a la synthése d’une commande saturante pour les systémes
TS incertains en présence de saturation d’actionneur décrits par

X(0) = Y (2O)((A + SA D) X(0) + (B, + AB () sat(u(t))).

Les incertitudes AA;(t) et AB;(t) sont définies par les équations (5.5) et (5.6).

(5.85)
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La dynamique du systtme en boucle fermée est obtenue en substituant

2m
sat(F;x) = > 75 (EsF; + EgH)x dans 1’équation (5.85)
s=1

x(t) = ((A1 +AA (1)) +(B, + AB, (1))(E,F, + E,;Hh))x(t). (5.86)
Théoréme 5.4

Soient L et M deux matrices définissant une région LMI. Le systéme (5.85) sous la contrainte
(5.2) est localement quadratiqguement D-stabilisé par la loi de commande (5.44) dans
Iellipsoide €(P, p) de taille maximale s’il existe une matrice symétrique définie positive Q,
des matrices Gij,Rij ,Yj et Z;j et des scalaires positifs y, t{; et T{’j tels que les inégalités suivantes
sont satisfaites

min y (5.87)
Q.Hj Ry Y} .Zj 78 2f
B Fijs * * *
el TORTA) - }
1®(Q-G))+(M"®RIA") -Sym(I®R,) 0 0 <0 (5.89)
M ® N*Q 0 -1®; 0
M®NP(EY, +E Z)) 0 0 -I®r
F
‘ >0, (5.89)
(2" Q}
(7R )
! }zo ou {7 (o) }zo, (5.90)
L Q % Q
avec
[y, =L®Q+Sym(M ®(AG, +B (EY, +EZ))))+1 ®(fM (M) + M (MP)'). (5.91)
Les matrices de gains de la loi de commande
-1
F =YQ%, (5.92)
-1
H,=2,Q". (5.93)

Preuve. Sur la base d’une fonction de Lyapunov quadratique V=x"PX, le systéme (5.86) est
D-stable si

(1® xT)(L® P+ Sym(lvl ®((PAh +PAA ) +(PB, + PAB, )(E,F, + E,;Hh))))(l ®x)<0.  (5.94)
L’inégalité (5.94) est satisfaite si
LOP+ Sym(lvl ®((PA, +PAA,)+(PB, +PAB, )(E,F, + E,;Hh))) <0, (5.95)

On multiplie I’inégalité précédente a gauche et a droite par (1 ® P™?)

L®P‘1+Sym(M ©((AP+MP)+(B,+AB,)(E,FP + E;th-l)))<o. (5.96)
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En isolant les termes incertains des autres termes, en multipliant 1’inégalité précédente par

-1
1/p~1 et en considérant le changement de variable Q = (BJ , 0n obtient
o

L®Q+Sym(M ®(AQ+B, (E,FQ+E,H,Q)))+ Sym(M ®(AAQ+ 4B, (E,F,Q + E,H,Q))) <.

th/] Ath/]

(5.97)

On s’intéresse d’abord a la partie incertaine AQu4,, qui selon (5.5) et (5.6) peut étre réécrite
comme

AQ,,, =Sym((1®M?)(1®3,1)(M ®NQ))+ Sym((l ®M;)(1©%,(1)(M®N; (EFQ+ E,;HhQ))),
(5.98)

ou de maniére équivalente

AQ,,, = Sym( X, S(W, ), (5.99)

avec X[ =[| M} |®ME1 i(t){

| ®Z,(t) 0 ~ M ® N2Q
0 195, " |M®NP(E,RQ+E,HQ) |

Lemme 5.7 [Xie et De Souza, 1992]

Pour toutes matrices X,Y et T=T'>0 de dimensions appropriées, 1’inégalité suivante est
toujours vraie

Sym(XTAMY )< XTTX +YTTY, VAT(DAM) <. (5.100)

En appliquant le Lemme 5.7 a la matrice (5.99), I’inégalité (5.97) devient

Q + XIT, X, +WIT, W, <O, (5.101)
a
ouT, = '®7, 0 e
0 I®7

L’application du complément de Schur a I’inégalité (5.101) permet d’écrire

T T
O+ X ToXn Va1 g (5.102)
W, =T,

En remplacant les différentes matrices par leurs expressions dans (5.102) et en appliquant la

propriété 5.1, on aboutit a la contrainte (5.88).

Comme dans les sections précédentes, le probléme d’optimisation permettant de maximiser le
domaine d’attraction du systéme en boucle fermée (5.86) peut étre résumé comme suit

min .
Q,Hij ,Rij ,Y]— ,Zj ,ri?,ri]—

tq
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a) LMI (5.74) ou (5.75),
b) contrainte (5.88),

0 *
o) | s >0.m
(zj) Q
Exemple 5.4 : Application de la commande saturante a un bras de robot flexible

Soit un bras de robot flexible représenté par la Figure 5.14 et décrit par le modéle non linéaire
suivant [Seidi et al., 2012], [Cherifi, 2017]

Xl(t) = Xs(t),

(1) = %,(1)

(1) =Ji(k(x2(t)—x1<t»—mgLsin(xla»), (5.103)
,(t) =Ji(u(t>—k(x2(t)—x1(t»).

Fig.5.14. Bras de robot flexible [Seidi et al., 2012].

Les états xu(t) et xo(t) représentent respectivement les positions angulaires du bras et de
I’actionneur. La commande u(t) est le couple appliqué par le moteur. Les différents
parametres du systeme sont donnés dans le Tableau 5.2.

Symbole | Paramétre Valeur

J Inertie de I’actionneur 1 kg. m?

Jz Inertie du bras 1 kg. m?

M Masse du bras 1kg

L Longueur du bras 1m

K Raideur du ressort 100 N. m. rad™
g Accélération de la pesanteur | 9,81 m. s

Tableau 5.2. Parameétres du modeéle non linéaire du bras flexible.

Le modeéle TS obtenu apreés application de la méthode des secteurs non linéaires est

(0= Y h 04 O) (AX(O + Bu()), (5.104)
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ou X(t) :[Xl(t) X)) X(t) X, (t)]T Les matrices et les fonctions d’activation du modéle TS
(5.104) sont

0 0 10 0 0 1 0]
0 0 01 0 0 01 0
Alzﬂ k 0 O,Azzw k 0 0/.B=| 0| (5.105)
Jl Jl Jl Jl 1
k -« 00 k —« 0 0 J_z
L J J i L J J i -7
sin c04 (1) - p
hy (%, (t)) = ?, h, (4 () =1-h,(x, (1)), p~-0,2172. (5.106)

On suppose maintenant que le systéme est soumis a des incertitudes et & une saturation
d’actionneur dont la borne U(t) =50N.m

x(t) = Zhi O ®)((A +AA D) X(t) + (B +AB(t))sat(u(t))), (5.107)
avec
AA (1) = MIZ, (N, AB(t) = MPZ, ()N,
0,05 17 017 0,1
0,2 0,5 0,8 ooloal
MZ=M2=  Nf = N2 = ,MP =] NP =-0,03,2, (1) =2, (t) =1.
-0,3 0,1 0,1 0,1
0,4 0,05 0,1 0,1

Dans cet exemple, on considére la région LMI S(f,s,0) représentée par la Figure 5.15 et qui
est I’intersection :

e d'un secteur conique défini par son apex a ’origine et son angle 6 par rapport a I’axe
réel,

e d’un disque de rayon s centré a I’origine,

e d’un demi-plan gauche avec un taux de décroissance f.

-p

= |

Fig.5.15. Région LMI S(B,s,0) considérée dans I'exemple 5.4.
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Les matrices M et L suivante définissent la région S¢5,s,6)

26 0 0 0 O] 1 00 O 0
0 s 0 00 001 O 0
L={0 0 -s 0 O|M=0 0 0 O 0 | (5.108)
0 0 0 00O 0 0 0 sing cosé
0 0 0 0 0 10 0 0 —cos@ sind |

Les parameétres de la région LMI sont : ==/4, f=2,5, s=15.

Les matrices de gains obtenues par la solution des contraintes (5.88)-(5.90) sont

F, =[147.1278 -219.2380 5.0216 -31.3126] F, =[138.0253 -209.0921 5.2761 -30.8793],
H, = [139.0829-210.1447 5.3 007 -30.9477} H, =[139.0491 -210.1395 5.2896 -30.9429]

Les Figures 5.16-5.18 illustrent la comparaison entre la stabilisation exponentielle du systeme
(5.107) et sa D-stabilisation selon la région LMI décrite ci-dessus.

2

=— D-stabilité 1.5
15 Stabilité exponentielle _
el he] 1
1 8
=1 =
< ]
0.5
05 x
0 0
0 5 10 0 5 10
Temps(s) Temps(s)
0 0 \?
@, © -1
g 8
= =2
R -4 ¥ 3
6 -4
0 5 10 0 5 10
Temps(s) Temps(s)

Fig.5.16. Evolution des états du systeme en boucle fermée (Stabilité exponentielle : trait bleu, D-
stabilité : trait rouge).

30

D-stabilité
= Stabilité exponentielle

20 -

-20

-30

Signal de commande sat(u(t))(N.m)
>

-40

508 s s s s
0 2 4 6 8 1C
Temps(s)

Fig.5.17. Signal de commande saturé sat(u(t))(Stabilité exponentielle : trait bleu, D-stabilité :
trait rouge).
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Fig.5.18. Migration des valeurs propres du systeme en boucle fermée.

D’aprés les résultats de simulation présentés plus haut, la commande saturante D-stable
fournit de meilleures réponses en boucle fermée (amortissement, rapidité et allure du signal de
commande) puisque les valeurs propres du systeme bouclé prennent des valeurs raisonnables.
Dans le cas de la stabilité exponentielle, les valeurs propres s’¢loignent trop de I’axe réel, ce
qui conduit & un régime transitoire faiblement amorti.

5.5. Poursuite D-stable de trajectoire générée par un modele de référence

Dans cette partie, nous nous intéressons au probleme de poursuite de consigne généree par un
modele de référence pour les systemes TS incertains et perturbés. Nous proposons des
conditions de synthese non quadratiques locales et globales de lois de commande en poursuite
sous contraintes de D-stabilite.

Le probléme de poursuite de trajectoire a suscité depuis plusieurs décennies I’engouement de
la communauté scientifique. Dans le passé, difféerentes approches ont été développées pour
résoudre ce probléme de contrble [Chen et al., 1996], [Tseng et al., 2001], [Zheng et al.,
2002], [Lin et al., 2006].

Un contréleur flou muni d’un algorithme adaptatif est proposé dans [Chen et al., 1996]
permettant d’atteindre des performances de suivi H. pour une classe de systemes non
linéaires mono-variables soumis a des perturbations externes. Les auteurs de [Tseng et al.,
2001] ont développé une loi de commande utilisant un observateur flou de Luenberger pour
les systémes non linéaires décrits par des modeles TS avec des perturbations externes et des
bruits de mesure. Le probléeme de poursuite traité est principalement basé sur la minimisation
d’un critére Hw. Toujours dans le cadre du formalisme TS, une commande a structure variable
permettant un suivi de sortie pour les systéemes sujets a des perturbations (paramétriques et
externes) est proposée dans [Zheng et al., 2002]. La poursuite H. des systemes TS
caractérisés par un retard est abordée dans [Lin et al., 2006]. Cette derniére est basée sur un
probleme LMI a deux étapes. Dans [Mansouri et al., 2009], une loi de commande par retour
de sortie de structure PDC basée sur un observateur proportionnel est proposée pour les
systeme TS incertains et perturbés a VDM. Cette loi de commande permet au systeme de
suivre un modele de référence tout en atténuant ’effet des perturbations. L’approche est
appliquée en simulation au controle de la position et de la vitesse angulaires d’un pendule
inversé. Dans [Liu et al., 2010], une commande robuste adaptative est développée pour une
classe de systémes non linéaires multi-variables en utilisant les propriétés d’approximation
des systemes de logique floue et la technique du backstepping. Cette derniere est aussi mise a
profit avec le lemme de Razumikhin pour la synthése d’une commande en poursuite
adaptative des systemes non linéaires retardés dans [Chen et al., 2013]. La poursuite de sortie
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des systéemes TS discrets de type-2 a été examinée dans [Liu et al, 2015]. Le contrdleur
synthétisé garantit la stabilité asymptotique du systéme en boucle fermée et satisfait une
fonction co(t prédefinie. Le correcteur proposé peut ne pas partager les mémes variables de
prémisse que le systéme, ce qui offre plus de flexibilité a la synthése. Les auteurs de [Wu et
al., 2016] ont traité le probléme de poursuite de trajectoire de la dynamique longitudinale d’un
véhicule hypersonique représenté par un modele TS. L’algorithme de commande est
principalement basé sur un observateur de perturbation utilisant une technique mixte Hz/H...
Dans [Ghorbel et al., 2020], un contréleur proportionnel de structure PDC est synthétisé a des
fins de stabilisation et de poursuite. Il permet notamment de réduire le nombre de paramétres
ajustables impliqués dans I’algorithme PDC standard.

5.5.1. Aperc¢u sur la poursuite de modele de référence des systemes linéaires
[Bezzaoucha et al., 2015]

On considére un systeme représenté par le modéle linéaire

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(t) € R, ,u(t) € Ry,

{ y(8) = Cx(t), ¥(8) € Ry, (5.109)
et le modele de référence

%, (t) = A, x,(t) + Byu,(t), x,(t) € Ry, u, (t) ER,,
{ Yo (8) = Cx, (8). (.110)

La synthése de la loi de commande consiste a déterminer u(t) permettant a 1’état x(t) (ou la
sortie y(t)) du systeme (5.109) de suivre fidélement 1’état x(t) (ou la sortie y:(t)) du modele de
référence (5.110). Généralement, il existe trois approches de suivi de modele de référence

e Poursuite parfaite d’état (Perfect state tracking)

Cette approche proposée a la base par [Erzberger , 1967] consiste a synthétiser une commande
par retour d’état assurant une erreur de poursuite nulle entre le systéme et le modele de
référence satisfaisant un ensemble de conditions structurelles de correspondance (matching).
La limite principale de cette méthode réside dans le choix de la structure du contréleur. Sur ce
point, on peut distinguer deux méthodes.

Dans la premiére méthode, la structure du contrdleur est fixée au préalable. Ensuite, les
conditions structurelles de poursuite ainsi que les gains du contréleur sont déduits. Par
exemple dans [Khalil, 1992] et [Tao, 2003], la commande par retour d’état est donnée par

u(t) = Kx(t) + K,u,(t), K € R K, € R (5.111)

ou K et K; sont des matrices de gains constantes déterminées de sorte que I’état x(t) du
systeme (5.109) suive celui du modéle de référence xr(t).

A partir des équations (5.109) et (5.111), ’expression du systeme en boucle fermée est

(5.112)

{)‘((t) = (A+ BK)x(t) + BK,u,(t),
y(t) = Cx(t).

En comparant (5.112) a (5.110), on obtient la condition de correspondance en régime
permanent suivante
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(A+BK)'BK, =A'B.. (5.113)

Une solution particuliere de (5.113) est donnée dans [Cvetkovic-Ilic , 2008]

(K, K)=B"PQ". (5.114)

avec

P=AA"'B Q —[ ! j (5.115)
- r? - _A\»_lBr ! '

et la condition de consistance
BB'PQQ=P. (5.116)
En régime transitoire, la correspondance parfaite entre (5.112) et (5.110) est obtenue si

{A+ BK = A,

5.117
BK, =B.. (G.117)

Pour satisfaire les conditions de correspondance (5.117), les contraintes de rang suivantes
doivent étre remplies

rang(B) = rang ([BM — A])

(5.118)
rang(B) = rang([B|B,]).
Les gains K et K, sont alors donnés par
K,=B"B,,
(5.119)
K=B"(A - A).

ou B™ est la pseudo-inverse de la matrice B.

Le fait de fixer la structure du contréleur n’assure pas forcément 1’existence d’une solution.
En effet, ce choix a priori peut conduire au non-respect des conditions de rang.

La seconde méthode permet d’assurer une erreur de poursuite nulle sans imposer une
structure pré-requise a la loi de commande. Par exemple, dans [Nie et Patton, 2011],
I’approche adoptée est de déduire la structure du contrdleur a partir de I’erreur de poursuite
e(t)=x(t)-xr(t) dont la dynamique peut étre déterminée a partir des expressions (5.109) et
(5.110) comme suit

&(t) = Ae(t) + (A— A)X(t) + Bu(t) - B.u. (t). (5.120)

Afin de réduire I’équation (5.120) a é(t) = ,Z\e(t) (ouf& est une matrice stable), la loi de

commande u(t) est synthétisée de sorte que (A—,Z\)x(t)+(,5\—A,)xr (t)+ Bu(t) - B,u, (t) soit
nul.

e Poursuite approchée d’état (Approximate state tracking)
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Dans certaines situations, la poursuite parfaite d’état ne peut étre obtenue. Le but de la
poursuite approchée est de minimiser la différence entre x(t) et x.(t) (ou y(t) et y«(t)). Si par

exemple, I’expression (5.120) ne peut étre réduite a é(t) = Ae(t), il est néanmoins possible de
trouver une commande u(t) qui minimise X(t) = (A—,&)x(t)+(;\— A)X (t)+Bu(t)-B,u,(t)
ou le transfert de u(t) vers X(t).

La poursuite approchée de modele de référence est souvent basée sur la théorie de la

commande optimale ou il s’agit de minimiser un critére de performance fonction de I’erreur
de poursuite entre 1’état du systéme et celui du modele de référence.

Le critere de poursuite peut étre exprimé comme

j e’ (t)Qe(t)dt < n?2 j u! (t)u, (t)at, (5.121)

ou Q est une matrice de pondération définie positive et # le taux d’atténuation. La matrice de
pondération Q peut étre choisie de maniére a privilégier certains états par rapport a d’autres. I1
est évident que 1’un des objectifs de controle est de minimiser le taux d’atténuation 7.

Il est important de souligner que I’horizon de temps peut étre infini ou fini et glissant. Dans ce
dernier cas, 1’objectif est de minimiser 1’erreur de poursuite sur un horizon fini glissant. Cette
procédure est bien connue sous le nom de commande predictive ou il est question de calculer
la commande, a chaque instant k, assurant un cott minimal en terme d’erreur de poursuite et
d’énergie de commande sur un horizon de taille N :

K+N-1
®= 2 (‘

X X

R +772||ui||2)- (5.122)

La caractéristique commune a toutes les approches de commande prédictive est de résoudre, a
chaque pas d’échantillonnage k, un probléme de commande optimale a horizon fini ou seul le
premier ¢lément de la séquence de commande calculée est appliqué au systéme. A 1’instant
suivant, I’horizon d’optimisation glisse d’un pas d’échantillonnage et un nouveau critére

@, ., est considéré.

e Poursuite itérative d’état (Iterative state tracking)

Appelée aussi poursuite par apprentissage itératif, cette approche est basée sur le calcul
itératif de la commande et peut étre résumée comme suit.

A la ki®™ jtération, la commande uk(t) est appliquée au systéme

X, (1) = AX (t) + Bu, (),

: (5.123)
%, (1) = AX, (1) + B, (t).
A la prochaine itération, la commande est adaptée comme suit

u.,(t)=u,(t)+Le,(t),

wa(t) = U (t) + L& (t) (5.124)

8, (1) = X, (1) —x, ().
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Dans cette approche, la séquence de commande préceédente est exploitée pour calculer la
prochaine commande afin d’améliorer progressivement les résultats de poursuite par un choix
approprié du gain L [Chen et al., 2014].

Dans les prochaines sections, la synthese de lois de commande PDC et non PDC permettant la
poursuite de modele de référence est présentée. A la différence de la majorité des résultats
obtenus dans la littérature [Mansouri et al., 2009], [Ghorbel et al., 2020], on ne se contente
pas de la convergence asymptotique de I’erreur de suivi mais nous essayons d’améliorer les
performances de poursuite grace au concept de D-stabilité. Des conditions suffisantes de D-
stabilit¢ de I’erreur de poursuite sont alors proposées. Elles se basent sur I'utilisation de
fonctions de Lyapunov poly-quadratiques permettant d’aboutir a des conditions moins
conservatives que celles éventuellement obtenues par une synthése quadratique.

5.5.2. Poursuite D-stable sans observateur
5.5.2.1. Syntheése non quadratique locale

Reconsidérons le systeme non linéaire décrit par le modele TS incertain et perturbé (5.4)

X(t) = (A, + AA (D))X() + (B, + AB, (t))u(t) + d (t). (5.125)

L’objectif est que I’état x(t) du systéme suive le plus fidelement possible la trajectoire de
réference x,.(t) € R™ générée par le modele

X (t) = Ax (t)+B.u,(t). (5.126)
L’entrée de référence u,(t) € R™ est supposée étre bornée et les matrices Ar et By sont
choisies en fonction de la dynamique souhaitée en boucle fermée.

Afin de résoudre ce probleme de commande, nous choisissons une loi de commande PDC
avec un terme de commande anticipatrice (feedforward)

u(t) =2h,.(z(t»(K,-(xr<t)—x(t»+ Fyu, (1)) =K, (x, (t) = x(1)) + Fyu, (©). (5.127)

L’erreur de suivi est définie par

e, (t) =X (t) = x(t). (5.128)
La dynamique de I’erreur de poursuite s’exprime alors comme suit

,(t) = A%, (t)+ B, ()~ AX(t) - AA (X(H) - Bu(t) - AB, ()u(t) ~d 1), (5.129)

En ajoutant et en retranchant An X de I’équation précédente, la dynamique de ’erreur de
poursuite devient

€p(t) = (A, +AA (1) - By K, — AB, (K e, (1) + (A — A, — AA (D)X, (1) + (B, — By, —AB, ()R, u, (1)
—d(t).

(5.130)
On considére alors le systeme augmenté

€| | A +AA () -B K, —AB (K, A —A —AA(L) || & N B, - B,F, —AB,(t)F, -1 ||y,
x | 0 A X B 0| d

X, =

r r r

=Dy X, (1) + ¥ o(t).
(5.131)
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L’objectif de synthése de loi de commande (5.127) est la recherche des matrices de gains K; et

Fj pour que :

e les valeurs propres des matrices @; soient contenues dans la région LMI imposée (ou D-
stabilité de @;),

e I’état augmenté Xa(t) soit le moins sensible a w(z) (minimisation du gain £, du transfert de
() Vers Xa(t)).

Théoréme 5.5

Le systeme TS (5.125) est suppose lisse et Vk e{L,...,r},3¢, = ing‘z(hk (t)) <0,4, #—o. Soient L

et M deux matrices définissant une région LMI. Le systeme (5.131) est localement non-
quadratiquement D-stable et le gain £, du transfert de [u] (t) dT(t)]" vers xa(t) est borné
s'il existe deux matrices symétriques définies positives Qj et R;j, des matrices Y; et F; et des

scalaires positifs A,A2,A3,44 ety tels que les conditions suivantes sont vérifiées
min
PiR;Y Fj Ay A,y

Qi * * * * 0 0 *

(19Q)) W, 0 0 0 0 0 0

(1®NQ)) 0 -4l 0 0 0 0 0
(1®NY)) 0 0 -4l 0 0 0 0 (5.132)

MT®A -A) 0 0 0 T * 0 0 <0
MT®®B -F/B) 0 0 0 M'®BR, -7l * 0
0 0 0 O 0 I®ONPF, 4,1 0
. -MT el 0o 0 0 0 0 0 -7l

Q—Qr 20, (5.133)
R,—R, >0, (5.134)

avec

Q=L ®Q; +Sym(M ® (AQ; - ByY; —yz_lm ~Q )+ (A + )M @MPHMT @M )+

=

(A +4)M ®MP)YMT @M,

(5.135)
1 r-1 ~ . a
I, =L®R, +Sym(M ® (R,A +§k2¢k(Rk —R)N+W, + (1 ® NJTN?). (5.136)
=1
Les matrices de gains du contréleur sont
-1
K; :YJ-QJ- , (5.137)

Le taux d’atténuation est

y=A7. (5.138)

Preuve. Soit la fonction de Lyapunov poly-quadratique suivante
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r
V=Y h(zt)(eQ e, +Xx Rx)=e;Q'e, +X R, Q =Q =0,R =R >0. (5.139)
i=1

Sa dérivée par rapport au temps

V = sym(ep (Q A, +Qy"AA, (1) - Q, "B K, —Q"AB, (K, Je, +ef (Q A, Q" A, — QA ()X, +
e, (Qy B, —Qy B.F, —Qy'AB, (t)F)u, —€,Qnd + X/ Ry A X, +X{ RyBrU; )+, Qe + X/ RiX,

(5.140)
Le systéme (5.131) est D-stable et le gain £, du transfert ur(t) vers Xa(t) est borné si
LV +M ®%V‘ +MT ®%V' +(1@ep W, (I ®e,)+ (1 ®x W, (1 ®x,)- 721 ®u/)(I ®u,)
—2(1®d")(1 ®d) <0.
(5.141)

En remplagant V et V par leurs expressions respectives (5.139) et (5.140) dans I’inégalité
(5.141) et en utilisant la propriété (3.18) du produit de Kronecker, on a

(1 ®e))(L®Q," +Sym(M ®Q, (A, +AA —B K, —ABhKh)+%Q|;1)+W1)(| ®e,)+

(1 © X )(L®R, +Sym(M ®(R,A +§Rh))+vv2)(l ®x,)+Sym((1 ®€L)(M ®Q; (A, - A, —AA (1 ®,)

+Sym((1 ®e;)(M ®Q,*(B, - B,F, —AB,F,)(1 ®u,)) - Sym((I ®e;)(M ®Q, )(1 ®d) +
sym((1®x/ )(M ®R,B,)(1 ®u,))-7%(I ®u] )(I ®u,)— 721 ®d")(1 ®d) <0.

(5.142)
L’inégalité (5.142) s’écrit sous forme matricielle comme
LOQ,+Sym(M ©Q; (A, + A4, ~ByK, ~ABK,)+2G,1) + Wy - .o
® MT ® (A - AT —AAT)Q: L®R, +Sym(M ®(RhA(+%Rh))+W2 * 0 |x<o
MT @ (B —FI Bl —F AB)Q;* MT ®B/R, -2l 0
MT Q" 0 0 -2l
(5.143)
avec XT=[1®e)) (&%) (ou) (1ed).
L’inégalité (5.143) est satisfaite si
LOQ, +Sym(M @ (Q1*(A, + A4, By, ~AB,Ky) + 2 G;) W, * s
MT ® (AT - AT —AA)Q,! L®R, +Sym(M ®(RhA,+%R'h))+W2 * 0 |<o.
MT®(B/ —F, By —Fj AB;)Q;* MT ®B/R, -2 0
L MT®Q;! 0 Il
(5.144)
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Séparons les termes incertains des autres termes

L®Q, +Sym(M ® Q5 (A, - BhKh)%Qh‘l» W,

*

_ 1.
MT®(A - A)Q L®Rh+sym(M®(RhAr+ERh))+W2 * 0 |+A<o.
MT® (B -F B/ )Q;! MT ®B/R, 7210
i MT®Q," 0 0 -]
(5.145)
La matrice A est donnée par
M ®Q, "M} -M ®Q;'My
A =Sym 8 [1®Z,ON; 0 0 0]+ 8 [1®3,ONK, 0 0 0]
0 0
-M ®Q;'M} -M ®Q,'Mp
0 a 0 b
. [0 1®3,@®N 0 0]+ . [0 0 1®3,ONF, 0]
0 0
(5.146)
L’application de la relation de Young a la matrice A permet d’écrire
M ®Q;*M2 I@NIT3! (1)
A< g [MTeMTQ" 0 0 o]+4* 0 [1®Z,ON; 0 0 0]+
0 0
[-M®Q;MP ] [T®KINETS (1)
A 0 [-MTeMTQ!t 0 0 0]+4! 0 [1®%,(ONpK, 0 0 0]+
0
| o I 0
M QM| 0
0 aT e S| TONETEL (1) a
s . [-MTOMTQ," 0 0 0]+t ho [0 1®3,ON; 0 0]+
0o | |0
[-M @Q; M} | [ 0
0 bT ~— - 0 b
A . [-MTeMTQt 0 0 0]+4! L OETNIT] () [0 0 1®3,®NF, 0]
| o 0
(5.147)
En remplacant A par (5.147) dans I’inégalité (5.145), on obtient
ﬁL®Qh‘1+Sym(M ®(Qg1Ah—leBhKh+£Qg1))+Wl+dﬁ * * -
2
_ 1.
MT @ (A -ADQ;! L®Rh+sym(M®(RhA'+ERh))+W2+th * 0 |<o.
MT ®(B] -F B )Q;! MT ®BR, 72l +d? 0
| -MT®Q," 0 0 -2l |
(5.148)
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ou

di = (4 + )M ®QMD(MT ®MTQ) + (4, +2,)(M ®Q™M)(MT @M Q) + 47 (1 @ NFTNR) +
A7 (1 ® K Ny TNRK),

di =2 (1@ NFTN),

d2 =4 1 ®F NTNEF).

En multipliant ’inégalité (5.148) a gauche et a droite par diag(l ®Q,,1,1,1)et sachant que
QQ,'Q, =-Q,, ona

Qi+ (1OQ W, (1 ®Q) + A (1 ® QuNITY(I ® N2Q, ) + A4, (1 ® QK1 NET)(1 ® N2K,, Q) * * *
M" @ (A A iy * o,
MT®(B -F'B) MT®B'R, -72l+d® 0 '
-MT®I 0 0 -2l
(5.149)
avec

Q=L ®Q, +Sym(M ® (AQ, - B,K{Q, —%Qh))+(ﬂi+ﬁe)(MMT ®MIMET) + (4, + 4, )(MMT @ MpMT),

(5.150)

[ =L®R, +Sym(M ® (R, A +%Rh))+wz+dﬁ. (5.151)
On considere la propriété suivante de la dérivée des fonctions d’activation

r.

2 h(z(t)) =0. (5.152)
k=1
A partir de (5.152), on peut écrire

. [

fy (20) =~ X A (200, (5.153)

=1

Les matrices Qnn et in s’écrivent alors

Qpp =L®Q, +Sym(M ® (AQ, - B, K Q, _%ghk(z)(Qk _Qr)))+(/ll+/13)(MMT ®M€M€T)+
(%2 +2)(MMT @ MpMET),
(5.154)

-1 .
I, =L®R, +Sym(M ® (R, A +% S h (2)(R, = R.)) +W, +dZ. (5.155)
k=1

Sachant que‘ﬁk(z(t))‘£¢k, en appliquant le complément de Schur & I’inégalité (5.149) et en

considérant les changements de variables K;Q; =Y;et 7 =y2 , on aboutit aux contraintes
(5.132)-(5.134) du Théoreme 5.5. =

Remarque 5.2
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Nous pouvons remarquer que la D-stabilité du systéme en boucle fermée (5.131) requiere
celle des matrices A +A4A (t)—B,K, —4B,(t)K, et A. Par conséquent, le modele de

référence est choisi de sorte qu’il soit D-stable (i.e. les valeurs propres de A, appartiennent a
la région LMI imposée).

Exemple 5.5 : Application du Théoreme 5.5 a un pendule inversé

Afin d’illustrer I’approche proposée, on considere la poursuite de la position et de la vitesse
angulaire d’un pendule inversé sur chariot (Figure 5.19).

u() M

(@] (@]

Fig.5.19. Pendule inversé sur chariot.

Le modele TS du pendule inversé est donné par [Mansouri et al., 2009]

2
X(t) = éhi Oa () (A +AA D)D) +Bu(t) +d(t)), (5.156)
avec
0 1 0 1 . .
A= I(M +m)g ol, A = I(M +m)g sin(6,) ol Bi=| 11 By=| 1 cos(q) |,
S (M +m) 5 (M +m) % 3 (4M +m) 3 (4M +m)
0 0
M7 = | -m | Mz | -ml__sin(@)cos(%) | N2 - N2 ~[0.,01 0], 6, :25_5”
L(aM +m) Temim) %
3 3
iy (o) = SR [ 0 —1-y ).

1-cos(6,)

x1(t) et x2(t) sont respectivement la position et la vitesse angulaire du pendule, u(t) est la force
appliquée au chariot, m=0,1kg et M=1kg sont respectivement les masses du pendule et du
chariot, 2I=1m est la longueur du pendule et g=9,8 m.s est I’accélération de la pesanteur. Le

modele de reférence choisi est : A, { 06 15} B, =[ﬂ

Les signaux de réference ur(t) et de perturbation d(t) sont représentés dans la Figure 5.20. Les
conditions initiales du systéme sont x(0)=[0.05 0]".

177



5 Commandes D-stables des systemes TS a VDM

Signal référence ur(t)
N = O =~ N

Perturation d(t)

Temps(s)

Fig.5.20. Signal de référence u,(t) et perturbation d(t).

Nous considérons une région LMI parabolique (voir Figure 5.21)

D={z=x+iy€ Cy* < —a’x},

OU a peut étre considéeré comme un paramétre d’amortissement.

Les matrices qui définissent cette région LMI sont

_a2
L=
P

0
0

Im(z)

Re(z)

Fig.5.21. Région parabolique y?=-a*x.

-1
1/2

e

Influence du parametre a

Les solutions numériques des contraintes LMI (5.132-5.134) pour a={1;5;15, ;55} et
¢=0,5 sont résumées dans le tableau 5.3.

|

(5.157)

(5.158)

a

1

5

15

55

Ky
K2
F1
F2
7

[-325,43 -112,48]
[-334,66 -118,47]
-0.65
-0.54
0,044

[-479,65 -178,11]
[-774,11 -258,73]
0,13
0,18
0,02

[-883,06 -497,50]
10%.[-2,16 -0.92]
0,28

0,37

0,0155

10%[-2,2 -3.16]
103.[-8,76 -6,07]
0,445

0,49

0,012

Tableau 5.3. Solutions du théoréme 5.5 pour différentes valeurs de a.
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La figure 5.22 représente les performances de poursuite de la position et de la vitesse
angulaire pour a=15.

15 (rad)

Position angulaire pour a

Fig.5.22. Performances de poursuite de la position et de la vitesse angulaires pour a=15

matrices (A4; + AA4;

a.

Fig.5.23. Erreurs de poursuite pour différentes valeurs de a (Théoréme 5.5).

Fig.5.24. Signal de commande u(t) pour différentes valeurs de a (Théoréme 5.5).
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— B;K;) sont illustrés par les figures 5.23-5.25 pour différentes valeurs de
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5 Commandes D-stables des systemes TS a VDM

Pole-Zero Map Pole-Zero Map
1 1
a=1 a=5
X o X 4
1 -1
2 150 -100 -5 400 -3 2 1
Pole-Zero Map Pole-Zero Map
1 1
a=15 a=55
............................................................... X)x

Fig.5.25. Distribution des valeurs propres des matrices (4; + AA; — B;K;) pour différentes
valeurs de a (Théoréme 5.5).

D’apres les résultats de simulation, les états du systéme en boucle fermée suivent les signaux
de référence de maniere satisfaisante en depit de la présence de la perturbation et des
incertitudes. L’augmentation du paramétre a conduit a

e une diminution du taux d’atténuation,

e une diminution de ’erreur de poursuite,

e une augmentation de I’énergie de commande (la valeur initiale du signal de commande
augmente),

e ¢loignement d’une partie des valeurs propres des matrices locales
(A +AA(t) - BK; —AB;(t)K;) de I’axe imaginaire.

5.5.2.2. Synthese non quadratique globale

Dans le cadre de la synthése non quadratique globale, nous proposons la loi de commande
non-PDC p-retardée suivante

rror r -1
u(t) = Zl Zl kZl h (Z(@O)h; (z(t = )V, (Z(O)[Ki, (%VI (z(t)R j (%, (1) =x(®)) + Fu, ®)].  (5.159)
i=1 j=1lk= =

Cette dernicre peut aussi s’écrire comme

uty =K, Rre,(0)+F, _ u(t). (5.160)
Rappelons que les fonctions d’activation vi(z(t)) sont données par
t
v, (z(t)) _1 [ h(z(z))dz, u>0. (5.161)
t—u

La dynamique de I’erreur de poursuite ep(t) s’exprime alors de la maniére suivante
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5 Commandes D-stables des systemes TS a VDM

€, (1) = (A, +AA (1) = (B, +ABy (1)K, Pre, (6) + (A — Ay = AA (0)X, (1) + (B, — (B, +AB, () F,, u, (1)
—d(t).

(5.162)
Afin d’énoncer le Théoréme 5.6, nous considérons le systéme augmenté

L&) [Ar A 0-@ a0k, P A-A -2 e] [B -+ B OF,, N
x| 0 A X B, 0|.d

r r

=0, X )+Y, o)
(5.163)
Théoréme 5.6

Soient L et M deux matrices définissant une région LMI. Le systéeme (5.163) est globalement
non-quadratiquement D-stable et le gain £, du transfert de [u/ (t) d'(t)]" vers xa(t) est
borné s’il existe des matrices symétriques définies positives Pj,Px,P1,Qj,QxQi, des matrices
Fix, K et des scalaires positifs A1,A2,43,A4 €t 7 tels que les conditions suivantes sont vérifiées

min %
Pi R RLQy Qe Q1 K Fa A dp A3, 4
Qlijkl * * * - 0 0 :
(1®PR) W, 0 0 0 0 0 0
(1®N2R) 0 -4 0 0 0 0 0
(1® NibKjkI) 0 0 -4l 0 0 0 0 (5.164)
. <0, '
MT®A -A) 0 0 0 i * 0 o0
MT®@B] -FBl) 0 0 0 MT®B/Q 71 * 0
0 0 0 0 0 IONIFy, 41 0
. -MT el 0 0 0 0 0 0 -7l
avec
. 1
Qje =L®R +Sym(M ® (AR -B Ky _Z(Pj P+ (4 + )M OMHMT ®MT) + (5.165)
(A +4)MOMDYMT @M?PT),
. 1 .
T =L®Q + MM S QA+ (Qy —QN W, + 25 (I ®NFTNF). (5.166)

Le taux d’atténuation est

y=7. (5.167)

Preuve. La démonstration du Théoréme 5.6 est similaire & celle du Théoréme 5.5 en
considérant la fonction de Lyapunov candidate

V=g, (R e, () +x QX (1), R =R 20,Q =Q 20, (5.168)

et en prenant en compte la propriété suivante de la fonction d’activation vi(z(t))
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5 Commandes D-stables des systemes TS a VDM

v'i(z(t»=%(hi(z(t»—hi(z<t—m», 4>0. (5.169)

Exemple 5.6 : Application du Théoreme 5.6 a un pendule inversé

Nous appliquons les contraintes de D-stabilité du Theoréme 5.6 au pendule inversé considéré
dans I’exemple 5.5. Les résultats numériques correspondants pour a=35, u=0.1 et y=0.1 sont

Ky, =10*-[ 0.0759 -4.2230],K,,, =10*-[-0.0686 -4.3338],K,,, =10 -[-0.0776 -3.6560],
Ky, =10*[-0.0701 -3.7545],K,,, =10*-[-0.0741 -4.9062],K,,, =10*[-0.0670 -5.0360],
Ky, =10 -[-0.0759 -4.2230],K,,, =10*-[-0.0686 -4.3338], F,y, = F,,, =0.3045,

F,, =F,, =0.2833 F,,, =0.4027, F,,, = 0.3808,F,,, = 0.2016, F,,, =0.1822,

Remarque 5.3
Nous avons constaté que la minimisation du taux d’atténuation aboutissait a des matrices de

gains du contréleur de valeurs assez élevées (de I’ordre de 10°). Raison pour laquelle, nous
avons fixé ce taux a 0.1 pour avoir des valeurs raisonnables.

Les performaces de poursuite de la position et la vitesse angulaires sont représetées par les
figure 5.26-5.27.

0.25 — 0.01
= Re&férence
02 l‘— = Position angulaire en boucle fermée
[ or

0.15
T I N W
g oalf! | | ll £ o0
0 = -0
e il ,' | 2
goosi | I .
=] ] | 3002+
@ v l o
s ° |1 Y 8
z005 || I | 3 003
o | | | (1]

0.1 U | I i

015 lr‘ b d [) U ] 00t

02 -0.05

0 5 10 15 0 5 10 15
Temps(s) Temps(s)

Fig.5.26. Position angulaire en boucle fermée et son erreur de poursuite (Théoréeme 5.6).

=== Ré&férence 0.08
0.6 [ |= == Vitesse angulaire en boucle fermée 0.07
A A [‘ ’\ [
__04f h i h n Jt - oos
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5 '|l||||”|l|||| 8
goz2t |11 ”|||||| g 002
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Fig.5.27. Vitesse angulaire en boucle fermée et son erreur de poursuite (Théoréme 5.6).
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5 Commandes D-stables des systemes TS a VDM

Le signal de commande et la distribution des valeurs propres des matrices

-1
{A +AA -B Ky (Iiv, (z(t))PIJ } sont représentés par les figures 5.28-5.29.
=1

200

150

100

50

Signal de commande u(t) (N)

0= N TN TN NN NN
0 5 10 15
Temps(s)

Fig.5.28. Signal de commande u(t) (Théoréme 5.6).

J

1

X bl & YOl &

-2500 -2000 -1500 -1000
) -1
Fig.5.29. Distribution des valeurs propres des matrices | A +AA —B; Kim(ZV, (Z(t))PlJ .
=1

Les résultats de simulation obtenus montrent clairement ’efficacité de la commande basée sur
les contraintes de D-stabilité a assurer un bon suivi des trajectoires de référence.

5.5.3. Poursuite D-stable avec observateur : Synthese non quadratique locale

Nous supposons maintenant que certains états du systéme ne sont pas accessibles a la mesure,
il est donc nécessaire d’utiliser un observateur afin de les estimer

K(t) = éhi (z(1) (AX() +Bu(t) + L (y(t) — ¥(1))) = Ax(t) + Buu(t) + L, (y(t) - y(t)),
y(t) = CX(t).

(5.170)

Dans ce cas, la loi de commande proposée devient

183



5 Commandes D-stables des systemes TS a VDM
u(t) = K, (x. (t) - X(t)) + Fu, (). (5.171)

Les dynamiques des erreurs de poursuite et d’estimation d’état sont respectivement données
par

€y (1) = (A, — AA, (1) = (By + AB, (D) Ky )&, (1) — (By, + ABy (D) Ky, (1) + (A — A, — AA, (1), (1)
(B —(By, +AB, (1) F,)u, (1) - d (D),

(5.172)

€(8) = (Ay — LnC +AB, (1)K )e, (1) + (ABy (1)K, — AA, (1))e, (1) + AA, (1), (1) + ABy () Fyu, () +d (0).

(5.173)
Le systéme augmente suivant est alors consideré
6| [A—LC+AB, (K, AB, (1)K, — AA, (1) A e
Xo =|€p |=| —(By+AB()K, A —AA () - (B, +AB, (1)K, (B, +AB, ())K, || €, |+
Xr 0 0 AY Xy
AB, (t)F, I
u
B, - (B, +AB,(t)F, -I { dr} =Dy X, (1) + ¥ ppoo(t).
B, 0
(5.174)

Théoréme 5.7

Le systeme TS (5.125) est suppose lisse et Vk e{l,...,r}, 34, = ini(ﬁk (t)) <0,¢, #—o. Soient L

et M deux matrices définissant une région LMI. Le systéme (5.174) est localement non-
quadratiquement D-stable et le gain £, du transfert de [u (t) d' (t)]" Vers Xa(?) est borné s’il
existe trois matrices symétriques definies positives P;j, Qj et R;, des matrices X; ,Yj et Fj et des
scalaires positifs A1 a Ao et 7 tels que les conditions suivantes sont vérifiee

min %
P;.QjR;.Yj.Fj iAo A3, 44,45, 45 A7, A A9 g
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5 Commandes D-stables des systemes TS a VDM

[—22(1®Q)) * 0 * 0 0 0
TONPY; (4 + 47 0 0 0 0 0
0 0 -2a(1®Q;) 0 0 0 *
O.’I 0 O Qi’k " * * *
0 0 0 MTOMITP  —(4+4,)7 0 0
0 0 0 MT ®M{TR 0 ()0
0 0 al MT®P 0 0 71
M ®BY, 0 -M®Q, 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0 0
* 0 0 0 0 0 0 i
0 0 0 0 0 0 0
* 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
Qﬁkl * * * * * 0 <0,
1®Q -W, 0 0 0 0 0
I ®NPY; 0 (L +h™M 0 0 0 0
| ® N7Q; 0 0 (At AN 0 0 0
MT®A -A) 0 0 0 Q3 * 0
MT®(B -FBl) 0 0 0 MT®BIR, -7l *
0 0 0 0 0 lONPF; —(Js +zm)*1|_
(5.175)
P.—F 20, (5.176)
Q —Q 20, (5.177)
R, —R. =20, (5.178)
avec
1 1
Q"= LOR +SyMM ®(RA - X,C+5 3 h (R —P)) +Wh, (5.179)

Q" =LOQ +SyM(M B(AQ; ~BY; ~3 2 (Q~Q )+ (i + )M @ MM ©MIT)+

(s + 4 + A4p)(M ® Mib)(MT ® MibT)’
(5.180)

Q% =L®R; +Sym(M ® (R, A +%§¢K(Rk —RON+W, + (4 + A1) @ NFTNR).  (5.181)
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5 Commandes D-stables des systemes TS a VDM

Les matrices de gains de [ ‘observateur sont

L =P'X.. (5.182)
Les matrices de gain du contréleur sont

Kj =Y,Qj. (5.183)
Le taux d’atténuation est donné par

y=A7. (5.184)

Preuve. La démonstration du Théoréme 5.7 est basée sur la fonction de Lyapunov
polyquadratique

i
V= ;hi (z(t))(ex Pe, +e;Q e, + X/ Rix,) =e; Pe, +e,Q e, + X! RyX, (5.185)
i=

et la condition de synthese

L®V +M ®%V‘ +MT ®%V‘ +(1 ®ex W, (1 ®e,)+(1 ®ep W, (1 ®e,)+(1 ®x W;(I ®X,)

—72(1Qu] )1 ®u,)—y2(1®d")(1 ®d) <0

(5.186)
En suivant les mémes étapes (5.142)-(5.148), on aboutit a I’inégalité suivante
L® P, +Sym(M ® (P,A, - P,L,C +%Ph))+wl+d; *
M ©Q Bk, LOQ +SYM(M © (1A, ~Q;'ByK, + 5 Qr1) +W +
0 MT® (A - ADQ
MT®P, -MT®Q;*
I 0 MT® (B - Fy B)Q’
0 * 0 ]
L® R, +Sym(M ®(RhAh+%Rgl))+W3+dﬁ 0 * <0
0 -2l 0
MT ®B/R, 0 —p2l+dy|
(5.187)
davec
4} = (s + )M ®PMA(MT @M )+ (4 + 4, + 4)(M @ RMEY(MT @MY R ) +
(5 + 7)1 @ KINE (1 @ NEK,)
(5.188)
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5 Commandes D-stables des systemes TS a VDM

d2 = (A, + 4)(M ®QME)MT @ ME Q) + (g + g + o) (M ® QM) (MT @M Qp1) +
(5 + 90 @NZTNE) + (4 + D)1 @ KINE (I @ NEK,)

(5.189)
d2 = (4 + A (1 O NG N2) (5.190)
di ="+ Z5)(1 @ FT NP (1 ©NEF,) (5.191)
Afin de réarranger les éléments de I’inégalité (5.187), nous appliquons une transformation par
1 0 0 0 O]
001 00O
congruence avec la matriceN={0 0 0 | 0. Par conséquent, ’'inégalité (5.187) est
01 00O
0 00 0 I]
équivalente a
_L® R, + Sym(M ®(PhAh—PthC+%Ph))+Wl+drl] * *
MT®P, -2 *
M ®Q,'B,K, -MT®Q' L®Q,'+Sym(M ® (Q;'A, — Q"B K, +%Qh-1)) +W, +d?
0 0 MT® (AT - AQ,
I 0 0 MT® (8 - Ry B)Q;"

<0
L®R, +Sym(M & (R, A, +%Rh’l))+W3+dﬁ *

MT ®B[R, — 72l +dy

(5.192)
On multiplie & gauche et a droite I’inégalité précédente par diag(l ®Q,,1 ®Q,,1 ®Q,,1,1)

|®Qh 0 Qj_ I®Q|—I 0 N (1{1+%1)(|®QhK|INET)(|®NEKth) 0 % £ 0 0
0 19Q,[ " 0o 19Q, 0 o o
M ®B,K,Q, -M®Q, o . . “o
O ° P MTOMA-AD) O *
° ° iMT®(B/ -F/B]) M'®B[R, -y2+dy
(5.193)
ou

i _| LOR+ MM ©RA ~RLC+ZR)+W+ g+ )M @RMIMT @M R)+( 2+ &M ORMIMT ©MIR)  * 1

MT®PR, -2l

(5.194)
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OF, =L OQ, + Sym(M @ (AQ, - By, Qs 5 Q) + (1 ©QW,(1 ©Q,) + (51 + (1 @ QKINE (I @ NEK,Q,) +

(5t + (1 @ QuNETNEQL) + (A + )M @ MEY(MT @ ME ) + (g + &g + A)(M @ MEYMT @MP')

(5.195)
Q¥ =L®R, +He(M ® (R, A, +%Rh))+w3+d,$ (5.196)

Lemme 5.7 [Mansouri et al., 2009]

Soit une matrice /<0, une matrice X de dimension appropriée tels que X'I'X <0, et un
scalaire a, l'inégalité suivante est satisfaite

XTIX <—aSym(X)-a2T™ (5.197)

Nous appliquons le Lemme 5.7 a I’élément (1,1) de la matrice de I’inégalité (5.193), ce qui
donne

1®Q, 0 1..[1®Qy 0 ] 14!+ 201 ®QKINE )1 ®NEK,Q,) 0 , [1®Q 0 o)t
0 18Q,| " 0 18Q, 0 0o~ 0 1®Q, "

LG+ 21 ®QKTNE )1 @ NPK,Qq) 0| ~2a(1 ©Qy) + (45" + 4:)(1 © QKT NET (1 @ NPK, Q) 0 _aoh)?
0 0 0 -2a(1®Qy)

(5.198)

L’application du complément de Schur a (5.198) permet d’écrire

~2a(1©Q,) + (45" + 26 )(1 ©Q, KT NP )(1 @ NPK,,Qp) 0 0
0 -2a(1®Q,) 0 * o
al 0 Q' *
0 al MT®P, -yl
(5.199)
davec
Ql'=L®PR, +Sym(M ® (R,A, —P,L,C +%Ph))+Wl+(/13 +2,)M®PMEMT @ME P)+
(+ 2+ Z)M @ RME(MT @ME'R)
(5.200)

La substitution de (5.199) dans (5.193) permet d’obtenir ce qui suit
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~2a(1®Q,) + (4" + 28)(1 ®Q,KI NE' )(1 @ NEK,Q,) 0 * 0 * 0 0
0 -2a(1 ®Q,) 0 * * 0 0
al 0 Q' * 0 0 0
0 al MT®P, -2l 0 0 0 <0
M ® B,K,Q, -M®Q, 0 0 Q2 * *
0 0 0 0 MT® (AT -AT) Q3 *
| 0 0 0 0 M'®@B-FBl) M'"®B'R, -yl +dj |
(5.201)

Par la suite, on prend en compte 1’égalité (5.153) et la propriété ‘hk (z(t))‘ < ¢, etonapplique le
complément de Schur a I’inégalité (5.201).

La contrainte (5.175) est enfin obtenue en considérant les changements de variables
Xi = PL Y = KJQJ et }7:72..

=it
Exemple 5.7 : Application du Théoreme 5.7 a un pendule inversé

Dans cet exemple, on considere la region LMI de la figure 5.15. La résolution des contraintes
LMI (5.175)-(5.178) pour O=r/3,6=0.5 et s=5.10%, a=5.10* et p=15 méne aux résultats
suivants :

3 3 ,[0.4054
K, =10%[-5.6614 -3.1864] K, =10°[-0.4404 -2.6113]F, =-0.1677,F, =0.0426,L, =10 Lo61o |
,[0.3954
L, =10". v =1.2216.
1.9291

Les figures 5.30-5.36 illustrent les reésultats de simulation de la méthode proposee. Les
conditions initiales sont [0,05 0]" pour le systéme et [0 0]" pour ’observateur.
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g o1t § i'| !i il I n it =-0.01
o ot R L O (=
soosgd VIV HF §V IV §o1i 8 3
g v | [ | 2
E | AN NN EANE 5
e gt ligrngsbpilyg g0
«© 0 11! tial Pl Lo
5 IR YRR R R I
% 005 1 O Hii!l it vj{ 3003
8 IR IR IR HE
(W] ll H || [ I |l w
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0.2 : L -0.05 : -
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Temps(s) Temps(s)

Fig.5.30. Performances de poursuite relative a la position angulaire (Théoréme 5.7)

A Texamen des figures présentées plus haut, la commande synthétisée permet un suivi
satisfaisant des signaux de référence, I’observateur fournit une bonne estimation des états en
boucle fermée et les contraintes de D-stabilité sont vérifiées.
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Fig.5.33. Performances d’estimation d’état relative a la vitesse angulaire (Th
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Fig.5.34. Signal de commande u(t) (Théoreme 5.7)
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5 Commandes D-stables des systemes TS a VDM

Nous avons constaté a travers les trois exemples présentés ci-dessus, qu’il est souvent
nécessaire d’imposer une région LMI suffisamment large afin d’atteindre les objectifs de
poursuite escomptes.

5.6. Commande D-stable tolérante aux défauts actionneurs

Qu’est ce qu’un systéme tolérant aux défauts ?

Un systéeme tolérant aux défauts a pour principal objectif de maintenir les performances
désirées du systeme commandé en dépit de I’apparition de défauts. Il permet notamment de
garantir la stabilité du systéme et des performances dégradées acceptables non seulement
lorsque le systeéme est sain mais aussi lorsque certains de ses composants sont défaillants. Un
controleur classique peut donc s’avérer étre limité et conduire a des comportements non
désirés, voire a I’instabilité, en présence de défauts.

Afin d’éviter de telles catastrophes, des lois de commandes dites « tolérantes aux défauts »
ont été développées dans le but de maintenir les performances du systéme ainsi que sa
stabilité lors d’un « mauvais » fonctionnement.

Les stratégies de commandes tolerantes aux defauts sont généralement classées en deux
approches différentes : I’approche passive (Passive Tolerant Control, PFTC) et I’approche
active (Active Tolerant Control, AFTC) [Amin et Hasan, 2019], [Jiang et Yu, 2012].

Dans I’approche passive, la commande est synthétisée de telle sorte a étre robuste a certains
défauts. Elle ne nécessite aucun schéma de détection de défauts ni aucune reconfiguration de
la loi de commande, ce qui rend sa capacité de tolérance restreinte a un nombre limité de
défauts [Khatibi et Haeri, 2017]. Les méthodes PFTC utilisent des techniques de commandes
robustes telles que la commande par modes glissants [Merheb et al., 2013], [Guezmil et al.,
2019], la commande H. [Yang et Lum 2003],[Niemann et Stoustrup, 2005], etc.

Contrairement a I’approche passive, la commande FTC active réagit aux différentes
défaillances du systeme en reconfigurant les lois de commande suivant les informations
fournies par un module de détection et de diagnostic (Fault Detection and Diagnosis, FDD).

La figure 5.37 présente un schéma de principe d’une loi de commande tolérante aux défauts
active avec quatre éléments principaux :

I Actionneur | Systéme | Capteur |»—p

:“'

1 1 !
1 1
1 FTC :Défau?: FDD !
i | estimél :
H Mécanisme de JI ! | Détection et localisation | |
1| Reconfiguration [ ! de défauts+Diagnostic i
1 1 1 !
1 1
H i L _} _________________
1 1
1 1
1 i .
1 ! Deéfaut _ -
e 1 | Q <
Reéférence 2
f 1 ! X A R Sortie
1
1
1
1
1

Fig.5.37. Schéma de principe d’'une commande tolérante aux défauts active.

e un module FDD fournissant des informations en temps réel sur les paramétres en défaut et
les variables d’état,

e un mécanisme de reconfiguration,

e un contrbleur reconfigurable et

e une référence appliquée au systéme.
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Commandes D-stables des systéemes TS a VDM

Les stratégies actives de commande tolérante aux défauts sont généralement subdivisées en
deux sous-classes, a savoir : ’accommodation de défauts et la reconfiguration du systéme
(voir Figure 5.38).

Systeme FTC

FTC passive FTC active

On agit au niveau de la lof de

au |
commande du procédé.
Accommodation Reconfiguration
des défauts du systeme

Méthodes a base Méthodes de Utilisation de la
de projection reconfig. en ligne redondance
I disponible

Modification des

Modification des paramétres
et de la structure du systeme
de commande

paramétres du systeme
de commande

Fig.5.38. Classification des méthodes FTC.

Dans la reconfiguration du systéeme, la structure du systeme a controler est modifiee de telle

\

sorte a compenser I’effet du défaut. En d’autres termes, les entrées/sorties entre la loi de
commande et le systeme sont modifiées a travers un changement des parameétres et de la
structure de la loi de commande.

Lorsqu’on parle d’accommodation de défauts, les relations entrées/sorties entre la loi de
commande et le systeme contrdler demeurent inchangées. Dans le cadre de cette approche, on
distingue :

les méthodes a base de projection : ou il s’agit de sélectionner la loi de commande parmi
un ensemble de correcteurs pre-calculés hors ligne,

les méthodes de re-conception en ligne impliquant un calcul en ligne des parametres du
contr6leur (commande reconfigurable) ou une nouvelle synthése de la loi de commande
modifiant la structure et les parameétres de cette derniére (commande restructurable).

Les principales méthodologies pour la conception de stratégies d’accommodation de défauts
sont :

La méthode de la pseudo-inverse [Gao et Antsaklis 1991], [Staroswiecki , 2005],
[Ciubotaru et al., 2006] : consiste a modifier le gain de commande par retour d’état de
sorte que la dynamique du systeme défaillant soit égale a celle du systéeme nominal en
minimisant un critére donné. Cependant, elle présente ’inconvénient de ne pas garantir la
stabilité du systéme en boucle fermée ;

Le placement de structure propre [Konstantopoulos et Antsaklis 1996], [Wang et Lin
2000], [Zhang et Jiang, 2002] : dont I’objectif est de calculer le gain de commande de
maniére a faire coincider les valeurs propres du systeme défaillant avec celles du systéeme
nominal en minimisant la norme L, entre ces valeurs propres. Contrairement a la méthode
de la pseudo-inverse, cette méthode garantie la stabilité du systéme en boucle fermée. En
revanche, il est difficile d’y intégrer les incertitudes de modélisation ;

La commande par gain séquencé (ou par séquencement de gain) [Rugh, 1992], [Badihi et
al., 2014], [Kamal et al., 2014]: I’idée principale consiste a modifier les gains du
contrbleur FTC en fonction de parameétres physiques variant dans le temps tels que la
masse, 1’altitude, etc.., ou en fonction d’informations de diagnostic ;

L’approche par modele de référence [Staroswiecki, 2005], [Rabaoui et al., 2018] : permet
de concevoir une commande telle que la dynamique du systéeme défaillant s’approche le
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plus possible de celle d’un modele de référence en minimisant I’erreur de poursuite de
trajectoire ;

e Lacommande prédictive a base de modéle [Maciejowski, 1997], [Bernardi et al., 2019] : sa
philosophie se résume a utiliser un modéle dynamique pour prédire le comportement futur
du procéd¢ et choisir la meilleure commande au sens d’un certain cotit tout en prenant en
compte les contraintes. Plus exactement : un modele discret du systéme permet dans un
premier temps de prédire la sortie sur un horizon fini, puis, & chaque instant, en minimisant
une fonction col(t (critere de performance souvent quadratique), une séquence de
commande est calculée dont seul le premier élément est appliquée au systeme ;

e On peut ajouter aussi I’approche multi-modéle [Dziekan et al., 2011] ,[Abdelmalek et al.,
2018] et la commande adaptative [Patton et Klinkhieo, 2009], [Zhang et al., 2021].

Dans ce qui suit, nous proposons de développer une commande tolérante aux défauts
actionneurs pour les systemes TS incertains a VDM. L’estimation des défauts actionneurs
s’effectue en utilisant I’observateur présenté dans la section 3.3.5 du chapitre 3.

Soit un systeme non linéaire décrit par un modéle TS incertain soumis a des défauts
actionneurs

X(t) = éhi (Z)(A +AA©)X(X) + B (u(t) + f, (1))
y(t) = Cx(t)

(5.202)

Hypothése 5.1

rang(CBi)=m pour i=1,...,r.

Afin d’estimer les états et les défauts actionneurs, on considére 1’observateur proposé
précédemment dans le chapitre 3

(t) = 21 h (2) (AL + B (u®) + £, (1) + L (y®) - 9))

f.(0)= éhi Z@O)IK; ((S’(t) (1) + A0 - 9) (5.203)
y(t)=Cx()

La commande tolérante aux défauts choisie est donnée par
u(®) == Xhy (2OFO - f.(® (5.204)
=

Les matrices de I’observateur L;,Ki et /" et celle de la loi de commande F; sont déterminées de
sorte a satisfaire les conditions de D-stabilité.

Les dynamiques de I’erreur d’estimation d’état et d’estimation du vecteur de défauts sont
données respectivement par

6.(t) = (A, — LiC)e, (1) + Brey, (1) +AA, (DX(), (5.205)
e (1) = f.(t) + (TK,CL,C —T'K,CA, — AT'K,C)e,(t) - 'K CBye; () —TK CAA (t)x(t).  (5.206)
L’expression de 1I’état du systéme en boucle fermée est

X(£) = (A + AA (1) = By F ) x(1) + By Fig (1) + Bres (1) (5.207)
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On considere alors le systeme augmenté suivant
X(©) || Av+AA (D) -ByFy By F By Xt | |0
e (t) =] &() |= AA, (1) A -L,C By e (t) |+ 0fa(t)
= 'E‘hhea (t) +VVfa (t)
(5.208)

Les conditions de D-stabilité du systeme (5.208) sont énoncées par les Théorémes 5.8 et 5.9
suivants.

e Casl:KiC=Bi'P
Théoréme 5.8

Soient L et M deux matrices définissant une région LMI. Le systéme (5.208) est D-stable et le
gain £, du transfert fa(t) VErS ea(?) est borné s’il existe trois matrices symétriques définies
positives S, P et I', des matrices Xi ,Yj, Ki et un scalaire positif 7 tels que les conditions
suivantes sont vérifiées pour

mn y
P Sf,)!i,Yj,K, 4
A * % * * 0 * 0 0 0 0]
1®S  -W, 0 0 0 0 0 0 0 0 0
I®NFS 0 -otI 0 0 0 0 0 0 0 0
MT®Y/Bl 0 0 -2u(1®S) 0 0 0 * 0 0 0
MT ®Bf 0 0 0 —2ul 0 0 0 * 0 0
0 0 0 0 0 -2u4 O 0 0 = 0
MTOM? 0 0 0 0 0 —2ul 0 0 o« |0
0 0 0 l 0 0 0 @, * 0o *
0 0 0 0 a0 0 0 ¥, *  *
0 0 0 0 0 ! 0 0 MT ®%f -A 0
0 0o 0 0 0 0 4 M OMIP 7MT®%M?TPBi 0 -d
(5.209)
K.C=B'P (5.210)
avec
A =L®S +Sym(M ® (AS - ByY))) (5.211)
®; =L ®P+Sym(M ® (PA — X,C)) +W, (5.212)
0,=(M" ®B/P)+(M ®%(BiTXiC—BiTPA, — 1B P)) (5.213)
Y :(L®%I_“)—Sym(M ®%BiTPBi)+W3 (5.214)
W1>0,W->>0,W5>0,0>0,.>0.
Les gains de [’observateur sont donnés par
L, =PX, (5.215)
r=r" (5.216)
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Les gains de la loi de commande sont
-1

Preuve. On considére la fonction de Lyapunov
V =x"Qx +e] Pe, +%e¥al“‘1efa Q=Q">0,P=P">0,T=T" >0 (5.218)

Le systéme (5.208) est D-stable et le gain £, du transfert f,(t) vers ea(t) est borné si la
condition suivante est vérifiee

L®V +M ®%V’ +MT ®%\/ +(1®X W, (1 @ X) + (1 ® e Wy (1 ®e,) + (I @ef Wy(1 ®e )

-r2(1® fH(1® f,)<0
(5.219)

En remplagant Vet V par leurs expressions dans la condition de synthése (5.219) et en
utilisant la propriété (3.18) du produit de Kronecker, on aboutit a I’inégalité suivante

L®Q+Sym(M ®Q(A, +AA, - B,F,))+W, *
(MT®FBIQ) + (M ® PAA,(t)) L®P +Sym(M ® (PA, —PL,C))+W,

(MT®BJQ)—(M ®%KhCAAn(t)) (MT ®BP)+(M ®%(KhCLhC —K,CA, - AK,C))
0 0

*

*

(L®%F‘1)—Sym(M ®%KhCBh)+W3 * (X <0
1

MT @zr*1 -2l
) (5.220)
ou X" =|1®x") (1®e) (1®e]) (1®f])]
L’inégalité (5.220) est veérifiée si
[L®Q+Sym(M ®Q(A +AA —B,F))+W, *
(MT ® FTBIQ) + (M ® PAA (1)) L® P +Sym(M ® (PA, — PL,C)) +W,

(MT ®BIQ)— (M ®%KhCAAh(t)) (M™ ®B!P)+(M ®%(KhCLhC —K,CA, - 1K,C))

i 0 0
* 0 W
*
L 1 * |<0
(L®ZF ) — Sym(M (@thCBh)+W3
1
MT®=T" -2l
2 -

(5.221)
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Les termes incertains sont ensuite séparés des termes constants

L®Q+Sym(M ® Q(A, - B,F,)) +W,

(MT®F'BIQ)
(MT®B;Q)

0

*

*

(L® %r‘l) —Sym(M ® % K,CB,) +W,

1

MT®=r1
A

*

L®P +Sym(M ® (PA, - PL,C)) +W,
(MT®B/P)+(M ®%(KhCLhc —K,CA, - K,C))

0
0 M ® QM
0 M ® PM? )
4 Sym 1 lesI®mN: 0 0 o] <0
M ®—K,CM]
_]/ZI 0

Qy

(5.222)

L’application de I’'inégalité de Young a la matrice incertaine £ et I'utilisation du complément
de Schur permettent d’écrire ce qui suit

(MT®F BQ)
(M"T®B/Q)

0
MT®MQ

(L ®%rfl) — Sym(M ®%thsh) +W,

1

MT®=1"
A

1

MO MTCTK]

L®Q+Sym(M ®Q(A, —B,F,)) + (I ® NITN?) +W,

<0

L® P+ Sym(M ® (PA, - PL,C)) +W,
(MT ® BTP) + (M ®%(KhCLhC ~K,CA, - 1K,C))

0
MT®MIP

(5.223)

L’inégalité (5.223) est subdivisée comme montré ci-dessus

T, T,
-I—:|:11 12

T Ty

l®Q™* 0

[

|«

L’application de la transformation de congruence avec la matrice

Y

|

ot Y =diag(1®Q 1 1,1,1).

permet d’aboutir a

1®QHT,(18Q™Y (I @Q*)TMY}O

|

*

YTT,,Y

(5.224)

(5.225)

(5.226)
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L’inégalité précédente implique que T22<0, ce qui permet d’écrire
(Y + yTng)T Too (Y + 4T3 ) <O YTT,,Y < 24Y — 2Ty 11> 0 (5.227)
On remplace (5.227) dans (5.226), et on applique le complément de Schur

(1®QHT,(1®Q™") (I1®QHT,Y 0
* —2uY * <0 (5.228)
0 7 T,,

En substituant T11,T12et T2 par leurs expressions respectives, on obtient

[lLeQt+symM ®(AQ-B,FQY) *  * * * 0
1®Q* W, 0 0 0 0
I®@N2Q™ 0 -l 0 0 0
MT ®Q'F B! 0 0 —2u4(1®Q™" 0 0
MT ®B] 0 0 0 —2ul 0
0 0 0 0 0 —2ul
MT @M 0 0 0 0 0
0 0 0 ul 0 0
0 0 0 0 ul 0
0 0 0 0 0 ul
| 0 0 0 0 0 0
* 0 0 0 0]
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 * 0 0 0
0 0 * 0 0
0 0 0 * 0
—2ul 0 0 0 * |<o0.
0 L®P +Sym(M ® (PA, — PL,C)) +W, * 0o *
0 (MT®BIP)+M ®(%(KhCLhC— K,CA, — 1K, C)) (L®%F’1)—Sym(M ®%KhCBh)+W3 * ok
0 0 MT ol -2l 0
)
ul MT @M —MT®%M|?TCTK; 0 ol
(5.229)
On considére ensuite la contrainte égalité suivante
KiC=Bi'P (5.230)

L’inégalité (5.230) devient alors
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Ahh
I®Q™
I®NIQ™
MT ®Q'F B}
MT ®B!

0
MT @MZT
0
0

0

0

avec

* * 0
0 0 0
0 0 0
2u(1®Q1) 0 0
0 —2ul 0
0 0 —2ul
0 0 0
ul 0 0
0 ul 0
0 0 ul
0 0 0

Apy =L®Q™ +Sym(M ® (AQ™ - B, Q™)

@, = L®P+Sym(M ®(PA, —PL,C)) +W,

*

O O O o o

0 0

0 0

0 0

* 0

0 *

0 0

0 0]

D, *

O P,

Tl

0 M ®=T

A
1

MTOMZT —MmT ®EMSTCT Ky

0, =(MT ®B]P)+(M ®%(BJPLhC—B§PAh — B P))

1
¥, =(L®=
n=(L®>

_ 1
r—sym(M ®ZB;PBh)+W3

¥ O O O O o

o

_7/2|

0

<0

¥ ¥ ¥ O O O O O o

o

—ol

(5.231)

En prenant en compte les changements de variables S :Q‘l,Yj = FjQ‘l, X =PL, I =T et

7 =2, on aboutit aux conditions suffisantes (5.209) et (5.210). =

Théoréme 5.9

e Cas?2:KC#Bi'P

Soient L et M deux matrices définissant une région LMI. Le systéme (5.208) est D-stable et le
gain £, du transfert f,(t) vers ea(t) est borné s'il existe trois matrices symétriques définies
positives S, P et I', des matrices X; ,Y;j , Ki et un scalaire positif 7 tels que les conditions
suivantes sont vérifiées pour

mn ¥

P.S,I,X; Y, K
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Aij * * * * 0 * 0 0 0 0
1®S -W, 0 0 0 0 0 0 0 0 0
I ®N/S 0 -ol 0 0 0 0 0 0 0
M'T®Y B 0 0 -2u(1®S) 0O 0 0 * 0 0 0
MT ®B' 0 0 —2ul 0 0 0 * 0 0
0 0 0 0 =2ul 0 0 0 * 0
MT®Mf‘T 0 0 0 0 0 —2ul 0 0 0 *
0 0 0 wul 0 0 0 D, * 0 *
0 0 0 0 ul 0 0 c) v, o
0 0 0 0 0 ul 0 0 MT®%f 71 0
0 0 0 0 0 0 ul MT®MTP —MT®%M|€”CTKI 0 ol
0 0 0 0 0 0 0 0 MT®%CTKiT 0 0
0 0 0 0 0 1®X,C 0 0 0
L 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 |
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 N 0 <0
* 0 0
0 0 0
0 0 0
-G 0 0
0 2v(I®P) wvI
4 —G’l_
(5.232)
ou
©, =(MT®B'P)-(M ®1(K.CA1 +K.C)) (5.233)
I | ﬂ, | | '
, 1- 1
Y= (L®ZF)—Sym(M ®ZKiCBi)+W3 (5.234)

et G>0,0>0, v>0.

Preuve. On isole d’abord le terme non linéaire KhCLnC, en réécrivant I’inégalité (5.229)
comme suit
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[LeQ'+symM ® (AQ'-B,FRQ™) *  * * * 0

1®Q™ W, 0 0 0 0

l®N2Q™ 0 -o 0 0 0

MT®Q'F'B! 0 0 —2u(1®Q7%Y) 0 0

MT ®B] 0 0 0 —2ul 0

0 0 0 0 0 —2ul

MT @MZT 0 0 0 0 0

0 0 0 ul 0 0

0 0 0 0 ul 0

0 0 0 0 0 ul

| 0 0 0 0 0 0
* 0 0
0 0 0
0 0 0
0 * 0
0 0 *
0 0 0
—2ul 0 0
*

0 L® P +Sym(M ® (PA, — PL,C)) +W,

0 (MT®B/P)+M ®(%(—thAh - 1K, C)) (L®%F’1)—Sym(M ®%thsh)+w3

0 0 MT@irt
A
ul MT @M —MT®%M§‘TCTKE
S
0
0
0
0
+Sym g [0000O0O0O I®LC 0 0 0];<0.
0
M®1th
A
0
L O .

L’application de I’inégalité de Young a £, puis le complément de schur a (5.235) donne

* O O O O o

o o

_}/2|

0

¥ O O O O O o

0

—ol

(5.235)
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A *ox * * 0 * 0 0 0 0 0] 0]
1®Q™ W, 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0] 0
I ®N2Q™ 0 -o'll 0 0 0 0 0 0 0 o of o
MT®Q?FR'Bl 0 0 —2u(1®Q™"Y) 0 0 0 * 0 0 0 0] 0
MT ®B] 0 0 0 —2ul 0 0 0 * 0 0 o0f o0
0 0 0 0 0 —2ul 0 0 0 * 0 0] 0
MT @M 0 0 0 0 0 -2ul 0 0 0o * 0| o0
0 0 0 ul 0 0 0 @, * 0o * 0| * |<o
0 0 0 0 ul 0 0 0, v, * x x| 9
0 0 0 0 0 ul 0 0 M7 @%r1 -2l 0 0] 0
0 0 0 0 0 0 ul MT@MIP —MT®£MQ‘TCTKJ 0 -l 00
A
0 0 0 0 0 0 0 0 M7 ®%CTKJ 0 0 G| O
0 0 0 0 0 0 0 I®Lc 0 0 0 0 |-G
(5.236)
On subdivise I’inégalité (5.236) comme montré ci-dessus
N N
N = { n Np (5.237)
* N
22
On applique ensuite la transformation de congruence avec la matrice
I 0
W = (5.238)
0 I®P
N *
{ 1 <0 (5.239)
(I1®P)N;, (1®P)N,,(I®P)

Sachant que N22<0, on peut écrire ce qui suit

(C ®P)+vN2—21)T N (1 ®P)+ VN5 ) <0 (1 ®PIN,, (1 ® P) < —2v(1 ® P) —12N,7,v > 0

(5.240)
On remplace (5.240) dans I’inégalité (5.239) puis on applique le complément de Schur
N, * 0
(I®P)N,, —2v(I®P) * |<0 (5.241)
0 vl N,,

En substituant les matrices N11,N12 et N2> par leurs expressions dans (5.241) et en considérant
les changements de variables S :Q‘l,Yj = FjQ‘l, X;=PL,I"=T et =2 , on obtient la
condition (5.232). =

Exemple 5.8 : Application du Théoréme 5.9 a un exemple académique

Soit un systéme non linéaire décrit par un modele TS incertain a VDM constitué de deux
modeles locaux. Les matrices et les fonctions d’activation définissant ce systéme sont
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-2 1 1 -3 2 -2 5 07 6 0.6 111
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2 1 -8 1 2 -4 1 2 2 01
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Dans cet exemple, on considére la région LMI usuelle de la figure (3.1). L’application des
contraintes (5.232) pour a=0, f=3.5,0=3n/11 et s=q=25 donne les solutions numériques
suivantes (On prend A=5, u=v=0=1 et on fixe la valeur du taux d’atténuation y=0.01)

2.9093 1.9632 0.2936 6.2436
0.1142 -0.0082
L, ={4.9675 -1.8318|L,=|2.4821 29983 I = ,
-0.0082 0.1368
1.6772 -0.2790 0.6025 2.2061

=

25.8702 -30.5511 -48.5183  99.1159 1.3765 05371 -0.2262
{55.6389 -81.3320} 2:[34.1778 -62.5382} 1{-0.9352 0.1012 0.3641}
1.3760 0.5370 -0.2262
2:{-0.9330 0.1020 0.3640 }

Les états en boucle fermée sans et avec FTC, I’estimation des défauts actionneurs et les
signaux de commande sont représentés respectivement par les figures 5.39-5.41.

3 4.5 T 3
Etat avec FTC

Etat sans FTC a4l i
1 25|
3.5 1
2.5 b
15 /‘/
2f 13
3
r 1 0.5
0.5 1
A

L4
0 v S T v

0 50 100 0 50 100 0 50 100
Temps Temps Temps

Fig.5.39. Etats du systéme en boucle fermée (sans et avec FTC).

La commande que nous avons proposée compense de maniere efficace I’effet des défauts
actionneurs. Elle permet au systéme en boucle fermée d’atteindre ses objectifs de controle
méme en présence de défauts et d’incertitudes grace a une estimation trés satisfaisante de ces
derniers par 1’observateur.

Les figures 5.42-5.43 illustrent les erreurs d’estimation d’état et des défauts.
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Fig.5.40. Estimation des défauts actionneurs
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Fig.5.42. Erreurs d’estimation d’état
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Fig.5.43. Erreurs d’estimation des défauts actionneurs

Afin de vérifier si les contraintes de D-stabilité sont satisfaites, on trace, dans la figure 5.44,
la distribution des valeurs propres des matrices locales Ai-LiC et Ai+AAi-BiFj. On constate que

ces derniéres sont contenues dans la région LMI imposée.
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Fig.5.44. Distribution des valeurs propres des matrices (4;-LiC) (a gauche) et (Ai+AA-BiF;) (a

droite)

5.7. Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a la synthése de lois de commande D-stables
(ou sous contraintes de D-stabilité) des systemes non linéaires représentés par des multi-

modeles TS a variables de décision mesurables.

En premier lieu, nous avons présenté un court état de I’art sur la D-stabilisation des systémes
TS par des commandes PDC et non-PDC dans le contexte quadratique et non quadratique.

Nous avons ensuite examiné le probleme de D-stabilisation des systémes TS soumis a des
saturations d’actionneurs. De nouvelles conditions LMIs de synthése de commandes
contraintes et saturantes permettant de maximiser 1’estimation du domaine d’attraction ont été
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proposées. Les résultats de simulation ont montré 1’avantage du concept de D-stabilité dans
I’amélioration des performances de contrdle en présence de saturation.

La poursuite de trajectoire générée par un modele de référence a aussi été étudiée pour les
systemes TS incertains et perturbés. Dans ce cadre, des commande PDC et non PDC basées
sur des fonctions de Lyapunov poly-quadratiques permettant le suivi de trajectoire et la
satisfaction de contraintes de D-stabilité ont été développées. Les différents exemples de
simulation appliquée a un pendule inverse ont illustré I’efficacité des approches proposées.

Nous avons terminé ce chapitre par la synthése d’une loi de commande tolérante aux défauts
actionneurs sous contraintes de D-stabilité. La commande proposée permet une trés bonne
compensation des défauts actionneurs car 1’observateur synthétisé fournit une estimation
satisfaisante des défauts actionneurs. De plus les contraintes de D-stabilité imposées sont
satisfaites.
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6

Conclusion générale et perspectives

Les résultats présentés dans ce travail de recherche apportent une contribution aux problemes
d’observation et de commande des systémes non linéaires décrits par des multi-modéles de
Takagi-Sugeno. Deux cas de figure ont été considérés : les modéles TS & variables de décision
mesurables et les modeles TS a variables de décision non mesurables. De plus, les modeles
TS interconnectés ont fait I’objet de quelques développements.

Nous avons proposé de nouvelles conditions de synthése d’observateurs et de lois de
commande prenant en considération des contraintes de D-stabilité. Cette derniére permet de
placer les valeurs propres des matrices liées a la dynamique du systéeme dans une région LMI
prédéfinie du plan complexe. Ce qui permet une certaine amélioration des performances
d’estimation ou de controle et une meilleure maitrise de la dynamique du systéme. Toutes les
conditions LMIs proposées tout au le long de cette thése sont génériques c’est-a-dire
applicables quelque soit la région LMI choisie.

Dans le chapitre 2, un bref état de I’art sur les modéles TS a été proposé. Ainsi, aprés avoir
défini les modeles TS considérés et leurs méthodes d’obtention, nous avons rappelé les
résultats essentiels sur ’analyse de stabilité et de stabilisation dans les contextes quadratique
et non quadratique. La synthése d’observateurs a ensuite été abordée. Dans ce cadre, nous
nous sommes surtout intéressés au modéles TS a VDNM. Enfin, nous avons termine ce
chapitre par exposer quelques schémas de relaxation permettant de réduire le conservatisme
des conditions de synthese.

Dans le troisieme chapitre, nous avons presenté nos contributions dans le cadre de
I’observation des systéemes TS a VDNM sous contraintes de D-stabilité. Ce chapitre est
organisé en deux parties. La premiére partie traite de I’estimation d’état et la seconde de
I’estimation conjointe de 1’état et des entrées inconnues. Dans le contexte de I’estimation
d’état, nous avons dans un premier temps proposé un observateur proportionnel basé sur le
concept de D-stabilité et sur I’approche L,. La D-stabilité permet de placer les valeurs
propres des matrices liées a la dynamique de I’erreur d’estimation d’état dans une région LMI
choisie et I’analyse de gain £, minimise I’influence des variables de décision non mesurables.
Dans un second temps, le lemme de Finsler a été utilisé afin de réduire le conservatisme des
conditions LMIs proposées. Les différents exemples de simulation présentés ont clairement
montré I’efficacité de ce lemme a relaxer les conditions de synthése de I’observateur. Nous
avons ensuite développé un observateur proportionnel lipschitzien intégrant un deuxiéme
retour de sortie dans ses variables de prémisse. L’objectif de ce retour de sortie
supplémentaire est d’éliminer I’influence des constantes de lipschitz dans les conditions de
synthese sous certaines conditions de rang. Dans le contexte de I’estimation conjointe de I’état
et des entrées inconnues, nous avons d’abord généralisé les résultats obtenus pour
I’observateur proportionnel a la syntheése d’observateurs PI et PMI. Nous avons pu constater a
travers les résultats de simulation appliquée a un réacteur a cuve parfaitement agitée que ces
observateurs fournissent des estimations satisfaisantes des états et des entrées inconnues en
plus de satisfaire les contraintes de D-stabilité imposées. Nous avons terminé ce chapitre, par
la synthése d’un observateur permettant I’estimation simultanée des états du systéme et des
défauts actionneurs. Cet observateur offre une bonne estimation des defauts considérés. En
outre, les conditions de synthése proposées assurent la D-stabilité des dynamiques des erreurs
d’estimation d’état et d’estimation des défauts.
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6 Conclusion générale et perspectives

Le quatrieme chapitre est consacré a la synthése d’observateurs pour les systémes non
linéaires décrits par des modeles TS interconnectés. Nous avons d’abord étendu les résultats
obtenus dans la premiére partie du chapitre 3 a ces modeéles. Ensuite, la relaxation des
conditions de synthese par le lemme de Finsler a été considérée. Les approches développées
ont été appliquées en simulation & un systéme de pile a combustible & membrane échangeuse
de protons. Finalement, des observateurs interconnectés permettant 1’estimation conjointe des
états et des parametres variant dans le temps ont été développés. Des conditions de synthese
assurant la D-stabilité des dynamiques des erreurs d’estimation des états et d’estimation des
parametres variant dans le temps ont été proposées.

Le cinquiéme chapitre est dédié a la synthése de différentes lois de commande D-stables pour
les systemes TS a VDM. Nous avons tout d’abord présenté quelques résultats récents sur la
D-stabilisation quadratique et non quadratique de ces systémes. Nous nous sommes ensuite
intéressés a la D-stabilisation en présence de saturations d’actionneurs. Nous avons proposé
des conditions de syntheése de commandes contraintes et saturantes permettant au systéme en
boucle fermée d’€tre D-stable en maximisant I’estimation du domaine d’attraction. La
poursuite de trajectoire générée par un modele de référence a aussi été examinée. Nous avons
développé des commandes PDC et non PDC basées sur des fonctions de Lyapunov poly-
quadratiques dépendant ou non des bornes des dérivées des fonctions d’activation. Les
approches proposées ont éte appliquées en simulation au contréle de la position et de la
vitesse angulaire d’un pendule inversé. En dernier lieu, la synthése d’une commande tolérante
aux defauts actionneurs a été abordéee. Des conditions permettant au systeme en boucle fermée
et aux dynamiques des erreurs d’estimation des états et des défauts d’étre D-stables ont été
présentées. Les résultats de simulation présentés ont illustré I’efficacité de la commande FTC
proposee.

Perspectives

Les travaux proposés dans cette these ouvrent la voie a de nombreuses perspectives dans le
contexte du formalisme de Takagi-Sugeno, nous en présentons seulement cing :

e Utilisation d’une fonction de Lyapunov a intégrale curviligne dans la synthése D-
stable d’observateurs et de lois de commande [Gonzalez et al., 2017].

e Synthése d’une commande anti-windup permettant au systéme en boucle fermée
d’étre D-stable en maximisant 1’estimation du domaine d’attraction [Nguyen et al.,
2016].

e Développement de commandes par mode glissant d’ordre un ou d’ordre Supérieur
sous contraintes de D-stabilité [Soltanian et al., 2022].

e Synthese D-stable de commandes avec colt garanti (Guarranteed Cost Control) [Pang
et al., 2016].

e Synthese de lois de commande basées sur une fonction de Lyapunov a commutation
sous contraintes de de D-stabilité [Elias et al., 2021].
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Annexe A : Stabilité au sens de Lyapunov
Dans cette annexe est abordée la stabilité au sens de Lyapunov pour les systémes non
lineaires autonomes
x = f(x),

Définition A.1 (Point d’équilibre)

(A.1)

L’état xe est dit état ou point d’équilibre pour le systeme (A.1), si x(t1)=Xe implique x(t)=xe
pour tout t >t ou tout simplement que 1’état xe Vérifie f(xe)=0.

Définition A.2 (Stabilité au sens de Lyapunov)

Le point d’équilibre x. est dit stable si Ve > 0,il existe 5(¢) >0 tel que

% =X <= xM) - x| <&t =t,. (A.2)

Fig.A.1. lllustration de la stabilité au sens de Lyapunov.

Cela veut dire que quelque soit une boule de rayon e centrée sur 1’équilibre, il existe une sous-
boule de rayon 6(e) telle que la trajectoire issue de n’importe quelle condition initiale dans
cette sous-boule de rayon & ne quittera jamais la boule de rayon e.

Définition A.3 (Attractivité)

Le point d’équilibre xe est dit attractif s’il existe 6>0 tel que
X0 =X | < &= lim||x(t) — x| = 0. (A.3)
t—w

Si I’¢état est initialisé dans un certain voisinage de 1’état d’équilibre alors la trajectoire issue de
cet état initial convergera vers 1’état d’équilibre au bout d’un temps suffisant méme infini.

Définition A.4 (Instabilité au sens de Lyapunov)

Un systeme dynamique est dit instable au sens de Lyapunov s’il n’est pas stable au sens de la
définition A.2.

Définition A.5 (Stabilité asymptotigue)

Le point d’équilibre xe est asymptotiquement stable s’il est stable et attractif.

Fig.A.2. lllustration de la stabilité asymptotique.

Définition A.6 (Stabilité exponentielle)
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Le point d’équilibre xe est exponentiellement stable s’il existe a>0 tel que, quelque soit £>0, il
existe &¢) tel que

VE 215, % — X[ < 5 = [ x(t) — X, | < & [%. = %o | exp(—a(t —t,)). (A.4)
Définition A.7 (Stabilité globale)

Si la condition de stabilité asymptotique (resp. exponentielle) est vérifiée dans tout R™, le
point d’équilibre est globalement asymptotiquement (resp. exponentiellement) stable.

Définition A.8 (Candidat de Lyapunov)
Toute fonction V(x) définie positive et continue est appelée candidat de Lyapunov.

Définition A.9 (Fonction de Lyapunov)

Une fonction de Lyapunov est un candidat de Lyapunov de classe C! ayant la propriété
suivante

V(X)<0,¥x#0; V(x)=0 six=0 (A.5)
On considére comme point d’équilibre I’origine 0 de I’espace d’état R™.

Lemme A.1 (Stabilité au sens de Lyapunov)

Soit Xe=0 un point d’équilibre du systeme (A.1l) et V < R™ un voisinage de ce point
d’équilibre. S’il existe une fonction de Lyapunov V définie sur V vérifiant V (x) <0, VX € —{O}
,alors le point d’équilibre x. est stable au sens de Lyapunov.

Lemme A.2 (Stabilité asymptotigue)

Soit Xe=0 un point d’équilibre du systeme (A.1) et V < R™un voisinage de ce point d’équilibre
s’il existe une fonction de Lyapunov V définie sur V, vérifiant en plus V(X) <0, VX e—{O}
alors le point d’équilibre est asymptotiquement stable.

Lemme A.3 (Stabilité asymptotique globale)

Soit Xe=0 un point d’équilibre du systéme (A.1) et soit la fonction V:R™ - R de classe C?,
telle que

V(0)=0 et V(x) >0 dans R" — {0}, (A.6)
X[ >0 =V (X) > o0, (A.7)
V(x) <0 dans R™ — {0}. (A.8)
alors xe est globalement asymptotiquement stable.

Lemme A4

Considérons un systeme linéaire défini par

% = Ax, A € R (A.9)

- Le point d’équilire zéro est stable au sens de Lyapunov si et seulement si toute valeur
propre de A est a partie réelle négative ou nulle et si toute valeur propre a partie réelle
nulle est simple.

- Si toutes les valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative alors le point
d’équilibre zéro est asymptotiquement stable.

- S'il existe une valeur propre de A a partie réelle strictement positive alors le point
d’équilibre zéro est instable.
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Définition A.10

Lorsque toute valeur propre de A est a partie réelle strictement négative Re(2i)<0, alors la
matrice A est dite matrice de Hurwitz ou matrice de stabilite.
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Annexe B : Eléments d’analyse et d’optimisation convexes

Dans cette annexe, nous introduisons quelques définitions et propriétés de base de 1’analyse
convexe et des inégalités linéaires matricielles.

Définitions de base

Définition B.1 (Ensemble convexe)

Soient x,y deux points dans R™. L ensemble
[x y]={Ax+(@-2)y:0<4<1]}, (B.1)
est appelé un segment avec les extrémités x et y.

Un sous-ensemble Q2 de R™ est convexe s’il contient avec une paire quelconque de ses points
X,y également le segment [x y] :

VXeQ,VyeQ,0<A<1= Ax+(1-4)yeQ. (B.2)

A

1) Ensemble convexe 2) Ensemble nonconvexe
Fig.B.1. Exemples d’ensemble convexe et non convexe.

Définition B.2 (Combinaison convexe)

Soit un ensemble de vecteurs Q = {y; € R™:i = 1,...,m} € R". La combinaison convexe de
[’ensemble Q est la combinaison linéaire

y=%4¥i’ (8.3)

avec 4 zo,iﬂﬁ =1.
i=1

Définition B.3 (Fonctions convexes)

La fonction f:R™ — R est convexe si dom(f) est un ensemble convexe et pour tout x,,x, €
dom(f)etA € R, avec 0 < A < 1,nous avons

F (A% + (A= A)X) < AF (%) + (L= A) F (%,). (B.4)

()

i

1) Fonction nonconvexe

P
J2lxz)

/

2| Fonction convexe
Fig.B.2. Exemples de fonction convexe et non convexe.

Ensembles convexes populaires
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Définition B.4 (Polyedre)

Un polyédre est défini comme [’ensemble de solutions d’un nombre fini d’égalités et
d’inégalités linéaires

Q(H,h,G,g) ={x e R":Hx < h,Gx = g}, (B.5)
avec H € R™* ™", h € R™, G € RP*", g € RP.

Un polyédre peut étre défini par lintersection d’'un nombres finis de demi-espace. 1l peut étre
représenté comme suit

QH,h) ={xeR“Hx<h}={x€eR“Hx<h;,i=1,..,m} (B.6)
Définition B.5 (Polytope)

Un polytope est un polyedre borné.

Définition B.6

Pour un ensemble de sommets, V = {v,, vy, ..., v} € R", le polyédre peut étre défini comme
suit

Q={x€eER x =a,v; +av, + -+ apvp:a; E R, I, a; = 1} (B.7)

Définition B.7 (Ellipsoide générique)

Un ellipsoide est un ensemble de cette forme
e(P,xg,p) ={x ER™: (x —x0)TP(x — x0) < p}, (B.8)

avec P=PT est une matrice symétrique définie positive, x, € R™ est le centre de [ ellipsoide et
p € R, est un scalaire positif.

Définition B.8 (Ellipsoide normalisé)

L ellipsoide normalisé est défini comme suit

e(P,x0,1) ={x € R™ (x —x¢)TP(x — x) < 1} (B.9)
Optimisation convexe

Définition B.9 (Probléme d’optimisation convexe)

Un probleme d’optimisation convexe est donné sous cette forme

min o () (B.10)
soumisa f;(x)<0,i=1..,m, (B.11)
hi(X)=0, j=1..., p. (B.12)

o x € R"est la variable d’optimisation,

e fo: R™ — R est appelée fonction objectif ou fonction codt,
o fi(x) < 0 sont les contraintes d’inégalités,

o h;j(x) = 0 sont les contraintes d’égalités.

Définition B.10 (Probléme d’optimisation linéaire)

Un probléeme d’optimisation linéaire est donné sous cette forme

min ¢ x+d (B.13)
X

soumisa Gx<h, (B.14)
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Ax =Db. (B.15)
avec G € R™*" gt € RP*" .

Définition B.11 (Probléme d’optimisation semi-définie positive)

Un probléme d’optimisation semi-définie positive est donné sous la forme suivante

min ¢'x (B.16)
soumis a XG; +---+X,G, +G, <0, (B.17)
Ax=Dh. (B.18)

avec Go,Gy, ..., Gn sont des matrices symétriques et A € RP*™,
Définition B.12 (Inégalité matricielle linéaire)

Une inégalité matricielle linéaire a la forme suivante
n

F(x)=F,+>_xF <0, (B.19)
i=1

avec x = (x; ...x,)T € R" représente la variable de décision et F; = F/.

Problémes classiques LMIs

Probleme de faisabilité

Etant donné la LMI

F(x)>0. (B.20)

Le probleme LMI associe est de trouver x tel que (B.20) est satisfaite. La résolution de ce
probleme consiste a chercher le vecteur x minimisant le scalaire t tel que

—F(x) <tl,. (B.21)
Si la valeur minimale de t est négative alors le probleme (B.20) est dit faisable.

Probleme de valeur propre

Ce probléme consiste a minimiser la plus grande valeur propre de la matrice A(X) sous
contraintes LMIs

min A (B.22)
sous contraintes Al —A(x) >0, (B.23)
B(x) > 0. (B.24)

ou les matrices A(x) et B(x) sont symétriques et linéaires par rapport a x.
Probléme de valeur propre généralisée

Ce probléme consiste @ minimiser la plus grande valeur propre d’une paire de matrices
dépendant linéairement de X, sous contraintes LMIs

min A (B.25)
sous contraintes AB(x)— A(x) >0, (B.26)
B(x) >0, (B.27)
C(x) >0. (B.28)
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Annexe C : Matrices Aj et fonctions d’activation du modele TS (3.146)

Modele Modele
Ai hi(x Ai hi(x
local ! i) local ' i(x)

1 r —H2 c P1Z117 9 1 —H2 c P1Z1,27
—AZyq1 TTZ3y 0 Fy1Fy1F51F 4 —Aazz1 1223, 0 F2F51F31F, 1
LP2Z41 0 —HU3 | L P2Z41 0 —H3 |

2 ) c P1Z117 10 r —H2 c P1Z1,27
—QZz, 1273, 0 F1,1F2,1F3,1F4,2 —Aazz1 1223, 0 F1,2F2,1F3,1F4,2
LP2Z42 0 —HU3 | L P2Z4 2 0 —H3 |

3 r —H2 c P1Z117 11 r —H2 c P1Z1,27
—AZz1 TTeZ32 0 Fi1Fy1F35F, 1 —AZz1 TTZ32 0 FioFy1F35F 1
LP2Z41 0 —HU3 | L P2Z41 0 —H3 |

4 r —H2 c P1Z1,17 12 1 —HU2 4 P171,27
—AZyq1 TT2Z3p 0 Fy1Fy1F5,F, —AazZz1 12732 0 Fy 21 F35F,
LP2242 0 —H3 | L D2242 0 —Hs3 |

5 r —H2 c P1Z117 13 1 —H2 c P1Z1,27
—QZpp, —TZ34 0 Fy1F55F51F —AaZzp 1273, 0 Fy2F2F31F,
LP2Z41 0 —H3 | L P2Z41 0 —Hs3 |

6 r —H2 c P1Z117 14 r —H2 (4 P1Z1,27
—QZpp, —TZ34 0 Fy1F55F51F, —AaZzp 1273, 0 Fy2F;5F31F,,
LP2Z42 0 —HU3 | L P2242 0 —H3 |

7 ) c P1Z117 15 1 —HU2 c P121,27
—QAZpp, —T2Z33 0 Fy1Fy0F5,F, —AaZzp 12732 0 Fy2F;2F35F,
LP2Z41 0 —HU3 | L P2241 0 —H3 |

8 r —HU2 c P1Z117 16 r —HU2 c P1Z1,27
—QZpp, T2Z33 0 Fy1Fy5F5,F, —AaZzp —T2Z32 0 Fy2F;2F3,F,
LP2Z42 0 —HU3 | L D224 0 —H3 |

Tableau C.1. Matrices A; et fonctions d’activation du modele TS (3.146).
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Annexe D: Parametres de la pile a combustible a membrane
échangeuse de protons (PEMF(C)

Constantes du modeéle non linéaire du systeme a PEMFC
C = RTSI ksm out Oz atm C7 = @ C1 = L_l Cl CDAI' 27/
= DlstBamout | TOpam | ,= _
t M Ve (1t @y, 4RV, 4 T RT \7-1
K,
C, = Psat C = RTstksm out XOZ‘alm Ci3 = JncmR C.= E
RT "TIMV, (L, @ o ® Ty
SV . Kk, o - Rl B
= T M, V. 2
C — M ‘]chcm a,atm* sm C19 = ——
1 y+1
C;, = M Co = CpTatm Cis = 777 il
0~ s J
C = Ivlv psat JCpnCp C1 =k ' C CDA" 7% [2)272
— Nsm,ou 20
Ci1 = Panm oo RT, " (y+1
a) — M\/ (patm psat
atm — .
yOZ‘a,,n I\/IO2 + (1_ yoz,alm ) M N, Patm — Pam Psat
_ yOZ‘atm M [
" Yo, Mo, + L= Yo, My,

Tableau D.1. Constantes du modéle (4.18-4.21).
Parametres du modeéle non linéaire du systeme a PEMFC

Paramétre Description Valeur Parameétre Description Valeur

Mep Rendement du 0,8 v, Volume du tuyau 0,02 m?
compresseur d’alimentation

o Rendement du moteur 0,98 T, Température du stack 353,15 K
du compresseur

Jep Inertie du compresseur | 5.10°° kg.m? T Température 298,15 K

atmosphérique

R, Résistance du circuit du | 0,82 Q Patm Pression atmosphérique 101325 Pa
moteur du compresseur

K, Constante du couple 0,0153 N.m/A R Constante universelle des 8,3145
moteur gaz J/(mol.K)

k, Constante €électrique du | 0,0153 V/rad/s C, Coefficient calorifique 1004
moteur spécifique de Iair JI(kg.K)

M, .m Masse molaire de I’air 29.10°kg/mol Co Coefficient de décharge de | 0,0124
atmosphérique I’ouverture de sortie

Mo, Masse molaire de 32. 10 kg/mol r Rapport calorifique 1,4
I’oxygéne spécifique de ’air

My, Masse molaire de 28. 10 kg/mol A Surface de sortie de la 0,002 m?
1’azote cathode

M, Masse molaire de la 18. 10 kg/mol Ouim Humidité relative 0,5
vapeur

Yo, Fraction molaire de 0,21 N Nombre de cellules 381

‘ 1I’oxygéne
V., Volume de la cathode 0,01 m? F Constante de Faraday 96485,341
5 A.s/mol

K. out Constante de ’orifice 0,3629.10° P (T.) Pression de saturation de
de sortie du tuyau kg/(Pa.s) la vapeur
d’alimentation

Tableau D.2. Paramétres du modéle (4.18-4.21).

Matrices et fonctions d’activation du sous-modeéle TS;
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Annexe D :

Parametres de la PEMFC

Modeéle 1 1 2 1
Al B: D: h. (x)
local h h b h
—C =G =7, G247y, —C; 0 G +G
1 Fl 1F2 1
—Cq -7, 1 0 10 ¢ | o
2 =G =7y CliuZy, - 0 ¢+c EE
L _08 _21,1 L O _O CS | 117 2,2
—C=C =2, G757y, —C; 0 G +G
3 Fl 2 Fz 1
—Cq -7, 1 0 10 ¢ | -
—C—C =2, CZp7, —C; 0 ¢ +¢
4 F1 2 Fz 2
—Cy =2y, 1 0 10 ¢ | o

Matrices et fonctions d’activation du sous-modéle TS,

Tableau D.3. Matrices et fonctions d’activation du sous-modele (4.28).

Modele 2 2 1 2
local Az Bl D}, hia(X,)
1 —Cy — C1023,124,125,1 0 _C13 0 0 E..F .F

_C14 (1+ C1523,1) Z4,1 —Ci4Cye (1+ C1523,1) L 0 _0 CiiCis (1+ C15Z3v1)_ R
2 __Cg - Cloz3,1z4.1zs,2 0 _013 0 0 | E..F .F

L Cuy (1 + C1523,1) Z41 —CuCi6 (1+ C1sz3,1)_ L 0 _0 CiaCis (1+ C1523v1)_ Haes
3 __09 —Ci0Z31245%54 0 [c, 0 0 EE .E

L Cu (1+ ClSZ3,l) 25, —Culp (1+ C1sz3,1)_ L 0 _O CiaCis (l+ C15Z3v1)_ HAee
4 __Cg —C023124 2252 0 [ci 0 0 EFE FE

L Cu (1 + C1sz3,1) 2,5 —Culy (1+ 01523‘1)_ L 0 _0 CiaCis (1+ C15Z3v1)_ waee
5 __Cg - 01023‘224,125,1 0 ] _C13 0 0 | E..F. . FE

7C14 (1+ CisZs7 ) Z;1 ~Culie (l+ CisZs )7 L O 70 C14Cis (l+ CisZ3.2 ), B
6 __Cg _01023,224,125,2 0 ] _C13 0 0 E..F. E

L Cu (1+ CisZ3, ) Zy; —CuCy (1 +Ci523, )_ L 0 _0 C1aCys (1+ CisZs2 )_ v
7 __Cg _01023,224,225‘1 0 _C13 0 0 E..F..F

_C14 (l+ CisZ3, ) Z,, —CuC (1 + G523, )_ L 0 _0 C1aCis (1+ CisZs2 )_ v
8 __Cg - C1023,224‘225,2 0 _013 0 0 E..F.F

L Cu (l+ C1523,2) Z,, —Culy (l+ CisZ3, )_ L 0 _O CiaCis (l+ C152312 )_ e

Tableau D.4. Matrices et fonctions d’activation du sous-modéle (4.29).
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