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1.3.2 Théorème des fonctions implicites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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3.2.3 Contrôlabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Introduction générale

Du point de vue mathématique, un système de contrôle est un système dynamique

dépendant d’un paramètre appelé le contrôle, pour le modéliser, on peut avoir recours à

des équations différentielles, intégrales, fonctionnelles, aux différences finis, aux dérivées

partielles, stochastiques, . . .. Pour cette raison la théorie du contrôle est à l’interconnexion

de nombreux domaines des mathématiques, elle s’inscrit dans la continuité du calcul des

variations c’est à dire elle s’intéresse à l’analyse des propriétés des systèmes commandés

(dynamiques) sur lesquels on peut agir en moyen d’une commande.

Les systèmes abordés sont multiples, système avec bruit, avec retard, . . ., leurs ori-

gines sont très diverses : mécanique, électricité, électronique, biologie, économie, . . ..

L’objectif peut être de stabiliser le système pour le rendre insensible à certain perturba-

tion (stabilisation) ou encore de déterminer des solutions optimales pour un certain critère

d’optimisation.

Le problème de contrôle optimal se décompose en deux parties : Pour déterminer

une trajectoire optimale joignant un ensemble initial à une cible, il faut savoir d’abord si

cette cible est atteignable, c’est le problème de contrôlabilité, il existe une caractérisation

très simple de la contrôlabilité, apparue dans les années soixante avec les travaux de

R.E.Kalman[5]. Pour les systèmes non linéaires, le problème de contrôlabilité est beaucoup

plus difficile.

Une fois le problème de contrôlabilité est résolu, il faut chercher parmi toutes les

trajectoires possibles celle qui donne le coût minimum (maximum) et pour ce faire, on

dispose de deux grandes classes des méthodes à savoir la méthode directe et la méthode

indirecte.

Le présent travail est donc devisé en trois parties organisées de la manière suivante :

Partie1 : Equations différentielles.
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Partie2 : Intoduction au contrôle optimal.

Partie3 : Contrôle optimal d’une fusée.

Dans la premiére partie intitulé équations différentielles, nous nous sommes procédés à la

définition des équations différentielles du premier ordre, on a défini quelques méthodes de

résolution des équations différentielles du premier ordre les plus utiles pour notre thème

par exemple la méthode d’Euler et la méthode de Runge Kutta et on termine le chapitre

avec un exemple résolu avec les deux méthodes cités auparavant ainsi la comparaison

entre ces deux méthodes avec la solution exacte.

Dans la deuxième partie intitulé introduction au contrôle optimal, nous nous intéressons

au problème de contrôle optimal et nous présentons ici quelques notions de base d’un

problème de contrôle optimal, la contrôlabilité des systèmes linéaires et non linéaires ainsi

les méthodes de résolution.

Le dernière partie est consacré à l’application des méthodes de résolution comme la

méthode directe et la méthode de tir simple, on s’est intéresser dans cette partie à

étudier le décollage d’une fusée qui se déplace d’une position initiale à une position finale

arbitraire sans tenir compte des forces extérieures en minimisant le temps. Par la suite,

nous avons modélisé le même problème en tenant compte de la variation de la masse de la

fusée en fonction du temps. Notre but dans cette partie est de calculer le contrôle optimal

(poussée) permettant de maximiser l’altitude finale. Cette modélisation nous a conduit à

un problème de contrôle optimal avec contrainte sur l’état.



Chapitre 1

Equations différentielles

Ce chapitre a pour objectif de présenter quelques rappels essentielles de résolution

d’équations différentielles en se rappelant de la version générale du théorème de Cauchy-

Lipschitz, adaptée à la théorie de contrôle, qui établie sous certaines conditions l’existence

et l’unicité d’une solution d’une équation différentielle.

1.1 Introduction

Les équations différentielles jouent un rôle important dans différents domaines, en

physique, en chimie, en biologie, . . . . Ces équations ont rarement des solutions exactes,

autrement dit, la résolution de ces équations différentielles n’est pas toujours possible.

Ces équations ne s’intègrent pas d’une manière exacte. On fait appelle dans ce cas à des

méthodes numériques afin de trouver des solutions approchées.

1.2 Equations différentielles ordinaire du premier

ordre

Définition 1.1. On appelle équation différentielle ordinaire du premier ordre, une équation

de type :

a(x)y′ + b(x)y = c(x)

ou a, b, c des fonctions avec a(x) 6= 0 ∀x ∈ I ⊂ R, I étant un intervalle sur lequel a, b, c

sont définies. Une fonction f est solution de cette équation sur I, lorsque f est définie et

dérivable sur I et :

∀x ∈ I : a(x)f ′(x) + b(x)f(x) = c(x).

5
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1.3 Equation différentielle et problème de Cauchy

On s’intéresse aux équations différentielles du premier ordre de la forme :

y′(t) = f(t, y(t))

Avec f : I × RP → Rp ( I intervalle de R) une fonction continue si p > 1 , il s’agit en

pratique d’un système différentiel.

Le problème avec condition initiale est appelé problème de Cauchy défini comme suit :





y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0, t0 ∈ I, y0 ∈ Rp .

1.3.1 Théorème de Cauchy-Lipschitz

Théorème 1.1. [4] Considérons le problème de Cauchy suivant :





y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0, t0 ∈ I, y0 ∈ Rp

(1.1)

avec f : (t, y) ∈ I × Rp → f(t, y) ∈ Rp.

– f est continue sur I × Rp.

– f est lipschitzienne en y, localement en y c’est à dire :

∃ L > 0 telle que :

∀ t ∈ I, ∀ y1,y2 ∈ vRp(y0) : ‖f(t, y1)− f(t, y2)‖ ≤ L‖y1 − y2‖.
Alors le problème de Cauchy (1.1) posséde une unique solution. Cette solution est définie

sur un intervalle contenant t.

Définition 1.2. On définit l’exponentielle de la matrice A (dans le cas ou A est nilpotante)

par :

exp(A) = eA =
n∑

k=0

Ak

k!

avec exp(0) = In.

In : Désigne la matrice identité d’ordre n.
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Définition 1.3. Considérons le problème de Cauchy dans Rn





ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t),

x(t0) = 0, t0 ∈ [0, T ]
(1.2)

où les applications t 7→ A(t) ∈ Mn(R) et t 7→ B(t) ∈ Rn sont localement intégrables sur

l’intervalle I considéré.

1.3.2 Théorème des fonctions implicites

Nous nous intéresserons dans ce travail au théorème de la submersion :

Théorème 1.2. [3] Soient E et F deux espaces de Banach, f : E → F une application de

classe C1, soit x0 ∈ E. Supposons que df(x0) : E → F est linéaire continue, surjective ;

alors f est localement surjective au voisinage de x0. Autrement dit

∃ v ∈ v(f(x0)); ∃ w ∈ v(x0) / ∀ y ∈ v; ∃ x ∈ w : y = f(x)

Définition 1.4. (Différentiabilité au sens de Fréchet) Soit V et W deux espaces

vectoriels normés. Une application f(x) de V dans W est différentiable (au sens de Fréchet)

en x ∈ V si il existe une application linéaire continue de V dans W, notée Df(x) telle que

∀ h ∈ V ; f(x + h) = f(x) + Df(x).h + ε(h)||h||

Avec limh→0 ||ε(h)|| = 0.

Définition 1.5. (ensemble compact dans R) L’ensemble compact dans R est un en-

semble fermé borné.

1.4 Méthodes de résolution des équations

différentielles

On s’intéresse dans notre travail à la résolution du problème de Cauchy définit

précédemment :
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1.4.1 Méthode d’Euler

Considérons le problème :





y′(t) = f(t, y(t))

y(0) = y0, t ∈ [0, T ]
(1.3)

Nous donnerons une subdivision comme suit :

0 = t0 < t1 < . . . < tn < tn+1 < . . . < tN = T

et posons :

hn = tn+1 − tn; h = max hn; 0 ≤ n ≤ N

La solution de (1.3) vérifie pour 0 ≤ n ≤ N :

y(tn+1) = y(tn) +

∫ tn+1

tn

f(s, y(s))ds

On construit par récurrence une approximation yn et y(tn) en remplaçant la relation

précédente par :

yn+1 = yn + hf(tn, yn); n = 0, 1, . . . , N − 1 (1.4)

Ce qui revient à approcher, pour s ∈ ]tn, tn+1[, f(s, y(s)) par f(tn, yn).

Le schéma défini par (1.4) s’appelle schéma d’Euler.
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�

�
Fig. 1.1 – Méthode d’Euler

1.4.2 Méthode de Runge Kutta d’ordre 2

On considère le problème de Cauchy :





y′(t) = f(t, y(t))

y(0) = y0, t ∈ I = [0, T ]

On cherche à discrétiser ce problème par rapport à une subdivision :

0 = t0 < t1 < . . . < tn < tn+1 < . . . < tN = T

L’idée est de calculer par récurrence les points(tn, yn)

posons :

hn = tn+1 − tn; h = max hn; 0 ≤ n ≤ N
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La méthode de Runge Kutta correspondante est définie par l’algorithme suivant :





K1 = h× f(tn−1, yn−1)

K2 = h× f(tn−1 + h/2, yn−1 + K1/2)

yn = yn−1 + K2

�

�Fig. 1.2 – Mhéthode de Runge Kutta d’ordre 2

1.5 Programmation des méthodes

Soit l’exemple d’équation différentielle suivant :





y′(t) = t2

y(0) = 1 .
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On résoud cet exemple avec deux méthodes différentes, Euler et Runge Kutta d’ordre 2.

1.5.1 Méthode d’Euler fait sur Matlab

En Matlab, on peut facilement programmer la méthode d’Euler avec la fonction

suivante :

fonction [t, y] = Euler(f, tmin, tmax, Nint, y0) : Méthode d’Euler.

Nint : nombre de sous intervalles N.

tmin : temps t0.

tmax : temps t0 + T .

f est une fonction avec comme arguments t et y(t) : f(t, y(t)).

y0 à l’entrée est composé des valeurs des conditions limites y0 = y(t0).

h = (tmax − tmin)/Nint : valeur de pas

t = linspace(tmin, tmax, Nint + 1) : vecteur de t discrétisé t = [tmin, tmax].

y(1) = y(t0) = y0 : initialisation

for n = 2 : Nint + 1

y(n) = y(n− 1) + h ∗ feval(f, t(n− 1), y(n− 1)).

calcul d’Euler

end

end

Les résultats d’execution sur Matlab sont donnés comme suit :
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Fig. 1.3 – Résultats de la méthode d’Euler sur Matlab

Ces résultats sont representés dans la figure suivante :
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Fig. 1.4 – Solution par la méthode d’Euler

1.5.2 Méthode de Runge Kutta d’ordre 2

La méthode de Runge Kutta d’ordre 2 est programmée sur Matlab comme suit :

fonction [t, y] = RK2(f, tmin, tmax, Nint, y0) : méthode de Runge Kutta d’ordre 2.

Nint : nombre de sous intervalles N.

tmin : temps t0.

tmax : temps t0 + T .

f est une fonction avec comme arguments t et y(t) : f(t, y(t)).

y0 contient les valeurs des conditions limites

h = (tmax − tmin)/Nint : valeur de pas

t = linspace(tmin, tmax, Nint + 1) : vecteur de t discrétisé t = [tmin, tmax].

y contient les solutions de y(tn), n = 1, 2, ..., Nint + 1, y(1) = y0

for n = 2 : Nint + 1
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K1 = h ∗ feval(f, t(n− 1), y(n− 1)).

K2 = h ∗ feval(f, t(n− 1) + h/2, y(n− 1) + K1/2)

y(n) = y(n− 1) + K2 ;

end

end.

Les résultats d’execution sur Matlab de cette méthode sont comme suit :
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��� �������

� �
� ����� ���
����� �

�����

� �
� � ��� ��������� �! #"�$

� �
� �%� ��$ &������

' ( ��) � ' ����� ��� � � � � � � � � � ���

' ��*

+ � � � � ������������ �

+ ����$ �������

�!���

���,�-��$ �������

.�*��!�

.�/�����$ ����0�1

' ��*�$ �������-*�$ ����0�2

���,�-��$ �������3��$ 0������

.�*�����$ ��/�1��

.�/��!��$ ��0���1

' ��*�$ �������3*�$ ����0�23*�$ ��0�1�4

�����-��$ �������3��$ 0������3��$ &������

.�*�����$ *���2��

.�/��!��$ *�0�2�1

' ��*�$ �������-*�$ ����0�23*�$ ��0�1�43*�$ /���0��

� �������3��$ �������-��$ 0������-��$ &������

Fig. 1.5 – Résultats de la méthode Runge Kutta d’ordre 2 sur Matlab
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Ces résultats sont représentés par la figure suivante :
�
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Fig. 1.6 – Solution par la méthode de Runge Kutta d’ordre 2

La comparaison entre la solution exacte et les solutions des deux méthodes de Runge

Kutta et d’Euler est donnée par la figure suivante :
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Fig. 1.7 – Comparaison des solutions

Remarque 1.1. On remarque que la méthode de Runge-Kutta d’ordre 2 est plus précise

(proche) que celle d’Euler.

1.6 Résolution de fonction f(x)=0 :

On veut résoudre l’équation f(x) = 0, ou f est une fonction satisfaisant les deux

hypothèses suivantes :

(H0) : la fonction f : [a, b] → R est continue.

(H1) : l’équation f(x) = 0 admet une seule racine notée x̄ qui est dans l’intervalle ]a, b[.

Autrement dit : f(a).f(b) < 0.

1.6.1 Méthode de Newton

Soit I un intervalle de R et f : I → R une application dérivable .

Pour déterminer une approximation numérique des solutions de l’équation f(x) = 0, la

méthode de Newton part d’une solution approchée x0 et remplace l’équation f(x) = 0 par
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l’équation approchée f(x0) + (x− x0)f
′(x0) = 0, d’où la solution : x = x0 − f(x0)/f

′(x0).

Bien entendu, cette formule n’a un sens que si f ′(x0) 6= 0. Par récurrence, on obtient :

xn+1 = xn − f(xn)/f ′(xn), x0 ∈ I

d’où le schéma de Newton suivant :

�

Fig. 1.8 – Mhéthode de Newton

Exemple 1.1. Soit la fonction suivante :

f(x) = exp(x)− 2cos(x).

On chérche le zéro de cette fonction en appliquant la méthode de Newton .

Les résultats d’exécution sur Matlab sont donnés par :
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Fig. 1.9 – Résultats d’exécution de la méthode Newton sur Matlab.

La figure de cette fonction par la méthode de Newton est donnée par :
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�

Fig. 1.10 – Le zéro de la fonction f



Chapitre 2

Introduction au contrôle optimal

Ce chapitre est consacré aux notions de base de la théorie de contrôle optimal et la

contrôlabilité des systèmes linéaires et non linéaires en utilisant les différentes méthodes

de résolution des problèmes de contrôle optimal.

2.1 Théorie du contrôle

En mathématique, la théorie du contrôle optimal s’inscrit dans la continuité du calcul

des variations. Cette méthode est apparue aprés la seconde guerre mondiale, répondant à

des besoins pratiques de guidage, notamment dans le domaine de l’aéronautique et de la

dynamique. La formalisation de cette théorie a posé des questions nouvelles ; par exemple

dans la théorie des équations différentielles ordinaires, elle a motivé un concept de solutions

généralisées et a engendré de nouveaux résultats d’existence de trajectoires optimales.

La théorie du contrôle optimal est trés liée à la mécanique classique, en particulier aux

principes de Fermat, de Huygens, équations d’Euler-Lagrange ....

2.2 Quelques définitions

Définition 2.1.

– Les variables nommées variables d’état seront notées xi, i = 1, ..., n. On a des

systémes qui évoluent dans le temps, donc les xi sont des fonctions de temps notées :

xi(t), t ∈ [0, T ].

– Les composantes du contrôle seront notées uj(t); j = 1, ...,m, elles doivent êtres

intégrables par rapport à t.

20
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– Les n variables d’états vont êtres gouvernées par n équations différentielles du premier

ordre nommées équations d’états de la forme

ẋ = f(t, x, u), t ∈ [0, T ]

où ẋ est le vecteur dérivé par rapport au temps t de toutes les composantes de x.

– L’ensemble U est l’ensemble des contrôles admissibles qui peut être non borné , borné

ou du type bang-bang.

Définition 2.2. (Commande bornée) la commande uj(t) est dite commande bornée

si elle peut être minorer et majorer par des constantes aj et bj, par la forme suivante :

aj ≤ uj(t) ≤ bj, j = 1, ..., m, t ∈ [0, T ].

Définition 2.3. Le contrôle u(t), t ∈ [0, T ] est dit admissible s’il satisfait les contraintes :





ẋ = Ax + Bu; x(0) = x0

f? ≤ u(t) ≤ f ? .

Définition 2.4. (Commande bang-bang). Un contrôle u ∈ U est appelé contrôle bang-

bang, si pour chaque instant t et chaque indice j = 1, ...,m, on a | uj(t) |= 1.

2.3 Position du problème

La formulation du problème de contrôle optimal est le suivant :





J(T, u) = g(T, x(T )) +
∫ T

0
f o(t, x(t), u(t))dt → minu, (1)

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), (2)

x(0) = x0 ∈ M0, (3)

x(T ) = x1 ∈ M1, (4)

u ∈ U, t ∈ I = [0, T ], (5)

(2.1)
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où M0 (ensemble de départ) et M1 (Ensemble d’arrivée) sont des sous ensembles de

Rn, I un intervalle de R, x0 = x(0) est la position initiale du système (2), x(T ) est sa

position terminale. En pratique, la position du système peut représenter la vitesse, la

position, la température,... etc. u(.) est la commande du système (2.1). U est l’ensemble

des applications mesurables, localement bornées sur I à valeurs dans Ω ⊂ Rn.

J(T, u) = g(T, x(T )) +

∫ T

0

f 0(t, x(t), u(t))dt

est appelé coût, critère de qualité ou but du problème (2.1).

On distingue deux problèmes importants :

2.3.1 Problème de Lagrange

C’est le problème dont le critère à minimiser est égale à :

J(T, u) =

∫ T

0

f o(t, x(t), u(t))dt

C’est à dire g ≡ 0.

2.3.2 problème de Mayer

Ici c’est le problème dont le critère est le suivant :

J(T, u) = g(T, x(T ))

C’est à dire f 0 = 0, J(T, u) est le coût terminal.

L’unicité du système (2)-(4) est assurée par le théorème d’existence et d’unicité des

équations différentielles. Soit x(.) la solution de l’équation (2) du systéme (2.1). x(.) varie

en fonction du contrôle u.

Avant de résoudre un problème de contrôle optimal, on se pose les questions suivantes :

Question 1 : Existe-t-il un contrôle u ∈ U tel que la trajectoire associée à u ∈ U

joigne l’état initial x0 ∈ Rn à un état final x1 ∈ Rn en un temps fini ? C’est le problème

de contrôlabilité.
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Question 2 : Si le système est contrôlable c’est à dire une fois la contrôlabilité est

verifiée, on peut vouloir déterminer un contrôle u ∈ U tel que la trajectoire associée à ce

contrôle joigne l’état initiale x0 ∈ Rn à un état terminal x1 = x(T ) ∈ Rn, en minimisant

un certain critère de performance.

2.4 Contrôlabilité

Définition 2.5. le système ẋ = f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0, t ∈ [0, T ], est dit contrôlable

si pour tous points x0 ∈ M0 et x1 ∈ M1, il existe un contrôle u(.) telle que la trajectoire

associée relie x0 à x1 en temps fini.

Pour ce problème de contrôlabilité, Kalman [5] a donné en 1949 une caractérisation des

systèmes linéaires autonomes, contrôlables en dimension finie. Pour les systèmes non

linéaires, le problème mathématique de contrôlabilité est beaucoups plus compliqué.

2.4.1 Cas des systèmes linéaires

Ensemble accessible

Considérons le système dynamique suivant :

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0, t ∈ I = [0, T ] (?)

Définition 2.6. L’ensemble des points accessiles à partir de x0 en temps final T est :

Acc(x0, T ) = {xu(T )), u ∈ U}

où xu(.) est la solution du système (?) associée au contrôle u.

Autrement dit Acc(x0, T ) est l’ensemble des extrémités des solutions du système (?), en

temps T lorsque le contrôle u varie.

Définition 2.7. Le système (?) est dit Contrôlable en temps T si

Acc(x0, T ) = Rn

Définition 2.8. Le contrôle u et dit extrémal sur [0,T] si la trajectoire du système (2) du

problème de contrôle (2.1) associée à u vérifie :

x(t) ∈ ∂Acc(x0, t), t ∈ I = [0, T ].
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2.4.2 Systèmes linéaires autonomes

Définition 2.9. Le système linéaire autonome décrit par :

ẋ = f(x, u)

est dit contrôlable, si pour tous x0 ∈ M0 et x1 ∈ M1, il existe un contrôle u(.) dans

l’ensemble U, tel que la trajectoire correspondante x(.) transfère le système de l’état initial

donné x0 à un état final x1 en temps fini.

Théorème 2.1. [14] Le système autonome

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0, t ∈ I = [0, T ]

est dit Contrôlable si la matrice

K = [B, AB, A2B, ..., An−1B]

est de rang n.

Remarque 2.1. K est une matrice à n lignes et n×m colonnes, elle est appelée matrice

de Kalman. La condition rgK = n est appelée condition de Kalman.

2.4.3 Systèmes linéaires non autonomes

Considérons le système

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(0) = x0, t ∈ I = [0, T ] (2.2)

la solution du système (2.2) en temps t est

x(t) = R(t)x0 +

∫ t

0

R(t)R−1B(s)u(s)ds, t ∈ [0, T ]

où R(.) est la résolvante , elle est solution du système :




Ṙ(t) = A(t)R(t),

R(0) = Id,

où Id est la matrice identité.

Théorème 2.2. [14] Le système (2.2) est contrôlable en temps T si et seulement si la

matrice

D =

∫ T

0

R(t)−1B(t)B(t)
′
R(t)−1′dt

est invesible.

où B(t)
′
est la transposée de B(t) et R−1(t) est l’inverse de R(t).

D est appelée matrice de contrôlablilté.
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2.4.4 Cas des systèmes non linéaires

Considérons le système





ẋ(t) = Ax(t) + B(u(t)),

x(0) = x0, u ∈ U, t ∈ I = [0, T ] .
(2.3)

où x est vecteur de Rn, A une matrice dans Mn(R), B : R→ Rn, fonction non linéaire du

contrôle u(.), x0 ∈ Rn est l’état initial du système (2.3).

Pour les systèmes de contrôle non linéaires, il est impossible d’étudier la contrôlabilité

globale, le problème est beaucoup plus compliqué du fait qu’on ne peut pas utiliser la

caratérisation de Kalman. Dans ce qui suit, on s’intéressera à l’étude de la contrôlabilité

locale du système (2.3).

Définition 2.10. Soit x1 ∈ Rn. On dit que le système (2.3) est localement contrôlable au

voisinage de x1 en temps T depuis x0, si x1 ∈ Acc(x0, T )̊ .

Autrement dit, il existe un voisinage V dans V (x1) tel que V ⊂ Acc(x0, T ).

Considérons pour le système (2.3) le problème de contrôle suivant : étant donné un

point x1 ∈ Rn, trouver un temps T et un contrôle u sur [0,T] tel que le trajectoire xu

associée à u, solution de (2.3), vérifie :

xu(0) = x0, xu(T ) = x1.

Ceci conduit à la définition suivante :

2.4.5 Application entrée sortie

Définition 2.11. Soit T > 0. L’application entrée sortie en temps T du système (2.3)

initialisée à x0 est l’application

ET : U −→ Rn

u −→ xu(T ),

où U est l’ensemble des contrôles u tel que la trajectoire associée est bien définie sur

[0,T]. Autrement dit (l’application entrée sortie en temps T associe à un contrôle u, le

point final de la trajectoire associée à u).

On donne une autre caractérisation de la contrôlabilité locale.
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Définition 2.12. Soit x1 ∈ Rn. On dit que le système (2.3) est localement contrôlable au

voisinage de x1 en temps T depuis x0 si :

∀ V ∈ V (x1) � ∀ y ∈ V, ∃ u ∈ U tel que y = ET (u).

Corollaire 2.1. Soit u un contrôle définie sur [0,T] tel que sa trajectoire associée à xu

issue de x(0) = y0 est définie sur [0,T] est vérifie au temps T

x(T ) ∈ ∂Acc(x0, T )

Alors le contrôle u est singulier sur [0,T]. Où ∂Acc(x0, T ) est la frontière de l’ensemble

Acc(x0, T )

Définition 2.13.

Si u est un contrôle singulier sur [0,T]. Alors le système est localement contrôlable le long

de la trajectoire associée à ce contrôle.

Proposition 2.1. Si u n’est pas singulier sur [0,T], alors il est régulier c’est à dire

x(T )6∈ ∂Acc(x0, T )

Remarque 2.2. L’application entrée sortie ET est différentiable au sens de Fréchet.

Calculons sa différentielle à l’ordre un.

ET (u + δu)(t) = ET (u(t)) + dET (u(t))δu + 0(‖δ‖L∞), t ∈ [0, T ] (2.4)

Soit

ẋu+δu(t) = Axu+δu(t) + B((u + δu)(t)), xu+δu(0) = x0, t ∈ [0, T ],

Notons par

δx(t) = xu+δu(t)− xu(t)

la variation de la trajectoire xu(.). (voir figure 2.1).

δẋ(t) = ẋu+δu(t)− ẋu(t)
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= Axu+δu(t) + B((u + δu)(t))− Axu(t)−B(u(t)), t ∈ [0, T ]

= A(xu+δu(t)− xu(t)) + B((u + δu)(t))−B(u(t)), t ∈ [0, T ]

= Aδx(t) + dB(u(t))δu(t), t ∈ [0, T ]

������������������������������

�

Fig. 2.1 – Variation de la trajectoire xu(.)

De la condition d’admissibilité δx(0) = 0, on obtient le système suivant :





δẋ(t) = Aδx(t) + dB(u(t))δu(t),

δx(0) = 0, u ∈ U, t ∈ [0, T ].
(2.5)

Définition 2.14. Le système (2.5) est appelé système linéarisé du système (2.3) le long

de la commande u(.).

La solution du système linéarisé (2.5) en temps T est donnée par :

δx(T ) =

∫ T

0

e(t−s)AdB(u(s))δu(s)ds,

dET ((u)δu = xu+δu(T )− xu(T ) = δx(T )

Où dET (u) est l’application entrée sortie du système (2.5).
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Proposition 2.2. [14] dET (u) est surjective si et seulement si le système linéarisé est

contrôlable.

Proposition 2.3. [14] Le système (2.3) est localement contrôlable au voisinage de x1 ∈ Rn

si et seulement si ET est localement surjective au voisinage de x1.

Remarque 2.3. Si le système linéarisé (2.5) est contrôlable alors dET (u) est surjective en

utilisant le théorème des fonctions implicites , on déduit que ET est localement surjective,

de la proprosition 2.1, on déduit que le système de départ (2.3) est localement contrôlable

au voisinage de x1.

Théorème 2.3. [14] Le système linéarisé (2.5) est contrôlable en temps T si et seulement

si la matrice

D =

∫ T

0

e−tAdB(u(t))dB(u(t))
′
e−tA′dt

est inversible.

2.5 Méthodes de résolution

Dans la litérature, on trouve deux approches de résolution des problèmes de contrôle

optimal :

– Les méthodes directes.

– Les méthodes indirectes.

2.5.1 Méthodes directes

Les méthodes directes consistent à transformer le problème de contrôle optimal en un

problème d’optimsation non linéaire en dimension fini, parmi ces méthodes, on trouve la

méthode de résolution par l’approche de la programmation linéaire, qui est la méthode

adaptée appelée aussi méthode du support [1, 6, 10] seulement cette méthode résout les

problèmes linéaires. Elle permet d’avoir une solution approchée ou une solution exacte.

Une autre méthode directe est la méthode de discrétisation du problème initial. Pour un

problème de départ linéaire facile à résoudre. L’inconvénient de cette dernière approche est

l’obtention d’une solution approchée.

La mise en œuvre des méthodes directes est simple, car elles ne nécessitent pas une étude

théorique préalable, on n’a pas à étudier les variables adjointes ou bien à connaitre à

l’avance la structure des commutations, néaumoins ces méthodes sont moins précises.
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2.5.2 Méthodes indirectes

Les méthodes indirectes sont basées sur le principe du maximum de pontryagin [11, 12]

qui donne une condition nécessaire d’optimalité, il faut vérifier à priori l’optimalité de

la trajectoire calculée. Ces méthodes ont l’extrême précision numérique, mais elles sont

trés sensibles au choix de la condition initiale. Contrairement aux méthodes directes, les

méthodes indirectes nécéssitent une étude théorique préalable et l’étude des variables

adjointes. Pour ces méthodes la structure des commutations doit être connue à l’avance,

elles sont efficaces en toute dimension.

Méthode de tir simple

Considérons le problème de contrôle optimal suivant :




minJ(t, u) = g(T, x(T )) +
∫ T

0
f 0(t, x(t), u(t))dt

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)),

x(0) = x0 ∈ M0, x(T ) = x1 ∈ M1

p(0) = p0, p(T ) = p1

t ∈ [0, T ] .

(2.6)

Et supposons que le temps final T est fixé.

Le principe du maximum donne une condition nécessaire d’optimalité et affirme que

toute trajectoire optimale est la projection d’une extrémale. Si l’on est capable, à partir

de la condition de maximum, d’exprimer le contrôle extrémal en fonction de (x(t), p(t)),

alors le système extrémal est un système différentiel de la forme ż = F (t, z(t)), où

z(t) = (x(t), p(t)) et les conditions initiale, finale sous la forme R(z(t0), z(T )) = 0.

Finalement on obtient le problème aux valeurs limites suivant :





ż = F (t, z(t)),

R(z(t0), z(T )) = 0
(2.7)

Notons par z(t, z0) la solution du problème de cauchy suivant :

ż = F (t, z(t)), z(t0) = z0
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La fonction de tir est alors définie par :

G(T, z0) = R(z0, z(T, z0)).

Le problème (2.7) aux valeurs limites est alors équivalent à la résolution du système suivant :

G(T, z0) = 0.

Il s’agit de déterminer un zéro de la fonction G. Ceci peut être résolu par la méthode de

Newton.

2.6 Principe du maximum de Pontryagin

Avant d’énoncer le principe du maximum, introduisons certaines définitions et pro-

priétés essentielles.

Définition 2.15. Un contrôle u0(t), t ∈ [0, T ] est dit optimal si u0(.) est extrêmal et

J(u0(t)) < J(u(t)) pour tout contrôle extrémal u(t), t ∈ [0, T ].

Théorème 2.4. [2]Considérons le système

∀ t ∈ I, ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), x(0) = x0

Supposons que le domaine de contraintes noté Ω est compact. Soit T > 0. Le contrôle u

est extrémal sur I=[0,T] si et seulement si il existe une solution non triviale p(t), t ∈ I,

de l’équation ṗ(t) = −p(t)A(t) telle que :

p(t)B(t)u(t) = max
v∈Ω

p(t)B(t)v. (2.8)

pour presque tout t ∈ [0, T ].

Définition 2.16. Le vecteur p(t) ∈ Rn est appelé vecteur adjoint.
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Définition 2.17. Le temps tc auquel le contrôle extémal u(t), t ∈ [0, T ] change de signe

est appelé temps de commutation.

Le théorème qui suit est l’énoncé général du principe du maximum de Pontryaguin.

Théorème 2.5. [14] Considérons le système de contrôle dans Rn :

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), (2.9)

où f : R × Rn × Rm −→ Rn de classe C1, les contrôles sont des applications mesurables

bornées à valeurs dans Ω ⊂ Rm. Soit M0 et M1 deux ensembles de Rn. Notons par U

l’ensemble des contrôles admissibles u dont les trajectoires associées relient un point initial

de M0 à un point final M1 en temps t.

On définit le coût

J(T, u) =

∫ T

0

f o(t, x(t), u(t))dt + g(T, x(T ))

où f : R× Rn × Rm −→ Rn et g : R× Rn −→ R sont de classe C1, x(.) est la solution de

(2.9) associée au contrôle u.

On considère le problème de contrôle optimal suivant : Déterminer une trajectoire reliant

M0 à M1 en minimisant le coût J. Le temps final peut être fixé ou non.

Si le contrôle u ∈ U associé à la trajectoire x(.) est optimal sur [0,T], alors il existe une

application p(.) : [0, T ] −→ Rn absolument continue, appelé vecteur adjoint, et un réel

p0 ≤ 0 tel que le couple (p(.), p0) est non trivial et tels que pour presque tout t ∈ [0, T ] ,

ẋ(t) =
∂H

∂p

(
t, x(t), p(t), p0, u(t)

)
, (2.10)

ṗ(t) = −∂H

∂x
(t, x(t), p(t), p0, u(t)), (2.11)

où H(t, , x, p, p0, u) = p′(t)f(t, x, u)) + p0f 0(t, x, u) est le Hamiltonien du système, et on a

la condition de maximisation presque partout sur [0,T]

H(t, x, p, p0, u(t)) = max
v∈ U

H(t, x(t), p(t), p0, v). (2.12)
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Si de plus M0 et M1 (ou juste l’un des deux ensembles) sont des variétés de Rn ayant des

éspaces tangent en x(0) = x0 ∈ M0 et x(T ) = x1 ∈ M1, alors le vecteur adjoint peut être

construit de maniére à vérifier les conditions de transversalités aux deux extrémités (ou

juste l’une des deux)

p(0) ⊥ Tx(0)M0 (2.13)
(

p(T )− po ∂g

∂x
(T, x(T ))

)
⊥ Tx(T )M1 (2.14)

Remarque 2.4. Si f et f 0 ne dépendent pas du temps t c’est à dire si le système

considéré est autonome, alors l’Hamiltonien H ne dépend pas de t et on a :

∀ t ∈ [0, T ], max
v∈U

H
(
t, x(t), p(t), p0, v

)
= cst

Remarque 2.5. La convention p0 ≤ 0 conduit au principe du maximum. La condition

p0 ≥ 0 conduira au principe du minimum.

Remarque 2.6. L’orsqu’il n’y a pas de contraintes sur le contrôle, la condition de maxi-

mum (2.12) devient ∂H
∂u

= 0.

Définition 2.18. Les conditions (2.13) et (2.14) sont appelées conditions de transversalité

sur le vecteur adjoint.
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Exemples d’applications

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons résoudre dans un premier temps, théoriquement puis

numériquement, un problème d’un mouvement rectiligne d’une fusée, dans ce premier cas,

on a commencé par un exemple simple, on a négligé toutes les forces externes. Par la suite

on a considéré le problème de décollage d’une fusée en négligeant uniquement la résistance

de l’air. Dans ce dernier cas, on a obtenu un problème avec contraintes sur l’état.

Le vol d’une fusée se décompose en deux phases :

– La phase propulsée.

– La phase balistique.

La période s’écoulant de l’instant de la mise à feu à la fin de combustion du propulseur est

appelée la phase propulsée. Elle comprend une partie ou la fusée est guidée par rampe de

lancement et une partie ou la fusée est livrée à elle-même. Après l’extinction du propulseur

commence la phase balistique pendant laquelle la fusée, uniquement soumise à son poids

et à la résistance de l’air, exploite la vitesse acquise pendant la propulsion pour atteindre

son altitude maximale.

Notre objectif dans cette partie est la résolution du problème du temps minimal

pour une fusée à mouvement rectiligne. Au cours de son vol, la fusée est soumise à trois

forces : le poids de la fusée, la poussée du moteur et la résistance de l’air. En négligeant la

résistance de l’air, notons m(t) la masse de l’engin au temps t, u(t) la poussée du moteur,

au temps t, γ l’accélération. Supposons dans le premier cas que le pesanteur g est négligé.

Notons aussi x(t) la vitesse de l’engin au temps t.

Remarque 3.1. La phase propulsée d’une fusée est marquée par la diminution du poids

33
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du à la combustion (flambée) du moteur.

D’où le choix de la masse en fonction du temps t.

�

Fig. 3.1 – Les phases de la fusée

3.2 Rappels sur les lois de la physique(Newton)

Les lois du mouvement de Newton sont les trois principes fondamentaux concernant le

mouvement des corps, on cite dans ce chapitre :

3.2.1 La première loi de Newton

Dans un référentiel Galiléen ; si un corps est au repos ou s’il est en mouvement rectiligne

uniforme, les forces qu’il subit se compensent (la somme des forces égale à zéro)
∑−→

F = 0.

3.2.2 La deuxième loi de Newton

Cette loi est appelée aussi principe fondamental de la dynamique.

Quand une force résultante s’exerce sur un objet, celui-ci est soumis à une accelération qui
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a la même direction que la force :

∑−→
F = m−→γ .

où m : masse d’inertie de l’objet.

Définition 3.1. En physique, un référentiel galiléen, ou inertiel, est un référentiel dans

lequel un objet isolé (sur lequel ne s’exerce aucune force ou sur lequel la résultante des

forces est nulle) est soit immobile, soit en mouvement de translation rectiligne uniforme.

Cela signifie que le principe d’inertie, qui est énoncé dans la première loi de Newton, s’y

applique. �

�

�

�

� �����

�

���������������������������������������������������������������������������

Fig. 3.2 – Application de la loi de Newton sur la fusée

La modélisation mathématique de notre exemple est obtenu en appliquant la deuxiéme

loi de Newton et en négligeant toutes les forces extérieures, on obtient le système ci-dessous :





J(u(t)) =
∫ T

0
dt −→ minu,

ẋ(t) = u(t)

ẏ(t) = u2(t)

|u(t)| ≤ 1, t ∈ [0, T ]

x(0) = 0, y(0) = 0

x(T ) = 2, y(T ) = 2

(3.1)
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où :

x(t) représente la vitesse, y(t) est inversement proportionnelle à la masse de l’engin. Le

contôle u(t) est la poussée et vérifie la contrainte | u(t) |≤ 1.

où A =

(
0 0
0 0

)
, B(u(t)) =

(
u(t)
u2(t)

)
, X0 =

(
x(0)
y(0)

)
.

On remarque que B est un vecteur fonction non linéaire de la commande u(t),

t ∈ [0, T ], le problème (3.1) est un problème de contrôle optimal avec une entrée non

linéaire.

3.2.3 Contrôlabilité

Pour verifer la contrôlabilité du systéme du problème (3.1), considérons la matrice

D =

∫ T

0

e−tA.dB(u(t))dB(u(t))
′
e−tA

′
dt

où

A =

(
0 0
0 0

)
,

B(u(t)) =

(
u(t)
u2(t)

)
,

et de là, on a la dérivé de B(u(t)) :

dB(u(t)) =

(
1

2u(t)

)

la résolvante est donnée par :

e−tA =

(
1 0
0 1

)

la matrice D sera alors égale à :

D =

∫ T

0

(
1 0
0 1

)(
1

2u(t)

)(
1

2u(t)

)′ (
1 0
0 1

)
dt
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Le déterminant de D est égal à : 4T
∫ T

0
u2(t)dt − 4(

∫ T

0
u(t)dt)2, et d’aprés le théorème de

Cauchy Lipschitz on a :

(
∫ T

0
u(t)dt)2 < T

∫ T

0
u2(t)dt =⇒ T

∫ T

0
u2(t)dt − (

∫ T

0
u(t)dt)2 > 0 alors le problème (3.1)

est contrôlable en temps T.

3.2.4 Résolution théorique

Application du Principe du maximum de Pontyagin le Hamiltonien du système

(3.1) précèdent s’écrit :

H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) = p1ẋ + p2ẏ − 1

= p1u(t) + p2u
2(t)− 1

où p1 et p2 sont les composantes du vecteur adjoint, elles vérifient :





ṗ1(t) = − ∂H
∂x(t)

= 0

ṗ2(t) = − ∂H
∂y(t)

= 0
(3.2)

les conditions de transversalité

p1(T ) = ∂g(u(t))
∂x(t)

= k1

p2(T ) = ∂g(u(t))
∂y(t)

= k2

De l’équation (3.2) on obtient :

ṗ1(t) = 0 =⇒ p1(t) = c1 = cst
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ṗ2(t) = 0 =⇒ p2(t) = c2 = cst

Cherchons le contrôle optimal :

∂H
∂u(t)

= 0 ⇐⇒ p1(t) + 2p2(t)u(t) = 0

⇐⇒ 2p2(t)u(t) = −p1(t)

⇐⇒ u(t) = −p1(t)
2p2(t)

∂2H
∂2u(t)

= 2p2(t).

Dans ce cas on doit étudier les deux cas : p2(t) < 0 et p2(t) > 0.

Si p2(t) < 0 :

u(t) =





− p1(t)
2p2(t)

, si− p1(t)
2p2(t)

∈ ]− 1, +1[

+1 , si− p1(t)
2p2(t)

≥ 1

−1 , si − p1(t)
2p2(t)

≤ −1 .

Si p2(t) > 0 :

u(t) =





+1 , si − p1(t)
2p2(t)

≤ −1

−1 , si − p1(t)
2p2(t)

≥ 1

±1 , si − p1(t)
2p2(t)

∈ ]− 1, +1[ (∗)

De (*) on obtient :

p2(t) > 0, si − p1(t)
2p2(t)

∈ ]− 1, +1[ :

u(t) =





+1, si p1(t) > 0

−1, si p1(t) < 0
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De là le contrôle optimal est :

u(t) =





+1, si (p1(t) ≥ −2p2(t)) ou (p1(t) ≥ 2p2(t)) ou (p1(t) > 0 et p2(t) > 0)

−1, si (p1(t) ≤ 2p2(t)) ou (p1(t) ≤ −2p2(t)) ou (p1(t) < 0 et p2(t) > 0)

− p1(t)
2p2(t)

, sinon

Autrement dit :

u(t) ∈
{
−1, +1, −p1(t)

2p2(t)

}

Soit (x1, y1) le point final à atteindre, on distingue les cas suivants :

– 0 < y1 < x1, il existe un seul contrôle optimal constant.

– y1 =| x1 |, il existe un seul contrôle optimal égal à 1 ou -1.

– si y1 > x1, il existe une infinité de contrôles optimaux qui sont des successions

d’arcs ±1.

En effet :

1ercas : Supposons que 0 < y1 < x1 :

x1 = x(T ) =
∫ T

0
u(s)ds =





∫ T

0
ds = T, si u(t) = +1.

∫ T

0
−ds = −T, si u(t) = −1.

∫ T

0
−p1(t)
2p2(t)

ds = −p1(t)
2p2(t)

T, si u(t) = −p1(t)
2p2(t)

.

y1 = y(T ) =
∫ T

0
u(s)2ds =





∫ T

0
ds = T, si u(t) = +1

∫ T

0
ds = T, si u(t) = −1

∫ T

0
(−p1(t)

2p2(t)
)2 ds =

p2
1(t)

4p2
2(t)

T, si u(t) = −p1(t)
2p2(t)

.

C’est à dire :
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y1 < x1 =⇒ T < T : cas impossible (pour u(t) = +1).

y1 < x1 =⇒ T < −T : cas impossible (pour u(t) = −1).

y1 < x1 =⇒ p2
1(t)

4p2
2(t)

T < −p1(t)
2p2(t)

T : cas possible (pour u(t) = −p1(t)
2p2(t)

).

On a donc un seul contrôle optimal constant (singulier car il n’atteint pas les bornes :

u ∈ ]− 1, 1[).

2emecas : Supposons que y1 =| x1 |

x1 = x(T ) =
∫ T

0
u(s)ds =





∫ T

0
ds = T, si u(t) = +1

∫ T

0
−ds = −T, si u(t) = −1

∫ T

0
−p1(t)
2p2(t)

ds = −p1(t)
2p2(t)

T, si u(t) = −p1(t)
2p2(t)

y1 = y(T ) =
∫ T

0
u(s)2ds =





∫ T

0
ds = T, si u(t) = −1

∫ T

0
ds = T, si u(t) = +1

∫ T

0
(−p1(t)

2p2(t)
)2 ds = ( p1(t)

2p2(t)
)2 T, si u(t) = −p1(t)

2p2(t)

C’est à dire :

y1 =| x1 | =⇒ T =| T | : cas possible (pour u(t) = +1).

y1 =| x1 | =⇒ T =| −T | : cas possible (pour u(t) = −1).

y1 =| x1 | =⇒ p2
1(t)

4p2
2(t)

T =| −p1(t)
2p2(t)

T | : cas impossible (pour u(t) = −p1(t)
2p2(t)

).

On a un seul contrôle optimal égal à 1 ou -1.

3emecas : Supposons que y1 > x1 :
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x1 = x(T ) =
∫ T

0
u(s)ds =





∫ T

0
ds = T, si u(t) = +1

∫ T

0
−ds = −T, si u(t) = −1

∫ T

0
−p1(t)
2p2(t)

ds = −p1(t)
2p2(t)

T, si u(t) = −p1(t)
2p2(t)

y1 = y(T ) =
∫ T

0
u(s)2ds =





∫ T

0
ds = T, si u(t) = −1

∫ T

0
ds = T, si u(t) = +1

∫ T

0
(−p1(t)

2p2(t)
)2 ds =

p2
1(t)

4p2
2(t)

T, si u(t) = −p1(t)
2p2(t)

C’est à dire :

y1 > x1 =⇒ T > T : cas impossible (pour u(t) = +1).

y1 > x1 =⇒ T > −T : cas possible (pour u(t) = −1).

y1 > x1 =⇒ p2
1(t)

4p2
2(t)

T > −p1(t)
2p2(t)

T : cas possible (pour u(t) = −p1(t)
2p2(t)

).

On a un une infinité de solutions.

3.2.5 méthode de tir : tir simple

La méthode de tir simple permet de trouver la commande et la trajectoire associée.

Il existe une fonction z(t) = (x(t), p(t)) définie dans U,et les conditions initiales, finales et

les conditions de transversalités, se mettent sous la forme

h(z(t), p(t))

définit toutes les trajectoires optimales, et d’après le principe de maximum on a

u(t) = signe

(
− p1(t)

2p2(t)

)

La connaissance de la fonction de tir permet de considérer que ce problème optimal est

entièrement résolu mathématiquement.

Considérons le cas y1 = |x1|, nous avons le problème suivant :
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ẋ = u(t)

ẏ = u2(t)

ṗ1(t) = 0

ṗ2(t) = 0

x(0) = 0, y(0) = 0

x(T ) = 2, y(T ) = 2

(3.3)

En posant z(t) = (x(t), y(t), p1(t), p2(t)) = (z1(t), z2(t), z3(t), z4(t)) Résoudre le problème

(3.3) est équivalent à chercher un zéro de l’équation G(z)=0. Où G est la fonction de tir

associé à notre problème :

G : R4 −→ R4

z −→ G(z) = z(t, 0)

Où z(t, 0, h) est la solution du système suivant :





ż1(t) = u(t)

ż2(t) = u2(t)

ż3(t) = 0

ż4(t) = 0

z1(0) = 0, z2(0) = 0

On définit la fonction de tir suivante :

G(z) =




z1(tf )− xf

z2(tf )− yf




Voici le programme de la méthode de tir fait sous Matlab :
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f unct i on t i r s i mpl e 
% Mét hode de t i r  s i mpl e,  en ut i l i sant  f sol ve,  pour  l e syst ème 
de cont r ôl e 
%         xdot =u,  ydot =u^2,   | u| <=1.  
% On veut  al l er  de ( 0, 0)  à ( 2, 2)  en t emps mi ni mal .  
  
c l ear  al l  ;  c l f  ;  c l c ;  f or mat  l ong ;  
  
gl obal  x0 ;  x0=[ 0; 0]  ;  
 
P0=[ 1; - 1]  ;  t f =3;  
  
% Cal cul  de P0, t f  
opt i ons=opt i mset ( ' Di spl ay' , ' i t er ' , ' Lar geScal e' , ' of f ' ) ;  
 
[ P0t f , FVAL, EXI TFLAG] =f sol ve( @F, [ P0; t f ] , opt i ons) ;  
  
EXI TFLAG % 1 si  l a mét hode conver ge,  - 1 s i non 
  
% Tr ace de l a t r aj ect oi r e opt i mal e 
opt i ons = odeset ( ' AbsTol ' , 1e- 9, ' Rel Tol ' , 1e- 9)  ;  
 
[ t , z]  = ode45( @sys, [ 0; P0t f ( 3) ] , [ x0; P0t f ( 1) ; P0t f ( 2) ] , opt i ons)  ;  
 
subpl ot ( 321)  ;  pl ot ( t , z( : , 3) )  ;  t i t l e( ' Tr aj ect oi r e P1' )  ;  
 
subpl ot ( 322)  ;  pl ot ( t , z( : , 4) )  ;  t i t l e( ' Tr aj ect oi r e P2' )  ;  
 
subpl ot ( 323)  ;  pl ot ( z( : , 1) , z( : , 2) )  ;  t i t l e( ' Tr aj ect oi r e ' )  ;  
  
i f  ( ( z( 3) >=- 2* z( 4) ) | | ( z( 3) >=2* z( 4) ) | | ( z( 3) >0 && z( 4) >0) )  
 
    z( : , 5) =+1 ;  
el se 
    i f ( ( z( 3) <=2* z( 4) ) | | ( z( 3) <=- 2* z( 4) ) | | ( z( 3) <0 && z( 4) >0) )  
 
        z( : , 5) =- 1;  
    el se 
        z( : , 5) =( - z( 3) / ( 2* z( 4) ) ) ;  
    end 
end 
 
 subpl ot ( 324)  ;  pl ot ( t , z( : , 5) )  ;  t i t l e( ' Cont r ol e u' )  ;  
  
t ( end)    
z( 1, 3)    
z( 1, 4)    
�
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%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
  
f unct i on Xzer o=F( X)     % Déf i ni t i on de l a f onct i on dont  on 
cher che un zér o.  
  
gl obal  x0 ;  
opt i ons = odeset ( ' AbsTol ' , 1e- 9, ' Rel Tol ' , 1e- 9)  ;  
 
[  t , z]  = ode113( @sys, [ 0; X( 3) ] , [ x0; X( 1) ; X( 2) ] , opt i ons)  ;  
 
i f  ( ( z( 3) >=- 2* z( 4) ) | | ( z( 3) >=2* z( 4) ) | | ( z( 3) >0 && z( 4) >0) )  
 
    v=+1 ;  
el se 
    i f ( ( z( 3) <=2* z( 4) ) | | ( z( 3) <=- 2* z( 4) ) | | ( z( 3) <0 && z( 4) >0) )  
 
        v=- 1;  
    el se 
        v=- z( 3) / ( 2* z( 4) ) ;  
    end 
end 
HamEnd = z( end, 3) * v + z( end, 4) * ( v^2) - 1 ;  
 
Xzer o = [  z( end, 1) -  2                  %  on i mpose xf =2 
          z( end, 2) -  2                  %  on i mpose yf =2 
          HamEnd      ]  ;               %  t f  l i br e donc H( t f ) =0  
  
%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
f unct i on zdot =sys( t , z)  
 
i f  ( ( z( 3) >=- 2* z( 4) ) | | ( z( 3) >=2* z( 4) ) | | ( z( 3) >0 && z( 4) >0) )  
 
    u=+1 ;  
el se 
    i f ( ( z( 3) <=2* z( 4) ) | | ( z( 3) <=- 2* z( 4) ) | | ( z( 3) <0 && z( 4) >0) )  
 
        u=- 1;  
    el se 
        u=z( 3) / ( - 2* z( 4) ) ;  
    end 
end 
  
zdot  = [  u  
         u^2 
         0 
         0   ]  ;   % syst ème ext r émal  
�

Fig. 3.3 – La simulation de la méthode de tir sous Matlab
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Fig. 3.4 – Les trajectoires optimales par la méthode de tir

On remarque dans ce cas que le contrôle optimal u(t) est constant. Les deux vecteurs

adjoints sont constants en fonction du temps t.
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Remarque 3.2.

– Si y1 =| x1 |, la méthode de tir converge (exitflag=1), mais pour 0 < y1 < x1 cette

méthode ne converge pas (exitflag=-2) car la trajectoire singuliére a une propriété

de rigidité c’est-à-dire c’est la seule trajectoire joignant ses extémités et donc elle

est optimale indépendamment du critére d’optimisation choisit.De même pour le

troisiéme cas ou y1 > x1 on a la non convergence de la méthode de tir.

– On déduit que la méthode de tir est trés sensible au choix de conditions initiales.

3.2.6 Application de la méthode directe

Voici le programme de la méthode directe fait sous Matlab :
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f unct i on di r ect e 
 %% Di scr ét i sat i on di r ect e ( en ut i l i sant  f mi ncon)  du pr obl ème de t emps mi ni mal  
%%  xdot =u,  ydot =u^2,  | u| <=1,  
%% l e pr obl ème ét ant  de j oi ndr e ( 0, 0)  a ( 2, 2)  en t emps mi ni mal .  
  
c l ear  al l  ;  c l ose al l  ;  c l c  ;  
  
N = 20;  % nombr e de pas de di scr ét i sat i on 
ui ni t  = 2* r and( N, 1) - 1 ;  % i ni t i al i sat i on al éat oi r e du cont r ôl e 
t f i ni t  = 1 ;  x i ni t  = [ ui ni t  ;  t f i ni t ]  ;  % poi nt  de dépar t  pour  f mi ncon 
l b = - ones( N+1, 1)  ;  l b( N+1)  = 0 ;  ub = ones( N+1, 1)  ;  ub( N+1)  = 20 ;  
% cont r ai nt e sur  l e cont r ôl e | u|  <= 1,  et   0 <= t f  <= 20 
  
[ r ep, Fval , ex i t f l ag]  = f mi ncon( @t empsf i nal , x i ni t , [ ] , [ ] , [ ] , [ ] , l b, ub, @cond)  ;  
 
exi t f l ag 
t f  = r ep( end)  ;  x( 1) =0 ;  y( 1)  = 0 ;  
f or  i =1: N 
    x( i +1)  = x( i )  + ( t f / N) * r ep( i ) ;   
 
    y( i +1)  = y( i )  + ( t f / N) * ( r ep( i ) ^2) ;   
end 
%  cal cul  de l a t r aj ect oi r e opt i mal e 
subpl ot ( 321)  ;  pl ot ( l i nspace( 0, t f , N) , x( 1: N) )  ;   t i t l e( ' Tr aj ect oi r e X' )  ;  
 
subpl ot ( 322)  ;  pl ot ( l i nspace( 0, t f , N) , y( 1: N) )  ;   t i t l e( ' Tr aj ect oi r e Y' )  ;   
 
subpl ot ( 323)  ;  pl ot ( l i nspace( 0, t f , N) , x( 1: N) , ' b' , l i nspace( 0, t f , N) , y( 1: N) , ' b' )   
;  t i t l e( ' Tr aj ect oi r e' )  ;  
  
subpl ot ( 324)  ;  pl ot ( l i nspace( 0, t f , N) , r ep( 1: N) )  ;   t i t l e( ' Cont r ol e u' )  ;   
  
%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
 
f unct i on [ c, ceq]  = cond( x)  
N = l engt h( x) - 1 ;  
c  = [ ]  ;                           %% ou bi en c=0 
t f  = x( end)  ;  x f  = 0 ;  y f  = 0;  
f or  i =1: N 
    xf  = xf  +( t f / N) * x( i ) ;           %  cal cul  du poi nt  f i nal  au t emps t f  
 
    yf  = yf  + ( t f / N) * ( x( i ) ^2)  ;     %  avec l a mét hode d' Eul er  expl i c i t e 
end 
 
ceq = [  x f - 2 ; y f - 2]  ;                % on i mpose l a condi t i on f i nal e xf =2,  y f =2 
%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
  
f unct i on val  = t empsf i nal ( x)  
  
val  = x( end)            %  x=[ u; t f ] ,  ou u est  l e di scr ét i se du cont r ôl e,  
                       %            et  t f  est  l e t emps f i nal  
�

Fig. 3.5 – La simulation de la méthode directe sous Matlab

les résultats d’execution sur matlab nous donne les figures suivantes :
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Fig. 3.6 – Les trajectoires optimales par la méthode directes
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Remarque 3.3.

– On comparant les résultats de la méthode directe avec la méthode indirecte, on

déduit que cette dérnière est plus précise.

– On a ϕ(t) = −p1(t)
2p2

, alors il ya commutation si : ϕ(t) = 0 =⇒ p1(t) = 0 et cela pour

t=T.
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3.3 Position du problème

Dans cette section, nous allons modéliser et résoudre théoriquement et numériquement

le décollage d’une fusée, en tenant compte des forces externes, sans la résistance de l’air.

Notons par h(t) l’altitude au temps t. v(t), t ∈ [0, T ], le module de la vitesse, m(t) la

masse de la fusée au temps t, g l’accélération de la pesanteur.

D’après la loi de Newton :

ḣ(t) = v(t) et h(0) = 0. (3.4)

Supposons qu’on a négligé la résistance de l’air.

La somme des forces est égale à la masse multipliée par l’accélération notée γ.

Notons u(t) la poussée de la fusée au temps t.

∑
~F = m(t)~γ

m

u(t)−m(t)g = m(t)γ = mv̇(t)

m

v̇(t) =
u(t)

m(t)
− g, v(0) = 0 (3.5)

A noter que la masse de la fusée au temps t est égale à la masse de la fusée sans carburant

plus la masse du carburant.

A chaque fois que le temps augmente, la masse m(t) diminue et la poussée augmente, donc :

ṁ(t) = −u(t). (3.6)

Le problème considéré dans ce cas est de maximiser l’altitude finale. La fonction objectif

sera donc :

J(u(t)) = h(T ) −→ max
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Ce qui est équivalent à :

J(u(t)) = −h(T ) −→ min.

Le problème de contrôle optimal obtenu de la modélisation est :





J(u(t)) = −h(T ) −→ min

ḣ(t) = v(t), h(0) = 0 (1)

v̇(t) = u(t)
m(t)

− g, v(0) = 0 (2)

ṁ(t) = −u(t), m(0) = m0 (3)

0 ≤ u(t) ≤ M = umax, t ∈ [0, T ] (4)

(3.7)

umax = La poussée maximale.

Notons par m0 la masse de la fusée en absence du carburant et m1 la masse de la fusée au

temps t = 0.

La troisième contrainte du problème (3.7) est sous conditions :

m0 ≤ m(t) ≤ m1, t ∈ [0, T ]

On a donc un problème de contrôle optimal avec contrainte sur l’état.

Quelle est donc la nature du contrôle optimal et la nature des états adjoints ?

3.3.1 Résolution théorique

Soit H l’hamiltonien du système (3.7)

H(t, v(t), p(t), u(t)) = ph(t)v(t) + pv(t)(
u(t)
m(t)

− g) + pm(t)(−u(t))

∂H
∂u(t)

= pv(t)
m(t)

− pm(t)
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Le contrôle est donc bang-bang c’est à dire :

u(t) =





0 si pv(t)
m(t)

− pm(t) < 0

Umax si pv(t)
m(t)

− pm(t) > 0
(3.8)

Lemme 3.1. pv(t)
m(t)

− pm(t) ne s’annule pas dans un sous intervalle de [0,T]

Démonstration

ϕ(t) = pv(t)
m(t)

− pm(t), sa derivée par rapport à t, avec t ∈ [0, T ] est :

ϕ̇(t) = ṗv(t)m(t)−ṁ(t)pv(t)
m2(t)

− ˙pm(t)

= −ph(t)
m(t)

+ u(t)pv(t)
m2(t)

− pv(t)
m2(t)

u(t)

= −ph(t)
m(t)

6= 0.

ph(t), pv(t) et pm(t), t ∈ [0, T ] sont les composantes du vecteur adjoint elles sont telle

que :





ṗh(t) = − ∂H
∂h(t)

= 0 =⇒ ph(t) = c1, ∀ t ∈ [0, T ]

ṗv(t) = − ∂H
∂v(t)

= −ph(t) =⇒ pv(t) = −c1t + c2 ,∀ t ∈ [0, T ]

ṗm(t) = − ∂H
∂m(t)

= pv(t)
m2(t)

u(t)

On remarque que ṗm(t) n’est pas continu en fonction de t( Il dépend de la com-

mande bang-bang).

On a ce cas, car le modéle considéré est un problème de contrôle optimal avec

contrainte sur l’état (le dernier état).
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Les conditions de transversalité

g(T, X(T )) = −h(T )

où X t = (h, v, m).

On a p0 = −1.





ph(T ) = −∂g(T,X(t))
∂h(t)

= 1

pv(T ) = −∂g(T,X(t))
∂v(t)

= 0

pm(T ) = 0

De (3.8), on déduit que la fonction de commutation est :

ϕ(t) = pv(t)
m(t)

− pm(t), sa derivée par rapport à t, avec t ∈ [0, T ] est :

ϕ̇(t) = −ph(t)
m(t)

6= 0.

Au début la poussée u(t) ≥ 0

donc :

pv(t)
m(t)

− pm(t) = ϕ(t) ≥ 0, t ∈ [0, T ].

On a au temps t=T :

ϕ(t) =
pv(t)

m(t)
− pm(t) = 0.

Il y a au plus une commutation au temps t=T, dans ce cas u(t) = umax.

3.3.2 Résolution numérique

On a un problème avec contrainte sur l’état, pour cela on le résoud avec la méthode

directe. A noter que le pesanteur est négligé.
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D’aprés les résultats obtenus (ci dessous), on remarque que la masse diminue en fonction

du temps de 1500 Kg à 800 Kg au bout de t=7,14s. La vitesse augmente en fonction du

temps t pour atteindre une vitesse de 0,62 Km/s et le contrôle est de type bang-bang.

Voici la simulation du programme de la méthode directe fait sous Matlab :

f unct i on di r ect e 

%% Di scr ét i sat i on di r ect e ( en ut i l i sant  f mi ncon)  du pr obl ème d’ hl t i t ude 

maxi mal e 

cl ear al l  ;  c l ose al l  ;  c l c ;  

M=100;  

N = 50;   % nombr e de pas de di scr ét i sat i on 

ui ni t  = 2* r and( N, 1) - 1 ;  % i ni t i al i sat i on al éat oi r e du cont r ôl e 

t f i ni t  = 1 ;  x i ni t  = [ ui ni t  ;  t f i ni t ]  ;  % poi nt  de dépar t  pour  f mi ncon 

l b = zer os( N+1, 1)  ;  l b( N+1)  = 0 ;  ub = M* ones( N+1, 1)  ; ub( N+1)  = 50 ;  

% cont r ai nt e sur  l e cont r ôl e 0<= u <= M,  et   0 <= t f <= 50 

 

[ r ep, Fval , exi t f l ag]  = f mi ncon( @hf i nal , x i ni t , [ ] , [ ] , [ ] , [ ] , l b, ub, @cond)  ;  

exi t f l ag 

t f  = r ep( end) ;  x( 1) =0; y( 1) =0; z( 1) =1500;  

f or  i =1: N- 1 

x( i +1)  = x( i )  + ( t f / N) * y( i )  ;  

y( i +1)  = y( i )  + ( t f / N) * ( ( r ep( i ) / z( i ) ) ) ;   

z( i +1)  = z( i )   + ( t f / N) * ( - r ep( i ) ) ;  

end                            %  cal cul  de l a t r aj ect oi r e opt i mal e 

subpl ot ( 321)  ;  pl ot ( l i nspace( 0, t f , N) , x( 1: N) )  ;   t i t l e( ' Haut eur ' ) ; gr i d ;   

 

subpl ot ( 322)  ;  pl ot ( l i nspace( 0, t f , N) , y( 1: N) )  ;   t i t l e( ' Vi t esse' ) ; gr i d ;  

 

subpl ot ( 323)  ;  pl ot ( l i nspace( 0, t f , N) , z( 1: N) )   ;  t i t l e( ' Masse' ) ; gr i d ;   

 

subpl ot ( 324)  ;  pl ot ( l i nspace( 0, t f , N) , r ep( 1: N) )  ;   t i t l e( ' Cont r ol e u' )  

; gr i d;   

�
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f unct i on [ c, ceq]  = cond( x)  

N = l engt h( x) - 1 ;  

c  = [ ] ;             % ou bi en c=0 
 

t f  =x( end) ;  yf  = 0;  z f  = 1500;  x f  = 0;  

f or  i =1: N- 1 

    xf  = xf  +( t f / N) * yf ;                   %  cal cul  du poi nt  f i nal  au t emps t f  

    yf  = yf  + ( t f / N) * ( ( x( i ) / zf ) )  ;        %  avec l a mét hode d' Eul er  

    zf  = zf  +( t f / N) * ( - x( i ) ) ;                     

end 

ceq = [ zf - 800 ]  ;                         %on i mpose l a condi t i on f i nal e zf =800  
 
x f ( end)  
yf ( end)  
 

%- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -  

 f unct i on val  = hf i nal ( x)  

 val  = x( end)  ;     

 

�

Fig. 3.7 – La simulation de la méthode directe sous Matlab



Chapitre 3.Contrôle optimal d’une fusée 55

�

� � � � �
�

�

�

��	
�	�

� � � � �
�

��

�

��
����

� � � � �
���

����

����

�����

� � � � �
�

��

���

���
�����	

Fig. 3.8 – Les trajectoires optimales par la méthode directe



Conclusion générale

Dans ce travail on a considéré un problème de contrôle optimal avec une entrée non

linéaire. On a modélisé un problème de décollage d’une fusée, en négligeant en premier

lieu toutes les forces externes y compris le pesanteur g et on a considéré la masse de la

fusée égale 1.

Numériquement on a programmé deux méthodes de résolution à savoir la méthode

directe appelée aussi (tir directe), puis la méthode indirecte appelée méthode de tir. On

a remarqué que la méthode indirecte est très sensible au choix du point de départ. On a

résolu théoriquement le problème considéré, on a supposé que le point final est arbitraire

(x1, y1), on a considéré tous les cas possibles de x1, y1.

Par la suite, on a modélisé le même problème en tenant compte de la pesanteur et

surtout de la variation de la masse, ceci nous a conduit à un problème de contrôle optimal

avec contrainte sur l’état final.

Théoriquement le vecteur adjoint résultant est discontinu. Pour cette raison la mise

en œuvre de la méthode indirecte est compliquée.
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