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Notations principales 

fck : résistance caractéristique en compression du béton, mesurée sur cylindre à 28 jours 

fctm : valeur moyenne de la résistance en traction directe du béton 

g : glissement entre l’acier et le béton (g = uc - us)  

g1 : valeur du glissement correspondant au pic de la loi d’adhérence acier–béton du CEB 

g2 : valeur du glissement correspondant à la fin de la plastification de l’adhérence acier–béton  

g3 : valeur du glissement correspondant au début de l’adhérence résiduelle acier–béton  

ga : glissement résiduel (en général) quand l’espacement des fissures passe de (λ > 2lt) à (λ < 

2lt) après  redistribution des efforts 

gaij : glissement résiduel résultant du cas où la longueur d’introduction totale passe de lti  juste 

avant fissuration à ltj juste après fissuration 

gli : glissement cumulé sur la longueur li 

glti : glissement cumulé sur la longueur d’introduction totale lti 

l0 : longueur de la zone perturbée de part et d’autre d’une fissure 

la1 : longueur d’introduction effective à la stabilisation des fissures (ou λ< 2lt) quand g(l0) < g1 

la2 : longueur d’introduction à la stabilisation des fissures (ou λ < 2lt) quand g1 < g(l0) < g2 

la3 : longueur d’introduction à la stabilisation des fissures (ou λ < 2lt) quand g2 < g(l0) < g3 

l1 : longueur d’introduction effective quand le glissement g à la distance l0 reste inférieur à g1 

(avec λ > 2lt) 

l2 : longueur d’introduction comprise entre le glissement g1 et le glissement à la distance l0 

quand celui-ci reste inférieur à g2 (avec λ > 2lt) 

l3 : longueur d’introduction comprise entre le glissement g2 et le glissement à la distance l0 

quand celui-ci reste inférieur à g3 (avec λ > 2lt) 

l4 : longueur d’introduction comprise entre le glissement g3 et le glissement à la distance l0 

quand celui-ci est supérieur à g3 (avec λ > 2lt) 

lg1 : longueur d’introduction effective quand le glissement à la distance l0 de la fissure est égal 

à g1 

lg2 : longueur d’introduction comprise entre le glissement g1 et le glissement à la distance l0 

quand celui-ci est égal à g2 

lg3 : longueur d’introduction comprise entre le glissement g2 et le glissement à la distance l0 

quand celui-ci est égal à g3 

l t : longueur d’introduction totale, en général 
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l t1 : = (l0 + l1), longueur d’introduction totale quand le glissement à la distance l0 de la fissure 

est compris entre 0 et g1 (avec λ > 2lt) 

l t2 : (l0 + lg1 +l2), longueur d’introduction totale quand le glissement à  la distance l0 de la 

fissure est compris entre g1 et g2 (avec λ > 2lt) 

l t3 : (l0 + lg1 +lg2 + l3), longueur d’introduction totale quand le glissement à  la distance l0 de la 

fissure est compris entre g2 et g3 (avec λ > 2lt) 

l t4 : (l0 + lg1 +lg2 + lg3 + l4), longueur d’introduction totale quand le glissement à  la distance l0 

de la fissure est supérieur à g3 (avec λ > 2lt) 

l ta : longueur d’introduction total à la stabilisation des fissures (ou λ < 2lt) en général 

l ta1 : longueur d’introduction total à la stabilisation des fissures (ou λ < 2lt) quand g(l0) < g0 

tj
i l  : longueur ltj ci-dessus (j =1 à 3) correspondant à la fissure i (indice supérieur gauche) 

)ll( :l
ij

1j
gj0tgi ∑

=

=

+= , longueur d’introduction totale quand le glissement à la distance l0 de la 

fissure est égal à gi 

l ir : longueur (notée avec un indice r) relative à l’apparition de la première fissure 

correspondant à la longueur li. 

l tir : longueur d’introduction totale (avec un indice r) relative à l’apparition de la première 

fissure correspondant à la longueur lti. 

n : coefficient d’équivalence n = Es/Ec 

p : périmètre utile total des armatures 

uc, us: respectivement allongement du  béton et allongement de l’acier 

w : ouverture de fissure 

wi : ouverture de fissure à la fissure i 

As, B : respectivement section d’acier tendu et section du tirant 

Ec, Es: respectivement module d’élasticité du béton et module d’élasticité de l’acier 

L : longueur totale du tirant considéré 

L0 : somme des longueurs (l0) des zones perturbées du tirant  

Lh : longueur ou somme des longueurs des zones homogénéisées du tirant (εs(x) = εc(x)) 

Lt : somme des longueurs d’introduction totales (lt) du tirant 

Nt : effort de traction extérieur dont la droite d’action passe par le centre de gravité de la     

section de béton et d’aciers, 

Nr : effort de traction extérieur à l’apparition de la première fissure 

α : exposant de la loi d’adhérence- glissement proposée par le code modèle CEB 1990 
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γ : nombre total de fissures principales dans le tirant 

εe : allongement relatif au seuil élastique de l’acier 

εm: allongement relatif moyen du tirant (ou allongement fictif de l’armature) 

εs : allongement relatif de l’acier 

εsd : allongement relatif de l’acier correspondant à deux fois la contrainte normale σsγ 

εsf : allongement relatif de l’acier au droit de la fissure 

εsfai : allongement relatif fictif de l’acier au droit de la fissure correspondant à la longueur  

         d’introduction totale ltai. 

εsfi : allongement relatif de l’acier au droit de la fissure correspondant au glissement g(l0)=gi 

sf
i ε : allongement relatif de l’acier au droit de la fissure correspondant à la fissure i 

iλsm
ε  : allongement relatif moyen de l’acier à la stabilisation des fissures correspondant à 

l’espacement moyen des fissures iλ   

εsmi (εcmi ) : allongement relatif moyen de l’acier (du béton) sur la longueur d’introduction li   

εsmai (εcmai ) : allongement relatif moyen de l’acier (du béton) sur la longueur d’introduction lai   

εsmti (εcmti ) : allongement relatif moyen de l’acier (du béton) sur la longueur d’introduction 

totale lti   

εsmtai (εcmtai ) : allongement relatif moyen de l’acier (du béton) sur la longueur d’introduction 

totale ltai   

εsr  (εcr ) : allongement relatif de l’acier (du béton) à l’apparition de la première fissure 

εs (εc) : allongement relatif de l’acier (du béton) 

λ (λi): espacement entre deux fissures consécutives supérieur à deux fois la longueur  

d’introduction totale lt (lti) 

λ  : (= 1,7 ltr) espacement moyen, en général, entre deux fissures consécutives à la 

stabilisation des fissures  

iλ  : (= 1,7 ltir) espacement moyen entre deux fissures consécutives à la stabilisation des 

fissures correspondant à ltir 

ρ  : proportion d’acier dans la section de béton 

σc : contrainte normale dans le béton 

σcr : résistance effective à la traction du béton 

σci : résistance à la traction du béton correspondant à la fissure i 

σe : contrainte normale limite d’élasticité de l’acier 

σs : contrainte normale dans l’acier 
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σsγ : contrainte normale de l’acier au droit de la fissure à la dernière fissure γ 

σsf : contrainte normale de l’acier au droit de la fissure 

σsr : contrainte normale de l’acier à l’apparition de la première fissure 

τ : contrainte tangentielle d’adhérence entre l’acier et le béton 

τ1 (= τ2) : contrainte tangentielle maximum d’adhérence  

τ3 : contrainte tangentielle d’adhérence résiduelle 

∆εm (ou ∆ε) : différence entre l’allongement relatif de l’acier au droit de la fissure et       

l’allongement moyen du tirant 
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I N T R O D U C T I O N   G E N E R A L E 

1. Problématique 

Dans les calculs courants du béton armé, on néglige totalement le béton en traction, ce 

qui est généralement suffisant pour l’étude des sections (dimensionnement du ferraillage ou 

vérification des contraintes). Cependant, il existe des problèmes pratiques où il faut tenir 

compte : 

- le calcul de l’ouverture des fissures à l’état limite de service (ELS), qui fait intervenir 

l’espacement des fissures et l’allongement moyen de l’armature entre deux fissures ; 

- le calcul de la rigidité moyenne (associé à la déformation moyenne εm) pour 

l’estimation correcte des déplacements à l’ELS ou à l’ELU (état limite ultime) qui est 

importante dans la redistribution des efforts dans les structures hyperstatiques, dans les effets 

du second ordre en stabilité de forme et dans la réponse dynamique des structures (en 

particulier la réponse sismique – dans ce cas, il faut obligatoirement considérer le domaine 

plastique de l’acier, contrairement à l’ELS).  

Le problème de la contribution du béton tendu entre les fissures dans un tirant en 

béton armé a fait l’objet de nombreuses études depuis longtemps. Elles font appel à deux 

types d’approches : 

- l’intégration de l’équation différentielle qui exprime les conditions d’équilibre et de 

compatibilité des déformations d’un tronçon de tirant compris entre deux sections voisines, en 

utilisant une relation connue (en principe d’origine expérimentale) entre la contrainte 

d’adhérence locale acier/béton et le glissement correspondant, Balazs [BAL93], Chaussin 

[CHA98], Giuriani [GIU82], Yang et al [YAN88a]… ; 

- la solution à partir d’une hypothèse globale de distribution de l’adhérence le long du 

tirant (uniforme ou linéaire…), sans faire intervenir explicitement le glissement, Brice 

[BRI64]. 

On peut distinguer aussi deux types de formulations de la solution du problème : 

-l’addition des contributions de l’armature et du béton, avec une loi de comportement 

moyenne fictive du béton tendu σc(εm), Bélarbi et al [BEL94], Fouré [FOU03], Grelat 

[GRE78], Quast [QUA83], Vecchio et al [VEC86]... Pour une valeur de déformation 

moyenne εm donnée, l’effort de traction s’écrit 

Nt = As Es εm + Ac σc(εm);                                                                                             (1) 
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- l’utilisation d’une loi de comportement moyenne fictive de l’acier, Espion et al 

[ESP85], Kwak et al [KWA02], Saad [SAA04], Saad et al [SAA10], Yankelevsky et al 

[YAN08]…, tenant compte implicitement du béton tendu, sous la forme d’un terme correctif 

∆εm de l’acier seul (« nu ») ; à Nt, ou σs = Nt / As donc εs, donnés 

 εm = εs -  ∆εm(Nt).                                                                                                         (2) 

 Une autre partie du problème est de passer du tirant en traction simple à la poutre en 

flexion simple ou composée. 

Dans la présente étude, la première approche est utilisée pour établir une loi de 

comportement moyenne fictive de l’acier. Les lois de comportement moyennes fictives de 

l’acier pendant la propagation des fissures utilisées jusque là s’expriment par une courbe (σs - 

εm) linéaire ou concave. En réalité, celle-ci peut avoir, selon le pourcentage d’acier et les 

caractéristiques des matériaux (acier et béton), une allure convexe.  

 Les modèles de calcul des ouvertures de fissures utilisés dans les codes et règlements 

sont en général valables dans la phase de stabilisation des fissures. Mais en réalité, un élément 

de structure peut se trouver dans la phase de propagation des fissures. Ces deux phases sont 

étudiées en considérant une variation de la contrainte de traction effective du béton le long du 

tirant. 

 La loi d’adhérence - glissement τ(g) adoptée par le comité européen de béton (CEB-

FIP, 1988), [CEB88], est définie en estimant la valeur maximum d’adhérence τ1, mais en 

fixant une valeur très variable du glissement correspondant g1. Cette valeur (dont le cas où 

elle n’est pas connue a priori) qui influence l’allure de la courbe τ(g), et donc les ouvertures 

de fissures, est déterminée ici en considérant  l’espacement moyen des fissures, le 

pourcentage d’acier et les caractéristiques des matériaux utilisés (béton et acier). 

2. Trois raisons de contrôler la fissuration  

En général les raisons de contrôler la fissuration liée au largueur des ouvertures de 

fissures sont de trois sortes : 

- Corrosion des barres d’armature 

Les règlements, de part le monde, lient l’importance de la corrosion des barres 

d’armature à la fixation de valeurs limites des largeurs des ouvertures de fissures selon le 

mode d’exposition des éléments de structure. 
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Des travaux sur l’influence de la largeur des ouvertures de fissures, Padilla et Robles 

[PAD71], Schiessl [SCH76], Beeby [BEE83], ont montré que si celle-ci ne dépasse pas 0,5 

mm, alors il n’existe guère de relation entre l’importance de la corrosion et l’ouverture des 

fissures. 

Des essais d’exposition de structures fissurées ou non, Schiessl [SCH76], réalisés 

durant plusieurs années, ont prouvé que la vitesse de développement de la corrosion est quasi-

indépendante de la largeur des fissures, et ceci quelles que soient les conditions d’exposition. 

Dans un article de synthèse sur la corrosion des barres d’armature, Beeby [BEE83], 

des recherches ont montré que les largeurs des fissures prés des barres étaient souvent 

beaucoup plus faibles que celles mesurées à la surface du béton.  

-Etanchéité des éléments de structure 

Le problème se pose de deux manières différentes à savoir ; d’une part, l’étanchéité du 

béton supposé non fissuré et, d’autre part, l’étanchéité du béton fissuré. Pour ce dernier cas, la 

question principale est la limite des ouvertures de fissures à ne pas dépasser (selon le liquide à 

retenir). 

Il n’existe pas, a priori, de méthode unanimement reconnue pour déterminer ces 

limites. Le problème est, en effet, complexe et dépend de plusieurs paramètres (la nature du 

liquide, la pression hydrostatique, l’épaisseur de l’élément, la rugosité des lèvres de la 

fissure…). 

En effet, pour calculer le débit des fuites éventuelles à travers la fissure, il faut bien 

connaître la largeur moyenne de la fissure. Seules, les fissures traversantes posent problème. 

Quelques valeurs limites d’ouverture des fissures ont été proposées par Lohmeyer 

[LOH84] en fonction du gradient de pression (rapport entre la hauteur de l’eau et l’épaisseur 

du mur) pour assurer l’étanchéité à l’eau. 

D’autres recherches à ce sujet, Clear [CLE85], Kupfer [KUP85], et des observations in 

situ, pfefferkorn [PFE74], Falkner [FAL83] [FAL84], ont montré que de fines fissures 

traversantes ne dépassant pas 0,1 à 0,2 mm de largeur, ne nuisaient pas l’étanchéité à l’eau des 

structures en béton armé. 

La conclusion est que mêmes si certaines fissures, de largeur très faible (0,1 à 0,2 

mm), laissent passer quelques petits filets d’eau après leur apparition, celles-ci s’auto -
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colmatent après quelques heures ou quelques jours en raison de l’hydratation complémentaire 

du ciment. Aussi, le gonflement du béton en milieu humide diminue la largeur des fissures. 

-Aspect des éléments de structure 

L’apparition de fissures, surtout lorsque leur largeur est très importante, dans les 

éléments de structure inquiète les propriétaires d’ouvrages, les usagers et le public en général. 

L’aspect d’un élément de structure dépend de plusieurs facteurs (surface lisse ou rugueuse, 

conditions d’éclairage, éloignement vis-à-vis de l’observateur, …).  

Les recherches effectuées sur le facteur de perception des défauts par un observateur, 

Padilla [PAD71], et les statistiques effectuées sur les réclamations des usagers dans les 

bâtiments, montrent que les fissures ayant une largeur ne dépassant pas 0,3 mm n’inquiètent 

guère. Le publique devient sensible lorsque les largeurs des fissures sont supérieures à 0,5 

mm. 

Il parait, Harrison [HAR81], Kupfer [KUP85], que du point de vue « aspect », les 

mesures doivent être effectuées selon ; un certain niveau d’exigence, la destination de 

l’ouvrage et l’usage de l’élément considéré. Il semblerait raisonnable de faire coïncider à une 

acuité visuelle normale, le niveau d’exigence le plus sévère. 

Il faut toutefois ajouter, que même dans le cas de petites largeurs de fissures, l’aspect 

dans le temps peut être néfaste à cause des dépôts de salissures dus au léger suintement d’eau 

ou d’humidité. 

3. Contribution de la présente étude 

Au chapitre I, nous présentons quelques aspects de l’état actuel des connaissances sur 

le comportent en traction du matériau « béton seul» ou du matériau « béton armé » et certains 

résultats sur le contrôle de la fissuration des structures en béton armé pour leur aptitude au 

service. L’évolution, à travers le temps, des normes françaises et européennes sur la 

fissuration est rapportée dans ce même chapitre avec quelques commentaires et suggestions. 

En tenant compte de la loi adhérence acier – béton adoptée par le comité européen du 

béton [CEB88], du pourcentage d’acier et des caractéristiques des matériaux, au chapitre II, 

on établit les relations gouvernant les différents paramètres (glissement, adhérence, 

allongement relatif de l’acier, allongement relatif du béton) intervenant dans un « tirant » en 

béton armé. Selon les caractéristiques de cette loi adhérence –glissement, tous les cas 
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possibles, avant et après fissuration, sont étudiés et les expressions des allongements relatifs 

moyens des matériaux (acier et béton) y sont présentées. Le développement détaillé de ces 

formules est montré en annexe A. 

On présente dans le chapitre III, en utilisant les résultats théoriques établis au chapitre 

II, des méthodes de détermination du diagramme fictif de l’acier et l’estimation des 

ouvertures de fissure dans les « tirants » en béton armé. Ce modèle est établi dans le cadre de 

l’approche globale et en considérant les lois de comportement moyennes fictives de l’acier (en 

traction). 

Les relations proposées dans cette présente étude ont été confrontées à des résultats 

obtenus sur des tirants armés avec différents pourcentages d’acier et différentes 

caractéristiques du mélange acier- béton (chapitre IV). Ces relations ont été introduites dans 

un logiciel de calcul non linéaire des sections en améliorant la modélisation. Ce logiciel, dont 

les grandes lignes sont expliquées en annexe B, calcule numériquement les intégrales et alors, 

on peut dans ce cas utiliser des lois σ-ε réelles des différents matériaux. Le comportement en 

flexion simple a été aussi confronté à des résultats expérimentaux. En effet, les poutres 

soumises à une flexion simple, ayant une partie tendue importante, sont plus sensibles à la loi 

adoptée pour le béton tendu, comparées à celles soumises à une flexion composée. Les 

différentes lois utilisées pour la simulation ainsi que les diagrammes fictifs des aciers en 

traction déduits du modèle de cette présente étude y sont présentés. 

 
 Enfin, une conclusion générale termine ce travail où nous présentons les différentes 

remarques et suggestions pour une suite future. 
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CHAPITRE I : ETUDE  BIBLIOGRAPHIQUE 

I.1. Introduction   

Dans ce chapitre, nous présentons quelques aspects de l’état actuel des connaissances 

sur le comportement en traction du matériau « béton seul» ou du matériau « béton armé ». 

Cette recherche bibliographique n’est pas exhaustive, nous avons rapporté certains essais et 

résultats, établis par des chercheurs, qui ont influencé notre étude. 

Pour le béton tendu, les diagrammes ne sont pas les mêmes selon qu’on examine les 

sections en terme de déformations locales qui sont obtenues avec des essais sur des 

éprouvettes en traction uni axiale ou selon des déformations moyennes quand le béton est 

associé avec des armatures (diagramme fictif du béton). 

Nous verrons les modèles pour la vérification en service des structures que sont les 

diagrammes fictifs de l’acier en traction. La considération de l’acier « fictif » dans la 

modélisation est aussi appelée «tension stiffening ». 

Nous relatons des essais normalisés de la RILEM pour mesurer la transmission des 

efforts de la barre d’acier au béton. Certaines lois théoriques et expérimentales de cette 

adhérence acier – béton sont présentées. 

Nous rapportons certains résultats sur le contrôle de la fissuration des structures en 

béton armé pour leur aptitude au service. Des relations donnant les prévisions des 

espacements et des ouvertures des fissures expérimentales et théoriques sont exposées. 

L’ouverture des fissures revêt une certaine importance vis-à-vis de la durabilité et de l’aspect 

des ouvrages. 

A la fin de ce chapitre, nous présentons l’état de l’évolution, à travers le temps, des 

normes françaises et européennes sur la fissuration. Quelques commentaires de Fouré 

[FOU05] sont inclus, et nous ajoutons quelques remarques et suggestions. 

Le travail développé au chapitre II est la contribution de ce mémoire à certaines 

questions soulevées ci-dessus. 
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I.2. Comportement du béton et du béton armé en traction 

I.2.1. Comportement local du béton en traction (Béton seul) 

Les essais effectués par différents chercheurs pour déterminer la résistance à la 

traction du béton, ont montré une certaine dispersion des résultats. Ceci est du au 

comportement relatif fragile du matériau béton et aux modes d’essais. 

Afin d’apprécier, lors d’un essai, le comportement d’un élément soumis à une traction 

direct, il est nécessaire de réaliser l’essai avec asservissement (en déformations contrôlées). 

Avec l’évolution de la technologie (nouvelles machines plus performantes), on ne se contente 

plus de mesure simple de résistance puisque ces appareils nous permettent de déterminer les 

courbes contrainte - déformation (σ-ε ) dans le domaine linéaire jusqu’à atteinte du maximum 

et même au-delà du pic de contrainte. Ce qui permet de mettre en évidence le comportement 

post-pic et la ductilité relative du matériau, jusqu’à rupture totale. 

L’exemple, présenté figure I.1, est le comportement type du béton en traction. Les 

diagrammes obtenus lors des essais, réalisés par Peterson [PET81], montrent l’existence de 

deux phases très distinctes : 

- une branche ascendante (élastique linéaire) rectiligne jusqu’au maximum de résistance, 

- au delà du pic, la courbe décroît progressivement jusqu’à s’annuler pour un déplacement 

nettement supérieur à celui du pic, d’où un comportement assez ductile. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. I.1. Courbes expérimentales du béton en traction selon Peterson [PET81] 
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D’autres essais du même type (figure I.2) ont été réalisés par Hughes et Chapman 

[HUG66].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

D’autres auteurs, Evans et Marathe [EVA68] et Heilmann et al [HEI69], ont réalisés 

des essais de ce genre mais ne couvrent pas tous les paramètres significatifs. Wastiels 

[WAS80] a critiqué ces travaux en s’intéressant aux critères de ruptures et aux lois de 

comportement du béton sous sollicitation instantanée.   

La modélisation de ce genre de courbe est très complexe. Coenen [COE78] a proposé 

une loi bilinéaire simple figure I.3.  

Ce genre de modèle peut comprendre deux cas extrêmes ; les modèles élasto -

plastiques (Ef = 0) et les modèles élasto -fragiles (Ef = -∞). Coenen propose la relation I.1a.  





≤≤−+=
≤=

tutctcttfctt

cttt0t

ε    ε   ε  si             )ε(εEf  σ

εε              si                                εEσ
                                                  (I.1a)       

Avec :         -0,1 E0 ≤  Ef  ≤   -0,3 E0   

Bazant et Oh [BAZ84], avec la même loi bilinéaire, définissent Ef  dans la relation I.1b 

en fonction de E0 et fct (avec unités en psi). 

ct

0
f f57

E70
E

+
−= ,                                                                                                       (I.1b) 

Fig. I.2. Courbes de traction d’éprouvettes en béton selon Hughes et Chapman [HUG66]                
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Une loi théorique (Relation I.2) a été développée par Mazars [MAZ84]. Elle présente 

l’avantage d’ajuster la courbe décroissante avec deux paramètres At et Bt (figure I.4). 

ctm)ε(εB
mt

tctc0t ε   ε si              
e

εA
)A1(εEσ

ctmt
≥







 +−= −                              (I.2) 

avec 0,7 <At  <  1,     en moyenne ; At   = 0,8  

          104 < Bt  < 105,    en moyenne ; Bt  = 2 .104 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Une autre approche est celle de Zhen-Hai et Xiu-Qin [ZHE87]. En prenant certaines 

précautions (la rigidité de la machine d’essai, centrage des éprouvettes), les auteurs présentent 

une loi théorique (relation I.3) décrivant la courbe ascendante et la courbe décroissante avec 

Fig. I.4. Comportement local du béton en traction selon Mazars  [MAZ84] 

ArctgEco 

εt εt εct 

σt 
σt 

σt 

fcti 

o 

Fig. I.3. Loi bilinéaire de comportement uni axial du béton tendu ; d’après Coenen [COE78] 
            

εt εct 
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σt 
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un comportement ductile non négligeable du béton tendu (Figure I.5). Ils proposent les 

relations suivantes. 

( )







≥
+−

=

≤−=

1,xsi
x1xα

x
y

1,xsix0,2x1,2y

β

6

                                                                               (I.3)                              

avec : .f0,312αet        
ε

ε
      x;

f

σ
y       1,7;β

2
t

pt

====  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.2.2. Lois de comportement uni axiales fictives du béton tendu 

Pour approcher correctement le comportement d’une structure (surtout pour les 

courbes charge - flèche), les lois définies au paragraphe I.2 ne sont pas adéquates. 

En effet, plusieurs facteurs rentrent en jeu quand le béton est mélangé à des aciers, à 

savoir ; 

- le diamètre des armatures et leur disposition, 

- la fissuration, 

- le mode de mise en charge, 

- et l’interaction acier- béton, etc.… 

L’ensemble de ces phénomènes physiques et la manière de les modéliser afin 

d’exprimer la participation du béton fissuré à la rigidité de la structure est appelé «tension 

stiffening ». 

  Fig. I.5. Relation )
ε

ε
(f

f

σ

pt

=  de Zhen-Hai et Xiu-Qin [ZHE87] 

 x = ε /εp 
 

 y = σ /ft 
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Pour rendre compte d’une manière plus détaillée du « tension stiffening », Aldsted 

[ALD75] a été parmi les premiers à faire des études par éléments fini, en modélisant la 

contrainte d’adhérence et le glissement entre l’acier et le béton pour les introduire dans des 

éléments de poutres. Mang [MAN81] et Flögl [FLÖ81] ont utilisés ces notions pour les cas de 

structures plans ou spatiales. 

Au début des années 1980, de nombreux essais dans ce domaine ont été entrepris pour 

approfondir les connaissances sur le béton armé du point de vue mécanique de détail, on peut 

citer les travaux de Walraven et Reinhardt [WAL81], Groot et Kusters [GRO81] et Rots et al 

[ROT85]. 

Le «tension stiffening» est un moyen de calcul pour prévoir et résoudre les problèmes 

de convergence comme il est signalé dans les travaux de Coenen [CON78] et Wastiels 

[WAS80]. 

La première loi fictive uni axiale du béton a été attribuée à Scanlon, [SCA71], 

[SCA72], [SCA74] avec décroissance (en dent de scie) discontinue après fissuration (Figure  

I.6).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cette loi a été reprise par Gilbert et Warner [GIL77], [GIL78] avec beaucoup plus de 

« dents » après fissuration (Figure I.7). Il est clair que ces chutes de rigidité sont dues aux 

apparitions successives des  fissures. 

 

  Fig. I.6. Loi de comportement fictive pour le béton tendu  
                 d’après Scanlon  [SCA71] [SCA72] [SCA74] 
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Lin [LIN75] est l’un des premiers auteurs à proposer une réponse décroissante 

continue juste après l’apparition de la fissuration (Figure I.8). 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

La branche décroissante juste après fissuration proposée par Lin n’est pas très 

explicite. Par contre une décroissance linéaire (voir figure I.3 mais ici pour le béton fictif) a 

été proposée et utiliser par Van Greunen [VAN79], Van Greunen et Scordelis [VAN86], 

Hinton et al [HIN87] (avec 10εct ≤ εtu ≤ 25 εct) et Razaqpur et Ghali [RAZ82] (avec  εtu ≥ 10 

εct). 

La chute instantanée de la rigidité, juste après la fissuration a été présentée par Bergan 

et Holland [BER79] et l’ont attribué à Kulicki et Kostem [KUL75]. 

Fig. I.7. Loi de comportement fictive pour le béton tendu  
              d’après  Gilbert et Warner [GIL77], [GIL78] 
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  Fig. I.8. Loi de comportement fictive pour le béton tendu d’après Lin [LIN75]  
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Cette loi présentée à la figure I.9 avec'
ctε = 0,55 εct et εtu = 700 µs a été aussi utilisée 

par Chow [CHO84-1], [CHO84-2.]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gilbert et Warner [GIL77], [GIL78] ont eux aussi établi et généralisé cette 

proposition, avec d’autres valeurs après l’apparition des fissures (Figure I.10).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La formulation de Grelat [GRE78] tient compte d’une répartition linéaire des 

contraintes dont le diagramme est donné à la figure I.11. La contribution du béton s’annule à 

la plastification des aciers. Les relations sont données par (I.4).  

( )
( )













≥=

≤≤
−
−

=
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yit

yict2
cty

2
yi

ctjt

ctiic0t

εεsi0σ

εεεsi
εε

εε
fσ

εεsiεEσ

                                                                   (I.4) 

  Fig. I.9. Loi de comportement fictive pour le béton tendu selon Bergan et Holland [BER79]  
                                  

εt εctu εct ε'ct 
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Fig. I.10. Loi de comportement fictive pour le béton tendu  
                 d’après Gilbert et Warner, [GIL77],[GIL78]. 
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Ec0 : module d’élasticité longitudinale du béton,  

fctj  : résistance du béton à la traction, 

εct  : déformation de traction correspondant à fctj, 

εy   : déformation correspondant à la plastification de l’acier le plus tendu, 

εi    : déformation de la fibre de béton la plus tendue. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La proposition de Quast [QAU80], [QAU81] définit directement les contraintes 

fictives du béton (figure I.12). Il propose l’expression I.5 avec la définition de σt (relation 

I.5a). 

Quast a surtout utilisé cette loi pour prédire des lois moment -courbure expérimentales 

[QAU80]. On remarque qu’on peut avoir une loi linéaire (n=1), une loi parabolique (n=2) et 

jusqu’à une loi rigide (n=infini).  

Espion [ESP86] a repris la même relation I.5 mais en modifiant l’expression de σt 

(relation I.5b), pour tenir compte implicitement du pourcentage d’acier. 

n

a

t

t ε

ε
11

σ

σ








−−=                                                                                                       (I.5) 

où   

selon Quast : 














−
−

=
cty

sy
ctjt

εε

εε
fσ ,                                                                            (I.5a) 

Fig. I.11. Le béton tendu selon Grelat [GRE78] 
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εs              : déformation de l’acier, 

εy              : limite d’élasticité de l’acier, 

n           :coefficient de forme de la courbe (pour  n=2 :diagramme parabole – 

               rectangle), 

selon Espion 

m

cty

sy
ctjt

εε

εε
fσ















−
−

=                                                                            (I.5b) 

Avec : 

1 < m < 2 : dépend du pourcentage d’acier.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Aucune des deux propositions ne tient compte explicitement du pourcentage 

d’acier, de la qualité d’adhérence des armatures. Ces relations paraissent 

insuffisantes pour des éléments faiblement armés. 

Pour le domaine plastique, ces deux lois supposent qu’il n’y a aucune 

contribution du béton tendu. 

Des réponses décroissantes juste après le début de la fissuration, comme le modèle de 

Lin [LIN75], mais tenant compte de différents paramètres (diamètre de la barre, espacement 

des barres, pourcentage d’acier …), sont proposées par plusieurs auteurs. Nous citons 

quelques références ci-dessous. 

Fig. I.12. Le béton tendu selon Quast [QUA80], [QUA81] et  Espion [ESP 86], 
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La relation I.6, proposée d’abord par Careira et Chu [CAR86] pour le béton armé en 

traction suite à leurs travaux sur le béton en compression [CAR85], a été reprise par Prakhya 

et Morley [PRA90] afin de donner des valeurs au coefficient βt. 

tβ

bf
t

bf
t

bt f

ε

ε
1β

ε

ε
β

σ
t









+−

= ,                                                                                           (I.6) 

avec : 
b0

t
bf E

f
ε = . 

Dans cette relation βt peut varier entre 1 (parfaitement plastique) et l’infini 

(parfaitement fragile). Pour le béton armé, βt est fonction du diamètre des barres, de leur 

espacement et de leur pourcentage dans ce mélange. En utilisant les résultats des essais de 

Williams [WIL86], ces derniers auteurs suggèrent un paramètre dépendant de la surface 

d’adhérence des barres par unité de volume du béton qu’on peut ramener à la section droite. 

Toutefois, les auteurs ne donnent pas une expression générale de βt. 

Plusieurs auteurs, juste après fissuration du béton, ont utilisé le type de relation I.7. 

εb1

f a
σ t

bt +
= ,                                                                                                          (I.7) 

avec a et b paramètres.   

En réalisant des essais de traction sur des panneaux en béton armés de treillis soudé, 

Vecchio et Collins [VEC86] ont déduit une loi de comportement moyenne du béton en 

traction ; relation I.7a (a=1 et b=200). 

ε2001

f 
σ t

bt +
=                                                                                                      (I.7a) 

Collins et Mitchell [COL87], suite aux essais réalisés par Kirschner et Collins 

[KIR86], ont établi la relation I.7b avec a = 1 et b = 500. 

ε5001

f 
σ t

bt +
=                                                                                                      (I.7b)                            
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Abrishami et Mitchell [ABR96] ont repris le même type de relation I.7 avec b=500, 

mais en introduisant d’abord deux paramètres α1 et α2 (a = α1α2) dépendant successivement du 

type d’armature et du type de chargement. Le troisième paramètre α3 (a=α1α2α3) a été ensuite 

introduit pour tenir compte des fissures de fendage longitudinal ; relation I.7c 

ε5001

f α α α 
σ t321

bt +
=                                                                                                      (I.7c) 

avec α1 : paramètre d’adhérence ; 

               α1 =1 pour les barres haute adhérence ; 

               α1 = 0,7 pour les barres lisses et les torons adhérents, 

         α2 : paramètre de chargement ; 

               α2 =1 pour un chargement monotone rapide ; 

               α2 =0,7 pour un chargement soutenu ou répété, 

         α3 : paramètre tenant compte des fissures de fendage longitudinal ;   

                lorsque l’enrobage e est insuffisant ; 

                1
Φ

e
0,8α3 −= , limité à   0 ≤ α3 ≤ 1. 

L’effet du « tension stiffening » est annulé pour e ≤  1,25 Φ, alors que 

les essais de Williams [WIL86] montrent que malgré les fissures de fendage 

pour des enrobages de 1,5Φ ou 1,2Φ, σbt  ne s’annule pas. 

Walker et al [WAL97] ont montrés, par des essais, que l’adhérence 

ultime est constante pour un enrobage supérieur à 3Φ (exemple pour une barre 

de 16mm figure I.13 où fbu est l’adhérence ultime et fcum représente la 

résistance à la compression du béton mesurée sur cube.). 

Fouré [FOU02], en considérant que le risque de fendage n’existe pas 

pour un enrobage supérieur à 3Ф, propose la relation I.7d pour la valeur de 

α3, valable pour les barres à haute adhérence (pour tenir compte du risque de 

fendage de barre à barre). 

 1    
Φ

e
 0,2  0,4α min

3 ≤+=                                                                                            (I.7d) 

avec :






=

2

d
 ; emin  e b

min   et  db distance de barre à barre (entre nus des barres). 
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Bentz [BEN05] en comparant les différentes formules du type I.7 (
εb1

f a
σ t

bt +
= ) 

des auteurs précédents selon les éléments testés a conclu, avec a = 1, à l’introduction d’un 

coefficient M (b = 3,6 M) dépendant de l’adhérence des barres ; relation I.7e. 

εM 3,61

f 
σ t

bt +
= ,                                                                                                 (I.7e) 

avec 
∑

=
Φπ

A
M c  où Ac est la section du béton et (ΣπΦ) le périmètre des différentes  

                              barres.                                                                                                   

Avec des essais sur des panneaux armés en deux nappes d’armatures à hautes 

adhérences, Belarbi et Hsu [BEL94], établissent et confirment l’expression  empirique I.8 de 

Tamai et al [TAM87].  

t

0,4

b0

t

bt f
ε

E
f

σ

















=                                                                                                      (I.8) 
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 Fig. I.13. 
(d’après Walker et al [WAL97] 

Proposition de Fouré [FOU02], selon relation I.7d 
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Fields et Bischoff [FIE04] ont réalisé des essais sur des tirants de section 250x250mm 

et mesuré les déformations sur une longueur de 2 m. Ce sont 7 tirants composés de 3 types de 

béton, de résistance à la compression de 41,2, 54,9 et 81 MPa. Quatre tirants sont armés de 4 

barres de 16mm (ρ = 1,3%) et trois autres tirants de 4 barres de 19,5mm (ρ = 2%). La 

contrainte limite élastique de l’acier utilisé  est de 450 MPa.  

Les auteurs proposent la relation I.9a ci-dessous. 

[ ])ε-(ε 800- exp fσ crtbt =                                                                                        (I.9a) 

En utilisant les résultats établis par Gupta et al [GUP90] (en cosinus hyperbolique et 

sinus hyperbolique) et la détermination de fct donnée par le code modèle 90 [CEB93], 

Stramandinoli et La Rovereb [STR08] proposent une expression I.9b similaire à la relation 

I.9a. Ils introduisent un cœfficient α tenant compte du pourcentage d’acier  et du rapport n des 

deux modules d’élasticité ; acier et béton.  

















=

cr
ctbt

ε

ε
 α- exp fσ                                                                                            (I.9b) 

avec α = 0,017 + 0,225 (nρ) -0,106 (nρ)2 + 0,016 (nρ)3 , 

et 
3

2

cc
ct 10

8f
1,4f 







 −
= en MPa. 

Cette expression I.9b parait plus réaliste car elle tient compte, en plus du 

pourcentage d’acier ρ, des valeurs des modules d’élasticité des deux matériaux 

(acier et béton). Toutefois l’allure de la courbe est imposée avec la forme 

exponentielle.   

I.2.3. Diagramme fictif de l’acier - synthèse de quelques lois proposées dans la littérature 

 Le diagramme fictif de l’acier est défini comme étant la relation entre la contrainte 

dans l’acier (rapport entre l’effort normal appliqué et la section d’acier) et la déformation 

moyenne du « tirant » (acier et béton) mesurée sur une assez grande longueur (recouvrant ou 

non des fissures). Ce diagramme est défini par la relation (I.10). 

)
L
∆L(f

s
A
N

σ t
s ==                                                                                                     (I.10) 
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où 

σs : la contrainte dans l’acier, 

Nt : effort de traction extérieur, 

As : section d’acier tendu, 

L  : longueur totale du tirant, 

∆L : allongement total du tirant. 

I.2.3.1. lois avec ∆∆∆∆εεεεm  constant (Figure I.14a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Une loi avec ∆ε  constant, a été proposée par Johnson [JOH51], 

ρE

σk
∆ε

s

cr= ,                                                                                                         (I.11a) 

avec  1/3 ≤  k  ≤  2/3 ;  k= 0,5 en moyenne. 

Palotas [PAL66] a proposé une autre valeur de ∆ε : 

           ∆ε =  0,7 εsr.                                                                           (I.11b) 

Le code européen du béton avait proposé en 1967 [CEB67] et 1973 [CEB73] la valeur 

de ∆ε suivante : 

Fig. I.14a. Loi de comportement avec ∆εm constant 
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ρE

k
∆ε

s

3=                                                                                                               (I.11c) 

avec  k3  ≈ 3 MPa.  

 

Van der Veen [VAN90] et Bruggeling [BRU91], ont augmenté de 20% la contrainte à 

l’apparition de la première fissure. Ensuite, pour simplifier le modèle, un palier est créé à ce 

niveau de contrainte, puis au delà, la contribution du béton tendu est considérée constante 

figure I.14b. La relation I.11d exprime la valeur de ∆ε après la stabilisation des fissures. 

∆ε = 0,61 (εsr – εcr)                                                                                                  (I.11d) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remarques :  

Pour ces propositions de ∆ε constant juste après la valeur de σsr  nous 

remarquons : 

- en utilisant la formule (I.11c) pour un même acier et quelle que soit la 

résistance effective du béton, on obtient la même allure, 

- la relation (I.11b) ne dépend que de εsr et ne tient pas compte directement du 

pourcentage d’acier, ni de la résistance effective à la traction du béton et ni de 

la nature de l’acier, 

Fig. I.14b. Modèle avec ∆εm constant d’après Van der Veen [VAN90] et Bruggeling [BRU91] 
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- la formule (I.11a) tient compte des deux paramètres manquant aux relations 

(I.11b, (I.11c) et (I.11d), mais ∆ε constant n’est pas toujours observé dans les 

résultats expérimentaux. 

Van der Veen [VAN90] et Bruggeling [BRU91], ont augmenté de 20% la 

contrainte à l’apparition de la première fissure pour, peut être, simplifié le 

modèle en faisant fi de la phase de propagation des fissures. 

I.2.3.2. Lois avec variation linéaire ou multilinéaire de ∆∆∆∆εεεε 

Rabich [RAB69] propose une variation linéaire de ∆ε représentée par la droite 

joignant A à B (relation I.12a). Le point B coïncide avec le point de coordonnées (εe,σe) de 

l’acier (Figure I.15). 

( )
cre

crsr
e

εε

εε
εε∆ε

−
−

−=                                                                                              (I.12a) 

Cette loi de Rabich est un modèle géométrique représentant l’observation grossière 

des courbes expérimentales entre A et B avec diminution de ∆ε jusqu’à ∆ε =0, pour une 

contrainte égale à la contrainte limite des aciers. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig. I.15. Loi de comportement fictive du tirant selon Rabich [RAB69] 
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La formule (I.12a), bien que représentant globalement la variation de ∆ε pour 

un certain pourcentage d’acier, ne tient pas compte de l’adhérence résiduelle 

entre l’acier et le béton observée dans les résultats expérimentaux (même 

après la limite élastique des aciers). 

Espion [ESP85] a effectué 13 essais mais en déduisant les valeurs de σcr réelles 

directement sur les corps d’épreuve. Il a remarqué que les fissures se stabilisaient après un 

chargement de 2 fois σsr (σsγ=2σsr). D’après l’auteur, pour des pourcentages supérieurs à 1% 

le point C (figure I.16) de stabilisation des fissures se situe alors entre A et B. Après 

fissuration, la variation (∆εIIa ) est linéaire et ∆εIIb reste constante comme montré par la 

relation I.12b. Pour des pourcentages inférieurs  à 1%, Espion préconise d’utiliser la loi de 

Rabich [RAB69]. 

( ) ( ) ( ) [ ]

[ ] ( )












−≤≤−







+=

−≤≤−
−−

−−=

−
IIbeIIbs

6
IIb

IIbscrsr
s

IIbcrsr
crsrIIa

∆εεε∆ε(c)εsi  10
ρ

3,55
18∆ε

∆ε(c)εεεsiεε
(c)ε

∆εεε
εε∆ε

          (I.12b) 

avec 
s

sr
s E

σ2
(c)ε =  et ρ > 1%. 

Le code modèle 90 (CEB-FIB, 1993), dans sa première proposition, considère 

qu’après l’apparition de la première fissure correspondant au point de coordonnées (σsr ; εcr), 

la stabilisation des fissures intervient au point d’ordonnée σsγ =1,3 σsr et d’abscisse (εsγ – 

0,4∆εγ). La variation de la courbe (σ; ε) du tirant est supposée linéaire entre la première et la 

dernière fissure, au-delà ∆ε est considéré constant. Ces variations sont montrées figure I.16 et 

exprimées par la relation I.12c (diagramme fictif de l’acier). 

( )







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



≤≤−+=
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  εεε       si        εεEσσ

  εεε      si     
εε

εε
σσσ

εε0         si                        ε
ε

σ
σ

BCCssγ

CA
AC

A
srsr

A
cr

sr

                                                       (I.12c) 

où     εA = εcr ;         εC = εsγ –∆ε      et       ∆ε = β (εsr – εcr) ;   

avec β = 0,4 pour une charge instantanée et des barres à haute  adhérence ; 

        β = 0,25 pour une charge de longue durée ou cyclique et des barres à haute  

                      adhérence. 
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La relation (I.12b) tient compte de la valeur de σcr, du pourcentage d’acier et 

de la valeur σsr. Les deux phases (Ia) et (Ib) sont supposées distinctes pour un 

pourcentage d’acier supérieur à 1%. Ce dernier paramètre n’est pas le seul à 

fixer l’allure des courbes. Pour les deux relations I.12b et I.12c, ∆ε est supposé 

constant après le point C ce qui n’est pas toujours le cas. 

I.2.3.3. loi avec variation de ∆∆∆∆εεεε en raison inverse de σσσσs   

Rao [RAO76], en 1976, fut le premier à proposer une loi de variation de ∆ε en raison 

inverse de σs (Figure I.17). 

Le premier modèle de ce type, valable pour les poutres sollicitées en flexion, fut 

étendu au tirant en béton armé par Rostasy et al [ROS76]. Ces derniers proposèrent 

l’expression I.13a.  

( )
ss

2

2
cr

σEρ

nρ1σ
∆ε

+
= .                                                                                                    (I.13a) 

En 1981, Favre et al [FAV81] proposent une loi du même type avec ∆ε tendant vers 

zéro lorsque σs tend vers l’infini (relation I.13b). 

Fig. I.16. Loi de comportement fictive bilinéaire de l’acier selon Espion [ESP 85] 
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sr
s

crsr σ
σ

)εε(
ε∆

−
=                                                                                              (I.13b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cette dernière formule ne prend en compte ni le pourcentage d’acier, ni la 

section de béton tendu. 

Noakowski et Kupfer [NOA81] ont modifié légèrement cette dernière, en proposant 

∆ε variant hyperboliquement avec σs (I.13c). 

s

2
sr

ε

ε
ρ)n(10,6ε∆ −=                                        (I.13c)  

Les auteurs ont supposé que (n.ρ) est petit devant l’unité, Espion [ESP85] propose 

alors la modification par la relation I13d suivante: 

ss

2
sr

σEρ)n(1

σ0,6
ε∆

+
=                                                                                             (I.13d) 

alors que le CEB, en 1985 [CEB85], propose de considérer la formule I13e:   

( )
s

sr
crsr
σ

σ
εε∆ε −= .                                        (I.13e) 

Fig. I.17. Loi de comportement fictive de l’acier selon Rao et Rostasy [RAO76] 
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Une formule empirique (I.13f), déduite de 19 essais de Holmserg et Lindgren, est citée 

dans le bulletin d’information du CEB [CEB73]. 

         ( ) 21crcr2s

cr21s

ββσσβσρρ

σββε
∆ε

+−
=                                                                     (I.13f) 

avec      0,001≤ β1 ≤ 0,002    et     1,0 ≤ β2 ≤1,1 

On peut ajouter la loi de variation de ∆ε en raison inverse de σs proposée par le CEB 

[CEB78] citée au paragraphe I.5. 

Discussions : 

- La relation (I.13a) tient compte directement de beaucoup de paramètres 

influant sur la fissuration du béton, mais la variation de ∆ε est hyperbolique 

quel que soit le pourcentage d’acier. Or ce dernier a une influence directe 

comme le montrent les résultats expérimentaux d’Espion [ESP85].                       

- Les expressions (I.13b) et (I.13e) ne tiennent pas compte directement du 

pourcentage d’acier, alors qu’il est l’un des facteurs les plus influant sur 

l’allure de la courbe. 

- Les formules (I.13c) et (I.13d) sont issues d’un raisonnement théorique sur la 

distribution d’adhérence mais qui n’apparaît pas directement (la valeur de σcr 

n’apparaît pas explicitement). L’allure hyperbolique de la courbe, quel que 

soit le pourcentage d’acier, n’est pas toujours observée. 

- La formulation empirique (I.13f) tient compte de deux facteurs β1 et β2 qui 

doivent être à chaque fois ajustés. 

I.2.3.4. Courbe discontinue de Gilbert et Warner  

Gilbert et Warner [GIL78] ont exprimé la rigidité fictive de l’armature par une courbe 

discontinue après fissuration (Figure I.18). Cette courbe fait apparaître le comportement de 

l’acier (εs) en fonction de la caractéristique du béton (εct). Ce modèle fait participer l’acier au-

delà de sa limite d’élasticité. 

Quand εy < ε7, on remarque que l’allure de la courbe générale est modifiée. 
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 Ici, on ne voit pas apparaître directement le pourcentage d’acier et la valeur 

réelle de σcr. Aussi ce n’est pas évident d’avoir le même comportement quelles 

que soient les caractéristiques du béton. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.2.4. Conclusions 

Pour l’utilisation des lois de comportement en traction du béton pour le béton armé, il 

ressort que les lois fictives sont mieux adaptées. On peut aussi utiliser des lois fictives de 

l’acier en traction. 

Les essais de traction réalisés sur le béton seul s’avèrent très délicats. En effet, 

plusieurs précautions doivent être prises pour représenter fidèlement le diagramme efforts –

déformations. D’un chercheur à un autre, les résultats sont différents car le béton à un 

comportent relatif fragile et les machines utilisées ne sont pas semblables (plus au moins 

rigides) et ne donnent pas les mêmes précisions. 

I 1 2 3 4 5 6 7 

εi / εct 1 1,5 3 5 8 11 14 

Ei / Es 4 2,7 2 1,6 1,15 1,05 ---------
---- 

si  εy < ε7 

Es 

1 

ε 

σ 

ε7 εy ε1 

fy 

E6 

E5 

E4 

E3 

E2 

E1 

 

Es 

1 

ε ε7 εy 

si  εy > ε7 

ε6 ε5 ε3 ε4 ε2 ε1 

σ 

fy 

Fig. I.18. Loi de comportement fictive discontinue selon Gilbert et Warner [GIL78] 
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Pour les modèles de lois fictives du béton, beaucoup d’auteurs utilisent après 

fissuration la loi du type 
εb1

f a
σ t

bt +
=  (relation I.7a). Mais il semble que ce type de relation 

reste valable pour des panneaux en béton armé. 

Ces dernières années, une autre forme de loi fictive pour le béton du type 

(b)] a. exp[- fσ tbt =  est utilisé (relations I.9a et I.9b) où a est une constante positive et b 

fonction de εcr  (allongement relatif du béton à l’apparition de la première fissure). Toutefois, 

cette forme de relation a été justifiée sur des tirants en béton armé de section carré. 

Les modèles proposés et, qui sont présentés dans cette revue bibliographique, 

concernant les lois fictives de l’acier en traction, ne mettent pas clairement en évidence 

l’adhérence acier – béton et les espacements de fissures. 

Malgré les multiples relations existantes, il subsiste toujours des divergences dans les 

lois de comportement. En effet, les premières lois (dont celle de Johnson [JOH51] - relation 

(I.11a), supposent un ∆ε constant après fissuration. Ceci correspond à une adhérence 

résiduelle constante quelque soit l’effort de traction qui reste compris entre σsr et σe. 

La variation linéaire après fissuration  comme celle de Rabich [RAB69] - relation 

I.12a et figure I.15 - après fissuration, entre le point A et le point B (B de coordonnées (εe, σe) 

correspondant à la plastification des aciers) est une représentation grossière de certaines 

courbes expérimentales où le pourcentage relatif de l’acier est élevé. 

Les premiers modèles avec une variation de ∆ε en raison inverse de σs, comme celui 

considéré par Rao [RAO76], valables pour les poutres en flexion, ne sont efficaces que pour 

un intervalle bien défini du pourcentage d’acier. Si ce dernier est relativement faible, l’allure 

de la courbe change considérablement après fissuration. 

Enfin, la variation multilinéaire, comme celle d’Espion [ESP85] – relation I.12b ou du 

Code modèle [CEB93] – relation I.12c déduites de certaines caractéristiques bien définies du 

béton ne peut être étendue à tous les cas pratiques. De plus, pour des pourcentages d’acier 

inférieurs à 1%, Espion adopte plutôt la relation I.12a de Rabich.  

Nous pensons que pour des pourcentages d’acier faibles (≈ ≤ 1 %), beaucoup de 

relations proposées ne représenteraient pas fidèlement le diagramme efforts –déformations 

d’un élément de structure soumis à la traction. 
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I.3. Adhérence acier – béton 

 Il faut noter que cette adhérence entre l’acier et le béton caractérise l’existence du 

«béton armé ». La transmission des efforts, de la barre au béton, a lieu le long de la surface 

latérale de l’armature; «l’adhérence ». Ce phénomène ainsi défini est le rapport de la variation 

par unité de longueur de l’effort axial et le périmètre utile de l’armature. 

I.3.1. Historique, essais normalisés 

Déjà en 1913 (presque un siècle maintenant), Abrams [ABR13] avait procédé à des 

essais d’arrachement de barres enrobées de béton où il avait étudié l’influence de divers 

paramètres intervenant dans la liaison béton - armature. 

Les premières constations, portant sur certains paramètres intervenant dans 

l’adhérence acier - béton, ont été rapportées par Slater en 1920 [SLA20].  

En 1936, en étudiant la partie tendue fissurée d’une poutre fléchie, Salinger [SAL36] a 

mis en évidence le mécanisme de transmission des efforts par adhérence et déduit un 

espacement maximum des fissures (voir § I.4.1]. 

Avant les années 1970 et avec les moyens de l’époque, plusieurs auteurs ont étudié 

l’adhérence acier-béton en faisant varier plusieurs paramètres, on peut citer Menzel [MEN39], 

Watstein [WAT45], Clark [CLA49], Chamberlin [CHA52], Untrauer et Henry [UNT65], Lutz 

et Gergely [LUT67] 

La relation adhérence – glissement entre l’acier et le béton, est généralement obtenue 

par l’essai d’arrachement «  pull -out -test » ou l’essai par flexion « Beam -test »  selon les 

normes de la RILEM [RIL78-1], [RIL78-2]. Ces deux essais sont très utilisés en pratique. 

a)  Essai de traction (pull out test)   

C’est un essai normalisé suivant la RILEM, caractérisé par un bloc de béton cubique 

d’arête égale à dix fois le diamètre de la barre soumise à l’arrachement. Cette barre centrée 

dans le bloc de béton, adhère sur une longueur cinq fois son diamètre. Une assise en 

caoutchouc permet d’éliminer l’effet de frettage (Figure I.19). L’essai est réalisé après 28 

jours. 
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On applique, alors, une force de traction croissante et, on mesure ainsi le déplacement 

relatif entre l’armature et le béton grâce au capteur de déplacement placé au-dessus de 

l’éprouvette. 

La contrainte ultime d’adhérence donnée par la relation I.14, en MPa, est déterminée 

après avoir atteint la force d’arrachement P (en newton).  

e
2u f

30

d

P
0,0637τ =                                                                                                    (I.14) 

avec  

         d : diamètre de la barre en mm, 

         fc : contrainte de rupture par compression du béton, en MPa.   

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b)  Essai de flexion (Beam test) 

Comme le montre la figure I.20, la poutre en béton armé est formée de deux moitiés 

symétriques. Dans chaque partie, l’armature principale de traction n’est adhérente que sur une 

longueur de dix fois son diamètre. Cet essai, aux normes de la RILEM, permet de mesurer le 

glissement relatif acier - béton et de déterminer la force d’arrachement c’est à dire la rupture 

d’adhérence. 

 

 Fig. I.19. Essai de traction (pull out test)       
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Pour ces deux types d’essais, la dispersion des résultats est plus élevée en utilisant 

l’essai de traction, mais celui-ci donne de meilleurs résultats pour des gros diamètres de 

barres. Les courbes de glissement présentent aussi une dispersion pour les deux essais. 

L’interprétation des courbes représentant la force en fonction du glissement (déplacement 

relatif acier-béton), montrent que le phénomène d’adhérence est analogue à un frottement.                                                                      

Albert Caquot a monté que l’effet d’arrachement de la barre provoque la formation de 

bielles obliques comprimées à 45° qui elles-mêmes s’appuient sur des zones de béton plus 

allongées (Figure I.21). 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.3.2. Mécanisme et mesure de l’adhérence en fonction du glissement entre l’acier et le 

béton 

La notion d’adhérence a été initialement définie pour les barres lisses comme étant le 

frottement du béton sur la surface latérale de la barre d’armature ou appelé aussi contrainte 

tangentielle.  

Fig. I.21. Effet d’arrachement et de formation de bielles comprimées selon Caquot 

F 

Barre 

Bielles comprimées 

Fig. I.20. Essai de flexion (Beam test) 
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Cette définition s’applique également aux barres nervurées (haute adhérence), dont les 

différentes phases sont illustrées figure I.22 d’après Eligehaussen et al [ELI83]. La forme 

générale de la courbe d’adhérence peut être obtenue par les essais de la RILEM (§I.5).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Il y a lieu de signaler que la pente de la courbe à sa naissance est relativement (par 

rapport au reste de la courbe) très élevée. En augmentant l’effort d’arrachement de la barre, 

les nervures de la barre d’acier butent sur le béton et commencent à l’écraser. A ce moment 

les premières fissures apparaissent et le glissement à ce stade est relativement faible (point A 

sur la figure I.22). 

Fig. I.22. Mécanisme d’adhérence et schéma de la relation complète              
                 adhérence –glissement d’après Eligehausen et al [ELI83] 
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 Le cisaillement partiel des bielles de béton se traduit par une réduction de la pente 

entre le point A et B. 

Le point C représentant la contrainte d’adhérence maximum est obtenue si le 

confinement est suffisant, puis on atteint ainsi la branche descendante où la contrainte 

résiduelle correspond à la friction le long de la zone de béton cisaillée, comme mentionné par 

Rehm [REH61), Eligehaussen [ELI83] et préciser dans le bulletin N° 151 du CEB [CEB82]. 

Les travaux de Rehm [REH54] et Martin [MAR81], ont montré, dans le cas d’une 

armature nervurée ancrée dans un bloc de béton, que la contrainte à l’interface béton -

armature se décompose en deux parties. La plus importante est la contrainte de butée 

(nervures et petites bielles de béton) et l’autre contrainte est due au frottement sur la partie 

lisse de la barre (figure I.23). 

Rehm [REH54] a ainsi défini l’importance des nervures pour la reprise des efforts en 

remplaçant cette force de butée par une contrainte du type frottement comme dans le cas 

d’une barre lisse. Cette force de butée  est décomposée en une force parallèle et une autre 

perpendiculaire à l’axe de la barre. Cette dernière force est équilibrée par l’anneau de béton 

entourant cette barre.  

Le coefficient d’aire relative d’adhérence fR d’un type de barre donné comme montré 

figure I.23, est défini, d’après Martin et Noakowski [MAR81] par la relation (I.15). 

M

R
R F

F
f

∑

∑
=                                                                                                                 (I.15) 

On peut écrire approximativement que
ner

ner

M

R
R e

h
 

F

F
f ≈

∑

∑
= , 

avec hner : hauteur des nervures, 

        ener : espacement des nervures 

ΣFR : en considérant la section droite (Figure I.23b), c’est  l’aire de l’anneau  définie                     

          par la hauteur des nervures (≈ aner.π.Ф). 

ΣFM : en considérant la figure I.23a, c’est l’aire de la partie lisse de la barre comprise  

          entre deux nervures (≈ ener.π.Ф). 

La résistance d’adhérence en fonction de la surface spécifique des nervures des barres 

a été étudiée par Bony et al [BON75]. 

La valeur du coefficient fR varie de 0,05 à 0,15 pour les barres nervurées et elle est 

prise égale à 0 pour les barres lisses. 
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I.3.3. Facteurs qui influent sur l’adhérence acier - béton  

L’influence des divers paramètres sur l’adhérence acier - béton ne sont pas toujours 

faciles à quantifier. Même avant le chargement, plusieurs éléments contribuent aux conditions 

d’adhérence. Les diverses expériences réalisées par ailleurs font ressortir certains facteurs qui 

améliorent la qualité du phénomène. 

a) Adhérence physico-chimique 

Ce genre d’adhérence a été mise en évidence par Martin [MAR67]. Cet état s’explique par la 

pénétration de la pâte fluide de ciment dans la couche extérieure oxydée des barres : cette 

rouille augmente la rugosité donc l’adhérence. 

b) Engrènement entre le béton durci et les aspérités de la surface de la barre 

Les barres ayant le même coefficient fR, mais différentes hauteurs des nervures, 

donnent la même loi  adhérence -glissement (τ -s) pour des valeurs faibles de glissement 

d’après Sorez et Hölzenbein [SOR79] figure I.24, et le comité européen de béton (bulletin 

d’information 151)[CEB82]. Mais selon ce dernier (CEB), une augmentation de la hauteur 

des nervures, sans changer le facteur fR, risque de créer une rupture par fendage du béton. 

Rehm, [REH61], a montré que les barres à faible hauteur de nervures sont plus 

sensibles à l’effet de position dans l’élément et au tassement du béton que les barres dont les 

hauteurs des nervures sont plus grandes. 

 

Fig.I.23. Définition du coefficient d’aire relative fR d’après Martin et Noakowski [MAR81] 

  a) Vue en long de la barre   b) Section droite de la barre 

 ener 

 ΣFM 

 hner 

 ΣFR 

  Ф 
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Martin et Noakowski, [MAR81] ont montré que pour un glissement donné, la 

contrainte d’adhérence augmente linéairement avec le coefficient d’aire relatif fR figure I.25. 

c) Position de la barre 

La position de la barre dans le coffrage et son inclinaison par rapport à la direction de 

bétonnage, influent sur la valeur de l’adhérence, ainsi que le confinement comme l’a signalé 

Ferguson [FER66]. Martin et Naokowski [MAR81] ont montré que les barres verticales 

adhérent mieux que les barres horizontales figure I.25. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.I.25. Influence du type d’armature (FR différent) sur la relation d’adhérence ;   
                d’après Martin et  Naokowski [MAR81] 

Fig.I.24. Courbes effort -glissement de barres ayant même coefficient fR mais des  
                hauteurs de nervures différents ; d’après  Sorez et Hölzenbein [SOR79]  

 a) Caractéristiques des barres nervurées 
    (G2, G4 et G8)  avec même FR 

b) Allures des courbes effort- glissement  
     des barres  G2, G4 et G8 
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d) Retrait du béton 

 Les contraintes de compression normales à la surface de la barre, créées par le retrait 

du béton, influent sur l’adhérence acier -béton. Celles-ci ont été mesurées par Lutz et Gergely 

[LUT67] et sont de l’ordre de 0,5 MPa pour une déformation de 3.10-4. 

e) Enrobage du béton autour de la barre 

Giuriani [GIU81] avec des essais présentés à la figure I.26 met en évidence l’enrobage 

du béton autour de la barre. 

 

 

 

 

 

 

 

 

f) Influence des armatures transversales 

La figure I.27 montre que les armatures transversales créent des conditions de 

confinement du béton autour de la barre. Ces essais ont été réalisés par Eligenhaussen et al 

[ELI83]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig. I.27. Influence des armatures transversales sur  l’adhérence selon Eligenhausen [ELI83] 
  

Fig. I.26. Adhérence des barres nervurées en fonction de leur enrobage selon Giuriani [GIU81] 
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g) Qualité du béton d’enrobage 

Plusieurs travaux ont visé à déterminer la résistance de la liaison d’adhérence en 

fonction de la résistance du béton, on peut citer Tepfer [TEP79], Kaku et al [KAK92], 

Zhiming et Zhiman [ZHI92] et Vandewalle [VAN92]. 

D’après Rehm [REH61], Martin [MAR73], Noakowski [NOA78] et Martin et 

Noakowski [MAR81], la contrainte d’adhérence pour des faibles valeurs du glissement est 

proportionnelle à la résistance à la compression moyenne du béton fcm. Pour la contrainte de 

rupture d’adhérence τu de cette liaison, il semble quelle soit plutôt fonction de la résistance à 

la traction du béton et peut s’écrire avec une relation du type I.16 en fonction de fcm. 

τu = a.(fcm)b                                                                                                               (I.16) 

où a et b des paramètres de calibrage. 

Lahoud et Allaire [LAH91] ont réalisé des essais pour déterminer expérimentalement 

les relations d’adhérence en fonction de la résistance du béton et de la position des barres 

(Figure I.28). 

On peut remarquer sur ces courbes que pour les bétons dont la résistance est élevée, la 

position de la barre n’a pas beaucoup d’influence sur la courbe adhérence – glissement. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig.I.28. Relations d’adhérence expérimentales en fonction de la résistance du béton  
               d’après Lahoud et Allaire [LAH91]. 
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h) Espacement entre les barres 

Fergusson et al [FER54] ont étudié l’influence des espacements des barres sur 

l’adhérence (figure I.29) en faisant intervenir le rapport b/nФ (n= nombre de barres, Ф = 

diamètre des barres et b = largeur de la bande où sont réparties ces barres). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Remarque : La quantification de tous ces paramètres énumérés de a à h rend complexe la 

détermination de la loi adhérence - glissement. 

 

 

 

 

 

Fig. I.29. Influence des espacements de barres sur  l’adhérence selon Ferguson et al [FER54] 
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I.3.4. Lois expérimentales et théoriques de ττττ - g 

a) Résultats expérimentaux  

Trost et al [TRO80] ont réalisé des essais sur des barres passives dont l’allure des 

courbes est présentée à la figure I.30 où βc est la résistance à la compression du béton mesurée 

sur cube. Les auteurs ont aussi réalisés des essais d’adhérence sur des câbles de précontrainte 

(figure I.31). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Fig. I.31. Allures des différentes courbes en traction alternée sur des  
                  câbles de précontrainte selon Trost et al [TRO80] 
                 

Fig. I.30. Essai d’adhérence des aciers passifs selon Trost et al [TRO80] 
 

b) Barre à haute adhérence φ26,5 mm 
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Avec le corps d’épreuve représenté figure I.32a, composé d’un béton dont la 

contrainte de compression à 28 jours est de 37 MPa et d’une barre à haute adhérence de limite 

d’élasticité 421 MPa, Oh et Kim [OH-07]  ont réalisé l’essai de traction (pull out test). Les 

caractéristiques géométriques de la barre (avec coefficient d’aire relative fR = 0,098) et 

l’allure de la courbe adhérence –glissement obtenue sont présentées respectivement figure 

I.32b et figure I.32c. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b) Lois théoriques ττττ - g 

Tassios et Koreneos [Tas 81] proposent une loi de forme polygonale, valable pour tout 

le domaine de glissement et ce, jusqu’à rupture de l’adhérence. Ce modèle, présenté à la 

figure (I.33), s’applique pour des sollicitations statiques et dynamiques. 

 Fig. I.32. Essai de traction (pull out test) avec une barre H.A d’après  Oh et Kim [OH-07] 
 

 b) Caractéristiques géométriques de la barre 
 

 c) Allure de la courbe adhérence -glissement 
 

 a) Corps d’épreuve  
 

 Béton  
 

 Isolant 
 

 Barre d’acier 
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En ce qui concerne les barres à haute adhérence, Dejean [DEJ83] a proposé une 

relation à partir des résultats expérimentaux (figure I.34). Son expression est sinusoïdale et 

l’adhérence s’annule pour des glissements faibles. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Une loi polygonale plus simple est proposée par Yankelevski [YAN84] [YAN97]. Elle 

s’avère utile pour une modélisation par éléments finis (Figure I.35). Cette loi permet 

d’atteindre la rupture de l’adhérence. Cette loi a été reprise par l’auteur en y apportant des 

modifications sur la courbe ascendante (en la rendant bilinéaire pendant cette phase) 

[YAN08] afin d’approcher l’allure de la courbe proposée par le code modèle 1990 [CEB88]. 

La même allure de la loi τ - g (Figure I.35b) pour les cables de précontrainte a été 

proposée par Rezende-Martins [REZ89]. 

Fig. I.34. Proposition théorique de τ - g selon Dejean [DEJ83] 
                 

Fig. I.33. Proposition théorique de la loi τ -g selon Tassios et Koroneos [TAS 81] 
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Dans le cas où le confinement est suffisant Shima et al. (1987) proposent la relation 

I.17 qui nous donne la courbe de la figure I.36 pour τ ≤  τ1 et où 
_

S  est sans dimensions égal à 

g/Ф ( g est le glissement et Ф le diamètre de la barre). 
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c S40exp1f0,9τ     pour τ ≤  τ1                                                        (I.17) 

 

 

 

 

 

 

La loi adoptée par le comite européen de béton [CEB88] avec une partie curviligne 

parait plus réaliste (Figure I.37), la relation I.18 représente toutes les phases de la courbe 

contrainte d’adhérence –glissement. 

  τ 

  τ1 

g1 o g 

Fig. I.36. Loi τ -  g  proposée  par Shima et al [SHI87] 
 

 Fig. I.35. Allure de τ - g selon Yankelevsky [YAN84], [YAN88] 

o gy g2 g3 g 

τ 

τ1 

τy 

τu 

o g2 g1 g3 g4 

τ1 

τ 

τ2 = τ3 

τ4 

a) Allure de τ - g  proposée en 1984 b) Allure de τ - g  proposée en 2008 
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                                                               (I.18) 

Pour les différentes phases de la relation I.18, le comité européen de béton [CEB88] 

propose les valeurs présentées au tableau I.1 où fck représente la résistance caractéristique en 

compression du béton, mesurée sur cylindre à 28 jours. 

 
Béton non confiné Béton confiné 

Paramètres Bonne 
adhérence 

Autres 
cas 

Bonne 
adhérence 

Autres 
cas 

g1 (mm) 0,25 0,40 1,00 

g2 (mm) 0,35 0,60 3,00 

g3 (mm) 1,00 2,50 Clear rib spacing 

α 0,25  -  0,35 0,40 

τ1 = τmax ckf2,00≈  ckf2,5≈  ckf1,25≈  

τR 0,15 τmax ckf1,00≈  ckf0,50≈  
 

Tab. I.1. Valeurs caractéristiques des paramètres de la loi adhérence- glissement [CEB88] 
 

Les valeurs du glissement g du tableau I.1  proposées par le comité européen 

de béton [CEB88] ne sont pas valables pour tous les cas. Ces valeurs (surtout 

Fig. I.37. Loi τ -  g proposée au C.E.B [CEB88] 

  τ 

  τ1 

g1 o 

  τr 

g2 g3 g 
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de g1) influent considérablement sur le calcul des ouvertures de fissures ainsi 

que l’estimation des  contraintes moyenne de l’acier et du béton. 

Ren et al [REN10], dans un article à paraître en mars 2010, suppose une loi tri- 

linéaire de l’adhérence glissement (figure I.38 et relation I.19) du même type que celle de 

Abrishami et Mitchell [ABR96]. Les valeurs caractéristiques de g1 (correspondant au pic de 

l’adhérence τf) et gf (correspondant à la valeur de contrainte d’adhérence résiduelle τr = k.τf) 

ne sont pas données a priori mais doivent être calibrées par des essais.   
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                                                 (I.19)     

 

Le coefficient k est compris entre 0 et 1. Pour k=0 ou k=1, avec la relation I.19 on 

obtient deux relations bilinéaires mais d’allures différentes. 

Pour calibrer les différents paramètres, les auteurs proposent de déterminer les deux 

points A et B (en observant le changement de pente), correspondant respectivement à g1 et g2, 

sur la courbe de chargement–glissement (figure I.39) de l’essai de traction « pull out test ». 

gf g1 g 

τ 

τf 

τr 

o 

Fig. I.38. Loi tri -linéaire τ -  g  proposée par Ren et al  [REN10] 
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Dans la plupart des éléments en béton armé  soumis à la traction, les premières fissures 

apparaissent alors que la mobilisation totale de l’adhérence n’est pas encore atteinte. La partie 

ascendante de la relation adhérence glissement (τ-s) étant donc importante, nous présentons 

ci-dessous certaines expressions illustrant cette phase et tenant compte des principaux 

paramètres exposés ci-dessus. 

Plusieurs formulations du type (I.20) ont été proposées par Rehm [REH61]. 

.saa.s 
f

τ
0

b

ccm

+=                                                                                                      (I.20) 

où a0, a, b sont des constantes dépendant de chaque type d’armature. 

La  relation (I.20a) équivalente à I.20 a été utilisée par Martin  [MAR73], mais sans le 

terme linéaire. 

0
b

ccm

aa.s 
f

τ += ,                                                                                                     (I.20a) 

où a et b dépendant du type de barres en tenant compte du coefficient d’aire relative fR  

variant de 0,05 à 0,4. 

Pour généraliser cette dernière relation, Martin et  Naokowski [MAR81] ont utilisé la 
formulation I.20b. 

Fig. I.39. Courbe théorique  chargement – glissement d’après Ren et al [REN10] 
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[ ] 30R
ccm

a.a.ff(s) 
f

τ +=                                                                                            (I.20b) 

f(s) : fonction du glissement  

a0   : coefficient tenant compte du frottement avec le béton de la partie de la barre entre  

        deux nervures 

a3   : coefficient tenant compte de la position de la barre lors du bétonnage ; 

        a3 = 1 pour une barre horizontale ; 

        a3 = 2,2 pour une barre verticale chargée dans le sens contraire à celui du  

                     bétonnage. 

Naokowski [NOA78], a déduit, à partir de la relation I.20b et en utilisant les essais de 

Martin [MAR73], la loi adhérence – glissement (τ-s) I.20c pour une barre nervurée ayant le 

coefficient d’aire relative fR = 0,065. Cette formule a été simplifiée afin de faciliter la 

résolution de l’équation différentielle  de l’adhérence. 

b

ccm

0,58.s 
f

τ = ,      s en cm.                                                                                     (I.20c) 

Dans une publication ultérieure sur le calcul des ouvertures des fissures et des 

déformations, Naokowski [NOA88], a repris cette relation mais avec des essais réalisés par 

Janovic [JAN86] où le coefficient d’aire relative fR  des barres est égal à 0,06. Il obtient ainsi 

la formule I.20d. 

b0,66
cmm.sfa.τ =                                                                                                            (I.20d) 

avec  a=0,95 et b=0,12   pour les barres inférieures ;  

         a=0,8 et b=0,20   pour les barres  supérieures ; 

         s en mm. 

Bruggeling [BRU91] a proposé la relation adhérence- glissement I.20e où le 

coefficient d’aire relative fR  des barres est égal à 0,065, valable pour un béton ordinaire. 

b0,66
cmm 4).sf(a.τ +=                                                                                                   (I.20e) 

avec  a=0,38 et b=0,18   pour le cas général ;  

         a=0,32 et b=0,28   pour les barres  supérieures ; 

         fcmm en MPa et s en mm. 
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Pour cette dernière relation, Bruggeling considère que les barres horizontales sont 

dites « supérieures » quand elles sont placées à une distance de 20 cm au moins du fond du 

coffrage ou à une distance inférieure à 20 cm de la face supérieure du béton. 

I.3.5. Conclusions   

Malgré les nombreux essais réalisés, le phénomène d’adhérence acier – béton reste 

encore méconnu et aucune relation (τ - g) n’est satisfaisante. Cette relation dépend, en effet, 

de plusieurs paramètres. 

La considération du comportement moyen parait le moyen le plus adéquat pour 

représenter la loi τ - g en traction alternée. 

Pratiquement tous les essais donne l’allure de la courbe adhérence -glissement 

semblable à celle représentées figure I.32c. 

La phase ascendante de la courbe adhérence –glissement entre l’acier et le béton est la 

partie la plus importante pour estimer les ouvertures de fissures, en utilisant l’équation 

différentielle du second ordre I.27 (§ I.4) surtout pour des pourcentages d’acier élevés. 

 La proposition de l’allure de la courbe adhérence –glissement donnée par le comité 

européen de béton [CEB88] (figure I.37) parait plus réaliste, mais les valeurs du glissement 

pendant les différentes phases de chargement (tableau I.1) ne semblent pas représenter toute la 

réalité. 

Par contre les intervalles de valeurs du glissement de la loi adhérence –glissement 

pour les différentes phases, proposés par  Tassios et Koroneos [TAS 81] (figure I.33), 

paraissent plus justes. 

La proposition de Ren et al [REN10], concernant la détermination les valeurs du 

glissement, entre l’acier et le béton, pendant les différentes phases de chargement nous parait 

plus juste. Cependant l’allure de la courbe (figure I.38) représentant la variation de 

l’adhérence en fonction du glissement est trop simplifiée, surtout pendant la première phase 

de chargement ( 0 ≤ g ≤ g1). 
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I.4. Espacement des fissures – ouverture des fissures  

I.4.1. Espacement des fissures 

En écrivant l’équilibre des forces au voisinage d’une fissure et en supposant une 

variation linéaire de la contrainte d’adhérence (avec τmax au droit de la fissure, figure I.40), 

Salinger [SAL36] a déduit l’expression (I.21) de l’espacement maximum des fissures. 

max

ctm
maxr,

τ

f

ρ

Φ
0,23S =                                                                                                  (I.21) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Après cette première relation I.21, plusieurs auteurs dont Ferry-Borges et Arga e lima 

[FER57], Brice [BRI64], Beeby [BEE72] [BEE78], Schiessl [SCH85], Jaccoud [JAC87-1]… 

se sont inspirés et ont ajouté un terme supplémentaire pour tenir compte de l’enrobage des 

barres d’armature (relation I.22). 

ρ4

Φ

τ

f
K.cS

m

ctm
rm +=                                                                                                  (I.22) 

τm                 : contrainte moyenne d’adhérence sur la longueur d’introduction 

K                  : constante empirique 

Fig.I.40. Mécanisme de transmission des forces par adhérence dans une poutre 
               d’après Saliger [SAL36]. 



Chapitre I                                                                                                 Etude  bibliographique                                                                                                                

 - 50 - 

En 1964, Brice [BRI64] a proposé des relations de calcul d’espacement moyen des 

fissures  utilisées par les règlements français BA60 et CCBA68 (voir § I.5.). 

En 2005, Fouré [FOU05] a suggéré de revenir à la forme d’écriture (de l’espacement 

des fissures) à deux termes (relation I.23a) ; l’un tenant compte de l’enrobage c et l’autre du 

rapport f/ ϖΦ .  

f
m

Φ
β.α.cS

ϖ
+=                                                                                                      (I.23a) 

fϖ  : pourcentage des armatures dans le « tirant ».  

Par une interprétation statistique d’un grand nombre d’essais qui permet d’éliminer 

certains paramètres d’influence secondaires,  Robinson et Morisset [ROB69] proposent (après 

simplification de notre part) l’expression I.23b. 

f
m

Φ
0,117.1,67.cS

ϖ
+=                                                                                          (I.23b) 

Holmberg et Lindgren [HOL72] ont montré, avec de grands élément de béton armé 

soumis à la traction pure en déformation contrôlée, que si la contrainte dans l’acier dépasse de 

moitié la contrainte correspondant à l’apparition de la première fissure, l’espacement moyen 

des fissures se stabilise à la valeur (en mm) donnée par la Relation I.24. 

∑Φ
Φ

+=
2

efc,1
rm

A 
 0,144  55 S

i

                                                                                        (I.24) 

avec Φ1   : diamètre de la barre ayant le plus faible enrobage, 

         Φi    : diamètre de la barre i, 

         Ac,ef :  exemple figure I.41 où c désigne l’enrobage. 

 

 

 
 
 
 
 Fig.I.41. Définition de la section de béton effective Ac,ef ; d’après [HOL72]. 
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Cette définition de la section d’enrobage a été confirmée plus tard en 1985  par König 

[KON85] et Rostasy [ROS85]. Ces auteurs se sont basés sur les amorces de fissures et de la 

mécanique de la rupture. 

Rostasy [ROS85] et Schiessl [SCH85] ont apporté deux manières de définir Ac,ef ; 

selon que l’on considère la non plastification des aciers ou la limitation des ouvertures de 

fissures (figure I.42). Pour la première condition, le béton situé prés des parements est en effet 

affaibli par la présence de nombreuses fissures, c’est donc la section du noyau de béton qui 

est déterminante. Par contre, la section du béton situé dans la zone d’enrobage est 

déterminante pour la limitation des ouvertures de fissures. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

On peut citer la proposition de Menn [MEN81], [MEN84], [MEN86] établie sur des 

observation in situ. Il a montré, relation I.25, qu’on pouvait écrire d’une manière simple et 

pratique la loi définissant l’espacement moyen des fissures (en mm). 

s k.  60  Srm +=                                                                                                           (I.25) 

s : espacement des barres d’armatures en mm 

k : coefficient dépendant du diamètre et de l’enrobage des barres d’armature ( la valeur 

moyenne proposée par Menn est k = 1,3). 

Williams [WIL86], en réalisant des essais sur de grands éléments en béton armé (avec 

armature à haute adhérence) soumis à la traction pure en contrôlant la force, propose la 

relation I.26 pour l’espacement moyen des fissures. 

Fig.I.42 Définition Ac,ef ; d’après Rostasy et Henning [ROS85] et Schiessl [SCH85] 

a) condition de non plastification   
    des aciers 

b) condition de limitation des    
    ouvertures de fissures 
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ρ

Φ
0,84c2,2Srm +=                                                                                                (I.26) 

Avec c : enrobage des barres, 

          Φ : diamètre des barres, 

           ρ = As/Act où As est la section des armatures et Act l’aire de la section totale du  

                                 béton  tendu 

Un modèle rationnel pour la transmission des efforts par adhérence dans un élément en 

béton armé a été présenté, pour la première fois par Rehm [REH57] [REH61]. Il a décrit le 

comportement physique d’adhérence des barres lisses et nervurées (haute adhérence). Il a 

établi un modèle mathématique et obtenu l’équation différentielle  I.27 du second degré du 

glissement s en fonction de la distance x le long du « tirant ». 

( )
(x)s

EΦ

aρn14

dx

s(x)d b

s
2

2 +=                                                                                        (I.27) 

où a et b sont des paramètres du modèle. 

La solution analytique a été déterminée par Martin [MAR73] et Noakowski [NOA78]. 

Cette résolution a permis de déterminer la répartition des contraintes et des déformations dans 

l’acier et le béton au voisinage d’une fissure isolée où l’espacement des fissures est supérieur 

à deux fois la longueur d’introduction Lr.  

D’autres modèles de calcul d’espacement de fissures sont présentés à la sous section 

I.5. 

I.4.2. Ouverture des fissures  

En 1964, les relations de calcul des ouvertures de fissures proposées par Brice [BRI64] 

sont utilisés par les règlements français BA68 et CCBA68 (voir § I.5). 

En 1985, une première solution analytique pour le calcul de l’ouverture moyenne des 

fissures (en phase de stabilisation) a été proposée par Krips [KRI85]. 

Les relations classiques de calcul d’ouverture de fissures utilisent une formulation 

empirique de l’espacement moyen des fissures et de la longueur d’introduction Lr. 

Schiessl [SCH85] définit la longueur d’introduction (en mm) par la relation I.28 avec 

k1 caractérisant la nuance des barres d’acier, k2 dépendant du genre de sollicitation et ρef 

pourcentage effective des armatures. 
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ef
21rmr
ρ

Φ
kk

4

1
50SL +=≈                                                                                      (I.28)  

Cette relation a été adoptée par la commission technique de l’eurocode2 en 1992 

(voir § I.5).  

Jaccoud [JAC87-2], en supposant que l’espacement moyen des fissures est 

sensiblement égal à la longueur d’introduction (I.28) de Schiessl [SCH85], propose la relation 

(I.29) d’ouverture moyenne des fissures. Cette relation reste valable en phase de formation 

des fissures. 

( )cLs2rm εε.L 0,7.  w −= ,                                                                                                            (I.29) 

εs2 : déformation relative de l’armature au droit de la fissure, 

εcL : déformation relative libre du béton au voisinage de la fissure. 

Dans la plus part des modèles de calcul de l’espacement des fissures Sm , les 

relations ne font pas apparaître la résistance en traction du béton. 

En effet le coefficient k1 est un facteur tenant compte de la qualité d’adhérence 

des barres définie par le quotient k1=fctm/τm ; pratiquement constant. 

Un modèle a été développé par Beeby,  [BEE78] [BEE79], en considérant que 

l’ouverture moyenne des fissures est donnée par le produit de l’espacement moyen des 

fissures et de la différence des déformations moyennes de l’acier et du béton sur cette 

longueur ; relation I.30. 

( )cmsmmm εε.S  w −= .                                                                                               (I.30) 

La déformation moyenne de l’acier εsm (relation I.31) est généralement estimée en 

faisant varier la contribution du béton tendu entre les fissures en fonction du niveau de 

chargement. 

 msfsm ∆εεε −= .                                                                                                       (I.31) 

εsf    : allongement relatif de l’acier au droit de la fissure 

            ∆εm : contribution du béton tendu 

Dans ce cas, Beeby a estimé cette contribution du béton tendu ∆εm en se basant sur la 

contrainte de l’acier à l’apparition de la première fissure (au droit de cette fissure). 
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Un autre travail a été effectué par Farra [FAR95] en étudiant l’effet de la résistance du 

béton sur la fissuration principalement sous déformation imposée. Un modèle de calcul 

empirique est ainsi développé quelle que soit la résistance du béton variant de 30 à 100 MPa 

et quelle que soit l’intensité et la nature des sollicitations. 

D’autres formes de la contribution du béton entre les fissures ont été présentées (voir § 

I.2.3), afin de tracer le diagramme fictif de l’acier. 

D’autres modèles de calcul d’ouverture de fissures sont donnés par les codes et 

règlements (§.I.5). 

I.4.3. Conclusions 

Différents auteurs proposent des formules théoriques donnant les espacements de 

fissures en fonction du pourcentage d’acier, du rapport de la section d’acier sur le 

périmètre utile de ces barres, de la nature des barres, de l’enrobage et des espacements des 

barres dans la section droite de l’élément. Ces formules d’expressions différentes figurent 

dans beaucoup de codes et règlements. 

Certains auteurs considèrent que l’espacement moyen des fissures est sensiblement 

égal à la longueur d’introduction Lr, alors que d’autres estiment que la moyenne se situe entre 

Lr et 2.Lr. Cette dernière proposition parait plus juste.  

Concernant l’application de ces relations aux poutres et autres éléments structuraux, la 

définition du « tirant » à considérer n’est pas clairement précisée. 

La définition de ce « tirant » passe par la délimitation de la section effective du béton 

autour des armatures influencée par les efforts de traction. Ceci permet d’évaluer 

correctement le pourcentage d’acier dans cette zone et d’approcher les déformations des 

éléments de structures par des lois fictives adéquates proposées à la sous section I.2.  

Les largeurs des ouvertures des fissures qui sont déterminées à partir des longueurs 

d’espacements des fissures, utilisent les contraintes moyennes de l’acier et du béton entre 

deux fissures consécutives. La détermination de ces contraintes moyennes (de l’acier et du 

béton) doit être estimée correctement afin de mieux évaluer ces ouvertures de fissures. 

Pour les espacements et les ouvertures de fissures, il faut aussi considérer l’effet 

d’échelle. D’après Fouré [FOU02], pour les poutres il faut considérer les petites hauteurs (≈ 

0,30m) et les grandes hauteurs (≈ 1,50m). 
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I.5. Codes et règlements européens sur la fissuration 

Nous reprenons ici en partie le travail effectué par Fouré  [FOU05] en le complétant  

avec quelques corrections et améliorations. 

I.5.1. Règles françaises BA 1960, [RBA61] 

a) Contrainte admissible de l’acier en traction 

Dans ce règlement, on utilise les « contraintes admissibles des matériaux ». Pour les 

aciers, la contrainte admissible en traction aσ est prise égale à deux tiers de la contrainte de 

traction d’élasticité nominale σen. Afin de limiter les préjudices de la fissuration, des 

contraintes limites σ1 et σ2 (en anciennes unités kgf/cm2) pour les aciers ont été introduites.     

A l’annexe C de ce règlement, une théorie simplifiée sur la fissuration, issue des 

travaux de Brice [BRI51] [BRI57] et autres Sayard et al [SAY58], est exposée. La contrainte 

« admissible » de l’acier à utiliser en traction pour le béton armé est définie par la relation 

(I.32). 







= )σ,max(σ,σ

3

2
Minσ 21ena                                                                                 (I.32) 

où
)(10Φ

η
kσ

f

f
1 ϖ

ϖ
+

= et                                                                                         (I.32a) 

       b2 σk
Φ

η
7,5σ =   .                                                                                         (I.32b) 

f
f B

A
100=ϖ   : Pourcentage effectif des aciers : 

A      : section des barres tendues prises en compte à la section d’enrobage ; 

Bf     : aire de la section d’enrobage des aciers tendus, 

Φ      : désigne le diamètre nominal exprimé en mm de la plus grosse des barres 

           tendues de la section d’enrobage, 

η       : coefficient de fissuration dépendant de la qualité d’adhérence entre l’acier  

            et le béton : 

                        - ronds lisses η = 1 ; 

                        - barres HA, la valeur de η fixé par la fiche d’identification de l’acier, 
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bσ      : contrainte de traction de référence du béton exprimée en kgf/cm2, 

k      : grandeur à laquelle en attribue les valeur suivantes : 

                     - k = 1,5 .105 si la fissuration est peu nuisible ; 

                     - k = 105 si la fissuration des zones tendues est préjudiciable ; 

                     - k = 0,5. 105 si l’ouverture des fissures est très préjudiciable. 

La valeur σ2 correspond à la fissuration non systématique (fissures isolées, 

quand fϖ est relativement faible) et σ1 à la fissuration systématique. 

Ces règles simplifiées sont applicables à défaut d’autres justifications, aux armatures 

longitudinales des tirants, poutres rectangulaires et à talon, voiles et coques. 

b) Espacement moyen des fissures (expérimental) 

Lorsque la fissuration est systématique, l’espacement moyen ∆lm (relation I.33) des 

fissures s’écrit : 

)
10

1(
η

3Φ
∆l

f
m ϖ

+= .                                                                                                  (I.33)  

c) Contrainte moyenne de l’armature σfm entre deux fissures consécutives 

La contrainte des armatures au droit de deux fissures successives étant σj, σfm est 

donnée par la relation (I.34).  

f

j
ffm

σ45
σσ

ϖ
−=                                                                                                         (I.34) 

d) Ouverture des fissures 

- Largeur des fissures lorsque la fissuration est systématique 

Lorsque la formation des fissures est systématique, leur largeur moyenne, mesurée au 

centre de gravité des armatures tendues considérées, est donnée par la relation I.35a, 

a

mfm
m E

∆lσ
w = ,                                                                                                         (I.35a) 

où Ea représente le module d’élasticité de l’acier, 
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ou encore avec (I.33), (I.34) et en négligeant la déformation du béton, on peut écrire la 

relation I.35b. 

 )
10

1(
ηE

3Φ
)

σ45
σ(w

faf

j
fm ϖϖ

+−= .                                                                          (I.35b) 

En exprimant σf, σj et Ea avec les mémes unités, wm a la même unité que Φ. 

- Largeur des fissures lorsque la fissuration n’est pas systématique 

Lorsque la formation des fissures n’est pas systématique, on admet σfm = 0,5 σf et : 

a

fm
m E

σ
 ∆l 2w = , 

∆l étant la longueur d’ancrage : 

d

f

τ

σ

4

Φ
∆l = , 

τd étant la contrainte d’adhérence : 

 
f

j
d 10

ησ15
τ

ϖ+
= , 

l’ouverture moyenne de la fissure s’écrit alors (relation I.36): 

aj

2
ff

m Eησ60

)(σ)(10Φ
w

ϖ+
= .                                                                                         (I.36) 

On remarque que la valeur de τd est, indirectement (parfϖ ), fonction de 

l’enrobage. 

Il n’est pas fait de référence explicite à des valeurs limites d’ouverture des 

fissures. En négligeant le terme (45 σj / fϖ ) et en posant σf = σ1 (fissuration 

systématique), on obtient avec la relation I.35b ; wm = 3 k/Ea soit : 

-- k = 1,5 .105 (fissuration  peu nuisible), wm ≈ 0,22 mm 

-- k = 105 (fissuration  préjudiciable), wm ≈ 0,15 mm 

-- k = 0,5.105 (fissuration très préjudiciable), wm ≈ 0,07 mm 
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I.5.2. Règles françaises CCBA 68 [RBA68] 

Concernant la fissuration, on retrouve à peu prés les mêmes types de formules que les 

Règles BA60 avec quelques modifications. Les contraintes sont toutes exprimées en bars et 

fϖ est pris égal à 
fB

A
 au lieu de 

fB

A
100  dans les règles BA 60 et le module de l’acier Ea = 

2.106 bars. 

Les relations (I.32), (I.33), (I.34) et (I.35b) s’écrivent successivement (I.38), (I.39), 

(I.40) et (I.41). 

    






= )σ,max(σ,σ

3

2
Minσ 21ena                                                                             (I.38) 

       où
)10(1Φ

η
kσ

f

f
1 ϖ

ϖ
+

= et                                                                                   (I.38a) 

            b2 σk
Φ

η
2,4σ = ,                                                                                        (I.38b) 

       avec ici :  

       
f

f B

A=ϖ , 

        k    : une grandeur exprimée en bars - millimètres :  

              - k = 1,5 .106 si la fissuration est peu nuisible ; 

              - k = 106 si la fissuration des zones tendues est préjudiciable ; 

              - k = 0,5. 106 si l’ouverture des fissures est très préjudiciable.  

)
10

1
1(

η

3Φ
∆l

f
m ϖ

+=                                                                                               (I.39) 

f

j
ffm

σ0,45
σσ

ϖ
−=                                                                                                    (I.40) 

)
10

1
1(

ηE

3Φ
)

σ0,45
σ(w

faf

j
fm ϖϖ

+−=                                                                      (I.41) 

La largeur maximale d’ouverture des fissures peut être prise égale à : 
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 f
f

f
6max σ

101

η

Φ

5.10

1
w 







 +
=

ϖ
ϖ

                                                                           (I.41a) 

Avec le même raisonnement que précédemment, on trouve en fissuration 

systématique,  wmax = k / 5.106 soit : 

-- k = 1,5 .106 (fissuration  peu nuisible)       : wmax ≈ 0,3 mm ; 

-- k = 106 (fissuration  préjudiciable)            : wmax ≈ 0,2 mm ; 

-- k = 0,5.106 (fissuration très préjudiciable) : wmax ≈ 0,1 mm, 

on a ainsi wmax ≈ 1,4 wm. 

I.5.3. Règles françaises BAEL 80 [RBA80] 

Dans ces règles, il n’est plus fait mention du calcul des ouvertures de fissures, mais on 

y retrouve le même type de raisonnement que les règles BA 1960 et CCBA 68 pour limiter la 

contrainte des aciers en traction. 

a) Cas où la fissuration est peu nuisible 

Ce cas concerne les locaux couverts et clos sans condensation (aussi il n’est pas fait 

objet de conditions spécifiques d’ouverture des fissures). Aucune vérification n’est demandée 

pour les armatures en dehors de la condition de non fragilité. 

b) Cas où la fissuration est préjudiciable 

Ici l’élément est considéré exposé aux intempéries, ou à des condensations, ou peut 

être alternativement noyé ou émergé en eau douce. La contrainte de traction des armatures 

tendues σs est limitée à la valeur donnée par la relation (I.42a). 







= η150 ;f

3

2
Minσs e                                                                                         (I.42a) 

fe : contrainte limite élastique de l’acier   

D’autres conditions sont ajoutées pour limiter les ouvertures de fissures :  

- le diamètre des armatures est au moins égal à 6 mm (Φ ≥ 6 mm), 

- pour les poutres hautes, on doit disposer des armatures de peau le long de chaque   

               parement avec au moins 3 cm2 par mètre de longueur de parement,  

- les barres tendues de diamètre supérieur à 20 mm doivent  être espacées au plus de                         
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  quatre fois le diamètre, 

- pour les voiles et les dalles dont l’épaisseur totale h est inférieure à 40 cm, la distance  

   s entre axes des armatures ne doit pas dépasser smax = min  {25 cm ; 2 h}. 

c) Cas où la fissuration est très préjudiciable 

Dans ce cas l’élément est exposé à un milieu agressif (eau de mer, embruns, 

brouillards salins, eau très pure, sol corrosif), ou doit assurer une étanchéité. La contrainte de 

traction des armatures tendues σs est limitée à la valeur donnée par la relation (I.42b). 







= η110 ;f

2

1
Minσs e ,                                                                                       (I.42b) 

avec les conditions ci-dessous : 

- Φ ≥ 8 mm, 

- armatures de peau de 5 cm2/m de longueur de parement, 

- smax ≤ 3Φ pour Φ ≥ 20 mm 

- pour les voiles et les dalles dont l’épaisseur totale h est inférieure à 40 cm, la distance  

   s entre axes des armatures ne doit pas dépasser : 

 smax = min  {20 cm ; 1,5 h}. 

I.5.4. Règles françaises BAEL 83 [RBA83] 

Ces règles sont une mise à jour des règles BAEL 80. 

Pour la fissuration préjudiciable, les prescriptions pour les armatures de peau (3cm2/m 

de parement) et les écartements de barres de diamètre Φ ≥ 20 mm ne sont pas mentionnés. 

Toutefois, ces recommandations sont reprises dans le chapitre « Dispositions constructives ». 

I.5.5. Règles françaises BAEL 91 [RBA91] 

Dans ces règles, les classes de « fissurations peu préjudiciables », « fissurations 

préjudiciables » ou « fissurations très préjudiciables » ne sont plus directement définies mais 

déterminées par des documents spécifiques.  

Les valeurs limites dépendant du coefficient η ont été remplacées par les expressions 

du type tjfηk . 

La contrainte des aciers en traction est limitée aux valeurs : 
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- cas où la fissuration est peu préjudiciable : pas de limitation ;  

Implicitement on a donc  σs ≤ fe. 

- Cas où la fissuration est préjudiciable :  







= tjes fη110 ;f

3

2
Minσ  ;                                                                               (I.43a) 

- Cas où la fissuration est très préjudiciable :  

{ }tjes fη90 ;f 0,5Minσ = .                                                                                  (I.43b) 

Les autres prescriptions pour le diamètre Φ des barres, l’espacement s des barres et les 

armatures de peau sont les mêmes que les règles BAEL 83. 

I.5.6. Règles françaises BAEL 91- modificatif de 1999 [RBA99] 

Il a été repris dans ces règles, la définition des trois cas de fissuration qui figure dans 

la version des règles BAEL 83. 

La contrainte des aciers en traction est limitée aux valeurs : 

- cas où la fissuration est peu préjudiciable : pas de limitation.  

Implicitement on a donc  σs ≤ fe. 

- Cas où la fissuration est préjudiciable :  

σs = ξ, avec : ( )




= tjee fη110;f0,5max;f
3

2
Minξ .                                           (I.44a) 

- Cas où la fissuration est très préjudiciable :  

 ξ . 0,8 σs = .                                                                                                            (I.44b) 

Exemple : armatures HA (η =1,6 ; fe = 500 MPa), béton fcj =25  MPa, 

 ftj =2,1 MPa : contraintes (en MPa) à utiliser pour l’acier en traction( tableau 

I.2): 
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Cas de fissuration BAEL 83 BAEL 91 BAEL 99 

Fissuration  préjudiciable 240 201 250 

Fissuration très  préjudiciable 176 165 200 

Tab. I.2. Comparaison des  contraintes limites (en MPa)  des aciers en traction 

Dans cet exemple, avec un béton ordinaire, on remarque que le BAEL 91 est 

plus sévère et le BAEL 99 revient à des contraintes plus élevées (même plus 

que le BAEL 83). 

Pour le BAEL 83, la contrainte limite des aciers à utiliser en traction ne 

dépendait que de la nature des aciers. Avec les règlements BAEL 91 et BAEL 

99, cette contrainte dépend aussi de la nature du béton. 

I.5.7. Code modèle CEB-FIP 1978 [CEB78] 

Dans ce code, il est fait mention du calcul des espacements des fissures, des ouvertures 

de fissures et de la contrainte moyenne des armatures tendues. 

Ce code modèle, exige certaines conditions pour le calcul des ouvertures de fissure :                  

- un enrobage minimum c,  

- sensibilité à la corrosion, 

- conditions d’ambiance, 

- combinaison d’action. 

Pour les formules de calcul, il faut : 

- un enrobage minimum de 10 mm, 

- armature minimale de non fragilité, 

- distance entre les barres supérieures au plus gros diamètre ou à 20 mm, 

- distribution sensiblement uniforme des barres dans la section d’enrobage. 

a) Ouverture des fissures 

La valeur caractéristique wk est égale à 1,7 wm. 

Valeur moyenne wm : 

smrmm .εs w = .                                                                                                         (I.45a) 

srm : espacement moyen des fissures 

εsm : allongement moyen de l’armature 
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b) Espacement moyen des fissures 

 
f

21m
ρ

Φ
kks)0,1(c2s ++=                                                                                   (I.45b) 

  
efc,

s
f A

A
ρ =   : ratio d’armatures de la section d’enrobage, 

As                 : aire de l’armature contenue dans la section d’enrobage Ac,ef ,  

Ac,ef = bf.hf     : aire efficace du béton, où les armatures peuvent influencer  

                       l’ouverture des fissures (figure I.43 extraite du CEB-FIP 1978  

                        [CEB78]). 

 

 

            

 

 

 

 

 

 

           

 

 

 

 

 

Les « tirants individuels» sont limités par le contour de la section totale et les distances 

7,5 Φ à partir de l’axe de l’armature, dans les deux directions (selon bi et hi). Les largeurs et 

hauteurs efficaces sont égales à : 

bef  = Σ bi    ,    hef  = Σ hi.     

Dans les cas des dalles, hef est borné supérieurement à (h - xi) / 2 ; h étant l’épaisseur 

totale de la dalle (xi n’est pas précisé mais on peut supposer que c’est la hauteur comprimée). 

Φ : diamètre des barres, 

Fig. I.43. Définition de la section d’enrobage Ac,ef selon CEB-FIP 1978 [CEB78] 
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c  : enrobage des aciers, 

s   : espacement des barres avec un maximum de 15 Φ, 

k1 : coefficient d’adhérence des armatures, 

      - k1 = 0,4 pour les barres HA, 

      - k1 = 0,6 pour les fils de précontrainte nervurés (d’après le Bulletin d’information  

                      N° 158-E du CEB [CEB85]), 

       - k1 = 0,8 pour les barres lisses (et les fils de précontraintes crantés ou  

                       ondulés (d’après le Bulletin d’information N° 158-E du CEB  

                        [CEB85]) ; 

k2 : coefficient qui tient compte du gradient des déformations longitudinales dans la    

       section, en fonction des déformations calculées en section fissurée, 

       - k2 = 0,125 en flexion, 

       - k2 = 0,25   en traction pure, 

       - )
ε

ε
(10,125k

1

2
2 += en traction excentrée ou pour un zone de l’âme d’une poutre. 

Pour cette relation (I.45b), on peut apporter les remarques suivantes : 

- les valeurs de ε1  et ε2 ne sont pas clairement définies , 

- le cas de diamètre différent n’est pas envisagé, 

- on doit normalement considérer la distance entre nu des barres, 

- en flexion composée, il n’est pas précisé le cas de la flexion avec 

compression. 

c) Allongement moyen de l’armature 

Le code modèle CEB-FIP 1978 [CEB78] donne pour l’allongement moyen de 

l’armature ; la relation (I.45c). L’effet de la contribution du béton tendu est représenté Figure 

I.44.  
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
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


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


−=                                                                 (I.45c) 

( )
ss

2
sr

21sms
σE

σ
ββεε∆ε =−=                                                                                    (I.45d) 

 σs   : contrainte maximale de l’armature au droit de la fissure ; 

 Es   : module d’élasticité de l’acier ; 
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 σsr   : contrainte dans l’armature, en section fissurée, sous sollicitation de fissuration  

            qui correspond à l’atteinte de la résistance à la traction moyenne du béton ftm  

            dans la section non fissurée ; 

 β1   : = 1 / (2,5.k1), coefficient caractérisant la qualité d’adhérence des barres ; 

 β2   : coefficient  représentant l’influence de la durée d’application et de la répétition  

           des charges, 

           β2 = 1 au premier chargement, 

           β2 = 0,5 pour des charges de longue durée ou un grand nombre de cycles de  

                         chargement. 

Les expressions (I.45a), (I.45b) et (I.45c) sont applicables aussi bien avant qu’après la 

stabilisation des fissures. 

Il n’est pas évident que l’on ait les mêmes formulations pendant la phase de 

formation des fissures et la phase de stabilisation des fissures. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

d) Manuel CEB – Bulletin d’information n° 158-E [CEB84] 

Dans ce manuel, un complément est apporté pour tenir compte de la déformation 

moyenne du béton entre les fissures, alors que celle-ci a été négligée dans la relation (I.45c). 

Cette déformation du béton est donnée par la relation (I.46a). 

ci

tm

s

sr
21cm E

f

σ

σ
ββε =                                                                                                  (I.46a) 

où Eci est le module d’élasticité instantané du béton. 

Fig. I.44. Effet de la contribution du béton tendu selon CEB-FIP 78 [CEB78] 
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Si ce terme est négligé, alors le calcul de l’ouverture moyenne des fissures par 

l’expression (I.45a) est correct, sinon, il est plus juste d’utiliser la relation (I.46b). 

)ε(ε s  w cmsmrmm −=                                                                                                                (I.46b) 

Dans ce cas, les contraintes σsm et σs de l’armature sont reliées par la relation (I.46c). 

( )
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
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


−−=
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2
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21ssm
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f

E

E

σ

σ
ββσσ                                                                     (I.46c) 

Si la fissuration est due à des déformations imposées, on prend pour l’ouverture 

caractéristique wm = 1,3 wm (au lieu de 1,7 wm pour les charges imposées). 

Pour une poutre fléchie à membrure tendue de largeur b’ supérieur à la largeur d’âme 

b0 (poutre à talon par exemple), le paramètre k2 (relation I.45b) est alors : 








 −=
'
0

2 b

b
20,125k .  

Si la largeur de la poutre est constante (b = b0), on retrouve k2 = 0,125. 

I.5.8. Code modèle CEB-FIP 1990 [CEB93] 

a) Ouverture des fissures – valeur caractéristique 

Compte tenu de la nature aléatoire de la fissuration, on peut se baser sur des valeurs 

nominales d’ouverture limites. Ces valeurs ne peuvent être comparées aux ouvertures 

mesurées in situ. 

La corrosion de l’acier des armatures n’est pas nécessairement accrue  par la formation 

des fissures, sous réserve que les ouvertures ne dépassent pas une valeur limite wlim. 

On doit donc avoir une ouverture caractéristique wk ≤ wlim. 

Pour les éléments en béton armé sous la combinaison d’actions quasi-permanente, la 

valeur wlim est fixée pour toutes les classes d’exposition à 0,3 mm. 

La valeur caractéristique est déterminée par la relation (I.47a) qui permet de calculer 

l’ouverture des fissures dans les zones d’enrobage des barres. Mais en dehors de ces zones, 

des fissures plus larges peuvent exister. 



Chapitre I                                                                                                 Etude  bibliographique                                                                                                                

 - 67 - 

 )εε(ε l  w cscmsmmaxk +−=                                                                                    (I.47a) 

lmax : « longueur de glissement » égale à la distance sur laquelle il existe un glissement  

         entre l’acier et le béton dù à la mise en œuvre de l’adhérence ; lmax peut donc être  

        considérée comme étant le double de la longueur d’ancrage. Les déformations εsm  

         et εcm sont les moyennes sur cette longueur ; 

εcs : déformation du retrait libre (en valeur absolue). 

La relation I.47a diffère de celle du code modèle CEB-FIP 1978 avec 

l’utilisation de wk (en fonction de lmax) au lieu wm et aussi avec l’introduction 

de εcm et εcs. 

b) Contrainte de traction limite σs,lim dans les armatures 

Elle est définie par un calcul de traction simple sur le « tirant efficace » au moment de 

la fissuration, sa valeur est donnée par la relation (I.47b). 

tm
ci

s
'
f

lims, f
E

E

ρ

1
σ 








+=                                                                                              (I.47b) 

Pour '
fρ faible et un béton de haute résistance (Eci grand), on peut écrire 

'
f

tm
lims,

ρ

f
σ ≈  

- σs ≤ σlim :la formation d’une fissure isolée doit être envisagé, 

- σs > σlim : on admet que la fissuration est stabilisée. 

Normalement, il doit y avoir un intervalle entre l’apparition de la première 

fissure et la dernière fissure. Par exemple σs > k σlim où k est un facteur 

(supérieur à 1) définissant les cas possibles.   

'
cf

s'
f A

A
ρ =  : ratio où '

cfA représente l’aire efficace définie ci-dessous. 

L’aire efficace '
cfA tient compte de la distribution non uniforme des contraintes 

normales (dans le béton) dues aux forces d’adhérence, au voisinage des extrémités de la 

longueur de glissement. 

Cette aire est définie différemment de l’aire Acf  du code modèle CEB-FIB 

1978. 

'
cfA est définie par sa hauteur efficace '

fh (ou largeur '
fb ), selon la figure I.45. 
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- pour les dalles par exemple où les armatures de même diamètre sont disposées en un  

seul lit : 







 −+=

3

x)(h
;)

2

Φ
(c2,5minh '

f , 

où h est la hauteur totale et x la hauteur comprimée. 

- pour un élément en traction (voiles, armatures de peau d’une âme de poutre, …) : 







 +=

2

b
;)

2

Φ
(c2,5minb 0'

f , 

où b0 est l’épaisseur totale de l’élément considéré. 

- pour une poutre dont la hauteur utile d est définie par le centre de gravité de toutes 

les  

armatures de la membrure tendue : 







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3
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;d)-(h2,5minh '

f  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

Nous remarquons que la figure I.45 ressemble à celle apparaissant  en annexe 

des règles françaises CCBA 68. 

Pour le calcul de '
fh , on  a relevé une différence sensible pour les dalles entre 

les deux codes modèles CEB-FIB 78 et CEB-FIB 90. En effet, par exemple 

pour un Φ=12mm et c=20mm, la valeur limite de x serait souvent 

déterminante. Pour h=180mm (d=154mm, s=100mm) et x≈6mm nous avons : 

 Fig. I.45. Définition de la section d’enrobage '
cfA selon  

                  le code modèle CEB-FIP 1990 [CEB93] 

 b0 

'
fb         

         

      
         

      

'
fh         

      

'
fh         

      

        

      

         

      

         

      

  poutre 

   (c) élément, voile ou âme de poutre 

 dalle         
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- pour le code modèle CEB-FIB 1978 : hf = c + 8Φ = 116mm et donc (h-x)/2 ≈ 

87mm, 

- pour le code modèle CEB-FIB 1990 [CEB93]: '
fh =2,5+ 1,25Φ = 65mm et 

donc (h-x)/3 ≈ 65mm. 

Dans les cas a) et b) de la figure I.45, la largeur bf est égale à la largeur 

totale, quelque soit l’espacement entre les barres, lequel n’intervient pas non 

plus dans l’espacement des barres, contrairement au code modèle CEB-FIB 

78. 

c) Espacement des fissures – longueur de glissement 

 Le Code modèle CEB-FIP 1990 [CEB93] donne l’espacement maximum des fissures, 

dans le cas de la fissuration stabilisée (relation I.47c). 

'
f

max
ρ3,6

Φ
l =                                                                                                            (I.47c) 

Cette expression est trop simplifiée comparée à celle donnée par le code 

modèle CEB-FIB 1978 qui parait plus réaliste. 

Pour une fissure unique, la longueur de glissement (double de la longueur d’encrage) 

est donnée par la formule I.47d. 

'
f

ci

sbk

s
max

ρ
E

E
1

Φ

τ2

σ
l

+
=                                                                                             (I.47d) 

où τbk = φ.ftm : fractile inférieur de la contrainte d’adhérence moyenne, 

                         φ = 1,8 au premier chargement, 

                         φ = 1,35 pour un chargement permanent ou répété. 

d) Allongement moyen 

L’expression (I.47e) donnée par le Code modèle CEB-FIP 1990 [CEB93], est la 

différence entre l’allongement relatif moyen de l’acier et l’allongement relatif moyen du 

béton. Cette expression est valable pour une fissure unique ou pour la fissuration stabilisée. 
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







−=−

s

lims,'
2

s

s
cmsm

σ

σ
β1

E

σ
εε                                                                                  (I.47e) 

'
2β  = 0,60 : pour le cas général, 

'
2β  = 0,38 : pour la fissuration stabilisée, sous l’effet des charges permanentes ou  

                   répétées. 

Avec la formule (I.47f) traduisant la déformation moyenne constante du béton, on 

remarque ainsi que ∆ε  (relation I.47g), dans le domaine élastique, est constant contrairement 

au code CEB-FIP 78 où il variait avec σs (relation I.45d). 

ci

tm'
2cm E

f
βε ≈                                                                                                            (I.47f) 









−=−=

ci

tm

s

lims,'
2sms E

f

E

σ
βεε∆ε                                                                            (I.47g) 

Nous remarquons certaines simplifications par rapport au code CEB-FIP 78 : 

- Il n’existe pas de facteur tenant compte de la qualité d’adhérence des barres 

- le rapport  σs,lim / σs intervient à la puissance 1(relation I.47e), au lieu de σsr / 

σs à la puissance 2 (relation I.45c), 

- il n’y a pas de borne inférieure de εsm – εcm. Mais implicitement dans la 

relation (I.47e) si on fait σs,lim = σs, on obtient une borne inférieure égale à : 

( )'

s

s β
E

σ
21− . 

e) Bulletin d’information n° 217, Avril 1993, [CEB93-1] 

Dans ce bulletin l’aire efficace Acf est justifiée de la façon suivante. Avec une aire de 

béton grande par rapport au diamètre Φ et de l’enrobage c, après l’apparition d’une première 

fissure les contraintes de traction dans le béton ont une distribution non uniforme (figure 

I.46). L’effort Fc transmis au béton par l’armature varie de 0 à Fc,max sur la longueur lt. L’aire 

Ac intéressée par la diffusion à partir de la fissure s’accroît à partir de celle-ci. Il en résulte 

que la contrainte σc=Fc/Ac peut atteindre un maximum situé à une distance de la fissure 

inférieure à lt. Une autre fissure peut donc se produire à une distance inférieure à lt. 

L’espacement l des fissures est alors inférieur à celui qu’on obtiendrait dans un tirant où les 

contraintes σc sont à peu prés uniformes (l ≈ 2lt à 3lt). 
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D’après Fouré [Fou05], La grandeur 2,5(c + 0,5Φ) n’est pas ici 

quantitativement démontrée. De plus, ceci justifierait de considérer aussi 

l’influence de l’espacement des barres dans le sens de la largeur b, où se 

produit nécessairement un effet de diffusion comme spécifié dans le 

commentaire I.5.8.b sur l’aire efficace A’
cf. En faisant le calcul approché, avec 

l’hypothèse que Fc(x)  est parabolique, une diffusion de Ac(x) à 45° et 

l’épaisseur b constante : 

max

2

11 c,
t

c F
l

x
(x)F























−−=  avec Ac(x) = b (c + x)  pour x ≥ c , 

  
(x)A

(x)F
(x)σ

c

c
c =  . 

Le maximum de σc(x) est atteint pour x=x1, solution de l’équation x2+2c.x – 

2c.lt =0 : 

c
c

l
x t














−+= 1

2
11 , 

où la longueur d’ancrage, en fonction de la contrainte limite d’élasticité de 

l’acier fy et de la contrainte d’adhérence τb, est 
b

y
t

f
l

τ4

Φ
= . 

En prenant par exemple : 

Adhérence (acier HA, Φ ≤ 32mm) : τb ≈ 2,25 ftm ; 

Béton :  fck=25 MPa, ftm=2,6 MPa, τb ≈ 5,8 MPa ; 

Acier : fy = 500 MPa, lt ≈ 21,5 Φ ; 

avec un minimum d’enrobage de 25 mm, et en comparant la quantité (c+x1) à 

la   valeur hf = 2,5 (c+ Φ/2) du code modèle CEB-FIP 1990 [CEB93] et à 

(c+8 Φ) du code modèle CEB-FIB 78 , nous obtenons les résultats présentés 

tableau I.3. 

La valeur c+x1, selon le présent raisonnement peut s’écrire : 

c + x1 = 
c

l
c t2

1+ . 
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Φ (mm) 6 8 10 12 14 16 20 25 32 

l t (mm) 129 172 216 259 302 345 431 539 690 

CEB-FIP 90 : hf=2,5 (c+ Φ/2)  (mm) 70 73 75 

 

78 

 

80 

 

83 

 

88 

 

94 

 

103 

 Présent raisonnement : c + x1 (mm) 84 96 

 

107 

 

117 

 

125 

 

134 

 

149 

 

166 

 

187 

 CEB-FIP 78:  c + 8Φ (mm) 

 

73 89 105 121 137 153 185 225 281 

                                                       Tab. I.3. Comparaison des hauteurs efficaces 

Les valeurs calculées selon le raisonnement précèdent sont, soit encadrées par celles 

des deux codes CEB-FIP 78 et CEB-FIP 90, soit plus proches du code CEB-FIP 78. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. I.46. Définition de l’aire efficace du béton en traction selon le Bulletin   
                 d’information, n°217  du code modèle CEB-FIP 90 [CEB93-1] 
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I.5.9. Eurocode 2 

La rédaction d’un ensemble de règles techniques nommé « eurocodes » a été 

entreprise en 1990 par le Comité Européen de Normalisation (CEN). Ces normes de 

conception, de dimensionnement et de justification des structures de bâtiment et de génie civil 

sont établies dans le but de leur donner par la suite un statut européen. 

Jusqu’à la fin de l’année 2009, les eurocodes se composent de dix parties numérotées 

de zéro à neuf. Les Eurocodes sont  chacun subdivisé en parties et sous -parties. Chacun vise 

un aspect spécifique de la conception, ou un type particulier de construction. 

Pour notre travail, nous nous intéressons à l’ Eurocode 2 et les deux sous-parties :  

Eurocode 2 - Calcul des structures en béton 

                      Partie 1-1 : Règles générales et règles pour les bâtiments 

                      Partie 2 : Ponts en béton – calcul et dispositions constructives 

I.5.9.1. Eurocode 2 provisoire - partie 1-1 : ENV 1992-1-1 [EUR92] 

a) Enrobage et ouvertures de fissures 

Les considérations générales sur la fissuration sont à peu prés les mêmes que ceux du 

code modèle 1990 [CEB93], mais les enrobages sont plus grands de 5 à 10mm dans 

l’Eurocode 2. 

Les formules de calcul sont assez proches de celles du Code Modèle CEB-FIP 

78, avec quelques adaptations et compléments inspirés par le code modèle 

1990. 

L’ouverture des fissures est donnée par la relation (I.48a). 

smmk .εlβ.w =                                                                                                          (I.48a) 

β    : paramètre faisant passer de l’ouverture moyenne à l’ouverture caractéristique. 

        β = 1,7 pour la fissuration due aux charges ou à déformations gênées pour les  

               éléments de dimension minimale supérieure à 800 mm. 

        β = 1,3 pour les déformations gênées de dimension minimale inférieure à 300  

                mm. 
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b) Espacement des fissures - Allongement moyen des aciers 

L’espacement moyen des fissures est donné par la relation (I.48b). 

   
'
f

21m
ρ

Φ
kk250l +=                                                                                              (I.48b) 

k1 et k2 : définis comme au paragraphe  I.5.7 (Code Modèle 1978), 

'
fρ         : défini comme au paragraphe I.5.8 (Code modèle 1990 [CEB93]). 

Dans la formule (I.48b), le premier terme est égal à celui de la relation (I.45b) 

donnée par le Code modèle 1978  à savoir c=25 mm et s = 0 ; le second terme 

est affecté du facteur 2 qui est compensé par le fait que '
fρ est plus grand que 

fρ . Ainsi, la valeur fixe de 50 mm (relation I.48b) remplace les deux termes ; 

l’un d’enrobage c et l’autre s d’espacement des barres. Cette restriction, 

d’après Fouré [FOU05], ne résulte pas de considérations théorique mais du 

souci pratique de décourager les projeteurs de réduire l’enrobage et 

l’espacement des barres en utilisant de petits diamètres. En effet, ceci favorise 

la réduction de l’espacement entre barres et donc l’ouverture des fissures, 

mais n’est pas favorable à la durabilité. 

Pour l’allongement moyen des armatures, nous retrouvons la même relation (I.45c) 

donnée par le Code modèle 1978 mais sans borne inférieure (relation I.48c). 























−=

2

s

sr
21

s

s
sm

σ

σ
ββ1

E

σ
ε                                                                                     (I.48c) 

I.5.9.2. Eurocode 2 provisoire - partie 1-2 : ENV 1992-2 [EUR99] 

Dans cette partie 2 de l’eurocode 2, l’aire efficace à prendre en considération pour des 

calculs de fissuration a une définition un peu différente de celle du Code modèle 1990 et de 

l’ENV 1992-1-1 : 

tm

cr'
cf f

F
d)(hb2,5A ≤−= , 

b       : largeur de section au voisinage des armatures de section As ou Ap, 
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h - d = c + Φ comme précédemment, 

Fcr : force de traction dans la zone tendue avant la fissuration, à l’atteinte de ftm. 

I.5.9.3. Eurocode 2 provisoire révisé – partie 1-1 : pr EN 1992-1-1 (draft juillet 2002) 

Pour la fissuration, la forme générale reste proche du Code Modele CEB-FIP 78 mais 

avec des modifications par rapport l’ENV qui rapprochent du Code modèle 1990. 

a) Ouvertures caractéristiques des fissures – Allongement moyen 

L’ouverture caractéristique des fissures est déterminée par la relation (I.48d). 

)ε(ε l  w cmsmmaxk −=                                                                                             (I.48d) 

L’allongement moyen est donné par la formule (I.48e). 

s

s

s

'
f

ci

s
'
f

tm'
2s

cmsm E

σ
0,6

E

ρ
E

E
1

ρ

f
βσ

εε ≥








+−

=−                                                         (I.48e) 

Le coefficient '
2β  a été arrondi à 0,4 (au lieu de 0,38 dans la relation I.47e) mais ne 

concerne que les charges de longue durée. 

La borne inférieure, qui était de 0,4σs /Es  pour le CEB-FIP 78 et implicitement 

limitée par σs,lim  pour le CEB-FIP 90,  est passée ici 0,6 σs /Es. 

La formule (I.48e) peut s’écrire sous la forme suivante : 
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
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E σ
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βσεε lim,'
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'
2 1

11
1 , 

et avec  σs,lim selon (I.47b), on retrouve ainsi la formule (I.47e). 

Pour le calcul du pourcentage'fρ , l’aire efficace fait intervenir la hauteur efficace : 






 −−=
2

h
;

3

xh
;d)(h2,5Minh f . 

Pour les sections entièrement tendues, (h-d) est la distance minimale du centre de 

gravité des armatures aux parements. 
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b) Espacement des fissures 

Dans le cas où les armatures adhérentes ne sont pas espacées de plus de 5 (c + Φ/2), 

l’espacement maximal final est donné par la formule (I.48f),  









+=

'
f

21max
ρ

Φ
kk22c1,7l .                                                                                    (I.48f) 

Pour c = 25 mm, on retrouve dans la parenthèse la valeur 50 de la formule 

(I.48b). On est passé de lm à lmax en ajoutant le facteur 1,7 ; il était appliqué 

directement dans le code modèle CEB FIP 78 ( wm = lmεsm) et dans 

l’Eurocode2 (wm = β.lm.εsm).  

La valeur du paramètre k2 est précisée de la façon suivante, selon le cas de la figure 

I.45. 

- cas a) et b) : ε1 maximal, ε2 = 0 

- cas c)         : ε1 maximal, ε2 = minimal sur l’épaisseur totale, valable pour chacune des deux    

                       sections d’enrobage correspondant à chaque lit d’armatures. 

L’expression “générale” k2 = 0,5 (1 + ε2/ε1) s’applique pour la traction excentrée  et “pour des 

aires locales”. 

Par traction excentrée en sous entend ; section entièrement tendue, mais pour 

des « aires locales », il n’y a aucune signification. 

Quand l’espacement des barres excède 5 (c + Φ/2), l’espacement des fissures peut être 

pris égal à ; relation (I.48g). 

x)(h1,3.l max −=                                                                                                     (I.48g)                              

I.5.9.4. Eurocode 2 provisoire révisé – partie 1-2 : prEN 1992-2 (stage 34, octobre 2003) 

Le calcul de l’ouverture caractéristique est toujours : wk = lmax (εsm – εcm). La formule 

d’allongement moyen (I.48e) de la norme pr EN 1922-1-1 est reprise mais avec une borne 

inférieure de (1-kt) σs/Es ; relation (I.48h). 
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kt : facteur dépendant de la durée de charge, 

       kt = 0,6 dans le cas d’un chargement de courte durée, 

       kt = 0,4 dans le cas d’un chargement de longue durée, 

Il n’est pas précisé ici le cas de charges répétées. 

La hauteur efficace hf a été modifiée par rapport à pr ENV 1992-1-1 : 








 −−=
2

x-h
;

3

xh
;d)(h2,5Minh

'''

f , 

x' : hauteur comprimée avant fissuration 

x'’ : hauteur comprimée en section de fissure. 

I.5.10. Conclusions sur l’examen de codes concernant la fissuration 

Il est clair que la première remarque est que les modifications observées dans les 

versions successives montrent qu’il existe une certaine confusion sur la signification des 

paramètres de base. Cette confusion est notamment accentuée pour le calcul de l’espacement 

des fissures. 

La prévision de l’ouverture des fissures passe par le calcul de deux grandeurs 

essentielles : 

- l’espacement moyen des fissures,  

- l’allongement moyen des armatures entre deux fissures. 

a) Espacement des fissures 

Faut-il que l’expression de l’espacement soit composée de deux termes (s’est interrogé Fouré 

[FOU05]); l’un d’enrobage c et l’autre dépendant du rapport Φ/ρf  (relation I.49a) ou 

seulement du second terme. 

f
m

ρ

Φ
βcαl += ,                                                                                                       (I.49a) 

En effet, cette façon d’exprimer l’espacement moyen des fissures et à notre avis la 

plus judicieuse. 
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b) Définition du tirant fictif d’aire A cf 

Les Codes CEB-FIP 78 et code modèle 90 ont beaucoup varié sur la définition du 

tirant fictif. 

Il faut noter que l’enrobage (c) et l’espacement des barres (s) interviennent 

implicitement dans la détermination de l’aire efficace Acf. 

Pour l’application pratique, lorsque les armatures sont concentrées en un seul lit, cette 

définition est claire. Aussi, lorsque les armatures sont réparties sur toute la hauteur d’une 

poutre, on peut négliger celles qui sont proches de l’axe neutre ; mais où fixer la limite. Dans 

le cas d’un voile à armatures assez espacées, l’ouverture des fissures peut varier selon la 

distance entre barres, ce qui a une importance pour les fuites (de liquide). 

Enfin, il est plus simple de définir un tirant unique dont la largeur est égale à celle de 

la section et la hauteur (du tirant fictif) une fraction de la hauteur tendue (code modèle 1990 et 

ENV 1992). 

c) Ouverture des fissures 

L’expression la plus correcte de l’ouverture moyenne est donnée par la relation (I.49b) : 

)εε(εlw cm
*
cssmmm −+= ,                                                                                             (I.49b) 

*
csε    : allongement effective du au retrait, après la fissuration, 

 εcm : allongement moyen du béton entre deux fissures.  

Ces deux derniers termes peuvent être conservés ou non, selon l’appréciation du 

moment. 

On s’intéresse le plus souvent à une valeur maximale pour éviter le risque de corrosion 

des armatures et avoir une bonne esthétique des éléments. Pour limiter les fuites de liquide 

dans certains ouvrages, c’est la valeur moyenne qui est prise en considération. 

d) Déformation moyenne des armatures εsm 

Pour estimer correctement l’ouverture moyenne des fissures wm, il faut d’abord 

déterminer, avec une certaine précision, εsm. Cette déformation moyenne des armatures traduit 

l’écart ∆ε entre le comportement de l’acier « nu » et celui de la barre enrobée de béton tendu 

et adhérent entre les fissures. La variation de ∆ε est plus au moins évolutif avec la contrainte 
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σs. Dans les différents règlements cités ci-dessus, deux types de formule de variation avec σs 

sont proposés : 

- ∆ε constant après l’apparition de la première fissure, 

- variation hyperbolique de ∆ε après l’apparition de la première fissure. 

Cette dernière variation est représentée par une courbe de σsm concave dans le repère (σ-ε) 

(figure I.46). Pour des pourcentages d’acier relativement faibles, pendant la phase de 

formation des fissures, la courbe peut être convexe comme présentée dans la présente étude. 

I.6. Conclusions 

Il ressort des essais effectués sur le béton en traction que les lois fictives sont les 

mieux appropriées pour représenter les courbes efforts –déformations du matériau « béton 

armé ». Plusieurs paramètres influent sur le mélange acier –béton. 

Concernant les essais de traction sur le béton seul, même en prenant certaines 

précautions (une bonne rigidité des machines d’essais, centrage des éprouvettes, …) les 

résultats obtenus par les chercheurs sont très dispersés. Ceci est du au comportement relatif 

fragile du matériau béton.  

L’étude de tirants est à la base de la détermination par beaucoup d’auteurs de la 

combinaison armatures–béton. Il est, toutefois, admis en pratique comme modèle assez 

représentatif de la partie tendue des poutres fléchies. 

Les lois proposées ne prennent pas en considération l’ensemble des paramètres qui 

influent sur la contribution du béton. 

Malgré les nombreuses études réalisées, il existe toujours certaines divergences dans 

les approches et conclusions des auteurs. Elles apparaissent, même, dans les codes et 

règlements. 

Dans cette revue bibliographique, les lois proposées imposent un certain pourcentage 

minimum d’acier et aussi un pourcentage maximum. 

Certains paramètres comme le retrait et la reprise de bétonnage influent 

considérablement sur la fissuration du béton. Ceux-ci restent encore mal maîtrisés. 

L’allure des courbes adhérence – glissement (τ-g) obtenues lors des différents essais 

de traction alternée est sensiblement la même. Cependant, les résultats obtenus présentent une 
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dispersion. Ceci nous amène à faire une autre approche afin de mieux estimer les valeurs 

caractéristiques moyennes de cette loi.  

Les relations, concernant les espacements de fissures, donnent approximativement les 

mêmes résultats pour des éléments courants de tirants et de poutres. Nous utilisons, dans le 

cadre de cette étude, la relation la mieux adaptée pour chaque cas. 

Concernant la réglementation sur la fissuration, une certaine confusion règne. En effet, 

les recommandations sont tantôt sévères pendant une période, puis ultérieurement on revient à 

d’anciennes suggestions plus indulgentes (certaines formules sont abandonnées avant de 

revenir à leur utilisation). 

Pour pouvoir utiliser correctement les lois fictives du béton (ou de l’acier) en traction, 

il faut que la section effective du « tirant » à prendre en considération soit clairement définie.   
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CHAPITRE II : MODELISATION ET OUVERTURES DE FISSURE S 

II.1. Introduction  

Les modèles proposés, concernant le diagramme fictif de l’acier enrobé de béton 

soumis à une traction, présentés au chapitre I, ne mettent pas clairement en évidence 

l’adhérence acier -béton et les espacements des fissures. De plus, ils ne tiennent pas compte 

de tous les paramètres et surtout du pourcentage d’acier. 

En tenant compte de l’espacement des fissures, de l’adhérence acier – béton, du 

pourcentage d’acier et de la contrainte du béton, nous développons un modèle de calcul du 

béton armé soumis à la traction. Ce modèle est établi dans le cadre de l’approche globale et en 

considérant l’acier fictif. 

La loi d’adhérence - glissement τ(g) adoptée par le comité européen de béton (CEB-

FIP, 1988) est utilisée pour établir les équations gouvernant le glissement entre les armatures 

et le béton dans un « tirant » en béton armé. Pour cette loi (figure II.2), on suppose qu’au-delà 

du glissement g3 au droit de la fissure, il ne peut y avoir de fissures systématiques dans un 

tirant en béton armé.   

On déduit à partir de ces équations les variations des allongements relatifs de l’acier et 

du béton à l’intérieur de ce « tirant. On peut ainsi calculer les allongements moyens de ces 

matériaux sur une certaine distance et en général entre deux fissures successives. 

L’espacement moyen des fissures observé par certains auteurs en fonction du 

pourcentage d’acier et des caractéristiques des deux matériaux (béton et acier) est utilisé ici 

pour estimer la valeur du glissement g1 correspondant au pic d’adhérence. 

À partir des équations gouvernant le glissement, on peut estimer les ouvertures des 

fissures à chaque niveau de chargement, pendant la phase de propagation des fissures et à la 

phase de stabilisation des fissures. 

Le développement détaillé des formules pour un tirant en béton armé soumis à un 

effort monotone croissant jusqu'à épuisement de l’adhérence acier–béton (adhérence 

résiduelle) est présenté en Annexe A.  
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II.2. Relation contrainte d’adhérence ττττ - glissement g 

II.2.1. Synthèse des résultats expérimentaux 

Les courbes (τ -g) obtenues lors des différents essais (présentés au chapitre I), quand il 

n’y a ni fissuration du béton et ni plastification de l’armature, montrent en général l’existence 

de 4 zones de comportement différent. Elles sont schématisées à la figure II.1 : 

- la zone 1 correspond à une augmentation de l’adhérence quand le glissement croit dans un 

intervalle très réduit par rapport au reste de la courbe (τ -g), 

- la zone 2 correspond à la plastification des gaines de béton qui entourent les armatures, 

- la zone 3 correspond à la rupture de la gaine par cisaillement du béton, 

- et, la zone 4 correspond au frottement résiduel. 

 

 

 

 

 

 

 

II.2.2. Modélisation de la relation contrainte ττττ - glissement g (ττττ -g) 

Les valeurs du glissement pendant les différentes phases de chargement (voir §1, 

tableau I.1), proposées par le comité européen de béton [CEB88] ne semblent pas représenter 

toute la réalité. L’allure de la courbe (figure II.1) parait plus réaliste, représentant la synthèse 

des essais obtenus pour la loi (τ -g). 

Pour les différentes phases (figure II.1), la proposition de Tassios et Koroneos [TAS 

81] (voir §1, figure I.33), montrent qu’on ne peut pas fixer a priori de valeurs pour la loi 

adhérence –glissement car celles-ci sont trop disparates. 

Fig. II.1: Synthèse des résultats expérimentaux de τ - g 

 Zone 1 

τ 
 τ1 = τ2 

τ3 

g2 g 

 Zone 2  Zone 3  Zone 4 

o g3 g1 
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La loi adoptée par le comité européen de béton CEB-FIP code modèle 1990 [CEB88] 

est utilisée pour les calculs qui suivent (figure II.2). Son utilisation nécessite en particulier la 

connaissance de τ1, représentant  le pic  de  l’adhérence acier -béton et du glissement g1 

correspondant. 

Pour la valeur de  τ1 on utilise la formule donnée par le Comité Européen de Béton 

[CEB88], soit : 

ck1 f aτ = ,                                                                                                               (II.1) 

où  

a : coefficient dépendant de l’état de confinement du béton ; 

          a = 2,5 quand le béton est confiné ; 

           a = 2 pour les autres cas, 

 fck : représente la contrainte limite de compression du béton en MPa , 

 τ1 : contrainte maximum d’adhérence en MPa. 

Pour la valeur du glissement g1, correspondant au pic d’adhérence, elle peut être 

déterminée expérimentalement, alors dans ce cas, il faudrait déterminer tous les cas possibles. 

Sinon, on estime la valeur de g1 en considérant les formules adéquates, pour chaque élément 

béton armé, donnant les espacements des fissures (voir chapitre III). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig. II.2. Loi τ-g proposée au comité européen de béton CEB-FIP code modèle 90 
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Les relations (II.2a), (II.2b), (II.2c) et (II.2d) représentent les variations de l’adhérence 

en fonction du glissement, respectivement pour les zones 1, 2, 3 et 4. 
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                              (II.2) 

Pour la partie curviligne (g compris entre 0 et g1) on utilise l’expression (II.2a) (où le 

paramètre α varie de 0,25 à 0,40 selon le confinement du béton). 

II.3. Diagramme fictif de l’acier pour un « tirant » avec fissuration systématique 

La fissuration est considérée systématique si le « tirant » ne comporte pas de fissures 

isolées, cela sous-entend un certain pourcentage minimum (voir chapitre I) d’acier à respecter 

pour éviter cet état. 

II.3.1. Définition du diagramme fictif de l’acier 

Le  diagramme fictif de l’acier est défini comme étant la relation  entre  la  contrainte 

normale dans  l’acier  (rapport  entre  l’effort  normal  appliqué  et la section d’acier) et 

l’allongement relatif moyen mesuré sur une assez grande longueur recouvrant plusieurs 

fissures. 

II.3.2. Comportement  type  du  tirant  en  béton  armé  sous  traction  axiale 

Sous l’action d’un effort normal Nt de traction croissant, dont la droite d’action passe 

par le centre de gravité de la section de béton et d’aciers, les différentes phases principales du 

comportement d’un tirant sont  illustrées à la figure (II.3) [TRI86].  

- Phase I (figure II.3, segment OA) : dans cette phase I, le comportement du tirant est 

homogène, le béton  et l’acier  résistent ensemble  pour  équilibrer l’effort Nt. Il y a 

compatibilité des déformations et l’on peut écrire, dans une section droite quelconque du 

tirant (indice c pour béton et indice s pour acier) : 

Nt = σc (B - As) + n σc As  
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où n = Es/Ec et où B est l’aire de la section droite du tirant. 

Dans le cas du matériau béton armé la section As des aciers est en général négligeable 

devant la section du béton. On utilise (B - As) au lieu de B afin de généraliser pour d’autres 

composites. On désigne par L la longueur du tirant (considérée relativement grande) et ∆L 

son allongement. Le  rapport  entre  l’effort  normal  appliqué  au  tirant  et  la  section  d’acier  

est  égal à : 

)
ρ

ρ1
(nσσ

A

N
cs

s

t −
+==   

où     
B

A
ρ s=  et,      sachant que         c

c

c ε
E

σ

L

∆L ==        on a : 

 )ρ(1
AE

LN
L∆

ss

t −= ,                                                                                               (II.3) 

avec       

ρ1

nρ
1

1
ρ

−
+

= .                                          

Avec la connaissance exacte de tous les paramètres, la formule (II.3) ci-dessus donne 

une estimation correcte de l’allongement moyen sur la longueur L pour un effort normal 

donné. 

- Phase IIa  (figure II.3, courbe AC) : elle débute dès l’apparition de la première fissure. 

Celle-ci apparaît vraisemblablement dans la  section droite où la  résistance du béton à la 

traction est la plus faible ; il y a alors une variation de la  résistance à la traction du béton le 

long du tirant. En  s’éloignant de part et d’autre de cette première fissure (où  σsr = Nr/As), 

l’effort N r est  retransmis  progressivement au béton par le jeu  de l’adhérence acier -béton. En  

augmentant  ainsi  l’effort  Nt,  d’autres fissures apparaissent. Cette phase IIa prend fin quand 

la fissuration se stabilise (nombre  de  fissures stable). On désigne par σsγ la contrainte 

normale dans l’acier à la dernière fissure et εsγ l’allongement relatif correspondant. 

- Phase IIb (figure II.3, courbe CB) : à ce stade, après la stabilisation des fissures 

principales, l’augmentation de Nt entraîne l’accroissement  de  la  largeur  des  fissures. En  

phase  IIb, le  tirant  a  un  comportement  appelé « comportement élastique  fissuré » car  le  

diagramme (σs-εm) est sensiblement linéaire. 
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II.4. Équation différentielle gouvernant le glissement g(x) 

En s’éloignant de la fissure, la contrainte normale dans l’acier  diminue du fait de 

l’adhérence acier - béton (Figure II.4). La longueur d’introduction totale est notée lt. La 

longueur l0  représente la zone perturbée définie par certains auteurs [YAN88a] et elle est 

prise ici égale à l0 = δ lt (δ = 0,10 ~ 0,20). La longueur (lt – l0) (= (1-δ) lt)  désigne la longueur 

d’introduction effective. L’équilibre de la portion [0 ; x] entraîne : 

   ( ) ∫−=
x

0 s
sfs dξτ(ξ)

A

p
σxσ ,                                                                                    (II.4) 

avec σsf  la contrainte de traction dans l’acier au droit de la fissure. 

En élasticité linéaire :  

σs = Es εs  et εs <  εe, 

εe :  désigne allongement relatif au seuil élastique de l’acier. 

 Fig. II.3. Allure de la courbe σs-εm d’un tirant 
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On a alors : 

∫−=
x

0ss
sfs dξ)(ξτ

EA

p
ε(x)ε   

d’où     .τ(x)
EA

p

dx

dε

ss

s −=                                                                                       (II.5) 

Le glissement (compté positif) à une distance x est exprimé par :  

(x)u    (x)ug(x) sc −=  

On peut écrire : 

sc
sc εε

dx

du

dx

du

dx

dg −=−= , 

dx

dε

dx

dε

dx

gd sc
2

2

−= .                                                                                                   (II.6) 

À une distance x de la fissure, par le jeu de l’adhérence, les contraintes « diminuées » 

de l’acier se  transmettent au béton. On a : 

( ) ( )∫=−
x

0

sc dξξτpAB(x)σ . 

Entre deux fissures, le béton, étant toujours intact sur la longueur l1, on a ; 

( )∫−
=

x

0ss
c dξ ξτ

ρ1

ρn

EA

p
(x)ε , 

Fig. II.4. Variation σs(x) dans l’acier 
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( ) τ(x)
ρ1

nρ

EA

p

dx

(x)dε

ss

c

−
= .                                                                                     (II.7) 

On reporte (II.5) et (II.7) dans (II.6), on obtient l’équation différentielle gouvernant le 

glissement : 

.0τ(x)
ρEA

p

dx

gd

ss
2

2

=−                                                                                      (II.8) 

Cette équation différentielle va être utilisée dans les paragraphes qui suivent pour 

établir les différentes expressions en fonction de x, le long de la longueur d’introduction lt , du 

glissement g(x), de l’adhérence τ(x), l’allongement relatif  εs(x) des armatures, l’allongement 

relatif du béton εc(x)… 

Dans cette étude on a pris l0 = 0,10lt pour la phase IIa tout en considérant que 

l’adhérence entre l’acier et le béton dans cette zone perturbée est nulle. La tangente à la 

courbe g(x) pour x = l0, représente la valeur de εsf.                                             

Selon le niveau de chargement, on étudie tous les cas relatifs aux zones de glissement. 

En effet, plus l’intensité de l’effort Nt croit, plus la longueur d’introduction lt augmente et le 

glissement au droit d’une fissure peut être située dans l’une des quatre zones montrées figure 

II.1 (ou figure II.2). 

II.5. Cas 1 : g(l0) < g1 avant et après fissuration 

On s’intéresse ici au cas où le glissement à la distance l0 de la fissure ne dépasse pas le 

glissement g1 correspondant au maximum d’adhérence τ1. La variation de l’adhérence dans 

l’intervalle [0 ; l0] est nulle. 

II.5.1. Phase IIa et λ > 2 lt 

On désigne par λ la distance entre deux fissures consécutives avant la stabilisation des 

fissures telle que λ supérieur à deux fois la longueur totale d’introduction lt. Cet état est 

représenté figure II.5 et modélisé figure II.6. Pour g(l0) inférieur à g1, λ peut être écrit avec un 

indice 1 (λ1). La longueur d’introduction totale dans cette phase est notée lt1 = l t1 (= l0 + l1). 

En phase IIa, on suppose que, avant d’atteindre la moitié du nombre total de fissures, 

la distance entres elles reste supérieure à deux fois la longueur d’introduction (l0 + l1).  
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  Fig. II.5. Variations réelles de τ et de g avant la stabilisation des fissures pour g(l0) < g1 
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  Fig. II.6. Variations modélisées de τ et de g avant la stabilisation des fissures  
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II.5.1.1. Domaine l0 ≤ x ≤ lt 

Pour g compris entre 0 et g1, on reporte (II.2a) dans (II.8) qui s’écrit alors :                                                                                       

0gβ
dx

gd α2
12

2

=− ,                                                                                                     (II.9) 

avec :  
ρEA

pk
β

ss

1
1 =        et       

α

1

1
1 g

τ
k = . 

L’équation précédente admet pour solution [BAL93], [CHA98] :      

( ) [ ] ( )α1
2

t
α-1

1

xlθg(x) −−= ,                                                                                       (II.10)  

avec : 
( )
( )α12

α1β
θ

22
1

+
−= .                                                                                                                                                

En effectuant le changement de variable X = (x – l0) on peut écrire : 

( ) [ ] ( )α1
2

1
α-1

1

Xlθg(X) −−= ,                                                                                      (II.11) 

la représentation de l’allure de cette courbe (figure II.6) est notée ς1.  

Le glissement pour x = l0  (ou X = 0) a pour expression : 

( ) α)-(1
2

1
α1

1

l1 lθ g −= ,                                                                                                    (II.12) 

où gl1 (gℓ1) désigne le glissement cumulé sur la longueur l1. 

On a également pour x = l0  : sf
lx

ε
dx

dg

0

−=
=

. 

On peut ainsi exprimer l’allongement relatif de l’acier au droit de la fissure εsf en 

fonction de la longueur d’introduction effective l1. 

( ) α)(1
α)(1

1
α1

1

sf lθ
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2
ε −

+
−

−
= .                                                                                      (II.13) 

L’expression de la longueur d’introduction effective l1 s’écrit donc : 

( )

( )
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sfα11/1 ε
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+
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
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La variation de la contrainte d’adhérence, entre l’armature et le béton, le long du tirant 

entre l0 et (l0 + l1) s’écrit : 

( ) [ ] ( )α1
α2

1
α1

α

1 Xlθkτ(X) −− −= ,                                                                                (II.15) 

La courbe représentant la variation de l’adhérence dans l’intervalle [l0 ; l1], peut 

prendre les allures montrées en annexe A (on confirme ici les recommandations du CEB code 

modèle 1990 concernant les valeurs de α) : 

- courbe concave (en traits pointillés figure II.6) pour un béton non confiné (α < 1/3) ; 

- courbe convexe (en trait plein figure II.6) pour un béton confiné (α > 1/3) ; 

- le cas particulier de α = 1/3 correspond à une variation linéaire de l’adhérence.                                

Connaissant l’expression de l’adhérence τ(X) et l’allongement relatif de l’armature au 

droit d’une fissure, on peut déduire, en associant ξ et dξ au nouveau repère, la variation de 

l'allongement relatif de l’acier le long du tirant entre l0 et (l0 + l1) : 
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qu’on peut écrire aussi : 
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On vérifie ainsi la validité de cette relation (II.17) : 

- pour X = 0, on a εs(0) = εsf ; 

- pour X = l1, on obtient εs(l1) = εsf  (1 - ρ1) = εc(l1)  
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L’allongement relatif moyen de l’acier entre l0 et (l0 + l1) noté εsm1 est déterminé par 

les relations : 

∫=
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après intégration on obtient l’expression (II.18): 
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 +−= .                                                                                           (II.18) 

De même on peut établir la variation (εc(X)) et la moyenne (εcm1) de l’allongement 

relatif du béton le long de l’intervalle [l0 ; l0+l1] à l’intérieur du tirant : 
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on trouve : 
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La contrainte moyenne du béton sur la longueur l1 : ∫=
1l

0

c
1

cm1 dX(X)ε
l
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ε , 

  ( ) sfcm1 ε
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II.5.1.2. Domaine 0 ≤ x ≤ l0  

Dans ce cas τ(x)=0 et l’équation (II.8) admet pour solution : 

0sf0sf lε)g(lxεg(x) ++−= .                                                                                   (II.22) 

Cette relation (II.22) représente l’équation d’une droite et la courbe correspondante est 

notée ς0 figure II.6.  

On s’intéresse en pratique au glissement au droit de la fissure où x=0 (afin de déduire 

l’ouverture des fissures) qui vaut ici :  

( ) α)-(1
2

1
α1

1

0sf1lt lθ  lε g g(0) −+== ,                                                                           (II.23) 

où glt1 (gℓt1) désigne le glissement cumulé sur la longueur totale d’introduction lt1, 








 −+= 10sflt1 l
2

α1
lεg ,                                                                                          (II.24) 

et peut s’écrire en fonction de l’allongement relatif de l’acier au droit de la fissure et de la 

longueur d’introduction totale : 

t1sflt1 l
δ

δ1

2

α1
1εg 







 −−+= .                                                                               (II.25) 

L’allure des courbes concernant les variations des allongements relatifs de l’acier et du 

béton, le long de l’intervalle [0 ; lt] pour g(l0)  inférieur à g1 à l’intérieur du tirant, est 

présentée figure II.7.  

II.5.1.3. Valeurs moyennes sur la longueur d’introduction totale lt 

L’allongement relatif moyen de l’acier sur toute la longueur d’introduction totale lt (ici 

l t1) peut s’écrire : 

( )1sm10sf
t1

smt1 lεlε
l

1
ε +=  ,                                                                                     (II.26)                       

( ) 1smsfsmt1 1ε εδ−+εδ= , 
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( ) sfsmt1 ε 
2

α1
1δ1   δε 















 +−−+=                                                                           (II.27)   

Sur la distance l0, la contrainte dans le béton est considérée nulle. La contrainte 

moyenne du béton sur la longueur d’introduction totale lt est égale : 

1cm1
t

cmt1 lε
l

1
ε =  ,                                                                                                     (II.28) 

( ) cm1cmt1 ε1ε δ−= , 

 ( ) ( ) sfcmt1 ε
2

α1
ρ1δ1ε

+−−=                                                                                  (II.29) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.5.2. Phase IIb et λ < 2 lt1 

Juste avant l’apparition de la première fissure, quand le glissement à la distance l0 

reste inférieur à g1, les longueurs l1 et lt(ici l t1) sont notées respectivement l1r et ltr(ici l t1r). La 

longueur perturbée est toujours liée à la longueur d’introduction totale (ici l0r = δ.lt1r). 

Avec la formule (II.14), la longueur l1r s’écrit : 

 Fig. II.7. Variation de εs et εc le long de la longueur lt  (lt< λ/2) quand g(l0) < g1 en phase IIa  

 lt = lt1 

 l0  l1 

 εc = 0 
 εc= εs 

 ε 

 εsf 

 εs = εsf 

 εs : en puissance de α 

 εc : en puissance de α 

 εs = εc = εsf (1- ρ ) 

  o   x 

 εsm1 

 εcm1   (1-ρ ) εsf 

 ρ  εsf 

 λ/2 
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( )

( )
( )α1

α1

srα11/1r ε
θ

1

2

α1
l

+
−

− 




 −= .                                                                                (II.30)  

où εsr désigne l’allongement relatif de l’acier au droit de la fissure à l’apparition de la 

première fissure. On déduit la longueur d’introduction totale lt1r : 

( )

( )
( )α1

α1

srα11/r1r0t1rtr ε
θ

1

2

α1

1

1
llll

+
−

− 




 −
δ−

=+== .                                               (II.31)                

On désigne par λ  l’espacement moyen entre deux fissures consécutives à la 

stabilisation des fissures et sa valeur est prise égale : 

trl1,7λ = ,                                                                                                                (II.32) 

Ici avec g(l0) < g1, on peut spécifier : 

( ) t1r1r0r1 l1,7ll1,7λ =+==λ . 

Cet état est représenté à la figure II.8 où le glissement g’(0) et l’adhérence τ’(l0) sont 

des valeurs avant la redistribution des efforts. 

À la stabilisation des fissures, quand le glissement à la distance l0 de la fissure est 

inférieur à g1, la longueur l1r diminue et elle est notée la1 (indice « a » pour stabilisation des 

fissures) tel que : 

ta1a101 l 2)l(l 2λ =+= , 

où lta1 représentent la longueur d’introduction totale pour cet état. Sachant que 
2

l 1
0

λ
δ=  

alors ici: 

( )δ−
λ

= 1
2

l 1
1a                                                                                                          (II.33) 

Dans notre étude, on suppose que cet état existe aussi dans la phase IIa juste après que 

le nombre de fissures principales ait dépassé la moitié du nombre total. L’exemple donné 

figure II.9, avec un nombre total de neuf fissures, on observe qu’après la quatrième fissure, la 

distance entre la cinquième et la première fissure est  égale à λ .  
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Avec un nombre total de fissures γ sur la longueur L du tirant, la deuxième partie de la 

phase IIa commence à la fissure γ/2 pour un nombre pair de fissures et (γ + 1)/2 pour un 

nombre impair de fissures. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Fig. II.9. Ordre idéalisé d’apparition des fissures  

L 

λ 

1 
4 2 3 

a) Espacements des fissures ≥ 2λ  

L 

λ  

5 7 9 8 6 

b) Espacements des fissures égaux λ  

  Fig. II.8. Variations modélisées de τ et de g  à la stabilisation des fissures avec g(l0) < g1 

 1λ  = 2. (l0 + la1)   

Fissure 

 τ’(x) avant redistribution des efforts 
 τ 

o 

τ(l0) 

 

τ’(l0) 

la1 

l ta1 

l0 

o 

g(0) 
g(l0) 

x 

g'(0)   ς0   ς1 

la1 l0 
l ta1 

 g’(x) avant redistribution des efforts 
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Dans cette phase IIb, l’espacement entre les fissures ne permet pas le développement 

total de la longueur d’introduction effective l1. Avant la redistribution des efforts, nous avons  

entre  l0 et (l0 + la1) le glissement cumulé donné par la même relation (II.12) pour l1r. Après la 

redistribution des efforts, on utilise la même relation mais avec la1 au lieu de l1, on peut ainsi 

écrire le glissement résiduel ga : 

( ) ( ) ( ) ( )α1
2

a1
α1

1
α1

2

1r
α1

1

a11a l θ  l θgg −−−− −== , 

( ) ( ) ( )





 −== −−− α1
2

a1
α1

2

1r
α1

1

a11a llθgg ,                                                                        (II.34) 

où ga11 désigne explicitement le glissement résiduel provenant de la diminution de la 

longueur d’introduction totale de valeur lt1 avant fissuration à la valeur lta1 après fissuration. 

On néglige le glissement résiduel sur la longueur perturbée l0. 

II.5.2.1. Domaine l0 ≤ x ≤ (l0 + la1)  

Certaines relations établies à la sous-section II.5.1.1 restent valables en remplaçant l1 

par la1 et l’allongement relatif εsf  par :  

( ) α)-(1
α)(1

a1
α1

1

sfa1 lθ
α1

2
ε

+
−

−
= .                                                                                     (II.35) 

où εsfa1 désigne l’allongement relatif de l’acier au droit de la fissure (ici fictif) correspondant à 

la longueur d’introduction totale lta1 figure II.10.  

 

 

 

 

 

 

 

 
 Fig. II.10. Variation de εs et εc pour εsf = εsfa1   

 lta1 

 l0  la1 

 εc = 0 

 ε 

 εsfa1 

 εs = εsfa1 

 εc : en puissance de α 

  o   x 

 ρ εsfa1 

(1-ρ )εsfa1 
 εs = εc 

 εs : en puissance de α 



Chapitre II                                                                        Modélisation et ouvertures de fissures  

 - 98 - 

La variation du glissement dans cet intervalle s’écrit : 

( ) [ ] α)(1
2

a10
α1

1

xllθg(x) −− −+= ,  ou avec le changement de variable en X = x – l0 : 

( ) [ ] α)(1
2

a1
α1

1

Xlθg(X) −− −= ,                                                                                    

le glissement cumulé sur la longueur la1 est donné  par g(X=0) : 

( ) α)-(1
2

a1
α1

1

la1 lθ g −=                                                                                                     (II.36) 

La variation de la contrainte d’adhérence le long de la longueur la1 est donnée par la 

relation (II.37). 

( ) [ ] ( )α1
α2

a1
α1

α

1 Xlθkτ(X) −− −= .                                                                               (II.37) 

La variation de l’allongement relatif de l’acier le long du tirant entre l0 et (l0 + la1) pour 

la phase IIb et pour certaines zones de la deuxième partie de la phase IIa s’écrit : 

  ∫−=
X

0SS
sfs dξ)τ(ξ

EA

p
ε(X)ε , 

( )
( )

( ) [ ]( )
( )







 −−

−
−= −

+−
+

− α1
α1

a1
α1

α1

a1
α1

1

sfs Xllθ
α1

ρ2
ε(X)ε ,                                         (II.38)                               

après simplification, il vient : 

    

( )
( )

sfa1

α1
α1

a1
sfs ερ

l

X
11ε(X)ε























−−−=

−
+

.                                                        (II.39) 

A ce stade on peut exprimer l’allongement relatif moyen de l’acier sur la longueur la1 :  

∫=
a1l

0

s
a1

sma1 dX(X)ε
l

1
ε , 

( )
( )

dXερ
l

X
11

l

1
εε

a1l

0

sfa1

α1
α1

a1a1
sfsma1 ∫ 






















−−−=

−
+

,  
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sfa1sfsma1 ερ
2

α1
 εε

+−=                                                                                         (II.40) 

La variation de l’allongement relatif du béton, le long de la longueur la1, s’écrit :  

( )∫−
=

X

0ss
c dξξτ

ρ1

ρn

EA

p
(X)ε , 

on trouve : 

( )
( )

( ) [ ]( )
( )







 −−

+
−

−
= −

+−
+

− α1
α1

a1
α1

α1

a1
α1

α

ss

1
c Xllθ

α1

α1

ρ1

nρ

EA

pk
(X)ε ,                                  

( ) ( )
( )

( ) [ ]( )
( )







 −−−

−
= −

+−
+

− α1
α1

a1
α1

α1

a1
α1

1

c Xllθρ1
α1

2
(X)ε ,                                     (II.41) 

( )
( )

( )

sfa1

α1
α1

a1
c ε

l

X
11ρ1(X)ε























−−−=

−
+

                                                                 (II.42) 

L’allongement relatif moyen du béton  sur la longueur la1 : ∫=
a1l

0

c
a1

cma1 dX(X)ε
l

1
ε , 

( ) sfa1cma1 ε
2

α1
ρ1ε

+−=                                                                                           (II.43) 

II.5.2.2. Domaine 0 ≤ x ≤ l0  

La valeur du glissement résiduel ga étant négligeable devant l0 et la1, la variation du 

glissement entre l0 et (l0 + la1) peut s’écrire : 

a0sf0sf glε)g(lxεg(x) +++−= .                                                                            (II.44)  

Dans cette formule (II.44), en faisant x=0 et en remplaçant la valeur de g(l0) donnée 

par la relation (II.36) pour X=0, on retrouve ainsi la même expression que la formule (II.23).  

On peut conclure qu’au droit d’une fissure le glissement est le même, juste avant et 

juste après fissuration. 
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On déduit que les formules (II.23), (II.24) et (II.25), exprimant le glissement au droit 

de la fissure si g(l0) reste inférieur à g1, restent  valables (en phase de formation des fissures ) 

même si la longueur d’introduction totale ne peut pas se développer. 

II.5.2.3. Valeurs moyennes sur la longueur d’introduction totale lt (= lta1) 

Dans cette phase IIb (nombre de fissures stable) avec une longueur 1λ  (= 2(l0 + la1)) 

d’espacement de fissures, l’allongement relatif moyen de l’acier entre deux fissures 

consécutives peut s’écrire :  

( )a1sma10sf
1

1λsm
lεlε

λ

2
ε += ,                                                                                   (II.45) 

et avec 1ta1 l2=λ  on peut écrire : 
















 +−+= a1sfa1sf0sf
1ta

1λsm
lερ

2

α1
 εlε

l

1
ε , 

( ) sfa1sf1λsm
ερ

2

α1
δ1εε

+−−= .                                                                               (II.46) 

Les relations (II.47) et (II.48) représentent la valeur de l’allongement moyen du béton 

entre deux fissures consécutives (qui est inférieur à εcma1). 

a1cma1
1

1cm
lε

λ

2
ε =λ ,                                                                                                 (II.47) 

ou encore : 

( ) ( ) sfa11cm
ε

2

α1
ρ11ε

+−δ−=λ .                                                                              (II.48) 

On représente à la figure II.11 l’allure des courbes des variations des allongements 

relatifs de l’acier et du béton, le long de la longueur 1λ  pour g(l0) inférieur à g1. 
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II.6. Cas particulier de g(l0) = g1 avec  λ > 2 lt 

Ce cas peut être envisagé pendant la phase IIa (1ere partie) où le nombre de fissures 

reste inférieur à la moitié du nombre total (avec des espacements de fissures supérieurs à deux 

fois la longueur d’introduction totale lt).  

Toutes les équations établies précédemment à la section II.5.1 restent valables, il suffit 

de remplacer g(l0) par g1, l1 par lg1 et lt par ltg1. 

lg1 : longueur d’introduction effective quand le glissement à la distance l0 de la fissure 

est égal à g1, 

l tg1 : = (l0 + lg1), longueur d’introduction totale quand le glissement à la distance l0 de la 

fissure est égal à g1, 

On donne ci-après quelques résultats particuliers. 

a) Domaine l0 ≤ x ≤ (l0 + lg1) 

   Le glissement à la distance l0 de la fissure est égal à g1 : 

 ( ) α)-(1
2

g1
α1

1

lg11 lθ    gg −==                                                                                          (II.49) 

On peut ainsi exprimer la longueur d’introduction effective lg1 en fonction de g1 : 

 Fig. II.11. Variation de εs et εc entre deux fissures consécutives distantes de1λ    

 1λ  = 2.lta1 

 l0  la1 

 εc = 0 

 ε 

 εsf 

 εs = εsf 

 εc : en puissance de α 

  o   x 
 εcma1 

 εsma1 

 εs : en puissance de α 

 ρ εsfa1 

(1-ρ )εsfa1 

 (εsf - εsfa1) 
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( )

θ
=

α−1
1

1g

g
l ,                                                                                                         (II.50) 

Pour mettre en évidence les paramètres de base, on peut écrire l’expression (II.50) de la 

manière suivante : 

( ) ( )
1

1ss
g1

τ

g

p

ρEA
α12

α1

1
l +

−
= .                                                                         (II.51) 

L’allongement relatif de l’acier au droit de la fissure correspondant au glissement g(l0) 

égal à g1, noté εsf1, s’écrit : 

( )

1g

1α)(1
α)(1

g1
α1

1

sf1 l

g

1

2
lθ

α1

2
ε

α−
=

−
= −

+
− ,                                                               (II.52) 

( ) 11
ss

1
1

1sf1 gτ
ρEA

p
  

1

2
     

g

1

1

2
ε

α+
=

α+
β= α− .                                              (II.53) 

b) Domaine 0 ≤ x ≤ l0  

Pour les différentes expressions du glissement, il suffit de remplacer dans les relations 

(II.23) à (II.25), respectivement εsf, l1, lt1 par εsf1, lg1, ltg1 et on remarque que : 

0sf111lt lεggg(0) +==  

c) Valeurs moyennes sur la longueur d’introduction totale lt (= ltg1) 

On a les mêmes résultats qu’au § II.5.1.3 (remplacer  εsf, l1, lt1 par εsf1, lg1, ltg1). 

II.7. Cas 2 : g1 < g(l0) < g2 avant fissuration 

    On s’intéresse ici au cas (avant fissuration) où le glissement à une distance l0 d’une 

fissure est compris entre les deux valeurs g1 et g2.  

La longueur totale d’introduction lt est notée ici lt2. Elle est égale à : 

g120t2t l  llll ++== , 

avec l2, longueur d’introduction comprise entre le glissement g1 et le glissement g(l0) quand 

celui-ci reste inférieur à g2. Cet état est modélisé figure II.12.  
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II.7.1. Phase IIa et λ > 2 lt2 (avec lt = lt2 = l0 + l2 + lg1) 

II.7.1.1. Domaine (l0 + l2) ≤ x ≤ lt2 

En utilisant les relations établies à la sous-section II.5.1.1, en faisant le changement de 

variable X= x - l0 – l2, et sachant que 10X gg(0) == et 10X(0) τ=τ = on peut écrire : 

( ) [ ] ( )α1
2

g1
α-1

1

Xlθg(X) −−= ,  

( ) [ ] ( )α1
α2

g1
α1

α

1 Xlθkτ(X) −− −= , 

( )
( )

sf1

α1
α1

g1
0Xss ε.

l

X
1 1- )((X)ε ρ






























−+ε=

−
+

= , 

sf10Xssm1 ερ
2

α1
)(ε

+−ε= =  

( )
( )

( )

sf1

α1
α1

g1
0Xcc ε

l

X
11ρ1  )((X)ε






























−−−+ε=

−
+

= , 

( ) sf10Xccm1 ε
2

α1
ρ1  )(ε

+−+ε= =  

0Xs)( =ε  et 0Xc )( =ε sont déterminés à la sous-section II.7.1.2 ci-dessous avec respectivement 

2lXs )( =ε  et 
2lXc )( =ε . 

II.7.1.2. Domaine l0 ≤ x ≤ (l0 + l2) 

Pour g compris entre g1 et g2, en effectuant le changement de variable (X = l0 –x), on 

reporte (II.2b) dans (II.8) qui s’écrit alors : 

.0τ
ρEA

p

dx

gd
1

ss
2

2

=−  

Avec les conditions aux limites :  

sf
0X

ε
dX

dg −=
=

  et 12 g)g(l = , et en posant 
ρEA

τp
β

ss

1
2 = , 
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la variation de g(X) pour   0 < X < l2 s’écrit : 

2

l
βlε g X ε-

2

X
βg(X)

2
2

22sf1sf

2

2 −++=  ,                                                            (II.54) 

la variation du glissement est, dans cet intervalle, parabolique avec une concavité dirigée vers 

les glissement positifs (figure II.12). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dans l’intervalle [l0 ; (l0 + l2)], la contrainte d’adhérence étant constante, la variation 

de l'allongement relatif s’écrit : 

X
EA

τp
ε(X)ε

SS

1
sfs −= ,  

aussi, 

Xρβε(X)ε 2sfs −= .                                                                                               (II.55) 
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 lt = lt2 
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ς2 
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 l0 

 lt = lt2 

 l2  lg1 

 g 

 λ = λ2 (> 2. lt2)  

Fissure 

 Fig. II.12. Variations de τ et de g  pour  g1 < g(l0) <g2 et λ2 > 2.lt2 
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Entre l0 et (l0 + l2), L’allongement relatif moyen de l’acier noté εsm2 est déterminé par : 

∫=
2l

0

s
2

sm2 dX(X)ε
l

1
ε ,                

après intégration on obtient l’expression (II.56) : 

2

l
ρβεε 2

2sfsm2 −= .                                                                                                 (II.56) 

La variation de l’allongement relatif du béton εc(X) le long de l’intervalle [l0 ; l0+l2] à 

l’intérieur du tirant : 

X τ
ρ1

ρn

EA

p
(X)ε 1

ss
c −

= , qui peut s’écrire aussi : 

( ) Xρ1β(X)ε 2c −= .                                                                                              (II.57) 

Sur la longueur l2, l’allongement relatif moyen du béton peut se traduire par : 

∫=
2l

0

c
2

cm2 dX(X)ε
l

1
ε , 

( )
2

l
ρ1βε 2

2cm2 −= .                                                                                                (II.58) 

Pour X = l2, on peut exprimer l’allongement relatif de l’acier correspondant au 

glissement g1 :  

( ) 1sf221sf2c22sf2   l1  )l(lβε  )ε(l ε+ρ−β=ε+ε=ρ−= , 

22sfsf1 lβε  ε −= ( ) α)(1
α)(1

g1
α1

1

lθ
α1

2
  −

+
−

−
= .                                                               (II.59) 

II.7.1.3. Domaine 0 ≤ x ≤ l0  

Avec la relation (II.54) on détermine la valeur g(l0) : 

2

l
βlεgg(X))g(l

2
2

22sf10X0 −+== = ,                                                                    (II.60) 
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l’expression (II.22) s’écrit alors :  

( )
2

l
βllεgxεg(x)

2
2

202sf1sf −−++−= .                                                                (II.61)         

On peut déduire ainsi le glissement au droit de la fissure : 

2

l
βg)l (lεgg(0)

2
2

2120sflt2 −++== ,                                                                  (II.62) 

où glt2 désigne le glissement cumulé sur la longueur d’introduction totale lt2. 

II.7.1.4. Valeurs moyennes sur la longueur d’introduction totale lt 

Durant cette phase IIa avec (g1 < g(l0) < g2) et quand  le nombre de fissures principales 

n’a pas dépassé la moitié du nombre total, on peut écrire l’allongement relatif moyen de 

l’acier sur toute la longueur d’introduction totale lt (ici l t2) : 

( )2sm2g1sm10sf
t2

smt2 lεlεlε
l

1
ε ++= ,                                                                      (II.63) 

la valeur de εsm2 est donnée par la relation II.56, et l’allongement moyen relatif de l’acier sur 

la longueur l1 s’écrit : 

sf122sfsm1 ερ
2

α1
lρβεε

+−−= .                                                                             (II.64) 

On peut aussi déduire, quand le glissement à la distance l0 de la fissure est compris 

entre g1 et g2 (g1 <g(l0) < g2), l’allongement relatif moyen du béton sur la longueur 

d’introduction totale lt (εcmt2) : 

( )2cm2g1cm1
t2

cmt2 lεlε
l

1
ε += .                                                                                  (II.65)  

L'allongement relatif moyen sur la longueur l2 (εcm2) est donné par la relation (II.58) et 

sachant que ( ) 222c lρ1β)(lε −= , alors : 

( ) 






 ++−= sf122cm1 ε
2

α1
lβρ1ε .                                                                        (II.66) 
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L’allure des courbes représentant les variations des allongements relatifs de l’acier et 

du béton, le long de l’intervalle [0 ; lt] pour g(l0) compris entre g1 et g2 à l’intérieur du tirant, 

est présentée figure II.13. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.7.2. Phase IIb et λ < 2(l0 + lg1 + l2) 

Avec le même raisonnement que la sous-section II.5.2, la distance entre deux fissures 

consécutives à la stabilisation des fissures est égale à: 

( ) t2rtrg12r0r2 l1,7l1,7lll1,7λλ ==++== ,    

où l2r et lt2r représentant respectivement les longueurs l2 et  lt2 à l’apparition de la première 

fissure.  

Juste avant  l’apparition de la première fissure, avec la relation (II.59) on peut écrire : 

2r2sr1sf lβε −=ε , d'où  

 Fig. II.13. Variation de εs et εc le long de la longueur lt  quand g1 < g(l0) < g2 avec λ > λ  

 εc= εs 

 εc = 0 

 ε 

 εsf 

 εs = εsf 

  o   x 

 εs : en puissance de α 

 εc : en puissance de α 

 εs = εc = εsf (1- ρ ) 

 λ/2 

 εs : linéaire 

 εc : linéaire 

 lt = lt2 

 l0  l2  lg1 

 εsm2 

 εcm2 

 εsm1 

 εcm1 

 εsf1 
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2

1sfsr
r2l β

ε−ε
= ,                                                                                                        (II.67) 









+

β
ε−ε

δ−
= g1

2

1sfsr
r2t l     

1

1
l  

À la stabilisation des fissures deux cas peuvent être envisagés : 

-1er cas : ltg1 > 
2

λ2  et 

- 2eme cas : ltg1 <
2

λ2 .  

II.7.2.1. Phase IIb : 1er cas : ltg1 > 
2
λ 2   

Dans ce cas, après la redistribution des efforts le glissement à la distance l0 devient 

inférieur à g1 comme il est montré à la figure II.14. On a alors deux courbes (ς0 et ς1) au lieu 

de trois courbes avant la redistribution des efforts. De même pour l’allure de la courbe de la 

contrainte d’adhérence où le palier de valeur maximale τ1 disparaît après le redistribution des 

efforts. 

L’espacement moyen des fissures, après la stabilisation des fissures, est égal: 

( ) ta11a02 l2ll 2λ    λ =+== , c'est-à-dire r2t1ta l
2

7,1
l =  et  ici  

 ( )δ−
λ

= 1
2

l 2
1a                                                                                                         (II.68) 

Les relations établies à la sous-section II.5.2 peuvent être utilisées ici en utilisant pour 

l’espacement moyen des fissures la valeur2λ .  

La variation du glissement dans le domaine [0 ; l0] s’écrit : 

  a0sf0sf glε)g(lxεg(x) +++−= , 

où le glissement résiduel est déterminé en utilisant la relation (II.60), avec l2r, juste avant 

fissuration et la relation (II.36) juste après fissuration. 
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( ) α)-(1
2

a1
α1

12
2r

22rsf1a21a lθ
2

l
βlεggg −−−+== ,                                                      (II.69) 

où ga21 désigne explicitement le glissement résiduel provenant de la diminution de la longueur 

d’introduction totale de valeur lt2 avant fissuration à la valeur lta1 après fissuration. 

L’allure des courbes des allongements relatifs de l’acier et du béton, le long de la 

longueur 2λ  pour g(l0) inférieur à g1 ressemble à celui présentée à la figure II.11 de la sous 

section II.5.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig. II.14. Variations de τ et de g  le long de 2λ   avec g(l0) < g1      

 τ 
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τ(l0) < τ1 
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 g(l0) < g1 
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g'(l0) > g1 
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  ς1 

  ς0 

  ς2   ς1 

la1 l0 

l ta1 

l'2 

 g’(x) avant redistribution des efforts 

 2λ  = 2. (l0 + la1)  

Fissure 
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II.7.2.2. Phase IIb : 2eme cas : ltg1 < 
2
λ 2  

Ici, après la stabilisation des fissures, la longueur d’introduction lg1 correspondant au 

glissement g1 est entièrement développée, mais la longueur l2 diminue et prend la valeur la2.  

Cet état est représenté figure II.15 où la longueur l2 avant la stabilisation des fissures, 

est notée la2 après la stabilisation des fissures telle que la2 < l2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Fig. II.15. Variations de τ et de g  le long de 2λ  avec g1 < g(l0) < g2      

 τ’(x) avant redistribution des efforts 

 τ 

o x 

τ’(l0) = τ(l0) = τ1 

lg1 l0 

l ta2 

la2 

l ’2 

 2λ  = 2. (l0 + la2 + lg1)   

Fissure 

g 

o x 

g1< g'(l0) < g2 

  ς0 

  ς1 

 ς'0 

 g’(x) avant redistribution des efforts 

 ς'2 

 ς'1   ς2 
g1 

g1< g(l0) < g2 

lg1 l0 

l ta2 

la2 
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L’espacement moyen des fissures est donné par la relation : 

ta2g1a202 l2=)l + l+(l 2=λ  =  λ ,  aussi r2t2ta l
2

7,1
l =  et  

( ) 1g
2

2a l    1
2

l −δ−
λ

=                                                                                                (II.70) 

a) Domaine (l0 + la2) ≤ x ≤ lta2 

Avec les relations établies à la sous-section II.7.1.1, les expressions de g(X) et τ(X) 

restent sans changement. Dans ce cas les allongements relatifs des matériaux (béton et acier) 

en remplaçant l2 par la2, s’écrivent : 

( )
( )

sf1

α1
α1

g1
a22sfs ε.ρ

l

X
1 1 -  lρβ  - ε(X)ε






























−+=

−
+

, 

sf1a22sfsm1 ερ
2

α1
  lρβ  - εε

+−=                                                                               (II.71) 

( )
( )

( )

sf1

α1
α1

g1
a22c ε

l

X
11ρ1    l)ρ(1β(X)ε






























−−−+−=

−
+

, 

( ) 






 ++−= sf1a22cm1 ε
2

α1
lβρ1ε                                                                         (II.72) 

b) Domaine l0 ≤ x ≤ (l0 + la2) 

On a les mêmes expressions trouvées à la sous-section II.7.1.2, il suffit de remplacer l2 

par la2. L’allongement relatif fictif (εsfa2) correspondant à la longueur d’introduction totale lta2 

est déterminée à l’aide de la relation (II.59)  après fissuration : 

a22sf1sfa2 lβ  εε +=                                                                                                    (II.73) 

Les variations de εs et εc pour εs = εsfa2 sont montrées figure II.16. 

c) Domaine 0 ≤ x ≤ l0  

En utilisant la relation (II.60), avec la longueur l2r puis avec la longueur la2, le 

glissement résiduel est déduit de : 
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












+










+=

2

l
β-l εg   -   

2

l
β-lεgg

2
a2

2a2sfa21

2
2r

22rsf1a , 

après simplification le glissement ga s’écrit : 

( ) ll 
2

β
  - lε-lεgg 2

a2
2

2r
2

a2sfa22rsfa22a +== ,                                                          (II.74) 

où ga22 désigne explicitement le glissement résiduel provenant de la diminution de la longueur 

d’introduction totale de valeur lt2 avant fissuration à la valeur lta2 après fissuration. 

Le glissement résiduel sur la longueur perturbée étant négligé, le glissement au droit 

de la fissure est donné par la relation (II.62). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

c) Valeurs moyennes sur la longueur d’introduction totale lta2 

L’allongement relatif moyen de l’acier entre deux fissures consécutives distantes de2λ  

est donné par : 

( )a2sma2g1sm10sf
2

2λsm
lεlεlε

λ

2
ε ++= ,                                                                   (II.75) 

où εsm1 est déterminé plus haut et sur la longueur la2 on a, 

 Fig. II.16. Variation de εs et εc pour εsf = εsfa2   

 εc = 0 

  o   x 

 εc : en puissance de α 

 εc : linéaire 

 lt = lta2 

 l0  la2  lg1 

 εsfa2 

εs = εsfa2 

 εs : en puissance de α 

 εs : linéaire 

 ρ.εsfa2 

(1-ρ).εsfa2 

 ε 
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2

l
ρβεε a2

2sfsma2 −= .                                                                                               (II.76) 

Entre deux fissures consécutives distantes de2λ , on peut écrire l’allongement relatif 

moyen du béton : 

( )a2cma2g1cm1
2

2cm
lεlε

2
ε +

λ
=λ ,                                                                              (II.77)  

avec l’allongement relatif moyen du béton sur la longueur la2 :  

( )
2

l
ρ1βε a2

2cma2 −= ,                                                                                              (II.78) 

Les variations des allongements relatifs de l’acier et du béton, le long de la 

longueur 2λ  pour g(l0) compris entres g1 et g2, sont présentées à la figure II.17. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Fig. II.17. Variation de εs et εc entre deux fissures consécutives distantes de2λ  > 2ltg1   
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ρ εsf1 
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II.8. Cas particulier de g(l0) = g2 avec  λ > 2 lt 

Toutes les équations établies précédemment à la section II.7.1 restent valables, il suffit 

de remplacer, g(l0) par g2, l2 par lg2, lt par ltg2 et εsf par εsf2. 

lg2 : longueur d’introduction effective quand le glissement à la distance l0 de la fissure 

est égal à g2, 

l tg2 : = (l0 + lg2 + lg1), longueur d’introduction totale quand le glissement à la distance l0 

de la fissure est égal à g2. 

εsf2 : allongement relatif de l’acier correspondant au glissement g2 à la distance l0 de la 

fissure (c'est-à-dire lt = l0 + lg2 + lg1). 

On donne, dans ce cas, quelques résultats particuliers : 

En écrivant à la distance (l0 + lg2) l’allongement relatif de l’acier avec les relations 

(II.55) et (II.57), l’expression de εsf2 est donnée par : 

g221sfg22sf2 l )ρ1(βlρβε −+ε=−  ,               

g22sf1sf2 lβεε +=                                                                                                      (II.79) 

Dans l’intervalle [0 ; l0], le glissement g(x) est donné par l’expression (II.22). Avec la relation 

(II.54) on a : 

2

l
βlεgg(X))l(gg

2
g2

2g2sf210X02 −+=== = ,                                                         (II.80) 

on peut écrire ainsi le glissement au droit de la fissure : 

0sf220x lεgg(x) +== .                                                                                               (II.81) 

II.9. Cas 3 : g2 < g(l0) < g3 avant fissuration 

Le glissement dans ce cas à une distance l0 de la fissure est compris entre les deux 

valeurs g2 et g3.  

La longueur totale d’introduction lt est notée ici lt3 et elle est égale à : 

g12g30t3t l  lllll +++== , 
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avec l3, longueur d’introduction comprise entre le glissement g2 et le glissement g(l0) quand 

celui-ci reste inférieur à g3.  

II.9.1. Phase IIa et λ > 2 (l0 + l3 + lg2 + lg1)  

II.9.1.1. Domaine (lt3 – lg1) ≤ x ≤ lt3  

Dans ce domaine, nous obtenons les mêmes résultats que la sous-section II.7.1.1 avec 

le changement de variable X = x – l0 – l3 – lg2 et les valeurs de (εs)X=0 et( εc)X=0 à déterminer.  

II.9.1.2. Domaine (l0 + l3) ≤ x ≤ (lt3 – lg1) 

En utilisant les relations établies à la sous-section II.7.1.2, en faisant le changement de 

variable X= x - l0 – l3, et sachant que : 1(X) τ=τ , 20X gg ==  et  

sf2sc
0X

ε)0()0(
dX

dg −=ε−ε=
=

, 

on peut écrire : 

2sf2

2

2 g X ε-
2

X
βg(X) += , 

sachant que 1lX gg
g2

== , alors on retrouve la relation (II.80): 

( )
2

l
β-lgg

2
g2

2g22sf12 ε=− . 

Pour les allongements relatifs des matériaux : 

Xρβ)ε((X)ε 20Xss −= =  

2

l
ρβ)ε(ε

g2
20Xssm2 −= =  

( ) Xρ1β  )ε((X)ε 20Xcc −+= =  

( )
2

l
ρ1β)ε(ε

g2
20Xccm2 −+= =  
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0Xs)( =ε  et 0Xc )( =ε sont déterminés à la sous-section II.9.1.3 (où X = x – l0) ci-dessous avec 

respectivement 
3lXs )( =ε  et 

3lXc )( =ε . 

II.9.1.3. Domaine l0 ≤ x ≤ (l0 + l3) 

Avec le changement de repère (o’s t) montré à la figure II.2, la relation II.2c s’écrit : 

s
gg

ττ
   t

23

31

−
−

−= ,                                                                                                      (II.82) 

avec   t = (τ – τ1)    et     s = (g – g2),  

en posant 
23

31
3 gg

ττ
   k

−
−

= qui prend toujours une valeur positive, on obtient : 

.skt 3−= .                                                                                                               (II.83) 

Avec le changement de variable X = x – l0, l’équation différentielle (II.8) s’écrit : 

0t(X)
ρEA

p

dX

sd

ss
2

2

=− ,                                                                                       (II.84) 

et en posant  
ρEA

p k
β

ss

3
3 = on a : 

0 sβ  
dX

sd 2
32

2

=+ .                                                                                                     (II.85) 

Avec les conditions aux limites : sf
0X

ε
dX

ds −=
=

    et    
3lXs(X) = =0, 

l'équation différentielle admet pour solution : 

Xsinβ.
β

ε
X.cosβltgβ

β

ε
s(X) 3

3

sf
333

3

sf −= .                                                           (II.86) 

Dans l’intervalle [l0 ; (l0 + l3)], la variation du glissement est représentée par une 

fonction sinusoïdale. 

La contrainte d’adhérence s’écrit : 
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Xsinβ.
β

ε
kX.cosβltgβ

β

ε
kt(X) 3

3

sf
3333

3

sf
3 +−=                                                 (II.87) 

Les variations de la contrainte d’adhérence et la variation du glissement pour g(l0) 

compris entre les valeurs g2 et g3 , le long de lt, sont  représentées figure II.18 où la courbe ς3 

représente la fonction sinusoïdale donnée par la relation II.86. 

La variation de l’allongement relatif de l’acier et sa moyenne sur la longueur l3 se 

calculent de la manière suivante :  

- Variation de l’allongement relatif de l’acier sur la distance l3 











−−= ∫

X

0ss
sfs dξ)(ξt

EA

p
ε(X)ε , le signe « moins » est introduit ici car avec le 

changement de repère, t(X) est négatif sur la distance l3, comme montré à la figure II.18. 

( )1  -  XcosβX.sinβltgβε  - ε(X)ε 3333sfsfs +ρ= .                                            (II.88) 

L’allongement relatif de l’acier à la distance X = l3 est égal : 

sf
33

sf3s 1  -  
lcos

1
  - )l( ε









β
ρε=ε .                                                                         (II.89) 

- Allongement relatif moyen de l’acier sur la distance l3 

∫=
3l

0

s
3

sm3 dX(X)ε
l

1
ε , 

sf
33

33
sfsm3 ε1  -  

lβ

ltgβ
ρ  - εε 








=                                                                                 (II.90) 

De même pour le béton sur la longueur l3, la variation de l’allongement relatif et sa 

moyenne sont calculés de la manière suivante : 

- variation de l’allongement relatif  du béton 

( ) 










−
−= ∫

X

0ss
c dξξt

ρ1

ρn

EA

p
(X)ε , 

( )1  -  XcosβX.sinβltgβ)1((X)ε 3333sfc +ρ−ε= .                                            (II.91) 
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L’allongement relatif du béton à la distance X = l3 est égal : 

( ) 








β
ρ−ε=ε 1  -  

lcos

1
1)l(

33
sf3c                                                                          (II.92) 

- allongement relatif moyen du béton 

∫=
3l

0

c
3

cm3 dX(X)ε
l

1
ε , 

( ) sf
33

33
cm3 ε1  -  

lβ

ltgβ
ρ1ε 








−= .                                                                               (II.93) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig. II.18. Variations de τ et de g avant la stabilisation des fissures pour  g2 <g(l0)<g3 
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II.9.1.4. Domaine 0 ≤ x ≤ l0  

Le glissement g(x) est donné par l’expression : 

0sf0sf lε)g(lxεg(x) ++−= , 

et la valeur à la distance l0 de la fissure est déterminée par la relation (II.86) en faisant X=0. 

33
3

sf
220Xlx ltgβ

β

ε
ggs(X)g(x)

0
+=+= == ,                                                             (II.94) 

on peut écrire ainsi le glissement au droit de la fissure : 










β
β

+ε+==
3

33
0sf23lt

ltg
lg gg(0)                                                                         (II.95) 

II.9.1.5. Valeurs moyennes sur la longueur d’introduction totale lt 

Quand  le nombre de fissures principales n’a pas dépassé la moitié du nombre total, on 

peut écrire l’allongement relatif moyen de l’acier sur toute la longueur d’introduction totale lt 

(ici l t3) :  

( )g1sm1g2sm23sm30sf
t3

smt3 lε   lε lεlε
l

1
ε +++= .                                                      (II.96) 

La valeur de εsm3 est donnée par la relation (II.94). En utilisant les résultats établis aux 

sous sections II.7.1.1 et II.9.1, les valeurs moyennes sur les longueurs lg1 et lg2 s’écrivent 

respectivement ici : 

sf1g22sf
33

sfsm1 ερ
2

α1
lρβ  -  ε 1

lcosβ

1
ρεε

+−







−−= ,                                       (II.97) 

2

l
ρβ     ε 1 -  

lcosβ

1
ρεε

g2
2sf

33
sfsm2 −








−= .                                                         (II.98) 

L’allongement relatif moyen du béton sur la longueur d’introduction totale lt3 est 

donnée par la relation (II.99). 

( )g1cm1g2cm23cm3
t3

cmt3 lε   lε lε
l

1
ε ++= .                                                                   (II.99) 
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Avec la relation (II.92), on détermine l’allongement relatif  moyen du béton sur la 

longueur l3 (εcm3). On peut déduire aussi dans ce cas les valeurs moyennes sur les longueurs 

lg1 et lg2 en utilisant les résultats établis aux sous sections II.7.1.1. et II.9.1. 

( ) ( ) sf12g3sf
33

1cm ε
2

α1
ρ1  l)1(   1    

lcos

1
1

+−+ρ−β+ε







−

β
ρ−=ε ,                  (II.100) 

( ) ( )
2

l
ρ1β   1  -  

lcos

1
1 ε

g2
2sf

33
cm2 −+ε









β
ρ−= .                                                (II.101) 

On représente à la figure II.19, les variations des allongements relatifs de l’acier et du 

béton, le long de la longueur lt3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig. II.19. Variation de εs et εc le long de la longueur lt  quand g1 < g(l0) < g2 avec λ > λ  
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II.9.2. Phase IIb et λ < 2 lt3 

La distance entre deux fissures successives à la stabilisation des fissures est égale à: 

( ) t3rtrg1g23r0r3 l1,7l1,7llll1,7λλ ==+++== ,    

où l3r et lt3r représentant respectivement les longueurs l3 et  lt3 à l’apparition de la première 

fissure.  

À l’apparition de la première fissure, avec la figure II.19, on peut écrire :  

)l(    )(lε r3csf23rs ε+ε=  . 

En utilisant les relations (II.89) et (II.92), on peut déterminer l3r en faisant εsf = εsr :  

( ) 








β
ρ−ε+ε=ε









β
ρε 1  -  

lcos

1
1        1  -  

lcos

1
  - 

r33
srsf2sr

r33
sr , 

sr

2sf
r33

2

1
lcos

ε
ε

−
=β , 



















ε
ε

−β
=

sr

2sf3
3r

2

1
cosar

1
l .                                                                                     (II.102) 

On peut déduire la longueur d’introduction totale: 

( )2gg13rr3t ll   l 
1

1
l ++

δ−
= , 









++









ε−βδ−
= 2gg1

2sfsr

sr

3
r3t ll    

ε2

ε
cosar

1
 

1

1
l .                                                 (II.103) 

Remarque :  

À ce stade, la gaine entourant le béton est plastifiée sur la longueur lg2, et commence à 

se détériorer sur la longueur l3. Toutefois le raisonnement peut être poursuivi en considérant, 

après que l’espacement moyen entre les fissures devienne inférieur à la longueur 

d’introduction totale que la valeur du pic de la contrainte d’adhérence diminue d’un certain 

pourcentage. 
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À la stabilisation des fissures trois cas peuvent être envisagés : 

- 1er cas : ltg1 < 23λ  

- 2eme cas : ltg1 < 23λ  < ltg2 

- 3eme cas : ltg2 > 23λ  

II.9.2.1. Phase IIb : 1er cas : ltg1 > 23λλλλ  

Dans ce cas, après la redistribution des efforts le glissement à la distance l0 devient 

inférieur g1 comme il est montré à la figure II.20. Sur les quatre courbes différentes de g(x) 

avant la redistribution des efforts, il ne reste que deux courbes (ς0 et ς1). De même pour 

l’allure de la courbe de la contrainte d’adhérence où le palier de valeur maximale τ1 disparaît 

après le redistribution des efforts. 

L’espacement moyen des fissures est égal, dans ce cas, après la stabilisation des 

fissures : 

( ) ta11a03 l2ll 2λ    λ =+== , c'est-à-dire r3t1ta l
2

7,1
l =  et  ici  

 ( )δ−
λ

= 1
2

l 3
1a .                                                                                                     (II.104)                                  

Les relations établies à la sous-section II.5.2 peuvent être utilisées avec l’espacement 

moyen des fissures de valeur égale à3λ .  

La variation du glissement dans le domaine [0 ; l0] s’écrit : 

  a0sf0sf glε)g(lxεg(x) +++−= , 

où le glissement résiduel est déterminé en utilisant la relation (II.94) juste avant fissuration et 

la relation (II.36) juste après fissuration. 

( ) α)-(1
2

a1
α1

1

r33
3

sr
2a31a lθltgggg −−β

β
ε

+== ,                                                           (II.105) 

où ga31 désigne explicitement le glissement résiduel provenant de la diminution de la longueur 

d’introduction totale de valeur lt3 avant fissuration à la valeur lta1 après fissuration. 
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L’allure des courbes de variation des allongements relatifs de l’acier et du béton, le 

long de la longueur3λ  pour g(l0) inférieur à g1 est présentée (semblable) figure II.11 de la 

sous section II.5.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.9.2.2. Phase IIb : 2eme cas : ltg1 < 23λλλλ  < ltg2 

Dans ce cas, après la stabilisation des fissures, l3 n’existe pas, mais la longueur lg2 

correspondant au glissement g2 diminue et elle est notée alors la2. La longueur lg1 est 

invariable.  

 

 Fig. II.20. Variations de τ et de g  le long de 3λ   avec g(l0) < g1       
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L’espacement moyen des fissures est donné par la relation : 

ta2g1a203 l2)l  l(l 2λ    λ =++== , 

  aussi r3t2ta l
2

7,1
l =  et avec 

2
l 3

0

λ
δ=  on a : 

( ) 1g
3

2a l    1
2

l −δ−
λ

=                                                                                              (II.106) 

Cet état est représenté figure II.21 où la longueur lg2 avant la stabilisation des fissures, 

est notée la2 après la stabilisation des fissures telle que la2 < lg2. Dans ce cas, on a les mêmes 

résultats que la sous-section II.7.2.2 sauf pour le glissement résiduel et les allongements 

moyens qui sont déterminés de la manière suivante. 

- glissement résiduel  

La longueur (l3r + lg2) avant fissuration diminue et prend la valeur la2 après fissuration, 

en utilisant les relations (II.94) et (II.60), on trouve : 














+−








β

β
ε

+==
2

l
β-l εgltgg g g

2
a2

2a2sfa21r33
3

sr
2a32a ,                                       (II.107) 

où ga32 désigne explicitement le glissement résiduel provenant de la diminution de la longueur 

d’introduction totale de valeur lt3 avant fissuration à la valeur lta2 après fissuration. 

Le glissement résiduel sur la longueur perturbée étant négligé, le glissement au droit 

de la fissure est donné par la relation (II.95). 

- Valeurs moyennes sur la longueur 3λλλλ  (ici = 2lta2) 

Les allongements relatifs moyens de l’acier et du béton entres deux fissures 

successives distantes de 3λ  s’écrivent : 

( )g1sm1a2sma20sf
3

3λsm
lεlεlε

λ

2
ε ++= ,                                                                (II.108) 

( )g1cm1a2cma2
3

3cm
lε  lε

2
ε +

λ
=λ .                                                                           (II.109) 
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Les allongements relatifs moyens sur les différentes longueurs  établis à la sous-

section II.7.2.2 restent valables ici. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.9.2.3. Phase IIb : 3eme cas : ltg2 > 23λλλλ  

Dans ce cas, après la stabilisation des fissures, les longueurs d’introduction lg1 et lg2 

correspondant respectivement aux glissements g1 et g2 sont entièrement développées, mais la 

longueur l3 diminue et prend la valeur la3.  

Les variations du glissement et de la contrainte d’adhérence avant et après fissuration 

sont présentées figure II.22. 

 

 Fig. II.21. Variations de τ et de g  le long de 3λ  avec g1 < g(l0) < g2      
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 Fig. II.22. Variations de τ et de g  le long de 3λ   avec g2 < g(l0) < g3      
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L’espacement moyen des fissures est donné par la relation : 

ta3g1g2a303 l2)l l  l(l 2λ    λ =+++== , 

  aussi r3t3ta l
2

7,1
l =  et avec 

2
l 3

0

λ
δ=  on a : 

( ) 1g2g
3

3a ll    1
2

l −−δ−
λ

=                                                                                      (II.110) 

a) Domaine (lta3 – lg1) ≤ x ≤ lta3 

Pour ce domaine, en utilisant les résultats établis aux sous-sections II.7.1.1 et  II.9.1, 

on peut déduire les allongements (variations et moyennes) relatifs des matériaux. Ici : 

3sfa
0xdx

dg ε−=
=

, 

εsfa3 représente l’allongement relatif fictif de l’acier correspondant à la longueur 

d’introduction lta3. 

( )
( )

sf1

α1
α1

g1
g22sfa3

a33
sfs ε.ρ

l

X
1 1- lρβ  - ε 1  -  

lcosβ

1
ρ- ε(X)ε






























−+








=

−
+

, 

sf1g22sfa3
a33

sfsm1 ερ
2

α1
lρβ  - ε 1  -  

lcosβ

1
ρεε

+−







−= ,                                  (II.111) 

( ) ( )
( )

( )

sf1

α1
α1

g1
g22sf

3a3
c ε

l

X
11ρ1  l)ρ(1β    1  

lcos

1
1(X)ε






























−−−+−+ε








−

β
ρ−=

−
+

, 

( ) ( ) sf12g33sfa
3a3

1cm ε
2

α1
ρ1  l)1(    1  

lcos

1
1

+−+ρ−β+ε







−

β
ρ−=ε .              (II.112) 

b) Domaine (l0 + la3) ≤ x ≤ (lta3 – lg1) 

Dans ce domaine, les différentes expressions sont déterminées le long de la longueur 

lg2. En utilisant les relations établies aux sous-sections II.9.1.2 et II.9.1.3, g(X) et τ(X) sans 

changement (avec X = x - l0 - la3). Dans ce cas, les allongements relatifs des matériaux (béton 

et acier), en remplaçant l3 par la3, s’écrivent :  
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Xρβ ε 1
lcosβ

1
ρ- ε(X)ε 2sfa3

a33
sfs −








−= , 

2

l
ρβ ε 1

lcosβ

1
ρ- εε

g2
2sfa3

a33
sfsm2 −








−= ,                                                        (II.113) 

( ) ( ) Xρ1β     1
lcos

1
1(X)ε 23sfa

3a3
c −+ε








−

β
ρ−= , 

( ) ( )
2

l
ρ1β   1

lcos

1
1ε

g2
23sfa

3a3
cm2 −+ε








−

β
ρ−= .                                             (II.114) 

c) Domaine l0 ≤ x ≤ (l0 + la3) 

L’allongement relatif fictif (εsfa3) au droit de la fissure est déterminé à l’aide des 

formules (II.89) et (II.92) et la figure II.23.  

)l(  )(lε 3ac2sfa3s ε+ε= ,  

3a3

2sf
3sfa

lcos

1
2

β
−

ε
=ε .                                                                                             (II.115) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Fig. II.23. Variation de εs et εc le long de la longueur lta3 pour εsf = εsfa3   
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En remplaçant l3 par la3 et εsf par εsfa3 dans les relations (II.90) et (II.93), on détermine 

respectivement les allongements relatifs moyens de l’acier et du béton sur la longueur la3.  

sfa3
3a3

a33
sfsma3 ε1

lβ

ltgβ
ρ-εε 








−= ,                                                                          (II.116) 

( ) sfa3
a33

a33
cma3 ε1  -  

lβ

ltgβ
ρ1ε 








−= .                                                                        (II.117) 

d) Domaine 0 ≤ x ≤ l0  

La longueur avant fissuration l3r diminue et prend la valeur la3 après fissuration, en 

utilisant la relation (II.94), le glissement résiduel s’écrit : 









β

β
ε

+−







β

β
ε

+== 3a3
3

3sfa
2r33

3

sr
2a33a ltggltgg g g , 

( )3a33sfar33sr
3

33a ltgltg
1

g βε−βε
β

=                                                                       (II.118) 

où ga33 désigne explicitement le glissement résiduel provenant de la diminution de la longueur 

d’introduction totale de valeur lt3 avant fissuration à la valeur lta3 après fissuration. 

Le glissement résiduel sur la longueur perturbée étant négligé, le glissement au droit 

de la fissure est donné par la relation (II.98). 

e) Valeurs moyennes sur la longueur d’introduction totale lta3 

Entre deux fissures consécutives distantes de 3λ (=2.lta3), les allongement relatifs 

moyens de l’acier et du béton sont donnés par : 

( )g1sm1g22sma3sma30sf
3

3λsm
lε   llεlε

λ

2
ε +ε++= ,                                                 (II.119)                                    

( )g1cm1g2cm2a3cma3
3

3cm
lε  lε  lε

2
ε ++

λ
=λ ,                                                             (II.120)  

où les valeurs moyennes sur les différentes longueurs sont données plus haut. 
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L’allure des courbes de variation des allongements relatifs de l’acier et du béton, le 

long de la longueur3λ  pour g(l0) compris entres g2 et g3,  est présentée à la figure II.24. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

II.10. Cas particulier de g(l0) = g3 avant fissuration 

Il suffit de reprendre les équations établies précédemment à la section II.9.1 en 

remplaçant g(l0), l3, lt et εsf respectivement par g3, lg3, ltg3 et εsf3. 

lg3 : longueur d’introduction effective quand le glissement à la distance l0 de la fissure 

est égal à g3, 

l tg3 : = (l0 + lg3 + lg2 + lg1), longueur d’introduction totale quand le glissement à la 

distance l0 de la fissure est égal à g3. 

 Fig. II.24. Variation de εs et εc entre deux fissures consécutives distantes de3λ  > 2ltg2   
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εsf3 : allongement relatif de l’acier correspondant au glissement g3 à la distance l0 de la 

fissure. 

Nous obtenons ainsi quelques résultats particuliers : 

L’allongement relatif de l’acier est égal à εsf3 à la distance (l0 + lg3). En utilisant les relations 

(II.89), (II.92) et la figure II.19, on peut écrire : 

)l(    )(lε 3gcsf2g3s ε+ε=  , 

( )














β
ρ−ε+ε=ε















β
ρε 1  -  

lcos

1
1        1  -  

lcos

1
  - 

3g3
3sfsf23sf

3g3
3sf , 

3g3

2sf
3sf

lcos

1
2

β
−

ε
=ε                                                                                                (II.121) 

Dans l’intervalle [0 ; l0], le glissement g(x) est donné par l’expression (II.22). Avec la 

relation (II.91) on a : 

Xsinβ.
β

ε
X.cosβltgβ

β

ε
s(X) 3

3

sf3
3g33

3

sf −=  

3g3
3

sf3
0X2320 ltgS(X)g- g g-)l(g β

β
ε

=== = , 

3g3
3

sf3
23 ltg   g g β

β
ε

+=  ,                                                                                          (II.122)            

on obtient ainsi le glissement au droit de la fissure (cumulé sur la longueur totale ltg3) : 

0sf333ltg0x l    gg)x(g ε+===                                                                                  (II.123) 

II.11. Conclusions   

La loi de comportement idéalisée adhérence – glissement (τ-g  représentée à la figure 

II.2) donnée par le comité européen de béton [CEB88] est à la base de la détermination des 

allongements relatifs (variation et moyenne) de l’acier et du béton, ainsi que le glissement 

entre ces deux matériaux en fonction du chargement. Ainsi, le passage aux contraintes 

développées dans le « tirant » peut facilement se déduire avec la loi de Hooke. 
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Le niveau de chargement dans ce chapitre a été limité au glissement ne dépassant pas 

la valeur g3 de la loi τ-g. En effet, on suppose à ce stade que la gaine de béton entourant 

l’armature commence à se détériorer et qu’il ne peut y avoir de fissuration systématique. 

Toutefois, dans le cas de l’arrachement d’une barre ancrée dans le béton présentée en annexe 

A, l’étude a été menée  jusqu’à l’adhérence résiduelle (glissement supérieur à g3).  

Après l’apparition de la première fissure, des relations sont ainsi établies pour un 

« tirant » en béton armé en considérant deux cas : 

- après fissuration, et pendant la propagation des fissures (phase IIa) quand les espacements 

des fissures restent supérieurs à la longueur d’introduction totale lt, les valeurs moyennes des 

allongements relatifs de l’acier et du béton sont calculés et sont notés respectivement εsmti et 

εcmti.  

- À la stabilisation des fissures (phase IIb) et pendant la propagation des fissures quand la 

longueur d’introduction totale ne peut pas se développer, les valeurs moyennes sont calculées 

et  notés )ou(
ismsmtai λεε pour l’acier et )ou(

icmcmtai λεε  pour le béton. 

Ainsi, selon le niveau de chargement, on peut, avec ces valeurs moyennes des 

allongements relatifs, tracer les diagrammes fictifs des deux matériaux (acier et béton). 

Avec les différentes expressions du glissement, les ouvertures de fissures peuvent être 

estimées, à chaque niveau de chargement, en calculant le double de ce glissement au droit des 

fissures.  

Les méthodes de détermination de ces diagrammes fictifs et des ouvertures de fissures 

sont développées au chapitre III. 
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CHAPITRE III : PROPOSITION DE METHODES DE CALCUL 

III.1. Introduction 

On présente dans ce chapitre, en utilisant les résultats théoriques établis au chapitre II, 

des méthodes de détermination du diagramme fictif de l’acier (la même démarche peut être 

utilisée pour tracer le diagramme fictif du béton) et d’estimation des ouvertures de fissure 

dans les « tirants » en béton armé. 

La loi adhérence- glissement donnée par le Comité Européen de Béton (CEB-FIB, 

1988) est utilisée (figure II.2). La valeur du pic d’adhérence τ1 est prise égale : 

ck21 f5,2=τ=τ  (béton confiné) ou  ck21 f2=τ=τ  (béton non confiné)                    

où fck représente la contrainte limite de compression du béton en MPa et τ1 (et τ2) la contrainte 

maximale d’adhérence en MPa. 

La valeur de la contrainte résiduelle τ3 est prise égale à 0,20 τ1. 

Dans cette étude, deux cas sont envisagés : 

- cas où les valeurs des glissements g1, g2 et g3 sont connues, alors les calculs sont effectués 

en utilisant les relations établies au chapitre II. On peut alors déduire directement 

l’espacement moyen des fissures λ  en considérant que la longueur d’introduction à 

l’apparition de la première fissure ltr est égale à 7,1/λ .   

- cas où les valeurs des glissements correspondant au pic d’adhérence et à l’adhérence 

résiduelle ne sont pas données, alors, on est amené à calculer la relation appropriée 

d’espacement moyen des fissures λ  afin d’estimer les valeurs de g1, g2 et g3. 

Pour les deux cas, selon les caractéristiques des matériaux, on cherche le cas 

correspondant au domaine d’étude pour pouvoir utiliser les relations du chapitre II ( § II.5 , § 

II.7 ou § II.9). Avec les valeurs moyennes des allongements relatifs, un modèle de diagramme 

fictif de l’acier est proposé. 

Les valeurs des glissements au droit des fissures établies au chapitre II, sont utilisées 

pour calculer les largeurs des ouvertures de fissures. 
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III.2. Méthode de détermination du diagramme fictif de l’acier : σs = f (εm) 

III.2.1. Méthode générale 

- Un organigramme est présenté à la section III.4 pour les phases IIa et IIb. 

- Pour la première phase, le comportement du tirant est considéré comme homogène 

(voir sous-section II.3.2).Toutefois il y a lieu de noter que si la longueur du tirant  est 

relativement faible, la courbe OA de la figure II.3 ne sera pas linéaire. Il y a lieu de tenir 

compte dans ce cas des deux longueurs d’introduction aux extrémités du tirant. Sinon, le 

nombre de fissures principales est déterminé en considérant la longueur totale du tirant  

diminuée des deux espacements d’about [ROB69], [WIL86].  

- Pour la phase IIa : la méthode retenue consiste à considérer que l’apparition des fissures 

s’effectue l’une après l’autre à mesure que l’effort de traction augmente. La résistance 

effective en traction du béton varie le long du tirant. Cette variation peut être exprimée par un 

certain pourcentage (par exemple 20%) de la contrainte effective du béton en traction selon 

certains auteurs [TAS81]. Si on note γ le nombre total de fissures, on aura donc γ valeurs 

différentes de la contrainte de traction du béton σc pendant la phase IIa variant de σcr à 1,20σcr. 

Pour la première fissure on prendra σc1 = σcr et, pour la dernière fissure, σcγ = 1,20σcr. À 

l’apparition d’une nouvelle fissure, on détermine la contrainte dans l’acier, la nouvelle 

longueur d’introduction et l’allongement du tirant. 

- Pour la phase IIb : à ce stade, le nombre de fissures est stable. Par contre, si l’effort de 

traction augmente, alors la longueur de la zone perturbée l0 augmente tandis que ∆εm diminue 

(voir figure II.3). On considère, au vu des résultats expérimentaux réalisés par Espion 

[ESP85], que ∆εm varie linéairement à partir de la dernière fissure. Au-delà d’un certain 

niveau de contrainte (on a pris ici 2σsγ avec εsd correspondant), on considère que ∆εm est 

constant. On rappelle que l’étude a été menée pour σs inférieur à la limite élastique de l’acier. 

III.2.2. Diagramme fictif de l’acier en phase IIa 

Pendant cette phase on distingue deux parties : 

- Première partie de la phase IIa : La moitié du nombre total de fissures n’est pas atteint, ce 

qui permet le développement de la longueur d’introduction totale ltj (j prenant les valeurs 1, 2 

ou 3 correspondant aux zones de la loi τ-g). Relativement à la fissure i et sachant que les 

largeurs des ouvertures sont négligeables par rapport aux longueurs ltj , on désigne par : 
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       L0i = la somme des longueurs (l0i) des zones perturbées du tirant ; 

Ltji = la somme des longueurs d’introduction totale (ltji) du tirant ; 

avec Li la longueur du tirant à la fissure i, 

Lhi = (Li – Ltji) ≈ (L – Ltji), la somme des longueurs des zones homogénéisées (εs(x) = 

εc(x)). 

À la fissure i, l’allongement du tirant s’écrit : 

∆Li = ∆Ltji + ∆Lhi avec: ∆Ltji = εsmtji Ltji et ∆Lhi = εci Lhi. 

La valeur de εsmtji, désigne la valeur moyenne de l’allongement relatif sur la longueur 

d’introduction totale ltji correspondant  à la fissure i. La valeur εci (= σci Ec) représente 

l’allongement relatif du béton homogénéisé à la fissure i. La contrainte de traction effective 

du béton croît à mesure que les fissures apparaissent, la longueur Ltji augmente et la longueur 

homogénéisée Lhi diminue. On détermine à chaque étape la contrainte σs = Nt/As et 

l’allongement relatif moyen du tirant ∆Li/L. 

- Deuxième partie de la phase IIa : Dans cette étape, la moitié du nombre total de fissures 

est dépassée et, dans certaines parties du tirant, la longueur d’introduction effective ltji ne peut 

pas se développer : on se trouve devant les deux cas existants simultanément, l’un présenté ici 

et l’autre à la sous-section III.2.3 ci-après. 

III.2.3. Diagramme fictif de l’acier en phase IIb                  

En phase IIb, le nombre de fissures est stable et, comme le montre la figure II.9, la 

somme des longueurs homogénéisées Lh est nulle et L = Ltaj (Ltaj représente la somme des 

longueurs d’introduction totales à la stabilisation des fissures). Dans cette phase, lorsqu’on 

augmente l’effort Nt, la zone perturbée progresse (L0 augmente), ce qui signifie que ∆εm 

décroît. L’allongement relatif moyen du tirant peut donc être exprimé par l’allongement relatif 

moyen entre deux fissures consécutives.  

Les relations établies dans cette phase IIb sont aussi utilisées dans certaines zones de 

la deuxième partie de la phase IIa où la distance entre deux fissures successives est égale àλ . 

Lorsque σs > 2σsγ, on estime que ∆εm reste constant. Cette phase IIb est donc scindée en deux 

parties (voir organigramme à la section III.4) : 

- une première partie quand ∆εm varie linéairement et ; 

- une deuxième partie quand ∆εm reste constant. 
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III.2.4. Les valeurs caractéristiques (g1, g2 et g3) de la loi τ(g)  sont données 

III.2.4.1. Détermination des grandeurs εsf1, εsf2 et εsf3 

a) Valeurs de εsf1 et lg1 

Avec les résultats obtenus aux sous-sections II.6 (relations II.52 et II.53) et sachant 

que
ρEA

τp
β

ss

1
2 = , l’allongement relatif de l’acier correspondant au glissement g1 peut 

s’écrire : 

12sf1 g  
1

2
ε β

α+
= ,                                                                                              (III.1) 

1g2sf1 l
1

-1
ε β

α+
α= .                                                                                                    (III.2)  

Avec ces deux relations on peut déduire la valeur de la longueur lg1 correspondant au 

glissement g1 à la distance l0 de la fissure. 

( )
1

2
1g g

12

1

1
l

β
α+

α−
=                                                                                           (III.3) 

b) Valeurs de εsf2 et lg2 

Quand le glissement à la distance l0 la fissure vaut g2, alors l’allongement relatif (εsf2) 

est déterminé en utilisant les relations de la sous section II.8 on a : 

 g22sf1sf2 lβεε += ,                                                                                                    (III.4) 

avec l’expression ( II.80) du glissement à la distance l0, on obtient l’équation du second degré 

en lg2 : 

2

l
βl)l(g     

2

l
β lε gg

2
g2

2g22g2sf11

2
g2

2g2sf212 −β+ε+=−+= , 

0  )g(g   -  l    
2

l
β 12g2sf1

2
g2

2 =−ε+ , 

Qui admet pour solution : 
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2

122
2

1sf1sf
2g

)gg(2
l

β
−β+ε+ε−

=                                                                         (III.5) 

c) Valeurs de εsf3 et lg3 

L’allongement relatif εsf3 correspondant au glissement g3 à la distance l0 de la fissure 

est donné par la relation (II.121) où il faut déterminer la longueur  lg3: 

3g3

2sf
3sf

lcos

1
2

β
−

ε
=ε . 

Sachant que 3g3
3

sf3
23 ltg   g g β

β
ε

+= , en remplaçant la valeur de εsf3 ci-dessus, on 

obtient l’équation en lg3 : 

0)gg(lcos)gg(2lsin 2333g32333g32sf =−β+β−β−βε ,                                        (III.6) 

en posant 3g3 la2 β= , b = tg.a et sachant que : 

atg1

atg1
a2cos

2

2

+
−= ,    

atg1

a.tg2
a2sin

2+
= ,  

la relation du second degré en b s’écrit : 

0)gg(  - b2  b)gg( 3 233sf2
2

233 =−βε+−β .                                                           (III.7) 

On peut écrire : 

01b.Bb3 2 =−+   avec     ( )233

2sf

gg

2
B

−β
ε

= . 

et  l’équation admet pour solution : 

6

12BB
b

2 ++−= ,                                                                                                (III.8) 

alors, 

3
3g

b.arctg2
l

β
= ,                                                                                                         (III.9) 

et on détermine ainsi la valeur de εsf3. 
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III.2.4.2. Détermination du domaine d’étude  

Dans ce cas, il suffit de déterminer à la distance l0 de la fissure les différents 

allongements relatifs de l’acier εsf1, εsf2 et εsf3 correspondant respectivement aux glissements 

g1 (sous section II.6), g2 (sous section II.8) et g3 (sous section II.10).  

Connaissant la contrainte de traction effective du béton σcr, on déduit εcr et εsr. Ainsi 

cette dernière grandeur est comparée aux différentes valeurs εsf1, εsf2 et εsf3 pour pouvoir 

utiliser les relations correspondantes (organigramme III.1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.2.5. Les valeurs caractéristiques (g1, g2 et g3) de la loi τ(g)  ne sont pas données 

Si les valeurs caractéristiques de cette loi ne sont pas connues, une autre approche est 

utilisée ici afin de mieux estimer les valeurs moyennes. Pour pouvoir utiliser les équations 

établies aux paragraphes précédents, il faut déterminer différents paramètres, notamment les 

valeurs g1, g2 et g3.  

Org. III.1. Utilisation des relations des sections II.5 à II. 10 selon la valeur de εsr 

 Données sur le tirant, caractéristiques des matériaux 
utilisés (acier et béton) et valeurs de : τ1, τ3, g1, g2 et g3 

 

  Détermination de : εsf1, εsf2 et εsf3 avec  les relations § III.2.4 

 Pas de fissuration systématique ou fissure isolée 
 

 εsr ≤  εsf1 
 

 oui 

 non 

 Relations § II.5 

 εsr ≤  εsf2 
 

 oui 

 non 

 Relations § II.7 

 εsr ≤  εsf3 
 

 oui 

 non 

 Relations § II.9 
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En exprimant g2 et g3 en fonction de g1 : 

g2 ≈ m2 g1        et  g3 ≈ m3 g1, 

on peut déterminer les autres paramètres. D’après les résultats expérimentaux donnés au 

chapitre I, on peut prendre approximativement : m2 = 1,5 et m3 = 3. 

Partant de la relation appropriée donnant les espacements des fissures (voir chapitre I) 

et de la contrainte effective du béton en traction (εcr), on peut estimer la valeur du glissement 

g1 de la loi adhérence – glissement adoptée par le comité européen de béton [CEB88].  

On utilise ici, par exemple, la formule (III.10) simplifiée de l’espacement des fissures 

λ, donnée par (Eurocode 2, 1992). 

ef

s
21
ρp

A
kk50λ += ,avec

cef

s
ef A

A
ρ = , λ  en mm,                                                 (III.10) 

k1 = 0,8 pour les barres à haute adhérence ; 1,6 pour les aciers lisses, 

k2 = 0,5 pour la flexion simple ; 1 pour la traction simple,  

p = périmètre utile des aciers (en mm), As = section  d’acier  tendue (en mm2), 

Acef = section de béton effectivement tendue (en mm2). 

III.2.5.1. Cas où le glissement g(l0) est tel que : g(l0) ≤ g1 

Nous étudions ici le cas où l’allongement relatif de l’acier au droit de la fissure εsr, à 

l’apparition de la première fissure, est inférieur à εsf1. 

L’espacement λ  des fissures peut être exprimé en fonction de 1rl  à l’apparition de la 

première fissure correspondant à εsr, 

 ( ) t1r1r0r1 l1,7ll1,7λ =+=λ=  et avec λδ=δ=
7,1

ll r1tr0 , on a : 

( )
11r λ 

1,7

δ1
   l

−= .                                                                                                      (III.11) 

Les relations (II.30) et (II.32) permettent de déterminer la valeur de g1. 

( ) 1/α

α)(1
sr

α)(1
1r

21   
ε

l
  

α)(1

α)(1
  

 2

α1
g 









+
−β−= −

+

                                                                        (III.12) 
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En remplaçant la valeur de g1 dans la relation (III.1), on vérifie que εsr ≤ εsf1, c'est-à-

dire g(l0) ≤ g1. On peut alors utiliser les relations établies à la sous section II.5 pour 

déterminer les contraintes moyennes des matériaux et les ouvertures de fissures à chaque 

niveau de chargement. 

III.2.5.2. Cas où le glissement g(l0) est tel que : g1 < g(l0) ≤ g2 

À l’apparition de la première fissure, avec la relation (II.59), on a : 

2r2sr1sf lβε −=ε ,                                                                                                   (III.13) 

( ) t2rtrg12r0r2 l1,7l1,7lll1,7λλ ==++== ,  

et la longueur l2r, s’écrit : 

( )
2

1sfsr
1gr2 l1

7,1
l

β
ε−ε

=−δ−λ= .                                                                          (III.14) 

Sachant que (relation III.2): 

2

1sf
g1 1

1
l

β
ε

α−
α+=  ,                                                                                                    (III.15) 

et en remplaçant lg1 dans (III.14), on obtient la valeur de εsf1 : 

( ) 







ε−δ−

λβ
α
α−=ε sr

2
1sf 1

22

1
.                                                                            (III.16) 

On peut déterminer (relation III.1) ainsi la valeur g1 correspondant au pic 

d’adhérence : 

2

2
1sf

1 2

1
g

β
εα+=                                                                                                     (III.17) 

Il faut toutefois vérifier que l’allongement relatif de l’acier εsf2 correspondant au 

glissement g2 à la distance l0 de la fissure reste inférieur à  εsr. Pour cela, on utilise les 

relations de la sous section II.8. Avec la relation (III.5), et sachant que g2 = m2.g1 on peut 

écrire :  
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( )
2

1122
2

1sf1sf
2g

ggm2
l

β
−β+ε+ε−

= , 

en exprimant g1 (relation III.17) en fonction de εsf1, il vient : 

( )[ ]11mml 22
2

1sf
2g −−α+

β
ε

= ,                                                                        (III.18) 

et pour m2 = 1,5 : 
2

1sf
2g 1

2

3
l

β
ε











−α+=  

En remplaçant cette valeur dans la formule (III.4), on obtient : 

( )[ ]11mmlβεε 22
2

1sf
21sfg22sf1sf2 −−α+

β
ε

β+ε=+= , 

après simplification, on peut écrire : 

( )1mm 221sf2sf −α+ε=ε ,                                                                              (III.19) 

et pour m2 = 1,5 : 1sf2sf 2

3 εα+=ε .                                                                                                

Si cette valeur de εsf2 est inférieur à εsr, alors on peut utiliser les relations établies à la sous 

section II.7 sinon on passe à l’étape ci-après. 

III.2.5.3. Cas où le glissement g(l0) est tel que : g2 < g(l0) ≤ g3 

À ce niveau, l’espacement moyen entre deux fissures consécutives peut s’écrire : 

( ) t3rtrg1g23r0r3 l1,7l1,7llll1,7λλ ==+++== , 

avec l0r = δl tr, la longueur recherchée l3r est égale : 

( ) 1g2gr3 ll1
7,1

l −−δ−λ= ,                                                                                      (III.20) 

où les grandeurs lg1 et lg2 sont données en fonction de εsf1 (donc de g1) par successivement les 

relations (III.15) et (III.18). 
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Après simplification, on obtient l’équation III.21, 

( ) 01
7,11

2
)1m(ml

2

1sf
22r3 =δ−λ−

β
ε










α−
α+−α++ ,                                   (III.21)                                   

où l3r, en utilisant la relation (II.102) et en remplaçant εsf2 (relation III.19) en fonction de εsf1, 

on trouve : 

( )
 

)1mmε2

ε
cosar

1
l

221sfsr

sr

3
r3t 














−α+ε−β
= ,                                                   (III.22) 

et pour m2 = 1,5 :  

2

3
ε2

ε
cosar

1
l

1sfsr

sr

3
r3t



















α+ε−
β

=  

La résolution de l’équation (III.21) en εsf1 se fait par itération. Ensuite, en utilisant la 

relation (III.17), on détermine la valeur g1 (donc les valeurs de g2 et g3). 

Pour la vérification (εsf3 < εsr), il faut déterminer la valeur εsf3 correspondant à g3. 

Connaissant, à ce stade la valeur de εsf2, avec les relations (III.6) à (III.9) on détermine la 

valeur de lg3 et bien sur la quantité εsf3 (relation II.121). 

Si εsf3 < εsr,, on est dans le cas où le glissement à la distance l0 de la fissure est 

supérieur à la valeur g3, on peut conclure que la fissuration n’est pas systématique (ou 

existence d’une fissure isolée), sinon on peut utiliser les relations établies à la sous section 

II.9.  

III.2.5.4. Organigramme de détermination du glissement g1 et du domaine d’étude 

L’organigramme III.2 représente les différentes étapes à effectuer, dans l’ordre, afin de 

déterminer le domaine d’étude approprié à utiliser parmi ceux exposés ci-dessus. 

Au début des calculs, on suppose qu’à l’apparition de la première fissure le glissement 

à la distance l0 reste inférieur à la valeur du glissement g1 correspondant au pic d’adhérence. 
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Org. III.2. Détermination du domaine d’étude dans le cas où g1, g2 et g3 ne sont pas donnés 

Données sur le tirant et caractéristiques des matériaux utilisés  
(acier et béton) et valeurs de λ , g2 ≈1,5 g1 ; g3 ≈ 3 g1 ; g1 inconnu 

 

  On suppose g(l0) < g1 

Détermination de l1r, g1 puis εsf1 : 

( )
λ 

1,7

δ1
   l1r

−= ,  
( ) 1/α

α)(1
sr

α)(1
1r

21   
ε

l
  

α)(1

α)(1
  

 2

α1
g 









+
−β−= −

+

,
2

1
sf1

g
  

1

2
 ε

βα+
=  

 εsr ≤  εsf1 
 

 oui  Relations § II.5 

 non 

Détermination de εsf2  

 ( ) 







ε−δ−

λβ
α
α−=ε sr

2
1sf 1

22

1
, ( )1mm 221sf2sf −α+ε=ε  

 Relations § II.7 

 εsr ≤  εsf2 
 

 oui 

 non 

 
2

2
1sf

1 2

1
g

β
εα+=  

Résolution par itération de l’équation en εsf1 et déduction de  g2, g3 et  εsf2 

( ) 01
7,11

2
)1m(ml

2

1sf
22r3 =δ−λ−

β
ε










α−
α+−α++ et  

)1m(mε2

ε
cosar

1
l

221sfsr

sr

3
r3t 














−α+ε−β
=  

2

2
1sf

1 2

1
g

β
εα+= ,   g2 = m2 g1, g3 = m3 g1,    ( )1mm 221sf2sf −α+ε=ε  

 

Détermination de εsf3  

6

12BB
b

2 ++−=   avec  ( )233

2sf

gg

2
B

−β
ε

= ,    
3

3g

b.arctg2
l

β
= ,   

3g3

2sf
3sf

lcos

1
2

β
−

ε=ε  

 Pas de fissuration systématique ou fissure isolée 
 

 Relations § II.9  εsr ≤  εsf3 
 

 oui 

 non 



Chapitre III                                                                          Proposition de méthodes de calcul 

 - 144 - 

En fonction de l’espacement moyen des fissures et des caractéristiques des matériaux  

on détermine la valeur du glissement g1 (relation III.12). On déduit alors la valeur de 

l’allongement relatif de l’acier  au droit de la fissure εsf1 quand g(l0) = g1. Si dans ce cas, εsr 

reste inférieur à εsf1, on peut utiliser les relations de la sous section II.5, sinon on passe à 

l’étape suivante. 

Dans cette deuxième étape, on suppose que le glissement à la distance l0 est compris 

entre g1 et g2. Avec les caractéristiques des matériaux et l’espacement moyen des fissures, on 

détermine l’allongement relatif de l’acier εsf2. Cette dernière grandeur est comparée à εsr, si 

elle est supérieur on utilise les relations de la sous section II.5, sinon on passe à l’étape 

suivante. 

Dans la troisième étape, ici on suppose g(l0) compris entre les glissement g2 et g3, la 

valeur εsf1 est déterminée par itération en utilisant l’équation (III.21) avec l3r donnée par la 

relation (III.22). Avec l’équation du second degré (III.7), on trouve la valeur lg3 (relation III.9) 

et on déduit ainsi εsf3. Si l’allongement relatif de l’acier à l’apparition de la première fissure 

(εsr) reste inférieur à cette dernière valeur (εsf3), alors on peut utiliser les expressions établies à 

la sous section II.9, sinon, on conclut qu’il ne peut y avoir de fissuration systématique.    

III.2.6. Méthode de détermination des allongements relatifs moyens 

Après avoir défini le domaine d’étude (§.III.2.4 ou §.III.2.5) en fonction des 

intervalles [0 ; g1], [g1 ; g2] ou [g2 ; g3] du glissement à la distance l0 du droit de la fissure 

correspondant respectivement aux relations établies aux sous sections II.5, II.7 ou II.9, on 

peut calculer les allongements relatifs moyens des deux matériaux (acier et béton).  

Avant l’apparition de la première fissure, on suppose que l’intensité de l’effort 

appliquée est directement proportionnelle aux allongements du tirant. 

Juste après l’apparition de la première fissure, on va montrer, pour chaque cas, la 

méthode à suivre pour calculer les allongements relatifs moyens de l’acier et du béton. Ces 

valeurs moyennes vont servir à déterminer le diagramme fictif de l’acier (et du béton). 

 En supposant que l’espacement moyen des fissures à l’apparition de la première 

fissure vaut trl7,1=λ , et à la stabilisation des fissures il prend la valeur tal2=λ , alors on 

déduit pour tous les cas : 

trta l85,0l =                                                                                                             (III.23) 
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III.2.6.1. Cas où g(l0) < g1 avant fissuration (relations du §.II.5) 

Juste après la première fissure, la longueur totale d’introduction diminue de ltr (ici l t1r) 

à lta (ici l ta1).  

7,1
llll 1

r1r0t1rtr

λ
=+== , 

2
llll 1

a101tata

λ
=+== , 

sachant que l0 = δ.lta1, on déduit : 

( )
r111a l85,0

2

1
l =λδ−=                                                                                         (III.24) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Org.III.3. Calcul des allongements relatifs moyens de l’acier et du béton: Cas : g(l0)< g1 

 

  Relations §.II.5. 

   r11a l85,0l =  

 lt < 1λ /2 
 oui  non 

 ( ) α)-(1
α)(1

a1
α1

1

sfa1 lθ
α1

2
ε

+
−

−
=  

 ( ) sfa1sf1λsm ερ
2

α1
δ1εε

+−−=  

( ) ( ) sfa11cm
ε

2

α1
ρ11ε

+−δ−=λ  

( )

( )
( )α1

α1

sfα11/1 ε
θ

1

2

α1
l

+
−

− 




 −=  

 ( ) sfsmt1 ε 
2

α1
1δ1   δε 















 +−−+=  

 ( ) ( ) sfcmt1 ε
2

α1
ρ1δ1ε

+−−=  

 Phase IIa  
relations §.II.5.1. 

 Phase IIb  
relations §.II.5.2. 

  Org.III.1 ou Org. III.2 
   g1, g2, g3, l1r connues  
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Cette valeur la1 permet de déterminer les allongements relatifs moyens des deux 

matériaux après fissuration
1sm

ε λ et 
1cm

ε λ  (voir §.II.5.2). On présente à l’organigramme III.3, la 

démarche à suivre pour calculer à chaque étape de chargement (phases de formation et de 

stabilisation des fissures) les allongements relatifs moyens de l’acier et du béton.   

III.2.6.2. cas où g1 < g(l0) < g2 avant fissuration (relations du §.II.7) 

À l’apparition de la première fissure, l’espacement moyen des fissures est égal : 

7,1
lllll 2

1gr2r0t2rtr

λ
=++==  

Après fissuration, avec ( )δ−
=+=

1

l
lll 1g

1g01tg   , cet espacement moyen peut s’écrire :  

- premier cas : 
2

llll 2
a101tata

λ
=+==               si    

2
l 2

1tg

λ
>  

- deuxième cas : 
2

lllll 2
1ga202tata

λ
=++==    si    

2
l 2

1tg

λ
< . 

a) Premier cas : ltg1 > 
2
λ 2   

Dans ce cas, après la stabilisation des fissures, la longueur la1 est déterminée en 

fonction de 2λ . 

( )
)ll(85,0

2

1
l 1gr221a +=λδ−=                                                                             (III.25) 

b) Deuxième cas : ltg1 < 
2
λ 2   

Ici la longueur lg1 n’a pas diminué et on a : 

( )
1gr21g21a l15,0l85,0l

2

1
l −=−λδ−=                                                                 (III.26) 

On montre à l’organigramme III.4, dans le cas où g(l0) est compris entre g1 et g2, le 

calcul des allongements relatifs moyens de l’acier et du béton. 
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III.2.6.3. cas où g2 < g(l0) < g1 avant fissuration (relations du §.II.9) 

L’espacement moyen des fissures est égal : 

7,1
llllll 3

1g2gr3r0t3rtr

λ
=+++== , 

Sachant que : 

( )δ−
+

=++=
1

ll
  l  l  l    l 1g2g

1g2g02tg , 

l’espacement moyen 3λ  peut s’écrire en phase IIb ( et dans certains cas de la phase IIa) : 

- premier cas : 
2

llll 3
a101tata

λ
=+==                       si    

2
l 3

1tg

λ
>  

 Org.III.4. Calcul des allongements relatifs moyens 
                 de l’acier et du béton: Cas : g1< g(l0)< g2 
 

   Org.III.1 ou Org. III.2 
  g1, g2, g3, l2r, lg1, εsf1  

 ( )2sm2g1sm10sf
t2

smt2 lεlεlε
l

1
ε ++=  

( )2cm2g1cm1
t2

cmt2 lεlε
l

1
ε +=  

  Relations §.II.7. 

 
2

1sfsf
2l β

ε−ε
=  

 lt < 2λ /2 
 oui 

 sf122sfsm1 ερ
2

α1
lρβεε

+−−=  

 
2

l
ρβεε 2

2sfsm2 −=  

( ) 






 ++−= sf122cm1 ε
2

α1
lβρ1ε  

( )
2

l
ρ1βε 2

2cm2 −=  

 

 Phase IIa  
relations §.II.7.1. 

 non 
 Phase IIb  
relations §.II.7.2. 

( )
)ll(85,0

2

1
l 1gr221a +=λδ−=  

 ( ) α)-(1
α)(1

a1
α1

1

sfa1 lθ
α1

2
ε

+
−

−
=  

 ( ) sfa1sf2λsm
ερ

2

α1
δ1εε

+−−=  

( ) ( ) sfa12cm
ε

2

α1
ρ11ε

+−δ−=λ  

 ltg1 < 2λ /2 
 oui  non 

( )
1gr21g21a l15,0l85,0l

2

1
l −=−λδ−=  

 sf1a22sfsm1 ερ
2

α1
lρβεε

+−−=  

 
2

l
ρβεε a2

2sfsma2 −=  

( ) 






 ++−= sf1a22cm1 ε
2

α1
lβρ1ε

( )
2

l
ρ1βε a2

2cma2 −=  

 

 ( )a2sma2g1sm10sf
2

2λsm
lεlεlε

λ

2
ε ++=  

 ( )a2cma2g1cm1
2

2cm
lεlε

2
ε +

λ
=λ  
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- deuxième cas : 
2

lllll 3
1ga202tata

λ
=++==            si    2tg

2
1tg l

2
l <

λ
< . 

- troisième cas : 
2

llllll 3
1g2ga303tata

λ
=+++==     si    2tg

2 l
2

>
λ

. 

a) Premier cas : ltg1 > 23λλλλ  

Ici la longueur totale d’introduction lt2 diminue telle que la longueur lg2 disparaît après 

fissuration et lg1 raccourcit en prenant la valeur la1. 

( )
)lll(85,0

2

1
l 1g2gr231a ++=λδ−=                                                                     (III.27) 

b) Deuxième cas : ltg1 < 23λλλλ  < ltg2 

Dans ce cas, après fissuration, la longueur lg1 est invariable mais lg2 diminue et prend 

la valeur la2. 

( )
1g2gr21g32a l15,0)ll(85,0l

2

1
l −+=−λδ−=                                                    (III.28) 

c) Troisième cas : ltg2 < 23λλλλ   

Dans ce dernier cas les longueurs lg1 et lg2 restent invariables mais la longueur l3r 

diminue et prend la valeur la3. 

( )
)ll(15,0l85,0ll

2

1
l 1g2gr21g2g33a −−=−−λδ−=                                           (III.29) 

Les organigrammes III.5 et III.6 représentent la méthode de détermination des 

allongements relatifs moyens de l’acier et du béton dans le cas où g(l0) est compris entre g2 et 

g3.  
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 Oui (voir org.III.6) 

  Org.III.1 ou Org. III.2 
  g1, g2, g3, l2r, lg1, εsf1  

( )g1sm1g2sm23sm30sf
t3

smt3 lε   lε lεlε
l

1
ε +++=  

( )g1cm1g2cm23cm3
t3

cmt3 lε   lε lε
l

1
ε ++=  

  Relations §.II.9. 


















ε−ε
ε

β
=

2sfsf

sf

3
3 2

arccos
1

l  

 lt < 3λ /2 

sf1g22sf
33

sfsm1 ερ
2

α1
lρβ  -  ε 1

lcosβ

1
ρεε

+−







−−=  

2

l
ρβ     ε 1 -  

lcosβ

1
ρεε

g2
2sf

33
sfsm2 −








−=  

sf
33

33
sfsm3 ε1  -  

lβ

ltgβ
ρ  - εε 








=  

( ) ( ) sf12g3sf
33

1cm ε
2

α1
ρ1  l)1(   1    

lcos

1
1

+−+ρ−β+ε







−

β
ρ−=ε

( ) ( )
2

l
ρ1β   1  -  

lcos

1
1 ε

g2
2sf

33
cm2 −+ε









β
ρ−=  

( ) sf
33

33
cm3 ε1  -  

lβ

ltgβ
ρ1ε 








−=  

 Phase IIa  
relations §.II.9.1. 

 non 

 Phase IIb  
relations §.II.9.2. 

 Org.III.5. Calcul des allongements relatifs moyens de l’acier et du béton 
                 Cas : g2< g(l0)< g3  quand lt < 3λ /2 



Chapitre III                                                                          Proposition de méthodes de calcul 

 - 150 - 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.2.7. Proposition d’un modèle analytique 

Pour toutes choses égales par ailleurs, l’allure de la courbe σ(εm) dépend 

essentiellement du pourcentage d’acier et de la variation de la contrainte de traction effective 

du béton le long du tirant. 

Pour les différents cas possibles établis aux paragraphes précédents, on propose les 

différentes relations correspondantes.  À partir de la première fissure jusqu’à la dernière 

fissure, on utilise un polynôme d’interpolation de Lagrange. Ce polynôme est défini par les 

coordonnées (σs ;εm) des différents points d’apparition des fissures. L’abscisse du point A 

correspondant à l’allongement relatif de traction de rupture du béton εcr (=εc1).  

 Org.III.6. Calcul des allongements relatifs moyens de l’acier et  
                 du béton  Cas : g2< g(l0)< g3 quand lt > 3λ /2 

   Org.III.1 ou Org. III.2 
  g1, g2, g3, l2r, lg1, εsf1  

  Relations §.II.9. 

( )
)lll(85,0

2

1
l 1g2gr231a ++=λδ−=  

 ( ) α)-(1
α)(1

a1
α1

1

sfa1 lθ
α1

2
ε

+
−

−
=  

 ( ) sfa1sf3λsm
ερ

2

α1
δ1εε

+−−=  

( ) ( ) sfa13cm
ε

2

α1
ρ11ε

+−δ−=λ
 

 oui 

( )
)ll(15,0l85,0ll

2

1
l 1g2gr21g2g33a −−=−−λδ−=  











 +−







−= sf1g22sfa3

a33
sfsm1 ε

2

α1
lβ  - ε 1  -  

lβcos

1
ρεε












−








−=

2

l
βε 1

lβcos

1
ρ- εε

g2
2sfa3

a33
sfsm2

sfa3
3a3

a33
sma3 ε1

lβ

ltgβ
ρ-1ε




















−=  

( )










 ++β+ε







−

β
ρ−=ε sf12g33sfa

3a3
1cm ε

2

α1
l 1

lcos

1
1

( )











+ε








−

β
ρ−=

2

l
β   1

lcos

1
1ε

g2
23sfa

3a3
cm2

 

( ) sfa3
a33

a33
cma3 ε1  -  

lβ

ltgβ
ρ1ε 








−=  

( )g1sm1g22sma3sma30sf

3
3λsm

lεllεlε
λ

2
ε +ε++=  

( )g1cm1g2cm2a3cma3
3

3cm
lε  lε  lε

2
ε ++

λ
=λ

 

 lt  < 3λ /2 
 non (voir org.III.5.) 

 Phase IIa : relations §.II.9.1. 

 oui 

 ltg2  < 3λ /2 

 Phase IIb : relations §.II.9.2. 

 oui 

 ltg1  > 3λ /2 

 non 

 non 

( )
1g2gr21g32a l15,0)ll(85,0l

2

1
l −+=−λδ−=  

sf1a22sfsm1 ερ
2

α1
  lρβ  - εε

+−=  

2

l
ρβεε a2

2sfsma2 −=  

( ) 






 ++−= sf1a22cm1 ε
2

α1
lβρ1ε

( )
2

l
ρ1βε a2

2cma2 −=  

( )g1sm1a2sma20sf

3
3λsm

lεlεlε
λ

2
ε ++=  

( )g1cm1a2cma2
3

3cm
lε  lε

2
ε +

λ
=λ
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III.2.7.1. Cas où 2σsγ < σe 

Dans ce cas, le double de la contrainte de l’acier au droit de la fissure correspondant à 

la stabilisation des fissures reste inférieure à la contrainte limite élastique. Cet état est exprimé 

par la relation (III.30) et représenté figure III.1. La relation (III.30b) est un polynôme 

d’interpolation de Lagrange défini par les différents points d’apparition des fissures. Les 

autres relations représentent une variation linéaire du diagramme (σs–εm).  





















≥=

≤≤−+=

≤≤
−

−
+=

≤≤
−

=≠=

≤≤=

∏∑
=

=

=

=

(II.30e)    εε           si                                                                        σσ

(II.35d)    εεε  si                                                 )ε(εEσ2σ

(II.30c)   εεε   si                                                  
εε

εε
σσσ

(II.30b)   εεε   si   
)ε(ε

)ε-(ε
L k)i (avecoù  ).L(εσσ

(II.30a)     εε0   si                                                                      ε
ε

σ
σ

Bes

BDDssγs

DC
CD

C
sγsγs

γi

1i
CA

ik

i
k

γk

1k
kmkss

A
sr

sr
s

(III.30) 

III.2.7.2. Cas où σsγ <σe ≤ 2σsγ  

Ici le double de la contrainte de l’acier au droit de la fissure correspondant à la 

stabilisation des fissures est supérieur à la contrainte limite élastique. Alors la courbe DB 

n’existe pas (figure III.2), ce cas est défini par la relation (III.31). 

















≥=

≤≤
−

−
+=

≤≤
−

=≠=

≤≤=

∏∑
=

=

=

=

(II.31d)               si                                                                          

(II.31c)   εεε   si                                                    
εε

εε
σσσ

(II.31b)   εεε   si   
)ε(ε

)ε-(ε
L k)i (avecoù    ).L(εσσ

(II.31a)     εε0   si                                                                        ε
ε

σ
σ

Bs

BC
CB

C
sγsγs

γi

1i
CA

ik

i
k

γk

1k
kmkss

A
sr

sr
s

εεσσ e

         (III.31) 

III.2.7.3. Cas où σsr <σe ≤ σsγ  

Dans ce cas, la phase de propagation des fissures n’est pas terminée alors que la 

contrainte de l’acier au droit de la fissure est supérieure à la contrainte limite élastique. Ce cas 

est défini par la relation (III.32) et représenté figure III.3 où la courbe CB n’existe pas. On 



Chapitre III                                                                          Proposition de méthodes de calcul 

 - 152 - 

pense que la courbe AB a tendance à être convexe plutôt que concave comme il est représenté 

habituellement. Cette concavité dépend d’un certain pourcentage d’acier restant à définir 

selon les caractéristiques des deux matériaux utilisés (acier et béton). 





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

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
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≤≤
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(II.32c)                si                                                                          
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III.2.7.4. Cas où σe ≤ σsr      

 Fig. III.1. Allure de la courbe σs-εm d’un 
                 tirant dans le cas où 2σsγ < σe 
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 Fig. III.2. Allure de la courbe σs-εm d’un 
           tirant dans le cas où σsγ < σe ≤ 2.σsγ 
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 Fig. III.3. Allure de la courbe σs-εm d’un 
             tirant dans le cas où σsr < σe ≤ σsγ 
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Cette étude a été menée dans le cas où la contrainte appliquée au tirant reste inférieure 

la contrainte limite élastique de l’acier. On propose dans ce cas la relation III.33 dont l’allure 

de la courbe est représentée figure III.4. 









ε≥εσ=σ

≤≤=

(III.33b)              si                                                                   

(III.33a)     εε0   si                                                                ε
ε

σ
σ

Bes

B
sr

sr
s

     (III.33) 

Remarque 

Pour tous les cas, afin de déterminer l’abscisse du point B, on suppose que le 

diagramme de l’acier (σ = Es ε) est linéaire à l’infini. Ainsi les différents points D, C et A sont 

définis d’une manière fictive et il suffit pour chaque cas de faire σ = σe. Le choix du modèle à 

utiliser est défini par l’organigramme III.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.3. Méthode de détermination des ouvertures de fissures 

Org. III.7. Détermination du modèle (comparaison de σe par rapport à 2σsγ, σsγ et σsr) 

 Données sur le tirant et caractéristiques des matériaux 
utilisés (acier et béton) et valeurs de : σe , Es εcr  εsr …. 
 

  Détermination de : σsr =Es εsr, σsγ,  2σsγ,  

 Pas de fissuration systématique ou fissure isolée 
                         Relations § II.33 
 

 σe > 2σsγ 
 

 oui 

 non 

  Relations II.30 

 oui   Relations II.31 

  Relations II.32 

 non 

 non 

 oui 

 σe > σsγ 
 

 σe > σsr 
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Le calcul des ouvertures de fissures, présentées ci-après, est intégré dans les différents 

organigrammes du calcul des allongements relatifs moyens des armatures et du béton de la 

sous section III.2.6. 

III.3.1. Ouverture des fissures en phase IIa 

- Première partie de la phase IIa : Ici la moitié du nombre total de fissures n’est pas encore 

atteint. L’ouverture des fissures est déterminée par le double du glissement en x=0 de la 

relation (II.22) quelque soit le niveau de chargement.  

Le glissement à la fissure i s’écrit : 

0
i

sf
i

lt
i

0
i

sf
i

0
ii lgl)l(g)0(g ε+=ε+= ,                                                               (III.34) 

on déduit ainsi l’ouverture de fissure g(0)2  w ii = : 

( )0
i

sf
i

l
ii lεg2w

1
+= .                                                                                          (III.35) 

- Deuxième partie de la phase IIa : Dans ce cas la longueur d’introduction ne peut pas se 

développer. Comme il a été montré au chapitre II, on obtient, en considérant le glissement 

résiduel ga, dans cette phase IIa, entre le moment où la moitié du nombre total des fissures est 

atteint et le moment où apparaît la dernière fissure, la même expression (III.34) et donc la 

même relation d’ouverture de fissure (III.35).  

a) Ouverture des fissures en phase IIa quand g(l0) ≤ g1 

Avec la relation II.23, on peut écrire à la fissure i : 

( ) ( )
0

i
sf

iα-1
2

1
iα1

1
i lεlθ)0(g += − ,                                                                             (III.36) 

et déduire l’ouverture de fissure pour ce cas : 

( ) ( )
0

i
sf

iα-1
2

1
iα1

1
i lε2lθ2w += − .                                                                          (III.37) 

 

b) Ouverture des fissures en phase IIa quand g1 < g(l0) ≤ g2 
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Le glissement à ce niveau de chargement est donné par la relation (II.62), à la fissure i, 

on a : 

2

l
βg)l l(εgg(0)

2
2

i

212
i

0
i

sf
i

lt2
ii −++== .                                                       (III.38) 

L’ouverture de la fissure s’écrit : 

2
2

i
212

i
0

i
sf

ii lβg2)l l(ε2w −++= .                                                                  (III.39) 

c) Ouverture des fissures en phase IIa quand g2 < g(l0) ≤ g3 

Avec la formule (II.95), le glissement à la fissure i s’écrit : 










β
β

+ε+==
3

3
i

3
0

i
sf

i
23lt

ii ltg
lggg(0) ,                                                                (III.40) 

et l’ouverture de fissure est donnée par la relation (III.41). 










β
β

+ε+=
3

3
i

3
0

i
sf

i
2

i ltg
l.2g.2w ,                                                                       (III.41) 

III.3.2. Ouverture des fissures en phase IIb  

En phase IIa, avec  relation (III.34), le glissement à la dernière fissure γ est égal :  

0sflt0sf0 lgl)l(g)0(g γγγγγγγ ε+=ε+= ,                                                             (III.42) 

et  l’ouverture de fissure g(0)2  w γγ =  s’écrit : 

( )0sfl lεg2w
1

γγγγ += .                                                                                          (III.43) 

Au-delà de la dernière fissure, on peut exprimer l’ouverture de  fissure en fonction de 

wγ  et  de l’espacement des fissuresλ , 

( )sfsf εεww γγ −λ+=                                                                                             (III.44) 

Pour chaque cas ci-dessous, il suffit de déterminer le glissement à la dernière fissure 

pour exprimer l’ouverture des fissures quand sfsf ε>ε γ . 
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a) Ouverture des fissures en phase IIb quand g(l0) ≤ g1 

Durant cette phase, le nombre de fissures est stable et ; à l’apparition de la dernière 

fissure γ le glissement peut être déduit de la relation (II.23). 

( ) α)-(1
2

1
α1

1

0sf1lt lθ  lε g g(0) γ−γγ +== ,                                                                    (III.45) 

( ) ( )
0sf

α-1
2

1
α1

1

lε 2l θ2w γγγ−γ += .                                                                       (III.46)                                                                                                

Au-delà sfsf    ε>ε γ , on peut écrire:  

( ) ( ) ( )sfsf0sf
α-1

2

1
α1

1

εεlεlθ2w γγγγ− −λ+






 += ,                                                 (III.47) 

où l0 peut varier selon le niveau de contrainte.  

b) Ouverture des fissures en phase IIb quand g1 < g(l0) ≤ g2 

En utilisant la relation (II.62), le glissement au droit de la fissure, à la dernière fissure 

principale, vaut : 

2

l
βg)l l(εgg(0)

2
2

2120sflt2

γ
γγγγγ −++== .                                                    (III.48) 

L’ouverture de fissure à ce stade vaut : 

22120sf lβg2)l l(ε2w γγγγγ −++= ,                                                           (III.49) 

au-delà, pour sfsf    ε>ε γ , on peut écrire :  

( )sfsf22120sf εεlβg2)l l(ε2w γγγγγ −λ+−++= .                                    (III.50) 

c) Ouverture des fissures en phase IIb quand g2 < g(l0) ≤ g3 

À ce stade, avec la relation (II.95), le glissement pour x=0 et l’ouverture de fissure, à 

la dernière fissure, s’écrivent successivement :  

sf
3

33
023lt

ltg
lg gg(0) ε









β
β

++== γ
γ

γγγ ,                                                            (III.51) 

sf
3

33
02

ltg
l2g2 w ε









β
β

++= γ
γ

γγ .                                                                    (III.52) 
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L’ouverture des fissures pour sfsf    ε>ε γ s’écrit : 

( )sfsfsf
3

33
02 εε

ltg
l2g2 w γγ

γ
γ −λ+ε









β
β

++=                                             (III.53) 

III.4. Organigramme général de calcul  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 Org. III.8. Organigramme général de calcul 

               Données de base     
  Es, As, σe, p, Ec, B, σcr, fck, L, σsr 

 Paramètres de calcul (org.1 et 2) 
 τ1, λ, γ, g1, σc1= σcr, ∆σcr, i = 1   
   

    σci = σci-1 + ∆σcr/γ  

   i < γ/2  oui  non 

  Phase IIa 1ere partie: calcul de: 
  Ltji, Lhi, εsmti (org.3, 4, 5 ou 6) 

  Phase IIa 2eme partie  calcul de: 
  Ltji, Lhi, 

ismλε (org.3, 4, 5 ou 6) 

     Détermination de 

                 wi
 

 
esf

i σ<σ  

 i < γ 

 non 

 oui 

 N + ∆N 

 oui 

 non 

  σs < σe 

 σs < 2σsγ 

 Phase IIb  1ere partie  
 Variation linéaire de ∆σm. 
             εsm, w. 
 

 non 

 oui 

 oui 
 Phase IIb 2eme partie 
           ∆σm constant.  
                 εsm, w. 
 

 non 

 Plastification des 
           aciers 
   σsf = σe, εsme, we 

 

  FIN 

  σe < σsr  Relations III.33 

 Relations III.32 

 Relations III.31 

 oui 

 non 

 Relations III.30 
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L’organigramme (III.8) permet de tracer le diagramme fictif de l’acier et de calculer 

les ouvertures de fissures. 

Les paramètres de calcul sont déterminés par les organigrammes III.1 ou III.2, selon le 

cas.  

Dans le cas où la fissuration est systématique, le polynôme de Lagrange est défini par 

les coordonnées des points (sf
i σ -εm) d’apparition des fissures.  

À chaque niveau de chargement, on peut déduire les ouvertures de fissures. 

III.5. Conclusions 

La loi de comportement idéalisée adhérence – glissement (τ-g  représentée à la figure 

2)  est à la base de la méthode de calcul de l’acier fictif en traction proposée dans cette étude 

pour des efforts ne dépassant pas la limite élastique de l’acier. 

Cette étude est menée en considérant une dispersion de la contrainte de traction du 

béton le long du tirant. Cette dispersion varie selon le contrôle effectué sur les essais (surtout 

sur le béton). 

On a partagé la phase IIa qui s’étend de l’apparition de la première fissure à la 

stabilisation de la fissuration en deux parties. Dans la première partie où le nombre de fissures 

est inférieur à la moitié du nombre total, la longueur d’introduction totale lt peut se 

développer. Les calculs sont menés différemment pour la deuxième partie où certaines zones 

ne permettent pas le développement de la longueur d’introduction totale. 

On conclut que la « durée » de la phase IIa lors de l’augmentation de l’effort dépend 

essentiellement de la variation de la contrainte de traction effective du béton le long du tirant. 

On a introduit dans cette étude la notion de « zone perturbée », située  de part et 

d’autre de la fissure et estimée sa longueur à 0,10 lt en phase IIa, qui peut augmenter en phase 

IIb (détérioration de la gaine de béton entourant les aciers) pour un certain niveau de 

contrainte puis se stabiliser ensuite. 

Cet état entraîne une variation linéaire de ∆εm juste après la stabilisation des fissures 

jusqu’à un certain niveau de contrainte qu’on estime à 2σsγ après quoi ∆εsm est constant. 

Dans le cas où les caractéristiques de la loi adhérence- glissement sont connus, les 

calculs sont directs pour estimer les valeurs des allongements relatifs de l’acier εsf1, εsf2 et  εsf3 

(correspondant respectivement à g1 g2 et g3). De la comparaison de ces grandeurs avec 
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l’allongement relatif de l’acier à l’apparition de la première fissure εsr, on déduit les relations 

à utiliser établies au chapitre II. 

Si les valeurs caractéristiques de la loi adhérence –glissement ne sont pas connus, en 

utilisant la formule d’espacement de fissure adéquate pour le cas considéré, on estime ainsi 

les glissements g1 g2 et g3 et on déduit les allongements relatifs correspondants εsf1, εsf2 et  εsf3. 

Pour ces deux cas, le calcul des valeurs moyennes des allongements relatifs de l’acier 

et du béton à l’intérieur du « tirant », avant et après la stabilisation des fissures, permet de 

connaître les diagrammes fictifs de l’acier et du béton et d’estimer les ouvertures de fissures à 

chaque niveau de chargement. 
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CHAPITRE IV : VALIDATION DES MODELES DE CALCUL 

Dans ce chapitre, on compare les résultats théoriques établis au chapitre II et les méthodes de 

calculs expliquées au chapitre III avec des essais sur tirant et des éléments de poutre. 

IV.1. Confrontation à des essais sur tirants 

IV.1.1. Essais d’Espion 

Espion [ESP85] a réalisé des essais sur des prismes de 150 x 150 x 1500 mm, (B = 

22500 mm2). La  disposition des armatures est représentée à la figure IV.1. Les barres d’acier 

sont des barres à  adhérence  améliorée (σe= 400 MPa  et  Es = 200000 MPa). On donne dans 

le tableau IV.1 la description géométrique des essais où βw est la résistance à la compression 

du béton mesurée sur cube. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Essai Aciers As (mm2) ρ ( %) p (mm) βw (MPa) 
σsr 

(MPa) 
1 4HA6 113 0,502 75,4 35,4 292 

2 4HA8 201 0,893 100,5 45,4 212 

3 8HA6 226 1,00 150,8 29,1 132 

4 4HA10 (II) 314 1,40 125,7 31,0 126 

5 4HA10 (IV) 314 1,40 125,7 41,6 130 

6 8HA8 402 1,79 113 42,1 116 

7 4HA12 452 2,01 150,8 34,5 82 

8 8HA10 628 2,79 251,3 37,3 80 

9 4HA16 804 3,57 201,1 35,1 60 

10 8HA12 905 4,02 301,6 39,6 56 

       
Tab.IV.1. Description des essais d’Espion [ESP85] 

Fig. IV.1. Section du tirant (150×150) mm 

Avec 4 barres 
(a) 

Avec 8 barres 
(b) 

150  150  

1
5

0 
 

1
5

0 
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Espion, en observant la position apparente du point A, représentant la fin de la phase 

élastique, sur les différents essais a déterminé ainsi les valeurs correspondantes de σsr. Avec 

une régression linéaire par les moindres carrés, Espion a déterminé la valeur de σcr =1,4 MPa. 

Il applique la formule : w5200Ec β=  = 31600 MPa, ce qui donne εcr = 44.10-6. Les 

résultats expérimentaux des 10 essais réalisés, par l’auteur, sont présentés aux figures IV.2 et 

IV.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig. IV.2. Résultats expérimentaux ESPION [ESP85] 
                Essais : 0.5% ; 1.0% ; 1.4%(II) ; 2.0% et 4.0% 

  Fig. IV.3. Résultats expérimentaux ESPION [ESP85] 
                   Essais : 0.9% ; 1.4%(IV) ; 1.8% ; 2.8% et 3.57% 
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Avec  la  méthode de calcul du diagramme fictif de l’acier proposée au chapitre III, on 

a effectué  la  comparaison  avec  huit  des  dix  essais  expérimentaux  et  les  résultats sont  

présentés  à la figure 9. On a pris pour les essais d’Espion une variation de la contrainte 

effective du béton de ± 20% pour l’ensemble des essais sauf pour l’essai avec ρ = 1% où on 

considère une variation de ± 35%. On observe en effet pour cet essai un certain prolongement 

relatif de la phase IIa lors de l’accroissement de l’effort. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Fig.IV.4. Confrontation présente étude - essais d’Espion [ESP85] 
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 a) Essais d’Espion : ρ = 0,5% et ρ = 1,8% 
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 b) Essais d’Espion : ρ = 0,9% et ρ = 2% 
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 c) Essais d’Espion : ρ = 1% et ρ = 3,6% 
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 d) Essais d’Espion : ρ = 1,4% et ρ = 4% 
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IV.1.2. Essais de Rostasy 

Rostasy [ROS76] a réalisé des essais sur des tirants composés de  béton  à  granulats  

légers. Les  dimensions  des  prismes  sont  300 x 500 x 6000 mm. Les  déformations  sont  

mesurées sur une longueur centrée de 3500 mm. Ces tirants sont ferraillés avec des armatures 

à  haute  adhérence ayant une limite d’élasticité σe = 544 MPa. Les autres caractéristiques sont 

données au tableau IV.2 où f’
c et ft représentent respectivement la résistance à la compression 

et à la traction du béton mesurées sur éprouvettes. Les résultats d’essais sont représentés à la 

figure IV.5. 

 

Essai   Armatures ρ  (%) Es (MPa) 
fc

’
 

(MPa)   
ft’ 
(MPa)  

V1      20HA6 0,375 204966 7,65 1,00 

V2      10HA8 0,333 204966 8,88 0,87 

V3      20HA8 0,666 202800 10,20 1,26 

V4      30HA8 0,987 204966 8,98 1,00 
      

Tab. IV.2. Caractéristiques techniques des différents corps d’épreuve de Rostasy 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

σ (Mpa) 

ε (10-4) 

Acier  nu 

 Fig. IV.5. Résultats expérimentaux de ROSTASY et al [ROS76]  
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On a  représenté à la figure IV.6 la comparaison des résultats expérimentaux avec les 

prédictions obtenues avec la  méthode de calcul du diagramme fictif de l’acier proposée au 

chapitre III. On a pris pour les essais de Rostasy une variation de la contrainte de traction 

effective du béton de ± 10% pour l’ensemble des essais. Ce pourcentage faible indique que les 

tests ont été effectués dans de bonnes conditions. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

IV.1.3. Essais de Lorrain 

Lorrain [LOR98] a réalisé des essais sur des tirants composés de béton et d’acier avec 

des caractéristiques différentes. Les  dimensions  des  prismes  sont  100 x 100 x 2000 mm. 

Ces tirants sont ferraillés avec une seule barre centrée à haute adhérence avec une limite 

d’élasticité σe = 544 MPa. La confrontation est effectuée avec deux tirants armés d’une barre 

de diamètre 12mm (avec fe = 610 MPa et Es = 200 GPa) représentant un pourcentage de 1,13 

%. Les caractéristiques du béton sont : fc’ = 42 MPa, ft = 3,1 MPa, Ec = 38,2  GPa pour l’essai 

CA et fc’ = 101 MPa, ft = 4,6 MPa, Ec = 51,2  GPa pour l’essai CE.  

Les prédictions obtenues à l’aide des méthodes de calcul du diagramme fictif de l’acier et 

de l’ouverture des fissures proposées au chapitre III, ont été comparés aux essais et les  

résultats  sont  présentés aux  figures IV.7 et IV.8. 

 

 

 

 

Fig. IV.6. Confrontation présente étude - essai de Rostasy 
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On a pris pour les essais de Lorrain une variation de la contrainte de traction effective 

du béton de ± 10%. On peut ici aussi conclure que ces essais ont été effectués dans de bonnes 

conditions. 

On peut conclure que l’allure de la courbe de la loi de comportement moyen de l’acier 

fictif  pendant la phase IIa (phase  de propagation des fissures) dépend  uniquement de la 

variation  de la contrainte de traction effective du béton le long du tirant. Cette variation est 

représentée par l’organigramme présenté en annexe entre l’apparition de la première fissure et 

l’apparition de la dernière fissure. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 Fig. IV.7. Confrontation σs = f (εsm) présente étude avec les essais Lorrain  
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Pour les pourcentages d’acier faibles, une petite variation de la contrainte de traction 

effective du béton le long du tirant entraîne une grande variation de l’allongement moyen du 

tirant entre l’apparition successive de deux fissures. 

Si la résistance en traction était la même le long du tirant, toutes les fissures se 

formeraient simultanément sous l’effort Nr et on aurait donc à ce niveau un palier. Cette 

méthode a été proposée par certains auteurs et par le comité européen de béton en 1967 et 

1973. 

IV.2. Confrontation à des essais sur des poutres : Essais  Fouré 

Fouré [FOU85] a réalisé des essais au C.E.B.T.P sur deux poutres (OG3 et OG4) en 

flexion simple, présentées aux figures IV.9 et IV.10. Les caractéristiques des bétons et des 

aciers sont présentées au tableau IV.3. Les aciers sont en Torsid, acier à palier plastique et 

raffermissement avant rupture. La comparaison des essais OG et de la présente étude a porté 

sur les ouvertures de fissures situées entre les deux charges P (distantes de 50 cm). Cette 

partie est sollicitée en flexion circulaire. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. IV.9.  Schéma statique des poutres OG et espacement des cadres en mm 
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Poutre fc
’
 (MPa) EC (GPa) ft (MPa) Es(GPa) σe (MPa) 

OG3 52,5 39,9 3,35 205 575 

OG4 71 46,9 4,05 210 590 
        

Tab. IV.3. Caractéristiques techniques du béton et des aciers des poutres OG : essais Fouré 

IV.2.1. Confrontation : ouverture de fissures (présente étude) - essais Fouré 

La comparaison des essais OG et de la présente étude a porté sur les ouvertures de 

fissures situées entre les deux charges P (distantes de 50 cm). 

En flexion simple, la section effective Acef est calculée en considérant la section du 

béton entourant les armatures tendues. Fouré a mesuré des espacements moyens de fissures de 

72 mm et 89 mm, respectivement pour les poutres OG3 et OG4. Les espacements de fissures, 

estimés par la formule donnée par l’Eurocode2, sont de 88 mm pour les deux poutres. Le 

moment maximal induit par le poids propre de la poutre et de certains instruments d’essai est 

estimé à 1,3 kNm (Mr) au milieu de la poutre. 

L’effort de traction dans les armatures au droit de la fissure est calculé par la relation 

Nt = M/0.9d, avec d = 0,22m et M le moment de flexion entre les deux charges P pris égal à 

(1,25P + Mr). On peut ainsi déduire Nt (donc l’allongement relatif de l’acier au droit de la 

fissure) et l’ouverture des fissures à chaque étape de chargement.  

La figure IV.11 illustre la comparaison des résultats expérimentaux avec les 

prédictions obtenues avec la  méthode de calcul des ouvertures de fissures proposée 

au chapitre III. 

On remarque ici en flexion simple que la phase IIa (phase de propagation des fissures) 

est relativement faible par rapport à la phase IIb. Ceci s’explique par le pourcentage d’acier 

relativement élevé dans la zone tendue soit 4,26%. En estimant la variation de la contrainte de 

traction du béton le long du tirant (ici 50cm entre les deux charges) à ± 10%, la phase IIa 

s’étend de la charge 10,2kN (= 2P) à 12,1 kN pour la poutre OG3 et de 12,4 kN à 14,6 kN 

pour la poutre OG4. Cette phase de chargement représente environ 1% du chargement total 

pour les deux poutres. Il y a lieu de noter que si le pourcentage d’acier était plus faible cette 

phase sera plus importante.  

Il est certain que les espacements de fissures augmentent pour un pourcentage d’acier 

plus faible, ce qui entraîne un accroissement de la contribution du béton tendu. La 
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détermination des espacements de fissures revêt une certaine importance. En effet, pour la 

poutre OG3 avec λ  = 72 mm (observé), l’approche est meilleure avec la présente étude. Pour 

la poutre OG4, l’espacement λ  observé est pratiquement le même que celui calculé avec la 

formule de l’Eurocode2, la courbe calculée approche mieux la courbe expérimentale.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

IV.2.2. Prise en compte du béton tendu (présente étude)- essais Fouré 

La confrontation des essais OG et de la présente étude a porté sur la déformation du 

tronçon délimité par les deux charges P.  

Pour mieux suivre et décrire le comportement d’une section, assez représentative d’un 

tronçon de poutre, soumise à une flexion simple ou composée, il est nécessaire de prendre en 

compte la contribution du béton fissuré dans la zone tendue. 

Afin de comparer la loi de comportement fictive des aciers tendus proposée au 

chapitre III à des résultats expérimentaux, un logiciel de calcul « cmp » pour une section 

droite d’une poutre en élasticité non linéaire a été élaboré et les grandes lignes sont présentées 

en annexe B. 

On présente aux figures IV.12 et IV.14, respectivement les diagrammes de M = f (δw) 

de OG3 et OG4 où M représente le moment appliqué entre les deux charges et δw la courbure 

de la section au milieu de la poutre. 

Pour mettre en évidence la contribution du béton tendu, surtout pendant la première 

phase de chargement (environ 25 % du chargement total), on montre aux figures IV.13 et 

Fig. IV.11. Confrontation 2P = f (w) présente étude- essais Fouré [FOU85] 
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IV.15 les détails de variation du moment en fonction de la courbure en utilisant la loi 

proposée dans la présente étude (avec le diagramme fictif de l’acier) et de la courbe M = 

f(δw) en négligeant le béton tendu. 
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Avec les deux détails présentés figures IV.13 et IV.15, on remarque qu’au début du 

chargement la contribution du béton est effective pour les deux essais (OG3 et OG4). 
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La loi fictive de l’acier proposée dans la présente étude est introduite dans le logiciel 

« cmp ». L’évolution du moment en fonction de la courbure, obtenue dans cette phase, est très 

proche de la courbe éxpérimentale pour les deux poutres. 

 La variation brusque de la courbure se situe pour les deux essais pour un moment 

compris entre 6 et 8 kNm soit un chargement d’environ 11 kN (= 2 P). À cet instant on peut 

conclure que le béton tendu commence à se fissurer. 

IV.3. Conclusions 

La confrontation des prédictions obtenues à partir de la méthode proposée pour le 

diagramme fictif de l’acier, avec les courbes expérimentales des différents tirants testés en 

traction par Espion [ESP85], Rostasy [ROS76] et Lorrain [LOR98] est très satisfaisante. Pour 

approcher les différentes courbes expérimentales des différents auteurs, on a ajusté le 

pourcentage de variation de la contrainte de traction effective du béton le long du tirant pour 

chaque cas.  

On a pris pour les essais d’Espion une variation de la contrainte effective du béton de 

± 20% pour l’ensemble des essais sauf pour l’essai avec ρ = 1% où on considère une variation 

de ± 35%. On observe en effet pour cet essai un certain prolongement relatif de la phase IIa 

lors de l’accroissement de l’effort.  

Pour les essais de Rostasy une variation de la contrainte de traction effective du béton 

de ± 10% s’est avérée suffisante pour approcher les courbes d’essai, avec ce pourcentage on 

peut conclure que ces tests ont été effectués dans de bonnes conditions. 

De même, une variation de ± 10% de la contrainte de traction effective du béton a 

suffit pour approcher le diagramme fictif de l’acier des deux essais sur tirant de Lorrain 

(figure IV.17).  

Pour la comparaison avec les poutres OG de Fouré, la loi fictive de l’acier de la 

présente étude approche convenablement les résultats des essais, surtout pour le début du 

chargement où il est montré une contribution effective du béton tendu. 

On conclut, pour le diagramme fictif de l’acier, que la « durée » de la phase IIa lors de 

l’augmentation de l’effort dépend essentiellement de la variation de la contrainte de traction 

effective du béton le long du tirant (et bien sûr des conditions et du contrôle des essais). Pour 

des pourcentages d’acier relativement faibles (exemple : essai d’Espion pour ρ = 0,5 %), la 
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plastification des aciers peut être atteinte sans que la phase IIa ne soit terminée (c’est-à-dire 

alors que le nombre de fissures n’est pas stabilisé ; relation III.37). 

La comparaison des relations théoriques établis au chapitre III pour les ouvertures de 

fissures avec les essais des deux tirants réalisés par Lorrain, présentées à la figure IV.8, 

montre une bonne approche dans l’allure et les valeurs des deux courbes. On remarque qu’on 

prenant pour le coefficient de confinement α = 0,4 pour l’essai avec fc = 101 MPa, les calculs 

d’ouverture des fissures de cette étude approche mieux la courbe d’essai.  

De même pour les éléments de poutres (ici essais de Fouré), en estimant correctement 

le pourcentage d’acier dans la zone tendue c'est-à-dire définir judicieusement le « tirant » à 

considérer, les résultats de la méthode proposée sont sensiblement proches des résultats 

d’essais. Le pourcentage d’acier est ici dans le « tirant » élevé (4,26 %), la phase de 

propagation des fissures représente environ 1% du chargement total pour les deux poutres. Il 

y a lieu de noter que si le pourcentage d’acier était plus faible cette phase sera plus 

importante. 

Pour la poutre OG3, l’espacement moyen des fissures principales mesuré est de 77 

mm, inférieur à celui calculé (88 mm) avec une erreur de 22 %. La courbe de chargement en 

fonction des ouvertures des fissures de la présente étude  approche mieux  la courbe d’essai 

avec λ = 77mm que λ = 88mm. On conclut ; le calcul d’espacement moyen des fissures doit 

être correctement estimé (utilisation d’une relation appropriée). 
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C O N C L U S I O N S  G E N E R A L E S 

Les lois proposées dans la littérature existante ne prennent pas en considération 

l’ensemble des paramètres qui influent sur la contribution du béton tendu. Malgré les 

nombreuses études réalisées, il existe toujours certaines divergences dans les approches et 

conclusions des auteurs. Elles apparaissent, même, dans les codes et règlements. Les lois 

proposées imposent un certain pourcentage minimum d’acier et aussi un pourcentage 

maximum. De plus, certains paramètres comme le retrait et la reprise de bétonnage influent 

considérablement sur la fissuration du béton. Ceux-ci restent encore mal maîtrisés. Les 

modèles proposés concernant les lois fictives de l’acier en traction, ne mettent pas clairement 

en évidence l’adhérence acier – béton et les espacements de fissures. 

Concernant la réglementation sur la fissuration, une certaine confusion règne. En effet, 

les recommandations sont tantôt sévères pendant une période, puis ultérieurement on revient à 

d’anciennes suggestions plus indulgentes (certaines formules sont abandonnées avant de 

revenir à leur utilisation). Pour pouvoir utiliser correctement les lois fictives du béton (ou de 

l’acier) en traction, il faut que la section effective du « tirant » à prendre en considération soit 

clairement définie. 

Concernant les essais de traction sur le béton seul, même en prenant certaines 

précautions (une bonne rigidité des machines d’essais, centrage des éprouvettes, …) les 

résultats obtenus par les chercheurs sont très dispersés. Ceci est du au comportement relatif 

fragile du matériau béton. Il ressort des essais effectués sur le béton en traction que les lois 

fictives sont les mieux appropriées pour représenter les courbes efforts –déformations du 

matériau « béton armé » 

L’allure des courbes adhérence – glissement (τ-g) obtenues lors des différents essais 

de traction alternée est sensiblement la même. Cependant, les résultats obtenus présentent une 

dispersion. Si, a priori, les valeurs caractéristiques de cette loi ne sont pas connues une autre 

approche est utilisée dans cette étude afin de mieux estimer les valeurs moyennes. En effet, 

partant de la relation appropriée donnant les espacements des fissures et de la contrainte 

effective du béton en traction, on estime la valeur du glissement g1 de la loi adhérence – 

glissement adoptée par le comité européen de béton [CEB88].  

Certains auteurs parlent d’un pourcentage (≈ 1%) à partir du quel les diagrammes σ-εm 

changent complètement  d’allure. Or dans les essais de Rostasy et al [ROS76] même avec des 
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pourcentages d’acier inférieurs à 1%, l’allure des courbes est la même que celle des essais 

réalisés par Espion [ESP85], où le pourcentage est supérieur 1%. Donc l’allure des courbes  

ne dépend pas uniquement du pourcentage d’acier mais aussi de la valeur de la contrainte de 

traction effective du béton σcr et du rapport des modules Es et Ec (n=Es/Ec). Dans le modèle 

que nous proposons, la détermination des différents paramètres fait que pour chaque matériau 

« béton armé », nous avons l’allure de courbe correspondante. 

Partant de l’équilibre des forces dans une section droite d’un « tirant » en béton armé, 

la loi d’adhérence - glissement τ(g) adoptée par le comité européen de béton (CEB-FIP, 1988) 

est utilisée pour établir les équations gouvernant le glissement entre les armatures et le béton . 

Nous obtenons ainsi une équation différentielle du second ordre en g (glissement) en fonction 

de la profondeur d’introduction de l’effort. Sa résolution nous a permis de déduire, à chaque 

niveau de chargement, les variations des allongements relatifs de l’acier et du béton à 

l’intérieur de ce « tirant. On peut ainsi calculer les allongements relatifs moyens de ces 

matériaux sur une certaine distance et en général entre deux fissures consécutives. 

Pour cette loi (figure II.2), on suppose qu’au-delà du glissement g3 au droit de la 

fissure correspondant à l’adhérence résiduelle, il ne peut y avoir de fissures systématiques 

dans un tirant en béton armé.   

Si la longueur du « tirant » considérée n’est pas relativement grande, la courbe 

contrainte -déformation moyenne (σ-εm) avant fissuration (phase I) n’est pas linéaire, ceci est 

du aux deux « longueurs d’introduction » aux extrémités. 

La méthode retenue consiste à considérer que l’apparition des fissures s’effectue l’une 

après l’autre à mesure que l’effort de traction augmente. La résistance effective en traction du 

béton varie le long du tirant. Cette variation peut être exprimée par un certain pourcentage 

(par exemple 10 à 20%) de la contrainte effective du béton en traction. Dans cette étude, la 

phase de propagation des fissures (phase IIa) a été subdivisée en deux sous phases ; l’une 

avant d’atteindre la moitié du nombre total des fissures noté γ et l’autre à partir de la fissure 

n° γ/2 (ou γ/2 +1 selon le cas). En effet, à partir de l’instant où la moitié du nombre total des 

fissures est dépassé, dans certaines zones du tirant la longueur d’introduction ne peut pas se 

développer totalement.  

Pour la première fissure on prendra σc1 = σcr et, pour la dernière fissure, σcγ = 1,10σcr 

(ou 1,20 σcr). À l’apparition d’une nouvelle fissure, on détermine la contrainte dans l’acier, la 

nouvelle longueur d’introduction et l’allongement du tirant. 
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Pour la phase IIb : à ce stade, le nombre de fissures est stable. Les espacements de 

fissures ne permettent plus aux longueurs d’introduction de se développer, les zones 

homogénéisées sont nulles et ∆εm diminue, on parle alors ici de contrainte de traction fictive 

au droit de la fissure. Au-delà d’un certain niveau de contrainte (on a pris ici 2σsγ avec εsd 

correspondant), on considère que ∆εm est constant. On rappelle  que l’étude a été menée pour 

une contrainte normale au droit de la fissure inférieure à la limite élastique de l’acier σe. 

Avec les lois proposées (relations III.36 à III.38), à chaque niveau de contrainte on 

peut déterminer les différents points (σ-εm) et les ouvertures de fissures correspondantes. La 

confrontation des lois proposées avec les courbes expérimentales des différents tirants testés 

en traction est très satisfaisante. En effet, au delà de la fissuration, le modèle décrit de façon 

convenable les deux phases IIa et IIb. On peut conclure que l’allure de la courbe de la loi de 

comportement moyen de l’acier fictif  pendant la phase IIa (phase  de propagation des 

fissures) dépend  uniquement de la variation  de la contrainte de traction effective du béton le 

long du tirant. Si la résistance en traction était la même le long du tirant, toutes les fissures se 

formeraient simultanément sous l’effort Nr et on aurait donc à ce niveau un palier. 

Pour les pourcentages d’acier faibles, une petite variation de la contrainte de traction 

effective du béton le long du tirant entraîne une grande variation de l’allongement moyen du 

tirant entre l’apparition successive de deux fissures. 

En utilisant le modèle proposé pour simuler le comportement du « béton armé » tendu, 

par la considération de l’acier fictif, le comportement des poutres OG3 (fc=52.5MPa) et OG4 

(fc=71MPa), testées par Fouré, est bien approché. En effet, l’influence de la contribution du 

béton tendu se fait sentir dès le début de la fissuration et ne s’annule ou chute réellement 

(selon le pourcentage d’acier) qu’à la plastification des aciers.  

On remarque ici en flexion simple (pour les poutres OG) que la phase IIa (phase de 

propagation des fissures) est relativement faible par rapport à la phase IIb. Ceci s’explique par 

le pourcentage d’acier relativement élevé dans la zone tendue soit 4,26%. En estimant la 

variation de la contrainte de traction du béton le long du tirant (ici 50cm entre les deux 

charges) à ± 10%, la phase IIa s’étend de la charge 10,2kN (= 2P) à 12,1 kN pour la poutre 

OG3 et de 12,4 kN à 14,6 kN pour la poutre OG4. Cette phase de chargement représente 

environ 1% du chargement total pour les deux poutres. Il y a lieu de noter que si le 

pourcentage d’acier était plus faible cette phase sera plus importante.  



                                                                                                                  Conclusions générales 

 - 178 - 

Pour toutes choses égales par ailleurs, l’allure de la courbe σ(εm) pendant la phase de 

propagation des fissures dépend essentiellement du pourcentage d’acier et de la variation de la 

contrainte de traction effective du béton le long du tirant. Connaissant a priori la valeur de 

cette variation, le modèle proposé permet d’établir la loi de comportement moyenne fictive de 

l’acier pendant la propagation des fissures.  

Les résultats de la confrontation du calcul avec les résultats d’essais réalisés par 

d’autres auteurs sont plutôt satisfaisants et ce pour différentes caractéristiques du béton et 

différents pourcentages d’acier. Pour des pourcentages d’acier relativement faibles, la 

plastification des aciers peut être atteinte sans que la phase de propagation des fissures ne soit 

terminée. 

 En calculant les ouvertures de fissures à partir de la loi τ(g) du comité européen de 

béton (CEB-FIB, 1988), la valeur du glissement spécifique g1 a une influence directe sur le 

calcul des ouvertures des fissures et sur l’allure de la courbe σs(εm). 

La comparaison des relations théoriques établis au chapitre III pour les ouvertures de 

fissures avec les essais des deux tirants réalisés par Lorrain, présentées à la figure IV.8, 

montre une bonne approche dans l’allure et les valeurs des deux courbes.  

De même pour les éléments de poutres (ici essais de Fouré), en estimant correctement 

le pourcentage d’acier dans la zone tendue c'est-à-dire définir judicieusement le « tirant » à 

considérer, les résultats de la méthode proposée sont sensiblement proches des résultats 

d’essais. Pour des pourcentages d’acier élevés, lors d’un chargement croissant, les valeurs des 

ouvertures des fissures obtenues après la stabilisation de la fissuration sont prépondérantes. 

En perspective ; afin de mieux apprécier les valeurs caractéristiques de la loi 

adhérence – glissement, il est nécessaire de réaliser une étude expérimentale en faisant varier 

les paramètres suivants : type de barre, type de béton, ainsi que le pourcentage d’acier. La 

valeur de σcr, doit être connue avec précision car elle influe considérablement sur l’allure des 

courbes σ-εm.. 

Ces résultats théoriques peuvent être affinés en améliorant la précision de la 

détermination spécifique des espacements de fissures pour chaque mélange du « matériau » 

acier - béton. À partir de ces espacements, on peut ainsi déduire la valeur du glissement 

spécifique g1 défini par les caractéristiques techniques de ces composants et bien sûr en 

grande partie par le pourcentage d’acier.  
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La transposition du « tirant en traction simple » à la poutre en flexion simple peut être 

effectuée si on peut prédire correctement l’espacement moyen des fissures. En effet, la section 

de béton effectivement tendue en flexion simple doit être clairement définie. 

Les lois proposées dans cette étude supposent que la contrainte maximale de l’acier, au 

droit de la fissure, ne dépasse pas la limite élastique. Une suite à ce travail consisterait à 

étendre cette proposition au cas des aciers écrouis et des aciers de précontrainte dans la zone 

située entre la limite élastique de l’acier et le début de plastification (équation du cinquième 

degré de ε = f(σ)). 

Le même travail peut être envisagé dans les cas où l’acier est plastifié, cependant, à ce 

stade, l’adhérence se dégrade rapidement du fait de la réduction sensible du diamètre de la 

barre (effet de Poisson) et le frottement acier –béton diminue considérablement. 

La section du béton effectivement tendue (Acef), dans cette étude, a été considérée 

constante le long du tirant. Une autre approche peut être faite en considérant une diffusion à 

45° de cette section (Acef(x)) sur une certaine profondeur, comme il est spécifié par Fouré 

[Fou05] (voir § I.5.8). 

Avec les relations et les méthodes de calcul proposées dans la présente étude, des lois 

fictives du béton (armé), en utilisant les allongements relatifs moyens, peuvent être facilement 

établies. 
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 ANNEXE A 

ETABLISSEMENT DES EQUATIONS GOUVERNANT LE 
GLISSEMENT, L’ADHERENCE ACIER – BETON ET LES 

CONTRAINTES DANS UN TIRANT EN BETON ARME 

A.1. Hypothèses et équation différentielle gouvernant le glissement g 

A.1.1. Hypothèses 

Soit un « tirant » de longueur L composé d’une barre d’acier (de section As) enrobée 

de béton (figure A1) sollicité par un effort de traction Nt. Tout au long du chargement, on 

suppose qu’il n’y ni fissuration du béton et ni plastification de l’armature. On suppose la 

longueur L suffisante afin de décrire toutes les phases de la loi (relation A1 et figure A2) 

adhérence- glissement (τ- g) proposée par le CEB code modèle 1990 [CEB88]. 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Fig. A2. Loi τ- g proposée au comité européen de béton [CEB88] 

g 

 τ 

 τ1 = τ2 

 τ3 

 o g1 g2 g3 

 Fig. A1. « Tirant » en béton armé de longueur L soumis à un effort de traction 
N  

 Nt 

 Béton 

  Barre d’acier 

  L 

 Nt 
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La valeur de α est comprise entre 0,25 et 0,40, selon le confinement du béton. 

La section de béton effective entourant la barre et intervenant dans la liaison acier- 

béton est notée B. Cette section est supposée constante tout au long du chargement. 

 On utilise l’indice c pour le béton et l’indice s pour l’acier.  

Sous l’action d’un effort normal Nt (figure A3) de traction croissant, dont la droite 

d’action passe par le centre de gravité de la section de béton et de l’armature, la barre d’acier 

s’allonge de us et le béton de uc (O vient en O’ et O1 en O1
’). 

On considère le repère x’x, ayant son origine en O, pour mesurer les différents 

paramètres (us et uc comptés algébriquement). 

- lt : longueur d’introduction totale (varie selon le niveau de chargement). 

- l0 : la longueur l0  représente la zone perturbée définie par certains auteurs [YAN88a]  

       et elle est prise ici égale à δ lt  (δ = 0,10 ~ 0,20). On suppose la contrainte    

       d’adhérence nulle le long de cette longueur l0. 

            - (lt – l0) représente la longueur d’introduction effective. 

Les valeurs des allongements de l’acier (us) et du béton (uc) sont négligeables devant 

les longueurs l0, lt et (lt - l0).  

Le  rapport  entre  l’effort  normal  appliqué  au  tirant  et  la  section  d’acier  au 

niveau de l’encastrement (point O) noté σsf est  égal à : Nt / As. 
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A.1.2. Equation différentielle gouvernant le glissement g 

Le glissement à une distance x est exprimé par : g(x) = uc(x) – us(x). Comme uc et us 

sont négatifs et |us|>|uc|, alors g est positif. 

a) Sections droites situées dans l’intervalle [lt ; (L – l t)] 

A une distance x, comprise entre la longueur d’introduction lt et la distance (L - lt), le 

comportement du tirant est homogène, le béton  et l’acier  résistent ensemble  pour  équilibrer 

l’effort N t. On note la longueur de cet intervalle Lh et l’allongement correspondant ∆Lh. Il y a 

compatibilité des déformations (us = uc) et le glissement entre l’armature et le béton est nul. 

On peut écrire, dans une section droite quelconque de cet intervalle du tirant: 

 Fig. A.3. Variation de τ et g dans un tirant en béton armé sous un effort de traction Nt croissant 

 a) Tirant avant application de Nt 

 µs  µc 

 O1  O 
 Béton  Barre d’acier 

O1
’   O’  

 Nt 

 b) Tirant après application de Nt 

dξ ξ 

 Contraintes d’adhérence τ variables 

 lt 

 c) Repère x’x ayant son origine en O 

 O  x  x' 

 l0  lt - l0 
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cs εε = . 

Les contraintes normales dans l’acier et le béton s’écrivent respectivement: 

 sss εEσ =     ,    ccc εEσ = . 

Ici, on suppose que la contrainte σc dans la section effective de béton est uniforme. 

( ) sssct AσABσN +−=  

( ) scsct AσnABσN +−=                                                                                        (A2) 

où n = Es/Ec et As est l’aire de la section droite de la barre (ou la section totale des 

armatures du tirant). 

Dans le cas du matériau béton armé, la section As des aciers est en général négligeable 

devant la section du béton. On utilise (B - As) au lieu de B afin de généraliser pour d’autres 

composites. 

En divisant par As les deux termes de la relation (A2), on a : 
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Pour une longueur L relativement grande (sinon il faut considérer Lh) on peut écrire : 
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Donc, pour l’intervalle [lt ; L - lt] le diagramme fictif de l’acier peut s’écrire avec la 

relation (A4). On déduit ainsi le module fictif Ef. 

fsf
s

t E
L

∆L
σ

A

N
==                                                                                                      (A4) 
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avec         ( )1

s
f

ρ1

E
E

−
=                                                          

b) Sections droites situées dans l’intervalle [0 ; l t]  

Par symétrie, on a le même état dans l’intervalle [(L - l t) ; L]. 

En s’éloignant de la fissure, la contrainte normale dans l’acier σs diminue du fait de 

l’adhérence acier- béton (Figure A3). l’équilibre de la portion [0 ; x] entraîne : 

( ) ∫−=
x

0 s
sfs dξτ(ξ)

A

p
σxσ ,                                                                                        (A5) 

où p est le périmètre de la section droite de la barre (ou la somme des périmètres utiles 

des armatures du tirant). 

En élasticité linéaire, σs = Es εs  et εs <  εe  (εe  désigne allongement relatif au seuil 

élastique de l’acier). On a alors : 

∫−=
x

0ss
sfs dξ)(ξτ

EA

p
ε(x)ε ,                                                                                   (A6) 

τ(x)
EA

p

dx

dε

ss

s −= .                                                                                                 (A7) 

Le glissement à une distance x est exprimé par :  

(x)u(x)ug(x) sc −=                                                                                                  (A8a) 

La première et la deuxième dérivée de g par rapport à x s’écrivent respectivement : 

sc
sc εε

dx

du

dx

du

dx

dg −=−= ,                                                                                       (A8b) 

dx

dε

dx

dε

dx

gd sc
2

2

−= .                                                                                                 (A8c)                                                                          

À une distance x de la fissure, par le jeu de l’adhérence, les contraintes « diminuées » 

de l’acier se  transmettent au béton. On a : 
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( ) ( )∫=−
x

0

sc dξξτpAB(x)σ .                                                                                        (A9) 

Entre deux fissures, le béton, étant toujours intact sur la longueur lt, on a : 
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En remplaçant (A10) et (A7) dans (A8c), on peut écrire : 

τ(x)
EA

p
  -  τ(x)
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ρn 
  

E A

p

dx

gd

ssss
2

2

−
= , 

et l’équation différentielle gouvernant le glissement se traduit par la relation (A11). 

0τ(x)
ρEA

p

dx

gd

ss
2

2

=− .                                                                                          (A11) 

A.2. Détermination des expressions des différents paramètres sur l’intervalle [0 ; lt] 

On recherche dans ce paragraphe les expressions des différents paramètres (adhérence, 

glissement, allongement de l’acier, allongement du béton…) en fonction de x le long de la 

longueur d’introduction lt. 

La profondeur lt dépend de l’intensité de l’effort de traction Nt.   

A.2.1. Détermination des différents paramètres pour g (l0) < g1 

Dans ce cas la longueur totale lt est égale à (l0 + l1) et peut être noté lt1 (figure A4). La 

longueur l1 représente la distance entre le glissement g(l0) et g(lt) = 0. 

A.2.1.1. Domaine 0 ≤ x ≤ l0  

Dans ce domaine, on suppose une adhérence nulle (τ(x) = 0) et l’équation 

différentielle (A11) admet pour solution : 
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21 CxCg(x) += . 

Avec les conditions aux limites et l’équation (A8b) : 

1sf
s Cε

dx

du

dx

dg =−=−=   

La fonction g(x) étant continue, la constante C2 est déterminée par la valeur de g en l0 

selon l’expression de ce glissement sur l’intervalle [l0 ; lt]. On peut donc écrire : 

20sf0 Clε)g(l +−=    et   sf02 ε)g(lC += , 

0sf0sf lε)g(lxεg(x) ++−= .                                                                                    (A12) 

Cette variation linéaire g(x) est représentée figure A4b dans l’intervalle [0 ; l0]. 

L’allongement relatif de l’acier est constant : 

 sfs ε(x)ε −= . 

A.2.1.2. Domaine l0  ≤  x  ≤  lt 

a) Variation du glissement et de l’adhérence le long de la longueur d’introduction lt 

Pour des valeurs de εsf relativement faible, le glissement en x = l0 reste inférieur à g1, 

dans ce cas, la contrainte d’adhérence τ est exprimée en fonction du glissement par la relation 

(A1a). En remplaçant cette relation dans (A11) qui s’écrit alors : 
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En posant      
1ss
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ρEA
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α

1

1
1 g

τ
k =  on peut écrire :                                                                            

0gβ
dx

gd α2
12

2

=− .                                                                                                    (A13)                                                                                

Sachant que le glissement g est nul pour x = (l0 + l1), la solution de cette équation 

(A13) peut s’écrire [BAL93], [CHA98] :      

( ) ( ) ( )α1
2

10
α-1

1

xllθg(x) −−+= ,                                                                                (A14a) 
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 avec    
( )
( )α12

α1β
θ

22
1

+
−= . 

En remplaçant (l0 + l1) par lt, on peut écrire :    

( ) ( ) ( )α1
2

t
α-1

1

xlθg(x) −−= ,                                                                                      (A14b) 

( ) ( )( )
( )α1

α1

t
α-1

1

xlθ
α1

2

dx

dg
−

+
−

−
−=                                                                           (A14c) 

L’allure de la courbe du glissement g(x), le long de l’intervalle [l0 ; lt], est tracée figure 

A4b en remarquant : 

- avec la relation (A14c), sachant que : 

 θ1 > 0 et α < 1 alors 
dx

dg
 < 0 quelque soit x, on déduit g(x) monotone décroissante, 

- avec la seconde dérivée (relation A13), 

  α2
12

2

gβ
dx

gd = > 0 quelque soit x, alors la concavité de la courbe g(x) est dirigée vers 

les glissements positifs, 

- pour α = 1/3, la variation du glissement est cubique. 

Le glissement pour x = l0 a pour expression : 

 ( ) )-(1
2

1
α-1

1

0 lθ)g(l α= .                                                                                                (A15)   

On a également avec la relation (A8b) et (A14c): 

( ) ( )( )
( )

sf
α1

α1

0t
α-1

1

lx

εllθ
α1

2

dx

dg

0

−=−
−

−=






 −
+

=

. 

Donc on peut exprimer la déformation relative pour x = l0 en fonction de la longueur 

d’introduction lt : 

( ) ( )( )
( )α1

α1

0t
α1

1

1sf llθ
α1

2
ε −

+− −
−

= ,                                                                           (A16a) 

( ) ( )
( )α1

α1

1
α-1

1

sf lθ
α1

2
ε −

+

−
= .                                                                                   (A16b) 
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Inversement, on peut écrire la valeur de la longueur d’introduction effective l1 en 

fonction de la déformation relative εsf.  

( )

( )
( )α1

α1

sfα11/1 ε
θ

1

2

α1
l

+
−

− 




 −=                                                                                  (A17a) 

Dans cet intervalle, avec l1 = lt – l0 = lt (1- δ), on peut exprimer aussi la valeur de la 

longueur d’introduction totale lt (= lt1) : 

( )

( )
( )α1

α1

sfα-11/t1t ε
θ

1

2

α1
  
δ-1

1
 ll

+
−






 −==                                                                  (A17b) 

La variation de la contrainte d’adhérence le long du tirant entre l0 et (l1 + l0), en 

considérant les relations (A1a) et (14b), s’écrit : 

( ) [ ] ( )α1
α2

1
1 Xlθkτ(X) −− −= α

α
,                                                                                  (A18) 

L’allure de la courbe τ(X), le long de l’intervalle [l0 ; lt], est tracée figure A4a en 

remarquant : 

- la première et la deuxième dérivée de τ(X) s’écrivent successivement : 

( ) [ ]( )
( )α1

1α3

1
α1

α

Xlθk  
α1

α2

dX

dτ
−

−− −
−

−= , 

( ) [ ]( )
( )α1

2α4

1
α1

α

2

2

Xlθk  
α1

α2

α1

13α

dX

τd
−

−− −
−−

−=  , 

- 
dX

dτ
 < 0   quelque soit X, donc τ (X) est monotone décroissante, 

-  Sachant que α < 1, le signe de (
2

2

dX

τd
) dépend du signe du terme (3α-1) ; 

           - si α = 1/3 : la variation de la contrainte d’adhérence le long de l’intervalle  

                              [l0 ; lt] est linéaire (figure A4a). 

           - α < 1/3 : (
2

2

dX

τd
) < 0 quelque soit x, alors la concavité de la courbe est dirigée  

                             vers les valeurs négatives de τ comme représentée figure A4a. 
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           - α > 1/3 : (
2

2

dX

τd
) > 0 quelque soit X, alors la concavité de la courbe est dirigée  

                             vers les valeurs positifs de τ comme représentée en pointillés figure  

                             A4a. 

 

 

 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

b) Variation de l’allongement relatif de l’acier et du béton le long de l1 

Connaissant l’expression de τ(x) le long de l1, l’allongement relatif de l’acier se déduit 

de la relation (A6) : 

( ) [ ] ( )∫ −− −−=
x

l

α1
α2

t
α1

α

SS
sfs

0

dξ ξlθk
EA

p
ε(x)ε , 

en effectuant le changement de variable X = (x - l0) et en associant ξ et dξ à ce 

nouveau repère, on peut écrire : 

 Fig. A4. Variation de τ (adhérence) et du glissement g le long de la longueur lt pour g(l0) < g1 

 a) variation de τ le long de lt  
    pour g(l0) < g1 
 

 b) variation de g le long de lt  
     pour g(l0) < g1 
 

  τ 

  o   x 

 τ(l0) 

 lt = lt1 

 l0  l1 

 τ(x) : α > 1/3 

 τ(x) : α = 1/3 

 τ(x) : α < 1/3 

  x 

  g 

  o 

 g(0) 

 g(l0) 

 l0  l1 

 lt = lt1 

 g(x) :droite 

 g(x) en puissance α 
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( ) [ ] ( ) dξξlθ
EA

pk
ε(x)ε

X

0

α1
α2

1
α1

α

1
ss

sfs ∫ −− −−= , 

( ) ( )( )
( )

X

0

α1
α1

1
α1

α

ss
sfs ξlθ

α1

α1

EA

pk
ε(X)ε





 −

+
−−= −

+− , et après intégration on a : 

( )
( )

( ) [ ]( )
( )







 −−

+
−−= −

+−
+

− α1
α1

1
α1

α1

1
α1

α

ss
sfs Xllθ

α1

α1

EA

pk
ε(X)ε  .                              (A19a) 

La première et la second dérivée de εs(X) s’écrivent successivement : 

( ) [ ] ( )α1
2α

1
α1

α

ss

s Xlθ
EA

pk
  

dX

(X)dε
−− −−= , 

( ) [ ]( )
( )α1

1-α3

1
α1

α

ss
2

s
2

Xlθ
α1

2α

EA

pk
  

dX

(X)εd
−− −

−
= . 

Sachant 
dX

(X) dε
< 0 et 

2

2

dX

(X) εd
 > 0 quelque soit X, alors εs(X) est décroissante avec 

une concavité dirigée vers les allongements relatifs positifs εs(X) sur l’intervalle [l0 ; lt]. 

De même, la variation de l’allongement relatif du béton le long de la longueur l1 

s’écrit ; 

( )
( )

( ) [ ]( )
( )







 −−

+
−

−
= −

+−
+

− α1
α1

1
α1

α1

1
α1

α

ss
c Xllθ

α1

α1

ρ1

nρ

EA

pk
(X)ε                               (A19b) 

La première et la second dérivée de εc(X) étant de signe contraire que la première et la 

second dérivée de εs(X), la variation de l’allongement relatif du béton sur l’intervalle [l0 ; lt] 

est croissante avec une concavité dirigée vers les εc(X) négatifs. 

L’allure des diagrammes de εs(X) et εc(X) pour g(l0) < g1, le long de la longueur 

d’introduction lt, est illustrée figure A5. 

On peut calculer l’allongement moyen de l’acier sur la longueur l1 (noté sm1ε ) à l’aide 

des relations : 

∫=
1l

0

s
1

sm1 dX(X)ε
l

1
ε , 
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( )
( )

( ) [ ]( )
( ) dXXll
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1
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εε
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α1
α1

1
α1
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1
1

α1
α

1
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sfsm1 ∫

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− , 

 

( )
( )

( ) ( )







 −−

+
−−= −−

+
− α1

2

1
α1

α1

11
1

α1
α
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sfsm1 l

2

α1
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α1

EA
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εε , 

 

( )
( )

( )
( )

( )







 −−

+
−−= −

+
−

+
− α1

1

1
α1

α1

1
α1

α

ss
sfsm1 l

2

α1
lθ

α1

α1

EA

pk
εε

α
, 

et après simplification, il vient : 

 ( )
( )

( )α1
α1

1
α1

α

ss
sfsm1 lθ

2

α1

EA

pk
εε −

+
−−−=                                                                    (A20) 

On peut déduire, en utilisant la relation (A20), l’allongement moyen du béton sur la 

longueur l1 (noté cm1ε ) en comparant les relations (A19a) et (A19b).  

( )
( )

( )α1
α1

1
α1

α

ss
cm1 lθ

ρ1

ρn

2

α1

EA

pk
ε −

+
−

−
−=                                                                     (A21) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Fig. A5. Variation des allongements  relatifs εs et εc le long de la longueur lt  quand g(l0) < g1 

 εs 

  o   x 

 εsf 

 lt = lt1 

 l0  l1 

 εs = εsf 
 εs : en puissance de α 

 εc 

  o   x 

 εc= εs 

 lt = lt1 

 l0  l1 

 εc = 0 

 εc : en puissance de α 

 a) variation de εs(x) le long de lt  
    pour g(l0) < g1 
 

 b) variation de εc(x) le long de lt  
    pour g(l0) < g1 
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A.2.2. Détermination des différents paramètres pour g (l0) = g1 

Dans ce cas, le glissement a atteint son pic g1 au point d’abscisse x = l0 et on a  comme 

le montre la figure A6 : 

τ(l0) = τ1, 

la longueur d’introduction effective l1 est notée lg1, 

la longueur d’introduction totale est notée ltg1 (= l0 + lg1), 

l’allongement relatif de l’acier, dans l’intervalle [0 ; l0] est noté εsf1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A.2.2.1. Domaine 0 ≤ x ≤ l0 

Quand g(l0) = g1, l’expression (A12) du glissement s’écrit : 

0sf11sf1 lεgxεg(x) ++−= ,                                                                                       (A22) 

et prend la valeur pour x = 0 : 0sf11 lεgg(0) +=  

A.2.2.2. Domaine l0 ≤ x ≤ ltg1 

Le glissement g1 a pour expression : 

 Fig. A6. Variation de τ (adhérence) et du glissement g pour g(l0) = g1 

 τ(x) : α > 1/3 

 τ(x) : α = 1/3 

 τ(x) : α < 1/3 

  τ 

  o   x 

 τ1 

 lt = ltg1 

 l0  lg1 

  g 

  x   o 

 g(0) 

  g1 

 l0  lg1 

 lt = ltg1 

 g(x) :droite 

 g(x) en puissance α 

 a) variation de τ le long de lt  
    pour g(l0) = g1 
 

 b) variation de g le long de lt  
     pour g(l0) = g1 
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( ) )-(1
2

g1
α1

1

l1 lθgg
g1

α−== .                                                                                          (A23) 

L’expression (A24) exprime l’allongement relatif εsf1 de l’armature, 

( ) ( )
( )α1

α1

g1
α1

1

sf1 lθ
α1

2
ε −

+−

−
= ,                                                                                    (A24) 

et inversement on a : 

( )

( )
( )α1

α1

sf1α11/g1 ε
θ

1

2

α1
l

+
−

−










 −= .                                                                              (A25a) 

La relation (A17b) s’écrit à ce stade : 

( )

( )
( )α1

α1

sf1α-11/tg1t ε
θ

1

2

α1
  
δ-1

1
 ll

+
−











 −==                                                                (A25b) 

Pour exprimer les contraintes moyennes de l’acier (εsm1) et du béton (εcm1) sur la 

longueur lg1, il suffit de remplacer dans les relations (A20) et (A21), l1 par lg1 et εsf  par εsf1.  

A.2.3. Détermination des différents paramètres pour (g1 < g (l0) < g2) 

A.2.3.1. Domaine 0 ≤ x ≤ l0 

      Le glissement g(x) est donné par l’expression (A12).  

A.2.3.2. Domaine l0 ≤ x ≤ l2 

La longueur l2 représente la distance entre le glissement g(l0) et g1, c'est-à-dire lt = lt2 = 

l0 + l2 + lg1 (voir figure A7). 

a) Variation du glissement le long de la longueur d’introduction l 2 

Quand le glissement est compris entres les deux valeurs g1 et g2, la contrainte 

d’adhérence est supposée constante égale à la valeur τ1. 

En effectuant le changement de variable X = (x - l0), l’équation différentielle (A11) 

s’écrit : 
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0τ
ρEA

p

dX

gd
1

ss
2

2

=− , 

et admet pour solution : 

43

2

2 CXC
2

X
βg(X) ++=  , 

 avec   
ρEA

τp
β

ss

1
2 = . 

Les valeurs des constantes C3 et C4 sont déterminées avec les conditions aux limites 

suivantes : 

32 CXβ
dX

dg += , 

3sf
0X

Cε
dX

dg =−=
=

, 

42sf

2
2

212 Clε-
2

l
βg)g(l +==  et 

2

l
βlε gC

2
2

22sf14 −+= . 

L’expression de g(X) s’écrit alors : 

2

l
βlε g X ε-

2

X
βg(X)

2
2

22sf1sf

2

2 −++= .                                                              (A26) 

La relation (A26) représente une fonction du second degré (variation parabolique de 

g). La seconde dérivée (
2

2

dx

gd
= β2) est positive donc la concavité est dirigée vers les 

glissement positifs. 

La variation de la contrainte d’adhérence et la variation du glissement pour g(l0) 

compris entre les valeurs g1 et g2 , le long de lt, sont  représentées figure A7. 
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b) Variation de l’allongement relatif de l’acier et du béton le long de l2 

La variation de l’allongement relatif de l’armature sur la distance l2 où la contrainte 

d’adhérence est constante et égale à τ1 s’écrit : 

∫−=
X

0

1
ss

sfs dξτ
EA

p
ε(X)ε , 

X
EA

τp
ε(X)ε

ss

1
sfs −= .                                                                                           (A27) 

L’allongement relatif moyen de l’acier sur la longueur l2 est : 

∫=
2l

0

s
2

sm2 dX(X)ε
l

1
ε , 

  τ 

  o   x 

 τ(l0) = τ1 

 τ(x) : droite horizontale 

 lt = lt2 

 l0  lg1  l2 

 τ(x) : α > 1/3 

 τ(x) : α = 1/3 

 τ(x) : α < 1/3 

  x 

  g 

  o 

g(0) 

g(l0) 

 g1 

 lt = lt2 

 l0  lg1  l2 

 g(x) droite 

 g(x) en puissance α 

 g(x) branche de parabole 

 a) variation de τ le long de lt  
    pour  g1 < g(l0) < g2 
 

 b) variation de g le long de lt  
     pour g1 < g(l0) < g2 
 

 Fig. A7. Variation de τ (adhérence) et du glissement g pour (g1 < g(0) < g2) 
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sfsm2 −= , 

2

l

EA

τp
εε 2

ss

1
sfsm2 −=                                                                                                (A28)                                                                              

 

La variation de l’allongement relatif du béton sur la distance l2 s’écrit :  

∫−
=

X

0

1
ss

c dξτ
ρ1

ρn

EA

p
(X)ε , 

X
ρ1

ρn

EA

 τp
(X)ε

ss

1
c −

= .                                                                                          (A29) 

L’allongement relatif moyen du béton sur la longueur l2 est : 

∫=
2l

0

c
2

cm2 dX(X)ε
l

1
ε  

2l

0

2

ss
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2
cm2 2

X
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ρn
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l

1
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
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−
=  

2

l
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EA

 τp
ε 2

ss

1
cm2 −

= .                                                                                            (A30) 

L’allure des diagrammes de εs(X) et εc(X) pour g1 < g(l0) <g2, le long de la longueur 

d’introduction lt, est illustrée figure A8. 
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A.2.4. Détermination des différents paramètres pour g (l0) = g2 

Dans ce cas, le glissement a atteint la valeur g2 au point d’abscisse x = l0 et on a  

comme le montre la figure A9 : 

τ(l0) = τ1, 

la longueur d’introduction effective est égale (lg1 + lg2), 

la longueur d’introduction totale est notée ltg1 ( = l0 + lg1 + lg2), 

l’allongement relatif de l’acier, dans l’intervalle [0 ; l0] est noté εsf2. 

A.2.4.1. Domaine 0 ≤ x ≤ l0 

Quand g(l0) = g2, l’expression du glissement s’écrit : 

0sf22sf2 lεgxεg(x) ++−= ,                                                                                      (A31) 

et prend la valeur pour x = 0 : 0sf22 lεgg(0) += . 

 Fig. A8. Variation des allongements  relatifs εs et εc le long de la longueur lt  
               quand g1 < g(l0) < g2 

 a) variation de εs(x) le long de lt  
    pour g1 < g(l0) < g2 
 

 εc 

  o   x 

 εc= εs 

 εc = 0 

 lt = lt2 

 l0  lg1  l2 

 εc(l0+l2) 

 εc : en puissance de α 

 εc : variation linéaire 

 b) variation de εc(x) le long de lt  
    pour g1 < g(l0) < g2 
 

 εs 

  o   x 

 εsf 
 εs = εsf 

 εs : en puissance de α 

 εs : variation linéaire 

 εs(l0+l2) 

 lt = lt2 

 l0  lg1  l2 
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A.2.4.2. Domaine lg1 ≤ x ≤ ltg1 (0 ≤ X ≤ lg2) 

La variation du  glissement g a pour expression : 

2

l
βlε g X ε-

2

X
βg(X)

2
g2

2g2sf21sf2

2

2 −++= .                                                          (A32) 

Les expressions (A33) et (A34) représentent respectivement la variation de 

l’allongement relatif  de l’armature et l’allongement moyen de l’armature sur la longueur lg2. 

X
EA

τp
ε(X)ε

ss

1
sf2s −= ,                                                                                          (A33) 

2

l

EA

τp
εε

g2

ss

1
sf2sm2 −=                                                                                              (A34) 

 a) variation de τ le long de ltg2  
    pour g(l0) = g2 
 

 b) variation de g le long de ltg2  
    pour g(l0) = g2 
 

 Fig. A9. Variation de τ (adhérence) et du glissement g pour g(l0) = g2 

 lt = ltg2 

  τ 

  o   x 

 τ(l0) = τ1 

 l0  lg1  lg2 

 τ(x) : droite horizontale 

 τ(x) : α > 1/3 

 τ(x) : α = 1/3 

 τ(x) : α < 1/3 

  x 

  g 

  o 

g(0) 

 g2 

 g1 

 g(x) :droite 

 g(x) en puissance α 

 g(x) branche de parabole 

 l0  lg1  lg2 

 lt = ltg2 
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La variation de l’allongement relatif du béton est donnée par la relation (A29) et sa 

valeur moyenne sur la longueur lg2 par l’expression (A35). 

2

l

ρ1

ρn

EA

 τp
ε

g2

ss

1
cm2 −

=                                                                                             (A35) 

A.2.5. Détermination des différents paramètres pour (g2 < g (l0) < g3) 

A.2.5.1. Domaine 0 ≤ x ≤ l0 

      Le glissement g(x) est donné par l’expression (A12).  

A.2.5.2. Domaine l2 ≤ x ≤ l3 

Pour faciliter la résolution de l’équation différentielle (A11), on utilise le nouveau 

repère de la figure A10 (o’t s) où les coordonnées de o’ par rapport à l’ancien repère (o g τ) 

sont (g2 ; τ1). 

La longueur l3 représente la distance à partir du glissement g2 jusqu’à g(lt), c'est-à-dire 

l t =  l0+lg3+lg2+lg1 (voir figure A11). 

a) Variation du glissement le long de la longueur d’introduction l 2 

Quand le glissement est compris entres les deux valeurs g2 et g3, la contrainte 

d’adhérence décroît linéairement de τ1 à τ3. 

 

 

 

 

 

 

  Fig. 10. Changement de repère (o’h s) pour la loi τ- g proposée au  [CEB88] 

g 

 τ 

 τ1 = τ2 

 τ3 

 o g1 g2 g3 

 o' 

 t 

 s 
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Dans ce nouveau repère, la variation de l’adhérence t en fonction du glissement s entre 

g2 et g3 s’écrit : 

s
gg

ττ
   t

23

r1

−
−−= ,  et                                                                                                  (A36a) 

.skt 3−=   ,                                                                                                            (A36b) 

où   t = (τ – τ1)    ,     s = (g – g2)      et      
23

r1
3 gg

ττ
   k

−
−

= (toujours positif). 

L’équation différentielle (A11), avec X = x – l0, s’écrit : 

0t(X)
ρEA

p

dX

sd

ss
2

2

=− ,      aussi                                                                     

0sk
ρEA

p

dX

sd
3

ss
2

2

=+ ,                                                                                          (A37) 

et en posant  
ρEA

p k
β

ss

3
3 = , 

l’équation (A37b) se simplifie à : 

0 sβ  
dX

sd 2
32

2

=+ .                                                                                                      (A38) 

Cette équation différentielle admet pour solution : 

XsinβCXcosβCs(X) 3635 += . 

La première et la deuxième dérivée de s(X) s’écrivent successivement :  

XcosβCβXsinβCβ
dX

ds(X)
363353 +−= , 

XsinβCβXcosβCβ
dx

sd
36

2
335

2
32

2

−−= . 

Les valeurs des constantes C5 et C6 sont déterminées avec les conditions aux limites 

suivantes : 
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63sf
0X

Cβε
dX

ds =−=
=

 et 

3

sf
6

β

ε
C −= , 

comme g(l3) =g2 alors 33
3

sf
3353 lsinβ
β

ε
  -lcosβC0)s(l ==  et    

33
3

sf
5 ltgβ

β

ε
C = . 

L’expression de s(X) s’écrit alors : 

Xsinβ.
β

ε
X.cosβltgβ

β

ε
s(X) 3

3

sf
333

3

sf −= .                                                            (A39) 

La relation (A39) représente une fonction sinusoïdale. 

XcosβεXsinβ.ltgβε
dX

ds(X)
3sf333sf −−=  

 Le glissement est positif mais diminue de valeur quant X > 0, alors s(X) est 

décroissante. Sachant que la seconde dérivée est négative (  sβ  
dX

sd 2
32

2

−= ), alors la concavité 

de s(X) dans cet intervalle est dirigée vers les glissements négatifs. 

La contrainte d’adhérence s’écrit : 

Xsinβ.
β

ε
kX.cosβltgβ

β

ε
kt(X) 3

3

sf
3333

3

sf
3 +−=                                                 (A40) 

La seconde dérivée de t(X) est positive, la concavité est dirigée vers les valeurs 

positives de l’adhérence. 

La variation de la contrainte d’adhérence et la variation du glissement pour g(l0) 

compris entre les valeurs g2 et g3 , le long de lt, sont  représentées figure A11. 
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b) Variation de l’allongement relatif de l’acier et du béton le long de l3 

La variation de l’allongement relatif de l’armature sur la distance l3 s’écrit : 











−−= ∫

X

0ss
sfs dξ)(ξt

EA

p
ε(X)ε , 

l’intégrale est affectée d’un signe « moins »  car t(X) est toujours négatif dans le nouveau 

repère [o’X, o’t], comme montré à la figure  A.11. 

∫ 







−−=

X

0

3
3

sf
3333

3

sf
3

ss
sfs dξ ξsinβ.

β

ε
kξ.cosβltgβ

β

ε
k

EA

p
ε(X)ε , 

[ ]X

033332
3

sf

ss

3
sfs ξcosβξ.sinβltgβ

β

ε

EA

p k
ε(X)ε +−=  , 

 a) variation de τ le long de lt 
    pour g2 < g(l0) < g3 
 

 b) variation de g le long de lt  
    pour g2 < g(l0) < g3 
 

 Fig. A11. Variation de τ (adhérence) et du glissement g pour g2 < g(l0) < g3 
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après simplification, on trouve : 

( )1  -  XcosβX.sinβltgβ
β

ε

EA

p k
ε(X)ε 33332

3

sf

ss

3
sfs +−=                                     (A41) 

De même, la variation de l’allongement relatif du béton le long de la longueur l3 

s’écrit : 

( )1  -  XcosβX.sinβltgβ
ρ1

ρn

β

ε

EA

p k
(X)ε 33332

3

sf

ss

3
c +

−
=                                    (A42) 

L’allure des diagrammes de εs(X) et εc(X) pour g2 < g(l0) < g3, le long de la longueur 

d’introduction lt, est illustrée figure A12. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig. A12. Variation des allongements  relatifs εs et εc le long de la longueur lt  
                  quand g2 < g(l0) < g3 

 a) variation de εs(x) le long de lt  
    pour g2 < g(l0) < g3 
 

 b) variation de εc(x) le long de lt  
    pour g2 < g(l0) < g3 
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L’allongement relatif moyen de l’acier sur la longueur l3 est : 

∫=
3l

0

s
3

sm3 dX(X)ε
l

1
ε , 

( )∫











+−=

3l

0

33332
3

sf

ss

3
sf

3
sm3 dX1  -  XcosβX.sinβltgβ

β

ε

EA

p k
ε

l

1
ε , 

( )[ ]∫ +−+=
3l

0

33332
3

sf

ss

3

3
2

3

sf

ss

3
sfsm3 dXXcosβX.sinβltgβ

β

ε

EA

p k

l

1

β

ε

EA

p k
εε , 

[ ] 3l

033332
3

sf

ss

3

3
2

3

sf

ss

3
sfsm3 XsinβX.cosβltgβ-

β

ε

EA

p k

l

1

β

ε

EA

p k
εε +−+=  

333
3

sf

ss

3

3
2

3

sf

ss

3
sfsm3 ltgβ

β

ε

EA

p k

l

1

β

ε

EA

p k
εε −+= , 

Et après simplification : 









−−= 1

βl

ltgβ

β

ε

EA

p k
εε

33

33
2

3

sf

ss

3
sfsm3 .                                                                   (A43)                                          

L’allongement relatif moyen du béton sur la longueur l3 s’écrit : 









−

−
= 1

βl

ltgβ

ρ1

ρn

β

ε

EA

p k
ε

33

33
2

3

sf

ss

3
cm3                                                                    (A44) 

A.2.6. Détermination des différents paramètres pour g (l0) = g3 

Dans ce cas, le glissement a atteint la valeur g3 au point d’abscisse x = l0 et on a  

comme le montre la figure A13 : 

τ(l0) = τ3, 

la longueur d’introduction effective est égale (lg1 + lg2 + lg3), 

la longueur d’introduction totale est notée ltg1 ( = l0 + lg1 + lg2 + lg3), 

l’allongement relatif de l’acier, dans l’intervalle [0 ; l0] est noté εsf3. 
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A.2.6.1. Domaine 0 ≤ x ≤ l0 

Quand g(l0) = g3, l’expression du glissement s’écrit : 

0sf33sf3 lεgxεg(x) ++−= ,                                                                                      (A45) 

et prend la valeur pour x = 0 : 0sf33 lεgg(0) += . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

A.2.6.2. Domaine l0 ≤ x ≤ lg3 (0 ≤ X ≤ lg3) 

Les variations du  glissement g et de l’adhérence τ ont, respectivement, pour 

expression : 

Xsinβ.
β

ε
X.cosβltgβ

β

ε
s(X) 3

3

sf3
3g33

3

sf3 −=                                                           (A46) 

a) variation de τ le long  
      de lt pour g(l0) = g3 
 

 b) variation de g le long  
     de lt pour g(l0) = g3 
 

 Fig. A13. Variation de τ (adhérence) et du glissement g pour g(l0) = g3 
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Xsinβ.
β

ε
kX.cosβltgβ

β

ε
kt(X) 3

3

sf3
33g33

3

sf3
3 +−=                                               (A47) 

Pour les variations des allongements relatifs et des allongements relatifs moyens de 

l’armature et du béton (relations (A41), (A42), (A43) et (A44)), il suffit de remplacer l3 par lg3 

et εsf par εsf3. 

 

A.2.7. Détermination des différents paramètres pour ( g (l0) > g3) 

A.2.7.1. Domaine 0 ≤ x ≤ l0 

      Le glissement g(x) est donné par l’expression (A12).  

A.2.7.2. Domaine l0 ≤ x ≤ l4 

La longueur l4 représente la distance entre le glissement g(l0) et g3, c'est-à-dire lt = l0 + 

l4 + lg3 + lg2 + lg1 (voir figure A14). 

a) Variation du glissement le long de la longueur d’introduction l 4 

Quand le glissement est supérieur à g3, la contrainte d’adhérence est supposée 

constante égale à la valeur τ3. 

En effectuant le changement de variable X = (x - l0), l’équation différentielle (A11) 

s’écrit : 

0τ
ρEA

p

dX

gd
3

ss
2

2

=− , 

Elle admet pour solution : 

87

2

4 CXC
2

X
βg(X) ++=   avec   

ρEA

τp
β

ss

3
4 = . 

Les valeurs des constantes C7 et C8 sont déterminées avec les conditions aux limites 

suivantes : 

74 CXβ
dX

dg += , 
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7sf
0X

Cε
dX

dg =−=
=

, 

84sf

2
4

434 Clε-
2

l
βg)g(l +==        et       

2

l
βlε gC

2
4

44sf38 −+= . 

L’expression de g(X) s’écrit alors : 

2

l
βlε g X ε-

2

X
βg(X)

2
4

44sf3sf

2

4 −++= .                                                              (A48) 

La relation (A48) représente une fonction du second degré (variation parabolique de 

g). La seconde dérivée (
2

2

dx

gd
= β2) est positive donc la concavité est dirigée vers les 

glissement positifs. La variation de la contrainte d’adhérence et la variation du glissement 

pour g(l0) supérieur à g3, le long de lt, sont  représentées figure A14. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

b) variation de τ le long  
      de lt pour g(l0) > g3 
 

 b) variation de g le long  
     de lt pour g(l0) > g3 
 

 Fig. A14. Variation de τ (adhérence) et du glissement g pour g(l0) > g3 
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b) Variation de l’allongement relatif de l’acier et du béton le long de l4 

La variation de l’allongement relatif de l’armature sur la distance l4 où la contrainte 

d’adhérence est constante et égale à τ3 s’écrit : 

∫−=
X

0

3
ss

sfs dξτ
EA

p
ε(X)ε , 

X
EA

τp
ε(X)ε

ss

3
sfs −= .                                                                                           (A49) 

L’allongement relatif moyen de l’acier sur la longueur l2 est : 

∫=
4l

0

s
4

sm4 dX(X)ε
l

1
ε , 

4l

0

2

ss

3

4
sfsm4 2

X

EA

τp

l

1
εε 








−= , 

2

l

EA

τp

l

1
εε 4

ss

3

4
sfsm4 −= , 

2

l

EA

τp
εε 4

ss

3
sfsm4 −=                                                                                                (A50)                                             

 

La variation de l’allongement relatif du béton sur la distance l4 s’écrit :  

∫−
=

X

0

3
ss

c dξτ
ρ1

ρn

EA

p
(X)ε , 

X
ρ1

ρn

EA

 τp
(X)ε

ss

3
c −

= .                                                                                          (A51) 

L’allongement relatif moyen du béton sur la longueur l4 est : 

2

l

ρ1

ρn

EA

 τp
ε 4

ss

3
cm4 −

= .                                                                                            (A52) 
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L’allure des diagrammes de εs(X) et εc(X) pour g(l0) > g3, le long de la longueur 

d’introduction totale lt, est illustrée figure A15. 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Fig. A15. Variation des allongements  relatifs εs et εc le long de la longueur lt  
                  quand g(l0) > g3 

a) variation de εs(x) le long de lt pour g(l0) > g3 
 

 b) variation de εc(x) le long de lt pour g(l0) > g3 
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 ANNEXE B 

 

ELABORATION D’UN LOGICIEL DE CALUL EN ELASTICITE 

NON LINEAIRE  « CMP » - APPLICATION A UNE SECTION D ROITE 

B.1. Introduction   

Afin de confronter la loi de comportement fictive des aciers tendus à des résultats 

expérimentaux, un logiciel de calcul pour une section droite d’une poutre en élasticité non 

linéaire a été élaboré et généralisé (en langage «GW BASIC»). 

Bien sur, il existe dans la littérature certains logiciels en particulier dans [BOU87] et 

[KAC97] qu’on pourrait utiliser, mais afin d’être en mesure de faire varier différents 

paramètres, il y a lieu de maîtriser soi même ce genre de calculs pour y apporter les 

modifications nécessaires à tout instant. 

Dans ce travail, on a simplifié les calculs en créant des sous programmes et en 

généralisant la méthode à tous les matériaux car nous n’avons pas fixé à priori des valeurs 

caractéristiques. Le calcul des intégrales étant numériques, on peut donc utiliser des courbes 

de comportement d’expression quelconque des matériaux. De plus pour certaines sections, 

notamment les sections circulaires, on peut introduire directement le contour réelle de la 

section en définissant, au début des calculs, l’expression de b (largeur) en fonction du 

diamètre et de l’ordonnée y. 

Nous avons aussi introduit des données pour les différents diagrammes fictifs en 

traction des aciers selon cette présente étude. 

Enfin le coté interactif du programme facilite l’introduction (ou la correction) des 

données. 

B.2. Hypothèses fondamentales  

                     Ce logiciel a été élaboré en faisant certaines hypothèses à savoir : 

- La poutre possède un plan moyen et elle est chargée dans son plan. On s’intéressera à 

l’équilibre d’une section droite représentant le comportement moyen d’un tronçon de cette 

poutre. 
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- Des résultats expérimentaux ont montré qu’on peut admettre que les sections droites restent 

planes après déformation même en dehors du domaine linéaire. 

- La section est définie dans un repère d’origine quelconque ou au centre de gravité de la 

section homogénéisée (Figure B1). 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La déformation algébrique (ε > 0 compression) en tout point de la section s’écrit :                                                                                                                                                         

ε = δu + δw.y                                                                                                              (B1) 

δu : déplacement à l’origine, 

δw : rotation différentielle, 

y : ordonnée de ce point, 

εm : déformation de la fibre extrême située vers les y négatifs, 

εM : déformation de la fibre extrême située vers les y positifs. 

 

B.3. Modélisation des sections 

Dans ce programme, les matériaux de base sont soit le béton armé, soit le béton de 

fibres d’acier, soient les deux, auxquels on peut ajouter des aciers laminés, des aciers passifs 

ou des aciers de précontrainte (aciers actifs ). 

Les lois de comportement de ces matériaux peuvent être quelconques comme il est 

montré à la figure B2. Il suffit de définir dans chaque intervalle [εj ; εj+1] la relation contrainte 

Fig. B1: Section avec axe de symétrie et déformation ε dans une section droite quelconque 

o 

y 

z 

y' 

z' 

 ht o 
ε 

δu 

δw 

εM 

εm 

y 



                                                                                                                                       Annexe B 

 - 227 - 

-déformation ϕj(ε) correspondante où εm et εM sont, respectivement, les déformations relatives 

(comptées algébriquement) minimum et maximum. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. B2.  Exemple d’une loi de comportement σ =φ (ε) quelconque 
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 Fig. B3. Exemple de modélisation des sections 
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Pour le béton, béton de fibres et acier laminés (considérés comme sections pleines) 

Virlogeux [VIR86] a modélisé les sections par une succession de sections rectangulaires 

élémentaires, Bouafia [BOU87] et Kachi [KAC97], [KAC06-1] [KAC06-2], par des sections 

trapézoïdales.  

Dans ce programme la modélisation des sections droites de ces matériaux est définie 

par une succession de tables élémentaires caractérisées par leur largeur bi (y), l’ordonnée de la 

fibre inférieure yi et sa hauteur hti comme montré à la figure B3. 

b) Aciers passifs et aciers actifs (sections « ponctuées ») 

Pour les aciers passifs et aciers actifs, on suppose que chaque section d’armature est 

concentrée en son centre de gravité. Chaque lit d’armatures sera ainsi défini par sa section 

totale Ai et son ordonnée yi. 

B.4. Lois de comportement des matériaux utilisées pour le programme «cmp» 

B.4.1. Comportement du béton en compression 

Pour le béton en compression, nous avons utilisé la loi de Sargin rapportée par Bouafia 

[BOU91] présentée à la figure B4. La contrainte σ est donnée par la relation : 

 
( )

( ) 2'
bb

2'
bb

cj  K 2K1

 1K K
 f

ε−+
ε−−ε

=σ                                                                                         (B2) 

où   
0ε

ε=ε   et  
cj

00b
b f

E
K

ε
=  

Kb  paramètre ajustant la courbe ascendante ;     

fcj : résistance à la compression du béton à j jours ; 

ε0 : déformation de pic correspondant à fcj ; 

Eb0 : module élastique du béton à l’origine ; 

Kb
’ est un paramètre permettant d’ajuster la branche décroissante de la courbe : 

 - Pour Kb
’  = 0, le béton a un comportement élastique fragile et la branche descend 

brutalement. 

 - Pour  kb
’  = 1, le béton a un comportement ductile et la branche est assez plate. En général, 

pour un béton normal, on peut prendre : Kb
’   =  Kb  -1   
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B.4.2. Comportement des aciers naturels (passifs) dans la zone comprimée 

Les aciers naturels sont caractérisés par une loi de comportement élasto -plastique 

parfaite (figure B5) on a : 









ε>ε=σ

ε≤ε≤εσ=σ

ε≤εε=σ

u

uee

es

pour0

pour

pourE

                                                               (B3) 

Es : module longitudinal de l’acier, 

εe : déformation limite élastique de l’acier, 

σe : contrainte élastique de l’acier, 

εu  : déformation ultime de l’acier. 

 

 

 

 

 

                     

 

 

 Fig. B4. Comportement du béton en compression selon SARGIN 
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B.4.3. Comportement des aciers écrouis (passifs) dans la zone comprimée 

Les règlements préconisent un comportement linéaire élastique jusqu’à 70% de σe puis 

au-delà, une courbe ε = f (σ ) du cinquième degré (Figure B6). 

Les relations se traduisent par : 













ε≤ε<σ=ε

σ≤σ≤σ−
σ
σ+σ=ε

σ≤σε=σ

ue

ee
5

es

es

%1pour1,1

1,17,0pour)7,0(823,0
E

7,0pourE

                                           (B4) 

 

 

 

 

 

 

 

B.4.4. Comportement des aciers actifs (selon règlement B.P.E.L.) 

L’allure des courbes est la même que celles des aciers écrouis mais avec un 

comportement linéaire élastique jusqu’à 90% de σe (Figure B7) et les relations : 













>εσ=σ

σ≤σ≤σ−
σ
σ+σ=ε

σ≤σ<ε=σ
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06,19,0pour)9,0(100
E
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e
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5

es
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                                          (B5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. B6. Comportement des aciers écrouis 
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Fig. B.7. Loi σ-ε d’un acier de précontrainte 
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B.4.5. Comportement des aciers laminés (ou aciers de charpente) 

Dans ce cas, l’acier est ancré dans le béton par des connecteurs (soudés à l’acier) pour 

empêcher le glissement. On admet alors une liaison rigide entre les deux matériaux et ainsi 

cette section mixte se comporte comme une section homogène sous l’action des charges 

extérieures. La loi σ-ε de ces aciers est la même que celle des aciers naturels (passifs). 

B.4.6. Diagramme fictif de l’acier naturel en traction 

Ces aciers sont enrobés de béton, la théorie développée au chapitre II a permis de 

proposer les relations III.35 à III.38 représentées respectivement aux figures III.1 à III.4.  

B.4.7. Diagramme fictif de l’acier écroui et de précontrainte en traction 

Pour l’acier quand ε < εe, on a les mêmes diagrammes que l’acier naturel. Les relations 

(B6) et (B7) représentent les différents cas montrés à la figure B8. 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Fig. B8. Diagramme fictif σ-ε de l’acier écrouis (ou de précontrainte) en traction 
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- Loi fictive de l’acier écroui en traction 














ε≤ε≤εσ=ε

σ≤σ≤σ−
σ
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         (B6)                                  

- Loi fictive de l’acier précontrainte en traction 














>εσ=σ

σ≤ε≤σ−
σ
σ+σ=ε
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e

ee
5

es

1Be

B

             (B7) 

B.4.8.  Béton armé de fibres d’acier 

a)  Comportement en compression  

L’allure et la loi de comportement sont les mêmes que celles du béton traditionnel 

(Figure B4 et relation B2). 

b) Comportement en traction (figure B9) 

On a adopté dans le logiciel de calcul la loi établie par Bouafia et al [BOU98], 

[BOU02] avec les relations ci dessous :  

( )



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
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

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                                   (B8) 

Ect : module initial du composite en traction, 

fft :  résistance à la traction du composite, 

εft : déformation de fissuration du béton, 



                                                                                                                                       Annexe B 

 - 233 - 

εu:  déformation correspondant à la mobilisation totale de l’adhérence fibres matrice, 

σuc   :  contrainte ultime maximale du composite (valeur « plateau »),  

εrt : déformation de rupture du composite en traction. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

B.5. Lissage des courbes pour les aciers dont la section est ponctuée   

Pour éviter la non dérivabilité de l’opérateur φt (dont l’expression analytique est 

donnée à la sous section B.5), les courbes des aciers présentant des points anguleux sont 

lissées. Soit une courbe quelconque ϕ (ε) d’un acier présentant un point anguleux C de 

coordonnées (εk, σk). Désignons par ϕk (ε) et ϕk+1 (ε), les courbes de part et d’autre de ce 

point (Figure B10).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. B9. Comportement du béton de fibres d’acier en traction selon Bouafia et Kachi [BOU02] 
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Fig. B10. Lissage d’un tronçon de courbe ayant un point anguleux 
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Le lissage autour de ce point peut se faire par un polynôme entre A(εk1,σk1) et B(εk2,σk2), dans 

l’intervalle [εk1, εk2] en prenant : 

α
ε−ε=ε k

k1k  et 
α
ε+ε=ε k

k2k , 

où α est choisi assez grand (de l’ordre de 100 ou plus) pour ne pas influer sur l’allure générale 

de la courbe ϕ (ε).  

On considère le polynôme de l’Hermite, de la forme : 

P (ε) = P1 (ε) ϕ (εk1) + P2 (ε) ϕ (εk2) + P3 (ε) ϕ ‘(εk1) + P4 (ε) ϕ’ (εk2).                        (B9) 

Nous  avons 4 conditions à respecter : 

P (εk1) = ϕk (εk1)           (1) 

P (εk2) = ϕk+1 (εk2)        (2) 

P ‘(εk1) = ϕ’
k (εk2)          (3) 

P ‘(εk2) = ϕ’
k+1 (εk2)       (4). 

 
Celles-ci se traduisent respectivement par : 

(1) : P1 (εk1)  =1 ; P2 (εk1)  =0 ;  P3 (εk1)  =0  et  P4 (εk1)  =0   

(2) : P1 (εk2)  =0 ; P2 (εk2)  =1;  P3 (εk2)  =0  et  P4 (εk2)  =0   

(3) : P’1 (εk1)  =0 ; P’2 (εk1)  =0;  P’3 (εk1)  =1  et  P’4 (εk1)  =0   

(4) : P’1 (εk2)  =0 ; P’2 (εk2)  =0;  P’3 (εk2)  =0  et  P’4 (εk2)  =1. 

 
Après résolution, on trouve en optant pour un degré le moins élevé : 
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                                                        (B10) 

Pour déterminer l’opérateur φt, nous avons besoin de l’expression de P’ (ε) : 

P’ (ε)= P1 
‘
 (ε) ϕ (εk1) + P2 

‘
 (ε) ϕ (εk2) + P3 

‘
 (ε) ϕ ‘(εk1) + P4 

‘
 (ε) ϕ’(εk2),                (B11) 



                                                                                                                                       Annexe B 

 - 235 - 

avec : 
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B.6. Calcul des efforts internes dans les sections «pleines» 

 
La poutre étant chargée dans son plan, une section droite (représentative d’un tronçon 

de poutre) sera sollicitée par un couple d’effort (N, M). Ce couple engendre une déformation 

(δu, δw) d’où on peut déduire les efforts internes (Nint et Mint) : 













=

=

∫

∫

Ω

Ω

ijint

ijint

dMM

dNN

                                                                                                         (B13) 

où l’indice i est relatif à la section élémentaire i et l’indice j à la fonction ϕj (ε) (Figure B2). 

Nous allons développer l’expression de Nint (ce qui reste valable pour Mint). Pour calculer les 

efforts internes dans ces matériaux, il faut connaître pour chaque intervalle de déformation Ij = 

[εj ; εj+1] la loi de contrainte -déformation ϕj (ε). Sachant que le calcul est itératif, et qu’à 

chaque étape on connaît les valeurs δ u et δw, on peut déterminer les déformations des fibres 

extrêmes εi1 et εi2 de chaque élément i.  

 
A chaque étape, δu et δw étant fixés, alors ϕj (ε) est seulement fonction de (y) pour un élément i 

quelconque. Par exemple, avec le diagramme σ = ϕ (ε) représenté à la figure B11, en 

comptant algébriquement εi1 et εi2 on a : 

 εim = εi1 : déformation limite inférieure de l’élément i (en général vers les y négatifs); 

εiM = εi2 : déformation limite supérieure de l’élément i (en général vers les y positifs). 
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Dans ce cas, on peut écrire : 

- avec un seul intervalle de déformation pour l’élément i avec ϕj,  

∫
ε

ε

εϕ=
2i

1i

dy)y(b)(N iji ,                                                                                              (B14) 

- avec deux intervalles de déformation pour l’élément i avec ϕj et ϕj+1, 

dy)y(b)(dy)y(b)(N i1jiji

2i

1j

1j

1i

εϕ+εϕ= ∫∫
ε

ε
+

ε

ε +

+

 ,                                                         (B15)  

- Avec trois ou plusieurs intervalles de déformation pour l’élément i (exemple : figure B11c), 

dy).y(b)(dyb)(dy)y(b)(N irij

1rj

1kj
iki

2i

r

1j

j

1k

1i

∫∫∑∫
ε

ε

ε

ε

−=

+=

ε

ε

εϕ+εϕ+εϕ=
++

,                                      (B16)  

où   r-k ≥ 2                                       

et pour toute la section décomposée en NE éléments: 

∑
=

=

=
NEi

1i
int NiN  .                                                                                                            (B17)                                    

Fig. B.11.Elément (i) soumis à une déformation quelconque 
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 b) déformation de l’élément i   c) Diagramme σ - ε correspondant 
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De même pour Mint : 

- avec un seul intervalle de déformation pour l’élément i avec ϕj, 

∫
ε

ε

εϕ=
2i

1i

dyy)y(b)(M iji ,                                                                                         (B18) 

- avec deux intervalles de déformation pour l’élément i avec ϕj et ϕj+1, 

dyy)y(b)(dyy)y(b)(M i1jiji

2i

1j

1j

1i

εϕ+εϕ= ∫∫
ε

ε
+

ε

ε +

+

,                                                   (B19) 

- avec trois ou plusieurs intervalles de déformation pour l’élément i, 

dyy).y(b)(dyyb)(dyy)y(b)(M irij

1rj

1kj
iki

2i

r

1j

j

1k

1i

∫∫∑∫
ε

ε

ε

ε

−=

+=

ε

ε

εϕ+εϕ+εϕ=
++

,                    (B20) 

où r -k ≥ 2,           

et pour toute la section :  

∑
=

=

=
NEi

1i
int MiM                                                                                                              (B21) 

Remarque importante 

Dans le cas où εi1 < εm : il faut remplacer la borne inférieure d’intégration de l’élément 

i εi1 par εm. De même si εi2> εM : la borne supérieure d’intégration de l’élément i sera dans ce 

cas εM, au lieu de εi2. 

-Virlogeux [VIR86] a utilisé pour la modélisation des sections des tables rectangulaires 

(bi=constante) et pour ϕj(ε) des fonctions polynomiales pour le béton, donc l’intégration peut 

se faire analytiquement mais nous avons dans ce cas des lois de comportement de matériaux 

simplifiées. 

-Bouafia [BOU87] et Kachi [KAC97] ont modélisé les sections par une succession de tables 

trapézoïdales (bi varie linéairement) mais ϕj(ε) quelconque ce qui a nécessité un calcul 

numérique pour les intégrales définies. 

 
- Dans cette étude, on utilise la méthode d’intégration numérique Gauss –Legendre rapportée 

par Demidovitch [DEM79] qui donne de bons résultats car les fonctions ϕj(ε) et bi(y) ne sont 

pas oscillantes. 
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Rappel de la méthode d’intégration de Gauss- Legendre: 

∫ ∑
=

=

−=
2

1

a

a

ni

1i
ii

12 )x(fA
2

aa
dx)x(f                                                                            (B22) 

où a1 et a2  sont des bornes d’intégration et, 

i
1221 t

2

aa

2

aa
xi

−
+

+
= , 

ti : zéros du polynôme de Legendre Pn(t)  

A i : coefficients de Gauss ;  

n : nombre de points 

f(x) : fonction quelconque 

Avec cette modélisation des sections, nous avons remarqué, par exemple pour les 

sections circulaires (exemples : pieux en béton de fibres étudiées par Zhan [ZHA91], il suffit 

de prendre un seul élément et si le centre du cercle est pris comme origine alors la variation de 

la largeur b peut s’écrire (avec R rayon du pieu): 

22
i yR2)y(b −= . 

  Par contre, avec la modélisation en tables rectangulaires ou trapézoïdales, il faut beaucoup 

d’éléments pour approcher avec une certaine précision ce genre de sections.  

Dans la recherche de la solution par itération, par exemple avec la méthode de Newton 

–Raphson et la formule de Leibniz dans l’ouvrage de Piskonov [PIS80], on peut déterminer 

les différentes dérivées partielles ci-dessous : 

u

M
;

u

M
;

N
;

u

N intintintint

∂
∂

∂
∂

ω∂
∂

∂
∂

.                                                                                 

Rappel de la formule de Leibniz:  

   [ ] [ ]
α

αα−
α

αα+α=

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/
)(b
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                       (B23) 

a (α) et b (α) bornes d’intégration dépendant de α  . 
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Virlogeux [VIR86] a montré que si le déterminant de la matrice :     

       

u

M
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M
w

N
         

u

N

intint

intint

t

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=Φ                                                                                     (B24) 

s’annule cela signifie que le maximum est atteint pour certaines courbes (exemple Nfixe et 

recherche Mmax). Toutefois, ceci n’est valable, comme la montré Kachi [KAC97], que si la 

section considérée est suffisamment armée (non rupture de l’acier). 

B.7. Efforts internes dans les sections « ponctuées » 

Les équations déterminant les efforts internes des sections ponctuées sont s’écrivent : 

- Pour chaque lit d’armatures passives, on a la déformation et les efforts internes : 

 









εϕ=

εϕ=

δ+δ=ε

pipijpipi

pijpipi

piwupi

y)(.AM

)(.AN

y.

.                                                                                          (B25) 

- Pour chaque câble i d’aciers de précontrainte, on a de même : 









εϕ=

εϕ=
ε−δ+δ=ε

aiaijaiai

aijaiai

i0aaiwuai
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)(.AN

y.

.                                                                                         (B26)  

où εa0i représente la pré déformation εaoi  des aciers de précontrainte. 

Pour les lois donnant la déformation à partir des contraintes ε = ϕ (σ), un programme 

d’inversion a été écrit pour trouver σ en fonction de ε. 

B.8. Applications du programme « cmp » 

B.8.1. Organigrammes et type de calcul 

Le programme établi dans la présente étude est conçu pour être interactif et peut traiter 

plusieurs types de calcul. Avec les organigrammes B1 et B2, on peut traiter les 5 types de 

calcul ci- après. 
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Type 1 - Nfixe et recherche de Mmax, 

Type 2 - Mfixe et recherche de Nmax, 

Type 3 - Nfixe et recherche de M =f (dw), 

Type 4 - Mfixe et recherche de N= f (du), 

Type 5- Courbe d’interaction N= f (Mmax). 

Des exemples pratiques [BOU87] et [KAC97] et des exemples théoriques [VIR86] ont 

été traités à l’aide de ce logiciel et montrés ci-après, avec des résultats satisfaisants.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Org. B.1. Détermination des efforts internes pour une déformation  (δu,δw) de la section droite 

 I < NE 
oui 

Initialisation 
 

 i = 1  à  NE  (matériau à section pleine) 

 
Test sur les déformations de l’élément i 

Définition des intervalles d’intégration pour  l’élément i 

Calcul des efforts internes dans l’élément i  
                               Ni, Mi 

 Efforts dans la section pleine  

  N1=N1+Ni,    M1=M1+Mi 

 Calcul des efforts internes dans les sections ponctuées 

       (aciers passifs et aciers actifs)   N2 ,  M2 

Nint = N1 + N2 
  Mint = M1 + M2 

 

oui 
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 Org. B.2. Organigramme général  de calcul en élasticité non linéaire  
                 – application à une section droite 

M = M +∆M 
(ou N=N+∆N) 

Initialisation 
δu= N/ Es  δw= M /E I 

M = M +∆M 
(ou N=N+∆N) 

N fixé (ou M fixé) 

 Non 

Calcul de Nint, Mint (org.1) 
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Calcul de Nint, Mint, φt 
(org. 1) 

 
Ecriture des 

résultats 

Ecriture d’une indication 

de divergence 

 Det φt > 0 

Test de convergence sur 
N et M et δu et δw 

 

Boucle infinie 

 Oui 

 Non  Oui 

 Non 

 Oui 

 Test de rupture 
 Oui 
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B.8.2. Exemples pratiques 

B.8.2.1. Application à la poutre OH4 en béton précontraint 

Cette poutre testée par Bouafia [BOU91], a une section droite en double té (figure 

B12). La poutre de longueur 5,80m est posée sur deux appuis avec un porte à faux de 1,25m, 

les caractéristiques géométriques et techniques des matériaux sont présentés ci dessous. La 

tension initiale des aciers actifs en travée est de 556 kN. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

fco (MPa) Ftj (MPa) Ebo (MPa) εrt εo εcu Kb K’ b
 

33 -3,20 31900 -0,0094 0,0016 0,0027 1,503 0,503 

 

Tab. B1: Caractéristiques du béton de la poutre OH4 

 

As mm2 V i (mm)* σe (MPa) σr (MPa)    εr Es(MPa) TI* (kN) 

558     50    1890    1940   0,04  210.500    556 

                         * TI : tension initiale des câbles. 

Tab. B2. Caractéristiques des aciers actifs de la poutre OH4 
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 Fig. B12. Section droite en travée de la poutre OH4            
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As 

(par  nappe en mm2) 
V i 

(mm) 
σe 

(MPa) 
σr 

(MPa) 
   εr 

Es 
(MPa) 

39 30 / 50 / 530 / 550 / 570    550    580  0,016  212.000 

 

   Tab. B3. Caractéristiques des aciers passifs de la poutre OH4 

 

Essai   poutre OH4 Simulation   P - εb 

 
Simulation   M - δw 

 
εb  (10-4) P (kN) εb  (10-4) P (kN) δw  (10-4) M (kNm) 

0 71,6 -0,95 16 -1,03 20 

0,294 87,5 -1,29 48 -0,72 60 

0,515 99,4 0,68 80 -0,42 100 

0,956 119 1,48 112 -0,12 140 

1,47 147 2,28 144 0,18 180 

2,21 179 3,09 176 0,48 220 

2,94 199 3,90 208 0,78 260 

3,82 223 4,81 240 1,16 300 

4,41 233 6,18 272 1,96 340 

5,15 247 7,83 304 3,16 380 

5,96 265 9,61 336 4,59 420 

6,62 278 11,5 368 6,14 460 

7,35 288 13,7 400 7,91 500 

8,09 302 16,2 432 9,82 540 

8,82 314 16,5 435 10,0 544 

10,3 330 16,9 438 10,3 548 

12 360 17,2 442 10,5 552 

15 400 17,4 445 10,9 556 

17 420 18,2 448 11,3 560 

19 430 22,0 456 14,7 570 

-- -- 22,8 456,3 15,3 570,4 

 

 

A la figure B13, on a représenté la courbe expérimentale, P en fonction de la 

déformation de la fibre supérieure du béton εb. Bouafia [BOU91] a signalé quelques 

perturbations lors des lectures de ces déformations que nous pouvons observer avec la courbe 

simulée. Théoriquement, nous trouvons un moment maximum de 570 kNm (équivalent à 

Pmax = 456kN). Expérimentalement, il a été observé la rupture de la poutre par effort 

tranchant avec Pmax = 440 kN. L’écart observé entre les deux courbes est du aux 

Tab. B4. Résultats expérimentaux et théoriques de la poutre OH4 
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déformations d’effort tranchant, non prises en compte dans le calcul. Nous avons aussi tracé 

la courbe théorique M – courbure représentée à la figure B14.  
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 Fig. B14. Tracé de la courbe théorique M-δw de la poutre OH4                       

 Fig. B13. Confrontation essai - calculs de la poutre OH4            
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B.8.2.2. Application à une section circulaire en béton de fibres (pieu BF25). 

Afin de mettre en évidence « le potentiel de résistance négligé » en modélisant une 

section circulaire pleine par des sections trapézoïdales ou rectangulaires, on a effectué une 

simulation sur un pieu «BF25 » en béton de fibres d’acier dont l’étude a été réalisée au 

CEBTP et rapportée par Kachi [KAC97]. Le pieu a un diamètre de 50 cm, et il est soumis à 

un effort normal centré de 1374 kN.  

Le béton est renforcé par des fibres d’acier ondulées à raison de 25 kg/m3. Les 

caractéristiques mécaniques du composite et les propriétés des fibres sont données aux 

tableaux B5 et B6. 

 

fco (MPa) Ftj (MPa) Ebo (MPa) εrt εo εcu Kb K’ b
 

47,75    -2,94 38181 -0,010 0,0021 0,0035 1,6 0,7 

 
                                  Tab. B5. Caractéristiques mécaniques du composite «BF25 » 

 

Es L (mm) ϖ (%) φ (mm) τ (MPa) θo 

2.105 60 0,31 1 7 0,405 

 
Tab. B6. Propriétés des fibres d’acier ondulées 

 

La loi de comportement utilisée en compression et celle de Sargin et en traction celle 

de Bouafia et Kachi (paragraphe B.4.8). Nous avons choisi cet exemple pour mettre en 

évidence, la nouveauté introduite dans ce logiciel En effet, avec notre programme, au lieu de 

partager la section droite en plusieurs «trapèzes élémentaires », il suffit d’écrire dans le 

logiciel que la largeur variable du pieu est égale à :    

   22 4yDb −=      

avec D = diamètre du pieu. 

   Avec le logiciel « cmp », on trouve Mmax=258,2 kNm avec 10 sous éléments et un 

moment de 268 kNm en prenant un seul élément car dans ce dernier cas la section est prise en 

totalité. Les résultats sont présentés tableau B7 et figure B13. 
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Essai BF 25 Simulation avec 
10 éléments  

Simulation avec 
un seul élément 

δw    
(10-6) 

M    
(kNm) 

δw 
(10-4) 

M    
(kNm) 

δw   

(10-4) 
M 

(kNm) 
1,06 13,0 0,97 10 1,06 10 

2,48            26,1 1,95 20 2,13 20 

3,54 39,1 2,92 30 3,19 30 

          4,60 49,6 3,90 40 4,26 40 

6,02 62,6 4,88 50 5,33 50 

7,79 86,1 5,85 60 6,39 60 

9,20 96,5 6,83 70 7,46 70 

10,6 107 7,81 80 8,53 80 

12,4 123 8,80 90 9,60 90 

16,6 146 9,78 100 10,7 100 

19,5 157 10,8          110 11,7        110 

23,0 170 11,7 120 12,8 120 

26,6 180 12,8 130 13,8 130 

35,1 190 14,0 140 15,1 140 

47,8 206 15,4 150 16,5 150 

61,2 217 17,2 160 18,3 160 

74,3 224 19,6 170 20,5 170 

91,0 232 22,7 180 23,4 180 

109 237 26,9 190 27,1 190 

126 243 32,5 200 31,8 200 

143 250 39,8 210 37,8 210 

163 252 49,6 220 45,5 220 

182 254 63,3 230 55,4 230 

-- -- 84,0 240 68,6 240 

-- -- 121 250 87,5 250 

-- -- 132 252 118 260 

-- -- 147 254 126 262                                                                                                                                   

-- -- 168 256 137 264 

-- -- 186 258 152 266 

-- -- 223 258,2 182 267,9 

 

 

 

 

Tab. B7. Résultats expérimentaux et théoriques du pieu BF25 
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B.8.2.3. Confrontation à des essais sur des poutres en béton armé: Essais  Fouré[FOU85] 

La confrontation de la présente étude avec les poutres OG3 et OG4, testées au CEBTP 

par Fouré, est présentée à la sous section IV.2.2. Les  figures IV.12 et IV.14, représentent 

respectivement les diagrammes de M = f (δw) de OG3 et OG4 où M représente le moment 

appliqué entre les deux charges et δw la rotation de la section au milieu de la poutre. Les 

résultats chiffrés, expérimentaux et théoriques, sont présentés tableau B8. 

En utilisant le modèle proposé pour simuler le comportement du « béton armé » tendu, 

par la considération de l’acier fictif, le comportement des poutres OG3 (fc=52.5MPa) et OG4 

(fc=71MPa) est bien approché. En effet, l’influence de la contribution du béton tendu se fait 

sentir dès le début de fissuration et ne s’annule ou chute réellement qu’à la plastification des 

aciers.  

Les efforts et déformations, à la rupture des poutres, sont bien approchés par le présent 

calcul. En ce qui concerne la poutre OG3, les rapports sont 0,97 et 1,02. Pour la poutre OG4, 

les rapports sont de 0,91 et 0,88. Cet écart est du au fait que la charge de rupture n’a pas été 

atteinte lors de l’essai. Elle a été, effectivement, estimée par Fouré, en extrapolant la courbe. 
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   Fig. B13. Mise en évidence du potentiel de résistance négligé du pieu 
BF25   
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Résultats 
expérimentaux 

Poutre OG3 

Résultats théoriques 
(présente étude) 

Poutre OG3 

Résultats 
expérimentaux 

Poutre OG4 

Résultats théoriques 
(présente étude) 

Poutre OG4 

δw   
 (10-4/m)  

M  
(kNm) 

      δw  
  (10-4/m)  

M 
(kNm) 

δw   
 (10-4/m) 

M 
(kNm) 

δw   
 (10-4/m) 

M 
(kNm) 

1,25 1,31 2,4 2 1,25 1,31 2,2 2 

5,00 2,78 4,90 4 5,00 2,78 4,3 4 

12,5 7,35 7,3 6 12,5 7,35 6,5 6 

26,3 10,5 14,1 8 23,8 10,5 9,0 8 

42,5 13,4 23,6 10 42,5 13,4 17,6 10 

57,5 16,7 33,2 12 57,5 16,7 26,8 12 

72,5 19,4 42,9 14 70,0 19,4 36,1 14 

85,0 22,7 52,6 16 85,0 22,7 45,4 16 

100 25,8 61,3 18 100 25,8 54,8 18 

116 28,9 69,5 20 113 28,9 64,1 20 

136 31,9 77,7 22 126 31,9 72 22 

145 35,0 86 24 140 35,0 80 24 

160 37,9 94,2 26 155 37,9 88 26 

171 41,1 103 28 171 41,1 96 28 

220 44,1 111 30 220 44,1 104 30 

338 46,1 119 32 325 46,6 112 32 

590 47,7 127 34 595 48,0 120 34 

-- -- 141 36 -- -- 135 36 

-- 
-- 

-- 
-- 

150 38 -- 
-- 

-- 
-- 

143 38 

-- -- 162 40 -- -- 152 40 

-- -- 181 42 -- -- 166 42 

-- -- 212 44 -- -- 189 44 

-- -- 261 46 -- -- 224 46 

-- -- 337 48 -- -- 277 48 

-- -- 464 50 -- -- 357 50 

-- -- 483 50,2 -- -- 476 52 

-- -- 504 50,4 -- -- 669 54,0 

-- -- 531 50,6 -- -- 698 54,2 

-- -- 549 50,7 -- -- 734 54,4 

-- -- 554 50,72 -- -- 756 54,5 

-- -- 559 50,74 -- -- 777 54,56 

       -- 
-- 

-- 566 50,76 -- -- 791 54,58 

 
Tab. B8. Résultats expérimentaux et théoriques des poutres OG3 et OG4 
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B.9. Conclusions 

Avec la poutre OH4, le logiciel « CMP » simule correctement le chargement jusqu’à 

rupture. La charge maximale obtenue est très voisine du poids expérimental avec 4% 

d’erreurs. 

Pour le pieu BF25 de section circulaire, nous avons remarqué que les calculs étaient 

relativement beaucoup plus rapides en prenant un seul élément. A partir de la figure A.10, on 

remarque que le potentiel de résistance est meilleur avec un seul élément (qu’avec 10 

éléments), en effet en considérant 22 y4Db −=  la section du pieu est prise en totalité. Dans 

ce cas, la courbure est beaucoup plus faible. 

Pour les poutres OG3 et OG4 en béton armé, le modèle développé suit correctement 

les courbes  expérimentales. Le mode de rupture est obtenu par flexion pour les deux poutres, 

et les résultats obtenus sont en parfaite concordance avec l’expérimentation. 



R E S U M E 

La contribution du béton tendu en phase fissurée est prise en compte dans les calculs de 

structures pour évaluer correctement les déformations et limiter aussi, pour des raisons de sécurité, les 

ouvertures de fissures. Cette étude a pour but d’établir les relations nécessaires pour mener ces calculs 

dont l’élément de base est le tirant. Des méthodes de calcul, basées sur la loi contrainte d’adhérence - 

glissement entre l’acier et le béton, sont présentées en fonction des caractéristiques des matériaux 

utilisés et surtout du pourcentage d’acier. 

La loi d’adhérence - glissement τ(g) adoptée par le comité européen de béton (CEB-FIP, 1988) 

est définie en estimant la valeur maximum d’adhérence τ1, mais en fixant une valeur très variable du 

glissement correspondant g1. Cette valeur (dont le cas où elle n’est pas connue a priori) qui influence 

l’allure de la courbe τ(g), et donc les ouvertures de fissures est déterminée ici en considérant  

l’espacement moyen des fissures, le pourcentage d’acier et les caractéristiques des matériaux utilisés 

(béton et acier).  

Mots clés : 

Béton armé, « aciers fictifs », « tension stiffening », adhérence, fissuration, modélisation. 

A B S T R A C T 

The contribution of the cracked stretched concrete is taken into account in the calculations of 

structures to estimate accurately the deformations and also to limit, for the sake of security, the 

opening of cracks. The aim of this study is to lay down the expressions which are necessary to perform 

these calculations, the basic element of which is the tie-beam. Some methods of calculation resting on 

the relation between the adherence-stress and the steel-concrete sliding are produced according to the 

specifications of the materials in use, and especially the rate of steel. 

The law of adhesion - sliding τ(g) adopted by the European concrete committee (CEB-FIP, on 

1988) is defined by estimating the maximum value of adhesion τ1, but by fixing a very variable value 

of the corresponding sliding g1. This value (who the case where it is not known in priori) which 

influences the look of the curve τ(g), and thus the openings of cracks is determined here by 

considering the average spacing of cracks, the percentage of steel and the characteristics of used 

materials (concrete and steel). 

Key words:   

Reinforced concrete, “fictive steels”, "tension stiffening", adherence, cracking, modeling. 

 


	1-pagegarde.pdf
	2-Dédicases-Remercements_thèse2010.pdf
	3-Notations. principales_these.pdf
	4-Sommaire_thèse.pdf
	5-Introduction_générale1.pdf
	6-ChapI_saad_Thèse.pdf
	7-ChapII_saad_thèse.pdf
	8-ChapIII_saad_thèse.pdf
	9-ChapIV_saad_thèse.pdf
	10-Conclusions_générales_thèse.pdf
	11-Ref.bibli_saad_thèse.pdf
	12-Annexe A.pdf
	13-Annexe B.pdf
	14-Résumé_thèse_page de garde.pdf

