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les nombreux conseils et informations apportées, mais surtout pour la confiance qu’il nous

a accordés.
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A mon binôme Amine.

Tous mes amies.

Tous ceux que j’aime que je n’ai pas cité.
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Résumé

L’analyse en composantes principales (ACP) est un outil extrêmement puissant pour

le synthésisation de l’information qui est très utile quand il y a une grande quantité de

données quantitatives à traiter et interpréter. L’apparition au cours des dernières années

de logiciel de plus en plus efficace et facile à utiliser rend maintenant ce type de l’analyse

de données accessible à tous les chercheurs scientifiques, et pas seulement aux spécialistes

seuls. C’est pourquoi nous proposons ici de présenter le principe et l’intérêt du PCA d’un

exemple simple, celui d’une analyse de trois-cuves basée sur trois variables.

Mots-clés : Diagnostic, ACP, détection et localisation, contribution, recons-

truction.

Abstract

Principal Component Analysis (PCA) is an extremely powerful tool for synthesizing

information that is very useful when there is a large amount of quantitative data to

process and interpret. The appearance in recent years of increasingly efficient and easy-

to-use software now makes this type of data analysis accessible to all scientific researchers,

and no longer to specialists alone. This is why we propose here to present the principle

and the interest of the PCA from a simple example that of a three-tanks analysis based

on three variables.

Keywords : diagnosis, PCA, fault detection and localisation, contribution,

reconstruction.



Notations

ACP : Analyse en composantes principales

X ∈<n×m : Matrice de données

xi ∈<m : Vecteur d’observation (individu) de mesures des variables de X

xci ∈<m : Vecteur des coordonnées centrées de l’individu xi

xj ∈<n :

G ∈<m : Centre de gravité

Y ∈<n×m : Matrice de données centrées

R ∈<n×m : Matrice de données normalisées

D ∈<n : Matrice des poids

Σ ∈<m×m : Matrice de corrélation de X

V ∈<m×m : Matrice de variance de X

T ∈<n×m : Matrice de composantes principales

ti ∈<m : Vecteur d’observation de composantes principales de X

wj : Facteur pricipal

P ∈<m×m : Matrice des vecteurs propres

pj : Vecteur propre

Λ ∈<m×m : Matrice des valeurs propres

λj : Valeur propre

M : Métrique

SP : Espace principale

SR : Espace résiduel

Ĉ : Matrice de projection sur SP

C̃ : Matrice de projection sur SR

X̂ : Partie modélisée

X̃ : Partie résiduel

n : Nombre d’individus

m : Nombre de variables

` : Nombre de composantes à retenir
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1.5.1.1 Défauts multiplicatifs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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2.8.1.1 Corrélation entre les CPs et les variables d’origine . . . . 48

2.8.1.2 Représentation des variables dans les nouveaux axes . . . 48

2.8.1.3 Études des liaisons entre les variables . . . . . . . . . . . . 49

2.8.2 Étude des individus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.8.2.1 Représentation des individus dans les nouveaux axes . . . 50
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2.1 Cercle de corrélation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.1 Nombre de valeurs propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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Introduction générale

Depuis la naissance de l’industrie, les procédés industriels présentent toujours des

défaillances intrinsèques (propres ou matérielles) et des défaillances extrinsèques ( dues à

l’environnement)[1]. Pour-cela, il est absolument important de diagnostiquer et gérer la

maintenance des systèmes tout en ayant une expertise dans la maintenance, vu l’impor-

tance de savoir mettre l’accent sur la règle de priorité à traiter les défaillances puisque cer-

taines défaillances ont moins d’importance en termes d’effets et de couts. Alors avoir une

connaissance sur le système à diagnostiquer est indispensable afin de choisir la méthode

idéale pour diagnostiquer le processus dans le but de lui assurer la sureté des matériels et

celle des personnels, et cella grâce au diagnostic qui consiste à détecter une ou plusieurs

défaillances, à localiser son origine et à déterminer ses causes, sachant que ces fonctions

apportent des corrections au système afin qu’il puisse retourner à son fonctionnement

normal.

L’objectif d’apporter une solution efficace et assurer au processus industriels un fonc-

tionnement nominal dans le cadre de respecter les contraintes économiques et celles de la

qualité des produits, le diagnostic prouve un grand intérêt au monde industriel que celui

de la recherche scientifique. Par conséquent l’avancée technologique rend les systèmes in-

dustriels de plus en plus complexes, comme l’automatisation et plusieurs d’autres facteurs

qui optent pour leur complexité que ce soit dans leurs incertitudes, l’imprédictibilité et

leurs dynamiques. Cela rend les décisions difficiles[2]. Pour les processus complexes ou

ceux de types de boites noires, leur modélisation mathématique est difficile même dans

le cas où la réalisation de tels modèles est possible, les approches analytiques présentent

une description insuffisante du fonctionnement du processus. Pour la résolution de ce

problème, les méthodes de l’analyse statistique des données ont un rôle majeur pour la

visualisation de l’évolution en temps réel d’un processus afin de détecter les changements

susceptibles qui affectent ses performances.

La masse des données et la dimension des variables que présentent les systèmes sont

tellement grandes, ce qui crée l’inefficacité en terme d’isolation de défaut. Pour cela, la

réduction de la dimension de l’espace des variables en utilisant les méthodes de projection,

comme l’analyse en composantes principales (ACP) peut révéler des information cachées

10
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mieux interprétables[3].

L’objectif de la réduction de données pour une analyse statistique multivariée est de

rendre la visualisation plus claire tout en gardant le principal d’informations, afin de

pouvoir constater et interpréter un déréglage. La plus part des méthodes qui réduisent la

dimension d’un espace multivarié optent pour l’utilisation des variables latentes (cachées),

dans le but de comprendre un intérêt caractéristique qui ne peut pas être mesuré direc-

tement. Ces variables latentes expriment la combinaison linéaire des variables originelles.

Étant donné, l’analyse en composantes principales est une méthode révélatrice d’informa-

tions latentes et particulièrement adaptée à l’analyse des données corrélées.

L’ACP a une place importante pour la surveillance et le diagnostic des défauts, et cela

grâce à sa capacité de crée des corrélations linéaires entre les variables du processus malgré

l’absence d’un modèle d’entrée/ sortie propre au système. Cette approche représente un

outil de modélisation du comportement des processus, plus particulièrement en fonc-

tionnent normale, les défauts alors sont détectés en comparant le comportement observé

à celui donné par le modèle ACP. Plus précisément, la phase de détection est liée à une

étape génératrice de résidus, ou plutôt d’indices de détection basée sur une estimation

paramétrique[4].

L’objectif de notre travail est d’implémenter sur ordinateur la méthodes ACP linéaires

pour la détection et la localisation de défauts d’un processus physique. Nous appliquons

en suite à un système hydraulique constitué de trois cuves en cascade.

L’organisation de notre mémoire est divisé en quatre chapitre d’une manière suivante :

Dans le premier chapitre, nous exposerons les différents concepts liés au diagnostic

définis dans la littérature, et employés donc dans notre mémoire. Nous présentons aussi

les théories de la surveillance et de la supervision et du diagnostic. Par la suite, en aborde-

rons les différentes méthodes de diagnostic des défaillances développées par les différentes

communautés de recherche.

Le deuxième chapitre sera consacré aux rappels mathématiques de l’ACP linéaire et

son principe.

Le chapitre trois est consacré à l’identification du modèle ACP qui repose sur le cal-

cul des valeurs et des vecteurs propres, et la détermination du nombre de composantes

principales à retenir dans le modèle ACP.

Une fois le modèle ACP identifié, alors la phase de prise de décision pour la détection

et la localisation de défauts fera l’objet des méthodes consacrées à la détection et la loca-

lisation de défauts par une analyse en composantes principales . Nous avons deux indices

pour la détection de défauts par ACP, qui sont la statistique T 2de Hotelling calculée à

partir des premières composantes principales, et l’erreur quadratique d’estimation (SPE).
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Pour illustrer notre travail, et prouver une légère maitrise que se soit dans le diagnostic,

la construction du modèle ACP, et la détection de défauts par l’ACP, le chapitre quatre

est consacré à la concrétisation de toute l’étude que nous avons mené sur une application

(système hydraulique).

Dans ce chapitre dans une première partie, la description et la modélisation du système

hydraulique constitué de trois cuves en cascade sont exposées. Les défauts que nous avons

considérés sont des fuites qui peuvent surgir dans les liaisons entre les trois cuves. Nous

présentons ensuite les résultats de simulation obtenus par l’ACP concernant la détection

et la localisation des défauts considérés.



Chapitre 1

Diagnostic

Introduction

Les travaux de recherche sur le diagnostic ont mobilisé durant ces dernières années

une large communauté de chercheurs. Ils sont été un sujet important dès l’apparition de

l’automatique moderne, basé sur le calcul numérique[5].

Aujourd’hui, en raison des contraintes économiques, de compétitivité accentuée par la

mondialisation d’une part et de la sureté de fonctionnement d’autre part, le diagnostic

a connu une évolution très importante surtout pour les processus chimiques, nucléaires

...etc.

Cette évolution a permis le développement de plusieurs méthodes, donnant une solu-

tion aux problèmes de la détection des défauts pour assurer la sureté de fonctionnement,

et prendre une décision permettant d’améliorer la conduite du système, ou d’empêcher

une dérive pouvant mener à des échecs de production. Le souci de la protection de l’envi-

ronnement est aussi une raison supplémentaire de l’importance du diagnostic de ce type

de procédé. Une procédure de diagnostic doit donc apporter des réponses aux questions

suivantes en ce qui concerne ses objectifs, ses principes de mise en œuvre et ses critères

d’évaluation :

— Objectifs : Que veut-on contrôler ? Quels types de défauts doit-on détecter ?

— Principes : Quel est le principe de diagnostic à mettre en œuvre ? Quelle est la

procédure à suivre ?

— Critères : Quelles sont les performances souhaitées ? Quels sont les indices d’évaluation

de ces performances ?

Cependant, la conception d’une procédure de diagnostic doit prendre en compte des as-

pects tels que le comportement du système et la sensibilité aux erreurs de mesure ainsi

que les contraintes d’ordre économique et de mise en œuvre pratique. Par conséquent

et vue l’importance du problème de diagnostic et des difficultés rencontrées, plusieures

approches ont été développées au cours de ces dernières années. Elles couvrent une large

13
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variété de techniques telles que les approches sans modèles. Ces approches exigent un

grand volume des données. Ces méthodes peuvent être de type quantitatif qui sont basées

sur le traitement de données ou bien de type qualitatifs, exprimées à base de connaissance.

Nous proposons dans ce chapitre de faire un état de l’art sur le diagnostic des défauts

dans les systèmes lorsque un raisonnement sur les comportements dynamiques du procédé

n’est pas utile.

L’intérêt se portera essentiellement sur le problème de détection des défauts et leur lo-

calisation par la méthode d’analyse en composantes principales. Cette approche représente

un outil de modélisation du comportement de processus plus particulièrement en fonction-

nement normal, tel que, les défauts sont alors détectés en comparant le comportement ob-

servé à celui donné par le modèle ACP. Plus précisément, la phase de détection de défaut

liée à une étape génératrice de résidus ou plutôt d’indice de détection basés sur l’esti-

mation paramétrique[4]. Ainsi, la localisation en composantes principales comporte trois

approches qui sont : l’approche par structuration des résidus qui s’inspire des méthodes

de diagnostic utilisant la redondance analytique, les approches utilisant des bancs de

modèles, et l’approche reposant sur le principe de calcul des contributions à l’indice de

détection (SPE). Cette dernière est la méthodes la plus efficace parmi les autres citées,

elle consiste à calculer la contribution des différentes variables à l’indice de détection. La

variable ayant la plus grande contribution à la statistique de détection calculée à l’instant

de détection est la variable incriminée. Donc il est nécessaire dans un premier temps, de

donner les différents concepts, notions et outils cités dans la littérature et qui sont utilisés

en diagnostic de défauts, puisque un bon diagnostic demande une bonne compréhension

de ces notions. Le principe de base sera alors donné ainsi que les différentes méthodes

proposées dans ce domaine.

1.1 Objectifs du diagnostic

Dans l’industrie, la compétitivité s’appuie sur plusieurs critères de performance, de

robustesse et de qualité. Cependant même si ces critères sont réunis les défaillances des

systèmes industrielles se font fréquentes et peuvent résulter soit d’une panne partielle ou

totale qui peut présenter des pertes économiques considérables, sans parler de l’environ-

nement et des dangers pour les personnes, les salariés de l’entreprise en premier lieu. Pour

éviter des conséquences irréversibles, des méthodes de supervision et de surveillance ont

été mise en place et qui reposent toutes sur le diagnostic des systèmes[7].

Le diagnostic industriel dont la vocation première est de détecter et localiser une

défaillance des matériels appropres aux systèmes industriels, permet de détecter de façon

précoce une dégradation[1]. Plus généralement, le diagnostic apporte une contribution à
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la détection et la localisation d’un mauvais fonctionnement.

1.2 Surveillance des processus

La tendance actuelle d’économie d’énergie et de l’environnement pousse à une optimi-

sation de la plupart des processus industriels. Cela engendre naturellement une complexifi-

cation notable des systèmes, ce qui accroit par conséquent le risque de dysfonctionnement.

De ce fait, la surveillance des systèmes industriels est un domaine actuellement plein essor.

1.2.1 Objectif de la surveillance du processus

L’objectif de la surveillance c’est de permettre au processus industriels une longue

durée d’activité sans présenter des interruptions à cause de la panne par exemple, pour

les systèmes électrique les surtension et autres tensions transitoires élevées qui sollicitent

beaucoup d’équipements et peuvent provoquer des pannes[8]. Les tensions transitoires

apparaissant au cours du fonctionnement d’un système électrique sont influencées par le

réseau d’interconnexion, les câbles, le fonctionnement du disjoncteur, ..., etc.

1.2.2 Principe de la surveillance

La thématique de la surveillance est née avec l’industrie et depuis toujours plusieurs

recherches sont mises en place afin de développer cette théorie. Pour la surveillance des

systèmes industriels, il est indispensable de connaitre toutes les informations relatives au

système et aux types de défaut(s) qui peuvent se manifester sur le système[9]. En effet,

deux catégories de surveillance existent : celles qui sont basées sur un modèle qui décrit

le comportement et la dynamique du système, et celles que seules les données acquises

sur le processus permettant de caractériser son mode de fonctionnement. Vu l’avancée

technologique et le développement des systèmes industriels, les processus devient de plus

en plus complexe ; alors la robustesse de la surveillance doit être indispensable devant

l’incertitude et les erreurs qui entachent les modèles et les données.

1.3 Supervision des processus

La supervision joue un rôle primordial dans le contexte économiques de productivité

et de flexibilité, elle se développe en parallèle avec l’avancée technologique, elle est née

du besoin de surveiller des processus industriels. Initialement, se composait d’un tableau

mural comportant des boutons et des voyants permettant la vision des opérations des

systèmes industrielles.
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La fonction de la supervision est d’offrir d’information sur l’état des systèmes en temps

réel pour pouvoir bénéficier de prendre des décisions et assurer le bon fonctionnement du

système et maintenir ces critères de performances (qualité, sureté, etc).

L’objectif principale de la supervision est d’attirer l’attention de l’opérateur dès l’ap-

parition d’un ou plusieurs évènement susceptibles d’affecter le bon fonctionnement du

système et cela par des signaux d’alarmes[11].

En effet, vu le développement des systèmes industriels et leurs complexité, les alarmes

ont une importance crucial et non négligeable pour assurer la sécurité de l’environnement

industriel et assurer le fonctionnement nominal des ses systèmes.

1.3.1 Les étapes de la supervision

Dans un processus industriel l’exécution tache ou d’une opération par l’homme ou par

la machine est commandée et surveillée par le système de supervision qui comporte plu-

sieurs outils et de méthodes de conduire des systèmes industriels tant en fonctionnement

normale qu’en présence de défaillance ou d’une perturbation.

Plusieurs propositions sur les étapes de supervisio sont données par la littérature,

par exemple Breuker et Van De Velse (1994)[12] suggère que les étapes de supervision

se succèdent en une chaine de planification, prédiction, surveillance, diagnostic, et affec-

tation des taches infaisables du processus et la manipulation des dispositifs. Sauf que

certaines taches sont infaisables en ligne. Alors, Acosta et Al (2001)[13] ont utilisé une

représentation plus détaillé et plus globale, comporte huit étapes qui sont : la surveillance,

le diagnostic, l’évaluation d’état, le mode de fonctionnement, le pronostic, la planification,

interface HM et la validation des données.

Même si il y a plusieurs propositions, généralement la supervision prend trois étapes

principales qui sont :

— Étape de surveillance : traite les données recueillies en ligne afin d’obtenir l’état

de fonctionnement du processus.

— Étape de diagnostic : le diagnostic consiste à estimer les causes des anomalies afin

de pouvoir prendre des mesures de correction sur le système.

— Étape de configuration : cette étape consiste à prendre les bonnes décisions pour

corriger les défaillances.

1.4 Des concepts et de la terminologie

Il existe plusieurs leviers permettant une optimisation optimale des systèmes indus-

triels et qui assurent la disponibilité de l’outil de production à savoir que la disponibilité

est une des composants de la sureté de fonctionnement qui peut se décliner en termes de
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fiabilité, disponibilité, maintenabilité et sécurité, c’est la tache majeure pour un ingénieur.

Zwingelstein a définit ces caractéristiques comme suit :

— Fiabilité : c’est l’aptitude d’un système à accomplir sa mission dans des conditions

données d’utilisation.

— Disponibilité : c’est l’aptitude d’un système à fonctionner lorsqu’on le sollicite.

— Maintenabilité : c’est l’aptitude d’un système à être entretenu ou remis en marche.

— La sureté : c’est l’aptitude d’un système à respecter l’utilisateur et son environne-

ment.

Afin de développer notre propos, nous présentons d’autres terminologies et concepts de

base dans le domaine du diagnostic. La plus part de ces définitions ont été discutées au

sein du SAFEPROCESS Technical Commitee of International Federation of Automatic

Control IFAC[14]

— Fonctionnement normal : un système est en fonctionnement normal lorsque ses

états, ses entrées et ses sorties sont très proches de leur valeur nominale.

Typiquement, il y a fonctionnement normal lorsqu’il n’y a pas d’apparition de défauts.

— Erreur : elle est définie comme l’écart entre une valeur mesurée ou estimée d’une

variable et une valeur donnée par un modèle et qui est théoriquement correcte.

— Défaut : un défaut est généralement défini comme une déviation d’une variable

observée ou d’un paramètre calculé par rapport à sa valeur fixée dans les ca-

ractéristiques attendues du processus lui-même, des capteurs, des actionneurs ou

de tout autre équipement.

— Détérioration : ce terme est utilisé pour définir une perte de performance altérant

partiellement le fonctionnement du système.

— Défaillance : une défaillance correspond à un défaut ayant un effet néfaste sur

le fonctionnement du système. Ce terme est utilisé lorsqu’un dispositif devient

inopérant ou il accomplit difficilement sa fonction.

— Panne : est une interruption permanente de la capacité du système à réaliser sa

fonction requise. Elle est au-delà de la défaillance car elle implique l’arrêt total du

système.

— Surveillance : c’est une tache continue, réalisée en temps réel, de détermination

de l’état d’un système physique qui consiste en l’enregistrement des informations

ainsi la reconnaissance et l’indication des anomalies du comportement.

— Seuil : c’est la valeur limite de l’écart d’un résidu avec le zéro, ainsi s’il est dépassé,

un défaut est déclaré comme détecte.

— Résidu ou indicateur de défaut : il exprime l’incohérence entre les informations

disponibles et les informations théoriques fournies par un modèle. C’est la définition

qui a été retenue par les instances nationales et internationales de normalisation

(AFNOR, CEI).

— Diagnostic : le diagnostic est l’identification de la cause probable de la (ou des)
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défaillance(s) à l’aide d’une inspection, d’un contrôle ou d’un test.

— Supervision : c’est la surveillance d’un système physique et la prise de décisions

appropriées en vue de maintenir son opération lors de l’apparition de défauts.

— Détection de défaut : c’est la détermination de la présence de défaut et de l’instant

de son occurrence.

— Isolation de défaut : c’est la détermination de la taille et du comportement temporel

d’un défaut.

— Identification de défaut : c’est la détermination de taille et du comportement tem-

porel d’un défaut.

Il est important de savoir distinguer entre symptôme et signe. Le travail effectué par [15]

et [16] marque cette différence en donnant des définitions précises.

Signe : un défaut est perceptible au travers d’un signe, caractère manifestant un état

comportemental anormal. Un signe est caractérisé par un ensemble d’observation

en provenance d’un système physique et est révélateur de la présence d’un défaut.

Symptôme : le pendant de signe dans le cas d’une défaillance correspond au terme

symptôme, définit comme suit : caractère distinctif d’un état fonctionnel anormal.

La distinction entre les termes symptôme et signe s’apparente donc à la différence entre no-

tions de défaut et de défaillance. Un symptôme révélateur d’une défaillance est nécessairement

un signe, alors qu’un défaut se manifeste au travers de signes qui ne sont pas nécessairement

des symptômes[17].

1.5 Différentes structures de défauts

Généralement, un défaut est caractérisé par une déviation de fonctionnement nor-

mal d’un système qui est circonvenue soit par les signaux de commande ou les signaux

de mesures. Les défauts affectant un système sont d’évolutions, de natures et de types

différents.

1.5.1 Nature des défauts

Les défauts peuvent être classés en défauts de nature multiplicative ou nature additive,

selon leurs effets sur les performances du système.

1.5.1.1 Défauts multiplicatifs

Les défauts au niveau de la dynamique du procédé sont modélisées par des défauts

multiplicatifs. il correspondent aux modifications paramétriques du modèle représentant
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le système. Ces derniers induisent des changements sur la corrélation du signal de sortie

du système, ainsi que des changements dans la dynamique du système.

1.5.1.2 Défauts additifs

Ces défauts sont modélisés sous forme de termes additifs dans le modèle du système.

Ils influent sur état ou sur sa sortie. Cette modélisation est habituellement attribuée aux

défauts de capteurs et d’actionneurs[18].

1.5.2 Types de défauts

Le concept de défaut est important dans les opérations de surveillance pour la conduite

et la maintenance des processus industriels. ils peuvent être purement aléatoires (défauts

cataleptiques), ou progressifs dans le cas du vieillissement ou de l’usure (défauts évolutifs).

Comme étant présenté dans la (1.1) , trois types de défauts peuvent toucher les

différents éléments d’un système :

Figure 1.1 – Différents types affectant un système physique

1.5.2.1 Défauts actionneurs

Les défauts actionneurs agissent au niveau de la partie opérative et détériorent le

signal d’entrée du système. ils représentent une perte totale (défaillance) ou partielle d’un

actionneur agissant sur le système. un exemple de perte totale d’un actionneur est un

système par le biais de cet actionneur. les défauts actionneurs partiels sont des défauts

actionneurs réagissant de manière similaire au régime nominal mais en partie seulement,

c’est-à-dire une certaine dégradation dans leur action sur le système.

1.5.2.2 Défauts capteurs

Ce type de défaut est la cause d’une mauvaise image de l’état physique du système. Un

défaut capteur partiel produit un signal avec plus ou moins d’adéquation avec la valeur

vraie de la variable à mesurer. Ceci peut se traduire par une réduction de la valeur affichée

par rapport à la vraie valeur , ou la présence d’un biais ou de bruit accru empêchant une
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bonne lecture. Un défaut capteur total produit une valeur qui n’est pas en rapport avec

la grandeur à mesurer.

1.5.2.3 Défauts systèmes

Ce type de défaut provient du système lui-même en réduisant la capacité des compo-

sants du système et cela est due par des modifications de la structure ou des paramètres

internes du modèle, bien souvent les défauts n’appartenant pas à un défaut à la catégorie

des défauts capteur ou actionneur sont classés de manière arbitraire dans cette catégorie.

Néanmoins, un défaut composant résulte de la classe ou de l’altération d’un composant

du système réduisant les capacités de celui-ci à effectuer une tache[19].

1.6 Principe et classification des méthodes de diag-

nostic de défauts

Dans le domaine des Sciences de l’ingénieur, le terme diagnostic désigne l’analyse des

mauvais fonctionnements et des défaillances d’un système afin d’en déterminer la nature et

la cause. En effet, le diagnostic est le processus d’évaluation d’un état de fonctionnement

donné. Cet état est comparé avec un état de référence, si la différence est non nulle alors

il s’agit dévaluation de dérive de fonctionnement. Le diagnostic intègre différentes étapes

dont la première consiste à détecter cet état de fonctionnement, une fois que l’anomalie

est détectée, on passe à l’évaluation des causes de son occurrence qui consiste à identi-

fier, analyser et localiser ces causes, et finalement la décision d’action pour le modifier[20].

Dans l’étude qui suit, il sera question de présenter le principe de diagnostic et les

différentes méthodes de détection et d’isolation des défauts.

1.6.1 Principe du diagnostic des défauts

Le diagnostic est l’identification de la cause probable de la (ou des) défaillance (s)

à laide d’un raisonnement logique fondé sur un ensemble d’information provenant d’une

inspection, d’un contrôle ou d’un test.

Cette définition très courte et concise résume les deux taches essentielles en diagnostic :

— Observer les symptômes de la défaillance.

— Identifier la cause de la défaillance à l’aide d’un raisonnement logique fondé sur

des observateurs.

La procédure de diagnostic de défaillances et de dégradations susceptibles d’affecter les

différentes entités d’un processus industriel s’articule autour des étapes suivantes :

— L’extraction des informations à partir de mesures appropriées ou d’observations.
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— La mise en œuvre d’une méthode de diagnostic.

— La prise de décision[20].

Ces étapes de diagnostic sont résumées dans le schéma suivant :

Figure 1.2 – Étapes de diagnostic.

Les méthodes du diagnostic sont des méthodes modernes, elles permettent d’éliminer

la redondance matérielle pour le diagnostic des systèmes industrielles. Ces méthodes sont

comme suit :

— Méthodes quantitative

— Méthode qualitative

1.6.1.1 Redondance Analytique

Par la condition d’observabilité, peut être exprimée en terme de capteurs, en plus

de l’état des paramètres du modèle. Cette expression est connue comme étant la matrice

dérivé d’observabilité dynamique , la multiplication de cette matrice avec une matrice nulle

à gauche, appelé matrice de projection ou matrice de parité, elle va donner des relations

de redondances analytique non linéaires. Ces relations nous permettent de générer des

résidus non linéaire[21]. Ces résidus sont proches de zéros si le comportement du système

est mobilisé correctement. Quand un défaut se produit, le résidu dévié considérablement

de zéro (l’écart est beaucoup plus grande que l’écart causé par les incertitudes du modèle

et les bruits de mesures), dans ce cas, on dit qu’il y a détection. Les seuils doivent être

choisi afin de réduire des problèmes des fausses alarmes[22].

A noté que cette méthode de redondance analytique ne peut être mise en œuvre si
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l’on dispose d’un modèle statique ou dynamique, linéaire ou non linéaire, déterministe ou

stochastique, du systèmes ou de sous système, reliant les entrées et les sorties mesurées.

1.6.1.2 Redondance matérielle

Le but principale pour valider une mesure consiste à doubler, tripler, . . ., multiplier les

chaines de mesures. Cette redondance permet la localisation et la détection des capteurs

défaillants, malgré la simplicité de la méthode et sa fiabilité. Néanmoins, elle présente

un inconvénient qui réside sur le surcout de l’installation et une diminution du temps

moyenne de bon fonctionnement[23].

Le choix du nombre de capteur à placer offre différentes solutions sur la surveillance

du processus. Le choix de placer deux capteurs (redondance matérielle doubler) ne permet

que la détection d’une panne simple mais elle ne permet pas de localiser le capteur qui

est en panne. Or que l’utilisation de trois capteurs ou plus ( système triplex), permet la

détection et la localisation de la panne, en cascade, un détecteur et un voteur, sachant

que le role de voteur est de déterminer le capteur qui est en panne, cela en analysant la

dispersion des trois mesures ou plus et la prise en compte des caractéristiques statiques

précédentes du système[24].

1.6.2 Présentation des méthodes de diagnostic

La diversité des approches qui ont été développées pour le diagnostic des systèmes

dynamiques semble être le résultat de contextes différents. Ces contextes sont associés à

la nature des applications visées et aux caractéristiques propres du cahier des charges qui

en résultent. ainsi, la nature des informations disponibles sur le système ou le type de

défaut à détecter conduisent à la mise en œuvre de stratégies spécifiques. Dans ce cadre,

les travaux sur la détection et l’isolation de défauts et ceux dédiés au diagnostic montrent

une grande variété à la fois dans les points de vues et dans les méthodes utilisées[25, 26].

Ainsi, elles sont principalement basées sur deux approches que nous pouvons classer

en méthodes avec ou sans modèles (1.3).
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Figure 1.3 – Classification des méthodes de diagnostic.

1.6.2.1 Méthodes sans modèles

Dans certains cas, il s’avère difficile ou parfois impossible de trouver le bon modèle

mathématique pour un système réel, à cause des nombreuses configurations intervenant

dans le processus de production ou de la complexité des phénomènes mise en jeu. La

solution dans ce cas est le recours à des méthodes qui ne nécessitent aucune connaissance

approfondie du système.

En effet, on trouve :

— Les approches qualitatives qui sont basées sur le traitement de données.

— Les approches qualitatives à base de connaissance.

1.6.2.1.1 Approches quantitatives

Les méthodes de traitement de données consistent en l’exploitation d’une base de

connaissance symbolique. La seule information disponible, dans ce cas, est sous la forme

de données historiques qui correspondent aux différents modes de fonctionnement du

système ou bien à l’aide d’un traitement en ligne des signaux issus de capteurs.

Reconnaissance de formes :

L’objectif est la reconnaissance d’une forme parmi différentes possibilité à partir d’ob-

servation bruitées. Il existe plusieurs approches :la reconnaissance de la forme et la recon-

naissance de formes de type numérique. Cette forme est représentée par un ensemble de

paramètres ou attributs caractéristiques qui peuvent être numériques ou symboliques. Un
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prototype est définit par des valeurs précises de l’ensemble des paramètres caractéristiques

de la défaillance. Une classe est définie par un ensemble possible de valeurs des attributs et

elle est représentée par son prototype. La reconnaissance d’une forme parmi M classes est

la décision d’affecter l’objet à une classe particulière. Le diagnostic consiste à décider de

quel prototype cette forme est la plus proche en fonction d’un critère d’évaluation comme

les distances euclidiennes (classes circulaires) ou les distances Malahanobis (classes ellip-

tique) par exemple[27].

Apprentissage :

Les méthodes basées sur la démarche d’apprentissage comme les réseaux de neurones

RN et les méthodes machine learning sont utilisées pour le diagnostic. Les réseaux de

neurones sont souvent employés pour le diagnostic des systèmes présentant des dyna-

miques complexes, pour lesquels il est difficile de connaitre les situations de défauts. Ils

sont utilisés à différentes étapes : tout d’abord lors de la phase d’apprentissage, à partir

des données issues du procédé en comportement normal et en opérations sous défauts, une

classification des états qualitatifs ainsi que l’identification de symptômes sont effectuées.

Cet apprentissage permet alors, sur la base de l’optimisation d’un critère, de reproduire

le comportement du système à modéliser. Il peut être effectué de deux manières :

— Apprentissage supervisé : le réseau de neurones utilise les données d’entrée et de

sortie du système à modéliser.

— Apprentissage non supervisé : le réseau de neurones n’utilise que les données

d’entrée du système et l’apprentissage s’effectue par comparaison entre plusieurs

cas d’exemples.

Une fois que l’apprentissage est achevé, il peut être, ensuite, utilisé pour la généralisation.

Il s’agit de la phase de test ou de nouveaux exemples sont présentés au réseau de neurones

pour juger de sa capacité à prédire les comportements du système modélisé. lors d’un

problème de diagnostic, leur emploi peut alors se faire à trois niveaux :

— comme modèle du système à surveiller en état normal et générer un résidu d’erreur

entre les observations et les prédictions.

— comme système d’évaluation de résidus pour le diagnostic.

— comme système de détection en une seule étape[28].

Analyse en Composantes Principales (ACP) :

C’est un outil statistique largement utilisé pour l’analyse de données collectées sur des

systèmes en cours de fonctionnement afin de surveiller leur comportement. L’analyse en

composantes principales est une technique numérique bien connue dans le domaine du trai-

tement de données pour réduire la dimension de l’espace de représentation d’un système.

L’ACP est essentiellement basée sur la mise en évidence de relations linéaires entre les
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variables et elle présente un caractère d’optimalité au sens d’un critère portant sur l’er-

reur quadratique d’estimation en valeur moyenne[29]. Rappelons que l’approche classique

de l’ACP utilise un calcul préliminaire de la moyenne des données et de leur matrice de

covariance, la moyenne et la variance sont sensibles à la présence de valeur aberrantes, et

les résultats obtenus s’avèrent souvent inexploitable car trop biaisés par l’influence de ces

valeurs aberrantes. Par la suite, l’un des inconvénients majeurs de l’approche ACP résulte

de l’utilisation de technique d’estimation par moindres carrées, techniques qui échouent

souvent à s’affranchir des biais de mesure accidentels, ce qui est malheureusement assez

fréquent sur le plan pratique.

Analyse Qualitative de Tendance (AQT) :

La représentation et l’analyse qualitative de signaux à travers l’information des dérivées

de premier et du deuxième ordre représentent l’une des principales technique pour le

diagnostic et la supervision basées sur des données et sur l’abstraction de la dynamique

continue. L’analyse qualitative de tendance des signaux est basée, en général, sur la seg-

mentation temporelle des signaux en unités, appelées épisode, en fonction de leur pente et

de leur convexité et d’une classification de ces épisodes. D’après Colomer et al. les besoins

des systèmes de supervision qui motivent l’utilisation des méthodes d’analyse qualitative

de tendances sont l’incertitude, l’incomplétude et l’hétérogénéité des données. Ces besoins

demandent un raisonnement qualitatif et un raisonnement temporel qui est nécessaire non

seulement sur des informations instantanées mais aussi sur le comportement historique[30].

Analyse spectrale :

C’est la première méthode à investiguer pour détecter des harmoniques dans un signal.

Elle s’avère intéressante pour l’analyse des signaux qui montrent des oscillations avec des

périodes longues comme les débits ou bien les pressions. La plus part des mesures possèdent

un spectre typique de fréquence sous certaines conditions normales, tout déviation des

caractéristiques fréquentielles d’un signal est liée à une anomalie.

L’utilisation d’une procédure de décision permet de détecter et de localiser l’élément

défaillant du système. Parmi les outils de décision appliqués sur un échantillon de mesures,

on peut citer : le test empirique de franchissement de seuil, le test de variance ou le test

de moyenne[31].

Ces méthodes de traitement de données sont des approches envisageables lorsqu’un rai-

sonnement sur les comportements dynamique du procédé n’est pas utile. Les approches de

classification de données qui utilisent la reconnaissance de formes sont basées sur l’analyse

des données issues des signaux reliés entre eux pour la distinction des différents modes

de fonctionnement et certains modes défaillants. Tout ces méthode sont profondément

dépendantes d’un grand volume des données, ce qui les limitent en général à la détection.
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Le diagnostic dépend donc de la représentation et de la discrimination de tous les modes

de défaut. Dans le cadre du suivi de régions transitoires, les méthodes d’AQT sont les

plus utilisées.

1.6.2.1.2 Approches qualitatives

Ces méthodes sont fondées sur la connaissance, elle sont envisageables quand l’ob-

tention d’un modèle analytique du procédé s’avère difficile, et lorsque la plus part des

mesures sont indisponible. Elles sont basées sur une connaissance associative dépendante

du système et sur une connaissance a apriori des défauts et de leur effets.

Analyse des Modes de Défaillances et de leurs Effets et leur Criticité (AM-

DEC) :

C’est une technique spécifique de sureté de fonctionnement, l’AMDEC est avant tout

une méthode d’analyse des systèmes s’appuyant sur un raisonnement inductif causes

conséquences, pour l’étude des causes, des effets des défauts puis de leur criticité. Histo-

riquement, la méthode initiale est appelée Analyse des Modes de Défaillances et de leurs

Effets (AMDE) qui constitue une analyse préventive de la sureté de fonctionnement au

sens de la fiabilité, la disponibilité, la maintenabilité et la sécurité. Une fois complétée par

une analyse de criticité, qui permet d’extraire les modes de défaillance les plus critique,

l’AMDE devient l’AMDEC.

Cette dernière consiste à estimer la criticité des modes de défaillances à partir de trois

critères : gravité, fréquence d’apparition et probabilité de non détection. Le principe de la

prévention repose sur le recensement systématique et l’évaluation des risques potentiels

d’erreurs susceptibles de se produire à toutes les phases de réalisation d’un système.

Arbre de causes à effets ou arbre de défaillances :

contrairement à l’analyse des modes de défaillances, l’arbre de défaillances est une

méthode déductive qui procède un raisonnement logique rigoureux[1]. Elle permet de sa-

voir comment un système peut être indisponible. Il s’agit de représenter les différents

évènements et leurs liaisons par l’intermédiaire d’opérateurs logiques ET ou OU selon que

le défaut se produit lorsque les évènement se réalisent ensemble ou séparément. L’arbre

de défaillances est une représentation graphique qui représente une démarche d’analyse

quantitative et qualitative d’évènements. Elle est construite en recherchant l’ensemble

des évènements élémentaires, ou les combinaisons d’évènements, qui conduisent à un

évènement non désiré. L’objectif est de suivre une logique déductive en partant de cet

évènement indésirable pour déterminer de manière exhaustive l’ensemble de ses causes

jusqu’aux plus élémentaires. Ce type d’analyse permet, dans le domaine de la mainte-

nance, d’améliorer la conception, de faire un diagnostic rapide et de prévoir une meilleure
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logistique. Pour établir cet arbre, il est souhaitable de s’aider de l’analyse des modes de

pannes et de défaillances décrits précédemment en AMDEC.

Systèmes experts

Un système expert est une application informatique capable de prendre des décisions

ou de résoudre des problèmes dans un domaine précis.C’est un programme faisant appel

à l’intelligence artificielle. Une base de données est conçue à partir du savoir d’un ex-

pert avant d’être intégrée à un programme. Le diagnostic par système expert se base sur

l’expérience disponible sur le système pour construire une table de correspondance permet-

tant d’associer efficacement les observations aux diagnostics correspondants. L’expérience

peut être fournie par un opérateur humain, dans ce cas, la connaissance humaine doit

être traduite en langage informatique ou par un enregistrement éventuellement annoté

des précédentes exécutions du système, ou un algorithme d’apprentissage automatique

soit être utilisé.

Les principaux inconvénients de cette méthode sont :

— l’acquisition de l’expertise.

— la taille du système expert.

— la non robustesse.

1.6.3 Méthodes avec modèles

Les méthodes à base de modèles se reposent sur les modèles comportementaux expli-

cites du système soumis au diagnostic.

On trouve deux approches, qualitatives et quantitatives.

1.6.3.1 Approches qualitatives

La communauté d’Intelligence Artificielle (IA) a proposée des approches qui utilisent

une connaissance profonde des composants du système basée sur une théorie logique du

raisonnement.

Les méthodes les plus utilisées par cette communauté sont :

Graphes causaux :

Ils déterminent les composants défectueux qui peuvent expliquer le fonctionnement

anormal observé[32].

Logique floue :

La logique floue est une théorie mathématique, qui tient compte des incertitudes et

permet une fusion des informations[33].
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Réseaux de Pétri :

Le diagnostic des Systèmes à Evenements Discrets SED est basé sur l’utilisation de

modèles discrets tels que les réseaux de Pétri et les automates d’états finis, ...etc. Ces

approches sont fondées sur une représentation purement discrète du procédé dues à la

nature discrète des variables de ses composants[34].

1.6.3.2 Approches quantitatives

Ces approches sont basées sur la modélisation et le contrôle des systèmes industriels

avec un modèle dynamique quantitatif. Ces approches appartiennent à la communauté

Fault Détection and Isolation (FDI).

Les méthodes principales les plus utilisées sont :

Estimation paramétrique :

Cette approche permet d’analyser l’influence des défauts sur les paramètres structu-

raux du modèle du système[36].

Estimation d’états :

Ces méthodes sont basées sur l’utilisation des observateurs d’état. Elles s’appuient

sur une bonne connaissance du modèle et de ses paramètres, elle consistent à estimer les

variables d’état par un observateur pour reconstruire l’information[37].

Espace de parité :

les méthodes basées sur les relations de parité, s’appuient sur l’élaboration de signaux

permettant de tester la cohérence des mesures par rapport à leurs valeurs calculées à l’aide

d’un modèle c’est à dire vérifier la parité du modèle du procédé avec les sorties mesurées

et des entrées connues du modèle. La conception de l’espace de parité est basée sur le

développement des expression analytiques[35].

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté d’une manière générale un résumé de l’état

de l’art sur les principes de base du diagnostic de défauts. En effet nous avons rappelé

quelques définitions et nous avons exposé un panorama assez complet des principales

méthodes de diagnostic sans modèles. Les techniques décrites ici sont les plus connues et

les plus couramment utilisées.
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Deux catégories de méthodes existent : les méthodes à base de modèles et celles sans

modèles. Le choix d’une de ces méthodes dépend de la connaissance du système, de la

présence de capteurs ou de modèles qui permettent de suivre l’état réel du système.Pour

améliorer la procédure de diagnostic et réduire les couts liés aux défaillances, il est

nécessaire d’étudier et d’analyser le plus précisément possible le comportement réel du

système. Nous nous intéresserons dans notre travail aux approches de diagnostic sans

modèle qui se basent sur l’Analyse en composantes principales (ACP) pour étudier des

processus auquel le raisonnement sur les comportements dynamiques du procédé n’est

pas utile. Cette méthode est essentiellement basée sur la mise en évidence de relations

linéaires entre les variables et elle présente un caractère d’optimalité au sens d’un critère

portant sur l’erreur quadratique d’estimation de valeur moyenne. Les approches quanti-

tatives qu’on a citées sont profondément dépendantes d’un grand volume des données, ce

qui les limitent en générales à la détection, et les approches qualitative sont fondées la

connaissance.



Chapitre 2

Analyse en Composantes Principales

2.1 Introduction

Grâce aux progrès de l’informatique, en particulier en matière de puissance de cal-

cule et de capacité de stockage des données, les moyennes misent en œuvre pour la ca-

ractérisation des données donnent naissance à des bases de grandes dimensions, de ce fait,

le besoin de réduire la dimension est née, plusieurs méthodes ont vues le jour basées sur

la statistique classique, qui s’intéresse aux valeurs prises par quelques variables pour un

nombre d’individus réduit , parmi lesquels on cite l’analyse en composantes principales qui

a fait l’objet de beaucoup d’investigation, on peut citer pour cela les travaux notamment

de Dauxois et Pousse(1976), Dauxois et al (1982), Besse et Ramsey (1986), Bouhadou et

al (1987), Nagai et Taniguchi (1987). Cette méthode fait partie du groupe de méthodes

descriptives multidimensionnelles, appelées méthodes factorielles.

L’ACP peut se présente comme une technique de projection la plus répondue dans la

littérature, qui permet de fournir un outil de visualisation des données, et aussi explorer

les liaisons entre variables et ressemblance entre individus.

L’idée à la base de l’analyse en composantes principales est de présenter dans un espace

de dimension réduit un grand jeu de données décrits par un nombre important de variables

quantitative, dont l’analyse par les techniques statistiques classiques était initialement

irréalisable et la visualisation est impraticable. Cette transformation des variables est

basée sur la recherche des directions de plus grandes variances dans les données, et projeté

les données sur ces axes afin de rendre compte de la variance observée sur les données

initiale, tout en se limitant à un nombre réduit de composantes. Cette réduction n’est

possible que si les variables initiales ne sont pas indépendantes, et ont des coefficients de

corrélation non nuls. Les composantes ainsi obtenue sont des combinaisons linéaire des

variables initiales non corrélé les unes au autres.

La représentation approchée du nuage des individus dans le nouveau espace après

30
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l’enlèvement de toute information inconséquente et redondante, peut être accompagné

d’une perte d’information engendrée par la réduction de la dimension, l’appréciation de

cette perte est l’un des points les plus délicats de l’ACP, la qualité de représentation d’une

variable sur un axe factoriel est exprimée par le coefficient de corrélation linéaire entre la

variable initial et la nouvel variable.

Dans ce chapitre nous donnerons quelques notions de base concernant la technique

d’analyse des données(ACP )afin de résumé les données, qui seront utilisées par la suite

dans le chapitre suivant tout en laissant le soint au lecteur désireux d’en connaitre d’avan-

tage de consulter les ouvrages dédier dont nous donnerons les références [3, 6, 38, 39, 40].

2.2 Avantages et inconvénients de l’ACP

2.2.1 Avantages

— Simplicité mathématique : L’ACP est une méthode factorielle car la réduction du

nombre des caractères ne se fait pas par une simple sélection de certains d’entre eux,

mais par la construction de nouveaux caractères synthétiques obtenus en combinant

les caractères initiaux au moyen des ”facteurs”. Cependant, il s’agit seulement

de combinaisons linéaires. Les seuls véritables outils mathématiques utilisés dans

l’ACP sont le calcul des valeurs/vecteurs propres d’une matrice, et les changements

de base. Sur le plan mathématique, l’ACP est donc une méthode simple à mettre

en oeuvre.

— Simplicité des résultats : Grâce aux graphiques qu’elle fournit, l’Analyse en Com-

posantes Principales permet d’appréhender une grande partie de ses résultats d’un

simple coup d’oeil.

— Puissance : L’ACP a beau être simple, elle n’en est pas moins puissante. Elle offre,

en quelques opérations seulement, un résumé et une vue complète des relations

existant entre les variables quantitatives d’une population d’étude, résultats qui

n’auraient pas pu être obtenus autrement, ou bien uniquement au prix de manipu-

lations fastidieuses.

— Flexibilité : L’ACP est une méthode très souple, puisqu’elle s’applique sur un

ensemble de données de contenu et de taille quelconques, pour peu qu’il s’agisse

de données quantitatives organisées sous forme individus/variables. Cette souplesse

d’utilisation se traduit surtout par la diversité des applications de l’ACP, qui touche

tous les domaines, comme exposé dans la partie précédente.
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2.2.2 Inconvénients

— En tant que méthode d’analyse de données, l’ACP n’a pas réellement d’inconvénients

en soi. Elle s’applique simplement sur des cas précis et pour générer un type de

résultat particulier. Ca n’aurait donc aucun sens de dire que c’est un inconvénient

de l’ACP qu’elle ne s’applique pas en dehors de ce contexte. De même, étant donné

qu’il s’agit avant tout d’une technique de résumé de données, la perte d’informa-

tion forcément engendrée n’est pas un inconvénient, mais plutôt une condition

d’obtention du résultat, même si elle occulte parfois des caractéristiques pourtant

représentatives dans certains cas particuliers.

2.3 Principe de l’analyse en composantes principales

L’ACP cherche une représentation des n individus dans un sous-espace <` de <m de

dimension (`), tel que le sous espace <` doit respecter deux conditions, la première, doit

être ajuster le mieux possible au nuage des individus (la somme des carrées des distances

des individus à <` doit être minimal), et la deuxième il doit avoir une inertie (dispersion

du nuage projeté) maximale.

Alors l’ACP consiste à remplacer une famille de variables par de nouvelles variables (

indices synthétiques) de variance maximale qui résument au mieux l’information latente

dans l’ensemble des données. Autrement dit, l’ACP cherche à définir ` nouvelles variables

non corrélés deux à deux qui sont en combinaison linéaire des p variables initiales, qui

feront perdre le moins d’information possible.

Les nouvelles variables appelées composantes principales, définissent des plans facto-

riels qui servent de base à une représentation graphique plane des variables originales.

L’interprétation des résultats se restreint généralement aux deux premières plans facto-

riels qui, comme nous le verrons dans la suite contiennent l’essentiel de l’information, sous

réserve que ceux-ci, expliquent la majeure partie de la variance du nuage des variables

initiales.

En pratique, pour un tableau de données comportant m colonnes, on pourra définir m

indices synthétiques appelés scores ou valeurs des composantes principales d’importance

décroissante et non corrélés.

2.4 Algorithme général

— Acquisition des données

— Normalisation : centrage et réduction

— Calcul de la matrice de covariance ou corrélation

— Décomposition
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— Sélection du nombre de composantes principales

— Reconstruction des données à partir des composantes principales

2.5 Préparation des données

2.5.1 Tableau des données

L’information permettant de traduire le comportement d’un système tenu lors du

fonctionnement normal est donnée par les mesures des variables à surveiller de celui-ci.

Considérons n observations repérées par un indice (i=1 ........n) sur lesquelles on me-

sure p variables repérées par un indice (j=1 ........m), ces observations seront disposées

dans un tableau de données X à n lignes et m colonnes.

X =



x11 · · · xj1 · · · xm1
...

...
...

x1i · · · xji · · · xmi
...

...
...

x1n · · · xjn · · · xmn


X ∈ <n×m (2.1)

où xji mesure la valeur de la variable j pour l’individu i.

Chaque variable xj est représentée par un vecteur colonne de X correspondant, qui

rassemble les n valeurs qu’elle prend sur les n individus.

xj =



xj1
...

xji
...

xjn


(2.2)

De même, chaque individu i étant décrit dans le tableau par une ligne de p variables.

xTi =
[
x1i · · · xji · · · xmi

]
(2.3)

2.5.2 Centrage et pondération des données

L’origine du repère de représentation des individus Rm n’est pas satisfaisant lorsque

les cordonnées des points du nuage sont grandes le nuage est éloigné de cette origine, de
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ce fait il est nécessaire d’appliqué une translation de l’origine de tel sort de confondre

l’origine avec le centre de gravité du nuage G , donc de soustraire à chaque variable sa

moyenne.

Soit, en appelant pi le poids affecté à l’individu i. Pour l’ACP on choisit de donner la

même importance

(
1

n

)
à tout les individus

(∑
i

pi = 1

)
, ces poids sont regroupés dans

une matrice diagonale D de taille n.

D =



p1 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...

0 · · · pi · · · 0
...

...
. . .

...

0 · · · 0 · · · pn


(2.4)

Le centre de gravité G du nuage des individus est le point dont les cordonnés sont les

valeurs moyennes des variables.

On a, G= XTD 1n , où 1nest un vecteur de <n , dont tout les composantes sont égale

à 1 :

G =



x11 · · · x1i · · · x1n
...

...
...

xj1 · · · xji · · · xjn
...

...
...

xmi · · · xmi · · · xmn





p1 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

...

0 · · · pi · · · 0
...

...
. . .

...

0 · · · 0 · · · pn





1
...

1
...

1



G =



x11p1 · · · x1i pi · · · x1npn
...

...
...

xj1p1 · · · xjipi · · · xjnpn
...

...
...

xm1 p1 · · · xmi pi · · · xmn pn





1
...

1
...

1



G =



x11p1+ · · · +x1i pi+ · · · +x1npn
...

...
...

xj1p1+ · · · +xjipi+ · · · +xjnpn
...

...
...

xm1 p1+ · · · +xmi pi+ · · · +xmn pn


Avec
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xj =
∑
i

pix
j
i (2.5)

Donc :

G =



x1

...

xj

...

xm


(2.6)

Prendre G comme origine revient alors à travailler sur le tableau des données centrées Y

tel que :

yji = xji − xj (2.7)

On a :

Y = X − 1mG
T (2.8)

Y =



x11 − x1 · · · xj1 − xj · · · xm1 − xm
...

...
...

x1i − x1 · · · xji − xj · · · xmi − xm
...

...
...

x1n − x1 · · · xji − xj · · · xmn − xm


Le vecteur des coordonnées centrées de l’individu xi est :

xci =



y1i
...

yji
...

ymi


(2.9)

Afin de rendre les résultats indépendant des unités lorsque les mesures ne sont pas

homogènes, il est indispensable de les standardiser pour leur donner la même importance.

La réduction consiste généralement à mettre toutes les variables sur un pied d’égalité

( la même variabilité ) en les divisant par l’écart type S des variables, de ce fait on aura

la même influence des variables dans les calculs des distances entre individus. Donc les

variables initiales qui sont très dispersées elle vont pas prendre le pas sur les autres dans

le choix des axes qui présentent le maximum de variance.

Ainsi lorsque les variables sont centrées réduites, la variance de chaque variable vaut 1,

le nuage alors située sur une sphère de rayon 1, dans ce cas on parle alors d’ACP normée.
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Le tableau des données normalisées à pour terme général :

R =



x11 − x1

S1

· · ·
xj1 − xj

Sj
· · ·

xm1 − xm

Sm
...

...
...

x1i − x1

S1

· · ·
xji − xj

Sj
· · ·

xmi − xm

Sm
...

...
...

x1n − x1

S1

· · ·
xji − xj

Sj
· · ·

xmn − xm

Sm


(2.10)

2.6 Représentation du nuage de points

Les données que comporte le tableau génèrent un nuage de points qui est une représentation

graphique dans un repère qu’on peut exploiter selon notre besoin d’étude.

Pour cela deux ongles d’études se présentent, la première est pour l’étude des va-

riables, cette étude s’intéresse au liaison entre variables et cela par la voie du calcul du

coefficient de corrélation, sachant qu’une variable est une colonne du tableau qui contient

un ensemble de mesures (n composantes), alors le nuage des variables est représenté dans

un repère à n dimensions noté (Rn), et chaque dimension correspond à un individu. La

deuxième étude s’intéresse à l’étude des individus afin d’étudier la ressemblance entre

individus par voie de calcul de distance, à savoir que l’individu représente une ligne du

tableau, et cette ligne contient un ensemble de variables, alors un individus c’est un pa-

quet de m valeurs numériques qui se représentent dans un espace à m dimensions, qu’on

note ( Rm), et dans cette espace chaque dimension correspond à une variable.

Dans notre étude on va s’intéresser :

- Au nuage centré des n points individus

- Au nuage centré-réduit des n points individus

2.7 Analyse du nuage des individus

2.7.1 Choix de la distance

Pour évaluer la ressemblance entre individus on mesure la différence de leurs positions

dans l’espace. Deux individus se rassemblent d’autant leur position est proche, la distance

utilisée par l’ACP dans l’espace des individus est la distance euclidienne classique.

On suppose que les axes définis par les variables homogène constituent une base or-

thogonale, la distance entre deux points ce calcule par la formule de Pythagore, le carré
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de la distance est la somme des carrés des différences des coordonnées :

d2 (xi, xi′ ) =
m∑
j=1

(
xji − x

j

i′

)2
(2.11)

à cette distance on associe un produit scalaire entre deux vecteurs :

〈
7−→
oxi,

7−→
oxi′
〉

=
m∑
j=1

xjix
j

i′
= xTi xi′ (2.12)

La norme d’un vecteur :

∥∥∥ 7−→oxi∥∥∥2 =
m∑
j=1

xj
2

i = xTi xi (2.13)

Lorsque on veut privilégier une variable par apport à l’autre on accorde un poids mj>

0 à chaque variable j.

Définition : soit M une matrice symétrique de taille p définie positive qui renferme les

différents poids mj

La fonction suivante dM : <m ×<m−→<+ définit une métrique

M = diag (mj)

La distance entre individus xi et xi′ est définie par la forme quadratique :

d2M (xi, xi′ ) = (xi − xi′ )
T M (xi − xi′ ) = ‖xi − xi′‖

2
M (2.14)

Cette distance est appelée distance de Mahalanobis lorsque M = V−1, où V est la

matrice de variance-covariance des données.

La métrique définie ci-dessus dérive du produit scalaire :

〈xi, xi′ 〉M = xTi Mxi′ (2.15)

Les deux individus sont orthogonaux si 〈xi, xi′ 〉M = 0.

Le choix de la métrique M qui dépend de l’utilisateur à une influence fondamentale sur

le résultat de l’analyse, lorsque les mesures ne sont pas homogènes la métrique utilisée est

sauvant la métrique réduite qui consiste à prendre M diagonale des inverses des variances

des variables, cette métrique permet de s’affranchir de l’unité de mesure des variables et

donner à chaque variable le même importance dans le calcule de la distance.
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M = D 1
S2

=



1

S2
1

· · · 0 · · · 0

...
. . .

...
...

0 · · ·
1

S2
j

· · · 0

...
...

. . .
...

0 · · · 0 · · ·
1

S2
m


(2.16)

L’utilisation de cette métrique sur le tableau de données X revient a travailler avec la

métrique euclidienne sur le tableau transformé X D 1
S

, en effet :

d2M (xi, xi′ ) = (xi − xi′ )
T DT

1
S
D 1

S
(xi − xi′ )

d2M (xi, xi′ ) =
(
D 1

S
xi −D 1

S
xi′
)T (

D 1
S
xi −D 1

S
xi′
)

(2.17)

Travailler avec la métrique D 1
S2

sur le tableau Y est équivalent à travailler avec la

métrique euclidienne I sur le tableau centré réduit R.

Le tableau de données centré réduit R ce calcul matricielle-ment par :

R = Y D 1
S

(2.18)

Nous considérons dans la suite que les variables son centrées et possède le même poids

(mj = 1).

2.7.2 Méthode de projection

L’existence des phénomènes complexes que se soit physique ou naturel offrent des

difficultés majeures pour la visualisation et l’interprétation d’un ensemble d’observation

qui décrivent le phénomène étudié,et cela à cause du nombre élevé des données que pro-

duisent ces phénomènes complexes. Pour cela les méthodes d’analyse des données offrent

des solutions pour pouvoir comprendre et bien interprété la masse de données qu’offre ces

phénomènes, et cela en fosant appelle à la méthode de projection puisque cette dernière

offre une aide à l’humain pour la compréhension de ses nombreuses données vu que l’objec-

tif de la projection est de compresser les données afin d’extraire un résume d’information

que contiennent ces données. Plusieurs techniques existent, les plus connues sont l’analyse

en composantes principales (ACP), l’analyse canonique (AC), l’analyse factorielle (AF), la

régression sur composantes principales (RCP), et la projection dans les structures latentes
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(cacher) (PSL), également connue sous la dénomination des moindre carrées partielle.

2.7.2.1 L’utilité de la projection

Le risque d’avoir des informations manquantes ou erronées est la conséquence d’une

mauvaise réduction de données en supprimant certaines variables importantes. Alors la

bonne visualisation des données tout en conservant l’important d’informations afin d’avoir

une très bonne interprétation est l’objectif de la réduction pour une analyse statistique

multivariées.

Les méthodes utilisées pour réduire la dimension focalisent leurs attentions sur les

variables latentes. Ces variables cachées sont des variables virtuelles construites afin de

comprendre un intérêt caractéristique qui ne peut être mesuré, tout en sachant que ces

variables ne sont pas observables et elles ont un petit impacte sur les variables mesurées ou

originales, dans la majorité du temps elles sont définies comme une combinaison linéaire

des variables initiales.

L’analyse en composantes principales est une solution pour une réduction tout en

gardant les informations pertinentes du processus à étudier, elle est adaptée à des données

corrélées qui sont projetées sur des sous espaces de dimension réduite afin de garder

l’essentiel d’informations qui décrivent le processus. Donc l’ACP c’est une méthode qui

réduit la dimension de l’espace des variables du processus pour trouver des vecteurs latents

qui décrivent des directions principales non corrélés.

2.7.3 Projections orthogonales

L’image du nuage de l’espace original dans le sous espace de dimension réduit avec

une perte minimum d’informations est obtenue par la projection orthogonale, en effet la

distance entre un vecteur et leur projections est minimale lorsque cette projection est

orthogonal.

Soit z un vecteur et S un sous espace, le vecteur qui minimise la distance de z aux

vecteurs de S est le projeté orthogonal de z sur S.

‖z − ẑ‖ = Min
v∈S
‖z − v‖ (2.19)

ẑ et v sont respectivement le projeté et le vecteur de S.

2.7.4 Matrice de variance-covariance

Pour déterminer le sous espace, il est important de voir les liens entre les variables,

pour le faire nous devons déterminer une matrice qui traduit la variabilité du nuage.

La matrice de variance-covariance (ou simplement matrice de covariance) est une ma-

trice carré qui caractérise les interactions (linéaire) entre m variables aléatoires x1, . . . ,
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xm. La covariance mesure la liaison linéaire qui peut exister entre un couple de variables

statistiques ou un couples de variables aléatoires quantitatives.

Après le centrage des données, soit xj= 0 ∀j ∈{1, . . . ,m}. L’importance de cette hy-

pothèse est de simplifie les calculs.

Ayant n individus décrit par leur m caractères peuvent être mis sous forme d’une

matrice définit par (n) lignes et (m) colonnes : la ligne décrit un individu et chaque

colonne correspond à une variable. Rappelant que cette matrice est noté par X.

On définit la matrice de variance V comme suit :

V =
1

n
Y TY (2.20)

on peut écrire V sous forme suivante :

V = XTDX −GGT = Y TDY

En effet, de l’équation (2.8) on a :

V = Y TDY = (X − 1nG
T )TD(X − 1nG

T )

V = (XT −G1Tn )D(X − 1nG
T )

V = XTDX −XTD1nG
T −G1TnDX +G1TnD1nG

T

V = XTDX −GGT −GGT +GGT

V = XTDX −GGT (2.21)

Avec

XTDX =
n∑
i=1

pixix
T
i (2.22)

V =



var(x1) · · · cov(x1, xj) · · · cov(x1, xm)
...

. . .
...

...

cov(xj, x1) · · · var(xj) · · · cov(xj, xm)
...

...
. . .

...

cov(xm, x1) · · · cov(xm, xj) · · · var(xm)


Citons quelques propriété de la matrice de variance-covariance :

— La matrice V est symétrique, c’est à dire cov(x, y)= cov(y, x).
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— Ses valeurs propres sont positives ou nulles.

La mesure de liaison linéaire entre deux variables normalisées est donnée par la corrélation

linéaire.

2.7.5 Matrice de corrélation

L’étude de la matrice de corrélation permet de repérer immédiatement les caractères

fortement corrélés et les caractères qui ne sont pas du tout corrélées.

Soit Σ la matrice de corrélation définit comme suit :

Σ = RTDR = D 1
S
V D 1

S
(2.23)

Σ =



1 · · · r(x1, xj) · · · r(x1, xm)
...

. . .
...

...

r(xj, x1) · · · 1 · · · r(xj, xm)
...

...
. . .

...

r(xm, x1) · · · r(xm, xj) · · · 1


elle est symétrique puisque r

(
xj, xj

′)
= r
(
xj
′
, xj
)

.

Pour les caractères centrées réduits, la matrice de variance est égale avec celle de

corrélation :

Σ résume la structure des dépendances linéaires entre les m variables.

Comme V, la matrice de corrélation est une matrice symétrique positive.

2.7.5.1 Étude de la matrice de corrélation

Le calcul des valeurs et des vecteurs propres de la matrice de corrélation fournit toutes

les informations qu’on cherche.

Soit λj∈{1, . . . ,m} les m valeurs propres de Σ et leur m vecteurs propres
−→
Vj ∈{1, . . . ,m},

vu que la matrice de corrélation est symétrique alors ses valeurs propres sont réelle et po-

sitives, et ses vecteurs ont des coordonnées réelles. L’existence d’une ou plusieurs valeurs

propres nulles, signifie que les variables ne sont pas linéairement indépendantes les unes

au autres.

2.7.6 Moments d’inertie

L’inertie mesure la dispersion autour du barycentre, c’est une variance multidimen-

sionnelle.
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2.7.6.1 Inertie du nuage des individus

L’inertie totale est définit comme la somme pondéré des carrées des distances de chaque

individu au centre de gravité.

On note IG le moment d’inertie du nuage des individus par rapport au centre de gravité

G, dans l’espace initial, on a donc :

IG = p

n∑
i=1

d2M (xi, G) =
1

n

n∑
i=1

m∑
aj

j=1

(
xji − xj

)2
=

1

n

n∑
i=1

m∑
aj

j=1

(
yji
)2

IG =
1

n

n∑
i=1

xTciMxci (2.24)

sous forme matricielle, l’inertie totale est donnée par :

IG = Tr(MV ) (2.25)

Si on utilise la métrique réduit M = D 1
S2

, l’inertie IG est la trace de la matrice de

corrélation :

IG = Tr
(
D 1

S2
V
)

= Tr
(
D 1

S
V D 1

S

)
= Tr (R) = p (2.26)

Dans le cas de la métrique usuelle M = I, on montre facilement que l’inertie du nuage

est la trace de la matrice de variance covariance :

IG = Tr(V ) (2.27)

,

Cette inertie IGtraduit la position du nuage dans l’espace par rapport à G. lorsque

elle est grande cela signifie que le nuage est très dispersé, tandis que la concentration du

nuage autour de son centre de gravité implique des valeurs d’inerties faible.

2.7.6.2 Inertie du nuage par rapport à un axe

La mesure de la dispersion donne l’information concernant la direction des axes d’al-

longement du nuage qui contribue dans la construction des axes principaux qui portent

le maximum d’informations.

Considérons un axe 4 de l’espace des individus dirigé par un vecteur u unitaire,

les projections orthogonales des individus sur cette axe forme une nouvelle variable tj

combinaison linéaire des variable initiales.

tji =< uj, xi >M= xTi Muj (2.28)
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Posant :

w = Muj (2.29)

Donc :

tj =



tj1
...

tji
...

tjn


= XMuj = Xw =

P∑
j=1

xjwj (2.30)

L’ensemble de ces variables forment un sous espace vectoriel de <m de dimension égale

ou inférieure à m.

L’inertie du nuage par rapport au point p le long de l’axe 4 est l’inertie des point tji :

IP (uj) =
∑
i

pi
∥∥tji − p∥∥2 (2.31)

On considère le point p est l’origine, on a :

I (uj) =
∑
i

pi
∥∥tji∥∥2 (2.32)

D’après l’équation (2.28) :

∥∥tji∥∥2 =
(
xTi wj

)2
∥∥tji∥∥2 =

(
xTi wj

)T (
xTi wj

)
∥∥tji∥∥2 = wTj xix

T
i wj (2.33)

On remplaçons (2.33) dans (2.32), on trouve :

I (uj) =
∑
i

piw
T
j xix

T
i wj (2.34)

On utilise la symétrie du produit scalaire, on déduit :

I (uj) = wTj

(∑
i

pixix
T
i

)
wj

Comme les variables son supposes centrées, a partir de (2.21) et (2.22) on a :
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I (uj) = wTj V wj (2.35)

De l’équation (2.29), on a :

(wj)
T = (Muj)

T = uTjM

donc :

I (uj) = uTjMVMuj (2.36)

La matrice Γ= MVM est appelée matrice d’inertie

2.7.7 Éléments principaux

2.7.7.1 Axes principaux

Le premier axe correspond à la droite qui restituera la plus grande partie de la disper-

sion du nuage après la projection c-à-d celui qui minimise les distances entre les points

eiet leur projections pour avoir l’image la moins déformée du nuage, selon le théorème de

Pythagore :

‖xi −G‖2 =
∥∥xi − tji∥∥2 +

∥∥tji −G∥∥2
cela revient à maximiser l’inertie du nuage projeté.

On cherche alors la droit41 de Rm qui passe par le centre de gravité G et de dispersion

maximal.

Soit u1 un vecteur porté par cette droit, d’après ce qui précède (2.35) :

I (u1) = wT1 V w1

Le problème d’optimisation s’écrit :

max
‖u1‖=1

= wT1 V w1

Donc :

I (41) =
uT1MVMu1

uT1Mu1
(2.37)

Cette fonction est maximale lorsque sa dérivé par rapport à u1 est nulle.

Soit I(41)= λ1 , nous devons chercher les extrémum de L définie par :

L = uT1MVMu1 − λ1uT1Mu1 (2.38)
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ça dérivé est donnée par :

dL

du1
= 2 (MVMu1 − λ1Mu1) = 0 (2.39)

Le vecteur u1 cherché est caractérisé par :

VMu1 = λ1u1 (2.40)

donc u1 est le vecteur propre de VM associe à la valeur propre λ1.

Le premier axe pour lequel le nuage des individus a l’inertie maximum a comme vecteur

directeur unitaire le premier vecteur propre associé à la plus grande valeur propre de la

matrice VM.

Lorsque l’inertie présenté par le premier axe n’est pas satisfaisant, on cherche ensuite

un deuxième axe orthogonal au premier et d’inertie maximum, soit 42 le deuxième axe

passant par G et d’un vecteur directeur unitaire u2.

D’après (2.37), l’inertie du nuage par rapport à cette axe est :

I (42) =
uT2MVMu2

uT2Mu2
(2.41)

sous la contraintes uT2 u1= 0.

En appliquant les même calcul précédente, on trouve que u2 est le vecteur propre de

VM correspondant à la deuxième plus grande valeur propre.

Les deux premiers axes forment un sous espace de dimension 2 qui porte le maximum

d’inertie.

La matrice VM étant symétrique possède des vecteurs propres orthogonaux deux à

deux et normée constituons une base orthonormée, ses valeurs propre sont toutes positives,

dans ce cas les axes principaux sont tous orthogonaux.

D’une façon générale, pour un tableau de donnés comportant p mesures, on pourra

définir p axes d’importance décroissante et non corrélées qui correspond au dimension

intrinsèque des données, le seconde axe contiendra une information non redondante par

rapport au premier et ainsi de suite.

On appelle axes principaux d’inertie les axes de direction des vecteur propres de VM

normés.

Considérons le vecteur propre u de la matrice VM associe à la valeur propre λ.

L’inertie expliqué par uj est calculé par :

I (uj) = uTj V uj = λu2j = λ (2.42)

chaque valeur propre mesure la porte de variance expliquée par l’axe de direction uj.
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Contribution des axes à l’inertie totale

L’indicateur utilisé pour représenter la capacité d’un axe à présenter le nuage est le

taux d’inertie du sous espace, qui représente le pourcentage d’inertie totale expliquée par

ce espace.

On peut montrer que l’inertie projeté est additive lorsqu’il se décompose sur des axes

orthogonaux, en utilisant le théorème de Huyegens, la décomposition de l’inertie totale

du nuage des individus est :

IG = I41 + I42 + . . .+ I42 = λ1 + λ2 + . . .+ λP (2.43)

Nous pouvons donc écrire :

La contribution relative de l’axe 4j à l’inertie totale du nuage des individus est égale :

I4k

IG
=

λj

λ1 + λ2 + . . .+ λP
(2.44)

Ainsi, le pourcentage d’inertie expliqué par le plan engendré par les deux premier axes

41 et 42 est égale à :

I41
⊕
42

IG
=

λ1 + λ2

λ1 + λ2 + . . .+ λP
(2.45)

Ces pourcentage d’inertie informe sur la variabilité du nuage des individus porté par

ces sous espaces qui contribué dans le choix du nombre d’axe principaux qui restituer une

part non négligeable de l’inertie totale, souvent on se contente de gardé les premier axe

qui présent un pourcentage d’inertie proche de 1.

2.7.7.2 Facteurs principaux

Pour chaque axe de direction uj est associe la forme linéaire wj coordonnées M-

orthogonale sur l’axe défini par uj .

Comme uj ∈(<m) et wj= M uj, donc wj est un élément de (<m)∗(dual de l’espace des

individus) qui définit une combinaison linéaire des variables x1, x2, . . ., xm.

Puisque uj est un vecteur propre de VM , M -normé à 1, il suit que son associé le

facteur principal wj est le vecteur propre de MV , M−1 normé, en effet :

VMu = λu =⇒MVMu =λMu

Soit :
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MVw = λw (2.46)

2.7.7.3 Composantes principales

Les composantes principales ce sont les nouvelles variables tj dans le sous espace définit

par les nouveaux axes principaux.

Pour obtenir tji la i ème composantes coordonnée de l’individu xi sur l’axe 4j, on

projette orthogonalement le vecteur
7−→
Gxi sur cet axe et on obtient :

tji =
〈 7−→
Gxi,

7−→
uj

〉
= wTj xi (2.47)

La variable tj est le vecteur qui renferme les composantes des projections de tout les

individus sur l’axe 4j.

Ces composantes de variance maximale sont centrées de même que les variables de

départ et non corrélées.

2.8 Interprétation des résultats d’une ACP

L’analyse en composantes principales est utilisée dans le but de la réduction du di-

mension de l’espace des individus afin de faciliter l’analyse, mais aussi pour avoir une

représentation graphique pour visualiser les relations entre variables et faire apparaitre

les approximations entre individus, pour apprécier la perte d’informations et évaluer la

qualité de la représentation, l’indicateur globale basé sur l’inertie expliqué par les axes

factorielles doit être complété par d’autres considérations, en effet il peut y’avoir des indi-

vidus mal présentés malgré que les axes retenue présentent une part suffisamment grande

de l’inertie totale du nuage.

Avant de conclure, pour nous assurer de la pertinence de la représentation nous effec-

tuons deux étude dans l’ACP :

- L’étude des individus.

- L’étude des variables.

2.8.1 Étude des variables

Il est souvent utile d’étudier les contributions des variables à la formation des axes

par la mesure de la corrélation entre les variables d’origine xj, cette étude peut être

utilisée dans l’interprétation du graphe d’individus, cela veut dire que si par exemple une

corrélation entre une variable et l’axe factoriel est négative les individus qui prennent de

faibles valeurs pour la variable prennent de fortes valeurs sur l’axe factoriel.
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2.8.1.1 Corrélation entre les CPs et les variables d’origine

Lorsque la qualité de représentation est bonne, les approximations observées des va-

riables lue sur le graphique retrace bien leur proximité réelle, par contre si cette représentation

est mal, la lecture direct des proximités sur le graphique peut donc s’avérer erroné due

aux projections.

De même, on définit la qualité de représentation de la variable xj sur l’axe représenté

par la variable tj par :

r(xj, tj) =
covariance (xj, tj)√

variance (tj)
√
variance (xj)

(2.48)

Si les variables sont centré réduit, r est le coefficient de corrélation.

Les variables qui forment un angle nul avec l’axe sont corrélées, tandis que celles qui

s’oppose sont corrélées négativement et enfin celles qui forme un angle droit ne sont pas

corrélées

rjj= 1 =⇒ corrélation positive.

rjj= -1 =⇒ corrélation négative.

rjj= 0 =⇒ corrélation nulle.

Pour étudier les relations entre les variables il ne faut interpréter qu’a partir les va-

riables les mieux représentées, pour cela en représente les variables sur les nouveaux axes.

2.8.1.2 Représentation des variables dans les nouveaux axes

Les cordonnées des variables sur les axes est leur coefficients de corrélations avec

chaque axe, comme c’est coefficients variant entre -1 et 1, les variables seront représentées

comme des points dans un cercle de rayon 1 qu’on appel cercle de corrélation.
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Figure 2.1 – Cercle de corrélation

Chaque variable xj est représentée par l’abscisse r(xj, t1) et l’ordonné r(xj, t2).

2.8.1.3 Études des liaisons entre les variables

Le graphe du cercle de corrélations va permettre une lecture direct sur les relations qui

existent entre les variables en terme de corrélation si c’est variables sont bien représentées,

une variable d’autant mieux représentée sur un axe qu’elle est proche du borde du cercle

des corrélations, d’autant plus mal représenté qu’elle est proche de l’origine.

Lorsque deux variables sont proches et bien représentées donc elles sont corrélées posi-

tivement, ceci signifie que les deux variables varient dans le même sens, par contre si deux

variables sont proches du cercle mais s’opposent sur un axe sont corrélées négativement,

et lorsque l’une augment l’autre ce diminue, ainsi que deux variables orthogonales sont

non corrélées.

Il faut garder à l’esprit que cette mesure de corrélation permet de détecter les liaisons

linéaire, donc il peut y’avoir que deux variables aient un coefficient de corrélation nul ou

très faibles si leur liaison n’est pas linéaire.

2.8.2 Étude des individus

La représentation des individus dans le sous espace principale permet d’évaluer les res-

semblances observées entre les points du nuage des individus, et conclure à une proximité

de point de vue des valeurs prises par les variables. Lorsque les projections des individus

sur les nouveaux axes sont éloignées il y’aura pas de doute concernant la qualité de cette

représentation, par contre la présence de regroupement est suspecté, dans ce cas nous

regarderons en premier lieu la qualité de cette représentation.
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2.8.2.1 Représentation des individus dans les nouveaux axes

Le nuage de point d’individus nous informe sur la ressemblance entre les individus,

pour avoir une représentation des individus dans les nouveaux axes, il est indispensable de

faire une projection orthogonale du vecteur
−→
Gxi sur le nouveaux axe 4j cela en calculons

les naturelles coordonner des individus dans les nouveaux axes.

Les cordonnés de cette individu dans le sous espace est obtenue par une transformation

linéaire qui associe pour chaque individus de l’espace m un vecteur ti dans le nouveaux

sous espace

ti = P Txi (2.49)

tel que ti est le vecteur des cordonnées de l’individu xi dans le sous espace.

Soulignons que P est la matrice de projection , ces vecteurs sont les vecteurs propres

de la matrice VM qui constitue une base orthonormée d’un sous espace <m.

2.8.2.2 Qualité de représentation des individus

La bonne représentation du nuage de points d’individus aide à garder une bonne partie

d’informations lors de la projections des points sur un axe ou sur un plan.

Alors pour une bonne représentation de l’individu xi sur un axe (ou plan, ou sous

espace), l’obligation que l’angle formé entre le vecteur
−→
Gxi et l’axe (ou plan, ou sous

espace) soit petit doit être vérifie. Le passage par le calcul du cosinus de cette angle

ou bien le cosinus carré (pour éviter tout problèmes de signe qui peuvent falsifier les

résultats) est la solution pour bien représenté l’individu xi. En effet, en appuyant sur le

théorème de Pythagore, la possibilité de montrer que le cos2d’un vecteur avec un plan

engendré par deux vecteurs orthogonaux est égal à la somme des cosinus des angles du

vecteur avec chacun des deux vecteurs orthogonaux qui engendrent un plan sera assurer,

et cette propriété se généralise à l’angle d’un vecteur avec n’importe lequel sous espace de

dimension `. Pour bien savoir si xi est bien représenté, on doit trouver le cos2 de l’angle

entre le vecteur
−→
Gxi et l’axe (ou le plan, ou le sous espace) proche de 1. Aussi on dit que

deux individu sont proche dans l’espace si ils sont bien représentés en projection sur un

axe (ou plan, ou sous espace) et qui ont des projections proches.

On définit le cos2 de l’angle entre
−→
Gxi et un axe 4j de vecteur directeur unitaire uj

comme suit :

cos2(αij) =

〈 −→
Gxi, uj

〉2
∥∥∥ −→Gxi∥∥∥2 =

uTj xcix
T
ciuj

xTcixci
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cos2(αij) =

[
m∑
j=1

(
xji − x̄j

)
uj

]2
m∑
j=1

(
xji − x̄j

)2 (2.50)

Le cos2 de l’angle αijj′ entre
−→
Gxi et le plan engendré par deux axes 4j et 4j′ se calcul

en appuyant sur le théorème de Pythagore comme suit :

cos2(αijj′ ) = cos2(αij) + cos2(αij′ ) (2.51)

Le calcul de la qualité de représentation d’un individu xi se fait en calculant le cos2

de l’angle
−→
Gxi avec le sous espace et cela c’est l’étude du pourcentage d’inertie.

2.8.2.3 Interprétation des nouveaux axes en fonction des individus

L’inertie due à un individu xi se fait en calculant l’inertie I(4j) portée par l’axe∆j .

Sachant que, l’axe qui passe par G présente moins de déformation du nuage et une

perte minime d’information en projetant le nuage des individus sur cette axe puisque ∆j

est proche de l’ensemble des points du nuage.

Contribution absolue d’un individu à un axe

L’individu dont sa projection sur un axe est éloignée par rapport au centre de gravité

du nuage d’individu valorise cette axe en information.

Aussi si les projections des points d’individus sur un axe sont proche du centre de

gravité créent un affaiblissement d’information sur cette axe. Ces contributions nous aide

à interpréter :

Étant donné, soit I(4j) qui est égal à
1

n

n∑
i=1

d2
(
tji , G

)
, la contribution absolue de xi à

cette inertie est donnée par :

Ca (xi/4j) =
1

n
d2
(
tji , G

)
(2.52)

tel que tji est la projection de xi sur cet axe.

Contribution relative d’un individu à un axe

La contribution relative c’est un outil pour interpréter les axes principaux avec les

individus.

Pour chaque individu xi sa contribution relative à l’inertie qui est portée par cette axe

est définit comme suit :
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Cr (xi/4j) =

1

n
d2
(
tji , G

)
I(4j)

=

1

n

〈 −→
Gxi, uj

〉2
λJ

Cr (xi/4j) =

1

n
uTj xix

T
i uj

λJ
(2.53)

notons que :
n∑
i=1

Cr(xi/4j)= 1.

2.9 Analyse en composantes principales normées

Dans les paragraphes précédents, nous avons développés les principes de l’analyse

en composantes principales d’une façons générale sans distinguer entre l’ACP simple et

l’ACP normée. La différence entre c’est deux approches réside dans le choix de la distance

à considéré. si le choix porte sur la distance euclidien classique on prend dans ce cas la

métrique usuelle M=I, les variables serons traitées de façon symétrique, et l’analyse sera

focalisée sur la matrice de variance-covariance, dans ce cas les axes principaux et les axes

factoriels correspond sans distinction entre les deux au vecteur propre de V.

Par contre l’ACP normée se distingue par l’utilisation de la métrique M = D 1
S2

, et

l’analyse mène à l’exploitation de la matrice de corrélation Σ.

En pratique on travaillera sur des données centré-réduit (tableau R), donc on utilisera

la métrique M = I.

Dans ce cas les facteurs principaux seront donc les vecteurs propres de la matrice de

corrélation :

Σw = λw (2.54)

2.10 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le principe de l’analyse en composantes prin-

cipales linéaires. L’idée principal de l’ACP est de réduire la dimension du tableau des

données en gardant le mieux possible l’information qui représente le tableau des données.

Afin d’aboutir à cette fin, cette méthode permet d’étudier la corrélation entre les variables

et identifie leurs dépendances entre elles pour obtenir une représentation compacte de

ces dernières. Cette réduction ne sera possible que si les variables initiales ne sont pas

indépendantes et qui ont des coefficients de corrélations non nuls. Ces variables initiales

sont transformées après la projection en nouvelles variables, appelées composantes princi-

pales. Elles sont obtenues par combinaison linéaire des précédentes variables et elles sont
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ordonnées et non corrélées entre elles.

L’analyse en composantes principales cherche à identifier les vecteurs propres ortho-

normaux et les valeurs propres de la matrice de variance ou de corrélation des variables

originales. Les vecteurs propres sont utilisés pour construire les composantes principales,

et les valeurs propres sont les variances des CPs.



Chapitre 3

Diagnostic par l’ACP

Introduction

Les progrès permanents réalisés dans le domaine de diagnostic ont abouti à une

amélioration de surveillance et de conduite des processus.

La mise en œuvre d’une procédure de diagnostic approprié au fonctionnement du cap-

teur est indispensable avant toute utilisation des mesures pour déceler d’éventuelles ano-

malies de fonctionnement des capteurs et assurer les missions du système. Cependant, il

existe de nombreuses méthodes de diagnostic et qui peuvent être classer en deux catégories

selon qu’elles utilisent ou non un modèle à priori. Les méthodes dites sans modèles relèvent

des techniques de traitement des données, regroupent un ensemble de méthodes basée sur

le concept de redondance analytique existant entre les différentes variables du processus.

Parmi lesquelles, les méthodes reposées sur l’analyse en composantes principales ont reçu

une attention particulière et ont été largement utilisées pour la surveillance des processus

industriels.

L’analyse en composantes principales, si elle a été initialement destiné à la compres-

sion de données, mais aussi un outil intéressant pour la détection et la localisation des

erreurs de mesures et des dysfonctionnements des procédés (Dunia,1996) . Le principe de

cette approche est de transformer un ensemble de données ou de mesures des capteurs

obtenues lors de fonctionnement normale en un nombre restreint de nouvelles variables

qui préservent le maximum de la variabilité des données mesurées sur le système, ensuite

utilisées pour la modélisation, l’estimation d’état, et le diagnostic de fonctionnement de

système.

L’identification du modèle consiste en premier lieu à décomposer la matrice des corrélation

en valeurs et vecteurs propres pour estimer ses paramètres, ensuite à déterminer la struc-

ture du modèle par le choix du nombre de composantes à retenir. Vu l’impact de la

sélection des CPs sur la capacité de la détection et localisation des défauts affectant les

données, pour cela plusieurs critère et règles on été proposés dans la littérature qui aide

54
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au choix du nombre qui permet d’élaborer un modèle optimal.

Le modèle sera considérer dans la suite comme une référence pour la détection des

variables aberrantes basées sur l’approche de reconstruction qui estime les variables en

fonction des autres variables, les défauts sont alors détectés en comparant le comportement

observé avec celui donné par le modèle. Selon les défauts à détecter simples ou multiples

sur les variables redondantes ou non, Tamura et Tsujita [42] ont proposés une nouvelle

méthode qui cherche non pas un modèle ACP unique mais plutôt différents modèles ACP

chaqu’un sensible au défauts à détecter.

La qualité de la reconstruction mesurée par l’erreur quadratique de prédiction , sert

à détecter la présence ou non des défauts qui se traduit par le franchissement du seuil de

détection. La certitude de l’apparition des défauts mène ensuite à la recherche de la cause

des défauts qui est réalisé par le calcul des contributions de chaque variable à la valeur

de l’erreur pour localiser la où les variables qui sont en cause.

3.1 Identification du modèle ACP

L’analyse en composantes principales, en particulier dans le domaine du diagnostique

est utilisée comme une méthode de modélisation des systèmes à surveiller, basé prin-

cipalement sur l’analyse statistique pour la mise en évidence des corrélations linéaires

significatives entre les variables du système sans formuler d’une façon explicite le modèle

du système. L’objectif est de fournir un modèle mathématique réduit peut être utilisé

pour prédire un comportement observé du processus, ce modèle comprend un certain

nombre de paramètres dont les valeurs correspondent au vecteurs propres obtenus par la

diagonalisation de la matrice des corrélations comportant des mesures des variables du

système, recueillies par des capteurs lors du fonctionnement normale, ensuite à définir la

structure du modèle qui consiste à chercher le nombre optimum de vecteurs propres à

maintenir dans le modèle et qui permet de présenter le système avec le moins possible

perte d’informations.

L’identification du modèle ACP débute par la construction d’une matrice contenant

l’ensemble des données disponibles sans distinction entre les entrées et les sorties du

système [43].

Au départ les n mesures des m variables utilisées sont collectées dans une matrice

de données X, les variables du système sont généralement exprimées avec des unités de

mesures et des échelles différents dont la nécessité d’effectuer un prétraitement qui consiste

à normaliser les données avant toute analyse, par la suite, l’analyse est localisé sur la

matrice de corrélation Σ de X

Soit xi le vecteur de moyenne nulle et de variance unité contenant les m variables

(mesures ou commande) observées sur le système à l’instant (i) :
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xi =
[
x1i . . . xji . . . xmi

]
La matrice X comportant les observations recueillies sur le système au différentes

instants est définie par :

X =
[
x1 . . . xj . . . xm

]
∈ <n×m (3.1)

Un modèle ACP est défini globalement par la matrice des premier vecteurs propres de

la matrice de corrélation qui expriment le lien entre les différentes variables donnée par

(2.23), une décomposition spectrale de cette dernière permet d’écrire :

Σ = PΛP T (3.2)

avec

P =
[
p1 . . . pj . . . pm

]
∈ <m×m et P TP = P TP = Im

où Λ est une matrice diagonale dont les éléments sont les valeurs propres λ mis dans

l’ordre décroissant et P la matrice des vecteurs propres associées aux valeurs propres λ

de la matrice de corrélation Σ dont chaque vecteur pj représente une direction de l’espace

des données porteuses d’une inertie équivalente à λ associée à cette direction.

.[43]

La matrice des vecteurs propres pj obtenue par l’équation (3.2) appelée matrice de

projection représente la matrice de passage vers le nouveau sous espace, la relation linéaire

entre la matrice des données X et des composantes T est définie comme suit :

X = TP T (3.3)

avec

T =
[
t1 . . . tj . . . tm

]
∈ <n×m

L’ACP peut être également utilisée comme outil de diagnostic, l’application de cette

méthode pour la détection des défauts nécessite après le choix du nombre de CPs porteuses

d’informations significatives et suffisantes pour expliquer la variabilité d’un processus à

travers sa base de données X, d’effectuer une projection orthogonale des données sur le

sous espace vectoriel engendré par ses composantes, cette réduction entraine une perte

d’informations mesurées par l’erreur entre la représentation exacte et celle approcher par

la projection inverse, en effet, cette erreur représente la quantité résiduelle X̃ projection

des données sur le sous espace engendré par les m - ` derniers vecteurs propres les moins
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significative.

La matrice des observations X peut être restituée dans le sous espace réduit qui est

donnée par son estimation comme suit :

X̂ =
∑̀
j=1

tjpjT = T̂`P̂`
T

(3.4)

comme T̂`= XP̂`, alors :

X̂ = X̂P`P̂
T
` = XĈ ∈ SP (3.5)

Par conséquence, l’erreur d’approximation a pour valeurs l’expression suivante :

E = X − X̂

qui correspond à :

X̃ = X − X̂ = X
(

1− Ĉ
)

= XC̃ ∈ SR (3.6)

avec

Ĉ = P̂`P̂
T
` etC̃ = P̃ P̃ T

et

P̂` =
[
p1 . . . p`

]
etP̃ =

[
p`+1 . . . pm

]
D’une façon générale, si on ne conserve que ` premières CPs déterminés par les critères

de choix discuté par la suite, on peut décomposer la matrice des données en deux matrice

X̂ etX̃ définies par (3.5), (3.6) comme suite[45] :

X = X̂ + X̃

par conséquent, la matrice des vecteurs propres et composantes principales se parti-

tions comme suite :

P =
[
P̂` | ˜Pm−l

]
, T =

[
T̂` | ˆTm−`

]
(3.7)

où, X̂ et X̃ sont respectivement les parties modélisées et résiduelles

Avec :

X̃T X̂ = 0

P̂`et P̃ , représentent les premiers et (` << m) vecteurs propres qui forment respecti-

vement le sous espace vectoriel réduit appelé sous espace principal (SP), et le sous-espace
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résiduel (SR) orthogonal avec (SP).

Ĉ et C̃ représentent les matrice de projection respectivement sur le (SP) et (SR) qui

constituent le modèle ACP.

.

Pour obtenir notre modèle, il nous reste à déterminer le nombre ` de composantes

principales à conserver.

3.2 Choix de la dimension

L’étape la plus délicate dans l’identification d’un modèle par l’ACP est la détermination

de la structure de ce dernier, de rang inférieur qui maintien l’essentielle des données à

analyser, sous la contrainte d’avoir le moins possible déformation.

Un diagnostic basé sur une ACP pour la construction d’un modèle adéquat au système

étudié repose toujours sur une étape primordiale qui port sur le choix optimal de nombre

de CPs à retenue, et qui a un impact significatif sur chaque étape de détection et de loca-

lisation, un choix non judicieux revient soit à perdre des informations essentiels contenue

dans l’espace de départ en projetons certaines variables dans le sous espace des résidus

(SR) si un nombre de composantes réduit sont retenu ce qui provoque des erreurs de

modélisation dans le modèle des résidus donc il peut y avoir des génération des fausses

alarmes, ou bien si par contre on abuse dans le choix, un nombre inutile de composantes qui

correspond aux valeurs propres les plus faibles par rapport à celles qui véhicule réellement

l’information du système et qui sont porteuses de bruits seront retenues dans le modèle

en projetant certaines variables dans le sous espace principal, donc il y a risque de non

détection des défauts.

La question qui se pose alors et qui a été largement débattue dans la littérature

concerne le choix du nombre de composantes principales qui doit être retenu. Plusieurs

critères sont mis à disposition pour déterminer le nombre de valeurs propres significatives.

Parmi lesquelles on cite : le Pourcentage Cumule de la Variance (PCV), la Variance Non

Reconstruite (VNR) et la validation croisée (PRESS) disponibles dans la littérature[45].

Selon le critère utilisé, cette sélection permet d’éliminer les informations non-pertinentes

et redondantes donc de réduire la dimension de l’espace de départ et rendre l’ensemble

des données plus représentatif du problème.

3.2.1 Pourcentage Cumulé de la Variance (PCV )

Cette méthode est basée sur la contribution des axes à l’inertie totale, comme les com-

posantes principales portent l’information concernant la variance des mesures effectuées

sur les variables du système et qui est quantifiée par les valeurs propres , le pourcentage

d’inertie expliqué par les ` CPs retenues, peut être utilisé comme un critère PCV pour
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déterminer la structure optimale d’un modèle ACP[46].

Le pourcentage de variance expliqué par les ` premières CPs retenues s’écrit comme

suit :

PCV (`) = 100


∑̀
j=1

λj

m∑
j=1

λj

% (3.8)

La sélection du nombre des composantes à retenir est sélectionné par le plus petit

nombre des CPs qui représente une valeur d’inertie proche de 1, tel que le pourcentage

qu’on veut conserver (PCV) est compris entre 90% et 95% ou 99% de la variance totale, les

composantes sont choisies donc successivement dans un ordre d’inertie décroissant jusqu’à

ce que ce pourcentage soit atteint ou dépassé[47].

Cependant, le choix de la dimension du modèle ACP basée sur une tel approche est très

subjective. Le problème est que nous cherchons un modèle tout en retenant le maximum

possible de variance mais en même temps avec un minimum possible de CPs.

3.2.2 Critère de Kaiser

La règle de kaiser consiste à ne conserver que les variables (CPs principales) de va-

riances exprimer par les valeurs propres supérieur à la moyenne de l’inertie totale du nuage

IG (variance moyenne des variables initiales).

λi >
IG

p

En ACP normée on s’intéresse qu’aux axes associées à des valeurs propres supérieurs

à 1.

comme IG= p (2.26), donc :

λj > 1 (3.9)
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Figure 3.1 – Nombre de valeurs propres

3.2.3 Variance de l’Erreur de Reconstruction(V ER)

Cette méthode qui a été proposée par Qin et Dunia[48] est basée essentiellement sur

la reconstruction, qui consiste à exploiter les relations de redondance qui existent entre

les variables du modèle ACP pour estimer certaines variables[47].

Le choix du nombre ` du composantes principales est obtenu par la minimisation de

la variance de l’erreur de cette reconstruction qui dépend principalement de composantes

retenues. Dans un premier lieu, nous allons montrer comment reconstruire une variable et

enfin nous présenterons le critère à minimiser pour la sélection du nombre de composantes.

3.2.3.1 Approche itérative de reconstruction

C’est une méthode qui consiste à estimer une variable à partir les autres mesures du

modèle ACP. Cette procédure est réalisée plusieurs fois en remplaçant la variable pour la

quelle on a estimé sa valeur par son estimé, et en la ré-estime de nouveau jusqu’à ce que

la variable estimée converge vers la valeur zi [49].

soit xi le vecteur de mesure de X à l’instant (i)

xi =
[
x1i . . . xji . . . xmi

]T
et

Ĉ` =
[
c1 . . . cj . . . c`

]
avec

cj =
[
cT−i cji cT+i

]T
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où les indices +i et -i désignent, respectivement les vecteurs formés par les (i-1) pre-

miers et les (m-i) derniers éléments du vecteur cj j ème colonne de Ĉ`.

La j ème composante de xi a été reconstruite par (Wise et Gallager, 1996).

Calcul de la premier estimation :

D’après (3.3), on a :

tji =
(
pj
)T
xi (3.10)

Donc :

tji = pj1x
1
i + pj2x

2
i + · · ·+ pjix

j
i + · · ·+ pjmx

m
i

On sépare la variable à reconstruire du reste des variables, on obtient :

tji = pjix
j
i +
[
pj1 · · · 0 · · · pjm

]
xi

l’estimation de xji est x̂ji = tji p
j
i ,donnée par :

tjip
j
i = pjip

j
ix
j
i +
[
pj1p

j
i · · · 0 · · · pjmp

j
i

]
xi

x̂ji = cjix
j
i +
[
cj1 · · · 0 · · · cjm

]
xi

x̂ji = cjix
j
i +
[
cT−i 0 cT+i

]
xi

on remplace xji par z
(iter)
i et x̂ji par z

(iter−1)
i dans l’expression, il vient l’algorithme

suivante :

z
(iter−1)
i = cjiz

(iter)
i +

[
cT−i 0 cT+i

]
xi

avec z
(0)
i = xji

où z
(iter−1)
i est la valeur estimée par l’ACP à l’itération précédente, et z

(iter)
i est la nou-

velle valeur de la mesure estimée par le modèle à partir du vecteur x̂
(iter−1)
i qui représente le

vecteur xi dont la j ème valeur à été reconstruite à l’itération précédente, à la convergence

de l’algorithme, la solution zi vérifie :

zi
(
1− cji

)
=
[
cT−i 0 cT+i

]
xi

ainsi, zi sera donnée par :

zi =

[
cT−i 0 cT+i

]
1− cji

xi (3.11)
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avec cji < 1.

Selon la valeur de cji on distingue :

- Si cji = 1, donc la j ème variable ne peut pas être reconstruit à partir des autres

variables puisque ne sont pas corrélées (la variable zj est indépendant des autres).

- Si cji 6=1, la j ème variable est en fonction des autres, donc peut être reconstruit par

les autres variables.

La condition nécessaire de reconstruction d’une variable par le modèle est :

ξ̃j 6= 0 (3.12)

Principe de la variance non reconstruite

La valeur d’une variable estimée en utilisant toutes les autres variables est différente de

la variable initial, il y a toujours une partie de la variance des mesures qui ne peuvent pas

être reconstruites à partir des autres mesures et qu’on appelle l’erreur de reconstruction.[49]

L’erreur de reconstruction de la j ème composante de xi est donnée par :

xji − x̂
j
i = ξTj (xi − x̂i) =

ξTj −
[
cT−i 0 cT+i

]
1− cji

xi

ξTj (xi − x̂i) =


[

0 1− cji 0
]
−
[
cT−i 0 cT+i

]
1− cji

xi

ξTi (xi − x̂i) =


[
−cT−i 1− cji −cT+i

]
1− cji

xi =

(
I − Ĉ

)
ξj

1− cji
xi

ξTj (xi − x̂i) =
ξ̃Tj xi

ξ̃Tj ξ̃j
(3.13)

où ξ̃j = (I - Ĉ`) ξj et ξ̃Tj ξ̃j=
(
1− cji

)
avec ξj = [0 . . . 1 . . . 0]T

La variance de l’erreur de reconstruction de la j ème composante de x(k) est donnée

par :

ρJ (`) = varξTj (xi − x̂i) =
ξ̃Tj Σξ̃j(
ξ̃Tj ξ̃j

)2 (3.14)

Cette variance représente la variance de l’amplitude estimée du défaut. Pour choisir

la dimension du modèle ACP, l’idée est de minimiser cette variance puisque les données

utilisées pour la modélisation sont supposées être sans défauts, et cella doit être effectué

pour tout les variables.
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Le critère à minimisé donc est présenté sous forme d’une somme pondérer de tout les

variances :

V NR(`) =
m

Σ
j=1

ρj(`)

ξTj Σξj
=

m

Σ
j=1

ξ̃Tj Σξ̃j(
ξ̃Tj Σξ̃j

)2 (
ξTj Σξj

) (3.15)

La pondération par ξTj Σξj qui représente la variance originelle de la j ème variable, est

utilisé afin d’éviter les problèmes des unités des variances non reconstruites et qui veut 1

dans le cas où les variables sont initialement réduites.

En se basant sur ce critère le nombre optimal des composantes principales est celui

qui offre une meilleure reconstruction.

`op = min {V NR(`)} (3.16)

3.2.4 Validation croisée

La validation croisé est un critère statistique très utile pour le choix du nombre de

composantes optimal pour un modèle ACP.

L’idée général de cette procédure de validation est basée sur la minimisation de la

somme des carrées des erreurs de prédiction entre les données observées et celles estimées

par le modèle obtenue à partir d’un jeu d’identification différent, on mesure la moyenne des

distances des prédictions à leur observation pour des différentes valeurs de ` croissantes,

selon Wold (1978) et Eastment et Krzanowski (1982) [50] le nombre des CPs optimal à

retenir est déterminé par la `ième composante pour laquelle le minimum de cette moyenne

connu sous le nom de PRESS n’est plus amélioré par l’ajout de CPs supplémentaires :

PRESS (`) =
1

nm

n∑
k=1

m∑
j=1

(
x̂i
` (k)− xi (k)

)2
(3.17)

où x̂i
(`) (k) représente la prédiction de xi (k) qui correspond à la k ème mesure de la i

ème variable, en utilisant un modèle ACP constitué de ` CPs.

Ainsi, le modèle optimal est alors constitué de ` ième composantes nécessaires pour

une prédiction adéquate.

Cependant, pour un nombre d’observation très important et suite à un développement

par la théorie des perturbation, un développement de Taylor a permis de montrer que la

fonction PRESS est très proche de la somme des valeurs propres du (SR ) et peut être

approximée comme suit [47] :

PRESS (`) ≈
1

m

m∑
j=`+1

λj (3.18)
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En effet cette quantité représente la variance du vecteur résiduel :

PRESS(`)≈var(x̃)= E
(
‖x̃‖2

)
= var

(
t̃
)
= E

(∥∥t̃∥∥2)= trace
(
Λ̃
)

Par ailleurs, la sélection du nombre de CPs par le critère PRESS n’est pas très ob-

jective par rapport aux restes des critères à cause du nombre important d’observations

considérées[51].

3.3 Détection de défauts

Les défauts se définit comme des anomalies, c’est à dire des condition anormales qui

diminuant ou supprimant l’aptitude du système à remplir ses fonctions et dégradent la

qualité des produits fabriqués. L’apparition du défaut s’accompagne par un changement

dans la corrélation des variables du systèmes.

Conserant une observation xi sur le système à l’instant (i) composé de ça mesure sans

défaut x*i perturbé par un bruit blanc νi identiquement distribué et un défaut sur la j

ème variable d’amplitude ~i défini de la manière suivant :

xi = x*i + νi + ξj~i (3.19)

Pour constaté l’influence du défaut sur les données en projet l’observation sur les

différentes sous espace (principales et résiduel), sa projection sur le SP est données par :

t̂i = p̂Txi

t̂i = p̂T (x*i + νi + ξj~i) (3.20)

sa projection dans SR est :

t̃i = p̃Txi

t̃i = p̃T (x*i + νi + ξj~i)

t̃i = p̃Tνi + p̃T ξj~i (3.21)

On remarque que dans le sous espace résiduel la projection de l’observation affecté se ma-

nifeste comme un résidu composé de bruit et de défauts puisque la mesure sans défauts ce

projette dans l’espace principale, contrairement à la projection dans SP, il reste l’influence

des données. Un défaut perturbe donc à la fois les projections des observations dans les

deux sous espaces, de ce fait, les projections des données à tester sur les deux sous espaces
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peuvent être utilisées pour la mise en évidence d’un comportement anormale.

Selon l’amplitude de défaut, pour détecter un défaut dans l’espace principale, il faut

que son amplitude soit de grande valeur pour qu’il influence sur la dispersion dans SP,

par contre dans le sous espace réduit, la dispersion des projections est de faible valeur par

rapport à SP , donc les défauts de faibles amplitude peuvent être détecter

Pour détecter un défaut en s’appuyant sur l’ACP, deux méthodes statistique sont

habituellement considérés qui repose sur l’analyse statistique des données collectés au

moyenne d’une partis des axes principaux qui sont la statistique de Hotteling calculé à

partir des premières composantes et l’erreur quadratique d’estimation .

— La statistique T 2 de Hotteling donne une mesure de la distance d’un échantillon

à la moyenne des processus à l’intérieur des plans définit par les composantes

principales retenues.

— L’erreur de prédiction SPE (Squared Preduction Error), calculées à partir d’une

loi du χ2, sous la condition d’une distribution normale multivariée respectivement

pur X et X̃. Dans le cas où ces deux indicateurs sont utilisés conjointement, il est

possible d’utilisé un seul indicateur qui est l’indice combiné proposé par Raich and

Cinar [52] et Yue and Qin [53].

3.3.1 L’erreur de prédiction SPE

La statistique SPE, consiste à la détection des défauts dans un espace résiduel qui

provoquent une déformation dans la corrélation entre les variables. En basant sur les

erreurs, la SPE tient à surveiller toutes les variables à observées, pour cela en estimant à

partir du modèle ACP les mesures délivrées par les capteurs pour les comparer avec ce

dernier, l’amplitude de cette erreur d’estimation est affectée par la présence de défaut(s)

dans une mesure qui sera révélée par un dépassement de seuil qu’on nomme seuil de

confiance.

L’indicateur de détection SPE est donné par le vecteur des erreurs d’estimation comme

suit :

SPE(k) = e(k)T e(k) (3.22)

Le système étudié est considéré en fonctionnement normal à l’instant k si :

SPE(k) < δ2 (3.23)

où δ2 est le seuil de confiance connu sous le nom Q-statistique qui est développé par

Jackson et Mudholkar[54], donnée par :
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δ2 = θ1

[
Ca
√

2θ2h20

θ1
+ 1 +

θ2h0 (h0 − 1)

θ21

] 1

h0
(3.24)

avec

h0 = 1−
2θ1θ3

3θ22
(3.25)

et

Ca = θ1


(
‖e‖2

θ1

)h0

− 1−
θ2h0 (h0 − 1)

θ21√
2θ2h20

 (3.26)

Sachant que θi=
m∑

j=`+1

λij pour i ∈{1, 2, 3} et λj est la jème valeur propre de la matrice de

corrélation et Ca représente la limite du seuil de confiance (1− a).

à noter qu’il y a deux conditions à respecter pour arriver à la détection des défauts :

- Le vecteur des mesures suit une distribution normale multivariée.

- Un franchissement de seuil est effectuée.

3.3.2 Statistique T2de Hotteling

On appel statistique de Hotteling, l’indicateur qui permet de détecter les anomalies

présentées dans l’espace principale engendrées par les `premières composantes principales

par la mesure des variations pondérées par les valeurs propre des projections des obser-

vations sur cette espace [45] :

T 2(k) = t̂(k)T Λ̂−1t̂(k) (3.27)

La présence de défaut à l’instant k est traduit par un dépassement d’une limite qu’on

appel le seuil de détection de T2, lorsque le nombre d’observations n est considérable,

cette seuil peut être approximé par une distribution de chi-2 (χ2) avec ` degrés de liberté

pour un seuil de confiance α qu’on note χ2
`,α

Dans le cas contraire, si le nombre d’observations n est réduit, la limite supérieur ap-

propriée pour la statistique T2 pour un seuil de confiance α est déterminée par :

` (n2 − 1)

n (n− l)
z`,n−l,α (3.28)
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où z`,n−l,α est la distribution de Fisher avec ` et n -` degré de liberté.

Cependant, l’utilisation de cette statistique dans la détection n’est pas très performant

lorsque il s’agit des défauts de faibles amplitudes[45], car ces dernier n’ont pas d’influence

sur la mesure de l’erreur d’estimation vu leurs faibles valeurs devant les variations si-

gnificatives des données présentées dans le sous espace principale (SP) ainsi comme les

variables de faible variance sont exclus dans la sélection des composantes principales à re-

tenir dans l’espace (SP), de ce fait le défaut qui entache ces variables n’est pas détectable

par T2 par ce que ces variables elles même sont en dehors des limites de contrôle.

3.4 Localisation de défauts

La localisation consiste à trouver où le défaut est survenu. Plusieurs méthodes ont été

développées dans la littérature. Pour l’analyse en composantes principales, il existe trois

approches qui sont : l’approche par structuration des résidus, les approches utilisant des

bancs de modèle et l’approche reposant sur le principe de calcul des contributions.

Notre travail est basé sur l’approche de calcul des contributions, et c’est une méthode

qui largement utilisée dans le diagnostic par ACP.

3.4.1 Localisation par calcul des contributions

Le principe de contribution s’appuie généralement sur la quantification de la part de

chaque variable dans le calcul d’un indice de détection donné. Cette méthode est basée

sur l’idée que les variables avec les plus grandes contributions à l’indice de détection de

défaut sont les plus susceptibles d’être porteuse de défaut, elle consiste à déterminer la

contribution de chaque variable à l’indice de défaut utilisé.

Cette méthode est déterminée par (Miller, 1993), elle exprime la contribution d’une

variable xjdu vecteur de mesure xi à l’indice SPE comme étant le carré de son propre

résidu :

Constj
SPE = (ej(k))2 = (xi − x̂i) = x̃2i (3.29)

3.5 Conclusion

Ce chapitre est consacré à définir l’utilisation de l’ACP dans le domaine du diagnos-

tic et à la présentation des techniques de détections et de localisations de défauts. Un

modèle ACP est alors définit par la matrice des premiers vecteurs propres de la matrice

de corrélations des données, cette matrice permet à la fois de définir la projection per-

mettant d’avoir les composantes principales et la projection inverse permettant d’estimer

les données originales .
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Pour l’identification du modèle ACP, il est indispensable de déterminer le nombre

de composantes principales à garder dans le modèle ACP, afin de déterminer ce nombre

plusieurs critères de sélection ont été présentés.



Chapitre 4

Application à un système

hydraulique

4.1 Avant-propos

Il apparait que certains facteurs (ou variables) de mesure ne sont tout simplement pas

les bonnes :

Soit qu’ils sont des fonctions affines d’une autre variable (donc colinéaires).

Soit qu’ils ne représentent pas grand chose.

Et surtout que l’axe ’ vrai ’ de la mesure peut être entre les trois axes de trois variables

de mesure.

Il est donc souhaitable de changer les axes et donc de changer le type de variables

de mesure. La plupart du temps il n’est guère évident en application d’ingénieur (ou en

physique appliquée) de changer d’outil de mesure et même de grandeur de mesure.

L’aspect mathématique du ’ changement de représentation ’ de l’analyse par compo-

santes principales est bien pratique. Mais l’abord mathématique est difficile, l’emploi de

matrice est trop compliqué et l’interprétation hasardeuse. Une fois tous ces écueils passé,

l’ACP est une méthode qui a une bonne réflexion sur la représentation des phénomènes

physiques et sur sa façon de mesurer.

4.2 Objectifs de l’ACP dans notre application

l’ACP dans notre travaille est utilisée pour réduire la dimension du système afin

d’élaborer un modèle ACP optimal qu’on va utiliser par la suite pour la détection et

la localisation des défauts.

69
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4.3 Procédé

4.3.1 Description du procédé

Le procédé à étudier est un système hydraulique de trois bacs communiquant comme

le montre le schéma de la figure. Le premier bac (B1) est alimenté par un débit d’entrée

noté qe(t) , ce débit est fourni par une vanne contrôlée (VC). Les trois bacs de section

effective Si communiquent entre eux à travers des orifices de diamètre di de section Φi

et de coefficient de débit αd. Deux sorties de communication en bacs diamètre dsi et

de section Φsi soit réalisées. On note de plus xi(t) la hauteur du liquide dans chaque

bac i, et pi(t) une perturbation de débit qui peut affecter chacun de ces bacs. On a

naturellement : x1(t) ≥ x2(t) ≥ x3(t). La hauteur maximale pour les trois bacs est de

50 cm. En pratique, les sections des orifices d’écoulement correspondent aux diamètre

suivants : d1= 7.2mm, d2= 5.4mm, d3= 3.5mm. En outre, les sections effectives des bacs

sont identiques (S1=S2=S3=1.3 ×10−3mm2) et le coefficient de débit est donné par : αd=

0.72 sec−0.5 . Le débit d’équilibre est choisi égal à qe(t) =qe0 =100L/h. Le débit maximum

réalisable est de 140 L/h. On peut noter que qec et (S1, S2, S3) sont les facteurs qui jouent

sur le temps de réponse du système.

Les grandeur qui décrivent ce système sont l’entrée qe(t) qui est le débit d’entrée, la

sortie mesurée y(t) = x3(t) qui est la hauteur de remplissage du troisième bac et les trois

variables d’état x1(t), x2(t), x3(t) qui sont les hauteurs de remplissage des trois bacs.

Figure 4.1 – Système à trois bacs.
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4.3.2 Modéle

Pour obtenir le modèle mathématique, on établit le bilan des débits entrants et sortants

pour chacun des bacs.

On aboutit alors au modèle d’état non linéaire décrit par les équations d’état suivantes :

S1

dx1(t)

dt
= qe(t)− q12(t)− qs1(t)

S2

dx2(t)

dt
= q12(t)− qs2(t)− q23(t)

S3

dx1(t)

dt
= q23(t)− qs3(t)− qs(t)

La relation de Bernouli permet d’exprimer le débit sortant d’un bac i vers un bac j en

fonction des différences des hauteurs d’eau en amont et en aval, c’est-à-dire :

qij = aij
√
4x

Ou les coefficients aij sont donnés en fonction du coefficient du débit moyen αd et de

la section Φ par la relation suivante :

aij = αdΦ
√

2g

Tenant compte de ces relations, en définissant par x(t) =
[
x1 x2 x3

]T
le vec-

teur d’état, par u(t) = qe(t) l’entrée de commande et par yi(t) = xi(t), i = 1, 2, 3, les

trois sorties, le système s’écrit alors

ẋ(t) = f(x(t), u(t))

y(t) =

 y1(t)

y2(t)

y3(t)

 =

 x1(t)

x2(t)

x3(t)


avec

f(x(t), u(t)) =



1

S1

(u(t)− a12
√
x1(t)− x2(t)− f1(t))

1

S2

(a12
√
x1(t)− x2(t)− a23

√
x2(t)− x3(t)

1

S3

(a23
√
x2(t)− x3(t)− f3(t)− qs(t))

− f2(t))


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Les débits de fuite f2= qs1= as1
√
x1 , f2= qs2= as2

√
x2 f3= qs3= as3

√
x3 seront

considérés comme des défauts du système inattendus. Si qsi= 0 (i = 1, 2, 3) alors il

n y a pas de defaut par contre si qsi 6=0 alors le système est défectueux.

On considère l’entrée constante d’équilibre u(t) = u0= 54L/h = 1.5×10−5m3/s. Les va-

leurs des niveaux à l’équilibre sont égales à (x10 =0.2948m, x20= 0.2814m, x30= 0.2392m,

y0= 0.2392m) Le modèle d’état linéaire sans défaut autour du point d’équilibre (x10, x20,

x30, y0 ) est donné par :

δx(t)

dt
= Aδx(t) +Bδu(t)

δy(t) = Cδx(t)

Ou δu(t) = u(t) - u0, δx(t) = x(t) - x0, δy(t) = y(t) - y0, représentent les petite

variations de l’entrée, des variables d’état et de la sortie autour de valeurs d’équilibre.

Les matrices A, B et C sont données par :

A =

 −0.4139 0, 4139 0

0, 4139 −0.5685 0.1367

0 0.1367 −0.1608

 ;B =

 769.2308

0

0

 ;C = I3

Le modèle linéaire avec les défauts s’écrit :

δx(t)

dt
= Aδx(t) +Bδu(t) +Bsf(t)

δy(t) = Cδx(t)

f(t)=

 f1 (t)

f2 (t)

f3 (t)

 : défauts système correspondant aux fuites des trois bacs. La matrice

de distribution des défauts est donnée par :

Bf =

 −1 0 0

0 −1 0

0 0 −1


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4.3.3 Génération des données

Système sans défaut : Entrée échelon de valeur variation sur l’entrée égale à δu (t)=

10−5m3/ s.

Système avec défaut : prendre les défauts d’amplitude F = 1.0 10−3m3/ s.

4.3.4 Simulation du modèle

Une fois le modèle linéaire du système établie, nous pouvons aborder l’aspect lié à

la simulation de celui-ci en utilisant MATLAB. Cela permet par la suite de mettre en

évidence le comportement du système dans le cas sein et dans le cas où le système est

défaillant.

Chaque niveau est mesuré sur une plage de fonctionnement t=700 seconde. La figure

ci dessous montre l’évolution de ces trois niveaux.

Figure 4.2 – Les niveaux dans les trois bacs

4.4 Réduction de la dimension

Afin de réduire la dimension de notre système, il faut passer par les étapes suivantes :

— Collecter les différentes mesures.

— Normalisation.

— Calcul de la matrice de corrélation.

— Calcul des valeurs propres et vecteurs propres.

— Choix de la dimension des données.

— Déduire les coordonnées factorielles dans le nouveau sous-espace.

— Choix de nombre d’axe.
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4.4.1 Tableau du données

Le système à étudier contient des données qui sont présentées dans un tableau récapitulant

les mesures du niveau dans les trois bacs et l’alimentation du système. La matrice X com-

porte donc quatre variables qui sont représentées dans le tableau suivant :

Variables Capteurs
X1 Le niveau du liquide dans bac 1
X2 Le niveau du liquide dans bac 2
X3 Le niveau du liquide dans bac 3
X4 Débit d’alimentation (qe(t))

Table 4.1 – Les variables du système

Plus précisément nous utilisons que trois variables seulement, à noter que la quatrième

variable représente la commande dont sa valeur est constante (10−5). L’ACP ne sait pas

traiter les variables qui présentent des valeurs identiques pour chaque observation, ceci

nous permet d’éliminer cette quatrième variable.

Nous allons échantillonner chaque signal de mesure par une période d’échantillonnage

choisie égale à deux secondes (4t= 2s) afin de générer un ensemble de données de 351

observations pour chacune des trois variables et de récupérer les valeurs dans un tableau

à 351 ligne et 3 colonnes. présenter dans le tableau (4.2).
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Table 4.2 – Tableau des données

4.4.2 Normalisation

L’opération de centrage consiste à enlever la moyenne à chaque variable. Les nouvelles

coordonnées du point du nuage sont obtenus à partir de MATLAB conformément aux

relations (2.6), (2.8) et sont illustré sur le tableau (4.3).
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Table 4.3 – Données centrées

Le nuage est maintenant centré autour de l’origine, mais il reste l’effet de taille due

au différence des unités (niveau, débit),cela veux dire que les variables sont hétérogènes,

pour remédier à cette situation un prétraitement est tout d’abord effectué nous allons

réduire les variables par (2.18) en les dévissant par leurs écart-types afin d’accorder aux

variables la même importance, on a donc le tableau (4.4) :
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Table 4.4 – Données réduits

4.4.3 Matrice de corrélation

Une fois les variables sélectionnées sont normées, le calcul de la matrice des corrélation

par l’équation (2.23) permet d’analyser les relations bilatérales existant entre les différent
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variables retenues.

Comme on peut le voir dans le tableau (4.5) , la matrice permet d’observer les relations

positives, cela signifie que les trois variables augmentent et diminuent ensemble.

Un lien entre les variables se traduit par une corrélation linéaire non nulle, indépendamment

du sens de la relation la valeur absolue du coefficient permet de mesurer l’intensité de la

relation entre les trois variables : plus la relation est proche de 1, plus la relation est forte,

plus elle s’approche de 0 moins elle n’a de signification. En regardant les coefficients de

notre matrice, on déduit l’existence d’une forte liaison entre les trois variables, donc un

nombre de variables (facteurs) réduit suffit pour présenter l’ensemble de l’information.

Table 4.5 – Matrice de corrélation

4.4.4 Les vecteurs et les valeurs propres

La diagonalisation de la matrice de corrélation donne les vecteurs et les valeurs propres

qui représentent respectivement les axes principaux d’inertie maximum et les variances

expliquée par les facteurs indépendants les uns les autres, donnés par le tableau (4.6).

Du fait que les facteurs sont hiérarchisés et prennent des parts décroissants de la

variance, sachant que la variance est utilisé pour prendre en compte la dispersion d’une

variable quantitative, les premiers axes concentre généralement l’essentiel de l’information.

Pour évaluer la qualité de représentation donné par chaque axe, on mesure la dispersion

du nuage sur l’axe concernée autour de barycentre donné par le pourcentage des variances

(taux d’inertie) par (2.44), on peut lire dans la deuxième colonne du tableau (4.7) que le

premier axe correspond à la plus grande valeur propre (2,999) concentre à lui seul presque

la totalité de l’ensemble de l’information (99,97%) puisque l’inertie totale du nuage qui

correspond à la trace de la matrice de corrélation égale à 3. Puisque le second et le

troisième axe regroupent chacun respectivement (0,03%) et (0,001%), on remarque que

même pas (1%) de l’inertie totale n’est expliquée par le deuxième et le troisième axe, alors

l’information contenue sur ces deux axes, peut être considérée comme résiduelle .
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Table 4.6 – Les vecteurs et les valeurs propres

Table 4.7 – Valeurs propres des axes et leurs contributions

Le vecteur propre corresponde à la plus grande valeur représente la combinaison des

signaux les plus significatifs dans l’ensemble des données et explique la majeure partie de

l’information.

4.4.5 Cordonnées factorielles des individus

Les cordonnées des individus sur les nouveaux axes sont obtenus par une projection

orthogonale des individus sur c’est axes.

Les cordonnées fournies par MATLAB conformément à l’équation (2.49) sont illustrés

sur le tableau (4.8) et représentées par la figure (4.3).
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Table 4.8 – Les composantes principales



CHAPITRE 4. APPLICATION À UN SYSTÈME HYDRAULIQUE 81

Figure 4.3 – Les composantes principales

4.4.6 Choix de nombre d’axe

Après avoir mise en évidence l’existence d’un lien linéaire entre les variables, l’étape

suivante consiste à déterminer le nombre de composantes à retenir pour l’identification du

modèle ACP, en utilisons le critère PCV (Pourcentage Cumulé de la Variance) (3.8) ainsi

le critère de Kaiser (3.9), on remarque sur le tableau (4.7) et la figure (4.4) obtenue par le

logiciel SPSS, que les deux critères aboutissent au même résultât qui consiste à ne retenue

qu’un seul composante qui correspond au premier axe puisque lui seul présente presque

la totalité de l’information, à noter que, selon le critère PCV, si la variance expliquée par

le premier axe est faible, on aurait éventuellement pu prendre le deuxième et le troisième

axe si ces derniers présentent une variance de tel sorte que les trois axes dépassent les

90%.

En regardant la corrélation des variables avec les composantes principales pour déterminer

la signification concrète de la composante retenue, donnée par la figure (4.5), on voie sur

le cercle de corrélation entre les deux premières composantes principales et les trois va-

riables que la première composante traduite la majorité d’information, puisque presque

toutes les variables sont fortement corrélé avec cette dernière et loin de l’origine donc on

peut dire que la composante (t1) explique au mieux la variabilité des données originale,

alors on déduit que la validité de ce choix est vérifie.
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Figure 4.4 – Graphique de valeurs propres

4.5 Interprétation des axes

L’analyse est réalisée à l’aide des individus et variables contribuant le plus à l’axe. En

effet si une variables a une forte contribution positive à l’axe, les individus ayant une forte

contribution positive à l’axe sont caractérisés par une valeur élevée de la variable.

4.5.1 Étude des variables

Les variables associées aux axes factoriels représentes les combinaison linéaires des

variables initiales, les coefficients de ces relations permet de calculer les coordonnées des

individus dans le repère factoriel, de juger de leur proximité dans les différents plans et

permet aussi de calculer les corrélations entre les variables originelles et les facteurs. Ses

corrélations sont présentés dans le tableau suivant :
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Table 4.9 – Corrélation variables-facteurs

Le facteur 1 est corrélé positivement au niveau 1, niveau 2, niveau 3. On peut aussi

interpréter à partir des contributions des variables pour chaque axe retenu en regardant

quels sont les variables qui participent le plus à la formation de l’axe (ce sont celles qui ont

une grande coordonnée en valeur absolue). En pratique, on retient pour l’interprétation des

variables dont la contribution est supérieur à la contribution moyenne. Le tableau suivant

obtenu par Tanagra présente les coordonnées factorielles des variables. Les variables qui

ont plus contribué à la formation de l’axe 1 sont : niveau 1, niveau 2, niveau 3.

Table 4.10 – Les cordonnées factorielles des variables

Ces résultats peuvent être visualiser graphiquement par la figure (4.5) obtenu par

SPSS.
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Figure 4.5 – Projection des variables sur le plan factoriel (1-2)

Les 3 variables sont très proches au premier axe factoriel (corrélation significative),

donc elles sont bien représentées sur cet axe et les projection des individus est fidèle à la

réalité.

4.5.2 Étude des individus

Puisque l’ACP est réalisée sur un tableau comportant 351 individu, dans ce cas on ne

pourra pas interpréter les positions relatives de tous les individus car le nuage est tellement

danse que l’on n’y verra pas grand-chose. Toutefois, si un individu est atypique il va sortir

du nuage alors on pourra l’identifié pour éventuellement le supprimer et effectuer un

nouveau passage sans cet individu. la projection des individus sur le plan factoriel axe1-

axe 2 permet d’extraire la figure (4.6).
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Figure 4.6 – Projection des individus sur les axes factoriels 1-2

Nous remarquons, dans la figure ci-dessus puisque le premier axe a un poids (valeur

propre) égale à 2,99 et que le deuxième axe est pratiquement nulle, donc les données sont

pratiquement alignées et les 3 variables qui décrivent le système sont nettement corrélées.

Cela dit, les niveaux dans les 3 bacs varient dans le même sens simultanément, ce qui

traduit la dynamique du système. Pour étudier la ressemblance entre individus, on prend

par exemple le cas de la première observation et la dernière, et le cas des 5 dernières

observations. On remarque dans le cas 1 que les deux points sont opposés, c’est à dire que

les 3 niveaux de l’observation 1 sont opposés aux niveaux de l’observation 351, cela est

vrai puisque l’observation 1 correspond aux mesures des niveaux à l’instant t=0 (vides)

et l’observation 351 correspond aux mesures des niveaux en régime permanent.

de même pour le cas 2, on trouve que les 5 observations sont toutes presque dans la

même position , cela correspond au régime permanent c’est à dire les même niveaux dans

chaque bac pour les 5 observations.

Donc, on constate que la qualité de représentation des individus sur l’axe 1 est assez

bonne, cette qualité est approuvée par le calcul du cos2 entre les différentes variables et

l’axe 1 représenté par la figure (4.7) suivante :
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Figure 4.7 – mesures des qualités de représentation des variables sur les axes factoriels

Alors les approximations sont assez bien respecté. Quant au 5 premier points seront

exclus du nuage et considéré comme étant des résiduels puisque elles contribues à la

formation des axes 2, 3, supposé éliminé.

Figure 4.8 – Contribution des variables à l’axe 2
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Figure 4.9 – Contribution des variables à l’axe 3

4.6 Modélisation par l’ACP

Après avoir définir les paramètres et la structure, le modèle ACP est obtenu à partir

du premier vecteur propre par l’équation (3.6) , qui permet de définir à la fois la projection

permettant de réduire les données et la projection inverse pour l’estimation des données

originelles. Les données réduites sont représentées par le premier vecteur du tableau (4.8)

et l’approximation de la matrice des données par l’ACP se résume simplement à estimer

les variables initiales par l’équation (3.5).

Le tableau (4.11) représente ces estimations calculées par MATLAB.
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Table 4.11 – Données reconstruites

La perte d’information induite par la réduction de dimension de la représentation de

données est mesurée par l’écart entre ses représentation exacte et celles approchée (3.6)

qui est représenté par la figure (4.10).
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Figure 4.10 – L’évolution des erreurs d’estimations des mesures sans défauts

On remarque que l’écart est de faible valeur, ce qui implique que les estimations des

mesures donné par le modèle ACP sont assez correcte en utilisant une seule composante,

donc le modèle ACP est optimale.

4.7 Détection et localisation

Pour illustrer ce qui a été dit jusqu’à présent sur la détection et la localisation de

défaut par l’analyse en composantes principales linéaire, nous allons introduire 3 défauts

dans le système en créant 3 perturbations (fuites) sur les différents bacs, le premier défaut

(F1) est simulé aux données et précisément à la variable X1 (t) entre l’instant 50 et 150,

le deuxième (F2) affecte X2 (t) entre intervalle [75-175], quant à la troisième (F3) qui

affecte X3 (t) est prise entre [150-250], afin d’observer l’impacte de défauts sur les résidus.

Chaque défaut est étudié indépendamment des autres.

L’évolution des variables en absence et avec présence de défauts représenté par les

figures (4.11), (4.12), (4.13).
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Figure 4.11 – L’évolution des mesures affectés par F1

Figure 4.12 – L’évolution des mesures affectés par F2
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Figure 4.13 – L’évolution des mesures affectés par F3

L’effet de propagation des défauts sur les résidus est illustrer par les figures (4.12),

(4.13), (4.14).

Table 4.12 – L’effet de F1 sur les résidus
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Table 4.13 – L’effet de F2 sur les résidus

Table 4.14 – L’effet de F3 sur les résidus

On remarque qu’il y a une augmentation dans les quantité résiduel qui traduit un

changement dans les corrélations des variables.

Pour détecter les défauts par l’ACP, nous calculons l’indice de détection de défauts

SPE (3.22) pour différent cas sur les différents instantes de la plage de fonctionnement.

La présence de défaut sera révéler par le dépassement du seuil calculer par les équations

(3.24),(3.25),(3.26).

La figure (4.14) représente l’évolution de cet indice en absence de défaut, les figures

(4.15), (4.16), (4.17) représente respectivement l’évolution de SPE en présence de défauts

sur X1, X2, X3.
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Figure 4.14 – L’évolution de SPE en absence de défaut

Figure 4.15 – L’évolution de SPE en présence de F1



CHAPITRE 4. APPLICATION À UN SYSTÈME HYDRAULIQUE 94

Figure 4.16 – L’évolution de SPE en présence de F2

Figure 4.17 – L’évolution de SPE en présence de F3

On remarque des dépassements de seuil au moment d’introduction des défauts cela

traduit la présence des défauts.

Une fois le défaut est détecté, il reste à localiser les variables en défauts.En se basant

sur la méthode de localisation par le calcule de contribution à l’indice SPE.

La variable ayant la plus grande contribution est la variable en défaut. Les figures

suivantes représentent les contributions pour les différents défauts.
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Figure 4.18 – Contributions à l’indice SPE en présence de F1

Figure 4.19 – Contributions à l’indice SPE en présence de F2
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Figure 4.20 – Contributions à l’indice SPE en présence de F3

Les variables qui ont les contribution les plus grande correspond aux variables affecté

pour chaque défaut, sont :

F1 : X1.

F2 : X2.

F3 : X3.

4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode de l’ACP comme une technique

de détection et d’identification sur un système hydraulique à trois cuves en cascade, dans

laquelle nous avons simulé trois fuites d’amplitude constante. Dans notre étude nous avons

arrivé à réduire le modèle ACP obtenu à un seul axe factoriel avec une perte d’informations

minimal (0.031%) de l’information total qui nous a permet d’obtenir un modèle ACP

de dimension (3*3) que nous avons utilisé par la suite pour surveiller et localiser les

défauts présents dans le système dans le cas échéant. Afin de détecter les défauts, nous

avons utilisé la statistique SPE pour fixé un seuil de détection qui indique la présence

d’un défaut. Après la simulation des défauts, nous sommes arrivés à les détecter avec

une fausse alarme sur une période minime pour chaque défaut, issue de la modélisation.

Ensuite, nous avons localisé les défauts simulés en se basant sur le calcul de contribution

SPE dans l’instant précis où le défaut est apparu. Donc L’ACP est une méthode très

efficace pour le diagnostic des systèmes industriels.



Conclusion générale

Dans le domaine du diagnostic, les méthodes basées sur le concept de redondance de

l’information pour les processus où il est difficile voire même impossible de leur établir un

modèle mathématique complet on été développées afin d’identifier les états de fonctionne-

ment d’un processus. Puisque les états de défaillance sont liés directement aux variables,

alors l’analyse des mesures de variables qui permet d’identifier les causes correspondantes

parfaitement au but du diagnostic qui se résume à constater l’apparition de défauts puis

d’en trouver les causes. Dans ce contexte, les méthodes basées sur l’analyse en composantes

principales (ACP) sont très intéressante pour la mise en évidence des corrélations linéaires

significative entre les variables du processus pour autant formuler de façon explicite un

modèle d’Entrées /Sorties du système.

En premier lieu, nous avons présenté le principe fondamental de l’analyse en com-

posantes principales. Cette dernière est utilisée comme une technique de modélisation

des relations entre les différentes variables du processus. Ainsi, les paramètres du modèle

représentent les vecteurs propres de la matrice de corrélation ou de covariance des données

prises lors d’un fonctionnement normal du processus. Cependant, pour la détermination

de la structure du modèle, il faut déterminer le nombre des composantes à retenir (nombre

de vecteurs propres). Pour cette raison, plusieurs critères de choix du nombre optimal des

CPs ont été présentés.

Une fois le modèle est identifié, la procédure de détection et de localisation des défauts

peut être effectuée par génération des indicateurs de défauts (résidus) en comparant le

comportement observé du processus donné par les variables mesurées et le comportement

sensé donné par le modèle ACP. La plupart des méthodes de détection à base de l’ACP

utilisent généralement la statistique SPE (erreur quadratique) et la statistique T2 de

Hotteling pour la détection des défauts. Cependant, la SPE est un teste qui cumule

les erreurs de modélisation présentés sur chaque résidu et la statistique de T2 n’est pas

vraiment efficace vue que les conditions de cette statistique sont rarement vérifiées car elle

est calculée à partir des premières composantes principales qui ne représentent en aucun

cas des résidus et donc ne représente pas un indice de détection. Concernant le problème

de localisation de la (ou les) variable en défauts, une approche est largement utilisée en

analyse en composantes principales, consiste à calculer les contributions individuelles des

variables à l’indice de détection (T2 ou SPE). La variable ayant la plus forte contribution

97
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est la variable incriminée.

Dans le dernier chapitre, nous avons présenté l’application de l’ACP linéaire à la

modélisation, détection et à la localisation des défauts d’un système à 3 cuves, et on a

obtenue des résultats fiable après l’implémentation du modèle ACP sur ordinateur en uti-

lisant les logiciels ( SPSS, Tanagra, MATLAB ). Après comparaison des résultats obtenues

par les 3 programmes utilisés, on constate que, avec un nombre réduit de variables on a pu

modéliser le système avec une perte d’information minime, on a arrivé à détecter et à loca-

liser les différentes variables incriminées qui affectent le fonctionnement du système avec

une précision acceptable sans formuler implicitement le modèle d’Entrées/Sorties. Donc

on conclue que l’ACP est une méthode prometteuse pour le diagnostic des systèmes in-

dustriels. Ainsi nous pouvons envisager, par rapport aux résultats obtenus dans ce travail,

les perspectives suivantes :

— L’une des perspectives immédiate de notre travail est d’étendre cette nouvelle for-

mulation pour les systèmes non linéaires. Dans ce travail, nous avons considéré

que la structure des modèles des deux sous-systèmes est linéaire. Et par la suite, il

serait intéressant de considérer des modèles avec une structure non linéaire.

— La prise en compte des erreurs de modélisation et des bruits de mesures : Dans

notre étude, nous n’avons pas considéré les problèmes tels que les incertitudes et le

bruit. Ces problèmes sont très importants dans la pratique et devront être étudiés

de façon précise.

— Une autre perspective aussi importante est, l’étude du cas des défauts multiples.

— Enfin, dans cette thèse nous n’avons considéré que le problème de détection et la

localisation de défauts provenant des trois cuves en cascade. Dans la continuité de

ce travail, nous pouvons envisager à détecter les défauts multiples et à les localiser
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de defaults par analyse en composantes principales.In 3émes journées doctorales /
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