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NOTATIONS

e (O: Un ouvert borné de R".
o (O La fermeture de Q).
o 00): La frontiere de Q).
o dx: La mesure de Lebesgue.
o ds: La mesure surfacique.
o |l La norme dans E.
e (,): Produit scalaire.
o <,>: Produit de dualité.
o —: Convergence forte.
°« —: Convergence faible.
o (wi: Un ouvert de R"”.
o wy: Un ouvert de R™.
o Xj = (xl,...,xn) € R".
o X5 = (xn+1,..., Xm) € R™,
e Supp: Support.
o Vx,: Voisinage de Xp.
o ¢: Une fonction test.
. g—; : La dérivée partielle de u dans la direction x;.
o CHO): Espace des fonctions k— fois continiment différentiables dans Q).
o 1 Vecteur extérieur unité de ().
e H: Un espace de Hilbert.
o Au=Y1, g%_ : Laplacien de u.
o Vu= ( gilz ) Gradient de u.
2
° VXlu = (axlu...axmu)T.
o Vxu = (9x,, ,u...0x,u)".
e D(O): Espace des fonctions différentiables et & support compact dans Q).
e D'(O): Espace des distributions dans Q.
o T: Une distrubution.
o E: Dual topologique de E.
o A: Matrice.
o f: Le temps.
o pp: Presque partout.
e FV: Une formulation variationnelle.
e EDP: Equation aux dérivées partielles.



INTRODUCTION GENERALE

LEs équations aux dérivées partielles (EDP) sont omniprésentes dans les
sciences puisqu’elles apparaissent aussi bien en dynamique des struc-
tures ou en mécanique des fluides que dans les théories de la gravitation,
de l'électromagnétisme (équations de Maxwell), ou des mathématiques finan-
cieres (équation de Black-Scholes). Elles sont primordiales dans des domaines
tels que la simulation aéronautique, la synthese d’images, ou la prévision mé-
téorologique. Enfin, les équations les plus importantes de la relativité générale
et de la mécanique quantique sont également des EDP.

On peut affirmer alors que les équations aux dérivées partielles sont un
outil essentiel de modélisation. Leur étude occupe les mathématiciens depuis
le 18eme siecle, avec les travaux d’Euler, de d’Alembert, de Lagrange et de
Laplace etc...

La recherche dans ce domaine s’intéresse d'une part aux propriétés qualita-
tives des modeles, telles qu’a I’existence et I'unicité de la solution, sa régularité
et sa stabilité et d’autre part, a la détermination de solutions approchées obte-
nues par résolution de modeles plus simples. Par exemple, pour un probléme
non linéaire, on peut approcher sa solution par celle d"un probleme linéaire ou
non linéaire mais plus simple.

La motivation de ce travail remonte a 1’équation de Poisson (ainsi nommée
en ’honneur du mathématicien et physicien frangais Siméon Denis Poisson)
qui est une équation aux dérivées partielles elliptique du second ordre.

FIGURE 1 — Siméon Denis Poisson
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Cette équation est importante en pratique :
- En électrostatique, Le potentiel électrique V associé a une distribution
connue de charges p est donné par la relation suivante :

AV =-F,
&

Ou ¢ représente la permittivité diélectrique, qui décrit la réponse d'un milieu
donné a un champ électrique appliqué.

FIGURE 2 — Potentiel électrique

-En gravitation universelle, le potentiel gravitationnel ® est relié a la masse
volumique p par la relation :

A ® =4 Gp.

Avec G représente le tenseur d’Einstein.

FIGURE 3 — Gravitation universselle

-En mécanique des fluides, pour des écoulements incompressibles, la pres-
sion est reliée au champ de vitesse u par une équation de Poisson. Par
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exemple, en 2D, en notant les composantes du champ de vitesse u = (1L, uy),
la relation s’écrit :

1

d d
Ap_p[(aux 0 Uy d Uy Uy

E)x)z dy dx (ay)Z]'

Ou : p représente la densité du fluide.

F1IGURE 4 — Ecoulement incompressible

-En thermodynamique : Le transfert d’énergie entre objets en contact phy-
sique qui dépend pas du temps (conduction thermique ou diffusion ther-
mique) peut étre traduit par 1'équation de Poisson, qui prend la forme sui-
vante :

DAT=P.

Avec : D c’est Le coefficient de diffusivité thermique et P représente 1'échauf-
fement provenant de sources de chaleur.

chaud froid

- — :—barre

transfert therr'f"lique métallique
par conduction

F1GURE 5 — Diffusion thermique

Notre travail consiste a étudier un probleme du type elliptique perturbé
avec un petit parametre e. L'étude des probléemes de perturbations occupe une
place importante parmi les problémes mathématiques étudiés de nos jours et
dans le passé. En effet, ce type du problemes se présente souvent dans la na-
ture, ils sont caractérisés par la présence d'un petit parametre qui lorsqu’il
tend vers zéro, donne lieu généralement a un phénoméne physique appelé



Introduction générale

"couche limite". Dans les études théoriques, ces problémes apparaissent de
deux fagons différentes : soit physiquement, le petit paramétre étant une don-
née du probleme, par exemple un coefficient de diffusion, ou un coefficient de
viscosité,etc.... Soit inversement, perturbations singuliéres peuvent apparaitre
indirectement comme un outil de démonstration; ce sont les méthodes dites
de "régularisation" ou de "viscosité artificielle" qui consistent a renforcer la
régularité de I'équation en ajoutant un terme plus régulier affecté d'un petit
coefficient.

Le travail présenté dans ce mémoire s’articule de la maniére suivante :

Le premier chapitre est consacré aux rappels mathématiques comprenant
I'ensemble des outils qui sont a la base de notre étude, notamment les espaces
LP, les distributions et les espaces de sobolev.

Dans le deuxieme chapitre, nous commengons d’abord a donner un résumé
des résultats principaux qui traitent l’existence, 1'unicité et la régularité des so-
lutions des problemes elliptiques linéaires. Par la suite, nous nous intéressons
aux perturbations singulieres anisotropes pour des problemes aux limites el-
liptiques. Nous allons étudier le comportement asymptotique des solutions
lorsque ¢ tend vers 0.



1.1

1.2

1.2.1

Définition 1.1

Définition 1.2

Définition 1.3

RAPPELS MATHEMATIQUES

INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est de rappeler les principaux outils mathématiques
utilisés dans ce travail. Dans cette partie, nous allons présenter quelques no-
tions d’analyse fonctionnelle qui sont des ingrédients essentiels a 1’étude des
équations aux dérivées partielles, notamment les espaces L?((2), les espaces
de Sobolev et les distributions. Le contenu de ce chapitre est une synthése des
résultats présentés dans les références pionnieres.[Brézis [1994]], [Evans [2010],
[Lacroix-Sonrier [1998], [Wloka [1987]], [Chipot [2009]], [Matos [2014]].

LES ESPACES L?

Dans toute la suite () désigne un ouvert borné de R" muni de la mesure
de Lebesgue dx.
Définitions et propriétés élémentaires

"Fonction mesurable”
Une fonction f : Q) — R est dite mesurable, si pour tout a € R, I'ensemble E, défini
par :

E,={xeQ/f(x) >a},

est mesurable au sens de Lebesgue.

"Fonction intégrable”
On dit qu’une fonction f : ) — R est intégrable au sens de Lebesgue, si

dx < oo.

L 1F)ldx < o0

"L'espace L' (Q)”

On appelle espace de Lebegue L' (Q)), I'espace des fonctions intégrables sur Q) a valeurs

dans R, défini par :

LY Q) = {f:Q — R, integrable} .

On note :

1Al = /Q|f(x)\dx.
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Définition 1.4 "L’espace LV (Q))”
Soitp € [1,+o0[. On appelle espace de Lebesque, I'ensemble défini par :

LF(O) = {f : Q — R, mesurable/ | f |Pe Ll(Q)},
et on note :

1/p

| Al = | [ 1 £17 dx
0

Pour p = 400, 0na

L*(Q) = {f : Q — R, mesurable et 3 une constante C telle que | f(x) |< C p.p sur Q}

et on note :
| fllo=inf{C, f(x) < C p.psur Q}.

Nous définissons maintenant, les espaces de Hilbert qui apparaissent fré-
quemment en mathématiques et en physique, en tant qu’espaces fonctionnels
de dimension infinie. Ces espaces sont indispensables dans la théorie des équa-
tions aux dérivées partielles.

Définition 1.5  Un espace de Hibert est un espace vectoriel H muni d'un produit scalaire (u,v) et qui
est complet pour la norme (u,u)!/2.

Exemple 1.1 1. Espace de fonctions de carré intégrable L2(Q) est un espace de Hilbert pour le
produit scalaire

(fg) = / F(x).g(x) dx,
0

et la norme associée est donnée par :

1/2

I Fllizoy = | [ 1 £ P ax
Q

2. Les espaces de Sobolev sont également des espaces de Hilbert.( Nous allons parler
sur ce type d’espaces dans la 3éme section).

1.2.2 Inégalités importantes

Dans cette partie, nous allons présenter quelques inégalités utilisées fré-
quemment dans ce mémoire, particulierement dans 1'étude des estimations a
priori.

Proposition 1.1 "Inégalité de Young”

Soient a;b € R et p;q € |1, +oo] tels que % + % = 1. Alors :



Proposition 1.2

1.2.3

Définition 1.6

Définition 1.7

Théoréme 1.1

Théoréme 1.2
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"Inégalité de Cauchy Schwarz ”
soient f,g € L2(Q), alors f.g € L1(Q) et

[ 18 1dx < f o 11 e
[0}

Les convergences dans L7 ((2)

Nous définissons quelques convergences dans 'espace L?({2) qui jouent
un role fondamental dans notre étude.

"Convergence forte”
Soient (fy),cn une suite dans LP(Q) et f € LP(Q). On dira que la suite (f)
converge fortement vers f dans LP(Q2) si

im || fu = f [[Lr@=0,

n—-+4o0
et on note
fu — f dans LY (Q).

"Convergence faible”
Soient (fy)nen une suite dans LP(Q) et f € LP(Q). On dira que la suite (fy)
converge faiblement vers f dans LV (Q2) si
< fup>—=<f, o> Voe (L) avec (LP) dual topologique de (LP)
On note alors
fu — f dans LY ().

" Convergence dominée de Lebesgue” : [Brézis [1994]]
Soient (fy), e Une suite de fonction a valeurs réelles dans LY (Q) et f une fonction
dans L (Q), tel que pour tout n

fo = f p-p-

Supposons qu'il existe une fonction ¢ dans LP(Q) a valeurs réelles , positives telle que

| ful<gpp

Alors, on a
fu — f dans LY (Q).

C’est a dire :
[ 1 fa=fIPdx=o0.
0
"Théoreme réciproque de la convergence dominée de Lebesgue” : [Brézis [1994]]
Soient (fu),cpn une suite de LV (Q2) et f € LP(Q), tels que :
| fo = f llLp()— 0
Alors, il existe une sous suite extraite (fy, ) et une fonction h dans LP ((2), tel que :

fn, (x) = f(x) p.p. dans Q

et
fu, (x) |< h(x),p.p.dans QVk € N
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Théoréme 1.3 “Théoréme de Fubuni” [Brézis [1994]]
Soient w; C R", wy C R™ des ouverts et soit f : w1 X wy — R une fonction
mesurable. Supposons que f € L' (wy X wy). Alors, pour presque tout X; € wq

f(Xl,.) € Ll(wz) et f(Xl,Xz)dXZ € Ll(CU1).

Wy

De méme, pour presque tout X, € wo

£ Xa) € Lwyy et / F(X1, X2)dX1 € L' ().

w1

De plus, on a

/ X, f(Xl,Xz)dXZ:/ dXz/ f(Xl,Xz)dxlz// F(X1, X2)dX1d X
w1 w2 wa w1 w1 X Wy

1.3 THEORIE DES DISTRIBUTIONS

La théorie des distributions a été introduite par Laurent Schwartz en 1945,
posant les idées qui étaient déja en germe chez Sobolev dans les années 30.

La représentation des phénoménes physiques étendus dans l’espace par
des fonctions de plusieurs variables et l’expression des lois physiques en
termes d’équations aux dérivées partielles ont été un grand progres dans
I'étude de ces phénomenes. Toutefois, cette représentation par une fonction
assignant une valeur en chaque point pose au moins deux problemes d’ordre
physique :

1. Le premier est que les quantités physiques en un point n’ont pas de sens.
Par exemple, la température est une conséquence du mouvement des
molécules et parler de température en un point précis ne signifié donc
rien.

2. Le second est qu'une valeur ponctuelle pour une quantité physique est
impossible a mesurer avec un appareil de mesure.

L'un des buts de cette théorie est d’apporter un sens a des objets abstraits
comme l'impulsion de Dirac, mais aussi de pouvoir dériver les fonctions qui ne
sont pas dérivables au sens classique. Nous verrons comment cela peut nous
aider a résoudre des problémes des E D P qui n’ont pas a priori des solutions
classiques. Notons que les définitions et les résultats donnés dans cette section
se trouvent dans les références suivantes ([Lacroix-Sonrier [1998], [Boumaza

[2015]]).

1.3.1 Espaces des fonctions test

Définition 1.8 Soit ¢ une fonction définie sur () a valeurs complexes. On appelle support de ¢, noté
supp¢, l'adhérence de I'ensemble des points en lesquels la fonction ne s’annule pas, ie.

suppp = {x € Ql¢(x) # 0}.

Proposition 1.3  Les assertions suivantes sont équivalentes :



Définition 1.9

Définition 1.10

1.3.2

Définition 1.11

Définition 1.12

Remarque 1.1
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1. suppp = {x € Q[p(x) # 0}.
2. (suppg)© c’est le plus grand ouvert, oit la fonction ¢ est nulle.

3. xo & supp¢, si et seulement si, il existe un voisinage de xq, noté Vy,, tel que :

Vx € Vi, ¢(x) =0

Une fonction a support compact est une fonction indéfiniment différentiable, dont le
support est compact. On note l'ensemble de ces fonctions par CZ°.

Soit QY un ouvert non vide de R". On appelle espace des fonctions test, I"ensemble
D(Q) défini par :

DQ) ={f:Q—R" /f € C*}.

Distributions

On appelle distribution sur Q) une forme linéaire continue sur D(Q)), i.e. Une appli-
cation

T:D(Q) —C
¢ —T(p)=<T,¢>,

vérifiant :
1. <TAMp+P>=A<T,¢>+<T,P> Vel
2. pour toute suite (¢, ),en d’éléments de D(Q)) qui converge vers ¢,

lim <T,pp>=<T,¢>.

n—r—+00

On note D’(Q)) I'ensemble des distributions.

Dérivation d’une distribution

Dans ce paragraphe, nous allons voir qu’il est possible de donner un sens
a la dérivée d’une fonction qui n’est pas dérivable au sens classique. L'un des
concepts les plus étonnants de la théorie des distributions, que I'on peut déri-
ver a importe quel ordre une distribution quelconque et que cette dérivation est
une opération continue. La situation est donc totalement différente du cadre
des fonctions dérivables classiques. Il faut se dire que si une fonction classique
n’est pas dérivable, cela signifié simplement que sa dérivée est une distribution
qui n’est pas une fonction.

Soit T un élément de D'(Q)) pour tout multi-indice « € IN™, on appelle ordre de w et
on note || Uentier |a| = Y_I' | a;. La dérivée d’ordre |a| de T est I'application suivante
notée D*T :

D*T:D(Q) — R,u — D*T(u) = (-1 < T,D*u > .
Si une fonction de R" dans R et x € u" on note D* la dérivée d’ordre a de u

olaly

Du=——.
14
oxy'...0xy"
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Proposition 1.4

Théoreme 1.4
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On dit qu’une suite (T, ),>o de distribution sur Q) converge vers T € D'(Q)), si pour
toute fonction ¢ € D(Q)), ona :
ngrfw < Ty ¢p>=<T,>.

Soit (Ty,)n>0 une suite dans D' (Q) qui converge vers T € D'(Q). Alors, pour tout
x € N, (D*T,) >0 converge vers D*T dans D' (Q).

[Lesfari [2012]]
Soit (f,) une suite de fonctions de carré intégrable sur Q). Si (f,,) converge vers f dans
L%(Q) alors (f,) converge au sens de distribution vers f.

Preuve 1.1 L'inégalité de Cauchy Shwartz montre que, pour toute fonction test ¢ € D'(Q), ona :

Théoreme 1.5

1.4

| <Tfu¢>—-<Tf¢>]|< /Q [fu(x) = FOll@()[dx[] < (¢ ll2ll f = full2-

Comme f, converge vers f dans L?(Q), alors pour n tend vers l'infini, le second
membre converge vers 0 . D’oit la convergence de ( f,,) vers (f) au sens de distribution.

[Lesfari [2012]]
D'(Q)) dense dans L*(Q). i.e, pour tout élément f € L*(Q)), il existe une suite f, de
D’(Q) converge vers f.

ESPACE DE SOBOLEV

Les espaces de Sobolev sont un outil omniprésent dans I'étude des équa-
tions aux dérivées partielles elliptiques, paraboliques et hyperboliques. Leur
compréhension est donc une étape nécessaire avant d’aborder 1’équation en
question. Considérons I'équation aux dérivées partielles suivantes, définie sur
un ouvert (2 de R"

(Vu(x) +c(x) u(x) = f(x);x € Q)
u(x) =0 ;X €002,

ol c € L®(0), f € L?(N) sont deux fonctions données, et u est une fonction
inconnue.

Résoudre ce probléme, revient a déterminer une fonction u € C2(Q) solu-
tion de (1.1). Il est souvent difficile dans la théorie des équations aux dérivées
partielles de prouver qu'il existe effectivement une telle solution.

L’idée des espaces de Sobolev est d'introduire les espaces de fonction u tels
que u € L2(Q) et Vu € [L2(Q)]", qui est un espace de Hilbert, et de chercher
non les solutions au probléme initial, mais les fonctions u qui vérifient I'identité
suivante :

/Vu(x).Vl/(x) dx + /c(x) u(x)v(x) dx = /f(x) v(x) dx,Vv € D(Q).
fo) o) 0

De telles fonctions sont appelées solutions faibles de 1’équation aux déri-
vées partielles. L'intérét est que cette fois ci, on dispose de toute 'artillerie des
espaces de Hilbert (théoreme de Lax-Milgram...etc) pour prouver l'existence de
solutions faibles. On ne résout donc pas le probleme initial, mais une variante.

10



Définition 1.14

Proposition 1.5

Définition 1.15

Proposition 1.6

Lemme 1.1
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On peut dire alors que les espaces de Sobolev se sont imposés comme
I'outil moderne fournissant le cadre adéquat pour la recherche de solutions
d’équations aux dérivées partielles. Le contenu de cette section est une syn-
thése des résultats présentés dans les références suivantes ([Brézis [1994]],
[Evans [2010]], [Wloka [1987]], [Chipot [2009]] ).

"Espace WP (Q)”
Soient (2 un ouvert de R" et 1 < p < +o0. L'espace de Sobolev WP (QQ) est défini
par :

WL (Q) = {u eLr(Q), 2 elr(Q)Vi= 1,2,...,n},

oit a” désigne la dérivée partielle de u dans la direction x; au sens des distributions.
L’espace W1 P(Q) est muni de la norme suivante :

I8 o= (1 Wy + 11 e W)

Pour p = 400, 0na:

n du
It lmiey=l # g + 3 1

i=1

“lemon

L'espace WP (Q) est un espace :
1. De Banach pour 1 < p < +o0.
2. Séparable pour 1 < p < +-oco0.

Nous définissons maintenant 1’espace Wg’p (Q2) comme sous espace de
WLP(Q), qui tient une place importante dans 1'étude des équations aux dé-
rivées partielles.

"Espace Wg’p(_())”
On définit 'espace W&’p (Q) par I'adhérence de D(Q) dans Wi Pa(Q2), ie.
L -
W,”(Q) = D(Q).
L’espace W&’p(Q) est muni de la norme induite par W% (Q2).

. Le résultat suivant fournit une caractérisation essentielle des fonctions de
P

W," ().

Soit u € WLP(Q). Alors, u € W&’p(ﬂ) si et seulement si u = 0 sur (2.

Soit (uy,) une suite de WP (Q), telle que

u, — u dans LP(Q),

et
Vu, — Vudans (LF(Q))".
Alors,
uec W(Q),
et

[ttn — ullwrp () — 0
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Chapitre 1. Rappels mathématiques

Espace H' ()

Parmi les espaces de Sobolev W17 ((2) les plus utilisés dans notre travail,
I’espace noté par H!((2), défini pour p = 2, ie.

W2 (Q) = HY(Q).

On définit I'espace H'(QQ) par I'ensemble des fonctions de L*((2), dont les dérivées
partielles au sens de distribution sont dans L*(Q2), ie.

HY(NQ) = {u c L*(N), g;f cl*(Q),Vi= 1,2,...,n}.

Autrement dit, une fonction u € L?(Q) est dans H'(Q), s'il existe
01, ..., 0n € L2(Q) tel que :

{/ gq)dx— /viqodx,VgoeD(Q),Vi1,2,...,11},
Q

[0}

avec vi:%.
1

L'espace H'(Q) muni de produit scalaire

N /ou dv
(u, U) 1 = M v 2 + (/ ) 7
H L 1221 axi axl' LZ(Q)

est un espace de Hilbert, c’est a dire un espace vectoriel complet pour la norme

suivante :
1/2
L2(0)>

On définit I'espace H}(Q) par I'adhérence de D(Q) dans H'(Q2), ie

N
[l = (IIulliz +)

i=1

axl

Hy(Q2) = D(Q2).
L'espace H}(Q2) est un espace de Hilbert.

"Espace H-'(Q)”
L'espace dual de H}(Q2) est noté par H-1(Q) , i.e
H(Q) = (Hy(Q)),

et la norme dual est donnée par :

| <u,v>|
[ llgroy=  sup Tl

veHy ()\{0} H
De plus, I'injection de L?(Q2) dans H~!(2) est continue, i.e
| u g <Il w20

Formule d’intégration par partie [Evans [2010]]
Siu,v € CY(Q), alors

Q axi

aui(x)‘v(x)dx - _ /Qu(x)g;(x)dx+/anu(x).v(x)17i(x)ds pour (i=1,...,n).

12
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Définition 1.20

Chapitre 1. Rappels mathématiques

"Formule de Green” [Evans [2010]]
Soit u,v € C*(Q)). Alors

Jo Vo(x).Vu(x)dx = — [ u(x)do(x) + [, 2545 ds.

Avec 1 représente la normale extérieure au bord de () .

" Inégalité de Poincaré” [Dautray et Lions [1999]]
Soit (2 un ouvert borné de R". Alors, il existe une constante positive Cq, telle que :
pour tout u € H}(Q), ona :

| 4 2y < Ca |l Vu iz -

Soit 2 un ouvert borné. Alors, pour tout élément u € H}(Q), les deux normes
|| u HH(%(Q) et || Vu ||12(qy) sont équivalentes.

[Wioka [1987]]
Soit (2 un ouvert borné régulier de R". Alors

H}(Q) — L[*Q).

Compact

C'est a dire : pour toute suite convergente faiblement dans H'(Q2), on peut extraire
une sous-suite qui converge fortement dans L>(Q2).

Théoréme de Lax- Milgram

Le théoreme de Lax-Milgram est un outil simple et efficace pour la réso-
lution d’équations aux dérivées partielles linéaires elliptiques. Dans toute la
suite H désigne un espace de Hilbert [Brézis [1994]].

Soit H un espace Hilbert . On appelle forme bilinéaire sur H toute application

a:Hx H—R
(u,v) — a(u,v)

telle que pour tous uq, up et v appartenant a H, pour tout réel A nous ayons
a(Auy + up,v) = Aa(uq,v) + a(uy, v)
et pour tous u, vy et vy appartenant a H, pour tout réel A nous ayons
a(u, Aoy +v2) = Aa(u,vq) + a(u,vy).
On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v) : H x H — R est
i) Continue : s'il existe une constante C, telle que :
la(u,v)| < Clullv], Vu,v € H.
ii) Coercive : s'il existe une constante « > 0, telle que :

a(v,v) > alvl?, Vv € H.

13



Corollaire 1.1

Chapitre 1. Rappels mathématiques

( Lax-Milgram)
Soit a(u,v) une forme bilinéaire, continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H' il existe

u € H unique tel que :
a(u,v) =< ¢,v >, Yv € H.

De plus, si a est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété suivante :

ueH et 1a(u,u)— < ¢,u >= Min {1a(v,v)— <¢,v >}. (1.1)
2 veH | 2

14



2.1

2.2

Définition 2.1

Remarque 2.1

Définition 2.2

Définition 2.3

PERTURBATION ANISOTROPE DES
PROBLEMES ELLIPTIQUES LINEAIRES

INTRODUCTION

Dans la premiere section, nous allons donner quelques définitions et
propriétés élémentaires concernant les équations aux dérivées partielles. La
deuxieme section a pour objet de présenter les résultats principaux qui traitent
'existence et 1'unicité de la solution pour les problemes elliptiques linéaires.
Nous allons considérer dans la 3éme section un probleme perturbé, ot nous
étudions le comportement asymptotique des solutions lorsque certains coeffi-
cients tendent vers zéro.

GENERALITES SUR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Beaucoup de phénomenes naturels sont modélisés par des équations aux
dérivées partielles. Nous pouvons citer par exemple les prévisions météorolo-
giques ( ol interviennent un grand nombre de parametres), les secousses sis-
miques, les mouvements des océans, des disciplines scientifiques telles I'écono-
mie, la finance, les sciences médicales. Pour plus de détails, nous renvoyons le
lecteur aux références suivantes : [David et Gosselet [2012]], [Munnier [2018]],
[Allaire [2016]], [Bezard [1996]], [Rondepierre et Rouchon [2012]].

Une équation aux dérivées partielles d’ordre n (n entier positif) est une équation de la
forme,

ou du du  Pu  Iu
"0x1  dx2 0x?  9x10xy  OX]

) =0. (2.1)

F(x1,X2, .. X, U

C’est une expression qui met en relation la fonction inconnue u de la variable spatiale
x € R" et ses dérivées d'ordre < n.

L'ordre d’une équation aux dérivées partielles est I'ordre de la dérivée partielle d’ordre
le plus élevé intervenant dans I'équation.

Soit Q) un ouvert de R"™. Une solution u = u(x) sur ) est dite solution classique (ou
au sens fort) de 'EDP (2.1), si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Les dérivées partielles existent jusqu’a I'ordre n.

F) P P "
2. F(x1,%2, ..., X, U, ﬁ ﬁ'"ﬁ% axlauxz"'axg) =0,VxeR"

Un probleme est dit bien posé pour une EDP, si :

1. Le probleme posseéde une solution,

15
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2. La solution est unique,

3. La solution dépend continiiment des données.
L’EDP (2.1) est dite linéaire, si elle s’écrit sous la forme :

L(u) = f

ot L : désigne I'opérateur aux dérivées partielles et f : une fonction donnée.

Autrement dit : Une EDP est linéaire, si sa dépendance par rapport a la fonction
inconnue et ses dérivées partielles est linéaire.

Comme exemple, on peut prendre I'équation de Laplace définie par :

?u  d%u
w2 a0 (2.2)
Ona:
9?2 92
Llau+b0) = Ss(on-+bo) = S(au-+bo); Va,be R
0*(au)  0(bv) 92 2
= (Ge T ) (372(”“) + aT/Z(bU))’ Va,b € R
?u  d%u P 9o
- (aaTCz - “W) + (bﬁ - ba?)’ Va,b € R

=alL(u)+bL(v); Va,beR.

Donc I'équation (2.2) est linéaire.

Equation aux dérivées partielles du second ordre

On appelle EDP linéaire d’ordre inférieure ou égale a 2 dans un domaine () € R" et
d’inconnu u : Q) — R, une équation du type

n Zu n u
L a0 5erd i) 5+ s(m(x) = ).

i,j=1

Par convention, on supposera que a;;(x) = a;i(x).
Avec A(x) = (ajj)1<ij<n la matrice n x n symétrique de coefficients devant les termes
d’ordre 2.

Classification des équations aux dérivées partielles dans IR"

Les équations aux dérivées partielles peuvent étre classées au sens phy-
sique en deux grandes classes :

-Les équations qui modélisent des problemes d’état d’équilibre ou station-
naire appartiennent a la classe dite des problemes elliptiques. L’ équations de
Laplace et celle de Poisson font partie de cette classe.

-La deuxiéme classe est celle des problémes d’évolution dite comprend les
équations dont les solutions dépendent du temps, c’est-a-dire les équations de
type parabolique et de type hyperbolique

16
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Equations aux dérivées partielles elliptiques

Définition 2.6 Une EDP linéaire du second ordre est dite elliptique en x € ), si la matrice A(x)
n’admet que des valeurs propres non nulles et qui sont toutes de méme signe.

Les équations de ce type interviennent tres souvent dans la modélisation
des phénomeénes stationnaires.

Exemple 2.2 On considere I'équation de Laplace suivante :

Au = 0. (2.3)

La matrice A(x) correspondante est :

10 . 0
01 . 0
Alt,x)=10 0 1 . 0
000 .. .0
000 . .01

Toutes les valeurs propres sont donc égales a 1. Alors, I’équation (2.3) est
elliptique.
Equations aux dérivées partielles paraboliques

Définition 2.7 Une EDP est dite parabolique en x € Q), si A(x) admet N — 1 valeurs propres non
nulles de méme signe est une valeur propre nulle.

Si EDP est parabolique sur tout le domaine d’étude (), elle modélise en
générale I'évolution transitoire des phénomenes irréversibles associés a des
diffusions.

Exemple 2.3 Soit I'équation de la chaleur définie par :

ou

g(t,x) — KAu(t,x) = f(t,x) pour t>0, xecR" (2.4)

La matrice A(t, x) est donnée par :

0 0 0
0 —-K . 0
ALx) =19 o _k .0
0 0 0 .0 —K

A(t,x) admet N — 1 valeurs propres non nulles de méme signe est une valeur propre
nulle. Donc, Iéquation (2.4) est parabolique.
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Equations aux dérivées partielles hyperboliques

Une EDP est dite hyperbolique en x € Q, si A(x) n’admet que des valeurs propres
non nulles et qui sont toutes de méme signe sauf une de signe opposé.

Les EDP hyperboliques modélisent des phénomeénes de propagation.

On considere I'équation des ondes, définie par :

9?2
ﬁ(t,x) — C*Au(t,x) = 0. (2.5)

Avec : A(t,x) =Y axgiif-x) est le Laplacien de u(t, x) par rapport a x.

La matrice A(x) vaut dans ce cas

1 0 .. 0

0o -C2 . ... 0
A(x) = |°

o . e

La matrice A(x) admet que des valeurs propres non nulles et qui sont toutes de méme
signe sauf une de signe opposé donc ( 2.5) est hyperbolique .

Problémes aux limites :

Un probleme aux limites est constitué d’une équation aux dérivées partielles dont on
recherche une solution prenant de plus des valeurs imposées en des limites du domaine
de résolution.

Une condition aux limites est une contrainte sur les valeurs que prennent les solutions
des équations aux dérivées partielles sur une frontiere.

On distingue trois types de conditions aux limites :

1 Condition de Dirichlet : est une condition ot on impose la valeur de
la fonction recherchée sur le bord d€). Le probleme du premier type
est un probléme ou tout le bord est soumis a des conditions de Dirichlet.

2 Condition de Neumann : est une condition ott on impose la valeur
de la dérivée normale de la fonction recherchée sur le bord dQ). Un
probléeme du deuxieme type est un probléme ot tout le bord est soumis
a des conditions de Neumann.

3 Condition de Fourier-Robin : est une condition o1 on impose une re-

lation entre la valeur de la dérivée normale de la fonction recherchée et
sa valeur sur le bord 0Q).
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THEORIE GENERALE SUR LES PROBLEMES ELLIPTIQUES LI-
NEAIRES

Dans cette section, nous nous intéressons a 1’étude d’"une équation aux dé-
rivées partielles du type elliptique. Nous allons montrer I'existence et 1'unicité
de la solution en utilisant le théoreme de Lax-Milgram.

L'équation type qui va nous intéresser est I’équation de Poisson dans un do-
maine () C R", soumise a des conditions aux limites du type Direchlet. Cette
équation intervient dans plusieurs domaines (voir l'introduction générale).

Citons par exemple le domaine de thermodynamique, ou I'équation de
Poisson intervient pour décrire la température a 1'équilibre dans un corps Q2.

Ce phénomene est modélisé par 1’équation suivante : -Au = f avec u = 0
sur dQ). Ici, u désigne la température, f les sources et u( les thermostats au
bord.

Position du probléme :

On considere 1’équation de Poisson suivante :

-Au=f dans Q,
{ u=0 sur 0Q. (2.6)

O, f est un second membre qui appartient a 'espace L?Q)).

La condition aux limites u = 0 imposée sur la frontiere de (), est dite
"condition de Direchlet homogene".

En général dans 1'étude des EDDP, il difficile de montrer 'existence et 1'uni-
cité des solutions classiques (fortes). C’est pour cette raison, nous utilisons une
approche tres importante dite : "Approche variationnelle".

Approche variationnelle :

L'intérét de cette approche est de pouvoir disposer de concepts et de pro-
priétés de I'analyse fonctionnelle, en particulier ceux des espaces de Hilbert et
de Sobolev.

La formulation variationnelle (FV) d"un probleme d’EDP, dite aussi formu-
lation faible, est une forme équivalente a ce probléme d’EDP sous sa forme
classique dite aussi formulation forte.

Le principe est de remplacer I'EDP par une formulation équivalente (FV)
obtenue en intégrant I’équation apreés I’avoir multiplier par une fonction test.

Plusieurs questions importantes se posent :

1. Dans quel espace fonctionnel les fonctions test v sont admissibles ?

2. Sous quelles conditions la FV posseéde-t-elle une solution unique ?

Une formulation variationnelle est la donnée :
1. D’un espace de Hilbert V,
2. D’une forme bilinéaire continue a,

3. D’une forme linéaire continue L,
et consiste a rechercher la solution u € V, telle que :

Vo eV, a(u,v) = L(v).
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Etape 1 : Formulation variationnelle
On multiplie I'équation (2.6) par une fonction test v et on integre par parties,
on obtient :

— / Au.vdx = / fodx. (2.7)
Q Q
En utilisant la formule de Green, on trouve :
/ VuVudx — / a—u vds = / fodx (2.8)
0 oy Jo ’ '

Comme u doit satisfaire la condition aux limites de Dirichlet, il est néces-
saire de choisir un espace de Hilbert V, tel que :

Yo e V, v =0 sur oQ).

Dans ce cas, 1’égalité (2,8) devient
/ Vu.Vodx = / fodx. (2.9)
Q Q

A partir de cette identité, on peut définir I’espace V, la forme bilinéaire a(u, v)
et la forme linéaire /(v).

Par hypothese, f € L2(Q)). Alors, pour que le terme de gauche de (2.9) ait
un sens il suffit que VuVo appartient a L?(Q)) (composante par composante),
et pour le terme & droite de (2.9) il faut choisir v dans L?(Q)) .

On peut choisir alors :
V = H}(Q).
L’étude du probléme (2.6) par I’approche variationnelle consiste & introduire

le probleme variationnel suivant :

Trouver u € HY(Q) tel que /Vu.Vvdx:/ fodx, Vv e H)(Q).
0 0

(2.10)
Etape 2 : Existence et unicité de la solution faible
Dans cette étape nous montrons que la formulation variationnelle (2.10) admet
une unique solution faible, en utilisant le théoréme de Lax-Milgram.
Pour l'application de ce théoreme, on pose :
*a(u,v) = [ VuVodx,

* L(v) = [, fodx.
e La continuité de la forme bilinéaire a(u, v) sur I'espace H}(Q) :
En utilisant I'inégalité de Cauchy-shwartz, on obtient :
la(u,0)| = /Q V1. Vo|dx

g[/oyvmzdx]%.[/ﬂwv\zdx]%

< |[Vull 2 IVl 1202
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Comme || Vo[ 12(q) et |[u]| () sont équivalentes, alors
|a(u, 0)| < llullm )10l (o)
Dot la continuité de a(u, v) sur H}(Q).

e La coercivité de la forme bilinéaire a(u, v) sur H}(Q) :
Il suffit de montrer qu’il existe une constante ¢ > 0, tel que :

a(u,u) > c||u||§{1(0) pour tout u € H}(Q).
Ona:
a(u,u) = /QVuzdx = HVMH%Z(Q) pour u € H}(Q).

En utilisant 1'inégalité de Poincaré, on obtient :

lullZ2(0y < C2IVUlT2(0)
IVullfaio + lullf20) < 1+ C2)IVulT2 g
[ullFn 0y < 1+ CHIVullz g

1
2 2
IVullfzq) = mHMHHg(Q)'

1 2
Donc a(u,u) > WHMHHMQ)'

D’ott la coercivité de a(u, u) sur H(Q).
e La continuité de L sur H}(Q) :

En utilisant 1'inégalité de Cauchy-Shwartz, on obtient

< | fllez- ol 2 (00)
< CHUHHl(Q)-

D’oti la continuité de L sur H(Q).

Conclusion 2.1 Toutes les hypothéses du théoreme de Laxe Milgram sont satisfaites, donc on peut
conclure qu'il existe une unique solution faible u € H(Q)) de probleme (2.10) .

2.4 PERTURBATION ANISOTROPE DES PROBLEMES ELLIPTIQUES LI-
NEAIRES

Les problemes mathématiques modélisant des phénomeénes physiques sont
souvent difficiles sinon impossible a résoudre. Mais il peut apparaitre des sim-
plifications quand on se limite dans les domaines de calcul ou dans 1’adimen-
sionnalisation quand un ou plusieurs parametres sont présents, signifiant que
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des phénomenes peuvent étre négligeables par rapport a d’autres. Limitons
nous a un petit parametre noté de fagon symbolique par e.
Cette théorie est développée pour étudier les problemes dont les vitesses de
diffusion sont trés petites dans certaines directions. Elle s’intéresse principa-
lement a 1'étude du comportement asymptotique de la solution de tels pro-
blemes quand e se rapproche de 0. C’est ce que nous appelons un probleme de
perturbation anisotropes. Dans cette section, nous allons développer des résul-
tats donnés dans les articles suivants : ( [Chipot et Guesmia [2009]],[Guesmia
[2008]] ).

Nous considérons un probléme elliptique linéaire sur un domaine cylin-
drique.

2.4.1 Position du probleme :
Soit Q) un domaine cylindrique de R™*" défini par

Q:wlwa,

ol wj et wy sont deux ouverts bornés de R™ et R" respectivement, m et n deux
entiers positifs avec n > m >1.

Pour x = (x1, ..., x,) € R™"", on pose :

X1 = (%1, Xm), € Xo= (Xpi1, s Xn)-

_ leu
Vie= ( Vix,u ) '

{ Vx,u = (03,4, .., Oy, 1) 7T,
Vx,u = (0x,, U, ..., Ox, 1)

Avec ces notations, on a

T

et dy, désignant la dérivée partielle dans la direction x;.

Dans cette section, on examine un probléme de perturbation défini de la
manieére suivante :

-2Ax,ue — Axyue = f sur
{ u. =20 sur 90} (2.11)
Pour le terme de source, nous supposons que
fer*q). (2.12)

Avec ¢ un nombre destiné a tendre vers o. Dans ce cas, la vitesse de dif-
fusion étant tres petite seulement dans la direction de X1. Dong, le probleme
(2.11) est un probléme de perturbation anisotrope, en contraste avec les pertur-
bations isotropes par rapport a toutes les directions.

2.4.2 Existence et unicité de la solution

Le probléme variationnel de ( 2.11 ) est donné par :

ue € H}(Q)), (2.13)
Jo @V xu:Vx, vdx + [ Vxue.Vx,.vdx = [ fodx, Vo€ HY(Q). ™ 3

Pour ¢ > 0, fixé et Sous 'hypothese (2. 12), I'existence d"une solution unique
de(2. 13) est assurée par le théoreme de L’Axe Milgram.
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2.4.3 Probleme limite

La question qui se pose alors : Comment se comportent les solutions u;
quand ¢ tend vers 0? Formellement, si on dénote par ug la limite de u,, le
probleme limite peut s’écrire de la maniére suivante :

/Q Vx,up.Vx,vdx = /Q fodx, Vv € HA(Q). (2.14)

La forme bilinéaire du coté gauche de (2.14) n’est pas coercive sur H}(Q)),
donc le probleme (2.14 ) est mal posé.

On peut procéder de la maniere suivante : Le probleme limite ne contient
pas les dérivées dans la direction Xj et la limite de u, quand ¢ tend vers 0 est
donnée par 1y définie pour p.p.X; € w; comme solution du probleme suivant :

{ —AX2uQ(X1,.):f(X1,.) dans wy

up(Xy,.) =0 sur dws (2.15)

Notons que Xj joue le role d’'un parametre dans ce probléme. Nous don-
nons d’abord un lemme trés important qui joue un role crucial dans cette
partie.

Lemme 2.1 Soit u une fonction réelle définie sur Q).
Alorsona :
- Siu € L*(Q), alors u(Xy,.) € L*(wy) p.p. X1 € wy.

- Siu € H}(Q), alors u(X3,.) € Hj(w2) p.p. Xq € wy.
Preuve 2.1 1. Supposons que u € L?(Q)). Soit i le prolongement de u par 0 en dehors de Q). i.e.

_ o M(Xl,Xz) si (Xl,Xz) e Q.
(X, Xp) = { 0 si (X1,X2) € w1 X wa/Q

1l est clair que il € L?(wy X wa) et donc 7% € L (wy X wy).
D’apres le théoreme de Fubini, on a ii*(Xy,.) € L' (wy) p.p.X1 € wy.
Et donc u?(Xy,.) € LY(wy), ie.

u(Xy,.) € L*(ws)

2. Supposons a présent que u € Hy(Q).
Soit (wm)men une suite de D(Q) telle que

|wm — ull g1y — 0 lorsque m — oo

ie.
/ (|wm — ul? + |V (wy — 1)[2)dx — 0
(@)

Ceci implique que
[ (on = uP+ [V, (0 — ) P = 0

Ce qui s'écrit d’apres le théoreme de Fubini apres avoir prolongé wy, et u par O
en dehors de ()

/ Xm/ |Wy — u|* + |V, (W —u)[?dXy — 0
w1 wy
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Mais alors, d’apres le théoréeme réciproque de la convergence dominée de Lebesguie
, il existe une sous-suite (w,,) de (wy) telle que. Pour p.p. Xy € wy,

/ w (X1,.) — u(X, )P+ |V, (w0 (X1,.)) — (X, )[2dXz — 0
wy

Lorsque ' — ~+o0
|, (X1,.) —u(X1, )i,y =0 pp-Xa € wr. (2.16)
Or étant une fonction réguliére,
w, (X1,.) =w,|w, € D(w2) pourtout X; € wi.

Ce qui permet de conclure grice a (2.12) que

u(Xy, ) S Hé (CUZ)

Maintenant , en vertu du lemme (2.1) et compte tenue de (2.12) on a:

f(Xy,.) € L*(w2), p.p-X1 € wi. (2.17)

Le probleme variationnel de ( 2.15 ) est donné par :

{ fwz Vx,to(X1, X2)Vx,v(X2)dX, = waf(Xl,Xz).v(Xz)dXZ Vo € H} (w;) (2.18)
uo(X1,.) € Hj(w2) p.p-X1 € wn
On introduit I'espace V(Q)) défini par :
V(Q) = {u € [*(Q)|Vx,u € [L*(Q)]", u(X1,.) € Hy(w2)p.p-Xq € w1}
muni de la norme suivante
uly = [Vxoult o) + |uffz ) (2.19)

Il est clair que 'espace V(Q)) est un espace de Hilbert et I'application
u— \szuﬁz (q) est une norme équivalente a la norme définie par (2.19 ).
En fait, nous pouvons choisir une constante de Poincaré C telle que

11X, ) li2n) < C Il Vu(X1,) 2wy, Vi € Hy(w2),  p.p-Xi € wr

Sous 'hypothese (2. 17), 'existence d’une solution unique 1y = uo(Xj,.)
de probleme (2.18) est assurée par le théoreme de L’axe Milgram .

Remarque 2.2

HY(Q) c V(Q) c LA(Q) c V' (Q) c H(Q) (2.20)

avec injection continues. Notons que l'injection de V(Q) dans L*>(Q) n’est pas com-
pacte.
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2.4.4 Comportement asymptotique dans le domaine cylindrique

Théoréme 2.1

Preuve 2.2

On souhaite maintenant montrer la convergence de la suite (u,) dans un

espace approprié.
Nous donnons alors, le résultat principal :

Sous I'hypothése ( 2.12), on a

ue — Uy Ve = Vo, eVxue =0 dans L*(Q),

oit ug (resp. up) est la solution de (2.13 ) resp. (2.18).
(A noter que La convergence signifie composante par composante ).

La preuve est donnée en plusieurs étapes.

1. Estimations a priori :.

(2.21)

Nous donnons d’abord quelques estimations a priori qui servent a obtenir des

convergences faibles.

On pose v = u, dans la formulation variationnelle (2.13 ), et en appliquant
l'inégalité de Cauchy Shwartz sur le seconde membre de (2.13), on obtient :

| Exulx+ [ [VaguePax < [ faulds < 1 flloy el o,

En utilisant I'inégalité de Poincaré, on aura

/QEZWX#SIZEZX + /Q |V x,tte[dx < Callfllr2ia)- IV xytell2()-
On peut écrire alors

HVXz“sH%Z(Q) < Callfllz) I Vo tell 12,

ce qui implique
[V xyttell 20y < Callfll2(q)-

Substituant (2.25) dans (2.23), on obtient

/QE2|VX1M£|2dX+ /Q ‘VX2u€|2dx S C%)HfH%Z(Q)

Donc
|eVx e, |Vx,ue| sont bornées dans L*(Q).

En appliquant I'inégalité de Poincaré, on déduit que :

ue est bornée dans L*(QQ).

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)
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2. Convergences faibles

Dans cette étape, nous étudions les convergences faibles de (u.)e dans I'espace
L2(Q)).

De (2.27) et (2.28), on peut extraire une sous suite de (u¢).) notée toujours
(ue)e, telle qu’on a les convergences suivantes :

g = ug eVxue =1y Vxue = up dans L*(Q). (2.29)

On
up € L2(Q), wuy € [L2(Q))F, wup € [L2(Q)]"F. (2.30)
Pour identifier les limites données dans (2.29), nous utilisons l'injection conti-

nue L2(Q)) € D'(Q) avec la continuité de I'opérateur dérivé dans D' (Q)). Ce
qui donne :

ue — ug dans L*(Q) (2.31)
eVx e =0 dans L*(Q) (2.32)
Vx,ue = Vx,ug dans L*(O) (2.33)

Revenons maintenant a I'équation (2.13) et passer a la limite. En utilisant les
convergences faibles (2.31), (2.32 ) et (2.33 ) on déduit :

/QVXZMOVX2.vdx:/Qf.vdx Yo € H}(Q) (2.34)

A ce stade la, on ne sait pas encore si pour p.p.X1 € wy.ona:

up(Xy,.) € Hé (wn). (2.35)

Afin de montrer (2.35 ), nous aurons besoin que les convergences (2.31), (2.32)
et (2.33) soient des convergences fortes.

3. Convergences fortes :
Dans cette étape nous allons montrer la convergence forte de ue. Pour établir
cela, on prend d’abord v = u, dans (2.34 ), et on passe a la limite pour e — 0.
On tient compte de (2.31) et (2.33) on a :

/VquonzuodX:/fuodx. (236)
QO Q

Ensuite nous définissons la quantité I, de la manieére suivante :

L= /Q €V x, eV x, edx + /Q Vi, (tte — 1) Vx, (e — o )dx

Nous développons d’abord I,

Iez/ 82VX1M€VX1u€dx+ [/ szuevxzugdx—/ Vx,uoVx,uedx
Q Q Q

—/QVXZuOVXZude—F/vazuovxzuodx}

par utilisation de (2.13), I, s’écrit
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Chapitre 2. Perturbation anisotrope des problemes elliptiques linéaires

IE:/Qf.ugdx—/vazuevxzugdx
+/QVX2ugVX2ude—/vazuovxzugdx

_/QVXZMOVquedx“‘/QVXZuOVXptde

Passant a la limite en utilisant (2.31) et (2.33), on obtient :

1'1=/ d—/V V x, odx.
iml quox N x, U0V x, Updx

e—0

D’apres (2.36), on déduit que
liml, = 0.

e—0

Ce qui donne les convergences fortes suivantes :

eVx,ug — 0 dans L*(Q) (2.37)
Ve — Vx,ug dans L*(Q). (2.38)

4. Condition au bord :

D’apreés (2.38), on a :

/Q ‘VXZ(M‘(: — u0)|2dx — O,

qui peut s’écrire aussi
/ / |V x, (e — 1g)|?dX2dX; — 0. (2.39)
wq Jwy

Il s’ensuit que pour  p.p. Xy € wy,

|V x, (1 — 1) [?d Xy — 0. (2.40)
wy

Comme ||V x,0||12(uy) est une norme sur Hy(wa) et ue(X1,.) € Hj(wa),
par conséquent

up(Xy,.) € Hi(wr) p.p.Xq € wy. (2.41)
En utilisant I'inégalité de Poincaré dans la direction de X5, on obtient :
oo, 1e(X1,.) = uo(X1,)1Pdx2 < Cu, [, Vi (ue(X1,.) — uo(X1,.))?dXa,

ce qui implique

/Q |ue — up|?dx < Cq, /Q |V x, (e — 1) ?dx.
En utilisant la convergence (2.38) on déduit la convergence suivante :
ue — ug dans L*(Q). (2.42)

Notons que les convergences montrées précédemment sont vraies pour une sous suite.
Comme on peut identifier uy de maniere unique alors toutes les convergences ci-dessus
sont valables pour toute la suite. Voir [Chipot [2009]].
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CONCLUSION GENERALE

Ce travail m’a permis de renforcer mes connaissances dans le domaine d’analyse fonc-
tionnel, notamment les distributions et les espaces de Sobolev. Il m’a permis également
de découvrir le domaine des perturbations singulieres et particulierement le cas aniso-
trope, ainsi que de maitriser certaines techniques de calculs concernant les problemes
elliptiques.

Dans ce mémoire, nous avons étudié un modele mathématique perturbé avec un petit
parameétre e qui découle des problemes de diffusion. Le probleme que nous avons traité
est une équation aux dérivées partielles linéaires du type elliptique.

Nous avons traité le cas stationnaire en utilisant la méthode de perturbations singu-
lieres anisotropes pour étudier le comportement asymptotique des solutions lorsque le
coefficient de diffusion tend vers zéro dans certaines directions. L'étude est faite sur un
domaine cylindrique dont on a montré quelques résultats de convergence.

PERSPECTIVES

Comme futures perspectives de recherches, j'envisage de :

(a) Améliorer les résultats de convergence obtenus dans le deuxieme chapitre.

(b) Traiter des problemes non linéaires puisque la plupart des phénomenes sont
modélisés par des équations non linéaires.
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Conclusion générale

Résumeé

Dans ce mémoire, nous avons étudié un modele mathématique perturbé avec un petit
parameétre e qui dérive des problemes de diffusion.

Le probléeme que nous avons traité est une équation aux dérivées partielles linéaires du
type elliptique.

Nous avons traité le cas stationnaire en utilisant la méthode de perturbations aniso-
tropes pour étudier le comportement asymptotique des solutions lorsque le coefficient
de diffusion tend vers zéro dans certaines directions.

Abstract

In this work, we have studied a mathematical model perturbed with a small parameter
€ which derives from diffusion problems.

The problem we have dealt with is a linear partial differential equation of the elliptic
type.

We treated the stationary case of which we studied the asymptotic behavior of the
solutions when the diffusion coefficient tends towards zero in certain directions.
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