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Introduction générale

Dans ce mémoire, nous nous intéressons a ’analyse asymptotique d’un probleme aux
limites posé sur un domaine avec une couche mince d’épaisseur €, € étant un parametre
positif destiné a tendre vers 0. Cette étude est motivée par les difficultés rencontrées lors de
la simulation numérique de la solution par la méthode des éléments finis: La présence de
la couche mince nécessite un maillage tres fin, ce qui entraine des contraintes de cotit qui
dégradent 'efficacité de la méthode. Pour contourner ces difficultés, 1'alternative consiste
a chercher un probleme approché qui ne fait pas intervenir la couche mince, mais dont
la solution est "proche” (quand e est voisin de 0) de la solution du probléme initial. Le
probleme approché doit étre assez riche pour pouvoir rendre compte de 'effet de la couche
mince.

L’analyse asymptotique, basée sur la construction d’un développement asymptotique de la
solution par rapport au petit parametre e, permet d’identifier des problemes approchés a
différents ordres et de les analyser avec précision. L’effet de la couche mince sera remplacé
par de nouvelles conditions aux limites, dite ”conditions aux limites approchés”.

L’étude que nous proposons comporte deux parties: la premiere est consacrée a 1’étude
d’un probleme de transmission en dimension 1. Ce probleme est régi par le Laplacien posé
sur un domaine avec couche mince, auquel on ajoute des conditions de transmission et aux
limites (Dirichlet ou Neumann). Physiquement, il correspond au probléeme stationnaire de
diffusion de la chaleur dans une tige hétérogene comportant une couche mince. Dans les
deux cas (Dirichlet ou Neumann), des modeles approchés sont identifiés et une analyse
d’erreur est donnée. La deuxieme partie consiste en la généralisation de cette étude a la
dimension 2: Un probleme bidimensionnel correspondant a la propagation de la chaleur
dans une plaque comportant une couche mince est étudié. Cette étude est présentée dans

le papier [Vial.
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Chapitre 1

Probleme de transmission en
dimension 1

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude d’un probleme de transmission en
dimension 1. Ce probleme correspond physiquement & un probleme stationnaire de diffusion
de la chaleur dans une tige hétérogene comportant une couche mince. En écrivant un
développement asymptotique de la solution, qu’on justifie avec une estimation d’erreur, on
identifie des conditions aux limites approchées qui modélisent I'effet de la couche mince.
L’analyse asymptotique permet d’avoir des estimations d’erreur optimales entre la solution

exacte et la solution du probleme initial.

1.1 Formulation du probleme

Soit Q°F = Q4 U un ouvert borné régulier de R, avec 0, =1]0,1[ et Q= =|1,1+¢][.
Soit £ un parametre destiné a tendre vers zéro, et qui décrit I’épaisseur de la couche mince
(voir Fig. 1.1 - Le probleme de couche mince en dimension 1).

Nous considérons le probleme de transmission suivant :

[ —Aug + KBu, = f dans €,
—Au_ +k*u_. = 0 dans QF ,
uy (1) = wu_(1) pour x =1,
: : (1.1)
u!, (1) = u (1) pour x =1,
uy (0) = u_(l4¢)= pour x =0, (Dirichlet)
ou
[« (0) = v (14e)=0 pour =0, (Neumann)
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ou k est une constante strictement positive.

=
-t
a—

+iC

FIG. 1.1 - Le probléme de couche mince en dimension 1

1.2 Formulation variationnelle du probleme (1.1)

On multiplie les deux premiéres équations du probleme (1.1) par une fonction test v

avec: v = vy sur 2., v = v_ sur ()¢ et on integre sur {2°. On obtient alors:

—Auy v dr + ki / U v dr — Au_v_dr + k> / u_v_dr = fodz.

Qy Qy Qs Qs Qs

En utilisant la formule de Green (formule d’intégration par parties), on obtient :

VuyVo,dr + Vu_Vou_dz + kzi / u v dr + k?* / u_v_dr = fudx.
Q4 5 Q4 Qs Qs

La formulation variationnelle associée au probleme (1.1), est donnée par:

Trouver u eV,
(1.2)

a(u,v) =1(v), YoeV,

avec

a(u,v) = VuyVoupdr + Vu_Vo_dz + k2 / upvide + k? / u_v_dz,
ot 5 Q4 Qs
et
l(v)= [ fodx,

(953
ol V = H} (9°) dans le cas Dirichlet et V = H' (Q°) dans le cas Neumann.

1.3 Existence et unicité de la solution

Pour pouvoir appliquer le théoreme de Lax-Milgram il faut vérifier:
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1. La continuité de la forme linéaire | :

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

L)< 2o o e »
d’ou la continuité de [ sur V.

2. La continuité de la forme bilinéaire a :

la(u,v) | < || Vuy HLQ(Q+) | Vo HLQ(Q+) + ki | uy HL2(9+) | vy HL?(m)
+ | Vu- ||L2(Q~‘3_) | Vo ||L2(Q5_) + k2 | - ||L2(QE_) | v- ||L2(QS_)
<20 || uy ”Hl(m) | v+ ”Hl(m) +2C; | u- ||H1(sze_) |- HHl(QE_)

< C (I iy + Nu-lipgary) (1os gy + 10 lingar))
< Cllullp e

K ”Hl(QE)
avec Cy = max (1,k%), Co = max (1,k%) et C' = 2max (Cy, Cs).

3. La coercivité de la forme bilinéaire a :

On a:

a(u,u) = || Vuy 120,y + K5 [us 720, + || Vu- ||i2(96_) + k2 - ||i2(96_)
> O [I1Vus o + N oy + 1 Ve agaey + N agor |
= C [lus By + 1 1 or
=Cllu Hi]l(ns)

avec C'=min (1,k%,k2).

Alors, le théoreme de Lax-Milgram assure I’existence et I'unicité de la solution du probleme
(1.1). =

1.4 Développement asymptotique de la solution

Dans cette section, nous écrivons un développement asymptotique de la solution u par
rapport au petit parametre €. Comme le domaine ° dépend de ¢, on se rameéne par un

changement d’échelle & un probléme posé sur le domaine fixe 2 = |0, 2].
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Pour ce faire, considérons la fonction u® définie par:

u (x) =

u(x) si 0<z<1
u(l+e(x—1)) si 1<z<2

Les équations du probleme (1.1) deviennent alors:

([ —Aus + K2ug = f dans €4,
1
—8—2Aui +k2uE = 0 dans Q_,
ug (1) = (1) pour x =1,
eu’f (1) = u=(1) pour x =1,
ug (0) = u_(2)=0 pour x=0, (Dirichlet)
ou
u’t (0) = u(2)=0 pour x=0. (Neumann)

Le probleme (1.4) est posé dans 'ouvert 2 = [0, 2].

Les développements asymptotiques de u7 et u® s’écrivent :

e _ .0 1 2,2
{u+ = ul +eul +%d +

ut = ul teul +%t A+

En injectant (1.5) dans la premiere équation du (1.4), on obtient :
—A (u) +eul +%E A+ )+ (W Heul + U+ ) =,
et en les regroupant en fonction des puissances successives de g, on obtient :
(—Au(}r + kiug) +e (—Au}F + kiui) + €2 (—Aui + kiui) +---=f.

En identifiant les puissances successives de €, on obtient les équations suivantes :
—AuS + k3 = f dans Q,
—Au? +kiut = 0 pour n>1.

En injectant (1.5) dans la deuxieme équation du (1.4), on obtient :

1

2

A +eul +%u + )+ k(W +eul +%0 +-) =0,

et en les regroupant en fonction des puissances successives de €, on obtient :

(1.4)

(1.6)
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—e2AuY — e TAU + (—Au% + k%ug) + € (—Aui + k%ul,) + - =0.

En identifiant les puissances successives de € a 0, on obtient les équations suivantes:

—Au® = 0,
—Aut = 0, (1.7)
—Au” +E2u™% = 0 pour n>2.

De la méme maniere, en remplacant (1.5) dans les conditions de transmission et aux limites
de (1.4), on obtient :

ut (1) = u” (1) pour n > 0,
u™ (1) WP (1)  pour m>1,
uw? (1 0,
o 5 19
u? (0) = u”(2), (Dirichlet)
ou
L w7 (0) = u7(2). (Neumann)

Dans ce qui suit, on va étudier les problemes de Dirichlet et Neumann séparément, étant

donné qu’ils présentent quelques différences.

1.4.1 Probléme de Dirichlet
A Dordre O:

0

A lextérieur : le terme extérieur u? résout le probleme mixte suivant :

—~Au’ = 0 dans )_,
u (1) = 0  pour =1, (1.9)
uw (2) = 0 pour z=2.

Comme on est en dimension 1, la premiére équation de (1.9) équivaut a:
—u"° (x) =0,
qui est une équation différentielle du deuxieme ordre, dont la solution est :
u’ (r) = Az + B,

ou A et B sont des constantes arbitraires.
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Pour déterminer A et B, on utilise les conditions aux limites u® (1) = 0 et u° (2) = 0, ce

qui donne:
u’ (z) = 0.

A lintérieur: on a le probleme de Dirichlet suivant :

—Aul + kW = f dans 2,
ul (1) = v’ (1) pour x =1,
uf. (0) =0 pour x = 0.

Comme uf (1) = u? (1) = 0, on aura le probléme de Dirichlet suivant :

—AuS + k3 = f dans Q,
uf (1) = 0 pour z=1, (1.10)
uf (0) = 0 pour z=0.

A Dordre 1:

A lextérieur: on a le probleme mixte suivant :

—Aul = 0 dans Q_,
ut (1) = WP (1) pour =1, (1.11)
ul (2) 0 pour T = 2.

La résolution de (1.11) donne:
ut () =a(x—2), ou a=u?(1).

A Uintérieur: le terme intérieur ul résout le probleme de Dirichlet suivant :

—Aul +Elul = 0 dans _,
ul (1) = u! (1) pour z =1,
u; (0) =0 pour x = 0.
Comme u! (1) = u! (1) = —«, on obtient:
—Aul +Eul = 0 dans _,
uly (1) = —« pour xr =1, (1.12)
ul (0) =0 pour x = 0.

La résolution de la premiere équation de (1.12) (qui équivaut & —u ! + k2ul = 0) donne:
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ul+ (z) = Ae*+* 4+ Be F+7,

ou A et B sont des constantes arbitraires.

Les conditions aux limites associées permettent de déterminer A et B. On obtient alors:

—Q _
ui (:L‘) = m (ek+x —e k’+$) .

A Dordre 2:

A lextérieur: on a le probleme mixte suivant :

AW = 0 dans €)_,

2 _ 1 . _ak+ k —k o
u? (1) = ul(l) = p—— (" +e ™) pour z =1, (1.13)
ut (2) = 0 pour x = 2.

La résolution de la premiere équation de (1.13) donne:
u? (r) = Az + B,

ou A et B sont des constantes arbitraires.
Les conditions aux limites associées permettent de déterminer A et B, ce qui donne 'ex-

pression de u? :
—ak,y (x — 2)

2 _
u” (z) = p——

(ek+ + e"”) )

A Uintérieur: on a le probleme de Dirichlet suivant :

—Au? +k2u: = 0 dans .,
u? (1) = v (1) pour x=1, (1.14)
u? (0) =0 pour x =0,
comme u? (1) = __okr (¢"* +e7**), on obtient :
- ek+ — e~k+ ’ '
—Au2 + kv = 0 dans €,
ak _
u? (1) = m (e +e™™)  pour x =1, (1.15)
u? (0) =0 pour x = 0.

La résolution de ce systeme donne:

_aky (e’“r + e"‘“r)

2
Uy (IE) ek+ — e—k+

Remarque 1.1. Les autres termes peuvent étre calculés de la méme maniere que précédemment.

(€k+x - efk+x) )



u'} (0) =0 pour x = 0.
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1.4.2 Probleme de Neumann
A Vordre 0O:
A lextérieur: on a le probleme de Neumann suivant :
—Au’ = 0 dans €)_,
u? (1) = 0 pour x =1, (1.16)
2 =0 pour x = 2.
La résolution de ce systéme montre que v’ = ¢ = qj.
A lintérieur: on a le probléeme mixte suivant :
—Auf + kW = f dans €,
ud (1) = u (1) pour x =1, (1.17)
u? (0) =0 pour r =2,
comme v (1) = ag, (1.17) devient :
—Auf + kW = f dans Q,
uf (1) = a pour x =1, (1.18)
u’? (0) = 0 pour x = 0.
A Tordre 1:
A lextérieur: on a le probleme de Neumann suivant :
—Aut = 0 dans €_,
ut (1) = u2(1) pour x =1, (1.19)
u (2) 0 pour x = 2.
La résolution de (1.19) donne:
ul (x) =a;, on ay =ul(1).
Mais, pour que (1.19) soit résoluble, il faut que u’ (1) = 0.
A Uintérieur: le terme intérieur ul résout le probleme mixte suivant :
—Aul + kvl = 0 dans Q.
ul (1) = u (1) pour z=1, (1.20)
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Comme u! = ay, on obtient:
—Aul +k3ul = 0 dans .,
u’ (1) = a;  pour x=1, (1.21)
u'! (0) =0 pour = 0.

La résolution de la premiere équation de (1.21) (qui équivaut a u'jrl + k2ul = 0), donne:

ui (z) = Ae*+* 4+ BeF+7,

ou A et B sont des constantes arbitraires.

Les conditions aux limites associées permettent de déterminer A et B. On obtient alors:

3] _
U}F (LU) = ek+ + e—k+ (€k+m te k+z) '

A Dordre 2

A Textérieur: on a le probleme de Neumann suivant :

—Au? +k%aqy = 0 dans €,
2 (1) — o,/ _ arky k —k _
u? (1) =uf (1) = m(e*—e ) pour x =1,
u?(2) =0 pour x = 2.
On a:
u/i2 - kga()a

on integre cette derniére quantité sur U'intervalle [2, x], on obtient :

/u’?(t)dt:/ k* agdt.
2 2

u? (z) —u?(2) = k% ag (v — 2),

Il s’ensuit que:

comme u’? (2) = 0, alors on obtient :
u? (z) = k*ag (z — 2).

On integre cette dernieére quantité sur l'intervalle [1, z], on obtient :

/lxu@(t)dt:/xkzao(t—z)dt.

1

(1.22)
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Il s’ensuit que:

— 9)?
u? (z) —u? (1) = kag (= 5 )
En posant u? (1) = ay, on obtient :
— 9)?
u? (z) = k%ao% + as.
A Tintérieur: on a le probléeme mixte suivant :
—Au? + kvt = 0 dans €,
u? (1) = u> (1)  pour x =1, (1.23)
u'? (0) =0 pour x = 0.
2 2 Lo it -
Comme u? (1) =u” (1) = §k’,a0 + as, on obtient :
—Aud +kiud = 0 dans €,
1
u? (1) = gk‘zao + as pour x =1, (1.24)
u'? (0) =0 pour x = 0.
La résolution de (1.24) donne:
kzao + (05}

ui () = (ek” + e_k“”) )

1.5 Estimation d’erreur du développement asympto-
tique

Dans tout ce qui va suivre, nous convenons de noter par ul™ le développement asymp-

totique tronqué a 'ordre n, ie:
n
ul = g g'u'.
i=0

Nous rappelons la notion de convergence au sens des développements asymptotiques:

Définition 1.1. Soit V un espace vectoriel normé. On dit que ul™ € V converge vers

u €V au sens des développements asymptotiques quand € tend vers 0 si et seulement si
Ing >0,V n>ng,3C, >0,50>0,Ve <eg, [u—u|, <Cpe" .

Le théoreme qui suit montre la convergence du développement asymptotique construit au
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paragraphe précédent.

Théoréme 1.1. Le développement asymptotique ul” converge au sens des développements
asymptotiques vers la solution du probléeme (1.1).

Preuve. Condition de Dirichlet :

Notons v™ = u — ul.

En injectant v’} = uy — u[f] dans la premiere équation du (1.4), et en regroupant les termes

en fonction des puissances successives de €, on obtient :
—Av + kivi =f- (—Au(jr + kiug) +e (—Au}r + l{;iu}r) + &2 (—Aui + kiui)
o e (A R+ (A k)
ce qui donne:
—Av? + kivﬁ =0.

7

De méme, en injectant v =u_ — dans la deuxieme équation du (1.4), on obtient :

—éAvﬁ + ek?o" = (—Au + Au(l) + Aul +¢ (AuQ_ + k2u_ — k:%u(l)
+e? (Au? —k2ul) + o+ (AU = BPuT?) — R — T
= (—lAu_ + ekﬁu_) + éAug + Aut +e (Aug_ — k:zu(l)
+ &2 (Aui — kzul_) e (Au’l — kzu’f2) T SR T
en vertu des équations (1.7), on obtient :
—éAv’_‘ + ko™ = —e"Krum — M2

De la méme maniere, les conditions de transmission et aux limites satisfaites par v* sont :

(03 (0) = 2 (2)=0,

ot (1) = (1), (Dirichlet)
| ou

v (1) = %v'_” (1) +eu™ (1), (Neumann)

si bien que v" est solution du probleme aux limites:
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( A = 0 dans 4,
1
—;Avf +ek*v" = g(x) dans Q_,
v (0 = 9" (2) =0,
a0 @) . )
o (1) = " (1), (Dirichlet)
ou
1

v’ (1) = gv'_" (1)+h (1), (Neumann)

\
avec g (1) = —"k2u™ !t — "2 0" et h(1) =™ (1),

Nous allons maintenant écrire le probleme (1.25) sous forme variationnelle . Pour cela, nous

considérons 'espace fonctionnel :
V= {(w+,w_) c H' (Q) x H (Q) Jwy (1) =w_ (1) et wy (0) =w_(2) = 0} )

Soit w = (wy,w_) € V. En multipliant la premiere équation de (1.25) par wy et la
deuxiéme par w_, en intégrant sur €2, et Q_, respectivement, on obtient (en les sommant) :
-1
/ (—Av} + k3o}) wids + / — (A" +ek?v™) w_dz = / g(z)w_dz,
Q4 o, € _
une intégration par parties sur 'intervalle [0, 2], nous donne:
1 2 /1
/ (v, + kot wy) da —|—/ (—v'_”w'_ + 5]{:31)210_) dr =h(1)wy (1) +/ g (z)w_dz.
0 1

3

La formulation variationnelle associée au probleme (1.25) est alors donnée par :

Trouver v eV,
(1.26)

a(v,w)=1(w), YweV

avec

a(v,w) =ay (vi,w+) +a® (Uﬁ,w,)

1 2
1
— / (v, + kS otwy) do + / (EU’_”w'_ + 5/{31}21{)_) dzx,
0 1

et

[(v)=h(1)wy (1)+ / g (z)w_dzx.

Nous allons maintenant déduire ’estimation d’erreur qui permettra de montrer la conver-

gence du développement.
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Dans la formulation variationnelle, on pose wy = v’, on aura alors:

ar (0 03) = || o,y + K 105 e,
donc
ay (v},v}) = Ol vt Hiﬂ(m) ’
et

n n 1 n n
o (0", 0") = 0" ooy TR 12 faga
comme ck? H " HiQ(Q,) >0 et é > 1 alors, on obtient :

as (v, o) > ||

[y

donc
a® (vﬁ,vf) >(C Hvﬁ

0y

On déduit alors que:

H ot Hi{l(m) + H " ||21(Q,) < C(ay (v}, 07h) +a (v, 0"))
<CIRW 0} gy + 119 ez 102 ey
< Cie™ [0 ||,y + (Coe™ + Coe™) [0 ||
<G | gy + Co [0 gy (car &t <)

< Ce" [[v" [ grqy »

on déduit alors que:
0" g1 () < Ce™

On peut améliorer cette estimation, comme suit :

on a:
"2 — g — 2 — o — [uo boeul £ o2 4 g gy 4 gLt €n+2un+2} ,

il s’ensuit que:

n+2 n n+1un+1 .

Ve =" —¢ 2y nt2

€

Y

soit encore:

,Un — vn+2 + 8nJrlunJrl 4 €n+2un+2’
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donc, on obtient :

” " HHl(Q) —_ H Un+2 + €n+1un+1 + 8n+2un+2 ||H1(Q)
< an+2HH1(Q) +emt ||un+1”H1(Q) +e" [t ||H1(Q)
S 00€n+2 + 01€n+1 + C«2€n+27

on déduit alors que:

0" g @y < O™

Remarque 1.2. La démonstration est semblable dans le cas des conditions de Neumann.

1.6 Conditions aux limites approchées

Le but de cette section est de construire des conditions aux limites approchées qui
prendront en compte I'effet de la couche mince. La méthode consiste a approcher uZ par la
série donnant son développement asymptotique tronqué a un ordre donné, les conditions
vérifiées par cette approximation en x = 1 fournissent les conditions aux limites approchées

recherchées.

1.6.1 Conditions aux limites approchées pour le probleme de Di-
richlet

Approximation d’ordre 0:

Pour obtenir une approximation d’ordre 0 de la solution, on tronque le développement

asymptotique de uS a l'ordre 0 et on pose:

on a alors:

Par conséquent, le probleme approché d’ordre 0 est donné par:
—Auio} + k’iuio} = f pour 0 <z <1,
uio} (0) = 0 pour x =0,
uio} (1) = 0 pour x=1.
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Approximation d’ordre 1:
Ici, on tronque le développement asymptotique de u% a l'ordre 1, et on pose:
{1} _,0 1
uy’ (2) = uy () +euy (z),

on a alors:
(1) =l (1) +eul (1).
Or, d’apres les calculs précédents, ul (1) =0 et ul (1) = ul (1) = —u? (1), ce qui donne:
ul (1) + eu (1) = 0.
Comme v’ (1) = u (1) - eu! (1), ’équation ci-dessus devient :

ul (1) + el (1) = 2 (1) = 0,

soit encore:
W (1) et (1) =0 ().

Ceci suggere 'idée de négliger le terme en O (£2) pour obtenir une condition aux limites

approchée d’ordre 1. Celle-ci s’écrit alors:
(1) 4+ e/ (1) = 0.

Par conséquent, le probleme approché d’ordre 1 est donné par:

—Auf} + kiuf} = f pour 0 <z <1,
uil} (0) = 0 pour =0,

uil} (1) + 6u$1} (1) = 0 pour z=1.

Approximation d’ordre 2:
On pose:
ul? (2) =l (z) + eul (z) + 22 ().
Enz=1,ona:
uPH (1) = ud (1) 4+ eul (1) + %2 (1).

Sachant que: uf (1) =0, u} (1) = —u? (1) et que w? (1) = —u/} (1), on déduit que:
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ulH (1) + el (1) = 02 (1) = 0,

soit
W) e (1) =0 ().

Pour obtenir une condition approchée d’ordre 2, on néglige le terme en O (£3) et on obtient :
ut (1) + e/ (1) = 0.

Par conséquent, le probleme approché d’ordre 2 est donné par:

—Auf} + kﬁuf} = f pour 0<zx<l,
u{f} (0) = 0 pour =0,

u{f} (1) + 61&2} (1) = 0 pour x=1.

1.6.2 Conditions aux limites approchées pour le probleme de
Neumann

Approximation d’ordre 0:

Pour obtenir une approximation d’ordre 0 de la solution, on tronque le développement

asymptotique de uS a 'ordre 0 et on pose:
0
ui (@) =l (x),

soit encore:

on a alors:

Par conséquent, le probleme approché d’ordre 0 est donné par:

—Auio} + kziu{f} = f pour 0 <z <1,
uio} (0) = 0 pour x =0,
u/io} (1) = 0 pour xz=1.
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Approximation d’ordre 1:
Ici, on tronque le développement asymptotique de u% a l'ordre 1, et on pose:

u (@) = ) (2) + cul, (2),

soit encore:
o' (@) = (2) + e (z),
on a alors:
(1) = (1) + et (1).
Or, d’apres les calculs précédents, u (1) = 0 et eu/f (1) = v (1) = w? (1) = 0, ce qui
donne:
M (1) =0

Par conséquent, le probleme approché d’ordre 1 est donné par:

—Auil} + k:iu{f} = [ pour 0 <z <1,
uil} (0) = 0 pour =0,
u/il} (1) = 0 pour z=1.

Approximation d’ordre 2:

On tronque le développement asymptotique de uS a l'ordre 2, et on pose:
ul? (z) = uf (z) + eul (z) + %7 (),

soit encore:

u'? (z) = uf (z) + eul} () + *uff () .

Enx=1,ona:

W (1) = w (1) + et (1) + 22 (1)
Sachant que u? (1) = 0, eu/} (1) = v (1) et que w” (1) = v (1) = k2w (1), on déduit
que:

ul (1) — ekl (1) + SR (1) = 0,

soit
u/f} (1) — gkzu?} (1)=0 (53) )
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Ceci suggere 'idée de négliger le terme en O (£3) pour obtenir une condition aux limites

approchée d’ordre 2. Celle-ci s’écrit alors:
WP —ek?ul? (1) =0.

Par conséquent, le probleme approché d’ordre 2 est donné par:

—Auf} + kiuf} = f pour 0 <z <1,
uf} (0) = 0 pour z =0,

u/f} (1) — €k%uf} (1) = 0 pour z=1.

1.6.3 Estimation d’erreur

Nous allons maintenant établir une estimation d’erreur entre la solution exacte du

probleme w7 et la solution approchée.

A Dordre 0O

Soit uio} la solution du probleme approché suivant :

A 2™ = pour 0< 2 <1,
uio} (0) = 0  pour xz =0, (1.27)
uio} (1) = 0  pour x=1.
On a
i -] = - <
A Dordre 1

Soit uil} la solution du probleme approché suivant :

—Auf} + kiuf} = f pour 0 < x <1,
uf} (0) = 0  pour x=0, (1.28)
uil} (1) + €u:£1} (1) = 0  pour z=1.

Pour calculer I'estimation d’erreur entre la solution de ce probleme approché et celle du

probleme initial, il suffit de calculer || ug — uil}

’H%m)'
On sait que:



Chapitre 1 : Probleme de transmission en dimension 1

22

€ } — |, [1] [ _ {1} ‘
[ = gy = o ol e =l
(1] H (1] {1}
< — .
H wy Uy HY(Qy) e Ty HY(Q4)
Dans ce qui précede, on a montré que:
e (1] _
H R vy HHl(Q+) < Ce,

(1]

Si on regarde le probleme résolu par . :

—Au[i + kiu [1} = f pour 0 < x <1,
0

u!
uy (0) =
)+ e (1) = 2 (1) =h pour x=1,

pour x =0,

avec

h:O(EQ),

. N 1 1 N . . . 1
il nous reste a comparer ui Vet U[+1> ¢’est-a~dire qu’on cherche alors I’estimation H uL

{1} ’

(1.29)

on constate que les problemes (2.26) et (1.29) différent uniquement par h (en z = 1).

On pose: wy = uf} u[+], donc w résout le probleme :

—Aw; +kw, = 0 pour 0 <z <1,
w (0) =0 pour x =0,
wy (1) +ew, (1) = —h  pour x=1.

Cherchons la formulation variationnelle associée au probleme (1.30):

SOlt Uy < V = {U+ € Hl (Q+>7 Uy (0) = 0}

(1.30)

On multiplie 1’équation du probleme (1.30) par vy, et on integre sur I'intervalle [0, 1], on

obtient : . .
/ —Aw, v dr + ki / wyvydr =0,
0 0

soit encore:

' ro! 2 1 1

(W), + K wyvy) do + SW+ (Dvy (1) — ghv+ (1) =0,
0

ce qui donne:

! 1 1
/ (w', v} + K wivy) do + Sws (Hv, (1) = ghv+ (1).
0

HY(Q4)
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Pour v, = w,y, on aura:

! 1 1
/ (w? + Kw?) do + B (wy (1)) = gthr (1).
0
On a:
! 2 2 9 1 9 1
; (W + kiw}) do + B [ (wy (1) 7 < B Bl wse [,y s
et comme

1 1
1
[ i) o+ 2w )P 2 [ 08 +K0t) dr 2 e g,

ce qui signifie que:
1
2
Cllws oy < 1R 1HTws e,

on déduit alors que:

lwy g1y < Ce.

Par conséquent :

+ H u[i] — uil} ‘

e {1} e ]
Hu+ b HHl(m) = Hu+ U ‘
< Ce? 4 Ce

< Ce

HY(Q4) HY(Q4)

L’estimation d’erreur qu’on a trouvée a l’ordre 1 est donnée par :

Cette estimation n’est pas tres optimale, on peut I'améliorer en utilisant la méthode sui-

B {1}

ul —uly < Ce.

’Hl(Q+)

vante :
on va écrire un développement asymptotique pour notre probleme approché avec les condi-
tions approchées d’ordre 1:
— ATy + k304 = f pour 0 < x <1,
o4 (0) = 0  pour x=0, (1.31)
oy () 4+ev'y (1) = 0 pour z=1.

Le développement asymptotique de v, est donné par:

by =0 +eby +0 + -+ "],
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on injecte cette derniere quantité dans les équations du probleme (1.31), on obtient les

problemes suivants :

A lordre 0:
—AD + k30
4 (0)
(1)

A Dordre 1 :

—AD} + k0L

.0

oL (1) + 0 (1)
On remarque que 09 coincide avec uf et
probléeme), donc

i _ .0
uy = uy

1 _
+euy =

= f pour 0 < x <1,
= 0  pour x =0, (1.32)
= pour x = 1.

0 pour 0 <x <1,
= 0 pour x =0, (1.33)
=0 pour x = 1.

vl coincide avec ul (ils résolvent le méme

~[1]

_ 0 ~1
Uy =01 FEvy,

donc, si on veut comparer notre solution approchée v avec la solution du probléeme initial

us
[ uf — s HHl(m) | K u[i]
< ||uf — uE]
= [|us — UE]

Dans ce qui précede, on a montré que:
13

il suffit de comparer T)E]

On écrit une estimation d’erreur pour le

approché. Si on pose: ﬁf) =04 — 17[+k]
—A 4 k25
~(k
() =
~ (k) _

ol

+ u[i]

H () HH1(9+)

iy .
HL(©4) * HHl(fu)

< Ce?,

H(Q4)

~ . . ~[1 ~
et U1, on cherche alors I'estimation H UB_] — Uy H

développement asymptotique de notre probleme

0 pour 0 <z <1,
0 pour x =0, (1.34)
5’““17’5?) (1) pour x =1,

on établit une estimation d’erreur comme pour (1.30), on trouve:

|

.

< CeF.
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On aura alors:

~(1) ‘ _ |l 5 ~[1] H
0] =|lvL—0 < Ce.
e T ey
On peut améliorer cette estimation en posant :
ﬁf) =0y — vf] =33 + Mol 4+ M0,
et
W =, — ol = 202 4835 + - 7,
donc
U_(:) = US_) + 521&,
alors, on aura:
~(1) ‘ H ~(2) ‘ 2| ~
v <||v et |lv ,
H ol — I llEv ey + H + HH1(9+)
ce qui donne:
m_@[ﬂ\ <)6+—vf]‘ +e2 8],
HY(Q4) HY(Qy) HY(
On sait que:
~ ~[2] ‘ 2
Uy — 0 < Ce*,
T ey T
et
2
193 110y < O
on déduit alors que:
~[1] H 2
Uy — 0 < Ce*,
H o ey ©
donc
e = 2 2 2
Hu+ — Uy HHl(m) < Ce” 4 Ce* < Ce7,
alors

| uf — oy ||H1(Q+) < Ce.

1.7 Conclusion

Q)"

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés a ’analyse asymptotique d’un probleme

de transmission en dimension 1. La méthode consiste a remplacer la couche mince par

des conditions aux limites approchées sur l'interface de jonction. Cette approche sera

généralisée au chapitre suivant a la dimension 2.
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Chapitre 2

Probleme de transmission en
dimension 2

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la généralisation de 1’étude précédente a
la dimension 2. Nous considérons alors un probleme qui correspond physiquement a la
diffusion de la chaleur dans une plaque entourée d’une couche mince. Des conditions aux

limites approchées sont dérivées et une analyse d’erreur est donnée.

2.1 Formulation du probleme

Soit © un ouvert borné régulier de R? et I' son bord supposé de classe C*. Soit n (t)
la normale unitaire extérieure a ¢, pout t € I'. Pour tout € > 0 assez petit (¢ un parametre
destiné a tendre vers zéro), on note par §2° la couche mince d’épaisseur uniforme e autour

de €2, donnée par:

O ={reR z=t+si(t),tel,0<s<e}

On désigne par 2F = Q, UQ° UT le domaine complet et I'* son bord (voir Fig. 2.1 - Le

probléme de couche mince en dimension 2).
QE

rs

ekl

Fi1G. 2.1 — Le probleme de couche mince en dimension 2
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Soit, @ un nombre réel positif fixé. Nous nous intéressons au probleme de transmission
suivant :

Trouvons la solution u°, définie par u dans €0, et u® dans ) qui satisfait les équations

suivantes :

[ aAus = f. dans Q,
Aus = f_.  dans Q°,
us, —us 0 sur T,
adpui —Opus = g sur T, (2.1)
u_ = 0 sur T, (Dirichlet)

ou

ou_
7= = 0 re, (N

o, sur T<, (Neumann)

olt 8, est la dérivée normale (extérieure a 0, intérieure a Q). Les fonctions g € L? (T),
f+ € L*(Q) et f- € L* QF) ne dépendent pas de €.

2.2 Formulation variationnelle du probleme (2.1)

On multiplie les deux premieres équations du probleme (2.1) par une fonction test v

avec: v = vy sur ()., v =v_ sur {)°, et on integre sur {2°, on obtient :

/ alAu v, dr —i—/ Au_v_dr = frvypdr + fov_dx.
Q4

Qs Qy Qs

En utilisant la formule de Green (formule d’intégration par parties), on obtient :

Vu_Vo_d+ / Ous s ds= [ fooedot [ fo_dr
T an

Qy Qs

0
—/ aVu+Vv+dx+a/ﬁv+ds—
Q4 T 871/

958

ce qui donne:
/ aVu, Vv, dr + Vu_Vou_dr = —/ frvidr — / fov_dx + /gvds,
oy 0 o 0 r

donc, la formulation variationnelle associée au probleme (2.1), est donnée par :

Trouver wu €V,
a(u,v)=1(@w), YveV

avec
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a(u,v):/ aVuyVupdr + Vu_Vu_dzx,

et

[(v) =— frvpda — fov_dx + /gv ds,
o Qs r

ou V = H} (9°) dans le cas Dirichlet et V = H' (Q°) dans le cas Neumann.

2.3 Existence et unicité de la solution

Théoréme 2.1. Si f, € L*(Qy), f- € L*(Q2) et g € L*(T), alors le probléme va-
riationnel (2.1) admet une solution unique u® € V. De plus il existe une constante C,

mdépendante de € < g¢, telle que:

1w e <€ (15 o, + 11~ lo,0e + 9 llor)

Pour pouvoir appliquer le théoreme de Lax-Milgram il faut vérifier :
1. La continuité de la forme linéaire [:

Pour démontrer la continuité de [, on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz et on obtient :

(@)= Nz To+ Nz + 1= iz oy To- 2oy + 119 2y [0 N2y

Par la continuité da 'application trace de H* () dans L? (T"), il existe une constante

C' > 0 indépendante de ¢, telle que:
[vllpem < Cllvlme: Yve o (),
donc, on écrit :

L) [ < f+ ||L2(Q+) | v HH1(§2+) + | f- Hp(Qg) | v- ||H1(Qz) +Cllg HLQ(F) v ||H1(Q€) :

Ainsi
@)1 (£ sy + 17 Diagoe ) + C N9 lzaey ) 10 e
ce qui veut dire:

@) <M llges »

avec C' = || f+ HLz(m) + 1 f- ||L2(Qi) +Cllyg ”L?(F) :
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2. La continuité de la forme bilinéaire a :
Pour démontrer la continuité de a, on utilise 'inégalité de Cauchy-Schwartz. On obtient :
la(u,v)| < af Vuy ||L2(Q+) | Voy ||L2(Q+) + || Vu- ”B(Qg) | Vo ||L2(Qg)
<20 (s gy 19+ sy + 1 s oey 10 o))

<20 (s ey + =l ae) ) (1o iy + 10l or )
< 20wl g

| v HY(Q9)
avec C' = max (a, 1).
3. La coercivité de la forme bilinéaire a:

Dans le cas Dirichlet :

On utilise I'inégalité de Poincaré dans Hj () suivante:
|u(z)|Pde < C | |Vu(z)[Pdz, Yue H} ()
Qe Qe

donc

a(w) = a |V g, + 1 Voo 3o
> C1 min (1, ) ||u||§{1(95)
> Cy HUHiIl(Qs)
avec C; = 1/C et Cy = Cymin (1, a).
Dans le cas Neumann :

L’existence et I'unicité de la solution est assurée moyennant une condition de compatibilité :

On a:

a/ Vu+Vv+dx+/ Vu_Vv_dz = — frvpdr — f_v_d:t—l—/gvds,
Q4 Q° Qs r

Q4

pour vy =V =V = ]_, on aura .

- fodxr — /QE fodx + /ngs = 0. (2.3)

Q4

Pour que (2.3) soit satisfait pour tout € > 0, il suffit que:

— fodx + /gds =0 et fodx =0. (2.4)
r [958

Q4
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Sous les suppositions (2.4), on peut assurer 'unicité de la solution du probléme de Neumann

a 'interface, en imposant la propriété de la valeur moyenne suivante :

/ updr = 0.
Q4

Pour démontrer la coercivité de a, on utilise I’estimation suivante :
3050, Julley <€ (I Vullo + [ uds).

comme uy € H' (Q) et u_ € H' (Q%) alors /

uydr =0 et / u_dx = 0 (respective-
Q. 0

ment), on aura alors:
3C >0, [ullpag <ClIVullg -

On a:

Vv

2 2 2 2
o Vuy HL2(9+) + || Vu ”L2(Q’i) alluy “H1(9+) +Clu- HHl(Qi)
. 2 2
> min (0, €) (1w [z + - o) )

2
Cllu HHl(QE) 5

v

d’otu la coercivité de a.
Alors, le théoreme du Lax-Milgram assure I'existence et I'unicité de la solution du
probleme (2.1). W

On cherche a trouver un probleme proche de (2.1) dans lequel la couche mince n’apparait

0
plus, on recherche une condition aux limites C'L, (v, a_v) telle que:
n
aAv® = fi dans .,
CL. (ve, v ) =0 sur T,
on

soit bien posé et que sa solution v soit ”proche” de u quand € — 0.

2.4 Développement asymptotique de la solution

2.4.1 Changement d’échelle

Dans cette section, notre objectif est de construire un développement asymptotique de

la solution u®. La méthode consiste a se ramener par un changement d’échelle dans §2° a
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un probleme posé dans un domaine fixe. Pour cela, nous écrivons I'expression du Laplacien
en coordonnées locales.

Soient 7 le vecteur unitaire tangent et 7 le vecteur unitaire normal, telles que:

- no — nq
T = , n = ,
- no

Les deux vecteurs 7i et 7 sont orthogonaux, i.e: (77 =0).

Les formules de Frénet qui définissent la courbure ¢(t) au point d’abscisse curviligne ¢ sont
données par: B

v _ —c(t)7 et Ccll_? =c(t)T. (2.5)

donc
ce qui signifie que:

Expression du Laplacien en coordonnées locales :

Pour trouver 'expression du Laplacien en coordonnées locales, il faut d’abord écrire les
dérivées selon les variables cartésiennes en fonction des dérivées dans le repere de Frénet.

Les formules de Frénet (2.5) donnent :

o\ [ (+se@®)nn —(1+sc@)n [ o
(95 n n 1o 82 '

L’inversion de ce dernier systeme nous donne:

N9 n
(&) (L+sc() (@)
) | _—m o5 |
1+sc(t) 2
On a
A =07 + 03,
avec
s B N9 Ny N9
81—81(01)— 1+Sc(t)8 (1+SC()8t+n18>+n185 (—1+ C(>at+n18)
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et
N nq —nn1 —n1
62 = 82 (82) 1 T sc (t) t (1 T sc (t) (9t + n205> + n285 (1 sc (t) 0t -+ ngﬁs) .
Donc
N T2 s 1 ' 1 202
A= T s ) L e ) O + n20y <—1 Ty &g) +n70s + nlésﬁt] + n1ne0; (—1 g (t)at) + nio;

1 202

ny —n _ 1 / — S —
|: (t) &g nlat <1 T e (Zf) éh) + 77/285 + ngasat:| nlngas (1 T e

1+ sc(t)

ce qui donne:

A n? + n3 1
1+ sc(t)  \1+sc

nong ninj nan ning
(T+sc(t)2 " (T +sct)? " T+sc(t) ® 1+ sc(t)

0 8t) +(n%~|—ng)0§+

S-

En utilisant le fait que nf +n3 = 1, n} (t) = c(t)ny et nh(t) = —c(t)n1, on obtient

I’expression du Laplacien en coordonnées locales :

B 1 1 B ¢ 2
—1+sc(t)at(1—|—sc(t)at> 1—1—30(1&)884_83‘

2.4.2 Le probleme dans un domaine fixe

Notre objectif est de poser le probleme (2.1) dans un domaine fixe. On effectue alors

une dilatation dans la couche mince d’un rapport — dans la direction de la normale. Pour
€

cela, on introduit la variable dilatée S, telle que:
S =cls,
et on note par )_ I'image de Q° par ce changement d’échelle:
Q. ={zeR z=t+si(t),tel,0<s<1}.

Alors, 'opérateur Laplacien devient :

B 1 1 e le(t) 90
T 1+eSc(t) % (1 + eS¢ (t)at> * m&s e 0s (26)

Lemme 2.1. L’expression du Laplacien en coordonnées dilatées (t,S) s’écrit sous la forme

suvante :

N
1
A= = ((9% + Z e A+ 5N+1TEN> : (2.7)
=1
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ou les A; sont des opérateurs qui comportent au plus une dérivée selon S et TV est un

opérateur uniformément borné en c.

Remarque 2.1. On peut écrire un procédé récurrent de construction des opérateurs A;.

Néanmoins, on se contentera de donner les formes explicites de Ag, A1, Ay et As.

L’expression (2.6) peut s’écrire sous la forme suivante:

PN Ly
T2 [1+eSc(t) \1+4eSc(t)”

ec (t)
1+eSe(t)

854-8?; ,

par identification de cette derniere quantité avec (2.7), on obtient :

AO — ng,

et

ifl/‘ - L o)+ =0,
T T eSe(t) " \1+eSe(t) ') " 1+eSc(t)
=&’ [(1—eSc+&°5%* — - )9(1 —eSc+e2S%® — -+ )0y] +ec(l —eSc+ 252 — - -

S

= ecOg + €2(0? — Sc*0s) + &° (035235 — 50, — 20583) 4o

Par identification des puissances successives de ¢, on obtient les formes suivantes :

Ay =cdg, Ay = (8,52 - 50285) et Az = (038285 e 2058,52) )

Apres ce changement d’échelle, le probleme de transmission (2.1) devient :

(

aAu, = fy
1 N
2 l N+1mN e __
§<8S+;5A1+5+TE>U_ = F
ui, — U (£,0) = 0
1
a@nui — g&sUi (t, O) = g
U_(t,1) = 0
ou

OsU= (t,1) = 0

\

ou U (t,5) =wu_(t,s) et F_(t,S) = f_(t,s) sont deux fonctions définies sur Q° .

dans €.,

dans €)_,

sur

sur

sur

sur

[, (Dirichlet)

I'y, (Neumann)

)0s
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2.4.3 Les problemes élémentaires

Dans ce qui va suivre, pour simplifier, on supposera que F_ = 0.
Dans cette sous-section, pour construire un développement asymptotique de u® lorsque e

tend vers zéro, on effectue un développement asymptotique dans €2, du type suivant :
us, = Z e"uly,
n>0
et dans la couche mince 2° du type suivant :
Us =Y U
n>0

En injectant les expressions de u% et U? dans le probleme (2.8) et en les regroupant en
fonction des puissances successives de €, on obtient :

A lintérieur:

aAu” = flLo) dans €.,
¥ +09 + (2.9)
u’y = U" sur I
ou 0 désigne le symbole de Kronecker (6§ =1sin =0 et 6f =0sin #0).
A Uextérieur :
Cas Dirichlet :
(U™ (t,S) = — Z AUP pour 0 < S <1,
l+p=n
Lp>1 (2.10)
osU™ (t,0) = adut ' (t,0) — g} pour S =0,
L U (t,1) =0 pour S =1.
Cas Neumann:
(U™ (,S) = — Z AU? pour 0 < S <1,
l+p=n
Lp>1 (2.11)
osU™ (t,0) = aduy"(t,0) — g} pour S =0,
osU™(t,1) = 0 pour S =1.
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2.4.4 Calcul des premiers termes pour le probleme de Dirichlet

Termes de rang 0:
A lextérieur: on a le probleme de Dirichlet suivant :

02U° (t,S) = 0 pour 0< S <1,
osU° (t,0) = 0 pour S =0, (2.12)
U° (t,1) =0 pour S =1.

L’équation 02U° (¢, S) = 0 implique que:
U° (t,S)=A(t) S+ B(t),

ou A et B ne dépendent pas de S.

Les conditions aux limites associées montrent que A =0 et B =0, d’ou
U (t,9) =0.

A lintérieur: on a le probleme de Dirichlet suivant :

alAul = fy dans €,
ul (¢,0) = U°(t,9) sur T.

Comme uY. (t,0) = U° (¢, S) = 0, alors le terme . résout le probléme de Dirichlet suivant :

aAu = fi  dans Q,
0 (2.13)
ul (t,0) = 0 sur T.
Termes de rang 1:
A lextérieur: on a le probleme suivant :

02U (t,8) = 0 pour 0 < S <1,

dsUL (t,0) = aduf (t,0)—g  pour S =0, (2.14)

Ul (t,1) =0 pour S =1,

De méme, 93U (¢,S) = 0 implique que:
UL(t,S)=A(t)S+B(t),

et les conditions aux limites en S = 0 et S = 1 donnent:
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A=adul (t,0)—g et B=—adul(t0)—yg,

ce qui donne:
UL (t,9) = (ad,ul. (t,0) — g) (S —1).

A lintérieur: on a le probleme de Dirichlet suivant :

alAul = 0 dans Q4
ul (¢,0) = UL(t,9) sur T.
Comme ! (¢,0) = U! (¢,5) = —ad,ul (t,0) + g, alors le terme u? résout le probleme de
Dirichlet suivant :
aAul = 0 dans .,
* ! (2.15)
ul (t,0) = —ad,ul (t,0)+g sur T.

Termes de rang 2:

Dans ce cas, pour trouver les problemes résolus par les termes d’ordre 2 de Dirichlet,
on utilise les expressions de A;, Ay, UY et U?.

A Uextérieur: U? résout le probléeme de Dirichlet suivant :

QU2 (t,5) = —c(t)(adyul (t,0) —g)  pour 0 <S <1,
OsU2 (t,0) = adyul (¢,0) pour S =0,
U2 (t,1) = 0 pour S =1.

On a:
QU2 (t,8) = —c(t) (adyul (t,0) — g) .

En intégrant cette derniére quantité sur l'intervalle [1,S], on obtient :
S
dsU? (t,9) — OsU? (t,1) = / [—c(t) (adpul (t,0) — g)] d&.
1
Comme OsU? (t,1) = 0, alors on obtient :
dsU? (t,8) = —c(t) (ad,ul (t,0) —g) (S —1).

De méme, en intégrant cette derniére quantité sur l'intervalle [0, S], on obtient :

(5 —1)°

U2 (t,8) — U2 (t,0) = —c(t) (adul (,0) — g) 5
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comme U2 (¢,0) = ad, (v} (t,0)) (S — 1), alors on obtient :

S — 1)
U2 (t,9) = —c(t) (ad,ul (t,0) — g) % + ad,ul (S —1).
A lintérieur: on a le probleme de Dirichlet suivant :
alAui = 0 dans €,
ut = U2 (t,S) sur T.

Comme w2 (¢,0) = U2 (¢,5) = _Cz(t)

résout le probleme de Dirichlet suivant :

(ad,ul. (t,0) — g) — ad,ul (¢,0), alors le terme u?

alAui = 0 dans €,

_ 2.16
w2 _ 02(75) (a0 ul (¢,0) — g) — ad,ul (t,0) sur I (216)

2.4.5 Calcul des premiers termes pour le probleme de Neumann
Termes de rang 0:
A lextérieur: on a le probleme suivant :

O2UY (t,8) = 0 pour 0< S <1,
osU° (t,0) = 0  pour S =0, (2.17)
IsUY (t,1) = 0 pour S =1.

La résolution de ce systeme montre que:
UE <t7S) = ﬂo (t) )

ou [y est une fonction en t qu’on ne peut pas fixer a ce stade.
Pour déterminer 3, et fixer ainsi U?, il faut exploiter le probléme résolu par le terme

extérieur d’ordre 1, UL :

02U (t,8) = 0, pour 0 < S <1,
osUL (t,0) = adyuf (t,0)—g pour S =0,
dsUL (t,1) = 0 pour S =1.

On a alors dsU? (t,S) = 0 implique que:

osU! (t,S) = dsU* (t,0),
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et par conséquent :
dsUL (t,8) = ad,ul. (,0) — g.

Or,
osUL (t,1) =0,

ce qui signifie que I'on a forcément :
ad,ul (t,0) = g.

En vertu de ces résultats, le terme intérieur uS est solution du probleme:

aAu = fi  dans Q,
' (2.18)
adyuy = g sur T.
Puisque v = U sur I, on peut déterminer [, (¢) comme suit :
Bo (t> = ug- (tv 0) )
ce qui permet de fixer U° :
U° (t,S) =ul (t,0).
Termes de rang 1:
A lextérieur: on a le probleme suivant :
02U (t,5) = 0 pour 0 < S <1,
IsUL (t,0) = adul (t,0)—g  pour S =0, (2.19)
osUL (t,1) = 0 pour S = 1.

La résolution de ce systeme montre que:
UL (t,S) =06 (1),

ou f; (t) est une fonction en ¢ qu’on déterminera en exploitant le probléme satisfait par le

terme extérieur d’ordre 2. En effet, U? résout le systéme:

02U2 (t,S) = —c(t)0sU (t,8) — (02 — Sc*0s) U° (¢, S) pour 0 < S <1,
OsU2 (t,0) = adyul (,0) pour S =0,
dsU? (t,1) = 0 pour S = 1.

(2.20)
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On a:
U2 (t,8) = —c(t) OsUL (¢,5) — (87 — Sc*0s) U (¢, 5),

qu’on integre sur U'intervalle [0, 1], on obtient :
1 1
/ 0:U? (t,S)dS z/ [—c () 0sUL (t,S) — (9} — Sc*0s) U (¢, 9)] dS.
0 0
Il s’ensuit que:
dsU? (t,1) — OsU? (t,0) = —ad,ul (t,0) = —0fu’. (¢,0),

donc, u}r est la solution du probléeme suivant :

alAul = 0 dans €,
(2.21)
adyul = —0ful (t,0) sur T
Puisque u® = U® sur I', on peut déterminer (3 (t) comme suit :
61 (t) = u}&- (t7 0) )
ce qui permet de fixer completement U! :
UL (t,5) = ul (t,0).
Termes de rang 2:
On a le probleme suivant :
O2U% (t,8) = —c(t)0sUL (t,8) — (8?2 — Sc?0s) U (t,5)  pour 0 < S <1,
osU? (t,0) = ad,ul (¢,0) pour S =0,
dsU? (t,1) = 0 pour S = 1.
(2.22)
On a:

02U (t,S) = —c () sU (1, S) — (92 — Sc20s) U° (t, S) .

On integre cette dernieére quantité sur 'intervalle [1,.S], on obtient :

S S
/1 U (t,€) dE = /1 [—c(t) 0:UL (t,€) — (97 — £c%0¢) U (¢, €)] d€.

Il s’ensuit que:
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dsU? (t,8) — 0sU? (t,1) / OU° (t,6)d
ce qui donne aussi:
Comme 9sU? (t,1) = 0 et U° (¢,5) = u. (¢,0), on obtient:
OsU? (t,8) = —0*U° (t,9) (S — 1) = =07 (u?r (t,O)) (S—1).

On integre cette derniere quantité sur 'intervalle [0, 5], il vient :

S S
/O O:U? (t,€) dE = —/O 97 (uf. (¢,0)) (€ —1)de.

Il s’ensuit que:

S
U? (t,8) — U2 (t,0) = —/0 07 (ul. (¢,0)) (&€ — 1) de,

solt encore:

(5 —1)°

U2 (t,8) — U2 (1,0) = - s, (1,0),

donc

02 (1, =~ 51

02ul. (t,0) + U (t,0).

On pose B, = U2 (t,0), fonction qu’on déterminera en exploitant le systéme résolu par le

terme extérieur U3. On a:
QEU3 (t,89) = —AsU° (t,8) — AUt (t,8) — AU (t,9).
Dans cette derniere quantité, en remplacant les expressions de Ay, Ay et Az , on obtient :
OEU3 (t,8) = 2e¢S0?U° (t,8) + ¢ So,U° (t,8) — O*U (1, S) — cOsU? (1, 5).  (2.23)
D’apres les calculs précédents, on a:
OsU? (t,8) = =07 (uf. (t,0)) (S —1) et US(t,9) =15 (t,0). (2.24)
En injectant (2.24) dans (2.23), on obtient:

DU (t,5) = 250745 (t,0) + SO (t,0) — dfuy (¢,0) + ¢df (ul (£,0)) (S —1),
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on integre cette derniere expression sur U'intervalle [0, 1], on obtient :
1 1
/ RUP (£, S) dS — / 2650240 (t,0) + ¢SO, (£, 0) — 0ul (£,0) + cd? (. (£,0)) (S — 1)] dS.
0 0
Il s’ensuit que:
/
éMﬁ@U—%@@ﬁﬁw%ﬂ@@+%%ﬁ@®—f@@@—g&ﬂ@@,
comme JsU? (t,1) = 0 et U3 (¢,0) = ad,u%, on obtient:

/
a@ﬁz—%ﬁ&@m—%m&mm+&@@m,
donc, ui est la solution du probleme suivant :

alAui = 0 dans 4,

adu = —<2u0 (,0) — 5,8 9 (¢,0) + 9%l (¢,0) r (2:25)
nYy 2 t Yt ) 2 tu+ ) tu+ ) sur )

puisque uf = U® sur I', on peut déterminer [, (t) comme suit :

B2 (t) = u?&- (t> O) )

ce qui permet de fixer U2 :
U2 (t,S) = u? (t,0).

2.5 Le développement complet. Estimation du reste

Le procédé décrit précédemment peut-étre poursuivi a tout ordre, pourvu que les
données soient suffisamment régulieres. Il permet 'obtention du développement asympto-
tique de la solution u® du probleme. On peut aussi estimer ’erreur commise en tronquant

la série a un nombre fini de termes. Ceci est illustré dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.2. Si f, et f_ sont de classe C*, g € C* et I' une courbe de classe C*°.
On peut construire la suite (u’j, Uﬁ) -indépendante de e- définie par les équations de (2.9),
(2.10) et (2.11). Alors, la solution u® du probléme (2.1) admet le développement asympto-

tique suivant :

ut = Za”u” ot u"lg, =ul et ulge (t,5) =U"(t,9).
n>0
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Les termes u'} et U ne dépendent pas du parametre €, ces termes on peut les construire
par les équations de (2.9), (2.10) et (2.11).
En définissant le reste d’ordre N comme la différence entre la solution exacte et la série

tronquée :

on a lestimation suivante :

N N N+1
|72 HLQ+ + Ve “1,95 < Cpe

ou C'y ne dépend pas de €.

Remarque 2.2. L’estimation du théoreme 2.1 n’assure pas la convergence de la série
S~ u™. On s'intéresse alors A la convergence de r¥ quand e tend vers 0 et pas quand N tend
vers l'infini (dans ce cas, on dit que cette série est convergente au sens des développements
asymptotiques).

Preuve. Si les seconds membres f, et f_ sont de classe C*°, alors les problemes (2.9) et
(2.10) sont bien posés dans H} () (cas Dirichlet) et les problemes (2.9) et (2.11) sont
bien posés dans H! () (cas Neumann).

Maintenant, nous examinons le reste r¥ comme suit :

Dans )F :

N

ArY = Auf — E e"Au
n=0

N

Z

N
QU™+ AU+ 0 (V)
=1

N N N
= Au® — Z; aSU"——Z; lZeAlU"+O(N1)
n 1

N N+
:f__Zn2Fn2()Sn2 512Z[Z€nAUnl ZgnAlUnl —|—O(N1)
n=0 =1 Ln=l n=l
1 N N+
1 [ S caut| 40 (V)
< =1 Ln=N+1
=0 (gN_l) ’

donc, on écrit :
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Dans ()., :

N
N € n,.n
aAr. | = aA | ul — E e'uly

n=0

N
— g _ n n
= aAuf E e"aAuly

n=0
N
= fi— Z e"aAull.
n=0
D’apres (2.9), on a:
N N
D etadut =Y " fudy,
n=0 n=0

donc, on aura:

N _
alAr., = 0.

Sur I': Pour la dérivée normale

N N
ad,rN, — oV = ad ug—g e"u” | — O uE—E e"un
nle 4+ nle — — n + + n — —

N
= alpul — Ohut + Z e” (8nUf — a@nurfr)

n=0
N
=g+ Zs” (6nUf — a@nui) .
n=0
D’apres (2.10) ou (2.11), on a:
N N
> e (0.U" = adyuly) =Y " [(adutt = g67) — adu't]
n=0 n=0
= —g+eVaoul,
d’on
a@nrng - &ﬂ“é\f_ = 5Naanufa

donc, on aura:

a@nrév +— O,rY

Puisque Uf = uZ, donc il est claire que:



Chapitre 2 : Probleme de transmission en dimension 2 44

Sur I'® :
Pour Dirichlet: (2.10) nous donne :

N
rN = — E e"U" = 0.
n=0

Pour Neumann: (2.11) nous donne:

&,

N
orN =ouf — Z "9, U" =0
n=0

Ainsi, on déduit que rY vérifie le probleme suivant :

( &Ar?ﬁr = 0 dans €.,
Arll = 0N dans $F
adyry . = OuN_+0 (V)  sur T,
< ré\f + = ré\f _ sur T,
i = 0 sur T'°, (Dirichlet)
ou
\ O =0 sur T°. (Neumann)

L’estimation a priori du théoreme 2.2 permet de déduire que:
N N—1
Hra-O—” :O(g )
Pour obtenir la majoration annoncée, il suffit d’écrire:

N _ réV-i-Q —|—€N+1U,N+1 —|—€N+2U,N+2.

Te

Pour 'estimation a lintérieur on a:

N N+-2 +€N+1uN+1 +€N+2u

” Te,+ HHl(Qe) - H Te + fﬁ HHl(Qs)
S P A || PP | A Py
S 006N+2 + 01€N+1 + CQ€N+2,

on déduit alors que:

N

[ HHl(Qe) < CeM

Pour la partie extérieure, I'utilisation de la variable semi-dilatée donne :
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N
— E e"u”r,
n=0

avec RY est le reste d’ordre N dans les variables (¢, 5).
De méme, on obtient :

I RY [l 0e < C™FL.
On a:

I = [ ey /OE /F<a§z>2+ [ /z (83—) |
(L) L

B N OR. _ 1| OR. _
_EHRa,— HL2(Q_) +€H Ot L20) E 0S L2(Q_)
N oRY_ |’ orY_|*
< - H R HL?(Q,) ot oS
L2(Q_) L2(Q-)
1
<R e

ce qui signifie que:
1
e < G2 Al

Comme || RY_ < C'eNHLon déduit alors que:

(S

N ! _N+2
Hrs,f“LQi <0t

par conséquent :
I ||+ VE ||| < One™r

2.6 Conditions aux limites approchées

Le but de cette section est de construire des conditions aux limites approchées qui
prendront en compte 'effet de la couche mince. La méthode consiste a approcher uS par la
série donnant son développement asymptotique tronqué a un ordre donné, les conditions
vérifiées par cette approximation en x = 0 fournissent les conditions aux limites approchées

recherchées.
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2.6.1 Conditions aux limites approchées pour le probleme de Di-
richlet

Approximation d’ordre 0:

Pour obtenir une approximation d’ordre 0 de la solution, on tronque le développement

asymptotique de u, a l'ordre 0 et on pose:

on a alors:

Par conséquent, le probleme approché d’ordre 0 est donné par:

aAuf} = fy dans .,
uio} 0) =0 sur T

Approximation d’ordre 1:
Ici, on tronque le développement asymptotique de u a l'ordre 1, et on pose:
{1} _ 0 1
uy’ (2) = uy () +euy (z),

on a alors:

Comme uf (0) = uf} (0) — eul (0), 'équation ci-dessus devient :
ul™ (0) + cad,ul™ (0) — eg = 2ad,ul (0),

soit encore:
ul(0) + cad,ul (0) —eg =0 ().
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Ceci suggere 'idée de négliger le terme en O (£2) pour obtenir une condition aux limites

approchée d’ordre 1. Celle-ci s’écrit alors:
uil} (0) + 604(’3nuf} (0) —eg = 0.
Par conséquent, le probleme approché d’ordre 1 est donné par:

aAuil} = fy dans Qg
uil} (0) + eaﬁnuf} (0)—eg = 0  sur T.

Approximation d’ordre 2:

Pour simplifier, on suppose que g = 0.

On tronque le développement asymptotique de uy a l'ordre 2, et on pose:

uf} (z) = uf (z) + eul (x) + *u’ ().

Enz =0, on a:
u?(0) = w9 (0) + eul (0) + % (0).
C

Sachant que: uf (0) =0, u} (0) = —ad,uf (0) et que u? (0) = —2a8nug (0) — ad,ul (0),

on déduit que:
uf} (0) + ead,ul (0) + 5250«%“1 (0) + e*adyul (0) =0,

comme uf (0) = uf} (0) — eul (0) — £2u? (0), on déduit que:
€

ut? (0) + 5

(2+ec) a@nu{f} (0) — e®ad,u? (0) — 53§aﬁnufr (0) — 64§a8nui (0) =0,

soit encore:
u (0) + g (2 + 2c) adyul® (0) = O (%) .

Pour obtenir une condition approchée d’ordre 2, on néglige le terme en O (£3) et on obtient :
€
w2 (0) + 5 (2+ec) ad,ul™ (0) = 0.
Par conséquent, le probleme approché d’ordre 2 est donné par:

ozAuil} = fy dans ),
uf} (0) + g (2 +ec) Oéanuf} 0) = 0 sur T.
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2.6.2 Conditions aux limites approchées pour le probleme de
Neumann

Approximation d’ordre 0:

Pour obtenir une approximation d’ordre 0 de la solution, on tronque le développement

asymptotique de u, a l'ordre 0 et on pose:

soit encore:

on a alors:

8,ul’ (0) = 9,u5 (0) .
Or, d,uf (0) = g, on déduit alors la condition aux limites approchée d’ordre 0:
(?nuio} (0)—g=0.
Par conséquent, le probleme approché d’ordre 0 est donné par:
ozAuil} = fi dans
anuio} 0)—¢g = 0 sur T.
Approximation d’ordre 1:

Ici, on tronque le développement asymptotique de u, a l'ordre 1, et on pose:
{1} _ .0 1
ui’ (z) = uy (z) +euy (2),

soit encore:
OulM (2) = 0,08 (2) + e0,ul (z),

on a alors:
8,ul (0) = B,ul (0) + ed,ul (0).

Or, d’apres les calculs précédents, d,ul (0) = g et d,ul (0) = 97uf (0), ce qui donne:
8nuil} (0) — g — ed}ul (0) = 0.

Comme u? (0) = ul? (0) — eul (0), Péquation ci-dessus devient :
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Onult? (0) — g — coful! (0) + 07w} (0) = 0,

soit encore:

Bput™ (0) — g — 02l (0) = O (£7) .

Ceci suggere 'idée de négliger le terme en O (£2) pour obtenir une condition aux limites

approchée d’ordre 1. Celle-ci s’écrit alors:
dul (0) — g — 02l (0) = 0.
Par conséquent, le probleme approché d’ordre 1 est donné par:
aAuil} = fy dans Q.,
&Luf} (0) —g— &Tafuil} 0) = 0 sur T.
Approximation d’ordre 2:

Pour simplifier, on suppose g = 0.

On tronque le développement asymptotique de uy a l'ordre 2, et on pose:
W (@) =l (1) + el (2) + ud (),

soit encore:
0l (z) = 0,0l (2) + e0pul () + 20,07 (1)

Enx =0, on a:
8nuf} (0) = 8,uf (0) + edyul (0) + £°0,u% (0).

/

Sachant que d,u3 (0) = %afu‘i (0) + d7u (0) — %@u(}r (0) — cd7u’. (0), D,ud (0) = g =0,
et que d,ul (0) = 97ul (0), on déduit que:
/
&Luf} (0) — edful (0) — 5258,521& (0) — *07uly (0) + 52%8tu9r (0) + e*cdful. (0) = 0.
Comme uf (0) = ul?! (0) — eul (0) — £2u2 (0), I'équation ci-dessus devient :
c d c
Ol (0) —e0ful? (0) + 2S00l (0) + 250l (0) + °0 (0) + £° 500w, (0)

—e Eatu+ (0) — %cdful (0) + &=
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soit encore:

0 (0) — £ (2 - o) ul? (0) + S Dl (0) = 0 (7).

Ceci suggere 'idée de négliger le terme en O (£3) pour obtenir une condition aux limites

approchée d’ordre 2. Celle-ci s’écrit alors:
/
o,ul? (0) — g (2 — ce) 02ut? (0) + EQ%Qtuf} (0) = 0.
Par conséquent, le probleme approché d’ordre 1 est donné par:

ozAuil} = fi dans

/
Ol <0)—§(2—cg)a§uf} (0)+82%8tuf} 0 = 0 sur I.

2.6.3 Estimation d’erreur

Nous allons maintenant établir une estimation d’erreur entre la solution exacte du

probleme uS et la solution approchée.

A Dordre 1

On note par v la solution approchée du probléeme approché suivant :

OzAuf} = f dans €,
a . (2.26)
uy’ +acduy’ —eg = 0 sur T.

Pour calculer I'estimation d’erreur entre la solution de ce probleme approché et celle du

probleme initial, il suffit de calculer || ug — uil}

HY(Q4)
La démonstration de cette estimation est analogue a celle étudiée dans le chapitre 1.

On obtient alors une estimation de &2 :

€ {1}
Jo ot
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a l’analyse asymptotique d’un probleme
de transmission en dimension 1 et en dimension 2. La construction d’un développement
asymptotique de la solution a permis d’identifier des modeles approchés ne faisant pas
intervenir la couche mince qui rendent compte de son effet. Cet effet se traduit par des
nouvelles conditions aux limites sur 'interface de jonction. L’approche adopté dans cette
étude s’applique & d’autres modeles plus compliqués (bilaplacien, non linéaires, ... etc) et

se généralise aussi a d’autres géométries (par exemples: des domaines avec coins, .. .).
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