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Introduction générale

Dans le monde d’aujourd’huit, la finance joue une role des plus important. Elle est
parfois a l'origine des crises mondiales. Il apparait alors important que la finance soit basée
sur des modeles solides permettant d’évaluer les risques et les prix. De cette nécessité, le
modele de Black Scholes s’est imposé comme référence depuis 1973, dans le calcul d’option.
Malgré ses défauts, ce modele connait ce succes car il possede de nombreux avantages: sa
simplicité d’application et de formule et son importante utilisation par les opérateurs du

marché.

En 1900, Louis Bachelier propose dans sa "théorie de spéculation” l'utilisation, sans
le nommer, du mouvement Brownien pour décrire les cours boursiers. 70 ans apres Black
Scholes et Merton introduisent un nouveau modele de pricing d’option qui vaudra a leur

auteur le prix Nobel d’économie en 1997.

Aujourd’huit, de nouveaux produits financiers peuvent étre valorisés grace aux outils
théoriques :les probabilités (mouvement Brownien, calcul stochastique, méthodes de simu-
lation de Monte Carlo...), les statistiques (estimation de parametres ...) et l'analyse
numérique (équations aux dérivées partielles linéaires et leur résolution numérique ... ),

parmi ces produits: les options.

Une option est un contrat qui donne a son détenteur le droit (mais pas 'obligation)
d’acheter une action a une date N au prix d’exercice K, fixé a 'avance. Ce contrat a un

prix C' (prime).

Pour mieux expliquer le principe de pricing d’option examinons la cas suivant:
Une entreprise frangaise tient sa comptabilité en euros et signe un contrat avec une entre-

prise américaine qu’elle devra payer en dollar a la livraison. Entre aujourd’huit et le jour



Introduction générale 5

de la livraison le taux de change euro/dollar va fluctuer.

L’entreprise est donc soumise a un risque de change: si 'euro s’effondre, le prix de la
commande peut devenir exorbitant. L’entreprise souhaite se garantir contre ce risque.
Elle va pour cela payer une option dite d’achat lui permettant le jour de livraison d’obtenir
des dollars & un prix K en (euros) fixé.

Le probleme est le suivant: quelle somme demander le jour de la signature du contrat
assurera au banquier d’étre en mesure le jour de la commande de fournir des dollars au
prix K (dans le cas ou le dollar vaut plus)?

Au temps t = 0, 'acheteur paie C' au vendeur de l'option . Au temps T, il regoit le
maximum de (Sp — K) et 0 c’est a dire (Sp — K)4. Pour le vendeur de 'option, il s’agit
d’étre en mesure de fournir une action au prix K, et par conséquent de pouvoir produire
a I’échéance une richesse égale a (S — K),. Au moment de la vente de l'option, le cours

futur de I'action est inconnu et deux questions se posent au vendeur de I'option:

1. Quel est le juste prix de l'option, c’est a dire, quelle somme demander a ’acheteur
pour étre en mesure de produire une richesse (S — K), ala date 77 ¢’est le probleme
de pricing.

2. Comment faire judicieusement fructifier la prime touchée a l'instant initial pour pro-

duire une richesse (Sr — K) ala date T'? c’est le probleme de couverture.

L’objectif de ce mémoire est d’essayer de répondre a ces deux questions en étudiant
une équation différentielle stochastique (EDS) particuliere, équation de Black-Scholes.
La résolution d’une telle EDS peut se faire de deux approches différentes:
La premiere repose sur la théorie de I'intégration d’It6. La seconde, dite approche déterministe,
fait appel au théoreme de Feynman-Kac qui consiste a ramener le probleme de la recherche
d’une solution de 'EDS au probleme de la résolution d’une équation aux dérivées par-
tielles linéaire du second ordre du type parabolique. Souvent, on ne dispose pas de 1'ex-
pression analytique des solutions d'une équation différentielle stochastique comme pour
une équation aux dérivées partielles, d’ou la nécessité d’utiliser des méthodes numériques
telles que la méthode d’Euler et celle des différences finies pour approcher ses solutions.
Ce présent travail est réparti comme suit:
Dans le premier chapitre, nous introduisons les termes financiers et présentons brievement

quelques activités dans un marché boursier.

Dans le deuxieme chapitre, nous abordons les processus stochastiques, une attention
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particuliere sera accordée au mouvement Brownien, fascinante construction mathématique,
qui entretien des relations privilégiées avec la nature et les modeles financiers. Nous présenterons
également les outils de I'intégration stochastique, des conditions suffisantes pour I'existence
et 'unicité d’une solution d’une équation différentielle stochastique seront aussi présentées.

Nous terminerons ce chapitre par la résolution analytique de ’équation de Black Scholes.

Le troisieme chapitre sera dédié aux équations aux dérivées partielles parabolique
d’ordre 2, on présentera a ce niveau la méthode des différences finies permettant de si-
muler numériquement la solution de ces équations. Des théoremes montrant le lien entre
la solution d'une équation différentielle stochastique et une équation aux dérivées partielle
parabolique seront exposés. On présentera également la nature probabiliste de la solution
d’une équation aux dérivées partielles qui nous permettra de la lier au calcul d’espérance,

et au calcul du pricing d’option.

Le quatrieme chapitre constitue une application: étude d’une option européenne. Ce
chapitre offre une analyse probabiliste du modele de Black Scholes puis une analyse déterministe
par un passage du stochastique au déterministe via les équation aux dérivées partielles,
nous verrons comment retrouver I’équation du prix d’option de Black Scholes par un pas-
sage de ’EDS a une EDP de Black Scholes.

Nous terminerons cette application par le calcul du prix de I'option par une simulation de
Monte Carlo.



Chapitre 1

Généralités financieres

Ce chapitre est une breve introduction au vocabulaire utilisé dans le monde de la finance,
nous définirons les marchés financiers, les produits que l'on peut y échanger, et les inter-
venants .

Nous ne développerons les explications que pour les termes largement manipulés dans ce

mémoire.

1.1 Termes financiers

Définition 1.1.1. 1. Marché financier : ¢’est un marché destiné a I’échange de capital
et de crédit, plus exactement , c’est un lieu ou les personnes qui ont des moyens
financiers rencontrent ceux qui ont des besoins financiers.

Ses principales caractéristiques sont :
— La rencontre de deux contreparties.
— La cotation continue des produits financiers.
— L’élaboration de bonnes conditions pour les transactions.

Les intermédiaires entre acheteurs et vendeurs s’appellent ”courtiers”, ils peuvent
etre des banques ou des institutions privées.

2. Bourse: est un marché financier institutionnel avec un reglement spécifique choisi
de maniere a améliorer les conditions des transactions.
La premiere bourse fut la bourse de ”Bruges” qui a été institutionnalisé en 1903, puis
d’autres bourses ouvrirent.
Au 17eme siecle ¢’était le début des bourses modernes, la premiere bourse moderne
fut la bourse d’Amsterdam ol beaucoup d’instruments d’investissement y furent in-

troduits, puis a la moitié du 20eme siecle, ¢’était ’explosion des marchés financiers
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(marché de crédit, de monnaie, d’actions, matieres premieres,. .. ).

3. Les produits: il existe deux types de produits: produits primaires et produits

dérivés.

(a) Produit primaire: c’est un titre avec rémunération indépendante de tout autre

titre, il comprend les actions et les obligations.

i.

11.

1il.

Les actions: une action est un titre de propriété d’une entreprise qui n’est
pas remboursable, son prix est défini par sa cotation en bourse, elle peut
étre achetée ou vendue a n’importe quel moment, le détenteur d’une action
devient un associer proportionnellement au nombre de titres qu’il détient.
De plus, il a des droits sur le management, les bénéfices et I'actif social.

Une action est un produit tres volatil, liée a la fois aux performances de
I’entreprise et la situation du marché, sa cotation est constamment réévaluée

en fonction de l'offre de la demande.

Les obligations: une obligation est un emprunt, elle est déterminée par:

— Une durée

— Un taux d’intérét qui est choisi en fonction du risque de faillite,
les obligations sont cotées et leurs cotations dépendent de 1’évolution

du taux d’intérét et du risque de faillite de 'emprunteur.

Le billet de trésorerie: est un emprunt qui peut étre émis par une société
a action o qui a un capital important, il a comme avantage de réduire le
cout de financement et le taux d’intérét qui sont plus faibles que ceux qui
sont exigés par les banques. En plus, le bon de trésorerie a généralement
une durée de 10 jours a 1 an, alors que les crédits bancaires ont des durées

de plus de 3 ans.

(b) Produits dérivés: les produits dérivés sont des contrats a terme avec une

rémunération dépendante d’un titre, appelé I'actif sous-jacent.

Un contrat a terme est un contrat sur une transaction future dans des conditions

déterminées aujourd’hui.

Il existe une multitude de produits dérivés, les principaux exemples sont les

futurs, les forwards et les options.

— Un futur est un contrat qui donne a I'investisseur 1’obligation d’acheter ou

de vendre un titre a un prix défini a I'avance pendant une période fixée.
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Une alternative est un forward pour lequel toutes les transactions sont ef-

fectuées a la fin de la période.

— Une option est un contrat qui donne a l'utilisateur le droit, mais pas 1’obli-
gation d’acheter ou de vendre un titre comme une action ou un indice, a un
prix déterminé a ’avance pendant une période spécifiée.

Si la transaction peut avoir lieu n’importe quand, ’option est dite américaine.
Si elle a lieu uniquement a la fin de la période, on parle d’option européenne

On dit call pour une option d’achat et put pour une vente.

Les principales caractéristiques d'une option sont :

Le stricke, noté K : prix de 'option qui est fixé a 'instant initial.

— Le prix d’option: prime de risque plus marge de I'intermédiaire.

— La date d’expiration, notée T': fin de la période fixée a l'instant initial.
— La fonction payoff : détermine la transaction finale.

— Des contraintes annexes: par exemple si le sous-jacent passe un certain niveau,

le contrat s’annule.

Le role d’un produit dérivé est d’échanger différents types de risques, car investir son
argent dans différents titres est moins risqué que tout investissement dans le méme

titre.

4. Contrats d’options: un contrat d’option est un contrat par le lequel on peut acheter
ou vendre une option d’achat (call) ou une option de vente (put) d’une quantité
donnée d'une marchandise quelconque a un prix fixé aujourd’hui, la transaction ayant
lieu a une date ultérieure.

Toutes les conditions sont fixées aujourd’hui, mais le contrat n’engage que le vendeur
de l'option.

L’acheteur a la possibilité d’exercer (de lever) ou non son option.

Cette situation justifie le paiement d'une prime que I'acheteur doit payer au vendeur
des la signature du contrat.

Cette prime reste définitivement acquise au vendeur, que l'option soit levée ou non
a ’échéance.

Exemple 1.1. Une entreprise achete le ler janvier une option a un agriculteur: 1000
tonnes (quantité donnée) de sucre (marchandise quelconque) a 50 euros la tonne (prix
fixé aujourd’hui), au 31 juillet (date de la transaction).

Au ler janvier, la tonne cotite 55 euros.
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Prix de la prime: 8 euros par tonne.

Etant acheteur d’option, il a la possibilité d’exercer ou non son option a 1’échéance.
L’agriculteur étant vendeur, son engagement de livrer 1000 tonnes de sucre au 31
juillet est ferme et définitif.

L’entreprise paye des le ler janvier la prime, soit 8000 euros, a l'agriculteur.

Au 31 juillet, si le prix du sucre sur le marché vaut 60 euros la tonne, I'entreprise
exigera de 'agriculteur de livrer 1000 tonnes au prix convenu, soit 50 euros la tonne.
Elle économisera 1000 (60-50) = 10000 euros. Compte tenu du paiement des 8000
euros de prime, son gain global n’aura été que de 2000 euros.

En revanche, si le sucre cotite 40 euros la tonne, 'entreprise n’a aucun intérét a exer-
cer son option: elle préférera acheter le sucre sur le marché. Son résultat global sera
une perte de 8000 euros.

Si 'agriculteur encaisse définitivement la prime de 8000 euros, il est certain de perdre
a I’échéance (au mieux 0 euros ).

La seule incitation qui puisse le pousser a signer le contrat sera le montant de la
prime qu’il va percevoir de ’entreprise.

En effet, si les prix du sucre baissent, sa récolte sera vendue moins chere, mais ses
pertes seront en partie compensées par la prime recue dans le cadre du contrat d’op-

tion.
Détermination du niveau des primes:
Quatre parametres interviennent dans la fixation du montant de la prime:
— la volatilité de la marchandise négociée;
— le prix d’exercice fixé pour la marchandise a I’échéance;
— la durée de l'option (entre la signature du contrat et I’échéance);
— les taux d’intéret pratiqués sur le marché.
La prime se divise en valeur intrinseque et valeur temps:

— la valeur intrinseque correspond a la différence entre le prix d’exercice et le prix
du marché au comptant de la marchandise.
— la valeur temps (ou valeur spéculative) correspond a la différence entre le mon-
tant de la prime et sa valeur intrinseque.
5. Arbitrage: un arbitrage est une stratégie d’investissement qui garantit un profit
sans prise de risque.

6. Le portefeuille: un portefeuille est un ensemble de titre (actions, obligations, ...)
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détenu par un investisseur. Les principales problématiques de la gestion d’un porte-

feuille sont :
— Minimiser le risque et maximiser le rendement.
— Calculer le rendement associé a un risque.

— Déterminer la performance d’un portefeuille.

1.2 Problemes d’option

Contrairement aux produits primaires dont le rendement espéré est donné par la formule

suivante:

ou:

R; est le rendement futur d’une action (.5;) et (Ry) le rendement futur du marché

r: le taux sans risque

— E(Rp)lespérance du rendement du marché

— Bim = cov(Ry,Ryr)/var(Ryyy corrélation entre le risque de I'action et le rendement

du marché.

Les produits dérivés ont des prix des risques connus grace aux mathématiques, lorsque
I'option est cotée sur un marché, la prime est donnée par le marché en ’absence de cotation,
le probleme de calcul de la prime se pose, et méme pour une option cotée, il peut étre
intéressant de disposer d’une formule ou d’un modele permettant de détecter d’éventuelles
anomalies de marché.

Examinons, pour fixer les idées, le cas d’un call européen, d’échéance T', sur une action
dont le cours a la date ¢ est donné par S;. Soit K le prix d’exercice.

Il est clair que si a I’échéance T, le prix K est supérieur a S, le détenteur de 'option n’a
pas intérét a exercer.

Par contre si Syt > K, l'exercice de l'option permet a son détenteur de réaliser un profit
égal a Sp — K, en achetant ’action au prix K, et en la revendant sur le marché au cours
St.

On voit qu’a I'échéance, la valeur du call est donnée par la quantité:
(St — K);+ = max(Sr — K, 0).

Pour le vendeur de l'option, il s’agit, en cas d’exercice, d’étre en mesure de fournir une

action au prix K, et par conséquent de pouvoir produire a 1’échéance une richesse égale a
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(57— K)+.
Au moment de la vente de I'option, qu'on prendra pour origine des temps, le cours St est

inconnu et deux questions se posent :

— Combien faut il payer a 'acheteur de l'option, autrement dit comment évaluer a
I'instant ¢ = 0 une richesse (Sp — K'), disponible a la date T'? c¢’est le probleme du
pricing.

— Comment le vendeur, qui touche la prime a l'instant 0, parviendra t-il a produire la

richesse (St — K); a la date T7 c’est le probleme de la couverture.



Chapitre 2

Eléments d’analyse stochastique

On pense souvent que le hasard est responsable des phénomenes aléatoires, pour étre
plus précis, il nous faut parler de probabilités associés aux événement modifiant I’état d'un
systeme et de variables aléatoires représentant cet état aux différents instants.

Cette optique consistant a décrire 1’évolution temporelle de 1’état d’un systeme a l’aide
de variables aléatoires et de lois de probabilités est a la base de la théorie des processus
stochastiques qu’on présentera dans le présent chapitre.

Rappelons quelques définitions qu’on utilisera par la suite.

Définition 2.0.1 (Processus aléatoire). Soient (§2,F,P) un espace de probabilité, 7' un
ensemble d’indices et (E,¢) un espace mesurable.

On appelle processus aléatoire une famille { X;,t € T'} de variables aléatoires (v.a) a valeurs
dans (F,e) indexées par t € T

Le parametre t représente le temps. Lorsque 7" C N, nous dirons que le processus est a
temps discret, lorsque T' C R, le processus est & temps continu.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons aux processus a temps continu. Quant a (E.e),
nous considérons (R,B(R)) (ot B(R) est la tribu borélienne de R) ou (R¢,B(R%)).

Dans le premier cas, on dira que le processus est scalaire.
Dans le second, nous dirons que le processus est vectoriel.

Notons qu’en fait un processus est une application :

X:OxT — FE
(wit) — Xi(w)

telle que

— a chaque instant ¢ € T, application (w,t) — X;(w) est une variable aléatoire.

13
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— pour chaque élément w € €2, 'application ¢ — X;(w) est une fonction de 7' — E qui

s’appelle trajectoire associée a I'élément w.
Nous aurons également a définir les espaces de travail, il s’agit des espaces LP.

Définition 2.0.2. espace LPpour tout p € R™, nous noterons:

T
LP(,]0,T]) = {(0s)o<s<t processus tel que E[/ |05|Pds] < 400}
0

2.1 Mouvement brownien

Un exemple particulierement important de processus stochastique est le mouvement
brownien, il servira de base pour la construction de la plupart des modeles d’actifs financiers
et du taux d’intéret.

Définition 2.1.1. Un processus (B;,t > 0) est un mouvement brownien si:

— Pour 0 < s < t, {B; — Bs} est indépendant de la tribu o{B,,u < s}, (on écrit
(By — Bs) L F,,0 <u < s <t),de loi gaussienne centrée de variance (t — s) et de
fonction de covariance :cov(By,Bs) = inf(s,t) = s A t;

— Les trajectoires de B, c.a.d les applications ¢ — B;(w), sont toutes continues.

Définition 2.1.2 (Mouvement brownien standard). Un mouvement brownien est dit

standard si:

XO - O
E(X,) =0
E(X7) =t

Dans la suite, lorsqu’on parlera de M.B (mouvement brownien), sans autre précision, il

s’agira d’'un M.B. standard, dans ce cas la loi de X; prend la forme

1 2
—x /th
—€ xT.
V2t

dx étant la mesure de Lebesgue sur R.
Il existe plusieurs manieres de construire un M.B, citons deux d’entre elles:

Exemple 2.1 (Construction d’un M.B par série de Fourier). Soit ¢ € [0,7] , on

pose:

ny

VB~ sin(nt)
Bt—7n§; ¢

ou (&,) est une suite de v.a.i.i.d de loi N(0,1)

Alors (By) est une variable aléatoire gaussienne (car ¢’est une somme de variables aléatoires
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gaussiennes indépendantes).

E(B;) = 0.

V(B;) = E(B})
222 sin(nt) sin(m ) B(E6)
_ Z (sin( nt 2) _

B; est un M.B.S.

Nous décrivons dans 1’exemple suivant une démarche de I’approximation du mouvement
brownien par une marche aléatoire.
Exemple 2.2 (Marche aléatoire symétrique sur Z). Soit (X,,),>1 une suite de v.a.i.i.d

telle que
P({Xy = +1}) = PX: = 1)) = 5

Soient Sy = 0, S, = > .~ X;. Le processus (S,, n € N) a valeurs dans Z est appelé la

marche aléatoire symétrique sur Z.

Nous avons E(X;) =0, V(X;)=1,Vi=1,...n

Par conséquent E(S,) =0et V(S,) =n.

Le théoreme central limite montre que la suite de variables aléatoires
Sn
NG

Soit Yy = Sy + (t — [t]) Xjg41, cest a dire

Sit=n+e alors Y, =95, +eX, 1.

On pose B( - Y"f . Supposons pour simplifier que nt € N.

Alors, nous avons

B = St g i e N(O)

Ce qui veut dire que
P(BM™ <) —p_yoo P(B; < )
ou Bt = \/IFZ

On peut montrer de maniere similaire que Vm > 1, ¢, ... t,, € Ry, xq,....x €R

P(Bg’b) S Tlyewo aBtm S :L‘m) —n—+4oo P(Bt1 S Ty 7Btm S :Em)
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C’est a dire que la suite de processus (Bt(")) converge en loi vers le mouvement brownien

(Bt).

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 2.1 — Propriétés des trajectoires d’un mouvement brownien

Proposition 2.1.1 ([3]). St X; est un M.B , alors pour toute suite 0 < t; <ty < - <tp,,

(X4, Xey, - -, Xy,) est un vecteur gaussien.

Preuve. X; est un M.B, alors le vecteur (X, , Xy, — Xy, ..., Xy, — Xy, ,) est gaussien et

a accroissement indépendant (d’apres la définition 2.1.2), donc il en est de méme pour le
vecteur (X, Xy, .., Xy, ).

Définition 2.1.3. On dit que X est un {F;} M.B, si X est adapté a la filtration {F;}, X

vérifiant:
Vi eR, V0 <5<t Elexpiu(X,— X,)) = exp(—p*(t —s)/2).

Propriétés 2.1.1. Soit X; un M.B alors:

1. —X; est aussi un M.B;

2. Pour tout ¢ > 0, {%Xt 2} est un M.B;

3. Le processus définit par Yo =0, et Yy =t X1/, est un M.B.
Propriétés 2.1.2. (Propriétés des trajectoires): Si X, est un M.B alors:

1. t — Xy(w) n'est a variation totale finie sur aucun intervalle sur L', mais il est a

variation quadratique finie sur L? et vaut T.
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2. t — Xi(w) n'est dérivable a aucun point;
3. t — Xi(w) est localement holderienne d’ordre oo pour tout o < 1/2

c.a.d

Y(t,s) € [0,a]%; | X (t) — X (s)] < c|t — s|*.

Remarque 2.1. Le fait que le processus (X;) n’est pas a variation bornée implique que ses
trajectoires ne sont pas dérivable. La variation totale du M.B est simplement la longueur
de son chemin. Le résultat obtenu est donc cohérent avec la propriété du M.B, un M.B
oscille en permanence et donc la longueur de ses trajectoires est infinie, ceci est également
lié au fait que les trajectoires du M.B, bien que continues ne sont pas régulieres comme on
peut le voir sur la figure 2.1.

Nous finissons cette section par une généralisation du processus étudié a d dimensions.
Définition 2.1.4 (Mouvement brownien multidimensionnel). On appelle M.B stan-
dard & valeurs dans RY, un vecteur X = (X*,...,X%) ot les X sont des M.B standards et

indépendants, vérifiants toutes les propriétés citées dans cette section.

On passe a un autre processus qui n’est pas moins important que le précedent, il s’agit
des martingales dont les propriétés constituent le chemin qui nous permet d’arriver a une

solution explicite dans notre modele.

2.2 Martingales a temps continu

On dit que X; est une martingale si elle a les deux propriétés suivantes:
1. E[|X;|] < oo pour tout 0 <t < 0.
2. E[|Xi||Fs] = X pour tout 0 < s <t < oo.

Pour nous, les martingales a temps continu les plus importantes sont les X; pour lesquels
il existe 2y C €2 de probabilité 1 tel que pour tout w € € la fonction définie sur [0,00[ par

t — X;(w) est continue. Ce sont les martingales continues.

Définition 2.2.1. Soit (€2,F,P) un espace de probabilité et (F;);>o une filtration de cet es-
pace. Une famille adaptée (M;);>¢ de variables aléatoires intégrables, (c’est-a-dire vérifiant

E(|M;]) < +o00 pour tout t) est une:
1. martingale si, pour tout s < t, E(M;|Fy) = M.
2. sur-martingale si, pour tout s < t, E(M|Fy) < M.
3. sous-martingale si, pour tout s < t, E(M;|Fs) > M;.
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2.2.1 Inégalité maximale et théoreme limite de martingales

Théoréme 2.2.1 (Inégalité maximale de Doob). Si {M;} est une sous-martingale
positive et continue et A > 0, alors Vp > 1, on a:
NP( sup M; > \) < E[M7]
t:0<t<T

et, si M € LP pour un p > 1, alors on a aussi:

p
| sup M|, < EHMTH;»-

£0<I<T
Théoréme 2.2.2 (Convergence des martingales en temps continu). Si une mar-
tingale continue { M} satisfait E[|M;|P] < B < oo pour un p > 1 et pour tout t > 0, alors

il existe une variable aléatoire { My} avec E[|My|P] < B telle que:

P(lim M, = M) =1 et lim ||M; — M|, = 0.

t—o0
Aussi, si {M,;} est une martingale continue satisfaisant E[|M;|] < B < oo pour tout t > 0,

alors il existe une variable aléatoire { My} avec E[|My|] < B telle que:

P(lim M, = M) = 1.

2.2.2 Exemples de martingales Browniennes

Nous allons donner trois processus qui sont des martingales continues par rapport a la

filtration Brownienne standard:

3. exp(aB; — O‘TQt)

Montrons 'identité martingale:

E[B:|Fy| = E[(B: — By)|Fs] + E[Bs| Fs] = B pour tout s < t.

E[BtQ _t|Fs] - E[(Bt - Bs)2 +2E[BtBs]|Fs] - Bg —t.
=t—s+2B>— Bt

= B? —sVs <t
Elexp(aB; - %)/FS] = Efexp(a(B; — B,) — @w exp(aB, — =) (21)
= exp(aB; — OZQ—S) (2.2)

2
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2.3 Intégrale stochastique

Il se trouve qu’en mathématiques financieres, les processus d’évolution des prix sont
mieux représentés par des mouvement Brownien (ou des processus plus compliqués encore).
Or le mouvement Brownien a des trajectoires continues mais pas a variation bornée.
L’objectif de cette section est de donner un sens a l'intégrale stochastique fot H,dW, on
présentera a cet effet la formule d’Ito. Cette formule donne, en particulier, la facon de

différencier t — f(W,), si f est une fonction deux fois contintiment différentiable sur R.

2.3.1 Processus élémentaire

Définition 2.3.1. On appelle processus élémentaire H = (H;)o<t<r un processus de la

forme:

p
H, = doxow + Y dily (D).
i=1

ol =1y <t <ty <.. <t,=T, ¢ estune v.a Fy-mesurable bornée, et pourz =1,...p
, ¢; est une v.a F;,  -mesurable et bornée. Pour un tel processus, on peut définir I'intégrale

stochastique par rapport a W comme étant le processus continu {/(H),} défini par:

I(H) = ¢i(Wint = Wi pt)-

i=1

Soit encore, si t €|ty tr1]:
k
I(H) = ¢i(Wy, = Wi ) + Grpa (W — W),
i=1

On note [, H,dW, pour I(H),.
Proposition 2.3.1 ([6]). Si H est un processus élémentaire, alors f(f HdW, est une

{Fi}i>0 martingale continue telle que :

t t
vt € [0.7], ] / H,dW,2] = B / Hd).
0 0

On note ¢ I'ensemble des processus élémentaires qui est un sous espace vectoriel de
L2(Q,[0,1]).
Corollaire 2.1. Soit H € &, alors l'intégrale d’Ito définie par:

/ H(t,w)dBy(w) = lim On(t,w)dBy(w),

n—0o0
S
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ot {¢,} est une suite de fonctions élémentaires tel que:

E[/ (H(tw) — ¢n(t,w))?dt] — 0 quand n — oo.

Exemple 2.3. On veut a présent démontrer que
! 1 1
/ BB, = ~B} — —t.
0 2 2
On pose ¢ (s,w) = S, By(w)ly,e;(s), By = By,

On a alors:

E[/Ot(¢ ~ B,)ds] = Z/]H (B; — B,)%ds]
IZ/_]H(S—tj)dS

= Z (tj41 —t;)° — 0 quand At; — 0.

t
/0 B,dBs = Alturgo/ OnpdBs = Alénio; B;AB;.

Par ailleurs,

A(B))* = By = B

= (Bj41 — B;)? +2B;(B;41 — B;)

= (AB;)? + 2B;A(B))

=D A =3 (8B 23 BAB)
:>ZB A(Bj) = —Bz— %Z(ABj)z

i
Puisque > (AB;)? — t dans L* quand At; — 0.
Alors

t t
1
/ B,dB, = lim / ¢ndB, = ~B? — ~t.
0

1
At;—0 J 2 2

2.3.2 Propriétés de l’intégrale stochastique sur &

Propriétés 2.3.1 ([7]). Sur l’ensemble des processus élémentaires £, l'intégrale stochas-
tique satisfait les propriétés suivantes:
1. h— fot h,dW est linéaire.
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2. h — fot h,dW, est continue.
3. (fot hsdWs ) est un processus F-adapté.
4. Propriété d’isométrie:
t t
B[ )= B [ )
0 0
5. Une conséquence de la propriété précédente est la suivante:
t t t
£l / hedIV,] = 0,6tV / hodW.] = E| / h2d,].
0 0 0

0. (fot hsdWy)o<i<r est une F-martingale.
7. Le processus (( [} hydW,)? — [ h2d,) est une martingale.

8. La variation quadratique de lintégrale stochastique est donnée par:

t t
</ hSdWS>:/ h2d,.
0 0

L’une des propriétés importante des intégrales stochastiques est lisométrie, grace a

cette propriété, on peut calculer la variance de certains processus.

Exemple 2.4. On cherche a calculer la variance de processus X; = f; B.dBs.
E(X)) = E(fot BsdBs) = 0 (propriété d’intégrale stochastique).
V(X)) = B(X}) = El(J; B«dBs)*] = B|[, Bids| = [, E(B2)ds = [ sds = ¢

On veut a présent définir I'intégrale stochastique pour une classe plus vaste de processus

H, on utilise la densité des processus élémentaires dans I’espace vectoriel suivant:

T
M? = {(H;)o<i<r progressivement mesurable, E[/ H%d,] < oo},
0

On désigne par H? I'espace vectoriel des martingales bornées dans L?.
Le sous espace de H? formé des martingales continues est noté H2.

On munit H? de la norme définie par
|1 M|| 5= = E[| M|/,

Remarque 2.2. L’intégrale stochastique est alors une isométrie de M? dans H? et garde

les mémes propriétés sur M? que sur €.
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Théoréme ([7]). Il existe une unique application linéaire I de £5(,[0,T]) dans M?>([0,T])
qui coincide avec lintégrale stochastique sur ’ensemble des processus élémentaires & et qui

vérifie la propriété d’isométrie:
T
vVt <T ,E[I(H)] = E[/ HZd,)
0
Proposition ([6]). Si H € M? , on a

E[ sup | HdW|<4E/ H2d,

0<t<T 0

On introduit a présent une classe de processus qui sera tres utile par la suite:

2.3.3 Processus d’Ito

Définition 2.3.2. On appelle processus d’It6 un processus X a valeurs réelles tel que:

t t
VO<t<T, Xt:XO+/ sts—i—/ H,dWs,
0 0

ou Xy est Fp-mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurables vérifiants

les conditions:
fOT K.ds < >

fOT HZ2ds < o0

Remarque 2.3. La décomposition d'un processus d’'Ito est unique au sens ou si:

t t t t
X, = Xo + / K.ds + / H,dWs = X} + / K'ds + / HdW's
0 0 0 0

Alors
XO == X(,)
Hf{ — Ht
Kf{ — Kt

2.3.4 Formule d’Ito

Soit (t,x) — f(t,x) une fonction réelle deux fois différentiable en x et une fois différentiable

en t, et X un processus d’Ito, on a:

F(6.X0) = F(0.X0) + / f1(s.X.)ds + / F1(5,X,)dX, + / P (5 X)X X, (23)
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Ou:
(dt.dt) = (dt.dBy) = (dBy.dt) =0
(dB,.dB,) = dt.

Cette formule est tres importante et sera tres utile dans la section suivante, un exemple de

son application est le calcul de la variation quadratique d’'un processus.

Théoréme 2.3.1 (Variation quadratique d’un processus d’Ito). Si X, est un pro-

cessus standard avec la représentation intégrale:
t t
X, = / a(w,s)ds +/ b(w,s)dBs, 0<t<T.
0 0
Alors sa variation quadratique existe et est donnée par:
t
(X), :/ b (w,s)ds, 0<t<T.
0

Exemple 2.5. Soit (B;) un M.B.S, le processus défini par: M; = (B? — t) est une martin-
gale.
Calculons la valeur de (M;) (variation quadratique)

Posons: f(t,x) = (22 — t)2. alors
Mg = (B} —t)* = f(t.B))

et nous avons:

%(t,x) = —2(z% — 1)
%(t,x) = 4a(2® —t)
%(t,x) =4(2® —t) + 82°

Donc par la formule d’Ito:
t t 1 t t
M? —0= —2/ (B2 — s)ds +4/ By(B? — 5)dBs + 5(4/ (B2 — s)ds + 8/ B2ds
0 0 0 0
t t
= 4/ B,(B? — 5)dBs + 4/ (B2 — s)ds.
0 0

Donc (M) =4 fOt(Bf — s)ds (car le premier terme est une martingale ).
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Au début de cette section, nous avons cité I'exemple de fot BgdBs, si on reprend cet
exemple en appliquant la formule d’It6, nous allons voir que les calculs seront plus simples
et plus légers.

Exemple 2.6. On cherche toujours a démontrer que 5 1B = fo B.dBs + t
On pose X; = By, g(t,x) = 222 et Y, = g(t,B;) = : B. On a alors:

9 _, . Py
ot 0xr 77 O
Par la formule d’Ito, on obtient:
dg dg 10%¢g 1
dY; = —=dt dBt + ——=(dBt)* = B;dBt + —dt.
= Gt + 5 4Bt + 555 (dBY) = BudBt + 5
C’est a dire: ) .
d(éBf) = B;dBt + §dt'

En d’autre termes: 1 ‘ 1
—B = / BydBs + —t.
2 0 2

Un autre exemple d’application de la formule d’Ito est le calcul des moments d’ordre k
d'un M.B.

Exemple 2.7. Soit Bi(t) = E[B}], k > 3,t>0 .

En utilisant la formule d’Ito, on prouve que:

By(t) = %k;(k —1) /Ot By_o(s)ds.

En effet, par la formule d’'Ito appliquée a g(t,z) = 2"

1
d(BF) = ik(k — 1)Bf2dt + kBF 'dBt
d’ou:

t 1 t
(Bf):/ §k(k—1)B§st+/ kB¥'dBs
0 0

t 1 t
E(Bf) = E(/0 §k(k — 1)B"2ds) + E(/O kB*~'dBs)

E(BF) = %/Ot k(k — 1) E(B¥2?)ds — %k(k: —1) /Ot By_o(s)ds.

Application numérique: Pour k = 4:

t t
/4><3E(B§):2/ 3s = 3t°.
0 0

E(B}) =

N | —
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Nous finissons ce paragraphe en étendant la formule (2.3) au cas d’'un M.B d-dimensionnelle

et d’un processus d’It6 n—dimensionnelle.

Théoréme 2.3.2 ([6]). Soit X un processus d’Ito a valeurs dans R™ | pouri=1,...n.

t d t
X=X+ / Kids+Y / HFdWE,
0 k=170

St f est deuz fois différentiable en x et une fois différentiable en t, nous avons:

Ft.Xy) = £(0,X) /ast ds+2/ (5, X,)dX 1+ / Z 2 (5, X)d(XX),.

2,j=1
avec

d
dX! =K.+ ) HMFdw}
k=1
et

d(X* X7, ZHZ kHIk s,
k=1
Sous forme matricielle, on aura :

X, = Xo+ [y Kods + [ HddWs

F0X0 = 10X+ [ 0uf(sX)ds+ [ VXX o+ [ trace (D (s X)L H)d.

L’exemple suivant montre I'application de cette formule multidimensionnelle.
Exemple 2.8. On veut écrire le processus Y; = (B;(t) + Ba(t) + Bs(t),B3(t) — By (t) Bs(t))

ou (By,By,B3) est un M.B de dimension de 3 sous la forme standard:
dY; = p(t,w)dt + v(t,w)dBt.
On pose alors X (t) = Bi(t), Xo(t) = Ba(t), Xs(t) = Bs(t), X = (X1,X2,X3)

f#,X) = (21 + 29 +3 ,25 — 1173).

of 0 of on 11 1 000
_EZ:: ( O )’ 5;22 ( %% ) ::( —XT3 2$2 —T1 ) ’ ‘7f:: ( 0 2 ())

D’apres la formule d’'1t6:

o= (30 =) (3800 4 (0
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Un résultat de la formule d’it6 est celui de la formule d’intégration par parties qui est
I'objet de la sous section quivante.
2.3.5 Formule d’intégration par parties

Proposition 2.3.2 ([6]). Soient X, Y deuz processus d’Ité tel que:

t t t t
X = Xo +/ Kds +/ HdWy et Y, = X| —i—/ Klds +/ H.dW,.
0 0 0 0
On pose
t
(X)Y), = / H,H.ds
0
dXt — tht + thVVt

On a alors: . .
0 0

Voici un exemple d’application. En écrivant le processus X; sous forme d’un produit de

deux processus, on arrive a vérifier une certaine équation .

Exemple 2.9. Soit (B;,t € Ry) un M.B.S, a € R,.
On pose le processus X; = f(f exp(—a(t — s))dBs, t € Ry

Nous allons vérifier que X, satisfait ’équation suivante:
t
Xt = —a/ XSdS + Bt.
0

Soit Y; = fot exp(as)dBs, on a alors X; = exp(—at)Y;.

On applique la formule d’intégration par parties aux processus exp(—at) et Y; on obtient:

t t
X =exp(—at)Y; =0 — a/ exp(—as)Yyds + / exp(—as)dY;
0 0

t t
= —a/ Xds —i—/ exp(—as) exp(as)dBs.
0 0

Finalement,

t
Xt = —a/ XSdS + Bt'
0
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2.3.6 Liens mouvement Brownien-martingales

Avant de quitter cette section , on va citer un résultat permettant de faire le lien entre
deux processus déja étudiés dans ce chapitre, il s’agit du mouvement Brownien et des

martingales.

Théoréme 2.3.3 ([6]). Soit M une martingale de carré intégrable pour la filtration F}V .

Alors il existe un unique processus (H;) appartenant o M?(R¥) te que:
t
M, = M, +/ H dW..
0

De ce résultat, on déduit que si X est une variable aléatoire de carré intégrable, F}V-

mesurable, il existe un unique processus (H;) appartenant a M?(R*) tel que:
t
X = B(X) + / H,dWs.
0

On introduit a présent la notion de probabilités équivalentes qu’on va utiliser dans le
théoreme qui suit.
Définition 2.3.3. Soit (£2,A,P) un espace de probabilité. Une probabilité @ sur (£2,A)

est dite absolument continue par rapport a P si:
VAe A P(A)=0=Q(A) =0.

Théoreme 2.3.4. () est absolument continue par rapport a P si, et seulement si, il existe

une variable aléatoire Z a valeurs positives ou nulles sur (2,A) telle que:

VAeA Q(A):/Z(w)dP(w),

A

Z est appelée densité de Q) par rapport a P et parfois notée %.
Les probabilités P et ) sont dites équivalentes si chacune d’elle est absolument continue
par rapport a l’autre.

Nous verrons ’application du théoreme suivant dans la partie application dans le but
de trouver ce qu’on appelle une probabilité risque neutre.
Théoréme 2.3.5 (Girsanov). Soit (Hy) un processus progressivement mesurable, d va-

leurs dans R? tel que (fOT H?ds < 00), on suppose que le processus défini par:

t 1 T
D= exp(/ H,dWs — —/ H2ds),
0 2 0
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est une martingale. Soit P* la mesure de densité Dy par rapport a P sur F;.
Soit
T
Bt = Wt — / Hsds,
0

alors sous la probabilité P*, By est un M.B.S.

2.4 Equations Différentielles Stochastiques

Le but des équations différentielles stochastiques est de fournir un modele mathématique
pour une équation différentielle perturbée par un bruit aléatoire. Partons d’une équation

différentielle ordinaire de la forme:

Soit encore sous forme différentielle:

Une telle équation est utilisée pour décrire I’évolution d’un systeme physique. Si l'on prend
en compte les perturbations aléatoires, on ajoute un terme de bruit, qui sera de la forme
odW;, ou W désigne un mouvement Brownien et o est pour l'instant une constante qui
correspond a l'intensité du bruit. On arrive a une équation différentielle ”stochastique” de

la forme:

ou encore sous forme intégrale, la seule qui ait un sens mathématique,
t
Xt :X0+/ b(XS)dS+UWt
0
On généralise cette équation en autorisant o a dépendre de I'état a l'instant ¢:
dX, = b(X,)dt + o (X,)dW,;

soit sous forme intégrale,

t t
Xt:Xo—i—/ b(Xs)der/ o(Xs)dWs.
0 0

Remarquons que le sens donné a cette équation dépend de la théorie de I'intégrale sto-

chastique développée dans la partie précédente. On généralise encore un peu en autorisant
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o et b a dépendre du temps ¢, et en se placant dans un cadre vectoriel.

Dans cette section, nous présenterons tout d’abord le théoreme d’existence et d’unicité
sur les équations différentielles stochastiques, finirons par quelques exemples et par la
résolution de ’'EDS de Black Scholes.

2.4.1 Le résultat classique d’It6

Définitions et notations

On se place toujours sur un espace de probabilité complet, disons (€2, ,P). On se donne
W un MB d-dimentionnel sur un espace. On considere également une variable aléatoire Z,
de carré intégrable, et indépendante du MB W. On considere la filtration définie, pour tout
t positif, par F, = 0{c{Z,W; s < t}UN}. On considere deux fonctions b : [0,7] x R" — R™
et o : [0,T]xR™ — R™ qui sont mesurables. On cherche & résoudre 1’équation différentielle

stochastique:

{dXt = b(t,X;)dt + o (t,X;)dW, (2.4)

XO - Z
Comme nous allons le voir par la suite, cette équation est a interpréter au sens d’une

équation intégrale, a savoir:
t t
X, =7 —I—/ b(r, X, )dr —I—/ o(r,X,)dW,, 0 <t <T. (2.5)
0 0

Le coefficient b s’appelle la dérive tandis que la matrice oo? s’appelle la matrice de

diffusion. Précisons tout d’abord ce que nous entendons par une solution de I'EDS (2.4).
Définition 2.4.1. Une solution (forte) X de 'EDS (2.4) est un processus continu tel que:
1. X est progressivement mesurable;
2. P-ps. fOT{|b(r,Xr)| + |lo(r,X,)||* dr < oo, ou ||o|| = trace(oo®);
3. P-ps,ona: X; =7+ f(f b(r, X, )dr + fga(T,XT)dWT,O <t<T.
On notera S I'espace de Banach constitué des processus X, progressivement mesurables,

tels que E[supg<;<r | X;[*] < co muni de la norme
1X] = E[ sup |X,[*]"/?,
0<t<T
et S2 le sous espace de S® formé de processus continus. Notons que deux processus indistin-

guables sont identifiés et par abus d’écriture ’espace quotient est noté de la méme facon.

Nous finissons ce paragraphe en rappelant un résultat élémentaire assez utile pour la suite.
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2.4.2 Existence et unicité de la solution

Théoreme 2.4.1. Soient b et o deux fonctions boréliennes. On suppose qu’il existe une

constante K telle que, pour tout t € [0,T], z,y € R™:
1. Condition de Lipshitz en espace, uniforme en temps:
b(t,2) = b(ty)| + |o(tx) — o(ty)| < Klz —yl;
2. croissance linéaire: |b(t,x)| + |o(t,x)] < K(1 + |z|);
3. E[|Z)?] < .
Alors ’EDS (2.4) posséde une unique solution (a lindistinguabilité prés). Cette solution
appartient a S* et donc a S

Exemple 2.10. Donnons nous deux exemples classiques d’EDS. Le premier est emprunté

au monde de la finance. Le prix d’une action est généralement modélisé par 'EDS:

So donné.
Cette équation est appelée équation de Black-Scholes.
Le parametre o s’appelle la volatilité . On verra dans la sous section suivante qu’a ’aide

de la formule d’Ito on montre que:

Sy = Spexp{(u — 0*/2)t + oW, }.
Considérons a présent l'équation de Langevin:

dX; = —cXydt + odW;, Xo=uw.

L’'unique solution X de cette I'EDS s’appelle le processus d’Ornstein-Ulhenbeck. Po-
sons Y; = X,e.

La formule d’intégration par parties donne
dY, = edX, + ce" X, dt = e“ odW,.

On a alors .
X, =e “r+ / D g dW,.
0

Calculons sa moyenne et sa variance. On a

t t 1 — e—2ct
E[Xi] = e ", et, Var(X;) = E[(/ e odW,)?) = 026_%/ e ds = 027; .
0 0 ¢
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Exemple 2.11. Considérons I'équation différentielle suivante:

Nous allons démontrer qu’il existe une solution unique de cette équation. On procédera de

la fagon suivante:

Si 'EDS satisfait les trois conditions suivantes, :
L. |b(x,t) — b(y,t)| + |a(z,t) — a(y,t)| < K|z —y|, Vt > 0.
2. |b(z,t)]? + |a(z,t)|* < K?(1 + 2?), Vt > 0.
3. E[X}?] < oo,
alors, 'EDS (2.7) muni de la condition initial Xy = Z possede une unique solution.

Vérification de a):
= lallz —yl.
Vérification de b): puisque:

1 osiz| <1, 1+2% sifz] <1
< _ < -
=1 _{ si|z| > 1. _{ 1+ 2%, silz] > 1.

alors:

z)* + ol
) 2

[b(z.t)[* + la(z,t)]* = la(b -
(b—

a2(62 — 2bz + %) + o°
(
(

2

a

a®(b* + 2|b||z| + 2?) + o2
< 2#+ﬂM@+x>+x)+a

= a*(b® + 2/b|) + o + (2[b] + 1)2°
< max(a®(b* + 2|b]) + o2 ,2|b| + 1)(1 + 2?).

Posons donc

K = max(|a|,\/a2(b + 2|b]) + 02,1/2[b] + 1).

Vérification de c):

Il suffit de choisir X, de carré intégrable.
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2.4.3 Résolution de I’équation de Black-Scholes

Comme on I'a énoncé auparavant, I’équation de Black-Scholes s’écrit de la fagon sui-

vante:
ou de facon équivalente:
ds,
— = pdt + ocdW,. (2.9)
St
En intégrant (2.9) on trouve:
tdS t t
/ —t:/ udt+/ odW,
0 St 0 0
= ut + oWy.

Car u et o sont des constantes, et puisque (W;) est un mouvement Brownien alors: f(f dW, =
W.
On considere a présent la fonction g(t,z) = log x, en utilisant la formule d’It6:

1 1

d(log S;) = Edst — W(dst)2 (2.10)
dS; 1 5 o
=5 - Q(St)2(st (o2dt)). (2.11)

En intégrant (2.10), on aura:

t tds, tq
d(log S :/ ——/ ~o2dt.
/0 s = [ 0= [

td t 1 t
% :/(1og5t)dt+—/ oldt
0 Pt 0 2 Jo

1
= log S; — log Sy + 50275.

Enfin, on obtient:

De la formule précédente, on a:

1
ut + oW, =log Sy — log Sy + 50275

St 1,
log 2 = (4 — =02)t + oW,
1
% = exp((p — 502)75 + oW;)

1
Sy = Spexp((p — 502)15 +oWy).
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De la, on a la solution de I’équation de Black-Scholes qui est:
L,
Sy = Spexp((p — 50 )t +oWy).

L’utilisation de la méthode d’Euler présentée en annexe permet de simuler cette solution.
Les trajectoires du processus (S;) sont représentées dans la figure ( 2.2) obtenue par

exécution du programme associé a la méthode d’Euler.

F1G. 2.2 — Solution de ’EDS de Black Scholes



Chapitre 3

La méthode des différences finies
appliquée aux EDP paraboliques

Introduction

Les équations aux dérivées partielles sont omniprésentes dans toutes les sciences, pars-
qu’elle apparaissent aussi bien en dynamique de structure, mécanique de fluide que dans
la théorie de la gravitation ou de I’éléctromagnétisme, elles sont primordiales dans des do-
maines tel que la simulation aéronautique, la synthese d’image, les prévisions météorologiques,
la démographie ou les finances.

Certaines E D P peuvent étre résolues analytiquement et leurs solutions sont connues, tou-
tefois un nombre important existent sans solutions analytique, d’ou la nécessité de ’appli-
cation des méthodes numériques, tel que la méthode des différences finies qu’on va expliciter
dans ce chapitre afin d’arriver a approximer les solutions de ces équations.

Notons qu’il n’existent pas de méthodes universelles pour la résolution numérique des £ D P

. Ici, nous allons restreindre notre étude aux EDP linéaire parabolique d’ordre 2.

3.1 Généralités sur les EDP

Définition 3.1.1 (EDP). Soient d, m, n, s des entiers naturels non nuls, € un ouvert de
R
On appelle systéme d’équations aux dérivées partielles (EDP) a coefficients réels dans R?

de taille n, d’ordre m une relation de la forme:

77

¢($>u($)>8i(u(x))ie{l,---,d}7az‘2,ju(x)i,j€{1,...,d}27 s 78i1,i2,...,im(u(x))(il7i2,---,im)€{1,---,d}m) =0.

34
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ou
u: ) C RY— R” est solutiondel! EDP
P:AXR"XR" - xR" — R?

On dit que 'EDP est linéaire si et seulement si ¢(x,.) I'est pour tout = € €.

On dit que 'EDP est scalaire si s = n = 1 (une seule équation et u: 2 C R — R) .

Classification des EDP scalaire linéaire d’ordre 2:

On considere une ED P scalaire linéaire d’ordre 2:

a(z)u(z) + Z bi(2)Oru(r) + > Y Cij(@)0Fu(r) = f(x).

i=1 j=1
Notons C(z) la matrice (C;;), c¢’est une matrice symétrique réelle, elle est donc diagonali-
sable et ses valeurs propres sont réelles.

Notons les (A\;(z))%, ses valeurs propres et notons d,(z) le nombre de valeurs propres
strictement positives ( en tenant compte de leur multiplicité) et d_(z) le nombre de
valeurs propres strictement négatives et dy la multiplicité de la valeur propre 0. posons
d(z) = do(x) + dy(z) + d_(x).

On dit que 'EDP est:

— elliptique si et seulement si dy(z) = d ou d_(z) = d (les valeurs propres sont toutes

positives ou négatives).
— hyperbolique si et seulement si: dy, =d—1letd_=1loud, =1letd_ =d—1
— parabolique si et seulement si do(z) > 0.

Ou simplement par le calcul de A de I’équation A(z) = b*(z) — 4a(z)c(x).
— si A <0, on parle d'une équation elliptique.

— si A =0, 'EDP est dite parabolique.
— st A > 0, 'EDP est dite hyperbolique.

Conditions aux limites

En plus de la condition initiale, il existe deux type de conditions aux bords:

1. Conditions aux bords de Dirichlet: la condition de Dirichlet aux bords peut se définir

comme la donnée d'une fonction v : R™ — R sur une partie I' de la frontiere €2, ce
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qui peut se noter:

u(x) = f(x), Vo € 0Q.
ou
u(t,x) = f(x), Vo € 0Q(t).
La fonction f est une donnée du probleme.

2. Conditions aux bords de Neuman: la condition de Neuman aux bords peut se définir

comme la donnée de la dérivée de la fonction u : R™ — R par rapport a une variable

0 sur une partie I' de la frontiere €2, ce qui peut se noter:

ou
89( r) = g(x), Vo € 09,
ou o
%(x,t) = g(z), Vo € 0Q(t).
Exemple

Un exemple d’EDP parabolique du 297 degré linéaire est 1’équation suivante dite

équation de la chaleur:

ou 0*u cR.
— = a—— avec «
ot ox? v

Un cas particulier de cette équation est ’équation suivante avec des conditions de Dirichlet:
_u 8_

OOx siz 6 [0,1]
100( )siz € [1,2]
= u(2,t) =

k.
cp 0

Notons que les méthodes numériques passent par des dicrétisations des problemes analy-
tiques en des problemes numériques, les méthodes numériques s’intéressent a la recherche
des valeurs de la fonction a des endroits particuliers, autrement dit, on ne cherche pas
I’écriture d’'une fonction qui vérifie ’équation mais par quelles valeurs passent la fonction

en des abscisses particulieres.

3.2 Principe de la méthode des différences finies

Cette méthode consiste a approximer les dérivées partielles d'une équation au moyen

des développements de Taylor, ceci se traduit directement de la définition de la dérivée.



Chapitre 3. Méthode des différences finies 37

Soit f(z,y) une fonction de classe C?, alors la dérivée partielle premiere de f par rapport

a x est calculée par la formule:

f(ZL‘ + hmay) B f(x,y)
" ha—0 Iy

Si h, << 1, le développement de Taylor au voisinage de 0 de f(z + h,,y) donne:

0 0
Pt ha) = J9) + oo+ 0(hs) = f(.9) + oot
a hg;, - Y
o Wy gy o L) = S)

Ceci est appelé schéma avant. De la méme maniere nous pouvons aussi donner le schéma

arriere qui est de la forme:

O (34) = tim LY =@ = hay)

Avec la formule de Taylor, ceci nous donne:

Flay) = f(z — hay) + hxaféfc’w +0(hy) ~ f(x — hay) + hz%(:p,y)
of(xy)  flay) — flx— hey)
= or h ’

La somme de ces deux schémas nous donne le schéma centré suivant:

En résumé on a trois approximations suivantes pour la dérivée partielle premiere de f(z,y)

par rapport a x avec la formule de Taylor:

f@tha,y)—f(z.y)
h

fey)=fa—hsy) Zx*h””’y), schéma arriere;

h
F(@tha,y)—f(z—hay)
2h

9 f( | , schéma avant;
—(z,y) ~
ax 7y

, schéma centré.

La dérivée seconde % de f(z,y) sera alors de la forme:

02 f N F@ir1y)—flay;)  f@ay)—f(@i-1,y5)

hz hz
ox? hy
*f - f(@iv1,y5) = 2f (@ay;) + f@io1,y5)
or? h2 '
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3.2.1 Algorithme de la méthode

— Le domaine a étudier est maillé, on parle de dicrétisation du domaine (le maillage
peut étre régulier ou non) c’est a dire que le pas de maillage peut étre constant ou
non. On appelle maillage 1’ensemble des points du domaine de définition sur lequel
on va appliquer la méthode des différences finies.

— On discrétise également 'EDP c’est a dire qu'on va écrire, en chaque noeud, une
approximation algébrique de I’équation d’origine.

— On écrit autant d’équations algébriques qu’il y’a de noeuds, et on cherche une solu-
tion, ce qui conduit a écrire un systeme d’équations.

— On résout ce systeme d’équations linéaires.

Remarque 3.1. L’avantage de cette méthode est qu’il y’a une simplicité d’écriture, elle est
couramment pratique et facile d’acces, son inconvénient est qu’on se limite a des géométries

simples et qu’il y’a des difficultés de prise en compte aux limites.

3.3 Application a la résolution d’une EDP de chaleur

Soit a résoudre 1’équation de la chaleur suivante:

u

_:ﬁa_
cp O

100z si x 6 [0,1]
100 si x € [1,2]
= u(2;t

Avec k =0.13, c = 0.11, p = 7.8g/cm?, et Ax = 0.25.

— Dicrétisation de I'espace et du temps:

1. Dicrétisation de I'espace: nous devons résoudre cette équation dans 1’espace

compris entre a = 0 et b = 2 avec un pas Axz. On pose alors le schéma sui-

vant

Ty — 0
T, =T+ Az

:x0+iAx,1§i§nm:£

Or xy n’est autre que le point a de l'intervalle [a,b], finalement: x; = a+iAx, 1 <

b—a __ 2

1< Ny, aVeC Ny = K' = Az
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2. Dicrétisation du temps:On se donne At = Tz—:" le pas de la discrétisation de

I'intervalle de temps [0,7,,4.] (n: étant le nombre de subdivision) et on pose:

ti=jAt j=1,... n.

— Dicrétisation de ’équation aux dérivées partielles

1 . 2 .
On note u(z;,t;) = u], nous pouvons approximer % au point (x;,t;) par:

2 J J J
0*u wy_q — 2uy +

71—

@(miatﬁ = (A{L’)z

1 )
J+ )

. u .
Nous remplacons aussi %(wi,tj) par ———

En remplacant dans I’ D P donnée, on aura:

ungl B uf _ Eug—l B 2“5 + ug-i-l (3 1)
At cp (Ax)? '
Posons r = (AA—;)Qé, I'équation (3.1) devient:

J+L ] J J
w] " = rul g+ (1= 2r)u] +rul_y.

— Discrétisation des conditions initiales pour j = 0, t =0, et u] = ruf,; + (1 —2r)u) +

rud_;, Péquation nécessite la connaissance de la condition initial pour démarrer le

processus, la condition n’est autre que u(x,0) = f(x;) donnée par I’énoncée.

— Résolution numérique du systeme: quand on fixe j et on varie ¢ de 1 a n, — 1, on

obtient le systeme linéaire de n, — 1 équations aux n, — 1 inconnus suivant:

- . .
(W) = rud 4+ (1 — 2r)u] 4 )
L : , )
wy ™ = rud + (1= 2r)ud + rud
W =rud (=20 4l
\ ng—1 = Ny Ng—1 Ng—2

ou de fagon équivalente ' '
{ Uttt = MU’ + N

0<j<m—1 (3:2)

ou
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1—2r r 0 00 0 0 ru)
T 1—2r T 0 0 0 0 0
0 T 1—-2r r O 0 0
M = ) . . .. . . et N =
0 0 0 0O r 1—2r r )
0 0 0 0 r 1-—2r T,

L’exécution du code matlab suivant nous donne la courbe représenté dans la figure (3.1).
Dans ce programme, on notera ué par cla et la condition aux limites U%x sur b = 2 sera
notée clb.
k=0.13;
c=0.11;
p=7.8;
dx=0.25;
r=1/4;
dt=dx*dx*c*p*r/k;
Tmax=100%*dt ;
a=0;b=2;
cla=0;clb=0;
nx=(b-a)/dx;nt=Tmax/dt;
x=0:dx:b;t=0:dt:Tmax;
for i=1:nx-1
N(i)=0;
end
N(1)=rxcla;
N(nx-1)=r*clb;
for i=1:nx-2
M(i,i)=1-2%*r;
M(i,i+1)=r;
M(i+1,i)=r;
end
M(nx-1,nx-1)=1-2%r;
for i=1:nx+1
if x(i)<1
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ci(i1)=100%*x(i);
else
ci(i)=100%(2-x(1));
end

end

for i=1:nx-1
h(i)=ci(i+1);
end

J=1;

h=h’;
while(j<nt+2)
for i=1:nx-1
w(i,j)=h(i);
end
h=Mxh+N"’ ;
J=i+L;

end

for i=nx:-1:2
for j=nt+1:-1:1
w(i,j)=w(i-1,j);
end

end

for j=1:nt+1
w(l,3)=0;
w(nx+1,j)=0;
end

mesh(t,x,w);
3.4 Etudedela convergence de la méthode des différences

finies

La notion de convergence signifie que la solution numérique approche la solution exacte

quand Ax — 0 et At — 0, ce qui signifie que la maille devient tres petite.
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100

FiG. 3.1 — Solution de l’équation de la chaleur

Considérons uf la solution numérique approchée et Uij la solution exacte de 1’équation:
oU B k 0*°U
ot cp 0x2
Atk

aux points x = x; et t = t;. Notons €] = U] — u]. Pour r = A op

ugﬂ = T(Ugﬂ + Ug—l) +(1- 27’)“?-

el =U! —ul = u] =U/ — e} que 'on remplace dans le schéma numérique précédent:

Uit — et = T(U'j+1 - €g+1 + ULy — el ) + (1 =2r) (U] —€])

= €g+1 = [T(€g+1 + eg—l) +(1- 27’)65] + Uin - T(Uij+1 + Uij—l) —(1- QT)Uz‘j
Avec le développement de Taylor suivant:
U7 = U]+ At (20€), £ < € <ty
) . RO
Uz‘]+1 = Ui] + A"Eg_g(xiatj) + (Az)Q?)Tg(Ulatj)a T << T
: . 2 15 02
U, =U] - Afﬂ%—g(ivz,tj) + —(AQ) %Tg(n%tj)a Tic1 S <

On trouve:
. . . . . oU . ouU
= el + ) + (1= 20)6l] + U7+ A (1) —r(U7 + Aa S (raty)  (33)
(Ax)? 02U i ou (Ax)? 02U i
+ 9 8.12 (7717tj)) T(UZ Ax or (xl?tj) + 9 81'2 (7727t])) (1 QT)UZ .

(3.4)
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Apres simplification, I’équation précédente devient:

; ; ; ‘ oU Ax)? 02U
€§+1 = [T(ngrl + 6571) + (1 - 27“)65] + Ata(%‘;@ - 7’( 5 ) Erel

o)+ BT )
(3.5)

Dans un maillage tres fin, les points de la dicrétisation sont tres proches les uns des autres.

Nous avons donc x; = 11 = iy1, Tio1 = 12 =~ 2, ainsi que t; =~  ~ t;4;. Pour ce, nous

allons remplacer 7, et 7y par z; et { par t; puis r par (AA—;)QC% pour avoir 1’équation (3.3)

sous la forme:

, , , - oU Atk (Ax)?0°U (Ax)? 02U
R J J _ J ) _ t. ~ (7t
€ = [T(ei+1+€i71)+<1 2r)ej]+At ot (zity) (Az)? Cp( 2 Ox2 (zisty))+ 9 Or2 (Tist;))-

Apres simplification de la quantité (Az)?, factorisation de At:

ou k 0*U

e‘z+1 _ [T(€g+1 + egfl) + (1 _ 27")65] + At[a(l’“tj) (xut])]

_c_p8x2

Le deuxieme crochet, qui n’est autre que 1’équation de la chaleur initialement posée dans

I’énoncée, est nul, ce qui nous donne 1’égalité finale:

egﬂ = T(egﬁ + 6571) + (1 — 27’)63'

Sir<1/2,ona:1—2r>0,alors:
el | < rlef ] + el + (1= 2r)le]].

Posons

E’ = max |é
1<i<ng—1
= |l <rEY 4+ rEY 4 (1 —2r)E.
= el < B, V1<j<n -1

Par récurrence,
e} < B <. <E'<E°

E°=0U%—4%at =0, or, d’apres les conditions initiales,U® — u® = 0 donc E° = 0.
e <0=e=0Vi=1,...m,—1,j=1...my —Lletr<1/2

Donc la méthode explicite converge vers zéro quand r < 1/2.
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3.5 Lien entre les EDS et les EDP

La formule de Feynman-Kac, prouve qu’il y’a une connection entre les solutions des
équations différentielles stochastiques et certaines équations aux dérivées partielles du se-

cond ordre linéaire.

Théoréme 3.5.1 ([5]). Soientty € Rt xy € RY (Bt € R) un mouvement Brownien stan-
dard et f,g : RT xR — R deux fonctions conjointement continues en (t,x) et lipschitzienne

en x. On pose (Xt € [to, + o) la solution de I’EDS
dX; = f(t,Xy)dt + g(t,X,)dB;,
et Xy, = x9.0n suppose de plus qu’il existe une constante K > 0 telle que :
lg(t,z)| > K,V(t,x) € Ry xR
Soit h € C(R) et T > 0, étant données les hypothéses ci dessus sur f et g, il existe une
"unique” fonction u € CH*([0,T] x R) vérifiant:

Qutx)+ f(ta)3e(ta) + 392(ta) 5% =0 V(tz) € [0.T] x R,
u(T,x) = h(x).
Remarque 3.2 ([5]). Si u la solution de I’équation (3.6), le processus (u(t,X;),t € [to,T])

est une martingale.

(3.6)

En effet, par la formule d’'It6:

" Ou " ou 1 ["0%u
u(t,x) — u(to,zo) —/ E(S,Xs)ds—i-/o E(S,Xs)dXs + 5/0 w(s,)@)d()()

0

t
_ / O (o X.)g(s.X.)dB,
0

ox
ou 10%u

L ou 2
+ / (5. X)ds + 2 (5.X)F (5,X) + 555 (5. X,)g(s,X.)

~
(cette quantité est nulle car u satisfait I’équation (3.6))

tou
= i %(S,Xs)g(s,Xs)st.

Le processus u(t,X;) est donc une martingale.

J

3.5.1 La nature probabiliste des solutions des EDP

Nous allons maintenant établir le lien entre le calcul du prix d’une option européenne et
une équation aux dérivées partielles de type parabolique qui donne la nature probabiliste
a la solution d'une EDP.
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Nous supposons b et ¢ ne dépendent pas du temps, on note X; une solution de

Définition 3.5.1. Soit f une fonction de classe C? & dérivées bornées. On appelle générateur
infinitésimal du processus X, Popérateur différentiel qui & une fonction f de classe C? as-

socie

2 2
Af(z) =2 (2)('*)% + b(Xt)g—i.
Théoreme 3.5.2 ([3]). Soit u une fonction de classe C** en (t,x) a dérivées bornées sur
[0,7] x R™ vérifiant:

Ve e R", u(T,x) = f(x)

et

(% + Awu —ru)(t,) =0 V(t,x) € [0,T] x R™.

Alors:
V(t,z) € [0,7] x R u(t,z) = Be™ i X (X)),
Cette derniere est l’écriture probabiliste de la solution de I’EDP.

Ainsi pour calculer 'espérance d’une fonction qui s’écrit comme fonction d’une solution

d’'une EDS, il suffit de résoudre 'EDP associée au probleme.
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Application du modele de Black
Scholes a I’étude d’une option
européenne

Le but de ce chapitre est d’appliquer 1’équation différentielle stochastique de Black-
Scholes a I’étude d'une option européenne.

Rappelons que la valeur de I'option a I’échéance vaut:
hT = HlaX(ST — K,O),

ou St es la solution de ’EDS de Black-Scholes a I'instant 7.

On se pose la question suivante: quelle est la valeur initiale dont on doit disposer, et
qu’elle est la stratégie qu’on doit suivre pour arriver a hy = max(Sr — K,0) a la date T
(I’échéance).

Cette valeur la dont on doit disposer a l'instant initial est le prix de l'option appelé la
prime. Nous avons donc a chercher la relation entre le prix de l'option et la quantité

hr = max(St — K,0) appelé payoft.

Apres avoir défini le lien entre le prix de 'option et le payoff, on verra comment faire

le pricing par trois approches différentes:

— En utilisant le fait qu’on connait I'expression de S; qui est un mouvement Brownien
géométrique, et comme la valeur de B; ne peut étre calculé en pratique , on simule
plusieurs trajectoires du mouvement Brownien et prend la moyenne du payoff actua-
lisé pour obtenir le prix de 'option. C’est ’approche par Monte Carlo, le code et le

résultat de la méthode seront donnés par la suite.

46
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— Une autre approche consiste a utiliser les lois de probabilités pour arriver a une

formule explicite qui donne le prix de I'option, c¢’est I’approche stochastique.

— Une derniere méthode utilise une approche déterministe pour passer de 'EDS a ’'EDP

de Black Scholes et par la résolution de cette derniere on trouve le prix de 1'option.

4.1 Modélisation du marché

4.1.1 L’évolution des cours

Le modele proposé par Black et Scholes pour décrire I’évolution des cours est un modele
a temps continu avec un actif risqué (une action de prix S; a linstant t) et un actif
sans risque ( de prix SP & I'instant t). On suppose 1'évolution de SY régie par 1’équation
différentielle ordinaire suivante:

450 = 15t

Ou r est une constante positive. Cela signifie que le taux d’intérét sur le marché des place-
ments sans risque est constant et égal & r. On posera S§ = 1, de sorte que SP = €™, pour
t>0.

On suppose que I’évolution du cours de l'action est régie par ’équation différentielle sto-
chastique suivante:

Ou p et o sont deux constantes et B; un mouvement Brownien standard.
Le modele est étudié sur I'intervalle [0,T] ou T est la date d’échéance de l'option a étudier.
Comme nous "avons vu, I’équation (4.1) se résout, explicitement:
o2

Sy = Sy exp(ut — ?t +0By).
Ou S est le cours observé a la date 0. Il en résulte en particulier que, selon ce modele, la
loi de S; est une loi log-normale (c’est a dire que son logarithme suit une loi normale).
Plus précisément, on voit que le processus (S;) vérifie une équation du type (4.1) si et seule-
ment si le processus (log(.S;)) est un mouvement Brownien (non nécessairement standard).

Cela signifie que le processus vérifie les propriétés suivantes:
— Continuité des trajectoires,

— Indépendance des accroissement relatifs:si u < ¢, I'accroissement relatif (S; — S,)/ S,

est indépendant de la tribu o(S,,v < u),
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— Stationnarité des accroissement relatifs: si u < ¢, la loi de (S; —S,)/S, est identique
a celle de (Sy—, — So)/So.
Ces trois propriétés traduisent de facon concrete les hypotheses de Black et Scholes sur
I’évolution du cours de I'action.
L étude du modele de Black Scholes ne peut se faire qu’a partir d’'un minimum d’hypotheses
sur le marché liées a la fois a la viabilité et la complétude du marché, nous traduirons
ces hypotheses en termes mathématique aprés quelques définitions d’un marché viable et

complet.

4.1.2 Les stratégies autofinancées

Une stratégie sera définie par un processus ¢ = (¢;)o<i<7 = (H{,H;), & valeurs dans R?
adapté & la filtration naturelle (F;) du mouvement Brownien, les composantes Hy et H,; de
¢; donnant, a l'instant t, les quantités d’actif sans risque et d’actif risqué respectivement

détenues en portefeuille. La valeur du portefeuille a I'instant t est alors donnée par:
Vi(o) = Htosw? + HySy.

Une stratégie autofinancée est une stratégie pour laquelle les variations de valeur du
portefeuille viennent uniquement des gains dus a ’agitation des cours. La condition d’au-

tofinancement est sous la forme suivante:
dVi(¢) = H2dS? + H,dS,.

Pour que cette égalité ait un sens on imposera la condition:

T T
/ |HY|dt < +o00 p.s et / Hidt < 400 p.s.
0 0

T T
/ HOAS? — / Horertdt
0 0

est bien définie, ainsi que l'intégrale stochastique:

Alors l'intégrale:

T T T
/ thSt = / (HtSt,u)dt + / UHtStdBt.
0 0 0

Définition 4.1.1. Une stratégie autofinancée est définie par un couple ¢ de processus

adaptés (H))o<i<7 et (Hy)o<i<r vérifiant:

L. fOT | H?|dt + fOT Hidt < +oo p.s.
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2. HYSY + H.S; = H)SY + HySy + fot H2dS? + fot H,dS, p.s pour tout t € [0,T7].
Nous noterons §t = e "5, le cours actualisé de actif risqué.

Proposition 4.1.1. Soit ¢ = (Hy ,H;)o<t< un processus adapté a valeurs dans R?, vérifiant
fOT |HP|dt + fOT H2dt < +oo p.s,
On pose:

Vi(g) = HYSY + H,S, et Vi =e V().

Alors, ¢ définit une stratégie autofinancée si et seulement si:
t
Vi(¢) = V(o) +/ H,dS, p.s pour tout t € [0,T]. (4.2)
0
Preuve. Supposons la stratégie ¢ autofinancée. De 1’égalité:

dVi(¢) = —rVi(¢)dt + e " dV;(9)

obtenue en utilisant la formule d’intégration par parties a la formule ‘7; = e "Vi(¢), on
déduit :

dVi(¢) = —re " (He" + H,8)dt + e " H{d(e") + e " H,dS,
= Ht(—re_rtstdt + e_rtdst)
- thgt'

D’ou I'égalité (4.2). La démonstration de la réciproque repose sur un raisonnement ana-
logue.
Définition 4.1.2 (Stratégie d’arbitrage). Une stratégie d’arbitrage est une stratégie
admissible de valeur initiale nulle et de valeur finale non nulle.
Définition 4.1.3 (Marché viable). On dit que le marché est viable sil n’existe pas de
stratégie d’arbitrage.
Définition 4.1.4 (Marché complet). On dit que la marché est complet si tout actif est
simulable.
L’hypothese sur la viabilité et la complétude du marché se traduit par le théoreme
suivant:
Théoréme 4.1.1 ([3]). Un marché viable est complet si et seulement si, il existe une pro-
babilité P* équivalente a P sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des martingales.
La probabilité P* apparaitra par la suite comme 'outil de calcul des formules des prix

et de couverture.
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4.1.3 Existence d’une probabilité risque neutre

Nous allons montrer qu’il existe une probabilité équivalente a la probabilité initiale P,
sous laquelle le prix actualisé S, = S, de 'action est une martingale. Utilisant 1’équation

différentielle stochastique vérifiée par (S;) on a:
dS, = —re " Sdt + edS,
= S5,(( — r)dt + odBy)

Et par conséquent, si on pose W, = B, + *t,

dgt == gtO'th. (43)

En prenant 6; = &=+, d’aprés le théoreme de Girsanov, il existe une probabilité P~

équivalente a P sous laquelle (W})o<i<r est un mouvement Brownien standard. Alors si
on se place sous la probabilité P*, on déduit que 'égalité (5.3) que (gt) est une martingale
et que:

S, = Sy exp(oW, — o2t/2).

4.1.4 Modélisation d’une option

Dans ce paragraphe, nous nous limiterons aux options européennes. Une option eu-
ropéenne sera définie par une variable aléatoire F'—mesurable, positive h. Le plus souvent,
h est de la forme f(Sr), (f(x) = (xr — K)4, dans le cas d'un call, f(x) = (K — z), dans
le cas d’'un put). Nous allons définir la valeur de 'option en la simulant. Pour des raisons

techniques nous limiterons la classe des stratégies admissibles de la facon suivante:

Définition 4.1.5. Une stratégie ® = (H H,)o<i<7 est admissible si elle est autofinancée
et si la valeur actualisée XZ(CID) = H? + Htgt du portefeuille correspondant est, pour tout ¢,
positive et telle que sup,cp 7 \~/t est de carré intégrable sous P*.

On dira qu’une option est simulable si sa valeur a 1’échéance est égale a la valeur finale
d’une stratégie admissible. Il est clair que pour que 'option définie par A soit simulable, il
est nécessaire que h soit de carré intégrable sous P*. Dans le cas du call (h = (Sr — K)4),

cette propriété est bien vérifiée puisque E*(S%) < oo.

4.1.5 Lien entre le prix de 'option et le payoff

Théoreme 4.1.2. Dans le modéle de Black-Scholes, toute option définie par une variable

aléatoire h, positive, Fr—mesurable et de carré intégrable sous la probabilité P* est simu-
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lable et la valeur a l'instant t de tout portefeuille simulant est donnée par:

Vi = E*(e " YR|F).

La valeur de l'option a l'instant ¢ est donc définie de fagon naturelle par 'expression
E*(efr(Tft)hu;’t).

Preuve. Supposons tout d’abord qu’il existe une stratégie admissible (H° H) simulant

I'option. La valeur a I'instant ¢ du portefeuille (Hy,H;) est donnée par:

Vi = H)S} + H,S,.

et I'on a, par hypothese, V; = h. Soit 1~/t = Vie ", la valeur actualisée:

‘Z — Hto + Htgt-

Puisque la stratégie est autofinancée, on a:

~ t ~
Vi=W +/ H,dS,
0 )
=W +/ H,0S,dW,.
0

Sous la probabilité P*, supc(o 1 \7} est de carré intégrable, d’apres la définition des stratégies
admissibles; et I’égalité qui précede fait apparaitre le processus (‘Z) comme une intégrale
stochastique par rapport a (W;). Il en résulte que (V;) est sous P*, une martingale de carré

intégrable. D ot
‘7;‘/ = E*(VT|F2§)7
et par conséquent:
V, = "V, = " E* (Vo |F) = e E* (e "Th|Fy) = E*(e 7" T Vh|F). (4.4)

Nous avons ainsi montré que si le portefeuille (H° H) simule 1'option définie par h, sa va-
leur est donnée par ’égalité (4.4). Pour achever la preuve du théoreme, il reste a démontrer
que l'option est bien simulable, c¢’est-a-dire a trouver des processus (H}) et (H;) définissant

une stratégie admissible et tels que:

H'S? + H,S, = E*(e """ Dh|F,).
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Or, sous la probabilité P*, le processus défini par M; = E*(e " h|F;) est une martingale
de carré intégrable. La filtration (F}), filtration naturelle de (B;) est aussi la filtration na-
turelle de (W) et, d’apres le théoréeme de représentation des martingales Browniennes, il

existe un processus adapté (K)o<;<r tel que E*(fOT K2ds) < oo et:
t
vVt € [0,T], M, = M, —1—/ K, dW, p.s.
0
La stratégie ® = (H°,H), avec H; = Kt/(agt) et H) = M, — Htgt, est alors, une stratégie
autofinancée, dont la valeur a l'instant ¢ est donnée par:

Vi(®) = e"' M, = E*(e """ Vh|F).

et il est clair sur cette expression que V;(®) est une variable aléatoire positive, que sup,co 71 Vi(®)
est de carré intégrable sous P* et que Vp(®) = h. On a donc bien une stratégie admissible

simulant h.

4.2 Reésolution du probleme de pricing par ’approche
stochastique

Lorsque la variable aléatoire h est de la forme h = f(S7), on peut expliciter la valeur

V; a 'instant ¢ comme une fonction de £ et S;. On a en effet:

Vi=E* (e TV f(Sr)| R
— E* (e_r(T_t)f(Ster(T_t)€U(WT_Wt)_(02/2)(T_t))|Ft).

La variable aléatoire S; est Fy—mesurable et, sous P*, Wr — W, est indépendante de Fj.

On a donc:
Vi = F(1,5),
avec:
F(tx) = E*(efr(Tft)f(xer(Tft)ea(WTth)f(02/2)(Tft))) (4.5)

et comme, sous P*, Wpr — W, est une gaussienne centrée de variance T — t:

+oo —y2/2
Fte) = e f(xe(rﬂ#/2)(Tft)+ay\/T7t’>6 v/ dy.

—o V2T
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Le calcul de F' peut étre poussée plus loin dans le cas du call et du put. Si 'on prend
I'exemple du call, avec f(z) = (x — K),, on a:
F(t,x) _ E*(ef’l"(Tft)(xe(Tfo‘2/2)(T7t)+U(WT7Wt) _ K>+)
= E(:zcea\/gg_UQG/2 — Ke™™),.
ol g est une gaussienne centrée réduite et § =T — t.

Afin d’enlever le signe (), on cherche la région d’exercice de I'option sachant que l’exercice

de l'option se fait dans le cas ou:

xe(rfo‘Q/Z)(Tft)+U(WT7Wt) —K>0

Wr — W, _ log(£) 4 (r + Z)0
T—t a0

Introduisons les quantités:

log (& g
dy = Og(KH\;; AL dy = dy — oV/0. (4.7)
g

Avec ces notations, on a
F(tx) = E[(xe”™" 72 — Ke7) {(g4a,50)]

+o0 —y2/2
= / (xe"‘/gy_a2/2 — Ke_’"e)e v
—dy V2T

da —y?/2
o 70\/53;7029/2 —ro\ €
= ze — Ke dy.
/ OO( ) 5 W

En écrivant cette expression comme la différence de deux intégrales et en faisant dans la

dy

premitre le changement de variable z = y 4+ 0v/#, on obtient:
F(tx) = xN(dy) — Ke " N(dy), (4.8)

avec:

1 d
N(d) = E/ €_x2/2dl'.

Pour le put, un calcul analogue donne, avec les mémes notations:

F(tx) = Ke""N(—dy) — 2N (—d,).
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Le code suivant permet de calculer la valeur théorique du prix de I'option donnée par

I'équation (4.8).

Programme Prix Simulé et prix théorique

clear all;

n=7000;

r=0.03;

sigma=0.2;

Szero=100;

K=Szerox*1;

T=1,;

d1=(log(Szero/K)+(r+(sigma~2)/2)*T) /(sigmax*sqrt(T));
d2=d1-sigmax*sqrt(T);
PrixTheorique=Szero*normcdf (d1,0,1)-K*exp (-r*T)*normcdf (d2,0,1) ;
Z=normrnd(0,1,1,n);

ST=Szero*exp ((r-(sigma~2)/2) *T+sigma*sqrt (T) *Z) ;
payoffact=exp (-r*T)*max (ST-K*ones(1,n) ,zeros(1,n));
prixsimule=mean(payoffact’);

plot (ST,payoffact);

Le prix théorique donnée par la formule de Black Scholes est 9.41 euros pour une unité

d’actif risqué.

4.3 Résolution du probleme de pricing par ’approche

déterministe

Dans ce qui suit nous allons voir comment retrouver la formule de Black Scholes (4.8)

pour le prix d’une option grace aux EDP et au passage de 'EDS a 'EDP de Black Scholes.

4.3.1 Lien entre ’EDS de Black Scholes et les EDP paraboliques

Le probleme de la valorisation et de couverture dans ce cadre se ramene a la résolution

d'une EDP. C’est originellement 'approche adoptée par Black Scholes qui, avec un change-

ment de variables, transforme 'EDP en une EDP de chaleur, dont on connait une solution

explicite qu’on présentera au paragraphe suivant.
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Nous rappelons que ce modele est donné par une dynamique de sous jacent comme mou-

vement Brownien géométrique:
dSt = TStdt —+ Uth (49)

D’apres le théoreme 3.5.2, pour calculer la valeur de 'option F'(t,z) = E(e~ I r(s:X)ds £ X)),
f étant donnée f(Sr) = max(Sr — K,0), il suffit de résoudre le probleme

(% + Ay —ru)(t,z) =0 Y(t,z) € [0,T] x R"
{ C(Tx) = f(z) Ve € R™

Sachant que l'opérateur A; associé a I’équation (4.9) est:

0°c 400
_ 2 _
A0 = S 252 T %5

On obtient ’équation suivante:

oc 1, ,0°C  _OC
St 508 S S ae —rC =0,

Cette EDP est appelée EDP de Black Scholes a laquelle il faut ajouter une condition finale

en temps et des contraintes aux limites en espace.

4.3.2 Application des différences finies et résolution numérique
de ’EDP de Black Scholes

Dans le programme suivant, nous avons une boucle pour 1 < i < nn (le nombre de

points ici 101).
2

At = mm(At,W) avec h : pas d’espace, r : taux d’intérét sans risque, At : pas de

1

temps, S : sous jacent, o : volatilité, 30%S5? : viscosité, rs vitesse.

La deuxieme boucle du programme utilise les différences finies:

optl_op
9C ot approximé par ————=+

o on Atcn

gg est appl"Olee par %

et gs(; est approximé par (o 22;; ton

. 1 ,,0°C aC
C,n+1 Cn"‘At __0_2512— B S_ +TO |

| | o5z s tC)

Le programme suivant nous donne le prix de 'option pour des valeurs de Sy différentes,

on prend comme intervalle de S : [0.5K,2K].

nn=101;%le nombre de point;
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xk=100;%prix d’exercice
sigma=0.2;%volatilité
rate=0.003;%taux sans risue
time=1;%tempsd’exercice
xmin=0.5%xk;%domaine de calcul
xmax=2.*xk;%domaine de calcul
dx=(xmax-xmin)/(nn-1) ;%pas d’espace
dt=1e10;%pas de temps
x0=100;%sous jacent d’haujourd’huit
distan=100000.;
for i=1:nn
x=xmin+(i-1)*dx;
xx(1)=x;
c(i)=max (x-xk,0);
if (i>1)
dt=min(dt,0.25%dx."2/(0.5*sigma"2.*x"2+dx.*rate.*x));
end
if (distan>=abs(x-x0))
distan=abs (x-x0) ;
ix0=1i;
end
end
plot(xx,c);
hold on
ktmax=round(time/dt)-1;
ifre=round(ktmax/10);
dt=-dt;
t=time;
for kt=1:ktmax
t=t+dt;
irkmax=3;
for irk=1:irkmax
alp=1./(irkmax-irk+1);

for i=2:nn-1
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x=xmin+(i-1)*dx;
cxx=(c(i+1)-2.*c(i)+c(i-1))/dx."2;
cx=(c(i+1)-c(1))/(2.%dx);
visco=0.5*sigma”2*x."2;
vites=rate*x;
peclet=min(vites*dx/visco/3.,1.);
visnum=max (0.0125*%dx*vites-visco-rate*xdx. 2,0.)*peclet;
rhs=-(visco+visnum) *cxx-vites*cx+ratexc (i) ;
c(i)=c(i)+rhs*dt*alp;
end
c(nn)=xmax-xk*exp(-ratex (time-t));
c(1)=c(2);
end
if (rem(kt,ifre)==0)
plot(xx,c)
end

end
plot(xx,c);
cix0=c(ix0);

Le prix de 'option correspond alors au prix en fonctions de Sy, pour les valeurs suivantes:
K =100,T =1, c = 0.2, r = 0.03, l'option vaut 10,85 euros L’exécution de ce pro-
gramme donne la figure 4.1.

En faisant un changement de variables adéquat a 'EDP de Black Scholes on se ramene
a ’'EDP de la chaleur dont on connait ’expression analytique de sa solution. Ensuite en
faisant le changement de variable inverse, on retrouve le méme résultat que celui de 'ap-
proche stochastique pour le calcul du prix de 'option. Plus précisément:

On considere donc 1’équation:

oC 1, ,0C  .IC -

Dans un premier temps on effectue un changement de variables pour supprimer les termes
en S et S? devant les opérateurs différentiels. On pose S = E.e®, t =T — 15,0 = Ev(x,T).
2

On obtient alors I’équation suivante:

o v ov r
or ~ w2 TE T Vg, TRy onk =05
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Fi1G. 4.1 — Prix d’option pour différents cours initials

La condition initial devient v(z,0) = max(e” — 1,0).
Pour arriver a une équation comme celle de la chaleur, on procede a un second changement

de variables, on pose:

v(x,T) = e pu(x,7).
On réinjecte dans 1’équation:
o, _ 8,u 82,u o
ozz-‘,—ﬂT _ ox+pT el _ -~ _

On regroupe les termes de méme dérivées:

o p > op

— k—1a—k— 2 k—1

= SR (@ (b= D~ k= B+ 20+ k= 1)
Pour se ramener au cas de I’équation de la chaleur, il nous faut éliminer les termes en p et
g—’;, on doit donc résoudre le systeme suivant:

On a donc v(z,7) = exp(%l(k: —Da)F(k+

—_

V27T )u(x,7) et p vérifie alors:

or

I — Oy € R, V71 >0
w(x, ) po(x )—62(k D max(e® — 1,0) = max(ez® D — gz3k=Dz ()
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La solution de ce systeme est connue et de la forme:

1 e e

Nous allons nous atteler a I’évaluation de l'intégral dans 1’équation (4.10), on commence

/! __ sS—x.
par poser r° = 7=

T

+Oo I 52
p(x,r) = / = ds
\/271'7'
+oo
(2'V2r +a)e s dx
\/ 27 /

o3 (k1)@ VT +a) , =

-1 L[ et
21 J —x)v2r 27 ,z/\/ﬁ

On pose:

=

=5 m / T (kD)2 5t @ S OR+1)VET)? g !
733/\/?

V2T
e%(k-{—l)a}—i— (k+1)2 /+oo
—a/V2r—%(k+1)v27

%(k-}-l)m—f— (k+1)2 o/Ver+y(k+t1)Var )

= €2pd
Vir ) ’

On note N(z) = \/%7 [ ¢ 25" ds qui est la fonction de répartition de la loi normal centrée

- o1
e2dp avec p =1’ — Q(k +1)vV2r

réduite, donc finalement:

{ I, = 62(k+1)a}+ (k+1)2 TN(d )
dy = x/vV27 + 1k + 1)V2r

Par un calcul similaire on obtient:

I, = e%(kfl)eri(kfl)QTN(dQ)

di = x/V27r + $(k = 1)V/271
Maintenant que I'on a I’expression de g remontons a ’expression de C'; on a:
v(z,r) = e pu(z,7), et C = Ev(z,r), v =In(S/E), 7 = 30*(T — t), k = 2r /o

C :E(e%l(k—l) ln(S/E)‘Tl(kH)?%ﬁ(T—t))(eé(k+1)ln(S/E)+i(k+1)2%ﬁ(T—t)N(dl)
o eé(k—l)ln(S/E)-f—%(kJ—l)Q%JQ(T—t)N(d2))
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Ce qui se simplifie en:

C(S,;t) = SN(dy) — Ee "= N (dy)

d, = ln<%>+a<r+§><T—t>

T—t
d2 = d1 — 0\/5.

4.4 Simulation du prix de ’option par la méthode de
Monte Carlo

Le code suivant permet de calculer la valeur de 'option a tout instant par la méthode

de Monte Carlo son exécution nous donne la figure (4.2).

%Simulation de plusieurs trajectoires du mouvement Brownien (géométrique méthode)
clear all;

n = 100; %le nombre de trajectoires simulées

m = 1000; %le nombre de périodes de temps

Delta= 0.001; %la longueur d’une période de temps

mu = 0.03; %taux d’intérét instantané annuel

r=0.03;%taux d’intert sans risque annuel

sigma = 0.2; Jvolatilité

Szero 100;%valeur initiale

K=100;%pix d’exercice

Z = normrnd(0,1,m,n); %matrice composée de mxn variables aléatoires iid N(0,1)
hinitialisation de la matrice contenant les trajectoires du mouvement Brownien
Jchacune des colonnes de cette matrice contiendra une trajectoire du Brownien
W = zeros(m+1,n); %initialisation

hinitialisation de la matrice contenant les trajectoires de S

/chacune des colonnes de cette matrice contiendra une trajectoire de S

S = zeros(m+1,n); %initialisation

S(1,:) = Szero * ones(1,n); Y%valeur initiale de S;

temps = zeros(m+1,1); %initialisation du vecteur temps

JhApproximation du mouvement Brownien géométrique

for i=1:m

W(i+l,:)=W(i,:) + sqrt(Delta)*Z(i,:);

S(i+1,:)=8(i,:) + muxS(i,:)*Delta +(sigma*S(i,:)) . *x(W(i+1l,:)-W(i,:));

temps (i+1,1)=temps(i,1) + Delta;
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call(i+1,:)=mean(exp(-r*Delta)*max(S(i+1,:)-K*ones(1l,n),zeros(l,n)));

end

plot (temps,call);

La valeur du prix simulé par la méthode de Monte Carlo est 9.22 euros pour une unité

d’actif risqué .

12 T T T T T T

1.2 1.4

Fic. 4.2 — Call européen par Monte Carlo

Remarque 4.1. On voit bien que la valeur trouvée par la méthode de Monte Carlo est
plus proche de la valeur théorique exacte que celle trouvée par la méthode des différence
finies.

Apres avoir déterminé la valeur de 'option par les différentes approches citées précédemment,
nous répondrons a la deuxieme question de la problématique posée qui consiste a déterminer
la stratégie qu’on doit suivre pour aller de la valeur de la prime a 'instant initial a la valeur

du payoff, c’est le but de cette derniere section.
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4.5 Couverture des calls et puts

Nous allons voir comment, dans le cas ou 'option est définie par une variable aléatoire
de la forme h = f(Sr), on peut expliciter le portefeuille de couverture. Un portefeuille

simulant doit avoir, a chaque instant ¢, une valeur actualisée égale a:
V, = e " F(L,Sy),
ou F est la fonction définie par ’égalité. Si on pose:
F(ta) =e " F(tze™).

ona:V, = f(t,gt) et, pour t < T, d’apres la formule d’'Ito:

F(t,5,) = F(0,5) / )dS, + / /1 o F d<3S,5>,
u u ~ - -~
ot 0 al‘ at 261‘ (u S )
De I’égalité dSt StadVVt, on déduit:
d< g,g >, = 02§5du,

ce qui fait apparaitre F (t,gt), sous la forme suivante:
~ L OF t
F(t,S;) = F(0,5 +/ Ua—(u S, )Suqu —1—/ K,du
€z 0

Comme on sait que F'(¢,5;) est une martingale sous P*, le processus K, est nécessairement
nul. D’ou:

S - t9F  ~ ~
F(t,St):F(O,SO+/ 0—8 (u,S,)SudW,
0

Xz

_ F(0,3) + / gF<u§ dS,.
0

Xz

Le candidat naturel pour le processus de couverture H; est alors:

OF ~_  OF

Ht — %(t,st) - %(t,st)

Si on pose H? = F(t,5,) — H,S;, le portefeuille (H?,H,) est autofinancé et sa valeur actua-
lisée est bien V, = F(t,5,).

Remarque 4.2. Le raisonnement qui précede montre qu’on peut traiter les options de

forme f(Sr) sans utiliser le théoreme de représentation des martingales Browniennes.
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Remarque 4.3. Dans le cas du call, on a:

oF
5 (L) = N(d1).
et dans le cas du put:
or
%(WJ) = —N(=dy).

Cette quantité est souvent appelée le ”delta” de 'option par les praticiens. Plus généralement,
lorsque la valeur a I'instant ¢ d'un portefeuille peut s’écrire U(¢,S;), la quantité (0¥ /0x)(t,5;),
qui mesure la sensibilité du portefeuille aux variations du cours a I'instant ¢, est appelée le
?delta” du portefeuille. On parle de ”gamma” pour la dérivée seconde (9*W/0x?)(t,S;),
de ”théta” pour la dérivée par rapport au temps et de ”véga” pour la dérivée de ¥ par
rapport a la volatilité o.

Le code suivant permet de calculer la valeur théorique a des instants et des prix
différents et donne le processus de couverture qui représente les valeurs des quantités

d’actifs dont on doit disposer pour chaque instant t et pour chaque valeur de pris S;.

%»Simulation de plusieurs trajectoires du mouvement Brownien (géométrique méthode)

clear all;
n = 100; %le nombre de trajectoires simulées
m = 1000; %le nombre de périodes de temps

Delta= 0.001; %la longueur d’une période de temps
mu = 0.03; %taux d’intérét instantané annuel
r=0.03;%taux d’intert sans risque annuel

sigma = 0.2; Jvolatilité

100;%valeur initiale

Szero
K=100;%pix d’exercice

Z = normrnd(0,1,m,n); %matrice composée de mxn variables aléatoires iid N(0,1)
hinitialisation de la matrice contenant les trajectoires du mouvement Brownien
/chacune des colonnes de cette matrice contiendra une trajectoire du Brownien
W = zeros(m+1,n); %initialisation

hinitialisation de la matrice contenant les trajectoires de S

%chacune des colonnes de cette matrice contiendra une trajectoire de S

S = zeros(m+1,n); %initialisation

S(1,:) = Szero * ones(1l,n); %valeur initiale de S;

temps = zeros(m+1,1); %initialisation du vecteur temps
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%Approximation du mouvement Brownien géométrique
for i=1:m
W(i+1l,:)=W(i,:) + sqrt(Delta)*Z(i,:);
S(i+1,:)=S(i,:) + muxS(i,:)*Delta +(sigmaxS(i,:)).*x(W(i+1,:)-W(i,:));
temps(i+1,1)=temps(i,1) + Delta;
for j=1:n
d(i,j)=(1log(S(i,j))/K)+(r+(sigma~2/2))* (mu*Delta-temps(i,1))/sigma* (mu*Delta-temp
Nd(i,j)=normcdf (d(i,j));
d2(i,j)=d(i,j)-sigma*sqrt(1l-temps(i,1));
Nd2 (i, j)=normcdf (d2(i,j));
prime(i,j)=S(i,j)*Nd(i,j)-Kxexp(-r*(1-temps(i,1)))*Nd2(i,j);
end

end

On obtient les graphes (4.3), (4.4):

F1G. 4.3 — Valeurs théoriques de l’option pour des instants et des cours différents

La prime d’une option est déterminée comme le montant initial nécessaire pour obtenir
exactement le payoff final d’une option, quelque soit ’évolution de l'actif. La prime est
investie dans 'action risquée ou non risquée selon la stratégie de couverture. La prime est
en fait une conséquence de la stratégie de couverture.

Dans le modele de Black-Sholes, ot le sous-jacent est modélisé par un mouvement Brownien
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Fi1G. 4.4 — Processus de couverture

100
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géométrique, nous avons vu le prix d’un call européen est donné par la formule suivante:
F(tx) = 2N(dy) — Ke ™" N(d,).

Que fait alors la banque a partir de cette prime pour obtenir le payoff final? En fait, a chaque
instant, elle achete une quantité N(d;) de sous jacent et investit le reste de la prime dans
lactif sans risque. La fonction d; dépend de la valeur de I'action a chaque instant, i.e. S;.
Comme le cours de I'action est aléatoire, la quantité N(d;) est différente a chaque instant.
La banque doit alors rebalancer son portefeuille. Cette stratégie d’investissement s’appelle
une stratégie de couverture dynamique. Couverture puisqu’elle permet de couvrir le risque
et dynamique puisque 'on doit effectuer en continu un rebalancement du portefeuille en

fonction de I’évolution du sous-jacent.



Conclusion

Ce modeste travail nous a permis d’avoir une vision global du calcul stochastique et de
son application a I’étude d’option européenne ainsi qu’une vision des EDP et leur nature
probabiliste grace a la formule de Faynman-Kac.

L’étude du modele de Black Scholes est au coeur de ce mémoire ol on a présenté une
solution analytique explicite par un calcul stochastique directe puis par le passage a I’'étude
déterministe par les EDP pour retrouver la méme formule.

Il existe des cas ou I'évolution des prix est régit par une équation plus compliquée que
celle ci.

Une simulation de Monte Carlo ou bien une application des différences finies se releve
tres utile dans ce cas et lorsque le probleme a solutionner comporte plusieurs dimensions.

Actuellement, une des méthodes les plus utilisées reste celle de Monte Carlo appliquée
a la formulation stochastique, c¢’est une méthode simple a utiliser, elle consiste a générer de
nombreuses réalisations d'une variable aléatoire gaussienne, les utiliser pour calculer le prix
de l'actif sous jacent, puis calculer les valeurs du payoff, prendre leur moyenne et ’actua-

liser. Son principe est basé sur le résultat de convergence de la loi forte des grands nombres.

La méthode des différence finies repose sur deux notions: la dicrétisation avec un
maillage régulier et la convergence du schéma numérique ainsi obtenu. Elle est facile a
mettre en oeuvre sur des problemes simples, et a un bon taux de convergence en dimension
inférieur ou égale a trois. Au dela, les temps de calcul deviennent prohibitifs.

La formule de Black Scholes a permis de répondre a la question de 1’évolution du prix
d’une option européenne. Pourtant définie en 1973, elle reste tres utilisée de nos jours, I'un
de ses traits majeurs est que les formules de prix obtenues, de méme que les formules de
couverture, dépendent d’un seul parametre non directement observable: le parametre o
appelé volatilité est supposé constant dans ce modele, mais en pratique, on se heurte vite

aux imperfection du modele de Black Scholes, du moment que ¢ ne peut étre constant.

67
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L’étude et la compréhension de I’évolution des prix des options constituent un enjeu tou-
jours plus important sur les marchés financiers. De nos jours les mathématiciens cherchent
a développer de nouveaux modeles toujours plus précis pour représenter les dynamiques

aléatoires telles que les évolutions boursieres.

Nous souhaitons enfin que ce modeste travail puissent susciter et donner lieu a d’autres

études dans ce domaine.



Annexe

Variables et vecteur gaussien

Définition 4.5.1 (v.a gaussienne réelle). On dit que X est une variable aléatoire réelle

si sa loi de probabilité a pour fonction caractéristique:

6a(u) = E{e™} = expfin — 0*u?/2},

oupeRetoceR.
On en déduit que E(X) = p et que var(X) = o2. Si 0 # 0 sa loi possede une densité de

probabilité qui a pour expression:

1 (v — p)?

px(x) =
Définition 4.5.2 (vecteur gaussien réel). un vecteur aléatoire de dimension n (X1,Xs, ..., X,,)
est un vecteur gaussien si toute combinaison linéaire de X;,Xs,...,X,, est une v.a gaus-
sienne.
Notons 4 le vecteur moyenne de (X1,Xs,...,X,,) et I' la matrice de covariance.
Par définition d’un vecteur gaussien, pour tout v € R", la v.aa Y = > 77w, X; + (U,X)
(produit scalaire de R™) est une v.a réelle gaussienne, par conséquent sa loi est entierement

déterminée par sa moyenne et sa covariance qui ont pour expressions respectives:

E(Y) =Y wBE(Xy) = (Up) et
h=1

Var(Y) = Z ujupcov(X;,Xy) = (CUU).
k=1
On en déduit I'expression, en fonction de p et I', de la fonction caractéristique de la loi de

probabilité d'un vecteur gaussien (X1,Xs,...,X,):
. ) ) 1
px(u) = E(exp(i(U,X))) = E(exp(iY)) = exp(i{Up) — 5{Tuw)).
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De plus, si I' est de rang plein n, alors la loi de probabilité de X possede une densité dont

I’expression est:

1 I
px(z) = NG exp(—5 (I (@ = p).(z — p))).

Processus aléatoire

Soit (,F,P) un espace de probabilité, T' une partie de Ry et (E,e) un espace mesurable.

Loi d’un processus

Définition 4.5.3. Soit X un processus défini de 2 x 7" muni de la tribu 7 ® Bg, dans
(E.Bg).
La loi de X, notée par Py, est définie par:

Px :Bg — [071]
B — PoXﬁl(B)

Autrement dit: Px(B) = {X € B} = P{w,X(w) € B} = P(X"(B)).

La loi d'un processus X est déterminée par les lois des projections de dimensions finies;

nous avons dans le cas ou £ = R".

Théoréme 4.5.1 (Théoréme de Kolmogorov). : La loi du processus X est entiérement

déterminée par la loi des vecteurs aléatoires (X4, X, ..., Xy, ) avec ty by, ... b, €T,V k>1.
Les lois de (Xu,Xto,...,Xy,) pour k > 1 sont dites marges du processus ou lois finies
dimensionnelles .

Stationnarité:

— Processus stationnaire au sens fort
Un processus X est dit stationnaire au sens fort si:
(Xtians - Xein) =2 (X, -, X4, Vh.
— Processus stationnaire au sens faible
Un processus X est faiblement stationnaire (ou stationnaire par covariance) si:
— E(X;) = C*, indépendante du temps,
~ V(X;) = 0? indépendante du temps,
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— cov(X;,X,) ne dépend que de la différence |t — s|,V(t,s) € T.
— Processus a accroissement stationnaire
Un processus X est a accroissement stationnaire si la loi de (X;, 5 — X;) ne dépend
que de s ,Vt.
— Processus a accroissement indépendant
Un processus Xest dit a accroissement indépendant si pour toute suite finie

th <ty <---<t,, les variables:
Xy Xy — Xpyy oo X, — Xy

Sont indépendantes.

Mesurabilité

Définition 4.5.4 (Processus mesurable). Un processus X est mesurable si application
(tw) — X;(w) de Ry x Q dans R? est mesurable par rapport aux tribus B(R;) ® F et
B(RY).

Définition 4.5.5 (Processus adapté). :Un processus X est adapté par rapport a la

filtration {F}}>0, si pour tout ¢, la variable aléatoire X; est F-mesurable.

La tribu F; représente I'information dont on dispose a l'instant ¢.

Dans la suite, les filtrations que 1'on considérera auront la propriété suivante:
Si A€ Aetsi P(A) =0, alors pour tout t,A € F;.

Ceci exprime que F; contient tous les ensembles de mesure nulle de A. Le but de cette hy-
pothese technique est de permettre d’affirmer que si X =Y P.p.set que Y est F;-mesurable

alors X est aussi Fp-mesurable.

On peut construire une filtration a partir d’un processus X en posant F; = o(X;,s < t).
Cette filtration ne vérifie pas, en générale, I’hypothese précédente. Cependant si on rem-
place la tribu F, par la tribu F, engendrée par F; et N, I'ensemble des ensembles de
probabilité nulle (on dit aussi négligeables) de A, on obtient une filtration vérifiant la
condition souhaitée. On appelle cette filtration la filtration naturelle du processus X.
Quand on parle de filtration pour un processus sans autres précisions, il s’agit de sa filtra-

tion naturelle. Un processus est bien stur adapté a sa filtration naturelle.

Définition 4.5.6 (processus progressivement mesurable). Un processus X est pro-
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gressivement mesurable par rapport a {F;}s>o si pour tout ¢ > 0, I'application (s,w)
X (w) de [0,t] x Q dans R? est mesurable par rapport a B([0,t]) ® F; et B(R?).

Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté.

Définition 4.5.7 (Processus indistinguables). Soient X et Ydeux processus, X et YV

sont indistinguables si les trajectoires de X et Y sont les mémes c’est a dire:
P(X; =Y.Vt >0)=1.

Définition 4.5.8 (Processus gaussien). Un processus est dit gaussien si toutes ses lois

fini dimensionnelles L(Xy,,Xy,,...,X,) sont gaussiennes Vn € N, Vty,to, ... t, € T.
Il en résulte que X = (X;); est gaussien si toute combinaison linéaire a; Xy, +- - -+a, Xy,

suit une loi gaussienne (pour tout n € N, ¢ ,to,....t, € T, aj,aq,...,a, € R).

La variation d’un processus

Définition 4.5.9. On définit la variation d’ordre p d’un processus X sur [0,77] associée a
une subdivision II,, = (¢, ... &) de [0,T] par:

ti—1

VE(L) = |IXr = X7 |7
=1

— Si P =1 on parle de variation totale de X sur [0,7].
— Si P =2 il s’agit la variation quadratique de X sur [0,7] notée (X)r
Définition 4.5.10 (Processus a variation bornée). Un processus X est dit a variation

bornée sur [0,77], §'il est a variation bornée trajectoire par trajectoire c.a.d:

supz | Xt — X3, .| < 400 p.s.

"og=1

Définition 4.5.11 (Processus de Markov). C’est un processus tel que;
E(f(X)|FX) = B(f(X,)|X,) pour tout t > s > 0,

et pour toute fonction f: R — R borélienne et bornée (NB: F* = o(X,.,r < s)).

En particulier, si f(z) = x5(X) avec B € B(R), alors P(X; € B|F.*) = P(X, € B|X,).

Définition 4.5.12 (Processus de diffusion). Un processus de Markov pour lequel toutes

les réalisations { Xy, t > 0} sont des fonctions continues est appelé ” processus de diffusion”.
L’un des outils les plus utilisés dans ce mémoire est la notion d’espérance conditionnelle

dont les principales propriétés sont présentées dans ce qui suit.
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Espérance conditionnelle

Soit (€2,F,P) un espace de probabilité et soit B une sous-tribu de F. La définition de

I’espérance conditionnelle repose sur le théoreme suivant

Théoréme 4.5.2 (Définition de ’espérance conditionnelle, [[3]). Pour toute variable
aléatoire réelle intégrable X, il existe une variable aléatoire, intégrable B-mesurable, Y,

unique aux ensembles négligeables pres, telle que:
VB € B; E(X 1) = E(Y |p).

Y est appelée espérance conditionnelle de X sachant B et notée E(X|B).
Si B est une sous-tribu finie, d’atomes B1,Bs,....B,, on a E(X|B) = >

somme étant limitée aux atomes de probabilité non nulle. Ainsi, sur chaque atome B;, la

B(X15,)
i FE) 1B la

valeur de E(X|B) est la valeur moyenne de X sur B;. Dans le cas de la tribu grossiére
(B=1{0,2}), on a E(X|B) = E(X).

Propriétés de ’espérance conditionnelle

Le maniement des espérances conditionnelles repose sur les propriétés suivantes:
1. Si X est B-mesurable, E(X|B) = X, p.s.

2. E(E(X|B)) = E(X).

3. Pour toute variable aléatoire Z B-mesurable et bornée, E(ZE(X|B)) = E(ZX).
4. Linéarité:

E(\X + 1Y |B) = \E(X|B) + uE(Y|B) p.s.

5. Positivité: X > 0, alors E(X|B) > 0 p.s. et, plus généralement , X > Y = E(X|B) >
E(Y|B) p.s. De cette propriété, on déduit que

[E(X|B)| < E(|X][|B) p-s.

et donc que ||[E(X|B)|| 1) < [|X]21(@)-

6. Si C' est une sous-tribu de B, alors:
E(E(X|B)|C) = E(X|C) p.s.

7. Si Z est B-mesurable et bornée, E(ZX|B) = ZE(X|B) p.s.
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8. Si X est indépendante de B alors, E(X|B) = E(X) p.s.

La réciproque de cette propriété est fausse, mais on a le résultat suivant.

Proposition 4.5.1. Soit X une variable aléatoire réelle. X est indépendante de la tribu

B si et seulement si:
Vu € R E(e™X|B) = E(e™¥) p.s.

Remarque 4.4. On peut aussi définir E(X|B) pour toute variable aléatoire X positive
(sans condition d’intégrabilité). On a alors E(XZ) = E(E(X|B)Z), pour toute variable
aléatoire Z, B—mesurable positive et les regles de calcul sont essentiellement les mémes

que dans le cas intégrable.

Méthodes de Monte Carlo

Le probleme de la simulation se pose de la facon suivante. On se donne une variable
aléatoire Y et ’on cherche a réaliser sur un ordinateur une suite de tirages Y7,Y5,...,Y,, ...
a priori infinie telle que les Y,, suivent la loi de Y et (Y},),>1 soit une suite de variables
aléatoires indépendantes.

Les méthodes de Monte Carlo sont basées sur la loi des grands nombres: on simule un
grand nombre de variables aléatoires indépendantes et de méme loi, (Y},),>1 de méme loi
que Y, en prend ensuite la moyenne des valeurs prises, N~! ZnN:1 Y,, et on obtient une

approximation de E[Y]. La convergence est assurée par le théoreme central limite.

Théoréme (Théoréme central limite). Soit (X,,)°2, une suile de v.a.i.i.d telle que
E(X)=peR etvar(X;) =0 >0, Soit S, = X1 + Xy + ... + X,,, alors:

Sn—M L

N(0.1
\/ﬁO’ _>n~>oo (7)
1,€
S—,u t 1 2
P(= <t)= 72y = H(t
ELcn - [ e = ol

Simulation de la loi uniforme

La simulation de la loi uniforme sur 'intervalle [0,1] se fait par appel a un générateur
de nombres pseudo-aléatoires.

La plupart des langages disponibles sur ordinateur possedent une fonction aléatoire, déja



Annexe 75

programmé, qui retourne un nombre pseudo-aléatoire compris entre 0 et 1, (cette fonction
porte le nom de rand() en langage ”C”, random en langage turbo pascal).

Remarque 4.5. Si U ~ Uy alors (b — a)U + a ~ U,y On passe ainsi d'un générateur
de Ujp) a un générateur de Up,y.

Si Uy, ...,Uq sont indépendantes et de méme loi Ujg 1) alors (Uy, ... ,Us) ~ Up .

Simulation de la loi gaussienne

Une méthode classique pour simuler la loi gaussienne repose sur la constatation que, si
(U1,Us) sont deux variables aléatoires uniformes sur [0,1] indépendantes, alors la variable

aléatoire:
v/ —2log(Uy) cos(2mUs)

suit une loi gaussienne centrée et réduite.
Pour simuler des gaussiennes de moyenne m et de variance o, il suffit de poser X = m+og,

ol g est une gaussienne centrée réduite.([3])

Simulation d’un vecteur gaussien

Lorsque 1'on construit des modeles ou interviennent plusieurs actifs, on est amené a
considérer des processus gaussiens a valeur dans R". Le probleme de la simulation des
vecteurs gaussiens est alors essentiel.

Nous allons donner une méthode de simulation de ce type de variables aléatoires.

Nous supposons que 'on cherche a simuler un vecteur gaussien (X1,X,...,X,) dont la loi
est caractérisée par le vecteur des moyennes m = (my,...,m,) = (E(X1),...,E(X,)) et la
matrice de covariance I' = (0y;)1<i<n,1<j<n O 0;; = E(X;X;) — E(X;)E(Xj;).

La matrice I' est définie positive et nous supposerons de plus qu’elle est inversible. On peut
trouver une racine carrée de I', c’est & dire une matrice A, telle que A x* A =T'. Comme T’
est inversible, A lest également, et on peut considérer le vecteur gaussien Z = A~1(X —m).
Z est alors un vecteur gaussien, centré. De plus sa matrice de covariance vaut la matrice
identité I;. La loi du vecteur Z est celle de n gaussiennes centrées réduites indépendantes.

La loi du vecteur X peut donc étre simulée de la facon suivante:
— On calcule une racine carrée de la matrice I',A.
— On simule n gaussiennes centrées réduites G = (g1, . . . ,gn)-

— On calcule m + AG.
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Algorithmes de simulation des processus stochastiques

Les méthodes décrites précédemment permettent de simuler une variable aléatoire, en
particulier, la valeur d’un processus stochastique a un instant donné. On a parfois besoin
de simuler toute la trajectoire d’'un processus (par exemple lorsqu’on étudie 1'évolution
au cours du temps de la valeur d’un portefeuille d’option), dans ce qui suit, on présente
brievement le principe de la méthode d’Euler qu’on va utiliser dans les algorithmes de

simulation (pour plus d’information sur cette méthode voir ([1])

Simulation d’un mouvement Brownien

Pour simuler le mouvement Brownien qui est un processus a temps continu, il faut
d’abord discrétiser le temps. Soit At la longueur d’une période de temps. Nous simulerons
le mouvement Brownien au temps 0,At,2At,3At,. ..

D’apres la définition d'un M.B {Wia; — We-nae + J € N} est une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, toute de loi N(0,At).
Pour simuler une trajectoire du mouvement Brownien jusqu’a I'instant mAt, il suffit de

générer m variables aléatoires indépendantes
{Zy  k=12,...,m}
de loi normale centrée et réduite. Puisque
Wo=0 et Wins = Wonyar + (A2 Z, k€ {1,2,...,m}.
Nous simulerons
Wo =0 et Wiar = Wik_1yae + (A2 Zy, ke {1,2,....m}.

Par induction, on obtient:

k
Wiae = (A2 Zy, ke {12,...m}.
i=1
Evidemment, plus la longueur de I'intervalle de temps At est petite, meilleure sera notre
approximation.

Sous matlab on écrit le programme correspondant a 1’algorithme précédent comme suit:
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Programme matlab voir [6]

clear all;

n=5 % le nombre de trajectoire simulées

m=10000 % le nombre de périodes de temps

Delta t=.0001 % la longueur d’une période de temps
Z=normrnd(0.1.m.n); % vecteur colonne composée de m v.a.i.i.d N(0,1)
W=zeros(m + 1,n); % initialisation: trajectoire du M.B
temps=zeros(m + 1,1);

for i=1 ' m

W(i + 1, ) = W@, :)+sqrt(Delta t)*z(i, :);

temps(i + 1,1)=temps(i,1)+Delta t;

end

plot (temps,W);

Et on obtient la figure (2.1) donnée dans la section du mouvement Brownien.

Le principe de la méthode d’Euler

On notera A™t =T /n et AW, 1 = Wy, 11 — W,,. L’idée de la dicrétisation d’Euler est
la suivante. Pour tout ¢ = 1,...,m, nous avons:
t;

t;
X, = X, , + / b(X.)ds + / o(X,)dIV,
t

i—1 ti—1

~ Xti71 + b(thfl)Amt -+ a(Xti,l)AmVVi, 1= 1, coa,n.

Ce qui conduit a la construction du schéma

{76’1 :XO

X, =X HbX, A+ a(X] AW, i =1, m.

. . ~-m N N . . . N
La simulation de X se ramene a la simulation des accroissement de W, ou

AW ~ N(0,A™1,).

Simulation d’une équation différentielle stochastique

Considérons une équation différentielle stochastique de la forme

dXt = b(t,Xt)dt + a,(t,Xt)th, XQ = Xy-.
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La premiere étape consiste a s’assurer qu’il existe bien une solution a cette équation

différentielle stochastique. Nous appliquerons la méthode d’Euler:

Xo = Xo
X(k;—l—l)At - )A((k;)m + (kAL Xn) Ot + a((kAt,)A(mt)(/W(kH)At — Win).

Application a ’équation de Black-Scholes

Nous voulons simuler le mouvement Brownien géométrique ( qui régit le prix d’une
action):
dSt = ILLStdt —+ O'Stth, SO = Sp- (411)

Dans ce cas, deux méthodes peuvent étre utilisées.

— Premiere méthode: Si nous avons seulement besoin de St, alors nous allons ex-
ploiter le fait que nous disposons de la solution de cette équation différentielle sto-

chastique:

2
o
St = soexp((u — 7)T +oWr)

2
= spexp((pu — %)T—i— oTY2 7).

Nous nous simulerons donc que la valeur de S au temps T et non pas toute sa
trajectoire.
— Deuxieme méthode: Si nous devons connaitre la trajectoire de S nous allons utiliser

la méthode d’Euler classique:

SOISO

Sk+nyat = Skat + WSkar At + 0 SeatWiksnyar — Wiar)-

Sous matlab, le code qui implémente la simulation d’'un mouvement Brownien géométrique

est le suivant:

%Simulation de plusieurs trajectoires du mouvement Brownien
clear all;
n = 100; %le nombre de trajectoires simulées

m = 10000; %le nombre de périodes de temps



Annexe 79

Delta= 0.0001; %la longueur d’une période de temps
mu = 0.1; %taux d’intérét instantané annuel
r=0.03;%taux d’intert sans risque annuel

0.5; %volatilité

sigma

Szero 100;%valeur initiale

K=100;%pix d’exercice

Z = normrnd(0,1,m,n); %matrice composée de mxn variables aléatoires iid N(0,1)
hinitialisation de la matrice contenant les trajectoires du mouvement Brownien
%chacune des colonnes de cette matrice contiendra une trajectoire du Brownien
W = zeros(m+1,n); %initialisation

hinitialisation de la matrice contenant les trajectoires de S

Jchacune des colonnes de cette matrice contiendra une trajectoire de S

S = zeros(m+1,n); %initialisation

S(1,:) = Szero * ones(1,n); %valeur initiale de S

temps = zeros(m+1,1); %initialisation du vecteur temps

JhApproximation du mouvement Brownien geometrique

for i=1:m

W(i+l,:)=W(i,:) + sqrt(Delta)*Z(i,:);

S(i+1,:)=8(i,:) + muxS(i,:)*Delta +(sigma*S(i,:))*(W(i+l,:)-W(i,:));

temps (i+1,1)=temps(i,1) + Delta;

plot (temps,S);
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