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1 INTRODUCTION 

  Sous l’appellation Systèmes à Evénements Discrets (SED) sont regroupés certains 

systèmes, généralement de conception humaine.  On peut par exemple citer les systèmes de 

production (ateliers flexibles, lignes d’assemblage) [11], [17] les réseaux de communication 

(réseaux informatiques) [18] et les systèmes de transport (routier, ferroviaire ou aérien), [19].  

Le comportement dynamique de cette classe de système ne peut pas être décrit par des 

équations différentielles ou aux différences comme dans les systèmes continu classique. 

L’importance prise par ces systèmes dans notre société a conduit de nombreux chercheurs à 

proposer des modèles mathématiques permettant de décrire leur comportement afin d’en 

évaluer les performances et d’optimiser leur conception ou leur pilotage. On cite  par exemple 

les modèles à base d’automates à états finis, et l’algèbre des dioïdes. Ces systèmes sont plus 

fréquents dans le domaine industriel.  En outre les applications dans ce domaine posent un 

autre problème qui réside dans l’existence des contraintes temporelles dont il faut tenir 

compte. Ces contraintes peuvent prendre diverses formes (échéance, intervalle de temps, 

durée de validité, etc.) et s’appliquer à des objets variés. 

Ce problème de contraintes temporelles est très fréquent dans les systèmes de 

production incluant des traitements thermique ou chimique [20], dans les systèmes 

embarqués [21], dans les réseaux de transport urbain ou ferroviaire [22,23] et dans les 

systèmes de commande en réseau [24]. Dans ce travail, nous nous intéressons à cette dernière 

catégorie de systèmes à temps critique.  

Les Architectures d’Automatisation distribuées sur des Réseaux (AAR) sont 

aujourd'hui présentes dans de nombreux secteurs d'activités : dans l'industrie manufacturière 

par exemple, au travers des systèmes de contrôle de procédés (usines, centrales nucléaires), 

dans l'aéronautique au travers des processus de pilotage d’avions, et de satellites et dans les 

applications de supervision ou d’e-maintenance sur des longues distances. Il est à noter que le 

facteur temps dans ces AAR est une composante primordiale. Le respect des contraintes 

temporelles est aussi important que l'exactitude du résultat. Autrement dit, le système ne doit 

pas simplement délivrer des résultats exacts, mais il doit les délivrer dans des délais imposés. 

Chaque performance temporelle des AAR, en particulier le temps de réponse, est caractérisée 

non pas par une valeur unique mais par une distribution de valeurs [6], [25-27]. Ceci provient 

des mécanismes de consommation de temps et des retards (traitement de données, 

synchronisation entre processus) au sein de l'architecture qui induisent des délais variables. 
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  Nous considérons dans notre cas une AAR qui comporte une contrainte temporelle 

(borne maximale) sur son temps de réponse à ne pas dépasser. Il est donc nécessaire, de 

disposer de techniques et d’outils qui permettent d’assurer ces spécifications temporelles dans 

ces systèmes de commande en réseau.  

Nous formulons la question en terme d’un problème de commande qui consiste à 

calculer en temps réel des lois de commande en fonction des paramètres de l’AAR pour 

garantir cette contrainte temporelle stricte.   

Plusieurs travaux sur la commande des systèmes à événements discrets temporisés ont 

été développés. On peut citer l’approche publiée dans [28], qui est basée sur les automates 

temporisés, et d’autres méthodes formelles qui utilisent les graphes d’événements temporisés 

et les algèbres Max-Plus et Min-Plus, qui sont présentées dans [35],[29],[30-33]. Les auteurs 

de [9], [34],  s’intéressent plus précisément à des problèmes de rejet de perturbations et de 

poursuite de modèle, et la contrainte temporelle est apparue comme une condition 

supplémentaire. Par contre, ceux de [31-33] ont travaillé sur la commande des systèmes à 

événements discrets sous contraintes temporelles strictes. Ils calculent en ligne des lois de 

commande pour satisfaire ces contraintes. C’est pour cette raison que nous choisissons la 

méthode développée et détaillée dans [31,32] pour résoudre le problème de commande de 

l’AAR sous contrainte temporelle.   

Ce mémoire est décomposé en quatre chapitres. Nous donnons dans cette introduction 

les grandes lignes du plan qui sera détaillé par la suite. 

  Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions et notations de base 

concernant l’algèbre des dioïdes, les graphes d’événements temporisés. Et dans la dernière 

partie de ce chapitre nous montrons comment décrire le comportement d’un graphe 

d’événement temporisé par des équations linéaire dans l’algèbre Max-Pus et l’algèbre Min-

Plus. 

    Dans le deuxième chapitre, le fonctionnement et la  modélisation de l’AAR sont 

présentés, nous représentons  tout d’abord de manière détaillée les composantes et le 

fonctionnement de l’architecture d’automatisation en réseau dans laquelle les contrôleurs 

logique communiquent avec les modules d’entrées/sorties via un réseau de communication 

TCP/IP. La deuxième partie de ce chapitre est consacrée à la modélisation de  cette AAR avec 

un graphe d’événement temporisé et la représentation de la dynamique de cette AAR dans 

l’algèbre Max-Plus et Min-Plus. 

Dans le troisième chapitre  nous calculons les lois de commande qui vont satisfaire les 

contraintes temporelles associe a l’AAR après avoir présenté de manière plus détaillé la 
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méthode de calcule de ces lois de commande dans la première partie de ce chapitre. Et après 

avoir présenté dans la dernière partie de chapitre trois  les inconvénients de  la  première 

modélisation ainsi que la non satisfaction de résultats obtenus  pour le calcul des lois de 

commande, nous représentons une nouvelle modélisation qui fonctionne suivant un réseau de 

communication producteur/consommateur ensuite on calcule les lois de commande qui vont 

satisfaire les contraintes temporelles représentées sur cette nouvelle modélisation. 

Enfin, une synthèse des résultats obtenus ainsi que quelques perspectives envisagées 

pour les travaux futurs sont données pour conclure ce travail. 
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 Dans la première partie decette section, nous présentons des outils algébriques 

permettant de traiter une classe particulière de réseau de Petri (Rdp). Nous rappelons également 

la manière avec laquelle ces outils algébriques sont utilisés. Plusieurs propriétés utiles pour 

faire de l’analyse et de la commande à travers un modèle graphique ou algébrique. Dans la 

deuxième section nous présentons les modèles de graphe d’événements temporisé ainsi que la 
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représentation de leur dynamique dans les dioïdes. La plupart de notions de cette partie sont 

issues de [1-5]. 

2.1Théorie des dioïdes 

Dans cette section un rappel sur les structures algébriques est considéré. Le but de 

cette section est d’introduire les concepts et notations qui seront utiles pour l’étude de la 

commande de graphes d’événements temporisés. 

 

2.1.1 Rappels algébrique  

Définition 2.1(Monoïde) Un monoïde notée (D,⊕� est un ensemble D muni d’une loi de 

composition interne notée ⊕ associative : ∀�, �, � ∈ 	, 
� ⊕ ��⊕ � � � ⊕ 
� ⊕ �� ,  et 

d’un élément neutre  ε tel que, ∀� ∈ 	, � ⊕ ε � ε⊕ a � a. Le monoïde est dit commutatif si 

la loi ⊕ est commutative c'est-à-dire :∀�, � ∈ 	, � ⊕ b � b⊕ a. 

 

Exemple2.1 L’ensemble des entiers naturels � muni de l’addition est un monoïde. Il s’agit 

d’un monoïde commutatif :	∀	�, � ∈ �, � � � � � � �. L’élément neutre de N est 0. 

 

Définition 2.2 (Semi-anneau, dioïde). On appelle semi-anneau un ensemble D, muni de deux 

lois internes⊕ et⊗, tel que : 

• (D,⊕) est un monoïde commutatif dont l’élément neutre ε est appelé élément nul. 

• (D, ⊗) est un monoïde. Son élément neutre est appelé unité et est noté e. 

• La loi multiplicative ⊗ est distributive à droite et à gauche par rapport à la loi additive ⊕, 

c'est-à-dire ∀�, �, � ∈ 	, � ⊗ 
� ⊕ �� � 
� ⊗ ��⊕ 
�⊗ �� 
� ⊕ ��⊗ � � 
� ⊗ ��⊕ 
� ⊗ ��. 
• L’élément neutre ε est absorbant pour la loi ⊗  (∀� ∈ 	, � ⊗ ε � ε⊗� � ε). Si en outre la 

loi ⊕est idempotente, alors (D, ⊕,⊗) est qualifié de semi-anneau idempotent ou dioïde. 

 

Remarque 2.1 La loi ⊕ est idempotent si ∀	� ∈ 	,a⊕ a � a.  

 

Exemples 2.2  

• On peut vérifier aisément que :
� ∪ ��∞, �∞�,���,�� est un dioïde commutatif pour 

lequel ε � �∞  et e = 0. Ce dioïde est noté Rmax, et traditionnellement appelé "algèbre 
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(max,+)". Dans ce dioïde, la loi ⊕ correspond à l’application maximum et la loi ⊗ est la 

somme usuelle. 

Notons toutefois par hypothèse que : ε⊗ (�∞) = (�∞) + (�∞) = ε= (�∞) dans le dioïde � max 

• 
� ∪ ��∞, �∞�,���,�� est un dioïde commutatif pour lequel ε � �∞ ; et e = 0. Ce dioïde 

est noté  � min, et traditionnellement appelé "algèbre (min; +)". 

Dans l’algèbre min-plus on a aussi  par hypothèse: ε	⊗ (�∞) = (�∞) + (�∞)=	ε		= (�∞). 

 

2.1.2Propriétés des dioïdes 

 

2.1.2.1 Dioïde complet Un dioïde
	,⊕,⊗�est dit complet s’il est fermé pour les sommes 

infinies et si la loi ⊗ distribue (à gauche et à droite) sur les sommes infinies, c’est-à-dire si 

pour tout � ∈ 	 et tout sous-ensemble�⊂	, 

� ⊗ 
⊕�∈� �� �⊕�∈� 
� ⊗ �� et 
⊕�∈� �� ⊗ � �⊕�∈� 
� ⊗ ��. 

Il résulte de cette définition que, pour tout �⊂	 !"⊂	 : 


⊕#∈$ %�⊗ 
⊕&∈' &� �⊕
%,&�∈()' 
%⊗ &�. 

 

Exemple 2.3 (dioïde complet de � max).� ∪ �*∞�, muni du max et du +, avec la convention: 


�∞� � 
�∞� � �∞ , est un dioïde complet que l’on notera �+,�-. 

 

2.1.2.2  Relation d’ordre dans un dioïde 

 

Définition 2.3 (Relation d’ordre). Une relation R sur un ensemble S est une relation d’ordre 

si les trois axiomes suivants sont vérifiés ∀�, ., / ∈ 0 ∶ 

-R est réflexive : �	2	�	

- R est transitive : si �2.	 !	.2/, �3456	�2/	

-R est antisymétrique : si �2.	 !	.2�, �3456	�	 � 	.. 

Dans un dioïde D donné, la propriété d’idempotence de la loi additive ⊕ induit une relation 

d’ordre, notée  7 définie par	∀
�, �� ∈ 	8	, % 7 & ⇔ %⊕ & � &. 

De plus, cette relation d’ordre est compatible avec les lois de structure de D, c’est-à-dire, 

∀
�, �, �� ∈ 	:, � 7 � ⇒ �⊕ � 7 �⊕ � 

� 7 � ⇒ �⊗ � 7 � ⊗ �	 !	� ⊗ � 7 � ⊗ � 

Dans �+,�- , la  relation d’ordre naturel  coïncide avec l’ordre usuel. Dans �+,<=  l’ordre 

naturel correspond à l’ordre dual de l’ordre usuel, � 7 . ⇔ � ⊕ . � min
�, .� � .. 
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Exemple 2.4 La relation 7 , associée à l’application max est une relation d’ordre qui 

correspond à l’ordre usuel 7,  � 7 � ⇔ � � max
�, ��. 
La relation	7, associée à l’application min est une relation d’ordre qui correspond à l’inverse 

de l’ordre usuel B,   � 7 � ⇔ � � min
�, ��. 
 

2.1.2.3 Dioïde matriciel : 

 Soit 
	,⊕,⊗� un dioïde. On note 	C)=, avec D, � ∈ E, l’ensemble des matrices de 

dimension 
D ) ��  à coefficients dans D. La somme matricielle de deux matrices �, " ∈
	C)=, est une matrice notée A⊕B, avec des coefficients qui sont donnés par l’expression 

suivante : 
�⊕ "�<F � �<F ⊕BHI. 
Étant donnés les matrices � ∈ 	C)=, " ∈ 	=)J, avec D, �, K ∈ E. Le produit matriciel de ces 

deux matrices est une matrice notée A⊗B ou A.B, avec des coefficients qui sont donnés 

comme suit:
�⊗ "�<F �⊕LMN= 
�<L⊗BOI�. 
 

Exemple 2.5 

Soit A ,B  deux matrices dans l’algèbre (max,+) tel que  

� � P3 7
2 4U et			" � P2 0

3 1U. 
On a 

�⊕ " � Zmax	
3,2� max	
7,0�
max	
2,3� max	
4,1�[ � P3 7

3 4U, 
et 

�⊗ " � Zmax	
3 � 2, 7 � 3� max	
3 � 0, 7 � 1�
max	
2 � 2, 4 � 3� max	
2 � 0, 4 � 1�[ � P10 8

7 5U. 
 

2.1. 3  Résolution d’équation dans les dioïdes :  

Dans cette  partie on s’intéresse à la résolution d’équation de type 

^
�� � �, � ∈ 	        (2.1) 

Les lois ⊕ et ⊗ n’étant pas inversibles, en particulier les applications matricielles. Il n’est 

pas possible, en général d’inverser les applications définies sous forme analytique dans un 

dioïde, alors la résolution de l’équation (2.1) pose un problème d’inversion d’application. La 

théorie de la résiduation permet cependant de définir des pseudo-inverses pour des 

applications définies sur des dioïdes. Par conséquent, elle permet d’établir, lorsqu’elles 
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existent des solutions extrêmes de l’équation précédente. On s’intéresse donc à la plus grande 

solution de l’inéquation ̂
�� 7 � ou la plus petite solution de l’inéquation^
�� B �.  

 

Définition 2.4 [3] (Etoile de Kleene)[1],[2]. Soit D un dioïde complet et a un élément de D, 

l’étoile de Kleene de a, noté a*, est définie comme suit :�∗ �⊕L∈` �L avec.�a �   .De la 

même façon l’étoile de Kleene d’une matrice carrée� ∈ 	=)= , notée A*, est définie par : �∗ �⊕<∈` �< avec �a � b=. 

Théorème ([1,2]) Dans un dioïde complet, la quantité
�∗"�  est la plus petite solution de 

l’équation � � �� ⊕"	et de l’inéquation � B �� ⊕ ". 

 

2.2 Propriété spectrales des matrices définies dans un dioïde : 

Les matrices carrées à coefficients dans un dioïde présentent certaines propriétés 

spectrales intéressantes qui permettent notamment d’étudier le comportement asymptotique de 

certains systèmes dynamiques. Plus particulièrement, pour chaque matrice carrée, on peut lui 

associer un graphe valué orienté, appelé graphe de précédence. Si un graphe de précédence est 

fortement connexe, alors la matrice qui lui correspond est dite irréductible. 

 

2.2.1Rappel sur les graphes  

 Un graphe orienté est défini par un ensemble de nœuds interconnectés par des arcs 

orientés. Un graphe est dit valués, si des poids positifs sont associés aux arcs qui reliant les 

nœuds j et les nœuds i. Ces poids correspondent aux termes notés �<F, de la matrice A. Un 

chemin orienté est une succession de nœuds que l’on peut parcourir en empruntant les arcs 

orientés du graphe. Un chemin dont le nœud de départ coïncide avec le nœud d’arrivée est 

appelé circuit. Ce circuit est dit élémentaire s’il ne contient pas d’autre circuit. 

 

Définition 2.4(Graphe de précédence)[4]. On appelle graphe de précédence d’une matrice � ∈ 	=)= noté G(A), le graphe qui est composé de n nœuds et des arcs, notés (j, i), qui sont 

pondérés par le coefficient �<F. Si �<F c d, alors il existe un arc qui relie le nœud j au nœud i, 

sinon l’arc (j, i),  n’existe pas. Dualement, pour tous graphes orientés valués composés de n 

nœud, on peut associer une matrice carrée de dimension � ) �, telle que les coefficients de 

cette matrice correspondent aux poids des arcs du graphe. 

 



Chapitre I :  Modélisation et analyse des systèmes à événements discrets dans les dioïdes 

 

9 

 

Définition 2.5 (graphe fortement connexe)[5]. Un graphe G(A) est dit fortement connexe si 

pour toute paire de nœuds
�, e� ∈ f
��, il existe un chemin orienté allant du nœud i au nœud 

j.  

Définition 2.6 (matrice irréductible)[5]. Une matrice � ∈ 	=)= est dite irréductible si pour 

toute paire de nœuds (j, i), il existe un entier k tel que
�L�<F c d. Cette matrice admet une 

unique valeur propre notée g ∈ 	, et donnée par :g �⊕LMN= 
!5�� �L�N/L. 

Avec !5�� �L �⊕<MN= 
�L�	<< et n désigne l’ordre de la matrice. 

Dans l’algèbre usuelle, l’expression de la valeur propre g	s’écrit comme suit : 

 

g � ���LMN= iNL 
���<MN= 
�L�<<�j. 
 

Le graphe de précédence associé à une matrice réductible n’est pas fortement connexe. 

Il est décomposable, dans ce cas, en plusieurs sous graphes fortement connexe. Cette matrice 

réductible, peut avoir plusieurs valeurs propres, en la décomposant en blocs irréductibles. 

La détermination des vecteurs propres d’une matrice définie sur un dioïde, revient à 

résoudre l’équation suivante :�k � gk. 

On appelle u le vecteur propre associé à la valeur propre g . Cette valeur propre 

correspond au maximum des poids moyens des circuits élémentaires du graphe de précédence 

G(A). Le vecteur propre associé à cette unique valeur propre, ne contient pas de d. Si une 

composante du vecteur u est égale à d, il faut que la matrice A contiennent au moins une ligne 

avec des d, ce qui correspondra à un graphe G(A) non fortement connexe. 

 

Exemple 2.6.  Nous considérons le graphe orienté et valué de la Figure 2.1suivante:  

 

 

 

 

 

 

 

 

1 
2 

3 

3 

2 

1 

Figure2.1 Graphe orienté et valué 
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� � l1 2 dd 3  d d  m est la matrice de précédence associée au graphe de la Figure 2.1 

 

Le graphe de la Figure 2.1 est composé de trois nœuds et pour chaque paire de nœuds, 

il existe toujours un chemin orienté qui relie ses noeuds. Le graphe est donc fortement 

connexe, par conséquent sa matrice de précédence associée A est irréductible. La valeur 

propre de cette matrice est unique, elle est notée g et est donnée par : g �⊕LMN: 
!5�� �L�N/L 

Dans l’algèbre (max,+) on a : 

 

�8 � nmax	
1 � 1, 2 � d, d �  � max	
1 � 2, 2 � 3, d � d� max	
1 � d, 2 �  , d � d�max	
d � 1, 3 � d,  �  � max	
d � 2, 3 � 3,  � d� max	
d � d, 3 �  ,  � d�max	
 � 1, d � d, d �  � max	
 � 2, d � 3, d � d� max	
 � d, d �  , d � d�o 

 

�8 � l2 5 20 6 31 2 dm , �: � l3 8 53 9 62 5 2m. 

g � 
⊕<MN: �<<� ⊕ 12 
⊕<MN: 
�8�<<� ⊕ 13 
⊕<MN: 
�:�<<� 
g � 
1⊕ 3⊕ d�⊕ 12 
2⊕ 6⊕ d�⊕ 13 
3⊕ 9⊕ 2� � 
3⊕ 62⊕ 93� � 3 

Le vecteur propre, noté u, associé à la valeur propre g vérifie l’équation suivante : �k � 	gk le calcul du vecteur propre ce fait comme suit :  

l1 2 dd 3 0d d 0mlkNk8k:m � 3lkNk8k:m ⟹ nmax	
1 � kN, 2 � k8, d � k:�max	
d � kN, 3 � k8, 0 � k:�max	
d � kN, d � k8, 0 � k:�o � l3 � kN3 � k83 � k:
m 

On trouve le vecteur  propre suivant : 

 

k � l340m. 

 

2.3 Graphes d’événements temporisés  

 Les réseaux de Petri sont un langage graphique permettant de modéliser, d’analyser et de 

commander les systèmes à événements discrets. Ils ont été introduits en 1962 par le mathématicien 

Carl Adam Petri,  dans le cadre de la théorie des automates. 

Les réseaux de Petri comportent deux sortes de nœuds : les transitions et les places. Des arcs 

relient certaines transitions à certaines places ou certaines places à certaines transitions. Le sens de 
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parcours des arcs définit les places amont et aval d’une transition. Les jetons présents dans les places 

constituent le marquage du réseau qui caractérise l’état du système représenté; ce marquage évolue en 

franchissant les transitions du réseau. Lorsque chacune des places en amont d’une transition contient 

au moins un jeton, celle-ci est activée. Cette activation entraîne le retrait d’un jeton dans les places 

amonts et l’ajout d’un jeton dans l’ensemble des places avals. L’étude de la dynamique des systèmes 

synchronisés nécessite l’introduction du temps dans les réseaux de Petri dit  alors temporisés. 

Dans notre travail, on s’intéresse à la classe des graphes d’événements temporisés qui est une 

sous classe des réseaux de Petri (notés GET). Les graphes d’événements temporisés admettent 

une représentation linéaire sur une structure algébrique de dioïde, les résultats sont bien 

connus [13-15] et [5]. Concernant les graphes d’événements temporels, une modélisation dans 

l’algèbre des dioïdes a été faite par [16]. 

 

2.3.1 Définition d’un graphe d’événements temporisés  

 Un graphe d’événements est un réseau de Petri ordinaire où chaque place possède 

exactement une transition d’entrée et une transition de sortie. Un graphe d’événement est dit 

temporisé si des temporisations sont associées aux places et/ou transitions. Dans la suite de ce 

mémoire, nous considérons des graphes d’événement P-temporisés où les temporisations sont 

associées aux places. Pour chaque couple de transitions tH, tI ∈ T, tel que T est l’ensemble des 

transitions du graphe considérée. On note pij, la place qui relie la transition tj à ti. si cette place 

existe, la temporisation correspondante est notée t<F et son marquage est noté mij. Si quelque 

soit l’évolution du graphe considéré le plus grand marquage des places est 1, on dit que le 

graphe est binaire ou sauf. 

 

2.3.2 Propriétés des graphes d’événements : 

 Nous rappelons brièvement quelques caractéristiques des graphes d’événements au 

travers des  propositions suivantes. 

 

Proposition 2.1. [5] Dans un graphe d’événements, le nombre de jetons d’un circuit 

élémentaire est constant. 

 

Démonstration Rappelons qu’un circuit élémentaire est un chemin qui commence et se 

termine au même sommet. Alors, si une transition franchissable appartenant à un circuit 

élémentaire est franchie, son franchissement prend un jeton dans une des places amont du 

circuit pour le remettre immédiatement dans une autre place aval du circuit. L’opération de 
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franchissement d’une transition d’un circuit laisse donc invariant le nombre de jetons du 

circuit. 

 

Proposition 2.2 [5] Soit R un graphe d’événements et  M0 son marquage initial, alors (R, M0) 

est vivant si et seulement si tout circuit élémentaire contient au moins une place initialement 

marquée. 

 

Démonstration Supposons qu’un circuit élémentaire d’un graphe d’événements ne soit pas  

initialement marqué. En référence à la proposition 1, ce circuit ne contiendra jamais de jeton 

et donc toutes ses transitions sont en permanence non franchissables : le graphe d’événements 

n’est donc pas vivant. Inversement, dans un graphe d’événements non vivant, une transition 

morte (qui n’est jamais tirée) possède obligatoirement en amont une transition également 

morte. En remontant ainsi d’une transition morte à une autre située en amont, on aboutit 

inéluctablement à une transition appartenant à un circuit, circuit qui est donc nécessairement 

sans jeton. 

Exemple 2.7                            P12 

 

 

 

 

 

                           

                          

                       Figure 2.2 Exemple d’un graphe d’événements temporisé 

 

Dans ce graphe il existe deux circuits élémentaire  γ1= (t1, P21, t2, P12, t1), γ2 = ( t2, P32, t3, P23, 

t2). 

 

2.3.3 Le temps de cycle d’un graphe d’événements temporisé 

Le temps de cycle dans un système de production correspond à la durée moyenne 

nécessaire pour produire une seule pièce. Le temps de cycle g d’un graphe modélisant un processus de production est caractérisé par l’équation suivante :  

0 

t1 t2 t3 2 

P21 

0 

P23

 

P32 
0 
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Où : δ est l’ensemble des circuits élémentaire de GET considéré,  T(γ)    est la somme des 

temporisations les long de circuit γ et M(γ)   est le nombre de jetons dans les places du circuit γ.  

       Nous calculons le temps de cycle du  graphe d’événements temporisé  de la Figure 2.2, en 

utilisant l’expression donnée précédemment. Nous décomposons le graphe d’événement 

temporisé de la Figure 2.2  en circuits élémentaires. On obtient 2 circuits, qu’on note γi pour 

i=1 à 2. Ces circuits sont donnés comme suit : 

γ1=( t1, P21, t2, P12, t1),  

γ2=( t2, P32, t3, P23, t2). 

En appliquant la formule du temps du cycle donnée précédemment, le temps de cycle  

λ du graphe est donné par : 

 

 

Le temps de cycle du circuit élémentaire γ1 est égal au temps de cycle λ. 

 

2.3.4 Représentation de la dynamique  

Les graphes d’événements temporisés sont utilisés comme outil de modélisation 

intermédiaire. Si cette modélisation graphique constitue une première étape, la seconde étape 

est la mise en équation du modèle graphique, c'est-à-dire la définition d’une représentation 

analytique du système. Le comportement d’un graphe d’événements temporisés peut 

s’exprimer sous forme d’équations linéaires dans les dioïdes R+�H� ou�+ ,�- . Ces équations 

représentent l’évolution du graphe dans les domaines temporel et évènementiel. Si on 

considère τHI la temporisation correspondante à la place D<F (c'est-à-dire la place qui relie la 

transition !F à la transition ) avec marquage initial noté   mHI. La plus grande temporisation 

du graphe d’événements considéré est notée t,�- , définie par : t,�- � max 
t<F�. Le plus 

grand marquage initial des places du graphe d’événements considérés est noté et est 

défini par :m�#� � max 
mHI�. 
 D’une manière générale, le comportement d’un graphe d’événements temporisés est 

représenté sous l’une des deux formes définies dans le paragraphe qui suit. 

 g �maxγ∈δ      
T(γ) 

M(γ) 

� max�22 , 01 � � max
 1,0� � 1  
 

M(γ) 

T(γ) 
 g�max

γ ∈δ    = 
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2.3.4.1 Fonctions compteurs, domaine temporel : 

La mise en équation de GET peut se faire dans le domaine temporel, où le système est 

écrit par des fonctions dépendantes du temps t. Dans ce cas, on s’intéresse  au nombre 

d’activation des transitions jusqu’à l’instant considéré. En effet, cette représentation consiste à 

associer à chaque transition une fonction �
!� ∈ �+ ,<==  cette fonction est appelée compteur. 

Les compteurs correspondants aux transitions source sont les composantes du vecteur k
!� ∈ �+ ,<=, . 

 

Exemple 

 

 

 

 

 

Plus généralement, le comportement d’un graphe d’événements temporisé est représenté par 

l’inéquation suivante : �
!� 7 ⊕τMaτ	�#����. �
! � t�⊕Bτ. k
! � t��. 
où �� ∈ �+,<==)= est la matrice dont le terme ��,<F est égal à �<F, qui correspond au nombre de 

jetons initiaux dans la place D<F  si cette place existe et ε sinon. Les termes des 

matrices"�
�� ∈ �+,<==),  correspondent aux marquages initiaux des places de sortie des 

transitions sources. En général, on s’intéresse à l’évolution au plus tôt des graphes 

d’événements temporisés, c’est-à-dire qu’une transition est franchie dés qu’elle est 

franchissable. Cette évolution correspond  à la solution maximale de l’inéquation précédente 

dans �+,<=. Cette solution satisfait l’équation linéaire suivante : 

 �
!� � ⊕τMaτ	�#����. �
! � t�⊕Bτ. k
! � t��.       (2.2) 

 

L’équation (2.2) est implicite en général. Elle est souvent remplacée par la solution explicite 

suivante : �
!� � ⊕τMNτ	�#�
�a∗ . ���
! � t�⊕�a∗"�k
! � t��     (2.3) 

 

Où : �a∗ est l’étoile de Kleene de la matrice �a. 
 

X1 X2 

X3 

�:
!� 7 min
1 � �N
! � 2�, 1 � �8
! � 3��. 
2 3 
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Equation d’état  dans �+ ���. 

Par analogie avec la théorie des systèmes linéaires classiques, l’équation explicite (2.3) 

peut être transformée en une forme d’état. Pour obtenir un modèle d’état, nous décomposons 

toutes les places dont la temporisation t � 1 en t places temporisées à 1. Nous ajoutons donc 

(t-1) transitions intermédiaires. On associe des compteurs à ces transitions intermédiaires, au 

nombre de n’ qui sont les composantes du vecteur �̅
!� ∈ �+ ,<==′ . Le vecteur d’état résultant, 

noté x(t), appartient à �+ ,<=` , avec N= n +n’, et est défini par : 

 

�
!� � � �
!��̅	
!��. 

 

 Le comportement dynamique du graphe d’événements temporisé étendu est décrit par 

une équation de la forme : 

 �
!� � Âa. �
!� ⊕ ÂN. �
! � 1� ⊕ "�. k
!�, 
 

Qui peut s’écrire sous la forme explicite : 

 �
!� � �. �
! � 1� ⊕ ". k
!�,        (2.4)  

avec � � Âa∗ .ÂN		 !" � Âa∗ . "�  

 

Propriété 2.1[4] pour un graphe d’événements temporisé avec des temporisations 

commensurables, l’équation d’état (2.4) est équivalente à la formulation suivante : �
!� � ��. �
! � t� ⊕ i⊕LMa��N �L . ". k
! � ��j,          (2.5) 

Pour tout t entier tel que t B 1. 

 

Démonstration  

Nous allons  démontrer cette propriété par récurrence. Etant donné un graphe 

d’événement temporisé dont le comportement est décrit par l’équation d’état (2.4). Il est claire 

que la propriété est vérifiée pour t � 1. Supposons qu’elle est aussi vérifiée pour t � �, 

c’est-à-dire : 

 �
!� � �L . �
! � �� ⊕ i⊕LMa��N �L. ". k
! � ��j.          (2.6) 
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Du fait que l’hypothèse que l’équation d’état est satisfaite, nous avons  

 �
! � �� � �. �
! � � � 1� ⊕ ". k
! � ��. 
En remplaçant x(t-k) par son expression dans (2.5), nous obtenons alors  

 �
!� � �L�N. �
! � 
� � 1�� ⊕ i⊕LMa��N �L. ". k
! � ��j. 
 

2.3.4.2 Fonctions dateurs, domaine événementiel : 

Pour la représentation en dateurs, on s’intéresse aux dates d’activation des transitions 

du GET. Dans ce cas, on associe à chaque transition une fonction �
�� ∈ �+ ,�-=  cette fonction 

est appelée dateur. Les dateurs correspondants aux transitions source sont les composantes du 

vecteur k
�� ∈ �+ ,�-, .  

La dynamique d’un graphe d’événements temporisé est représentée par l’inéquation suivante : 

 �
�� B ⊕�Ma�	�#����. �
� � 3�⊕B�. k
� � 3��. 
 

où �� ∈ �+,�-=)=  est la matrice dont le terme ��,<F  est égal à t<F , qui correspond à la 

temporisation de la place D<F marquée à l. Si cette place n’existe pas, le terme ��,<F est égale à 

ε. Les termes des matrices "� ∈ �+,�-=), correspondent aux temporisations des places de sortie 

des transitions source. 

En général, on s’intéresse à l’évolution au plus tôt des graphes d’événements 

temporisés, c’est à dire qu’une transition est franchie dés qu’elle est franchissable. Cette 

évolution correspond  à la solution minimale de l’inéquation précédente dans �+,�-. Cette 

solution satisfait l’équation linéaire suivante : 

 �
�� � ⊕�Ma�	�#����. �
� � 3�⊕B�. k
� � 3��      (2.7) 

 

L’équation (2.7) est implicite en général. Elle est souvent remplacée par sa solution explicite 

suivante : �
�� � ⊕�MN,	�#�
�a∗ . ���
� � 3�⊕�a∗"�k
� � 3��     (2.8) 

 

Où �a∗ est l’étoile de Kleene de la matrice �a. 
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Equation d’état dans �+ �%�. 

Par analogie avec la théorie des systèmes linéaires classiques, l’équation explicite (2.8) 

peut être transformée en une forme d’état. Pour obtenir un modèle d’état, nous décomposons 

toutes les places dont le marquage m � 1 en � places marquées à 1, et donc, nous ajoutons 

(�-1) transitions intermédiaires. On associe des dateurs à ces transitions intermédiaires au 

nombre de n’’  qui sont les composantes d’un vecteur �̅
�� ∈ �+ ,�-=′′ . Le vecteur d’état 

résultant, noté x(k), appartient à �+ ,�-` , avec N= n +n’’ , et est défini par : 

 

                          �
�� � ��
���̅	
���. 

Dans notre cas, nous considérons des graphes d’événements dont le marquage des 

place qui ont des transirons source en amont est nul. Le comportement dynamique du graphe 

d’événements temporisé étendu est décrit par une équation de la forme : 

 �
�� � Âa. �
�� ⊕ ÂN. �
� � 1� ⊕ "�. k
	��, 
 

Qui peut s’écrire sous la forme explicite suivante : 

 �
�� � �. �
� � 1� ⊕ ". k
��,        (2.9)  

avec � � Âa∗ .ÂN		 !	" � Âa∗ . "�  

 

Propriété 2.2 on considère un graphe d’événements temporisé dont le comportement est 

représenté par l’équation (2.9). Cette représentation d’état est équivalente à la formulation 

suivante : 

��
�� � ����
� �  �⊕ i⊕�Ma��N ��� . "¡ . k�
� � 3�j 
 

 

Pour tout   entier tel que   B 1. 

 

2.3.5Exemple 

Nous considérons le graphe d’événements P-temporisé de la Figure 2.3. Ce graphe 

comporte une transition source, nous avons aussi, t,�- � 4,  !	�,�- � 2. 
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2.3.5.1 Equations compteurs : 

On considère un franchissement au plus tôt, c'est-à-dire que toute transition validée est 

immédiatement franchie. Les fonctions compteurs vérifient alors les équations suivantes : 

¢�N
!� � min	
2 � �8
!�, 2 � �:
!�, k
!���8
!� � min��N
! � 2�, 1 � �:
! � 1��		�:
!� � �8
! � 4�																																								  
Dans l’algèbre (min,+) , ces équations sont écrites comme suit : 

¢�N
!� � 2�8
!�,⊕ 2�:
!� ⊕ k
!�	�8
!� � �N
! � 2� ⊕ 1�:
! � 1�			�:
!� � �8
! � 4�																														 
Ce qui donne : 

�
!� � ld 2 2d d dd d dm�
!� ⊕ £d d dd d 1d d d¤ �
! � 1� ⊕ £d d d d dd d d¤ �
! � 2�
⊕ £d d dd d dd  d¤ �
! � 4� ⊕ £ dd¤ k
!�. 

Cette équation est implicite et peut être remplacée par sa solution explicite. Tout d’abord, on  

calcule  �a∗ , tel que �a � ld 2 2d d dd d dm. 
 

�a∗ �⊕<∈E� b ⊕ �a ⊕�a8 � £ d dd  dd d  ¤⊕ ld 2 2d d dd d dm⊕ £d d dd d dd d d¤ � l 2 2d  dd d  m 

 

 

 

Figure2.3 Exemple de graphe d’évènements 
temporisés 

�N �8 4 2 

1 

0 

0 

0 �: u 
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L’équation explicite (2.2) est donnée par  

 

�
!� � ld d 3d d 1d d dm �
! � 1� ⊕ l2 d d d dd d dm �
! � 2� ⊕ ld 2 dd d dd  dm �
! � 4� ⊕ £ dd¤ k
!� . 

 

Pour avoir la forme d’état, nous avons étendu le graphe d’événements temporisés 

initial pour avoir un nouveau graphe équivalent avec des temporisations égales à 1 ou 0. Nous 

obtenons alors le graphe de la Figure 2.4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le modèle d’état  obtenu est donné par : 

 

�
!� �
¥¦
¦¦
¦§
d d 3 2 d d 2d d 1 d d d dd d d d d d d d d d d d dd  d d d d dd d d d  d dd d d d d  d ©̈©

©©
ª

�
! � 1� ⊕
¥¦
¦¦
¦§
 dddddd©̈©

©©
ª

k
!� 

 

 

2.3.5.2 Equations dateurs : 

 Pour le graphe d’événements de la Figure 2.3, on associe une fonction dateurs �<
�� à 

chaque transition. Pour un franchissement au plus tôt, les fonctions dateurs vérifient les 

équations suivantes : 

Figure2.4  Graphe d’événements temporisés étendu  

       

 

 

 

�N �8 �: 
�« �¬ �­ �® u 0 1 1 1 1 1 1 

0 

 

1 
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¢�N
�� � max	
�8
� � 2�, �:
� � 2�, k
����8
�� � max�2 � �N
��, 1 � �:
� � 1��	�:
�� � 4 � �8
��																																									  
 

Dans l’algèbre (max,+) , ces équations sont écrites comme suit : 

¢�N
�� � �8
� � 2� ⊕ �:
� � 2� ⊕ k
����8
�� � 2�N
��⊕ 1�:
� � 1�																				�:
�� � 4�8
��																																																	 
Ce qui donne : 

�
�� � £d d d2 d dd 4 d¤ �
�� ⊕ £d d dd d 1d d d¤ �
! � 1� ⊕ £d    d dd d d¤ �
� � 2� ⊕ £ dd¤ k
��. 
Cette équation est implicite et peut être remplacée par sa solution explicite. Tout d’abord, on 

calcule �a∗ , tel que  �a � £d d d2 d dd 4 d¤. 
�a∗ �⊕<∈E� b ⊕ �a ⊕�a8 ⊕�a: � £ d dd  dd d  ¤⊕ £d d d2 d dd 4 d¤⊕ £d d dd d d6 d d¤⊕ £d d dd d dd d d¤

� £ d d2  d6 4  ¤. 
 

L’équation explicite (2.2) est donnée par  

�
�� � £d d dd d 1d d 5¤ �
� � 1� ⊕ l2   d 2 2 6 6m�
� � 2� ⊕ £ 26¤k
�� . 
 

Pour avoir la forme d’état, nous avons étendu le graphe d’événements temporisés 

initial pour avoir un nouveau graphe équivalent avec des marquages égaux à 1 ou 0. Nous 

obtenons alors le graphe de la Figure 2.5. 
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Le modèle d’état obtenu est donné par : 

 

�
�� �
¥¦¦
¦§d d d   d d  2 2d d 4 6 6d  d d dd d  d d ©̈©©

ª �
� � 1� ⊕
¥¦¦
¦§ 26dd©̈©©

ª k
��, 
 

où �<
�� est la fonction dateur de la transition !<  pour � � 1	à 5, et u(k) correspond à la 

fonction dateur de la transition d’entrée tu. 

 

2.4 Conclusion  

Dans ce premier chapitre, nous avons présenté les outils mathématiques utilisés dans 

ce travail. Nous avons ainsi donné quelques définitions et propriétés relative aux dioïdes. 

Nous avons enchainé par la théorie spectrale des matrices carrées, définies sur un dioïde. Plus 

exactement on s’est intéressé à la propriété de périodicité et à la notion de valeur propre et 

vecteur propre dans ce cas (i.e. dioïde). 

Nous avons par la suite introduit les graphes d’événements temporisés après un petit 

rappel sur les réseaux de Petri. Par la suite, on a montré comment, à partir d’un GET,  obtenir 

des modèles linéaires dans l’algèbre (max,+) et (min,+).   

 

Figure2.5  Graphe d’événements temporisé étendu 

  

 

�N �8 �: 

�« 

u 0 

 

2 4 

 

0 

 

0 

1 

 

0 

 

0 �¬ 
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Dans ce deuxième chapitre, nous décrivons la composition détaillée et le 

fonctionnement des éléments principaux composants les AAR, les contrôleurs (CPU et 

interface de communication compris), les modules E/S déportés (MES) et le réseau de 

communication. Après, nous passons à la modélisation des AAR en utilisant les Graphes 

d’événements temporisés (GET) puis à leur représentation en équations (max,+) et (min,+) 

linéaires. Les notions énoncées dans cette partie son issus des références [6-8] 
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3.1 Les architectures d’automatisation en réseau 

 

3.1.1 Constitution d’une AAR 

 Les architectures d'automatisation en réseau (AAR) se composent généralement 

de  contrôleurs logiques CL ou calculateurs, de  modules d'entrées/sorties (MES) connectés à 

un réseau de communication (aussi appelé réseau de terrain) par lequel ces différents 

composants échangent des données. Le but de ce système est de permettre les échanges entre 

les contrôleurs logiques et la partie opérative. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1.1.1 Caractéristique du réseau de communication 

 Les réseaux de terrain sont une réponse directe à l'augmentation de la complexité du 

câblage dans le niveau inférieur du processus de production. L'idée de base consiste à changer 

la liaison point à point par un réseau où toutes les informations sont multiplexées 

temporellement sur le même support (bus). Ce support fournit un lien direct entre les capteurs, 

les actionneurs et les équipements de contrôle. 

Les avantages importants des réseaux de terrain sont : 

-Faible coût de câblage avec aussi une influence directe sur la simplification de l'installation 

et sur la réduction de la complexité de manutention.  

-Modularité : L'expansion du système est plus facile et rapide. L'addition d'un nouveau 

capteur ou groupe de capteurs se fait simplement avec une connexion sur le réseau, et non sur 

un nouveau "layout", avec de nouvelles interfaces dans le contrôleur central. 

Partie opérative (système de commande) 

Figure 3.1. Structure générale d’une architecture d’automatisation en réseau 

CL CL CL 

Réseau de 
communication 

MES MES MES 
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-Possibilité de diffusion ("broadcasting" et "multicasting") : Si la même information physique 

d'un processus est nécessaire en divers endroits du système (contrôles, opérateurs, alarmes,...), 

avec un réseau, on peut la rendre accessible, d'une façon virtuelle, à tous les autres 

utilisateurs. Un réseau de terrain avec capacité de "broadcasting" permet l'acquisition 

simultanée de tous les capteurs mis en relation (mais situés en des endroits différents). La 

diffusion d'information pour tous les consommateurs sur le réseau peut aussi se faire d'une 

façon simultanée.  

Dans notre étude nous considérons que le réseau de communication est un élément de 

l’AAR, mais on ne s’intéresse ni à sa composition ni à sa typologie et ni à sa  technologie. 

Nous précisons juste le type de protocole d’échange.  

Les principaux  protocoles d’échange dans une architecture d’automatisation en réseau sont 

les suivants :  

-Maître/esclave : avec ce protocole, un esclave ne peut émettre d’information que lorsqu’il 

reçoit l’aval du maître. Le maître interroge cycliquement les esclaves et leur donne la main, 

chacun son tour, pour pouvoir émettre des données. 

 

- Client/serveur : avec ce protocole, un client interroge de manière autonome un serveur pour 

demander une information et le serveur lui répond simplement. Dans notre cas, les contrôleurs 

sont les clients et les modules d’entrées/sorties sont les serveurs. 

 

- Producteur/consommateur : dans ce cas, un nœud producteur n’attend pas la réception d’un 

aval ou d’une requête pour émettre de l’information, il le fait indépendamment (à chaque fois 

qu’une variable change d’état par exemple) et l’information est envoyée précisément aux 

seuls consommateurs intéressés par la variable publiée. Dans notre cas, pour l’AAR, le 

module d’entrée (producteur) envoie les requêtes vers le CPU (consommateur) sans qu’il 

reçoive une demande de ce dernier. Dans la phase de retour de l’information vers le module 

de sortie (consommateur) la CPU devient producteur.  

 

3.1.2 Fonctionnement  de l’AAR 

 

3.1.2.1 Fonctionnement de la CPU 

Les contrôleurs logiques jouent deux rôles dans l'AAR. Ils exécutent un programme 

qui permet de déterminer le nouvel état des sorties en fonction de l'état antérieur de ses 
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variables et de l'état courant des entrées. Ils doivent également gérer les échanges avec les 

MES pour récupérer les valeurs des entrées et transmettre les valeurs de sorties. Ils sont de ce 

fait décomposés en deux entités : le processeur de calcul (CPU), qui exécute le programme de 

commande, et la carte de communication (notée COM), qui communique avec les modules 

d’E/S. 

Le processeur de calcul a un comportement cyclique et la carte de communication un 

comportement périodique. Ces deux cycles, sont appelés respectivement cycle de calcul et 

cycle d'IOscanning. Ceci est montré à la Figure 3.2. 

 

• Le processeur de calcul copie toutes les entrées avant d'exécuter le programme de 

commande (étape 1) ou les prend en compte au cours du calcul lorsqu'il en a besoin (étape6). 

Il convient de noter que dans le deuxième cas, la phase de lecture n'existe pas pour le 

processeur de calcul. 

  Le processeur de calcul émet toutes ses sorties à la fin du programme de commande 

(étape 2) ou les émet au cours du calcul (étape5). Il convient de noter que dans le deuxième 

cas, la phase d'écriture n'existe pas pour le processeur de calcul. 

 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           Figure 3.2  Echange de données entre la CPU et la carte de communication 
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• La carte de communication prend en compte les nouvelles sorties à envoyer aux MES 

avant la phase d’émission (cas 3) ou au cours de cette phase (cas 7). Il convient de noter que 

dans le deuxième cas, la phase de copie n'existe pas pour la carte de communication. 

 

 La carte de communication met à disposition du processeur de calcul les nouvelles 

valeurs des entrées à la fin de la phase de réception (une fois qu’elles sont toutes arrivées) (cas 

4) ou au fur et à mesure de leur arrivée (cas 8). Il convient de noter que dans le deuxième cas, 

la phase d'écriture n'existe plus pour la carte de communication. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Le processeur de calcul Figure 3.3 possède un fonctionnement cyclique qui se 

décompose en trois étapes : lecture des valeurs des  entrées dans la mémoire tampon 2 située 

entre la carte de communication et le processeur de calcul, calcul des nouvelles valeurs des 

sorties, écriture des nouvelles valeurs des sorties dans la mémoire tampon 1 située entre le 

processeur de calcul et la carte de communication. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 3.3  Fonctionnement d’un processeur de calcul (CPU) 
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La carte de communication de la Figure3.4 a un comportement périodique. Elle 

commence par copier toutes les sorties calculées par le processeur de la mémoire tampon 

entre le processeur de calcul et la carte de communication dans sa mémoire propre puis elle 

émet les requêtes (une à une) aux n MES auxquels elle est connectée dans un ordre fixé par 

l'utilisateur. Après ces émissions, elle attend les réponses des MES, les traitent une à une dans 

leur ordre d'arrivée et écrit les nouvelles valeurs des entrées au fur et à mesure dans la 

mémoire tampon 2 située entre la carte de communication et le processeur de calcul. Une file 

d'attente FIFO gère la réception des réponses afin de les traiter dans leur ordre d'arrivée et 

n'en perd aucune. Une fois toutes les réponses reçues, il y a une période d'attente pour garder 

un temps de cycle constant. Il est important que la durée du cycle d'IOscanning soit bien  

configurée pour que toutes les réponses puissent bien être reçues avant la fin du cycle de la 

carte de communication. 
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3.1.2.2 Fonctionnement des MES 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
L'état normal d'un MES est un état d’attente, dont il ne sort que lors de la réception d'une  

requête en provenance d'une carte de communication. 

Le traitement de cette requête consiste : 

- à lire les valeurs des entrées physiques connectées au module d’entrée, 

- et d’envoyer la réponse contenant les nouvelles valeurs des entrées à la carte de     

communication à l'origine de la requête. 

Après une réponse contenant les nouvelles valeurs de sortie de la partie opérative sera envoyé 

de la carte de communication vers le module de sortie à travers le réseau de communication.  

 

Et finalement le fonctionnement de tous les éléments de l’AAR  est montré à la Figure 3.6.  

 

 

 

 

 

 

 

 

                   Figure 3.5. Fonctionnement des modules d’entrées/sorties  
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Hypothèses sur le fonctionnement des composants des SCR 

 

Les hypothèses suivantes sont considérées dans ce mémoire : 

H1 : les temps de lecture/écriture des données dans les mémoires tampons 1 et 2 sont 
négligés. 

H2 : Nous supposons que la CPU est dédiée, c’est-à-dire qu’elle traite juste les informations 

qui proviennent du module d’E/S. 

H3 : Nous supposons que l’AAR fonctionne à sa vitesse maximale, c’est-à-dire chaque 

requête est traitée  dès que le traitement de cette dernière est possible.   

 
3.2 Modélisation en graphes d’événements temporisés (GET) et représentation dans 

l’algèbre des dioïdes des AAR 

Dans cette section de l’étude, nous utilisons les graphes d’événements temporisés pour 

la modélisation de l’architecture d’automatisation en réseau.  

 

 

 

Figure 3.6 : Comportement de l’AAR 
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3.2.1. Cas 1 : AAR mono client – mono serveur 

Nous commençons la modélisation par le cas le plus simple avec une AAR incluant un 

seul contrôleur et un seul module E/S. 

 

3.2.1.1Modélisations de la partie Contrôleur : compte tenu du fonctionnement du 

contrôleur décrit dans la section 3.1, nous obtenons le modèle assez intuitif et naturel de la 

Figure 3.7. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

                               Figure 3.7 Modèle GET de la CPU et la carte de communication  
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Le franchissement de t1 modélise le début de cycle CPU. P21 représente  les phases de 

lecture, calcul et écriture, qui durent ��� unités de temps et se terminent par le franchissement 

de la transition t2. En parallèle, un jeton entre dans la place p11, du fait du franchissement de la 

transition t1, et y reste durant une durée égale à ���	qui représente la période de la CPU. Une 

fois cette durée écoulée. La CPU est alors prête à entamer un nouveau cycle de calcul.  

- La carte de communication possède un fonctionnement similaire. En effet le 

franchissement de la transition t3modélise le début d’un cycle de scrutation et celui de t4,  la 

fin de l’émission de la réponse vers le module de sortie. Un jeton dans p94  représente l’entrée 

en phase d’attente de réception de la requête. Une fois que la requête est reçue, la transition t9 

est immédiatement franchie, la requête est transférée vers la mémoire tampon P19, et la COM 

entre dans une phase d’attente jusqu’à la fin d’écoulement de la période de scrutation ���. 

Une fois l’attente terminée la COM commence un nouveau cycle de scrutation. 

 
3.2.1.2 Module d’E/S : Le modèle du module E/S est représenté par le GET de la Figure 3.8. 

Le module d’entrée  est en phase d’attente tant qu’il n’y a pas de requête à traiter. Cette 

attente est représentée par le jeton de la place p76. Le franchissement de t7 signifie l’arrivée 

d’une requête au module d’entrée. Immédiatement après la réception de cette requête, 

l’attente est interrompue avec le franchissement de la transition t7. Un jeton dans p87 indique 

que le traitement de la requête a commencé. Ce processus dure τ
� unités de temps avant de 

se terminer par le tir de la transition t8 et la réponse résultante du traitement est envoyée par le 

module d’entrée vers le calculateur à travers le réseau de communication. Le franchissement 

de la transition t5 est franchie après la réception de la réponse du CPU à  la requête  envoyé 

par le module d’entrée et l’écoulement de temps de réponse ��
. Un jeton dans P65 indique 

que la réponse de la CPU est arrivée au module de sortie à travers le réseau de 

communication.  
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                                                Figure 3.8 Modèle en GET du Module d’E/S 

 

3.2.1.3 Réseau de communication : le réseau de communication est représenté par deux 

délais :un délai que subit la requête lors de son envoi du module d’entrée  vers le calculateur 

et un autre que subit la réponse lors de son envoi du calculateur vers le module de sortie. Les 

deux éléments de GET suivants modélisent ces deux délais : 

 

 

 

 

 

 

                                    Figure 3.9 Modèle GET du réseau de communication  

 

Comme dans les modèles GET de la COM et de la CPU, le franchissement de t4 

signifie la fin d’émission de la requête depuis le contrôleur. La requête entre dans le réseau de 

communication et y subit un délai de bout-en-bout total de ��� unités de temps. Le  

franchissement de t5 indique que la requête a traversé le réseau de communication. Dans le 

sens du retour, la réponse entre dans le réseau par le franchissement de la transition t8 qui 
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modélise la sortie du module d’entrée et y subit un délai total de ��
 unités de temps, la place 

entre la transition t7 et tu modélise la commande du système.  

Au final, nous pouvons lier les modèles des différents composants pour constituer un modèle 

global de l’AAR, représenté à la Figure 3.10 : 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

                         Figure 3.10 Modèle GET d’une AAR mono client mono serveur  

 

3. 3.1.4 Le temps de réponse de l’AAR 

Le temps de réponse (Dr)  ou bien le temps de réactivité de l’AAR [12,13],  est le délai 

entre l’occurrence de l’événement sur l’entrée du module d’entrée/sortie et sa conséquence 

issue du PLC sur le système commandé. Il est décomposable en un ensemble de délais 

élémentaires, subis aux différents niveaux de l’AAR comme le montre la Figure 3.11 

 

  

 

 

 

Figure 3.11 Le temps de réponse de l’AAR 

 

CPU COM NET E/S 

�� 

�� 

�� 

�� �� 

�
 

�� 

�� 

�
 

��� 

��� 

	��� 

��� 

��� 

��� 

��� 

��� 

��
 

��
 

�
� 

�
� ��� 

��� 

CPU COM 

Process       Réseau 

 

MES 

1 

7 

2 3 4 

5 

6 

tu 



Chapitre 2 : Fonctionnement &modélisation de l’AAR 

 

34 

 

D’après la Figure 3.11 nous remarquons que le temps de réponse est décomposé en 

sept étapes, suivant le niveau dans lequel se trouve l’événement généré par le capteur. 

 

1- Génération d’un événement par le capteur puis attente d’arrivée et le traitement de cette 

requête par le module d’entrée, cette étape va prendre  �
� unité de temps. 

2- Après l’arrivée d’une requête et son traitement par le MES, une réponse est envoyée à 

travers le réseau de communication durant ��
  unité de temps. 

2- L’arrivée de la réponse au buffer d’entrée de la COM, et sa mise en mémoire tampon ce qui  

prend un temps entre  0 et �
�. 

  4-  La requête est dans la mémoire tampon, la CPU va traiter la requête immédiatement après 

son arrivée, si cette dernière est arrivée après la fin de cycle de CPU, si non elle va attendre un 

nouveau cycle de CPU. Donc le temps nécessaire pour cette étape est de 0 au minimum et  

��� � ���� au maximum. 

5- Exécution du programme utilisateur pour générer l’événement de réaction (conséquence). 

Ce qui va prendre ��� unité de temps. 

6-    Mise en mémoire tampon de la conséquence et attente du début d’un nouveau cycle de la 

COM, ça va prendre au minimum 0 unité de temps et au maximum  ��� � ����. 

7-  La réponse va prendre ��� unité de temps  dans la COM et traverse le réseau de 

communication durant  ��� unités de temps. 

7-  L’arrivée de la conséquence sur le module de sortie et son traitement va prendre �
� unité 

de temps. 

Finalement on a  un temps de réponse  entre deux bornes, une borne minimum (������ et une 

borne maximum (������: 

����� � �
� � ��
 � ��� � 0 � ��� � 0 � ��� � ��� � �
�. 
		����� � �
� � ��
 � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � ��� � �
�. 
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3.2.1.5 Représentation en équations Min-Plus linéaires du graphe  d’événements de 

l’AAR 

     Nous avons vu dans le chapitre précédent  qu’on peut décrire le comportement 

dynamique d’un graphe d’événements temporisés par des équations Min-Plus linéaires. Pour 

représenter le comportement dynamique du graphe de la Figure 3.10, nous  associons à chaque 

transition ti, avec i = 1 à 9, une fonction compteur �� ��, qui représente le nombre cumulé de   

franchissement de la transition ti à l’instant t et ce depuis l’instant initial. La fonction compteur  

attribuée à la transition d’entrée (la commande) est notée  u(t). On considère un franchissement 

au plus tôt, c’est-à-dire que toute transition validée est immédiatement franchie. 

Nous considérons que le GET de la Figure 3.10 est temporisé comme suit : 

��� � ��� � 0, ��� � ��� � �
� � ��
 � ��� � ��
 � 1,	��� � 5,��� � 10	,��
 � ��
,��� �
2	, �� ∈ &7				22(.  

Nous calculons le temps de cycle de  graphe d’événements de l’AAR, en utilisant 

l’expression donnée dans le premier chapitre. Nous décomposons le graphe d’événement 

temporisé de la Figure 3.10  en circuits élémentaires. On obtient 7 circuits, qu’on note γi pour 

i=1 à 7. Ces circuits sont donnés comme suit :  

γ1 = ( t7, P87, t8, P58, t5 , P56, t6, P76, t7), γ2 = ( t3, P43, t4, P94, t9 , P39, t3), γ3 = ( t1, P21, t2, P12, t1 ),  

γ4 = ( t3, P33, t3), γ5 = ( t1, P11, t1 ), γ6 = ( t7, P87, t8,  P98, t9 , P39, t3, P43, t4 , P54, t5 , P65, t6, P76, t7 ),  

γ7 = ( t7, P87, t8,  P98, t9 , P19, t1, P21, t2 , P32, t3, P43, t4, P54, t5 , P65, t6, P76, t7 ). 

En appliquant la formule du temps du cycle, le temps de cycle  λ du graphe de l’AAR est 

donné par : 

 

Est comme λ=10, et pour ne pas avoir un temps de réponse inferieur au temps de cycle on 

prend  Drmin = 11. 

 

� max ,91 , 11	 , 21 , 52 , 62 , 101 , 51/ � 10. 0	�maxγ	∈δ				 
 

M(γ) 

T(γ) 
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L’équation implicite (2.7) du graphe d’événement temporisé de la Figure 3.10, s’écrit comme 

suit : 

1 �� � 	23. � �� ⊕ 2�� � 5 1� ⊕ 2�. � � 5 2� ⊕ 2�. � � 5 5� ⊕ 2�. � � 5 10� ⊕
2�. � � 5 11� ⊕ 6. 7 ��	                                                                                                    (3.1) 
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La solution explicite (2.8) dans ce cas, est donnée par l’équation suivante : 

1 �� � 	23∗2�� � 5 1� ⊕ 23∗2�. � � 5 2� ⊕ 23∗2�. � � 5 5� ⊕ 23∗2�. � � 5 10� ⊕
23∗2�. � � 5 11� ⊕ 23∗6. 7 ��	                                                                                        (3.2) 
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Equation d’état  

Nous pouvons représenter le comportement de l’AAR par une équation d’état dans 

l’algèbre Min-Plus. Pour cela, nous allons transformer le graphe de la Figure 3.10 afin 

d’avoir un autre GET équivalent avec des temporisations binaires (1 ou 0) Figure 3.11. 

Toutes les places ayant des temporisations supérieures à 1 seront décomposées en plusieurs 

places temporisées à 1 qui sont reliées par des transitions intermédiaires. Nous définissons de 

nouvelles variables d’état qu’on va concaténer aux variables initiales.  
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Figure 3.11le GET étendu  de l’AAR  
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Le comportement dynamique du  graphe d’événement étendu de l’AAR est décrit par les 

équations suivantes : 

1� �� � 1. 1� �� ⊕ A. 1�� �� ⊕ A. 1� �� 
1� �� � A. 1�3 � 5 1� 
1� �� � A. 1� �� ⊕ A. 1�� � 5 1� ⊕ A. 1� ��    
1� �� � A. 1� � 5 1�  
1� �� � A. 1�� � 5 1� ⊕ A. 1� � 5 1�  
1
 �� � A. 1� � 5 1�  
1� �� � 11
 � 5 1� ⊕ A. 7 ��  
1
 �� � A. 1� � 5 1� 
1� �� � A. 1
 � 5 1� ⊕ 1. 1� ��       (3.3) 

1�3 �� � A. 1� � 5 1�  
1�� �� � 11� � 5 1�  
1B �� � A. 1 BC�� � 5 1�	, pour		H � 	12	à	14			  
1�� �� 	� 1. 1� � 5 1�  
1B �� � 1 BC�� � 5 1�, pour	H � 16	à	23	  
1�� �� 	� 1
 � 5 1�  
1B �� � A. 1 BC�� � 5 1�, pour	H � 25	à	33  

  

Ces équations s’écrivent sous la forme matricielle, 

1 �� � 231 �� ⊕ 2�1 � 5 1� ⊕ 6�7 ��, 
tel que  23, 2� ∈ K�����L��,et 6� ∈ K����L� . 
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L’équation d’état de graphe étendu est donnée par : 

x(t)=A.x(t)⊕ B.u(t),                        (3.4) 

avec  2 � 23
∗2�, A� 6 � 23

∗6� ,  
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3.2.1.6 Représentation en équations Max-plus linéaire du graphe d’événements de 
l’AAR 

 On peut  aussi décrire le comportement dynamique d’un graphe d’événements temporisé 

par des équations Max-Plus linéaires. Pour représenter le comportement dynamique du graphe 

de la Figure 3.10 nous  associons a chaque transition ti, avec i = 1 à 9, une fonction dateur 

��(P), qui représente la date du kéme  franchissement de la transition ti. La fonction dateur  

attribuée à la transition d’entrée est notée u(k). On considère un franchissement au plus tôt, 

c’est-à-dire que toute transition validée est immédiatement franchie. Les fonctions dateurs 

vérifient alors les équations suivantes :  
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ε    ε  ε  ε  ε  ε  ε  0  ε   ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε 
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ε    ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε   ε  ε  ε  ε  ε  ε  0  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε 
ε    ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε   ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  0  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε  ε 
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��(P) � A. �� P 5 1� ⊕ 5. �� P 5 1� ⊕ A. �� P�  
�� P� � 2. �� P�  
�� P� � A. �� P� ⊕ 10. �� P 5 1� ⊕ A. �� P�  
�� P� � 1. �� P�  
�� P� � 11. �
 P� ⊕ 1. �� P�       (3.5) 

�
 P� � 1. �� P�  
�� P� � A. �
 P 5 1� ⊕ A. 7 P�  
�
 P� � 1. 1�� P�  
�� P� � 1. �
 P� ⊕ A. �� P 5 1�  

 

Ces 9 équations peuvent s’écrire sous forme matricielle : 
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>

u k� 

Equation d’état  

Non  pouvons toujours décrire le comportement d’un graphe d’événements temporisé 

par une équation d’état, définie dans l’algèbre Max-plus. Nous remarquons que chaque  place 

du  graphe de la Figure 3.10 comporte au plus un jeton alors il suffit de calculer A* pour 

avoir une équation d’état. 

1 P� � 21 P 5 1� ⊕ 67 P�,        (3.6) 
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STAU	2 � 23∗ . 2�, 6 � 23∗ . 6�. 
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L’équation d’état est donnée par: 
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2 ε 5
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ε ε 2
0 ε 3

ε		 ε ε
ε ε ε
ε			 ε ε<

=
=
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=
=
=
=
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1 P 5 1� ⊕

8
99
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9
: 24
4
5
12
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0
1
2 <

==
==
==
=
>

7 P�   (3.7) 

 

3.2.2 Cas 2: mono client- multi serveurs : 

Dans ce cas, N modules d’entrées/sorties sont interrogés par un seul contrôleur. Durant un 

cycle de scrutation, les modules d’entrées  envoient une rafale de N  requêtes vers le 

contrôleur qui traite ces requêtes  puis, envoie les réponses vers les modules de sorties à 

travers le réseau de communication. Le module CPU est modélisé exactement comme dans le 

cas mono serveur. En effet, au début d’un cycle CPU, toutes les entrées sont lues en bloc 

(comme une seule variable et donc comme dans le cas mono serveur) et les sorties sont mises 

à jour en bloc également. 
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                      Figure 3.12 Fonctionnement d’un contrôleur interrogeant  N modules E/S 

 

 

De manière similaire que dans le cas mono serveur, chaque requête/réponse échangée 

avec un serveur subit un délai lors de la traversée du réseau de communication. Sur la  

Figure 3.13, seuls les délais de premier module d’E/S sont représentés. Les délais de n 

modules d’E/S sont représentés de manière similaire. Les délais notées est le temps nécessaire 

pour l’émission de cette requête depuis le contrôleur et le délai subi par la réponse 

correspondante. 

 
Modélisation : 
 

Le modèle des modules E/S reste quant à lui inchangé puisque chaque module ne 

reçoit qu’une seule requête à la fois, du seul contrôleur du l’AAR. La même chose pour le 

modèle de la  CPU.  
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Le modèle complet du l’AAR est donné sur la figure Fig. 3.12.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Figure 3.13 Modèle de l’AAR mono client multi serveur 

 

Conclusion  

Nous  avons représenté tout d’abord les composantes et le fonctionnement de 

l’architecture d’automatisation en réseau dans laquelle les contrôleurs logiques communiquent 

avec les modules d’entrées/sorties via un réseau de communication. La deuxième partie de ce 
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chapitre est consacrée à la modélisation de  cette AAR par un graphe d’événement temporisé 

et la représentation de la dynamique de cette AAR dans l’algèbre Max-Plus et Min-Plus. 

Le modèle de l’AAR étant obtenu, nous pouvons passer à  la synthèse de commandes des 

AAR permettant de satisfaire les contraintes temporelles imposées. C’est l’objet du prochain 

chapitre. 
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Commande de l’AAR sous contrainte temporelle 

 

4.1Commande des systèmes à événements discrets  sous contraintes temporelles .. 48 

4.1.1 Les contraintes temporelles………………………………………………………...48 
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4.2.3 Interprétation des résultats……………………………………………..…………. 60 
 

Dans ce chapitre nous calculons des lois de commande causale qui vont satisfaire des 

contraintes temporelles imposées sur le temps de réponse de l’AAR. Après avoir présenté les 

contraintes temporelles à satisfaire, des méthodes de calcul de lois de commande permettant 

de garantir le respect de ces contraintes sont discutées. Les méthodes de synthèse de ces lois 

de commande sont initialement développées dans [4] et [9]. Une application de la méthode à 

une  AAR comportant des contraintes temporelles sur son temps de réponse est effectuée dans 

ce chapitre. 
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  4.1Commande des systèmes à événements discrets  sous contraintes temporelles  

Les systèmes à événements discrets sont essentiellement caractérisés par des 

changements d’état dus à l’occurrence d’événements asynchrones. L’introduction de 

paramètres temporels permet d’évaluer leurs performances (taux de production d’une cellule 

d’usinage, temps de parcours dans un système de transport). Ces systèmes dynamiques 

peuvent également faire l’objet de contraintes de temps de séjour (temps maximal de cuisson 

d’une pièce dans un four, attente maximum d’une correspondance entre trains,...). Le non 

respect  de ces contraintes conduit à des défaillances dans le système.  Il est donc nécessaire, 

de disposer de techniques et d’outils qui permettent d’assurer ces spécifications temporelles. 

Dans cette partie nous développons, la méthode proposée dans [4],[9]  

 

4.1.1Les contraintes temporelles 

Généralement on distingue trois types de contraintes temporelles  

• Systèmes à contraintes temporelles critiques le non respect  de ces  contraintes de 

temps peut conduire à des défaillances avec des conséquences pouvant être graves. Si 

l’échéance est dépassée, il y a faute.  

• Systèmes à contraintes temporelles souples où le dépassement des échéances est 

considéré comme une faute bénigne. Lorsqu’une échéance est dépassée, il n’y a pas faute ; le 

résultat peut être exploitable même s’il est fourni après l’échéance. 

• Systèmes à contraintes temporelles strictes où le dépassement occasionnel des 

échéances est toléré. Il y a faute (bénigne) si l’échéance n’est pas respectée. 

  Dans notre cas, nous nous intéressons au cas général, où il s’agit de respecter le temps 

pour tout événement en connaissant son moment d’occurrence et l’état du système. 

 

Dans les graphes d’événements temporisés, la temporisation de chaque place, 

correspond à la durée minimale de séjour des jetons dans cette place. La durée maximale 

apparaît comme une contrainte supplémentaire qui devrait être vérifiée. On associe alors un 

intervalle du temps pour chaque place comportant une contrainte temporelle. 

On considère ���  la place soumise à une contrainte temporelle, un intervalle de temps 

�������, ����	
� est associé à cette place, comme illustré à la Figure 4.1. 
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Cette contrainte se traduit dans l’algèbre (min,+) par les inéquations suivantes : 

���. ���� � ������� � ����� � ���. ���� � ����	
�,  
Où ��� est le marquage initial de la place ���.  
L’inéquation  ����� � ���. ���� � �������	est satisfaite en tenant compte de la définition d’un 

graphe d’événements temporisé et du modèle Min-plus linéaire associé à son comportement. 

����� � ���. ���� � ����	
�                                      (4.1) 

L’inéquation (4.1) dont le produit est défini dans �����, est une contrainte supplémentaire à 

satisfaire. La condition (4.1) impose aux jetons de passé au minimum  ������ unités de temps 

dans la place ���. Il faudrait alors calculer des lois de commande causales u (t) qui permettent 

de garantir le respect de cette contrainte temporelle. 

 

4.1.2 Commande temporelle des systèmes Min-Plus 

Dans cette section nous développons une méthode de commande des systèmes Min-

Plus soumis à des contraintes temporelles. Nous limitons notre étude à un système avec une 

seule entrée de commande et comportant une ou plusieurs places soumises à une contrainte de 

temps. Nous calculons pour cette classe de système des lois de commande qui permettent de 

satisfaire les contraintes imposées. 

 

Dans un premier temps, nous considérons un graphe d’événements temporisé 

comportant une seule place pij soumise à une contrainte temporelle. Cette place admet tj 

comme transition d’entrée et ti  comme transition de sortie. La transition source, notée tu, qui 

est la seule transition commandée a une seule place de sortie avec un marquage initial nul. Le 

comportement de  ce graphe est représenté par l’équation Min-Plus linéaire (2.4). On fait 

l’hypothèse qu’il existe au moins un chemin � reliant la transition tu à la transition tj. Nous 

notons par �� la somme des temporisations de toutes les places qui appartiennent à ce chemin, 

son expression est donnée par : 

���  

�������, ����	
� �� �� 

Figure 4.1 : Contrainte temporelle 
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�� � ∑ ����� , 

où ��	 est la temporisation de la place p. 

A partir de la définition de la fonction compteur de la transition tj, et du fait qu’il existe un 

chemin � de la transition tu à la transition tj,, nous avons l’inégalité suivante : 

����� � � !" . #��. $�� � ���,                                 (4.2) 

 où � !" . #�� est le marquage initial du chemin	�, qui represente la somme des jetons des 

places situées sur ce chemin et �� désigne le retard de la fonction ����� par rapport à l’unique 

entrée de commande u(t). L’inéquation (4.2) exprime une relation et un lien entre la transition 

tj et la transition tu. Il est clair que cette transition de commande peut agir sur le 

franchissement de la transition tj et sur l’entrée des jetons dans la place pij. 

Un entier % � 1 étant fixé, appliquons la propriété (2.1), pour � � %, à l’éqution Min-plus 

linéaire du graphe d’événement temporisé, on obtient l’expression explicite suivante : 

���� �  '��� � %�⊕ )⊕*′+,'-. / *. #. $�� � 0�12.      (4.3) 

 En considérant la ième  composante des termes de cette équation, on obtient : 

����� �⊕3+.4 �� '��3 . �3�� � %�⊕ 5⊕*+,	'-. � *. #��$�� � 0��               (4.4) 

 En remplaçant dans l’inéquation (4.1), la fonction  xi(t) par son expression donnée en (4.4), la 

contrainte (4.1) est satisfaite si les deux inéquations suivantes sont vérifiées : 

⊕3+.4 � '��3 . �3�� � %� � ����	
���� � ����	
�                    
⊕*+,	'-. � *. #��$�� � 0� � ����	
���0 � ����	
�                  
En tenant compte de l’inégalité (4.2), les deux dernières inéquations sont vérifiées à travers 

les inégalités (4.5) (4.6). 

⊕3+.4 � '��3 . �3�� � %� � ���. � !" . #��. $�� � �� � ����	
�                     (4.5) 

⊕*+,	'-. � *. #��$�� � 0� � ���. � !" . #�� . $�� � �� � ����	
�                           (4.6) 

Le respect de la contrainte temporelle (4.1) revient donc à vérifier les inéquations (4,5) et 

(4,6).  
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L’objectif du Théorème 4.1 est de définir des lois de commande causales qui satisfont les 

conditions (4,5) et (4,6) et par conséquent le respect de la contrainte temporelle (4.1). 

 

Theoreme 4.1 , [4] 

L’équation   $��� �⊕3+.4 5�� '��3	 ������ !" . #���. �3�� � 1�6, 
  

définit des lois de commande causales qui garantissent le respect de la contrainte (4.1)  si  % � ����	
 7 �� 7 1 et si les deux conditions (4.7) et (4.8) sont satisfaites.  

              � '��3	 � ��� . � !" . #�� ,                  pour r = 1 à N                        (4.7) 

 � *. #�� � ���. � !" . #��            pour k = 0 à  % � 1                (4.8).  

 

Corollaire, [4] Il existe toujours une loi de commande causale qui satisfait la contrainte (4.1), 

si le marquage initial de la place ijp  et des places du chemin α  de la transition tu  à la 

transition jt  sont nuls. Cette loi de commande est donnée par l’équation suivante : 

( ) ( ) ( )[ ]1.
1

−= Φ
=⊕ txAtu rir

N

r
,  

Avec 1max ++=Φ αττ ij  

4.1.3 Commande temporelle des systèmes Max-Plus 

 

4.1.3.1 Une seule contrainte et une seule commande  

Nous considérons un graphe d’événements temporisé avec une seule transition de 

commande. Nous supposons qu’une place est soumise à une contrainte temporelle 

supplémentaire.  Le comportement de  ce graphe est représenté par l’équation Max-Plus 

linéaire (2.8) et soumise à la contrainte temporelle (4.9). La loi de commande u�k� 	∈ ��;<=. 
 ���0� � ����	
. ���0 �����           (4.9) 
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L’inéquation (4.9) exprime une borne maximale de temps de séjour des jetons dans la 

place pij  qui admet tj comme transition d’entrée et ti comme transition de sortie. Nous 

calculons des lois de commande u(k) qui vont retarder, si nécessaire, les dates de 

franchissement de la transition tj, afin de garantir le respect de la contrainte temporelle. 

Comme nous l’avons vu dans la section 2.3.3.2 (propriété 2.2), l’équation Max-plus linéaire 

(2.9) conduit à l’expression suivante : 

��0� �  '��0 � %�⊕ �⊕*>+,'-. � *> . #�. $�0 � 0?��, 
pour % � 1	@�	0 A %. 

L’expression de la  iéme composante du vecteur x(k) est donnée ainsi par l’équation (4.10). 

���0� �⊕3+.4 /� '��3. �3�0 � %�⊕ 5⊕*>+,	'-. � *> . #��$�0 � 0?�2                  (4.10) 

En tenant compte de l’équation (4.10), la contrainte temporelle (4.9) est équivalente aux 

inégalités  suivantes : 

⊕3+.4 � '��3 . �3�0 � %� � ����	
���0 � ����                             (4.11) 

5⊕*>+,	'-. � *> . #��$�0 � 0?� � ����	
���0 � ����                   (4.12) 

Il suffit donc de vérifier les conditions (4.11) et (4.12) pour valider la contrainte temporelle 

(4.9). Nous supposons qu’il existe un chemin 	�, avec un marquage initial noté ��,  qui relie 

la transition de commande tu à la transition tj. Cette hypothèse exprime une relation entre les 

deux transitions, ce qui se traduit par l’inéquation (4.13). 

 � �" . #�� . $�0 � ��� � ���0�.                              (4.13) 

Nous prenons en considération l’inégalité (4.13), les inéquations (4.11) et (4 .12) sont 

impliquées par les inégalités (4 .14) et (4 .15) 

⊕3+.4 � '��3 . �3�0 � %� � ����	
 . � �" . #�� . $�0 � �� �����                           (4.14) 

⊕*>+,	'-. � *> . #��$�0 � 0?� � ����	
. � �" . #��. $�0 � �� �����                         (4.15) 

 Pour le cas où  �� � ��� � 0, on a  % � �� 7��� 7 1 ⇒ % � 1, on a aussi k’=0 à % � 1 

ce qui implique que k’=0 

L’équation (4.14) donne  
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⊕3+.4 � ��3. �3�0 � 1� � ����	
 . #�. $�0� 
Ce qui donne  

$�0� �⊕3+.4 ��� ��3 � #� � ����	
�. �3�0 � 1�6,           (4.16) 

et l’équation (4.15) donne  

#� � ����	
 . #�               (4 .17) 

 

Nous avons une condition à satisfaire (4,17) pour résoudre le problème du respect de la 

contrainte temporelle (4.9). Les feedbacks vérifiant l’inéquation suivante : 

                                         $�0� �⊕3+.4 ��� ��3 � #� � ����	
�. �3�0 � 1�6, 
Ces feedbacks sont bien posés si % � ��� 7�� 7 1  

Théorème 4.2, [9] L’inéquation  

                         
$�0� �⊕3+.

4 D3 . �3�0 � 1�6, 

avec D3 � max�0,  �3 � #� � ���
�	
�, définit des lois de commande causales qui garantissent 

le respect de la contrainte (4.9) s’il  y a un chemin vide qui relie la transition de commande à 

la transition de la contrainte temporelle et si la condition suivante   #� � ���
�	
 . #�  est bien 

respectée. 

 

4.1.3.2 Plusieurs contraintes et plusieurs commandes 

Nous considérons maintenant un graphe d’événements temporisé, modélisé par 

l’équation d’état  (3.21), est soumis à Z contraintes temporelles supplémentaires, avec H � 1. 

Les places contraintes sont notées �I , pour z=1 à Z. Pour chaque place �I , nous avons 

�I , �I��� et  �I�	
 qui représentent respectivement le marquage initial, la temporisation 

minimale et la temporisation maximale de cette place Figure 4.2. Les transition �I  @� �I?   

correspondant aux transitions d’entrée et de sortie de la place �I . Les fonctions  

�I�0�  @� �I>�0�  définissent les dateurs correspondants. Nous supposons qu’il existe un 
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chemin, noté �I, d’une transition de commande tusz vers la transition tz. Le marquage initial 

du chemin �I  est donnée par la valeur de ��L . Ces hypothèses sont exprimées par 

l’inéquation (4.18) 

�I�0� � � �"L#�IML$ML�0 � ��L�,                                      (4.18) 

 

 

 

 

La contrainte temporelle est donnée par l’inéquation suivante : 

�I>�0� � �I�	
 . �I�0 � �I�,                                      (4.19) 

Pour  z allant de 1 à Z,  l’inéquation (2.8) peut s’écrire sous la forme suivante : 

��0� �  'L��0 � %I� ⊕ �⊕*>+,
'L-. � *> . #�. $�0 � 0?�� 

Pour %I � 1, la fonction �I>�0� est donnée par l’équation suivante 

�I?�0� �⊕3+.
4 /� 'L�I?3 . �3�0 � %I� ⊕ 5⊕*>+,	'L-. �⊕N+.	� � *> . #�I?N$N�0 � 0?��2           (4.20) 

  

Nous remplaçons dans l’inéquation (4.19) de la contrainte temporelle la fonction �I?�0� 
donnée par l’équation (4.20), ce qui permet d’avoir ces deux inéquations  

⊕3+.4 � 'L�I?3 . �3�0 � %I� � �I�	
�I�0 � �I�                               (4.21) 

⊕*>+,	'L-. �⊕N+.	� � *> . #�I?N$N�0 � 0?�� � �I�	
�I�0 � �I�                           (4.22)	 
En tenant compte de l’inégalité (4.18), les inéquation (4.21) et (4.22) sont impliquées par les 

équations (4.23)  et (4.24) . 

⊕3+.4 � 'L�I?3 . �3�0 � %I� � �I�	
 . � �"L . #�IML . $�0 � ��L ��I�                          (4.23) 

⊕*>+,	'-. �⊕N+.	� � *> . #�I?N$N�0 � 0?�� � �I�	
 . � �"L . #�IML . $ML�0 ���L ��I�        (4.24) 

�I 

��I���, �I�	
� �I? �I 

Figure 4.2 : Contrainte temporelle 
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Pour z=1 à Z 

%I � �I 7 ��L 7 1 

(4.23)  implique  

$ML�0� �⊕3+.
4 5�� 'L�I?3 � �I�	
_� �"L . #�IML�. �3�0 � 1� 

D’après l’équation  (4.24) on a  

� *> . #�I?N � �I�	
. � �"L . #�IML                 (4.25) 

    

Théorème 4. 3 [9] le vecteur u(k) dont les composantes sont données par  

Pour  l=s1 à sz 

$N�0� �⊕I+.
P 5⊕3+.

4 � I ′3 � #IML � �I�	
	�. �3�0 � 1�6, 
 Avec  �I � ��L � 0,	%I � 1,et  $N�0� � Q  pour R S TI  avec z=1 à Z, définit une loi de 

commande causale qui garantit le respect de toutes les Z contraintes temporelles si la 

condition ((4.25)) est vérifiée 

4.1.3.3  Exemple : nous considérons le graphe d’événements temporisé donné par la 

 Figure 4.3 : 

 

 

 

  

                                 Figure  4.3 Graphe d’événements temporisé  

 

Ce graphe est soumis à une contrainte temporelle, donnée par l’inéquation suivante : 

                               2�.�0� � �V�0�. 

tu 

t1 

t2 t3 

1 

1 

2 

4 
0 
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Nous calculons des lois de commande causales pour satisfaire cette contrainte 

temporelle. Nous appliquons les résultats du Théorème 4.2 pour résoudre ce problème de 

contrainte de temps. On ne peut pas représenter le fonctionnement du graphe d’événements 

temporisé  considéré tel qu’il est, par une équation d’état de même type que l’équation (2.8). 

Pour cela, nous décomposons les places ayant plus d’un jeton pour avoir un nouveau graphe 

d’événements temporisé équivalant avec des places marquée à un ou à zéro, ce qui donne un 

marquage initial maximum ��	
 � 1.	 Nous décomposons la place p12 en deux places, notées 

p42 et p14, qui sont marquées à 1. Le graphe étendu est donné par la Figure 4.4. 

 

 

 

 

                                             

                                              Figure 4.4 : Graphe d’événements étendu  

L’équation d’état associée au graphe d’événements temporisé étendu de la figure 4.4 est 

donnée comme suit  

��0 7 1� � WQ Q Q 1Q Q 2 2QQ Q@ 5Q 5QY . ��0 � 1� ⊕ W@15QY . $�0�, 
 où les composantes du vecteur x(k) sont les fonctions des dateurs associées aux transitions �., 	�V, �Z	@�	�[. La fonction u(k) est le dateur de la transition source, qui représente l’entrée de 

commande. Dans cet exemple, nous avons la temporisation maximale associée à la place pij 

qui est ����	
 � �V.��� � 2 et la temporisation minimale égale à 1. On voit bien qu’il existe un 

chemin de la transition source tu à la transition tj , dans ce cas de la transition tu à la transition 

t1. On constate que la temporisation de ce chemin est �� � 0, et le marquage initial est 

�� � 0	. l’hypothèse du théorème est bien vérifiée puisque �� � ��� � 0. Nous avons aussi  

�� 7 ����	
 � �� 7 �V.�	
 � 2, 

tu 

t1 

t2 t3 

1 

1 

2 

4 
0 

t4 



Chapitre 3 : Commande de l’AAR sous contrainte temporelle 

 

57 

 

et  �3 �  V3 � 5Q, Q, 2,26	  respectivement pour r=1 à 4. On voit que la condition (4.17) 

donnée dans le théorème 3.5 est vérifiée. D’une manière similaire, nous avons #� � #V � 1, 

donc la condition du théorème est respectée aussi. 

Dans cet exemple, les lois de commande données par le Théorème 4.3, vérifient l’inéquation  

$�0� � �Z�0 � 1� ⊕ �[�0 � 1�, 
Et garantissent le respect de la contrainte temporelle. 

4.2 Application à l’AAR 

Le temps de réponse [12], [13]  d’une AAR dépend des différents d’attente que met 

une requête pour être prise en charge par les trois composants (MES, COM, CPU).En effet, 

une requête attend toujours que la ressource qui doit  le traiter (CPU, MES, COM) soit 

disponible. Ces délais d’attente ont un impact direct sur la réactivité du système. On définit 

alors le temps de réactivité de l’AAR par le délai qui sépare l’occurrence d’un événement 

dans le module d’E/S et sa conséquence issue du PLC sur le système commandé.  On a 

montré dans le chapitre deux que ce délai appartient à un intervalle [\]���				\]�	
 ].  

La question qui se pose alors est de trouver une loi de commande qui permet de 

retarder les requêtes, si nécessaire dans l’objectif de respecter la contrainte imposée sur le 

temps de réponse. 

4.2.1 Commande de l’AAR sous contrainte temporelle dans le dioïde  Min-Plus  

Nous considérons le graphe d’événements temporisé de la Figure 3.10. La 

temporisation de la place  �^_ correspondant au temps de réponse du système vaut 11 unités 

de temps comme temps minimal et 22 unités de temps comme temps maximal.  

Cette contrainte temporelle maximale se traduit en Min-Plus par l’inéquation suivante : 

 �^��� � �_�� � 22�                        (4.25) 
 

Nous appliquons la méthode proposée précédemment pour calculer la loi de 

commande u (t) qui garantit le respect de cette contrainte temporelle.  

Nous utilisons  le modèle d’état du graphe de l’AAR donné par l’équation (3.4). Nous 

appliquons le corollaire 1 à l’équation d’état (3.4). Ayant (����	
 � �^_�	
 � 22�	@�	�� � 1, la 

temporisation du chemin � � ��`, �_`, �_� qui relie les transitions �a	et		�_, le marquage initial 



Chapitre 3 : Commande de l’AAR sous contrainte temporelle 

 

58 

 

de la places �^_ � @. On voit que les conditions du corollaire 1 sont bien vérifiées, ce qui 

assure l’existence des lois de commande causales qui vérifient la contrainte temporelle. En 

tenant compte de l’expression donnée dans le corollaire 1, la loi de commande est donnée 

par :  

$��� � 2�.�� � 1� ⊕ 3�Z�� � 1� ⊕ 3�[�� � 1� ⊕ 3�^�� � 1� ⊕ 2�`�� � 1� ⊕ 1�_�� � 1�
⊕ 3�.,�� � 1� ⊕ 2�..�� � 1� ⊕ 2�.V�� � 1� ⊕ 2�.Z�� � 1� ⊕ 3�.[�� � 1�
⊕ 1�.^�� � 1� ⊕ 2�.c�� � 1� ⊕ 2�.`�� � 1� ⊕ 2�._�� � 1� ⊕ 2�.d�� � 1�
⊕ 2�V,�� � 1� ⊕ 3�V.�� � 1� ⊕ 2�VV�� � 1� ⊕ 3�VZ�� � 1�
⊕ 2�V[�� � 1� ⊕ 2�V^�� � 1� ⊕ 3�Vc�� � 1� ⊕ 2�V`�� � 1�
⊕ 2�V_�� � 1� ⊕ 3�Vd�� � 1� ⊕ 2�Z,�� � 1� ⊕ 3�Z.�� � 1�
⊕ 3�ZV�� � 1� ⊕ 3�ZZ�� � 1� 

 

  Pour simplifier cette loi de commande nous utilisons les équations (3.3) de la partie 

3.2.1.5  et nous remplaçons quelque terme dans la loi de commande, on va avoir cette loi de 

commande  

 

$��� � 2�.�� � 1� ⊕ 3�Z�� � 1� ⊕ 3�[�� � 1� ⊕ 3�^�� � 1� ⊕ 2�`�� � 1� ⊕
1�_�� � 1� ⊕ 3�.�� � 2� ⊕ 3�.�� � 2� ⊕ 3�.�� � 3� ⊕ 3�.�� � 4� ⊕ 4�.�� � 5� ⊕
2�Z�� � 2� ⊕ 3�Z�� � 3� ⊕ 3�Z�� � 4� ⊕ 3�Z�� � 5� ⊕ 3�Z�� � 6� ⊕ 3�Z�� � 7� ⊕
4�Z�� � 8� ⊕ 3�Z�� � 9� ⊕ 4�Z�� � 10� ⊕ 2�_�� � 2� ⊕ 2�_�� � 3� ⊕ 3�_�� � 4� ⊕
2�_�� � 5� ⊕ 2�_�� � 6� ⊕ 3�_�� � 7� ⊕ 2�_�� � 8� ⊕ 3�_�� � 9� ⊕ 3�_�� � 10� ⊕
3�_�� � 11�. 

 

En utilisant la comparaison entre les termes de la commande afin de la  réduire.    

 

Par exemple min� �_�� � 1�, 3�_�� � 11�� � 3�_�� � 11�. 
 

$��� � 2�.�� � 1� ⊕ 3�[�� � 1� ⊕ 3�^�� � 1� ⊕ 2�`�� � 1� ⊕ 1�_�� � 1� ⊕
3�.�� � 5� ⊕ 4�.�� � 6� ⊕ 2�Z�� � 2� ⊕ 3�Z�� � 9� ⊕ 4�Z�� � 10� ⊕ 2�_�� � 8� ⊕
3�_�� � 11�                          (4.26) 

D’après les équations (3.3) de la partie 3.2.1.5 on a  

 

3�_�� � 11� � 3�c�� � 12� ⊕ 3$�� � 12�. 
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La loi de commande de l’équation 4.26 contient des éléments non observable par 

exemple �.���	.  On remplace 3�_�� � 11�  par sa valeur dans l’équation (4.26) et on            

utilise les chemins du graphe pour simplifier cette loi de commande. L’objectif de cette 

opération est de donner une loi de commande composée de fonctions dateurs observables. 

 $��� � 1�_�� � 1� ⊕ 2�_�� � 8� ⊕ 3�_�� � 11�       

 $��� � 1�`�� � 2� ⊕ 2�_�� � 8� ⊕ 3�_�� � 11�      (4.27) 

 

La loi de commande u(t) est un retour d’état causal qui peut être représenté par trois 

places de contrôle marquées et temporisées Figure 4.5. Ces places seront connectées au GET 

de l’AAR pour garantir le respect de la contrainte temporelle. Les transitions t7 et t8 qui 

composent la commande sont  observables. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 4.5 : Modèle GET de l’AAR avec les places de contrôle 
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4.2.2 Commande de l’AAR sous contrainte temporelle dans le dioïde  Max-Plus  

Nous considérons le modèle de l’AAR  Figure 3.10 présenté dans la partie 3.2.1, nous 

avons vu dans cette partie que l’AAR comporte une contrainte temporelle sur son temps de 

réponse. Notre objectif est de calculer une loi de commande qui va garantir le respect de cette 

contrainte temporelle afin de garantir le bon fonctionnement du système. Nous appliquons 

dans cette partie  la méthode développée dans la section 4.1.3.1  pour calculer la loi de 

commande. 

 

La contrainte temporelle est donnée par         �^�0� � 22�_�0� 

 

L’équation d’état de l’AAR est donnée par l’équation (3.7) 

D’après la figure 3.10 on voit bien qu’il existe un chemin vide de la transition de commande 

tu à la transition t8. La temporisation de ce chemin est �� � 1 et son marquage initial est 

�� � 0. Alors  l’hypothèse du Théorème est bien vérifiée puisque �� � ��� � 0. Nous 

avons aussi 	#� � #^ � 12,  	#� � #_ � 1 et ����	
 � 22	. Les conditions de Théorème 4.2 

sont bien vérifiées. La loi de commande est donnée par l’équation suivante : 

 $�0� �⊕3+.d 5 ^3 � #_ � �^_�	
6. �3�0 � 1�6, 
On a  

 ^3 � 59		4		12		4		Q		13		Q		Q		Q6	. 
$�0� � @. �.�0 � 1� ⊕ @. �V�0 � 1� ⊕ @. �Z�0 � 1� ⊕ @. �[�0 � 1� ⊕ @. �c�0 � 1� 
D’après	les	chemins	du	graphe	d’événement	temporisé	de	la	figure	3.10	on	a		

Max	(@. �.(0 � 1�, @. �V(0 � 1�, @. �Z(0 � 1�, @. �[(0 � 1�, @. �c(0 � 1�� � �c(0 � 1��	

Alors	:	

	u(k��	�c(0 � 1� � 1. �^(0 � 1��														 	 	 	 	 	 (4.27) 

 

4.2.3 Interprétation des résultats  

La  loi de commande calculée par l’algèbre Min-plus correspond à un retour d’état 

causal pour lequel la contrainte temporelle de l’AAR est satisfaite. Cette  loi de commande 

implique un retard qui pourrait être représenté par des places marquées et temporisées. 
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L’inconvénient de cette méthode réside dans sa lourdeur et sa complexité face à des 

problèmes de grande taille, plusieurs modules d’entrée sorties. 

La  loi de commande calculée dans l’algèbre Max-Plus est  u�k��	�c(0 � 1�,	 et	
d’après	les	équations	(3.5),	on	a		  �`(0) = �c(0 � 1) ⊕ $(0),	ce	qui	veut	dire	que	cette	

loi	de	commande	n’a	pas	apporté	un	plus	ou	fonctionnement	de	l’AAR.		

La	modélisation	de	l’AAR	proposé	dans	le	chapitre	2	ne	permet	pas	de	séparer	le	

module	d’entrée	et	celui	de	sortie	(on	utilise			le	port	d’abord	comme	entrée	puis	comme	

sortie)	or	dans	la	majorité	des	systèmes	industriels	le	port	d’entrée	est	différent	de	celui	

de	sortie.	On	plus	la		modélisation	proposée	ne	permet	pas	de	traiter	plus	d’une	requête	

à	la	fois.		

Dans	 le	 chapitre	 4,	 on	 propose	 une	 modélisation	 différente	 de	 l’AAR.	 Cette	

modélisation	est	basée	sur	le	protocole	producteur/consommateur.	

	

 



Chapitre 4 : de l’AAR producteur/consommateur 

 

62 

 

           

 

Commande de l’AAR producteur/consommateur 

5.1 Commande de l’AAR………………………………………………………………….. 63 

5.1.1Cas 1 : un seul module d’entrée sortie…………………………………………….…… 63 

5.1.1.1 Modélisation de l’architecture d’automatisation en réseau…………………………. 63 

5.1.1.2 Représentation en équations Max-Plus linéaires de graphe de l’AAR….……...…….63 

5.1.1.3 Commande de l’AAR……………………………………………………………….. 66 

5.1.1.4  Interprétation………………………………………………………………………...67 

5.1.2 Cas plusieurs modules d’entrées/ sorties………………………………………….…..  67 

5.1.2 .1 Cas1 : deux module d’entrées/ sorties……………………………………………... .67 

5.1.2.1.1 Représentation en équations Max-Plus linéaires de graphe de l’AAR………….....68 

5.1.2 .1.2 calcule les lois de commande……………………………………………………...70 

5.1.2 .2 Cas 3 module d’entrée/sortie………………………………………………………...71 

5.1.2 .2 .1 Représentation en équations Max-Plus linéaires de graphe de l’AAR……...…....73 

5.2 Conclusion……………………………………………………………………… .…….. 81 

 

 

Pour résoudre le problème de limitation de nombre de requête traité par la CPU dans 

un cycle,  nous proposons  dans ce chapitre une autre façon de modélisation de l’AAR dans 

laquelle on sépare le module d’entrée et celui de sortie. Cette architecture  fonctionne suivant 

le modèle de coopération producteur/consommateur. Nous abordons par la suite le problème 

de commande sous contrainte temporelle pour le cas d’un seul module d’entrée/sortie ensuite 

on fait une généralisation pour le cas de plusieurs modules d’entrées/sorties.  
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5.1 Commande de l’AAR 

 

5.1.1Cas 1 : un seul module d’entrée sortie 

 

5.1.1.1 Modélisation de l’architecture d’automatisation en réseau 

La partie du  module de CPU  est modélisée exactement comme dans la première 

modélisation Figure 3.1. Nous faisons juste un petit changement au niveau de module 

d’entrée/sortie. Dans cette modélisation on sépare le module d’entrée et celui de sortie Figure 

5.1 pour que le module d’entrée puisse recevoir  à chaque instant les requêtes provenant de la 

partie opérative.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

          Figure 5.1 Modèle GET d’une AAR producteur/consommateur  (un seul module d’E/S) 

 

5.1.1.2 Représentation en équations Max-Plus linéaire du graphe d’événements de 

l’AAR 

 On considère un franchissement au plus tôt, c'est-à-dire que toute transition validée est 

immédiatement franchie. Les fonctions dateurs vérifient alors les équations suivantes : 
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 				����� � max	�� � ���� � 1�, 5 � ���� � 1�, � � ������  
   	����� � 2 � ����� 					����� � max	�� � �����, 10 � ���� � 1�, � � �����  
  			����� � 1 � �����  					����� � max	�11�. �
���, 1 � ����� , � � ���� � 1�� 					����� � 1 � �����  
    �	��� � max	�� � �
�� � 1�, � � �����  				�
��� � 1 � �	��� 
    ����� � max	�1 � �
���, � � ���� � 1��  
 

 

Dans l’algèbre ( !�,��, ces équations sont écrites comme suit : 

   

   		����� � �. ���� � 1� ⊕ 5. ���� � 1� ⊕ �. �����  
   		����� � 2. ����� 
     ����� � �. �����⊕ 10. ���� � 1� ⊕ �. �����  
     ����� � 1. �����  
     ����� � 11. �
���⊕ 1. ����� ⊕ �. ���� � 1�                                 (5.1) 

    ����� � 1. �����  
     �	��� � �. �
�� � 1� ⊕ �. ����  
    �
��� � 1. ��	��� 
    ����� � 1. �
���⊕ �. ���� � 1�  

 

  Ces 9 équations peuvent s’écrire sous  la forme matricielle  suivante : 
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#$
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$%
ε

ε
ε
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ε

εe
ε

ε'(
((
((
()
u�k�.             

  

Equation d’état  

  Non  pouvons toujours décrire le comportement d’un graphe d’événements temporisé 

par une équation d’état, définie dans l’algèbre Max-plus. Nous remarquons que chaque  place 

du  graphe de la figure 4.1 comporte au plus un jeton alors il suffit de calculer A* pour avoir 

une équation d’état  

���� � ,��� � 1� ⊕ -����, 
!.�/	, � ,0∗ . ,�, - � ,0∗ . -�.  
Avec : 

,0∗ �
#$
$$
$$
$$
%e ε ε2 e ε2 e e

ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε

2				 1	 e4				 3	 24				 3	 2	3 1 14 2 25 3 3
e ε ε1 e ε2 1 e

				5 4 3									12 11 4									13 12 5						
ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε

ε ε ε

e			 ε ε1			 e ε2			 1 e '(
((
((
((
)
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 ���� �
#$
$$
$$
$$
% 	5 e ε	7 2 ε		7 2 	10

e ε ε2 ε ε2 ε ε

ε 2 ε

ε 4 ε

ε 4 ε8 3		 11	9 4	 1210 5	 13
3 ε ε4 ε e5 ε 1

ε 5 ε

ε 12 ε

ε 13 ε
ε ε 			ε
ε ε 			ε
ε ε 			ε

ε ε ε

ε ε εe ε ε

ε e ε

ε 1 ε

ε 2 ε '(
((
((
((
)
��� � 1� ⊕

#$
$$
$$
$%
24451213e12 '(
((
((
()
���� ,   (5.2) 

 

où  ���� ∈ 89:;� 		��	- ∈ 89:;� . 

5.1.1.3 Commande de l’AAR 

Le graphe de la Figure 5.1 est soumis à une seule contrainte temporelle qui est représentée 

par l’inéquation suivante : 

                                                      ����� < 22�
���     (5.3) 

 

où  �����,	�
��� designent les fonctions dateurs respectivement des transitions t5 et t8. 

Le problème consiste à calculer une loi de commande qui va satisfaire cette contrainte 

temporelle, pour cela nous appliquons les résultats du la section 4.1.3.  

D’après la Figure 5.1 nous remarquons  que le chemin qui relie la transition de 

commande à la transition t8  (la transition d’entrée de la place contrainte) est vide  = � �
 � 0 . Nous avons montré précédemment que la condition (4.8) est suffisante pour 

l’existence  d’une loi de commande causale qui garantit le respect de la contrainte temporelle 

(4.3).  

On a  -> � -� � 12,  	-? � -
 � 1,  @>?9:; � 22.			A � 1, �B � 0. 
-� < 22 � 1, alors la condition 4.8 est vérifiée.  

,�C � �9			4			12				4			D			�			D			12			DE, 
���� �⊕CF�� ��,�C � 1 � 22��C�� � 1�E. 
���� � ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕��
�� � 1�. 
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D’après les chemins du graphe de l’AAR on a : 

���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G �
�� � 1�. 
Alors  

���� � ����� � 1� � 1���� � 1�.                                           (5.4) 

5.1.1.4 Interprétation  

La loi de commande trouvée correspond à un retour d’état causal pour lequel la 

contrainte temporelle de l’AAR est satisfaite. Cette  loi de commande implique un retard qui 

pourrait être représenté par une place marquée et temporisée à 1. Cette loi de commande va 

retarder la réception d’une autre requête au niveau de module d’entrée après l’envoi  d’une 

requête par une unité de temps 

 

5.1.2 Cas  de plusieurs modules d’entrées/ sorties  

Dans ce cas, N modules d’entrées/sorties sont interrogés par un seul contrôleur. Durant 

un cycle de scrutation, les modules d’entrées  envoient une rafale de N requêtes vers le 

contrôleur qui traite ces requêtes, puis il envoie ces repense vers les modules de sorties à 

travers le réseau de communication. Ici on garde la même modélisation sauf le nombre de 

module d’entrée sortie qui va changer. Au début d’un cycle CPU, toutes les entrées sont lues 

en bloc comme une seule variable et donc comme dans le cas d’un seul module d’entrée/sortie 

et les sorties sont mises à jour en bloc également. Dans cette partie c’est impossible de  

décrire le comportement du graphe de l’AAR avec N modules d’entrée/ sortie d’une manier 

générale,  pour cela nous décrivons le comportement du graphe de l’AAR pour 2 et 3 modules 

d’E/S  après nous calculons les lois de commande pour chaque cas, et à la fin on fait une 

comparaison entre les différentes lois de commande calculées pour avoir une loi de 

commande généralisé pour N modules d’E/S. 

 

5.1.2 .1 Cas1 : deux modules d’entrées/ sorties 

Dans ce cas la CPU est interrogée  par deux modules d’entrées/sorties comme montré 

à la Figure 5.2 
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       Figure 5.2 Modèle GET d’une AAR (deux  modules d’E/S) 

 

 

5.1.2 .1.1 Représentation en équations Max-Plus linéaire du graphe de l’AAR 

L’équation implicite (2.6) associée au graphe d’événements temporisé de la Figure 5.2 est 
donnée par   

���� � ,0���� ⊕ ,���� � 1� ⊕ -����� 
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Avec  
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L’équation d’état dans ce cas, est donnée par l’équation suivante  

���� � ,���� ⊕ -���� 
Tel que  , � ,0∗,�  et - � ,0∗-� 
 

 

 

  

 

 

 

 

alors  

 

   (5.5) 
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, ∈ 8K9:;�	L�	 et la matrice d’état du graphe d’événements de la Figure 5.2.  

 

5.1.2 .1.2 Calcul de lois de commande 

 Pour ce cas (deux modules d’entrées/sorties),  l’AAR est soumis à deux contraintes 

temporelles notées  z1, z2 et qui sont représentées par les deux inéquations suivantes : 

 

                                                        	M�				����� < 22�
���                                            (5.6) 

		M�				������ < 22������,        
où   �����,	�
���,	������   et	������   désignent les fonctions dateurs respectivement des 

transition t5, t8, t12, t11. 

 Nous appliquons les résultats de la partie 4.1.3.2  pour déterminer des lois de commande 

qui vont assurer le respect de ces deux contraintes. Nous avons z=2 (nombre de contrainte 

temporelle). La commande est un vecteur d’ordre 2. Pour chaque contrainte temporelle z, on 

vérifie d’abord qu’il existe un chemin vide NO qui relie une transition de commande tusz et la 

transition tz et aussi l’hypothèse  =O �  O � 0	est vérifiée.  =O est le marquage du chemin NM et  O  le marquage de la transition soumise à la contrainte temporelle z. 

 Pour la première contrainte  z1  ou  tz=t8, on a  @O9:; � @
9:; � 22, et  O �  
 � 0 (la 

place soumise à la contrainte est vide). On voit aussi qu’il existe un chemin vide qui relie la 

transition de commande tu1 et la transition t8 et que son marquage initial est  =O �  
 � 0. 
 La deuxième contrainte z2 pour tz=t11, on a @O9:; � @��9:; � 22. On remarque sur le 

graphe de Figure 5.2 qu’il existe un chemin vide allant de la transition de commande tu2  à la 

transition t11. On remarque aussi que la place soumise à cette contrainte est non marquée. 

D’après la partie 4.1.3.2   la condition 4.25 est suffisante pour l’existence d’une loi de 

commande causale qui garantit le respect des contraintes temporelles  

La condition est donnée comme suite  

-�P < 22 � -
�  
-��	P < 22 � -��	�  
Avec l=1 à 2  et l’opérateur + désigne l’addition usuelle, la matrice B et la matrice de 

commande. En tenant compte de la matrice d’état (5.5) du graphe d’événements temporisé de 
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la Figure 5.2, nous avons   -
� � 1,et -��	� � 1, pour l=1 à 2 on a -�P � 12, 6 et -��	P �6, 12  on voit bien que la condition 4.25 est bien vérifiée dans les deux cas. Alors la loi de 

commande est donnée par  

����� � ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕��
�� � 1� ⊕ ������ � 1�.                                                                                           

����� � ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ��
�� � 1� ⊕������ � 1� ⊕ ������ � 1� .          

Pour l’équation de la loi de commande �����	, on a d’après  les chemins du graphe da la 

Figure 4.2 

���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G �
�� � 1�    
Ce qui implique que  

����� � ���� � 1� � 1���� � 1� 
La même chose pour l’équation de la loi de commande �����	  
����� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ����� � 1�	. 
Alors  

����� � ����� � 1� � 1����� � 1� 
Finalement le vecteur suivant  

                                             ���� � R 1���� � 1�1����� � 1�S       (5.7) 

Définit un feedback causal qui garantit le respect de deux contraintes temporelles z1 et z2. 

 

5.1.2 .2 Cas 2 : 3 modules d’entrées/sorties 

Dans ce cas la CPU est interrogée par trois modules d’entrées/sorties comme montré à la 

Figure 5.3 
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  Figure 5.3 Modèle GET d’une AAR (trois  modules d’E/S) 
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5.1.2 .2 .1 Représentation en équations Max-Plus linéaire de graphe de l’AAR 

L’équation implicite (2.6) associée au graphe d’événements temporisé de la Figure 5.3 est 
donnée par   

���� � ,0���� ⊕ ,���� � 1� ⊕ -����� 
Avec  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

L’équation d’état est donnée par l’équation suivante  

                                        ���� � ,���� ⊕ -����      (5.8) 

Tel que  , � ,0∗,�  et - � ,0∗-� 
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 La matrice d’état du graphe d’événements de la Figure 4.2 est , ∈ 8K9:;�	L�	. Pour ce cas 

(trois modules d’entrées/sorties,  l’AAR est soumis aux trois contraintes temporelles notée z1, 

z2, z 3 qui sont représentées par les inéquations suivantes : 

M�,				����� < 22�
���,        
                                                        		M�,				������ < 22������,        (5.9) 

M�	, ������ < 22������, 
Où  �����,	�
���,	������ , ������  et	������	,	������   désignent les fonctions dateurs 

respectivement des transition t5, t8, t12, t11 , t14, t15 

 Nous avons z=3 (nombre de contrainte temporelle). La commande est un vecteur 

d’ordre 3. Pour chaque contrainte temporelle z, on vérifie d’abord l’existence d’un chemin 

vide NO qui relie une transition de commande tusz et la transition tz et aussi la vérification de 

l’hypothèse  =O �  O � 0.  =O est le marquage de chemin NM et  O est le marquage de la 

transition soumise à la contrainte temporelle z. 

 Pour la première contrainte  z1  ou  tz= t8, on à  @O9:; � @
9:; � 22, et  O �  
 � 0 

(la place soumise à la contrainte est vide), on voit aussi qu’il existe un chemin vide qui relie la 

transition de commande tu1 et la transition t8 et que son marquage initial est  =O �  
 � 0. 
 La deuxième contrainte z2 pour tz= t11  vérifie aussi l’hypothèse précédente, on a @O9:; � @��9:; � 22, et on remarque sur le graphe de la Figure 5.3 qu’il existe un chemin vide 

allant de la transition de commande tu2  à la transition t11. On remarque aussi que la place 

soumis à cette contrainte est non marquée. La même chose pour la troisième contrainte tz=t15, @O9:; � @��9:; � 22 , il existe un chemin vide allant de la transition de commande tu3 à la 

transition t15 alors l’hypothèse précédente est bien vérifiée.  

  D’après la partie (4.1.3.2), la condition (4.25) est suffisante pour l’existence d’une loi 

de commande causale qui garantit le respect des contraintes temporelles  

La condition est donnée comme suite  

-�P < 22 � -
�  
-��	P < 22 � -��	�  
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-��	P < 22 � -��	�  
Avec l=1 à 2  et l’opérateur + désigne l’addition usuelle, la matrice B et la matrice de 

commande. On tenant compte de la matrice d’état (5.8) du graphe d’événements temporisé de 

la Figure 5.3, nous avons   -
� � 1, et  -��	� � 1, -��	� � 1. Pour l=1 à 2 on a -�P � 12, 6,6 

et -��	P � 6, 12 ,6 et -��	P � 6,6,12 , on voit bien que la condition (4.25) est bien vérifiée 

dans les deux cas. Alors la loi de commande est donnée par  

����� � ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕��
�� � 1� ⊕ ������ � 1� ⊕ ������ � 1�.                                                                     (5.10)  

����� � ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ��
�� � 1� ⊕������ � 1� ⊕ ������ � 1� ⊕ ������ � 1�.                                                            (5.11) 

����� � ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ����� � 1� ⊕ ��
�� � 1� ⊕������ � 1� ⊕ ������ � 1� ⊕ ���	�� � 1�                                                                    (5.12)   

 

Pour l’équation (5.10) on a d’après  les chemins du graphe da la Figure 4.2 

���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G �
�� � 1�    
Ce qui implique que  

����� � ���� � 1� � 1���� � 1� 
La même chose pour l’équation (5.11) 

����� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ����� � 1�	. 
Alors  

����� � ����� � 1� � 1����� � 1� 
Pour l’équation (5.12) 

��	�� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ���� � 1� G ����� � 1� 
Finalement le vecteur suivant  
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                          ���� � T 1���� � 1�1����� � 1�1����� � 1�U                (5.13) 

Définit un feedback causal qui garantit le respect de trois contraintes temporelles z1 et z2, z3, 

ces lois de commande sont illustrées sur la Figure 5.4. 
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Figure 5.4 Modèle GET d’une AAR avec les places de contrôle 
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D’après le principe de fonctionnement de l’architecture d’automatisation en réseau la 

carte de communication reçoit les requêtes de la part de module d’entrée comme des paquets 

d’information c’est-à-dire que tous les modules d’entrées envoient les nouveaux états des 

entrées au même instant. On peut, alors, remplacer ces lois de commande par une seule loi 

donnée comme suite : 

U(k)= 1���� � 1� ⊕ 1����� � 1� ⊕ 1����� � 1� 
Et pour le cas deux modules d’entrées/ sorties  

U(k)= 1���� � 1� ⊕ 1����� � 1� 
Alors pour le cas général  

V��� �⊕OF�W �1�OB�� � 1�� 
Tel que z=1 à N est le nombre de module d’E/S et M′ est la transition de sortie de la place 

soumise à la contrainte temporelle. 

La loi de commande u(k) est un retour d’état causal qui peut être représenté par N 

places de contrôle Figure 5.5. Ces places seront connectées au GET de l’AAR pour garantir le 

respect des contraintes temporelles.  
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Figure 5.5 Modèle GET d’une AAR avec une place de contrôle 
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5.2 Conclusion  

  Dans ce chapitre nous avons modélisé une AAR fonctionnant suivant le protocole  

producteur/consommateur par un graphe d’événements temporisé. Ensuite, nous avons calculé 

une loi de commande, pour cette AAR, avec un seul module d’entrée/sortie. Nous avons par la 

suite, généralisé cette étude au cas général comportant N modules d’entrées/sorties. 
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 Dans ce travail, nous avons abordé le problème de commande d’une architecture 

d’automatisation en réseau sous contraintes temporelles modélisée par les graphes 

d’événements temporisés et représentée par des modèles Max-plus et Min-plus linéaires.  

    

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous avons  donné quelques rappelle sur 

l’algèbre des dioïdes  et sur les graphes d’événements temporisés ainsi que la représentation 

de leur dynamique par des modèles linéaires dans l’algèbre Max-Plus et Min-Plus.  

 

Dans le deuxième chapitre, nous avons traité de la modélisation des AAR 

client/serveur. Nous avons en premier décrit le fonctionnement des différents composants 

technologiques utilisés. Nous avons associé un graphe d’événements temporisé à l’AAR. 

Ensuite, nous avons représenté le comportement de ce graphe par des modèles Max-Plus et 

Min-Plus linéaires. Nous avons ainsi donné les formules analytiques de calcul du temps de 

réponse de l’AAR.  

 

Dans le troisième chapitre, nous avons traité le problème de la commande sous 

contraintes temporelles. Nous avons donné les théorèmes qui permettent le calcul des lois de 

commande qui vont garantir les contraintes temporelles associées au GET étudié. Le 

problème est étudié dans l’algèbre Max-Plus ainsi que dans l’algèbre Min-Plus. Dans la 

première partie nous avons abordé ce problème de commande pour les graphes d’événements 

temporisés avec une entrée de commande, ensuite nous avons généralisé la méthode aux cas 

des graphes d’événements temporisés avec plusieurs entrées de commande et qui sont soumis 

à plusieurs contraintes temporelles. Ensuite nous avons  appliqué ces méthodes de calcul sur 

une AAR. Dans la première partie nous avons traité ce problème de commande pour une 

AAR sous contrainte temporelle dans l’algèbre Min-Plus. Les résultats de cette partie ont fait 

l’objet d’une communication dans une conférence internationale (MOSIM) [34]. Par la suite, 

nous avons abordé ce même problème dans l’algèbre Max-Plus. A la fin de ce chapitre, nous 

avons donné l’interprétation des résultats trouvés dans les deux parties ainsi que les 

inconvénients de la modélisation client/serveur. Ce qui nous a poussés à proposer une autre 

modélisation pour une AAR avec le protocole de communication producteur/consommateur, 

ce qui a fait l’objet du quatrième chapitre ; dans lequel nous avons abordé le problème de 

commande de l’AAR producteur/consommateur. Dans un premier temps nous avons  calculé 

les lois de commande qui vont satisfaire les contraintes temporelle dans le cas où l’AAR est 
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soumise à une seule contrainte temporelle puis, nous avons  généralisé les résultats pour le cas 

d’une AAR avec N modules d’entrée sortie et qui est soumise à N contraintes temporelles.   

 

Comme  perspectives, il serait très intéressant de mettre en œuvre ces lois de 

commande calculées sur une architecture d’automatisation en réseau réel.  

 

Il serait également intéressant d’utiliser d’autres approches de commande sur les AAR 

et de faire  ensuite une étude comparative avec les résultats qu’on a obtenus. 

 

Nous avons abordé les seuls AAR avec un seul contrôleur, il serait intéressant 

maintenant de nous pencher sur les possibilités d’étendre nos résultats à des architectures 

d’automatisation en réseau plus complexe avec plusieurs contrôleurs et plusieurs modules 

d’entrées/sorties. 

 

Comme la méthode utilisée pour le calcul des lois de commande est restreinte pour le 

cas où le chemin α qui relie la transition d’entrée et la place soumise à la contrainte 

temporelle est vide, il serait alors très intéressant d’envisager une amélioration de la technique 

proposée ou bien une nouvelle méthode pour les autres cas. 
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