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INTRODUCTION GENERALE

Des, la révolution industrielle le monde a connu de prodigieux dévelop-
pement dans a peu pres tous les domaines tels que les sciences, les mathé-
matiques, l'ingénierie, 1’économie, etc. En effet, cette croissance accompagnée
et la complication des organisations ont engendré de nouveaux outils pour
améliorer les performances des entreprises. C’est dans ce contexte de la volonté
d’atteindre I'optimum qu’il y a eu l'apparition de la recherche opérationnelle,
afin de continuer a croitre et a gagner en efficacité.

La recherche opérationnelle peut étre définie comme 1’ensemble des mé-
thodes et des techniques rationnelles orientées vers la recherche de la meilleure
facon d’opérer des choix en vue d’aboutir au résultat visé ou au meilleur ré-
sultat possible.

L'optimisation vient du latin optimum qui signifie le meilleur. C’est une
branche des mathématiques, cherchant a modéliser, a analyser et a résoudre
les probléemes qui consistent a minimiser ou maximiser une fonction sur un
ensemble.

Elle joue un rdle important en recherche opérationnelle dans le cadre de la
théorie des jeux, la programmation linéaire, ou encore en théorie du controle.

La programmation linéaire est un domaine central de I'optimisation. C’est

une méthode de résolution d’une fonction linéaire. Elle permet de déterminer
I'optimum d’une fonction en tenant compte des contraintes.
La résolution d'un programme linéaire a pour objet de déterminer la valeur
des variables qui rend optimale la fonction objective. Il s’agit dans un premier
temps, d’identifier les variables, de définir les contraintes ainsi que la fonction
objective, puis, dans un second temps, de les exprimer sous forme de fonctions
linéaires.

La théorie du controle vise a étudier le comportement et les propriétés des
systemes controlés (ou commandé), c’est-a-dire, des systemes dynamiques dé-
pendant d’une variable « t » qui représente le plus souvent le temps, sur les-
quels on peut agir au moyen d’un contrdle. Il existe deux classes de méthodes
directes et indirectes de résolution de problemes en commande optimale. Parmi
les objectifs remarquables de la théorie du controle, on cite :

— La controlabilité du systéme : I'amener d'un état initial donné a un état

final en un temps fixé et en respectant certains criteres.

— Le contr6le optimal du systéme : le controler de maniere a lui faire

quelque chose de fagon optimale.

— La stabilisation du systeme : le rendre insensible a certaines perturba-

tions[3,11].



Introduction générale

Le principe du maximum sur lequel toutes les méthodes d’optimisation
sont fondées, est un inventaire non exhaustif des techniques de résolution
de problemes d’optimisation dynamique et leurs principales caractéristiques
sont ainsi présentées. En intégrant au probleme des contraintes physiques, ces
méthodes fournissent des conditions optimales de fonctionnement réalistes.

Actuellement, la théorie des probléemes Min-Max est 1'une des classes les
plus développées en optimisation non différentiable, qui est un secteur tres vif
de nos jours. Les problemes Min-Max sont connus entant qu'un des principes
d’estimation de parameétre et d’approximation des problémes de norme Leo,
on les retrouve aussi comme matiere de recherche dans diverses applications
des Mathématiques.

Beaucoup d’efforts ont été consacrés a développer cette nouvelle direc-
tion de l'analyse. Parmi eux, les travaux du mathématicien ]J.F.Riccati (1676-
1754) & qui 'on doit la célebre équation de Riccati et des mathématiciens
du dix-neuviéme siécle comme W.R.Hamilton, K.G Jacobi, R.E.Kalman et
L.S.Pontriaguine qui joue un rdle éminent dans le développement de la théorie
du controle optimal en formulant le principe du maximum de Pontriaguine en
1956[4,5]. De plus la notion de contrdlabilité qui est apparus dans les années
soixante avec les travaux de R.E.Kalman[6,7].

Ainsi en utilisant la métrique du simplexe, R.Gabassov et EM.Kirrilova
ont inventé durant les années 8o la méthode adaptée[2,10,14]. L’avantage de
celle-ci est une méthode de points intérieurs, elle permet aussi 1’obtention
d’une solution approchée et résout des problemes de contrdle optimal.

Au début de son invention, elle a été appliqué a différents types de problemes
de programmation mathématiques, par la suite a des problemes de controle
optimal.

L'objet de ce mémoire est d’appliquer les principes de la méthode adaptée a
un probleme de la forme Min-Max de fonctionnelle non différentiable. Comme
on a introduit une nouvelle structure dite “support coordinateur ”. La particu-
larité de cette méthode est le fait qu’elle permit le démarrage de l'itération a
partir d'un point intérieur et permit 1’'obtention d"une solution e-optimale avec
une précision ¢ > 0 choisie a 1’avance[2,10,15]. L’avantage réside aussi dans le
fait qu’elle manipule les contraintes telles qu’elles se présentent sans chercher
a les modifier, par conséquent on a un gain en temps de calcul et en espace
mémoire, ce qui fait la comparaison avec la méthode de simplexe, la méthode
duale, le principe de décomposition de Dantzig-Wolfe, les méthodes de point
intérieur, etc [11].



Introduction générale

Notre travail est constitué d"une introduction, de trois chapitres essentielles
et d’une conclusion.

Le premier chapitre, se focalise sur la résolution du probleme Min-Max
avec des contraintes généralisées en programmation linéaire par la méthode
adaptée.

Le deuxiéme chapitre comporte deux parties : La premiere partie, donne
quelques notions de base sur la commande optimale. La deuxieme partie, est
consacrée a la résolution d"un probleme Min-Max en contrdle optimal avec des
commandes constantes par morceaux.

Le dernier chapitre, concerne la généralisation de la méthode adaptée sur
la résolution d’un probleme Min-Max de fonctionnelle non différentiable en
contrdle optimal.

En se basant dans les trois chapitres sur le concept de la matrice support
et le support coordinateur de la méthode adaptée. Nous avons calculé la for-
mule d’accroissement de la fonctionnelle, ainsi que formuler les deux criteres
d’optimalité et de suboptimalité, puis nous avons construit les itérations de
I'algorithme de résolution. Cette méthode est illustrée par des exemples numé-
riques.

Enfin, ce mémoire est cloturé par une conclusion générale et bibliographie.



1.1

RESOLUTION D'UN PROBLEME
MIN-MAX AVEC CONTRAINTES
GENERALISEES.

INTRODUCTION :

Ce chapitre est consacré sur la résolution du probléme min-max avec des
contraintes généralisées en programmation linéaire par la méthode adaptée
mise en avant par R. Gabasov et EM. Kirillova [2,10,15], et ensuit nous avons
représenté un exemple pour appliquer la méthode.

POSITION DU PROBLEME ET DEFINITIONS ESSENTIELLES

Considérons le probleme Min Max suivant :

flx) = max |cjx +d;| — min,
S

j oo
on A=A(L]) = <i21> = <aii’é§]> est une m X n-matrice |,

b="b(I)=(b;, i €l)unm—vecteur, ] ={1,2,..,n}, [ ={1,2,..,m} .
Définition 1 :

Un vecteur x est dit plan du probleme (1.1) s’il vérifie les contraintes
générales Ax =b et les contraintes de borne d. < x < d* du probleme (1.1).

Le probleme (1.1) peut étre écrit sous la forme équivalente :

X9 — min,

—xg < cfx+dl <xy, leL (1.2)
afx:bl-, iel;

de <x<d*;

En utilisant cette forme, on construit le support du probleme (1.1) :
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1.2 SUPPORT PLAN

De l'ensemble ] , on choisit le sous-ensemble [, et posons
Jsup = {Jsup} U{0}, Ju = J\Jsup , et de I'ensemble L le sous-ensemble
Lsup tel que ‘Lsup’ + ’1‘ = Usup‘ +1.

Subdivisions L, en deux sous-ensembles Ljup C Loy et Ly, = Lsup\Ljup )

Notons e(L) = (e, =1,1€L) ; Ly=L\Lsyp .
Considérons la matrice Bgyp = B(Lsup,fsup) définie par
e(Lyy)  ciUsup)

—e(Lyp) 1€ Lsup

0 af(]sup) ’
iel

Bsup =

Calculons les vecteurs :
des potentiels u(L) = (u(Lsup),u(Ly)) , m(I) ; par:

((Lup) , 70(1)) = ct(Jsup)Baup » u(Lu) =0, co=(coo=~1, co;j=0,j€ Joup ),
et des estimation E(])

Ej = ' (Lup)(Lsup, ) + (D) A(L ) , j € Ju,

par construction , on a
EJZO ’ jejsup ’

Définition 2 :
La paire ksup = {Lsup, Joup} est dite support du probleme (1.1) si
det(Bsyp) # 0 et les inégalités suivantes sont vérifiées :
u(Lg,,) <0, u(Ly,) > 0.
Définition 3 :
La paire {x,Kg,} formée d'un plan x du probleme (1.1) et d’un support
Ksyp est dite support plan du probleme (1.1) .

Définition 4 :
Un support plan {x,Kg,,} est dit non dégénéré si :
d>,<]‘<x]‘<d;-K ,jejsup;
lclx+dj| < f(x) ,1€Ly.
Définition 5 :
Un support K, est dit support coordinateur associé au plan x si:

Ly, CLT(x)={l€L:clx+d = f(x)};

sup =

Lyp CL (x)={l€L:qx+d =—f(x)}.
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Chapitre 1. Résolution d"un probleme Min-Max avec contraintes généralisées.

FORMULE D’ACCROISSEMENT DE LA FONCTIONNELLE

Soient {x,Ksyp} unsupport plan du probleme (1.1) et X =x+ Ax un
autre plan du probleme (1.1) .
Le plan x vérifie les équations suivantes

cix —xo = w; — d JLeLy,
cfx+x0:wl—dl ,le L:;up (13)
alx =w;+b; ,iel ,

de méme que le plan X

Cff—f():wl—dl,l GLSJLP
C;‘Y—FYO =w;—d;,le L;up (14)
alx =w;+b;,icl |,

ot w = (w(Lsup), w(I)) , @ = (W(Lsyp), w(I)) sont des vecteurs d’écarts
tel que

(@W(Lsup), w(I)) = (w(Lsup), w(I)) + (& w(Lsup), & w(I)) ,

w(I) = w(I) =A w(I) = 0; . En faisant la différence entre les formules (1.3)
et (1.4) , on obtient

cfo—Axo:Awl,leL;;p
cfo—kAxo:Awl,leLS_up
al A x =Aw;,iel ,

delaona
A xo+ [l Jsup] & X(Jsup) = —c[L, Ju] & x(Ju)+ B w1 € Ly,
{ — A xo+c[l, Jsup] A x(Jsup) = —c[L, Ju] & x(Ju)+ & wy, 1€ LY,
A[i/]sup] A x(]sup) = —A[i, ]n] A x(]n)"’ Awi,iel

en développant les derniéres équations , on obtient

(o i) =5 [(Caiil) 200 ()]
c’est a dire :

(e ) == (U h) s - (4“0)] a9

pour tout A x(J,) et A w(Lsup)
De la formule (1.5) , résulte la formule de décroissance de la fonctionnelle du

probléme (1.1) :

AXO:ZE]'AJC]'—ZMZAZUZ. (16)
jejn leLsup

Le maximum d’accroissement de la fonctionnelle :
— A f(x) =—[f(x+ A x)— f(x)] = — A xop sous les contraintes :

d*j—ijijSd;‘—xj € Tns
Aw < —w RS L;;p,' (17)
A wp > —w; 1€ Lg,,
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est atteint pour :

dei—x; ,E; >0
*] jr L ’ _ ! LT
0 LE=0,j€], H

sup /1

et est égal a :

IB(X, Ksup) = 2 E]-(x]- — d*]) + 2 Ej(X]' — d]*) +

E;j>0,j€]n E;j<0,j€]x
Yo w(f(x)—ax—d)+ Y w(—f(x) —cjx—dp) (1.9)
10, €Ly

appelée valeur de suboptimalité du support plan {x, Ksp} -
De 1a, on a toujours 'inégalité

f(x) = f(X) < B(x, Ksup) , VX . (1.10)

De cette inégalité, on déduit le critere d’optimalité.

1.4 CRITERE D'OPTIMALITE

Théoreme 1 [1,15] :

Soit x un plan du probleme (1.1), Ksyp un support coordinateur associé
ax.
Les relations :
x]:d*] ,SiE]'>0;
Xj = d;‘ , Si Ej <0; (1.11)
d*]gx]gd; ,SiE]‘:O,jE]n,

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence elles sont nécessaires
pour l'optimalité du support plan {x, Ksp} -

Preuve :

i) Condition suffisante
Soient x wun plan du probleme (1.1) , Ksyp un support coordinateur associé
a x et Xx=x+ Ax unnouveau plan du probleme (1.1)
Si les relations (1.11) sont vérifiées alors de (1.9) ona B(x,Ksyp) =0
Comme — A f(x) < B(x,Ksyp), alors : —(f(¥) — f(x)) <0, pour tout x .
D'ou f(X) > f(x) , pour tout X , ce qui implique que {x, K} estun
support plan optimal .

ii) Condition nécessaire
On va procéder par absurde :
Soit {x,Ksp} un support plan optimal non dégénéré et supposons que les
relations (1.15) ne soient pas vérifiées , c’est a dire : djp € J, tel que

Xj, # dj et Ej; <0 ;
ou
Xy 7é d*]b et E]b >0
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Construisons le nouveau plan x = x+ A x
Pour cela posons :

A Xj = 0 ;j € ]n\]O , (1.12)

A xj, = —signk;;
Awl:O ;leLsup.

Les composantes A x;j, j € Jsuyp etle nombre A xo sont définis par le
systeme d’équation (1.8) .

Comme {x,Kg,;} est un support plan non dégénéré , alors : 3 6 > 0
tel que X =x+6 A x soit aussi un plan pour le probléme (1.1) .

Et parsuite : f(X) = f(x)+6 A xp .
On remplace A x par sa valeur trouvée dans (1.12) , on obtient

flxt b x) = f(x) - 0]Ejp]

Donc : f(X) < f(x), ceci contredit I'optimalité du support plan {x, Kgp}.

C.QED.
1.5 DECOMPOSITION DE LA VALEUR DE SUBOPTIMALITE
Construisons le probleme dual du probléme (1.1)
¢(A) =d'y — by +dLo—dw — max,
ct'y+Aty—v+w:0,
Yy=y1-y2,y1 20,4220, (1.13)

v>0, w>0, Y |ynl=1,

leL
t
N _ Cl (]) 7
w o= (10).
Le vecteur A = (y =u(L), y=mn(I), y1, y2, v, w) construit avec
le support Ks;p du probléme (1.1) et vérifiant les relations :

(L) =wu(L) ;
U]':Ej, w]'IO , SiE]‘ZO ,
Z)]':O , ZU]':—E]' , SiE]'<O ,jG] ; (114.)

Vi=Vi, Y2i=0 , si y; >0,
vi=0 , yoy=-y; , si y; <0 , iel.

est un plan dual de probléme (1.13) .
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Alors les relations (1.6) et (1.14) nous donnent

Blx,Kaup)= ), Ej(xj—dg)+ ) E(xj—dj)+

Ej>0,€], Ej<0j€],
Yoo (f(x) —cx—d)+ Y u (—f(x) —cx—dy)
leLsyy leLsuyp

=E'x —v'd, + w'd* + f(x) — E'x — u'd
= f(x) — utd — o'd, + w'd*
= f(x) —¢(A)

= f(x) = f(x°) + (A%) — p(A)
B(x, Ksup) = B(x) + B(Keup) -

oi AY: est le plan dual optimal et x” le plan primal optimal du probléeme

(1.1) .
B(x) = f(x) — f(x) : est la mesure de non optimalité du plan x .
B(Ksup) = ¢(A°) — p(A) :est la mesure de non optimalité du support Kgyp.

CRITERE DE SUBOPTIMALITE

Théoréme 2 [1] :

Soit € > 0 donné . Le plan x du probleme (2.1) est e-optimal si et
seulement s’il existe un support Ks,, pourlequel : B(x,Kgp) <e.

Preuve :

Condition suffisante :
Soient  {x, Ky} un support plan du probleme (1.1) pour lequel
B(x, Ksup) <e et X =x+ A x un autre plan du probléme (1.1).
Ona : f(X)— f(x) > —B(x,Ksp) > —¢ ,pour tout x.
Par conséquent , pour ¥ =x" ,onaura : f(x0) — f(x) > —
d'oi £~ Fa) <o

Donc x est e-optimal.

Condition nécessaire :
Soit x un plan e-optimal du probleme (1.1), c’est a dire: f(x) — f(x0) <e.
(xo plan optimal du probleme (1.1))

Si on prend un support Kgup correspondant au plan dual optimal A° , on

aura B(RS,,) = 9(A) —9(1) =0,
et par conséquent de la décomposition de B, on obtient :

;B(x Kgup) = ,B(x> + ﬁ( sup)
= p(x) +
= flx) - f( ) <e.

Ce qui donne le plan x est e-optimal.



1.7

1.7.1

Chapitre 1. Résolution d"un probleme Min-Max avec contraintes généralisées.

Conséquence 1 :

Le plan x du probléme (1.1) est optimal si et seulement s'il existe un
support Ks,, pour lequel :

B(x, Ksup) = 0. (1.15)

Remarque 1 :
L’équation (1.15) est vraie si et seulement si les relations (1.11) ont lieu
et Ksyp estlesupport coordinateur associe au plan optimal x

Si le critere d’optimalité et de suboptimalité ne sont pas vérifiés alors on
passe a l'itération de l’algorithme .

LA RESOLUTION PAR LA METHODE ADAPTEE

Itérations de 1’algorithme
L'itération de l'algorithme est constituée de deux procédures qui sont le
changement du plan et du support .
Changement de plan( x ~~ x)

Construisons tout d’abord le pseudo-plan «x associé au support Kgyp
par les relations suivantes :

f dy si E>0,
A B si Ej<0 , j€n ;

(o) =-2ab (il ) 0o+ (5] 0

a/ Siles relations :
d*]SKJSd;k zjelsup ;

el +di| <xo , 1 €Ly ; (1.17)
ko>0 si L,=0,
sont vérifiées alors x est optimalet f(x)=xp .

b/ Siles relations (1.17) ne sont pas vérifiées alors, on construit la direction
g € R" (pour améliorer le plan x ) comme suit

g=x—x, (1.18)
et le nouveau plan X sera définipar: x =x+6g ,

ot 0 =min{1,0;,0} le pas maximal selon la direction ¢ , tel que
Les différents pas 9]‘0 , 0 r sont obtenus par les formules suivantes :

10



Chapitre 1. Résolution d"un probleme Min-Max avec contraintes généralisées.

(d*] — x])/q] Si‘ q; <0,
(e} Si q] — O ’ j € ]sup .

0r = min{6o, 0, }; 6o = f(x)/B(x,Ksup) ,0;, = min{6,", 6, },1 € L,; (1.19)

o+ — —clx —d;j+x0)/(clqg+ B(x, Keup)) si clg+ B(x, ksup) >0 ;
! 00 si non , lel, .

- — (—clx —d; —x0)/(clg — B(x,Ksup)) si cig— B(x,Keup) <O,
l 00 si non , lel, .

En utilisant le nouveau plan % = x +6g du probleme (1.1) et en remplacant
les g; par leurs valeurs données par les formules (1.18), on obtient

B(X, Ksup) = (1—0)B(x, Ksup)-

Si le support plan {x,Ks,,} est non dégénéré , alors 6 > 0 et par consé-
quent :

B(E, Keup) < B(x, Keup)-

Du calcul de 6 , on a les différents cas suivants :

19 cas i 8=6) ,alors X =x+0g estoptimalet f(X)=0
oubien X =x+60q estecoptimalet f(¥)<ce.

.2™Mme cas : 6=1 ,alorsx =x estoptimal.

3" cas  : (1 -0)B(x,Kep) > € , alors on passe au

changement du support.

Changement de support ( Kyyp ~> Koyp )

Le changement de support Kg,p ~ Kup ; entraine le changement de plan
dual A ~ A, c’est a dire :

{ u(L) = u(L) +oot(L) ;
= E(J) +oot(])

ou le vecteur #(J,L) est la direction d’augmentation de la fonction objectif
duale et 0y estle pas dual maximal suivant cette direction .

Ce changement du support se fait en fonction de la valeur de 6 , Pour
cela on distingue les deux cas suivants

a/ 0= 9]‘0 , Jo € ]sup
Introduisons la valeur suivante

0, = { d*jo — Kj, si Ky < d*jo ; (1 20)
= « . « .
djo — Kj, si Kj, > d]-0 ,

11



Chapitre 1. Résolution d"un probleme Min-Max avec contraintes généralisées.

et calculons la direction ¢
Posons

ti, = signu,
t(Jsup\jo) =0 ; (1.21.1)
t(Ly) =0 ,
et de ’admissibilité de # , E on obtient
{ (t(Lsup), t(1)) = (Ort(]sup))tBs?z}g?
t(Jn) = tt(Lsup)C(Lsupr Jn) + (DAL Ja) -

Calculons lespas oj , j€ ], ; 0k, k€ Lsyp

(1.21.2)

—E]'/t]' si E]f] < 0;
U]- = 0 si Ej = O,t]' > O,K]' 7& d*]‘, ou E]' = O,t]' <0, K]' 7& d%} (1221)
oo dans les autres cas,j € j,.

—ui/ty Sitk<0,k€L;;w;
ok =19 —up/te site>0,keLg,; (1.22.2)
00 dans les autres cas , k € Lgyp.

Mettons o, j€n or , k€ Lsup dans l'ordre croissant
UY]SU}ZS"'SO—JIP’ jke{]nULsup}.
Pour chaque ji , nous calculons le saut de la fonction objectif duale
Ape = =t |(df, — d.j) -

La fonction objectif duale se comporte selon la direction t comme une fonc-
tion concave, continue , linéaire par morceaux et leur pentes sur 1" intervalle
[0%, 0x1] sont égales &

{ ]/[k g I’lkfl — |t]k|(d;( - d*]k) ’ k = 1,..-,? ;

1.23
o = lnal (1.23)

ou p<p telque

pP=p si x€Jn , Vi=1Llp ;
ou bien
p<p si jﬁ+l € Lsup

Remarque 2 : o est la vitesse initiale de changement de la fonction objectif
duale.

On cherche le pas oy et les indices s, sp pour les lesquels la fonction
objectif du dual atteint son maximum .

1-Si pp >0 ,alors p < p.Delaposons oo =0y, , So= jpi1,
s=p+1

2-Si py < 0, alors on va trouver un indice v , 0 < v < p tel que
-1 >0 et pu, <0 .Posons op=0j, , So=j , S=V.

12



Chapitre 1. Résolution d"un probleme Min-Max avec contraintes généralisées.

L’itération se termine par la construction des nouveaux vecteurs :

E(J)=E(J) +oot(])
{ 2(1) = n(L) + oot(L) (124)

et le nouveau support Ksup {]sup, sup} : iup:{O}ULup ,

{ ]sup ]SMP\]O ’ , { isup = (]sup\jO) U so,

Lsup - Lsup\SO , Sisp € Lsup ’ Lsup = Lsup ’ sisg € ]n .

b/ 9:910 , loELn

Calculons
—Ko + C;OK + dlo, si 910 = Gl—g ;
* = . 0 1.25
# { Ko + chK +dy,, si 0, =0, , (1.25)
et posons
t, = signys ;
t(Ly\lp) =0 ; (1.26.1)
t(]sup) =0,
de I'admissibilité de # et E , on obtient
(t(LSllP) ( )) ( tlocl (]Sup))Bsulp 4 (1.262)
t'(Jn) = t'(Lsup)c(L Sup/]n)+tlocl (Jn) + (DAL Jn) -

On applique la méme méthode utilisée en (a) pour trouver l'indice sy etle
pas 0y

L'itération se termine avec la construction des vecteurs E(]) , #(L) dé-
finis par la formule (1.24) et le nouveau support Ky, = {fsup,fsup}

TSup = jsup U {0}

{ lsup = ]sup ’ { zsup = ]sup Usp ,
Lsup = (Lsup\SO) Ulp, si sp€ Lsup ’ Lsup = Lsup Ul , si s0€Jn

tel que
lo € Ltgup si 0, =0, ;
Iy € L_sup si 910 = 9; ,

Par construction le nouveau support est un support Coordigateur associé au
plan X et la valeur de la suboptimalité au support plan {X,Ks,,} est donnée
par la formule

B, Ksup) = (1= 0)B(x, Ksup) — Zﬂk Tjor =), 0 =0,

13



Chapitre 1. Résolution d"un probleme Min-Max avec contraintes généralisées

1.7.2 Exemple d’application 1 :

max{\ x1—|—16X2 xs\ \gle‘f' 3X2 1+ 3 x3—|—2]}—>m1n
X1
41 -b(m)-0
X3

1< <1, -2<x»<0 0<x<1

Ona:J={1,23}, I1={1}, L={1,2}

1-La premiére itération :

x = (0,0,0) est un plan du probleme (1) et Ky,p = {Tsup, Lgup} est le support
coordinateur associé a x tel que fsup ]sup u {0}
]sup = {1}/ Lsup - Lsup {2} Lsup
{x, Ksup} est un primal support non degeneré.

Lsup — L;Zp U L;/lp ’

e(Lsup)  cjUsup) ,

_ | —e(Ldy,) 1€ Lsu
,BSup = 0 p gf(]sup)p,
iel
T
sup 0 111(1)
_ (1 §%>
,Bsup < 0 i

d’otr:

1 1 t -1 2
:Bsup = m(comlgsu?) = ( 0 i)
Le vecteur des potentiels : u(L) = (u(Lsup), u(Ly)), 7t(
(M(Lsup)r 7-[(1)) = Cé(jsup),ﬁs_ulp

—1 0y 3) -

Cad: u(2)=1letn(l)=-3
Et le vecteur des estimations :

I) défini par :

Ei= “t(LsuP)C(LsuP/j) +r(l) A(Lj); j€n
1 1
E(Jn) = (Ez,ES) = (_E’_E)
E(Jsup) = E1 = 0. (par construction)

14



Chapitre 1. Résolution d"un probleme Min-Max avec contraintes généralisées.

Alors :

ﬁ(xz Ksup) = Z Ej(xj - d*]') + Z Ef(xf o d}k)+
E;>0,j€]y E;<0,j€]n

1
2 Ml(](x) - Céx - dZ) + Z u[(](x) - Céx — dz) = E > ¢
I€Lgyp l€Ls,
D’oit le support plan {x, K, } n’est pas optimal.

Changement de plan: x — X = x + g :

Construisons tout d’abord les pseudo-plan «x associé au support K
Par les relations (1.16) :

x=(1,0,1),
Les relations (1.17) sont vérifiées alors :
21 19 23 62 31
Ko = 3*2(1)+3*2(0)—3*2(1)+2| “ 3 16
ou bien :

KZZO, K3 =

donc : k est optimal et f(x) = ko

Conclusion :
{x, Ksup} est le support plan optimal du probleme (I), avec :
K= (1/ 0/1) et KSMP = {Tsup/ Lsup}rjsup = ]SMP U {O}

]sup = {1}/Lsup = {2}

Cas particulier :

Pour résoudre le probleme Min-Max de la programmation linéaire sui-
vante :

f(x) = r}naLx(cfx +d;) — min,
€

(1.1)

t t 4
o A=A(L])= <z’2[> = (ailféf]) est une m x n-matrice ,

b=0(I) = (b;,i€el)unm—uvecteur, ] ={1,2,..,n}, I ={1,2,..,m}.
Il suffit de prendre Loyp = L, Lgyp

= @ dans tout les supports du probleme(I)
et suivre les méme étapes de la méthode adaptée.

15



1.7.3

1.8

Chapitre 1. Résolution d"un probleme Min-Max avec contraintes généralisées.

Exemple d’application 2 :
Résoudre le probleme (II) suivant :

max{($2x1 + 1ix2 — £2x3), (33x1 + Hx2 + Hrz +2)} — min

—-1<x <1, -2<x<0 0<x<1

Ona:J=1{1,23}, I={1}, L={1,2}

On démarre la premiere itération par le plan x = (0,0,0) de probleme (II) et le
support coordinateur Ky, = {Tsup, Lgup }associe a x tel que

]sup = ]sup U {0} LSMP = L;;tp =2 <L;lp = ®)

On suit les mémes étapes que 'exemple (I) avec toujours

Lsup = LS,y et (L, = @). (on ne subdivise pas Ly en Ly, et Lg,,)

Et on termine notre résolution avec le support plan optimal x, Ky, avec :
x=(1,0,1),f(x) = % et Ksup = {]sup/ Lsup}Usup = Jsup U{0}

et Lsup — L;;lp - 2.

LA RESOLUTION PAR LA METHODE DUALE

Dans la théorie constructive des problemes linéaires , la méthode duale
joue un role important . Elle permet d"une part de résoudre des problemes qui
n’ayant pas d’information sur les solutions réalisables et d’autre part, elle nous
donne l'estimation des solutions des problemes avec des parameétres perturbés.
Le but de la méthode est de construire une solution optimale par construction
d’un support K, a chaque itération (le changement Kgp, ~ Ksup est dit
une itération de la méthode duale ) .

On prend comme support initial le support vide .
On construit la pseudo-solution x et kg = f(x) accompagnées .

— Si les relations (1.17) sont vérifiées , alors la méthode se termine et la
pseudo-solution « est optimale pour le probleme (1.1).

— Lecas: k9o <0, L, =@ ,ouleplan x du probleme (1.1) est consi-
déré dégénéré. Il indique que la valeur optimale de la fonction objectif
en (1.1) est probable d’étre égale a zéro et n’est pas considérée dans
notre travail.

— Si non, on calcule le nombre y = max;;{|uy;l, |p|} tel que:

[l = maxi{ ||, 1},

d*] — K si Kj < d*] ;
— * g, 3 , *
ui = dj Kj si x> d]- ; ‘
0 dans les autres cas , j € Jsup

n —Ko+cik+d st dxk4+d >x ;
],[ e
! 0 dans les autrescas, [ € L,

{Ko—l—cf;c—l—dl si cxk+d < —xo ;

=93 o dans les autres cas, [ € L,
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Chapitre 1. Résolution d"un probleme Min-Max avec contraintes généralisées.

Deux situations sont possibles

1. V:“’[jo‘ ’ joelsup ;
2. u=|m| , bel,

Dans le 1 cas, on suit les regles de la situation : 6 = 9]-0 ;Jo € Jsup s
dans la deuxieme procédure de la méthode adaptée ( changement de support ).

Dans le 2" cas , on suit les regles de la situation: 0 =6, , [ € L,,
toujours dans la deuxieme procédure de la méthode adaptée
Théoreme 3 [1,15] :

Si a chaque itération , le support est non dégénéré alors la méthode décrite
est finie.
Preuve :

Comme le support est non dégénéré c’est a dire :

E£0, jEu;
ul#o, lELsup

Alors les formules (1.22.1),(1.22.2) nous donnent le pas 0y # 0 et ceci en-
traine

il

(J) = E(J)+oot(]) #E(]);
(L) = u(L)+opt(L) # u(L).

=

Dolit A#A, Ksuv # Ksup et ceci pour chaque itération . Donc le nombre
d’itérations pour construire le plan dual A° ainsi le support Kgup est fini .
Par conséquent le nombre de support est fini . De plus le plan dual optimal
AV est basique , non dégénéré et unique . D’apres la théorie de la dualité ,
K(s)up défini une solution basique «x° optimale et il ne reste qu'une seule
itérationd'un pas 0 =1 pour l'algorithme . Comme ¢a , on a montré d’apres
le théoréeme qu’on a besoin d’'un nombre fini d’itérations pour résoudre le
probléeme (1.1).

Remarques 3 :
1-On peut commencer l'algorithme par le support vide, jusqu’a trouver
u=0.

2-Le but de la méthode duale est d’arriver a la solution optimale sans
connaitre la solution initiale (le premier plan du probleme (1.1) ), en com-
mengant par le pseudo-plan « .

17
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1.8.1 Exemple d’application 3 :

La résolution par la méthode dual du probleme suivant :

max{| 2x1 + 6x2— X3| \32x1—|— xz—i— x3—|—2]}—>mm
X1
i 1 —-Dlx|=0 (I11)
X3

—1<x <1, -2<x<0 0<x3<1
1ere itération :
Ksup = {Tsupl Lsup}/ Tsup = ]sup U {O}/ ]sup = {1}/ L;;,p = {2} ’ Ls_up =0
est un support du probleme (III)
q (| Lsup + 1] = [Jsup| + 1)
e(Ls_up) ¢;(Jsup)

21
Bsup = <L;;p) lte o - <_1 312)
0 ai(Jsup) 0 3
iel

=4 3
sup 0 4

(L) = (e(Laug), (L)), 1) avee (), (1)) = b B
102 —21
() =(-1 0 (1 F) = 550 = w2 =1 w1 =5

Le vecteur des estimations :

Le vecteur des potentiels :

Ej = Vt(Lsup)-C(Lsztprj) +(I).A(Lj), j € J. = {2,3}
19 -23 211 -1

FaB) =15 5) 5@ )=
-1 -1 .
(Ez, E3) = (E E), Ej,, = E1 = 0. (par construction)

Construisons tout d’abord le pseudo-plan x associé au support Ky, par les
relations (1.16)
Les relations (1.17) sont vérifiées alors x est optimal et f(x) =« = g—%

21 19 23 62 31

@(1) + @(0) - 3*2(1) +2[ = % 16

Ko %
KZ_O’ K3_1 <K1>_<1)
Remarque :

Dans le cas ot : Lgyp = LsJZp c.a.d Ly, = @ on a un cas particulier d’une

fonctionnelle sans valeur absolue. Et dans notre exemple on aura la méme

solution optimale : k = (1,0,1) avec f(x) = 5.

Ko =

ou bien :
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RESOLUTION D'UN PROBLEME
MIN-MAX EN CONTROLE OPTIMAL

INTRODUCTION :

Dans ce chapitre introductif nous rappelons quelques notions de base qui
seront utiles dans la suite de notre travail. Puis on se propose a résoudre
un probleme Min-Max terminal d’un systeme dynamique linéaire en controle
optimal avec des commandes constantes par morceaux. Pour cette résolution
on a opté la méthode adaptée qui est une méthode de points intérieurs avec
une nouvelle construction dite "Support coordinateur".

2.1 INTRODUCTION A LA COMMANDE OPTIMALE

Avant de passer a la résolution d’un probleme Min-Max en contrdle
optimal. On définit d’abord le systéme de la commande optimale, ses objets,
ses éléments de base et on aborde les différents systemes qui la caractérisent
puis on étudie la controlabilité et on envisage aussi ’objectif de cette théorie.

2.1.1 Définition d’un systeme de contrdle optimal :

Un systeme de controle est la donnée d’un espace d’état X, d’un espace de
contrdle U et une loi d’évolution du type :

d’;(tt) = x(t) = f(t,x,u)...(I)

(I) : Loi d’évolution.
x(t) € X : L'état d'un systéme a l'instant t € T = [to, t.].
u(t) € U : La commande choisie.

2.1.2 Objet de la commande :

On suppose que l'état x est une solution de I'équation différentielle :

dx(t) [ f(t,x(t),u(t))
dt X(to) = X
x(t) € R : Position de l'objet a I'instant t.

x(to) : Position initiale.

u(t) : La commande.
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2.1.3

2.1.4

2.1.5

2.1.6

2.1.7

Chapitre 2. Résolution d"un probleme Min-Max en contrdle optimal

Position initiale :

La position initiale xp = x(ty) du systéme est un vecteur donné dans
un plan de phase x(f) et x(fy) peuvent représenté physiquement la position
initiale, la vitesse initiale, la température initiale ... etc.

Objectif de la commande :

Dans un probleme de controle optimal,le but de la commande consiste a
conduire un systéme dynamique controlé d'une position initiale
xo = x(tp), (xp € Cp) a une position finale x, = x(t.),x, € C ol :

Co : L'ensemble de départ.
et

C : L'ensemble d’arrivée.

Classe des commandes admissibles :

La classe des commandes admissibles U est constituée de fonctions
mesurables u(t) sur l'intervalle de temps T = [, t.].

U = [u(t),t € T = [to,t.]

En outre chaque commande transfere 1’objet du point de départ xo = x(to)
en un point donné de ’ensemble d’arrivée C(t) [9].

Critere de qualité :

C’est une fonction d’efficacité de chaque commande sur l'intervalle
T = [to , t*].

Controlabilité :

Considérons un probléme dont le mouvement est régie par I'équation
différentielle suivante :

EZ = f(x(t),u(t),t) , xo=x(t) , (1)

N

ou

x(t) € R" estla position de 'objet a I'instant ¢ ,
u(t) € R™ la commande (force extérieure agissant sur le systéme ou entrée),
xo = x(to) la position initiale du systeme.

Définition 1 :

Le systeme (I) est dit controlable ( commandable , maniable )
sur 'intervalle T = [y, t.], si pour toute position initiale x(ty) et terminale
x(ty) de R" ,il existe une commande u(t) , t € T mesurable et bornée
transférant le systeme du point x(fp) au point x(f.) en un temps fini.
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Définition 2 :
Un systeme différentiel défini par :

x=A(t)x+B(t)u , xo=x(tp)

est dit autonome si les matrices A(t) = A ,
B(t) = B sont constantes.

Théoreme 1 [3] :
Un systeme différentiel de IR”" :
X = Ax+ Bu
est controlable si et seulement si

rang[B, AB, A®B, ..., A”_lB] =n

Démonstration :

L'essentiel de la preuve est contenu dans le lemme 2.2.2 ( voir [13]).

2.2 PROBLEME TERMINAL D’'UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE

Considérons le probléme terminal de commande optimale suivant :

J(u) = %aLx(cfx(t*) +d;) — min ; (1)
%= Ax+bu, x(0) = xo ; 2)
Hx(t.) = g ; (3)

de <u(t) <d*,teT=][0,t], (4)

ou

U={u(t), teT=1[0t]},

. J(u) estle critere de qualité ,

.x(t) € R" estla position du systéme au tempt ¢,

.A(J,]) estune n x n- matrice qui caractérise le systeme ,

.b(J) estun n- vecteur donné ,

.H(I,]) estune m x n- matrice telle quelerangde H=m <mn,

. § est un m- vecteur qui représente la sortie du signal a l'instant ¢, ,

. u(t) est une commande constante par morceaux, bornée par d,,d* € R,
.cg=c/(]) , 1 €L estlen-vecteur des colts,

d=A{1,..m} , J={1,.,n} , L={1,2,..,1*} sontdesensembles d’'indices.
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Définition 3 :

Une commande (contrdle) u(t), t € T est dite admissible si :
u(t), t € T etsa trajectoire correspondante x(t), t € T solution de systeme
différentiel (2) vérifient les contraintes (3)-(4) .

Une commande admissible u%(t), t € T est dite optimale
si J(u®) = min,ey J(u).

Une commande admissible u®(t), t € T (¢ >0 , donné ) est dite
e-optimale si  J(uf) — J(u®) <e

Notre probléme consiste a trouver la commande admissible #° qui, avec

sa trajectoire correspondante x° donnent le minimum du critére de qualité :

0\ _ t ot
J(u) = minmax(c;x(t.) +d;) = min J(u)

La solution du systéme dynamique (2) donnée par la formule de cauchy
est égale a :

x(t) = F(t). ( xo+ fy ' (D)bu(t)dr ), tET; (5)

ou F(t) = exp(At) , t € T = [0,t,] est une matrice carrée d’ordre n
(résolvante), solution du systeme homogene :

E(t) = AF(t), F(0) = I, .
I, : désigne la matrice identité d’ordre n .

En utilisant la solution (5), le probléme (1)-(4) devient un probléme de la
seule variable u(t), te€ T:

J(u) = max (ch(t*)xo + [y Ci(bu(t)dt + dl) — min; (6)
/Ot* P(t)u(t)dt = g — HF(t,)xo ; (7)
d, <u(t) <dteT=[0t]; (8)

ou:

C(t)=cF(to)F ()b ;  P(t)=HF(t)F'(t)b , teT.
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2.3 SUPPORT CONTROLE

Le probleme (6)-(8) peut étre écrit sous la forme équivalente :

¢ — min )

Ey
CF(£)x0 + /0 Ci(tyu(t)dt+d <g,1€L; (10)

/Ot* P()u(t)dt = 3 ; (11)
de <u(t) <d',teT=[0,t]; (12)

ou ¢ =g— HF(t:)xo

Dans l'intervalle T , choisissons le sous-ensemble 7T;,, = {Tj , i =12,.,s}
formé de moments isolés , et dans I'ensemble L , le sous-ensemble Lgy,

Notons e(L) = (e, =1,1€ L), Ly=L\Lsyyp .

POSO].’\S ?sup - Tsup Up .
Construisons la matrice Bsyp = B(Lsup , fsup) définie par :

—e(Lsup) Cuy, (1)
Bsup - < Osup P1€t) , P E Taup -

Calculons les vecteurs des potentiels y(L) = (y(Lsup),y(Ly)), ©(I);

par:
(y(Lsup), (1)) = Co(Tsup) Bsups y(Lu) = 0,0 = (coo = —1,cor = 0, € Taup)
(13)
et la co-commande E(T)
E(t) = y'(Lsup)Cr,,, () + T(I)Pi(t) , t € T . (14)

Par construction , on a

I€Lsup

Définition 4 :
La paire ksup = {Lsup, Tsup} est dite support du probleme (1)-(4)
si det(Bsup) # 0. y(Lsup) > 0.

Définition 5 :
La paire {u, Ky} formée d'une commande admissible u(t)

et d'un support Kj,, est dite support controle (commande-appui)
du probleme (1)-(4) .
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Définition 6 :
Un support controle {u, Ksup} est dit non dégénéré si les conditions
suivantes sont vérifieés :
1. T € Typ est un point de discontinuité de la fonction u(t), t€ T ;
2. J(u) > clx(ts)+d;, 1 € Ly ;
3. Au voisinage de 7,ona: d, <u(t)<d*,telr—4,t+6],5>0,
T € Toup -

Définition 7 :
Un support Ks,p est dit support coordinateur associé a la commande u

Si:
Loy CL(x)={l € L:cjx(t")+d; = J(u)};

Remarques 1 :

— L’existence du support est trés liée a la notion de controlabilité
du systeme.
— A chaque moment 7; , on fait correspondre un intervalle T; = [Tj, ],

et on prend la commande u(t) constante dans les intervalles T;, j =1,s
(La commande est constante par morceaux) :

u(t) =uj, t€Ty=[g,7]; d. <u;<d*, j=15

FORMULE D’ACCROISSEMENT DU CRITERE DE QUALITE

Soit {u,Ksp} un support-controle non dégénéré du probleme (1)-(4) ,
t) , t € T sa trajectoire correspondante et considérons un autre contrdle
t) =u(t)+ Au(t), t € T et sa trajectoire correspondante
) =x(t)+Ax(t) , teT.

Le controle u(t) vérifie les équations suivantes

=

(
u(
x(
{ CF(t)x0 + i CHEu(t)dt — J(u) = w, —dy, 1 € Loyp; 15)

fot* Pi(tyu(t)dt =w;+g , i€l;

de méme que le controle u(t)

ch(t*)x0t+ Jo Cl(yu(t)dt — J(@) =@, —d; , | € Leup; (16)
Jo  Pi(t)u(t)dt =w;i+g, i€l;

En faisant la différence entre les formules (15) et (16) , on obtient

[y CHE)Au(t)dt — A (u) = Aw; 1€ Loy ;
[y P(t)Au(t)dt = Aw;,iel
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Delaona
—e(Lsup)AJ (1) + ¢[Lsup, Toup) At Tsup) = — fT\Tw Cth,lp(t) Au(t)dt + Aw(Lsup) ;
P(I, Toup) Au(Toup) = — fT\Tsup Pi(t)dt Au(t,) + Aw(I)

En développant les dernieres équations , on obtient
A\ [(Fre Co®  awman]
(Au(Tsup)> o BS“P fT\Tsup Py(t)dt Au(Ty) A w(I) ;o Ty = T\Tsup ’
c’est a dire :
AJ(u) \ _ o1 fT\rsup Cthup(tMt (A w(Lsup)
(Au(rsup)> = ~Baup Sz, Pr(B)dt Au () 0 , (17)

pour tous Au(t,) et Aw(Lsyp)

De la formule (17) , résulte la formule de décroissance de la fonctionnelle du
probleme (1)-(4)

ty
AJ(u) = / E(DAu(t)dt— Y yidaw, | (18)
0 leLsup
Le maximum d’accroissement de la fonctionnelle —AJ(u) = —[J(u) — J(u)]

sous les contraintes :

{ de —u(t) < Au(t) <d*—u(t) ,teT;

Aw; < —w 1€ Loyp; (19)

est atteint pour :

d. —u(t), E(t) >0,
Au(t) = d*—u(t),E(t) <0, ;2w ={ —w,l€Lyy; (20)
0 LE()=0teT,

et est égal a :

B(u, Ksup) =/ E(t)(u(t) —do)dt+ | E(t)(u(t) —d")dt+ ) yi(J(u) —cix(ts) —dp)

T+ T-

1€ Ly
(21)
appelée valeur de suboptimalité du support controle {u, Kgp} .
Ou Tr={teT,E(t) >0 , T ={teT, E(t) <0}
De 14, on a toujours l'inégalité
J(u) = J(u) < B(u,Kewp) , Vu(t), teT. (22)

De cette inégalité, on déduit le critere d’optimalité suivant .
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CRITERE D'OPTIMALITE
Théoreme 2 :
Soit u(t), t € T un contrdle admissible du probleme (1)-(4),

Ksup un support coordinateur associé a u(t), t € T.
Les relations :

u(t) =d, siE(t) >0 ,
u(t) =d* siE(t) <0 , (23)
d. <u(t)<d* siE(t)=0 ,teT,

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence elles sont
nécessaires pour
'optimalité du support contrdle {u, Ksyp} .

Preuve :

Condition suffisante
Si les relations (23) sont vérifiées alors de (21) on a B(u, Ksp) = 0.
Comme

](u) - ](ﬁ) < ﬁ(u/ Ksup) =0 pour tout u,
ce qui implique J(u) < J(u) , Yu donc {u, K} estun support-contrdle

optimal.

Condition nécessaire
Procédons par absurde .
Soit {u, Ksyp} un support-contrdle optimal non dégénéré et supposons
que les relations (23) ne soient pas vérifiées , ie :
Jto € T telque E(tg) >0, u(tg) >d. ou E(tg) <0 , u(ty) <d* .
Il est facile de construire des variations admissibles Au(t), t € T
pour lesquelles :

~AJ() = 1)~ @) = - [ () du(t)dt > 0

ce qui implique que J(i1) < J(u), et ceci contredit 'optimalité de u .

PRINCIPE DU MAXIMUM

Ecrivons le critere d’optimalité sous la forme traditionnelle du principe
du maximum du pontryaguine .
Pour cela introduisons la fonction Hamiltonnienne :

H (x(t), 9(t),u(t)) = 9'(t) (Ax(t) + bu(t)) ,t € T,

ot «x(t) , t €T estlasolution du systeme direct (2) et ¢(t) , t€T
du systéme conjugué :

p=—Aly , y(t)=c—Hr
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Comme ¢f(t) = (c — H'm)F(t.)F~1(t), t € T, alors la co-commande E(t)
peut étre écrite d'une autre maniére :
E(t) = yth,,CLW(f) + 7Py (t)

= m'P(t) - c®)
= it HF(t ) Lt)b — c'F(t.)F~1(t)b
= —(c—H'n)'F(t.)F~ ( )b

E(t) = —yi(t)b , teT.

Théoreme 3 [4,5] :

La condition :

H (x(t), ¥(t),u(t)) = max H(x(t),p(t),u),teT

d,<u<d*
est suffisante, et dans le cas de la non dégénérescence, elle est nécessaire

pour 'optimlité du support-controle {u, Kg,p} .

Preuve : (voir [4]).
2.7 PRINCIPE e-OPTIMALITE

Théoréeme 4 : ( e-maximum )

Pour tout ¢ > 0, la commande admissible u(t), t € T est ¢-optimale
si et seulement s'il existe un tel support K, sur lequel le long de u(t)
et des solutions x(t), ¢(t), t € T, des systémes direct et conjugué,
les relations suivantes sont vérifiées :

H (x(t), 9(t), u(t)) = max H(x(t),p(t),u) —e(t), teT,

d. <u<d*

y'w = max (y

weRIL @) (24)

ty
/ e(t)dt+e <e.

to

2.8 DECOMPOSITION DE LA VALEUR DE SUBOPTIMALITE

Introduisons le probleme dual du probleme (1)-(4) :
J(A) = [¢/(L) F(t.) xo+ d'(L)]" v(L) — §(I) v(I) + [, dlo(t)dt —
ftz* d*'w(t)dt — max;

c'(t) Y+ P (t) v —o(t) +w(t) =
v=v1—1y ; 11 >0; 1nh>

O

(25)

o(t)>0; w(t)>0; Y m=1; teT,
leL

27



Chapitre 2. Résolution d"un probleme Min-Max en contrdle optimal

Le vecteur A(t) = (y(L) = y(L) , v(I) = n(I) , vi , va, v(t), w(t))
construit avec le support Ks,, du probleme (1)-(4) et les relations
suivantes :

(L) =y(L) ;

v(t)=E(t) , w(t)=0 siE(t)>0 ,

v(t) =0 , w(t) = —E(t) sSiE(t) <0 ,teT ; (26)
1 =V , vy =0 si v;>0 |,

v1;, =0 , Vg = —V; si v;,<0 , iel ,

est un plan dual (solution admissible).

Désignons par A%(t) = (7%, v0, o(t), w%(t)), t € T la solution optimale
du probleme dual (25) et u° le contrdle optimal du probleme (1)-(4) -

De la valeur de suboptimalité et en vertu des relations (14), (25) et (26)

on obtient :

Bl Kay) = [ E() (u(t)—d)dt+ [ E(W) (u(t)=d)dt— ¥ v,

lELsup

B(it, Keny) = /TE(t) u(t)dt—/ £)d dt+/ Hadt— Y yuw,

IELsup
= / 1)+ Y, e, (D] u(B)dt = [ o()ddt+ [ w(tpadr +

T+ T-
Z vy (cf x(t*) +d;)
leL

:/Tntp(t) u(bdt+ Y yl/TCZ(t) u(t)dt—/T+ o(d.dt+ [ w(ddt +

I€Lsup

IW%-ZyMG(Hmm+AQ®uMﬂH%ﬂ

lELsup

_ t= . * o
— g + y,/ Ci(t) u(t)dt / o()d.dt+ [ w(t)d'dt+ ()

lELsup

L) Ft) xo+ d' (L) 1L~ Y o [ Gy

l€Lsup
= —[c'(L) F(t,) xo+ d'(L)) y(L) + v'g— / D+ [ w(t)ddt+](u)

= —J(A) +J(u) = J(u®) + J* (A7)

= () = J @] + 1" (A% = T (V)]

= Bu+ Psup ,
ou By = J(u) — J(u®) est la mesure de la non optimalité du controle
u(t), teT.

Bsup = J*(A%) — J*(A) est la mesure de la non
optimalité du support Ky -
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Conclusion :

— Pour —AJ(u) = J(u) — J(u®) < B(u,Ksup) <€ , u este-optimal.
— Pour € =0 le principe e-maximum devient le principe traditionnel du
maximum.

METHODE DE RESOLUTION

Soit {u,Ksp} un support-contrdle admissible de départ pour lequel
B(u,Ksup) > €,0t:u(t), t €T ,estle controle vérifiant :
de <u(t)<d,teT;
Hx(t.))=g

avec sa trajectoire correspondante x(t), t € T , solution du systeme :
x=Ax + bu, x(0) =xp,

Toup = {Ti,1 = 1,5}, le support qu’on choisit de maniére & avoir det(Bsyy) # 0.
Si on ne peut pas déterminer un tel support, on démarre 1’algorithme a partir
d’un support vide ( 75, = @ ) et par convention det(Bsup(D)) #0 .

Une itération de 'algorithme {u, Tsp } — {iI, Tsup} se fait en trois étapes :

1. Changement de commande : u — i .
2. Changement de support : Top — Toup -

3. Procédure finale.

Changement de commande :

Soit € > 0 un nombre donné et supposons que le support-contrdle
{u, Ksup} ne vérifie pas le principe e-maximum .
Soit #(t) = u(t) +0Au(t) , t € T , une autre commande admissible ot
Au(t) , t € T estla direction et 6 le pas maximal le long de cette direction,
qui seront cherchés comme solution du probléme suivant :

by
0 C;(t) Au(t)dt — min ;
max (| 0 C(t) Au(t)dt + w; ) smin,

/0 " oP(+) Au(t)dt = 0 ; (30)
de —u(t) <O0Au(t) <d" —u(t), teT;

Choisissons les nombres « > 0, h > 0 (paramétres de 'algorithme), ott /1 est
un nombre suffisamment petit .

Construisons les ensembles suivants :

To={teT: |9 (t)b|<a}; T.={tcT:|p'{t) b >a}, T. =T\Tp.
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Ona:
E(t)=—¢'(t)b=0, t € Twp = Teup C T .
Subdivisons 'ensemble Tj en intervalles [T;, ©],j=1,..,N tels que:
o=l 7], [, 7[N[nt[=0,Vitje ?—1,<h,j=1,.,N;
j=1
et posons :

u(t) =u;=c",telyd,j=1.,N.

d*—u(t) si E(t)<—a ,
Au(t) = {

de—u(t) si E(t) >a,teT, ;
Faisons un changement de variables :

{ 0Au(t), teldl,j=1,.,N,

I =

0 , si j=N+1;

ol j =N +1 estun indice supplémentaire correspondant a I'ensemble T, .
Calculons les quantités suivantes :

8(j) :/:f C(t)ydt , j=1,..,N; g(N+1) :/ Ci(t) Au(t)dt ;

j T
i
g= [ POt =1, N ;i anea= [ P du(dt;
g T.
d*]‘zd*—u]' , d;‘:d*—uj , j=1,---,N} d*NJrl:O ’ d*]\].H:l;

G=(gj=1..,N+1);d=(duj,j=1,..,N+1), & = (d,j=1,.,N+1);

1=(,j=1.,N+1) , 0<6<1.

De ce qui précede, le probleme (30) devient le probleme de programmation
linéaire suivant :

max( g/ 1 + w;) — min;

leL 1

Gl =0; (31)

d, <1<d*.
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Ce probleme peut étre facilement formulé sous forme du programme li-
néaire suivant :

¢ = mins
g§l+wl§§,l€L;
G1=0; (32)

d, <1< d*.

Par la méthode adaptée,en prenant comme support de départ {1 =0, Ssup} ,
on construit la solution e-optimale {lg,gsup} du probleme (32), ol §sup est
le support du probleme (32) et I'=(Ij,j=1,..,N+1) .

-Sil'indice (N +1) ¢ Ssup , alors on pose §sup = Saup -

-Si non, on I'exclut par la méthode duale et on obtient :

§sup = (gsup\(N"‘ 1)) U]* .
La nouvelle commande sera égale a :
u(t) + 15, Au(t) , teT;
() = ‘ (33)
u(t) +1; ,teln,dl,j=1.,N

La commande # ainsi construite vérifie I'inégalité : (i) < J(u) .

Le support Sy, du probleme (32) est utilisé pour construire le support Ksup
du probleme (1)-(4) .

En utilisant le support Ksup = {Zsup,%sup} , on calcule les fonctions El(t) ,
teT.

— Si la nouvelle commande-apui {7, Ksup} satisfait le principe du
e-maximum, alors le processus de résolution du probleme original
s’arréte.

— Si non, nous continuons la résolution du probleme, en passant au
changement du support.

Changement de support :

En utilisant le support IZWP .
Construisons la quasi-commande w = (w(t), t€T) :

d, si E(t) >0;
w(t)=1{ @ si E(t) < 0; (34)
€ld.,d] si E()=0,teT;

et sa quasi-trajectoire correspondante x = (x(t), t € T) solution de
I'equation suivante :

X:A)C—f—bw ’ X(O)ZXO.
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1)Si les relations
Hx(t.) = g;
(cix(t)+d) < J(w), L €Ly; (35)

sont vérifiées alors la quasi-commande w(t) est optimale pour le probleme
(1)-(4) et le processus de résolution s’arréte, ot
J(w) = minyey maxier (¢ x(t) +di) -

ii) Sinon, calculons le vecteur suivant :

y(s+1)Y\ o1 [ X(t*)*'disw—e(zsup) J(w)
(7(@;:)) = By ( ] H(LJ) x(t.) —g(I) > ' %0

et la quantité suivante :

’)’(Ln) = _’Y(S + 1) + ](w) - Ctzﬂ X(t*) - dfn + C%n (%sup) ')/(%sup) 7

B.. — _e(zsup) CZSMP (:Esup)
P 0 P(L, %) )

Deux cas peuvent se présenter :
- Si les relations suivantes
) |ly@up)l <u , ( u paramétre de la méthode ) ;

(37)
i) y(Ly) >0 ;

sont satisfaites, alors on passe a la procédure finale .

- Si non, on change le support Ksup ~ Esup par la méthode duale,

et on refait une nouvelle itération avec {7, Ksup}et les parameétres «, h/
x<a, h<h.

Procédure finale :

Supposons que pour la quasi-commande w(t),t € T et sa quasi -trajectoire
Xx(t), t € T construites par le support Ksup , les conditions (37) sont vérifiées.
Désignons par :

To={t € T: E(t) =0}

l~’ensemb1e des points isolés ?] ,j=1s ; %] < %j+1 ,]j=0s; 10=0 ;
Ts+1 = tx et supposons :

E@)#0, j=T1;5.

La procédure finale consiste a déterminer le support optimal
Ts*up = {T]', j=1,..,8}; 1}, apartir du vecteur (36) de telle sorte a avoir :

{ g —Hx(t) =0,
¢! (Lsup) x(t:) + d(Lsup) — e(Lsup) J(w) =0,
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On a la contrainte :
g~ Hx(t) =g—HF(t)xo— | P(Ow(t)at

=g—HF(t)xo— [ Pt [  Ptw(bt,

T\TO

vu que ||v(Toup)|| < p, on peut poser :

g—HF(t*))(o—/ P(Hw(t)dt =0,

T\ TO
delaona:
g~ Hx(t.) = — [ P(Ow(nir
__ /TO+ P(t)w(t)dt — /TO* P(t)w(t)dt
ou :

0~ ={teT:E(t) <0} ; T ={teT:E(t)>0}.

En faisont hypothese que P(t) est constante au voisinage des points 7,
j=1s;
on aura ainsi :

s (d*—d.) g/‘p(t)dt, si E(T) >0 ;
§— Hx(t:) =

s1(d" —d.) [ P(hdt, siE(T) <0 .

= (@ —d.) isz’gnﬁ(%j)/fj P(t)dt .

j=1 T

On procédra au méme raisonnement, en utilisant le vecteur
(36) et les conditions (37), on obtient :

¢ (Loup) x(te) + d(Loup) — e(Lsup) J(w) = (4" — d.) i;Sig”E(%j) /; Cisup(t) dt,
= ]

De ce qui précédé on aboutit au systéme non linéaire suivant :

(d* —d.) i 151gnE ) Ji P(dt =g~ Hx(t),

(d* —d.) Yin SzgnE f~ tL ) dt = c!(Lsup) x(t) + d(Lsup) — e(Lsup) J(w) ,
dont la résolution va se faire a 1’aide de la méthode de Newton en
prenant comme aprox1mat10n initiale : Sup = {T J=1,.,8}; T, +1 , avec

sup - {T]/] - 1 } s+1 - (S + 1)
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-La (K+1)*" approximation TS(Z,(;_ U et Ts(ﬁl) sera déterminée par
la formule :
et (k)
Ak — 99 ai ) p(x);
ou:

o(t®)) = <Ct(LsuP) X(t*}{‘;(f*(;it;j;(;)eusup) ](w)) )

Pour pu suffisamment petit, la fonction w*; t € T calculée par

* *

le support-optimal Kj,, = {L{,,, Ts,,} est une commande optimale .

2.10 ALGORITHME DE LA METHODE

1. Test de commandabilité du systeme :
Calculer

rglb,AD, ..., A”_lb]
— Si
rglb,Ab,.., A" b =n,

alors le systeme est commandable aller en 2,
— Si non arréter le processus de résolution et le probleme (1)-(4)
n’admet pas de solution optimale.

2. Prendre un support-contrdle de départ admissible {u,Ks,,} , avec la
trajectoire admissible correspondante x(t), t€ T .
Calculer la valeur de la fonctionnelle en u :

— mi t
J(u) = rurgbrllqleaLx(c,x(t*) +d) .

Déterminer la co-commande :
E(t) = y'(Lsup)cr,,, () + ()Pi(t) , t € T.

3. Test d’optimalité du support-contrdle de départ :
Calculer la valeur de suboptimalité p(u, Ksyp) = B
— Si B =0 alors arréter le processus de résolution avec {u, K,p}
un support-contrdle optimal du probleme (1)-(4) .
— Si B < ¢ alors arréter le processus de résolution avec {u, Ksp}
un support-contrdle e-optimal du probleme (1)-(4) .
— Si non aller en 4.

4. Changement de commande u en @ ol:

a(t) = u(t) + 0Au(t), t€ T
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4-1 Choisir « >0, h >0, N>0:
N .
To={teT:|E(t)] <a}= U[Tj,T][;

T.={teT:|[Et)|>a}; U—1<h.

Poser

Z

1 =

{ 6Au(t), telr,v],j=1,
j

0, pour j=N+1
Calculer :
d*—u(t), siE(t) < —a ;
Au(t) =
d.—u(t), siE(t) >a,teT.
4-2 Formalisation du probleme de support :

N+1 .
maxleL(Zj:ﬁ 8 L+ wy) — miny, ,

Yia=0,

dij<lj<d;i, j=1N+1,
Déterminer par la méthode adaptée sa solution optimale {1, Jsup} .
4-3 Calculer la nouvelle commande 7 :

{ u(t) +Iy1Bu(t), te Ty,

u(t)+1; , telr, 7], j=1N.

— Sil'indice (N +1) ¢ Jaup , alors on pose fsup = Joup .
— Sil'indice (N +1) € Jaup , on 'exclut par la méthode duale
et on obtient :

fsup = (]_sup \ N+ 1) Uj*-

4-4 Poser T={T;,j€ Joup} -
. Test d’optimalité du nouveau support-controle {1, Keyp} -
Calculer la nouvelle valeur de suboptimalité B(i, Ksup) = .

— Si B =0, alors arréter le processus de résolution avec {1, K, }
un support- controle optimal du probleme (1)-(4) .

— Si B < ¢, alors arréter le processus de résolution avec {i, Kqp }
un support-contrdle e-optimal du probleme (1)-(4) .

— Sinon alleren 6 ouen 4 avec & < &, h<h.

. Changement de support Ksup — Ksup :

Construire la quasi-commande @(t), t€ T:

as, siE(t) <0 ;
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7

et sa quasi trajectoire x(t), t€ T:
X =Ax+bo, x(0) = xo.

— Si Hyx(ty) = g , alors arréter le processus de résolution et la quasi-
commande @(t), t € T, construite par le support K, est opti-
male pour le probleme (1)-(4) .

— Sinon aller en 6-1 .

6-1 Calculer le vecteur

('y(s + 1)) _ p-1 Ctzm x(t) + d”“sup —e(Lsup) J(w)
¥ (Toup) S H(LJ) x(t.) — (D) ’

et la quantités suivante :

’)’(Zn) = _7(5 + 1) + ](w) - C%n X(t*) - dfn + Ctzn (:Esup) ’)’(:Esup) ’

B _ _e(zsup) Czsup (i:up)
sup 0 P(I, %Sup) .

ou

— Si [|[7(Tup)|| <p ety(Ly) >0 allereny.
— Sinon aller en 6-2 .

6-2 Déterminer Ty tel que:
Y(10) = maxy(t) , t € Tup.

Calculer

E(t) , teT.

Déterminer t. € T\ %y tel que

E(t,) =0, E(t,) #0.

Aller en 6-1 .

Procédure finale :
Déterminer le support optimal Ksup a partir de relation de récurrence :

-1 k
L0H) ) | o) Aty — 997 (7). () ;

7

(P(T(k)) _ <Ct(Lsup) x(ts )+(d()Lsup)(I)e<LSLtp> ](‘U>>

en prenant comme approximation initiale T 0) = Tsup -

(
Arréter le processus de résolution avec {w'(t),t € T ; 13, }
un support-controle optimal du probleme (1)-(4) .
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2.11 EXEMPLE D’APPLICATION

J(u) = max{(2x1(2) +1); (x1(2) + x2(2) — 1)} = min
X1 = X2

{ Xp =1u (I)
x(2) =2 x(0)=(0,0) |u(®)|<1 teT=]0,2]

=(0,1); x'=(x1,x2); ¢=2;

1] = {1}

@)
o

N
Il
Y
o O
O =
N———
<
Il
Y

o
~_

¢ =(20); b=

p—
~
—_
N~—
<
[
—_
I
p—
~
[
N
I
|
—_
~

JI={12}; |LI={12} ;d"=1 d.=-1
Ona:
rang[b, Ab] =2 =n
Donc le systeme est commandable.

La trajectoire correspondante a I'état initial x(0) = xp est :
x(t) = F(t)xo + F(t fOF 1(t)bu(t)dt ,teT

Avec F la solution du systeme homogene :

F=AF, F0O)=I, =1

Ci(t) =clF(2).F ' (t).b, leL={1,2}

—2t+4
—t+3

u(t):{ 0; telo3]

1; te€]i,2]

Vérifions que cette commande est admissible :
Ona: x(t) = F(t)xo + F(t fo (t)dt

Sur:[0,3]; u(t)=0

D'ot : x(t) = F(t).xo + F(t). [y FH(t)bu(t) dt

SHORE

37



Chapitre 2. Résolution d"un probleme Min-Max en contrdle optimal

Donc

est admissible et pour cette commande la fonctionnelle :
J(u) = max{(2x1(2) + 1), (x1(2) + x2(2) — 1)} — min
J(u) = max{5,3} — min =5
J(u) =5

Prenons comme appui de départ Toyp = 5 et Lgyy = {1}
Rq:
|Lsup‘ + |I| = ‘Tsup| 4+1 = 141=1+1 est vérifiée.

Construisons le vecteur des estimations :

E(t) = y'(Lsup) CL,, (t) + 7t(I).Pi(t)

avec :
(y(Lsup), (1)) = Cé(?sup)ﬁs_ulp ;y(Lp) =0
Co=(Coo=—1,Cot =0,t € Taup) ¢ =(—1,0)

. —e(L Cr.. (¢
A partlr de ’Bsup = < (Osup) Pl(;supl(e) I>

N (_e()(l) Pl(f)lz(lt)e 1) - <_01 _2t1+ 4)

-1 —-2t+4 1
ﬁsup:<0 1 >} Tsup:tzi

Donc :

-1 3
:BSMP = ( 0 1) ; det,Bsup = -1

b= (0 1)
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Et: E(t) = y'(1)Ci(t) + () Pr(t)

E(t)=—-2t+1 teT
Alors la valeur de suboptimabilité correspondante a ce plan d’appui est égale
a:

ﬁ(”/Ksup) = /

T+

E@)(u(t) —d.)dt+ | E(t)(u(t) —d")dt+ Y i (w) —cpx(te) —dy)

Lsup

Ona:E(t)>0 si —2t+1>0

E(t)>0; Si —2t+1>0
E(t)<0;Si —2t+1<0

D'ou :

B(u, Ksup) = /

T+

- /O%(—Zt—k DO~ (~1)dt+ | (~26+1)(1 - 1)dr

1
:/2(—2t+1)dt
0

1
=[P+ =~ +5 =

B(u,Ksup) = + >e = {p, Ksup} n’est pas une solution e-optimale.

Passons alors a la procédure :

1) Changement de commande :
On prend comme parametres de la méthode & = 3,h =

1
4
w(t) ~ (t) = u(t) + 0Au(t),t € T
Construisons I'ensemble Ty = {t € T | |y(t).b] < a}
'(t) = (C— H'm)F(t,).F i (t), teT
et
E(t) = —¢'(t).b donc |¢'(t).b] = |E(t)] =] —2t+1]

lp'(t).b] = | —2t+1] <w
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Ona: a=3 dou:|—-2t+1|<a = |-2t+1<]

1 1
— < Z - > —=
2+1< 5 et 21> o
1 1
o< Z —2t> —— —
2t < 5 1 et 2t > > 1
1 3
> < -
t> g et t<7
DoncTy=[L,3] | T.=T\Ty=10,1[U]32]
* Subdivisions I’ensemble Ty en intervalles (Avec h = %)
11 13
17 12 1. 21 1= 2
[Tl,T ] == [4/2]/]T2/T] ]2/4]

* Calculons les quantités :
kel
&1(7) =/ C(t)dt, j={12}, gv+1)= /T C(HAu(t)dt, 1elL

j

81(1) =/T Cl(t)dtZ/lz(—2t+4)dt:12

T I
2 3
g1(2)= [ Ci(t)dt= /4(—2t+4)dt: 1
T % 16
(1>—/T1C (t)dif—/%(—tjt?))dt—21
g2 N Tl 2 a % o 32
72 3
0@ = [ Gd=['(-t+3a=1
L] 2 32

et:

1
j = N+1 = 3 est un indice supplémentaire correspondant a I’ensemble T, = [0, E[U] Z,Z]

a(N+1) = / Ci(B)Au(t) dt

*

210) = [ cuduvyde = [* (2t +a)(-1dt = 7

203) = [ Caaund = [+ na= 22

Avec
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Donc :

q]-:/:]P(t)dt L i={1,2)

]

2 1
qlzﬁ P()dt =,

4

I

3
qzz/;P(t)dt:

2
It = [ P().Au() at
1

4 — /0 P(t)Au(t) dt = _Tl

d*] = d* — M]'; d;k =d" — Llj; ] = {1,2};
alors :dg = -1, do=-2, di=1 d;=1

diny1 =0=dy3; dy,=1=4d"

Le probleme (I) devient un probléeme de programmation linéaire suivant :

13, 11, 15 21, 19, 23
m Cht = 21); (L4 =12 s mi
x {(Fgh+ gk~ 30 (GEhi+ 3l — 3l +2)} = min

Iy
1 1 1 —
G 1 —1) (E) =0, (1.1)
< 2 <I3<1.

0, pour j=N+1

Passant a la résolution de ce probleme par la méthode adaptée, en prenant
comme support de départ :

I={(0,0,0), Ssup} , Ssup = {TsuprLsup}
Tsup = Jsup U {o}, Jsup = {1}, Lsyp = {2} .

De premier chapitre on récupere la solution optimal de probleme (II)
suivant : {T, Ssup}/ I= (1, 0, 1)/ gsup = {Tsup/ Lsup}/ Tsup = TSHP U {O}/ LS“P =2.

41



Chapitre 2. Résolution d"un probleme Min-Max en contrdle optimal

Remarque :

N+1=24+1=3¢ ]sup =1, alors Tsup = ]sup = {1}/ d’ou S~sup = Ssup
Construisons alors la nouvelle commande (t) :

) oult) + I 0u(t), teT. T.=10,3[V]3,2]
D= uO+1 telm))=1{12)

A cette nouvelle commande correspond le moment d’appui Tsup = et sa
trajectoire correspondante X(t),t € T vérifie : HX(2) =2

*Sur0, 3] 1 u(t) = —1

X(t) = F(H)xo + F() /O CE1(r)bu dr

*Sur]L, 2] s u(t) =1

=
—~
~
N~—
Il
T4
—~
~~
S~—
=
(=)
+
T4
~~
[
SN~—
»ﬁ
—~
R
~
S~—
S
NS
U
I

B L2 1, 1 B 47
W= (7 37) - (3)
4 4

63
] (&) BETIR

Donc le nouveau support Kup du probléme (I) construit a partir de S~sup est :
Ksup = {Tsup/ Lsup} Tsup = {%}, Lsup = Lsup =2

Bsup = <_e(163up) p%ﬂipi(te) I> - <_80(2) gfg;)

Donc

J(u) =5

-1 U _ 1
ﬁsup:<0 %)pour:t:rsupzél

- -1 3
1 _
5sup_<0 %)

(]/(Lsup)r n(I)) = C(t)ﬁsup)-ﬁ;}p

(y2, 1) = (1 _Tll)
y(Ly) =1 =0
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E(t) =y (Lsup)CL,,, () + (D Pi(t) = —t + 411’ teT
E(ruuy) = E() =0
Et
ﬁ(ﬁ/ Ksup) =0

Donc {u, Ky} est support contrdle optimaldu probleme(I)

avec : 1
g4 L te€ 1[0' ]
1, te€]y,2]
et
T = 1 _. 63
Ksup = {Tsup/ Lsup}} Tsup = 1 et Lsup = {2}’ ](M) — R
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3.1

RESOLUTION D'UN PROBLEME
MIN-MAX DE FONCTIONNELLE NON
DIFFERENTIABLE EN CONTROLE
OPTIMAL

Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution d'un probleme Min-Max
terminal d"un systeme dynamique linéaire, avec un critére de qualité en valeur
absolue. Et pour cette résolution nous avons appliqué la méthode adaptée qui
utilise certains notions de la méthode simplexe.

PROBLEME TERMINAL D’'UN SYSTEME DYNAMIQUE LINEAIRE

Considérons le probleme terminal de commande optimale suivant :

_ t o
J () = max |cfx(t.) + | — min 1)
X =Ax+bu, x(0) =xp; (2)
Hx(t,) =g ; (3)
de <u(t)<d',teT=][0,t], (4)

ou

U={u(t), teT=1[0t]},

. J(u) estle critere de qualité ,

.x(t) € R" estla position du systéme au temps ¢,

. A(J,]) estune n x n- matrice qui caractérise le systeme ,

.b(]) estun n- vecteur donné,

.H(I,]) estune m x n- matrice telle que lerangde H=m <mn,

. g est un m- vecteur qui représente la sortie du signal a l'instant t, ,

. u(t) estune commande constante par morceaux, bornée par d,, d* € R,
.c;=c/(]) , 1 €L estlen-vecteur des colts,

d=A{1,..m} , J={1,..,n} , L={1,2,..1*} sontdesensembles d'indices.
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Définition 1 :

Une commande (controle) u(t), t € T est dite admissible si :
u(t), t € T etsa trajectoire correspondante x(t), t € T solution de systéme
différentiel (2) vérifient les contraintes (3)-(4) .
Une commande admissible u%(t), t € T est dite optimale si

J(u°) = minyey J(u).

Une commande admissible u®(t), t € T (¢ >0 , donné ) est dite
g-optimale si  J(uf) — J(u®) <e

Notre probléme consiste a trouver la commande admissible #° qui, avec

sa trajectoire correspondante x° donnent le minimum du critére de qualité :

0y : t _ :
J(u") = minmax cix(t.) + di| = min J(u)

La solution du systeme dynamique (2) donnée par la formule de cauchy est
égale a :

x(t) = F(f)-( xo+ [y 7Y (T)bu(t)dt ) teT; (5)
ou:

F(t) =exp(A.t) , t € T =[0,t.] estune matrice carrée d’ordre n (résolvante),
solution du systeme homogene :

E(t) = AF(t), F(0) = I, .
I, :désigne la matrice identité d’ordre n .

En utilisant la solution (5), le probleme (1)-(4) devient un probleme de
la seule variable u(t), t€ T:

J(u) = max ‘C;F(t*)XO + fot* o (H)u(t)dt + dl’ — ruréig}; (6)
[ Pttty =g~ HE(E)x0 7)
d, <u(t)<d,teT=[0L]; (8)

ou:

Ci(t) =ctF(t)F ()b ;  P(t)=HF(t)F ' ()b , teT.
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3.2 SUPPORT CONTROLE
Le probleme (6)-(8) peut étre écrit sous la forme équivalente :

¢ — muin 9)
—& < cjF(t)xo + /Ot* atu(t)dt+d, <¢,leL; (10)

/Ot* P(Hu(t)dt = 3 ; (11)
d, <u(t) <d'teT=[0t]; (12)

o §=g— HF(t:)xo

Dans l'intervalle T , choisissons le sous-ensemble T;,, = {Tj ,j=12,.,s}
formé de moments isolés , et dans I'ensemble L , le sous-ensemble Lgy,

Subdivisions Ls,, en deux sous-ensembles L;Zp et Ly,
telle que LJ,,ULgy, = Loup , Ly NLg, =0.

Notons e(L) = (e, =1,1€ L), Ly=L\Lsyp -
POSOI’\S ?sup — Tsup Up .

Construisons la matrice Bsyp = B(Lsup , Tsup) définie par :

(lay) oy
BS”P = _E(L;—ip) CL;*,'AP(t) , tE Tsup -
0 P(t)iel

Calculons les vecteurs des potentiels y(L) = (y(Lsup),y(L,)), (I);
par :
(y(Lsup), (1)) = C(t)(?sup)B;}pry(Ln) =0, (13)
co = (coo = —1,cot = 0,1 € Toyp)

et la co-commande E(T)

Par construction , on a

E(t):O ’ tETsup ’ Z |yl‘:1

I€Lsyp

Définition 2 :

La paire Ksyp = {Lsup, Tsup} est dite support du probleme (1)-(4)
si det(Bsup) # 0 et les inégalités suivantes sont vérifiées : y(Ly,,) <0 ,
y(Ldyp) > 0.
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Définition 3 :

La paire {u,Ks,y} formée d'une commande admissible u(t)
et d’un support Kj,, est dite support controle (commande-appui)
du probleme (1)-(4) .

Définition 4 :

Un support controle {u, Ksup} est dit non dégénéré si les conditions
suivantes sont vérifieés :

1. T € Toyp est un point de discontinuité de la fonction u(t), te€ T ;

2. J(u) > |cix(ts) +4di| , 1 € Ly ;

3. Au voisinage de T,ona: d, <u(t)<d*,telr—46,t+6],5>0,

T € Toup -
Définition 5 :
Un support Ks,p est dit support coordinateur associé a la commande u
si:
Ly CLY(x) ={l € L:cix(t*) +dy = J(u)};
Loy CL (x) ={l € L:cix(t) +d = —J(u)}.

Remarques 1

— L'existence du support est tres liée a la notion de commandabilité du
systeme.

— A chaque moment 7; , on fait correspondre un intervalle T; = [T}, ],
et on prend la commande u(t) constantes dans les intervalles T;

j=1s

”(t):uj,tEsz[Tj,Tj];d*gujgd*,j:Ls,

FORMULE D’ACCROISSEMENT DU CRITERE DE QUALITE

Soit {u,Ksp} un support-controle non dégénéré du probleme (1)-(4) ,
(t) , t € T sa trajectoire correspondante et considérons un autre controle
(t) =u(t) +Au(t), t € T et sa trajectoire correspondante
() =x(t)+Ax(t) , teT .

e contrdle u(t) vérifie les équations suivantes

F‘R\:\R

cIF(ts) x0+ft* ci(ut)dt+J(u) =w —d; , 1€Ly, ;
cF(t)xo+ [y chi(tyu(t)dt — J(u) =w —d; , 1€ LY, ; (15)
o Pi(t)u(t)dt —wi+g , icl;

de méme que le controle 7(t)

CGF(t)xo+ [y cl(ya(t)dt + (@) =w —dy , 1€ Ly, ;
CLF(t)x0 + [ fta(t)dt—](n):w,—dl , leli, (16)
Jo  Pi(t)u(t)d =wi+g , i€l ;

o w = (w(Lsyp),w(I)) , W= (W(Lsup),w(I)) sontdes vecteurs d’écarts
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tel que

(E(LSMP);E(I)) = (w(Lsup), w(I)) + (Aw(Lsup), dw(I)) ,
Aw(l) = w(I) = Aw(I) = 0;.

Par constuction
Aw; > —wy, l e Ls_up ;
Awy < —w;, L€ LS

sup -

En faisant la différence entre les formules (15) et (16) , on obtient

OZ* cl()Au(t)dt + AJ(u) = Aw; 1€ Ly, ;
o c(t)Au(t)dt —AJ(u) = Aw, 1€ Ly, ;

Jo " Pi(t)Au(t)dt =Aw;, i€l
Delaon a
3(Ls_up)A](”) +¢[Lg, sups Toup| A1 (Tsup) = fT\Twn L cap (t) Au(t)dt + Aw(Lsup) ’
_e(L;;lp)A](u) +c[L sup/TSMP] A”(Tsup fT\TW L+ (t) Au(t )dt—FAw(L;Zp) ,

En développant les dernieres équations , on obtient

AJ(u) v, L, (Dt A w(Leup) B
<A”(Tsulﬂ)) _Bsulp [( };\Eup ;I(t)dt ) Au(Ty) — < A w([)p >] s = T\TSUP ’

c’est a dire :
A](u) . 1 fT\TS,w Cthup(t)dt u(T)) — A w(Lsu )
(auloy) = B K Jron Bi(par ) A4 (““0)] o

pour tous Au(t,) et Aw(Lsup)

De la formule (17) , résulte la formule de décroissance de la fonctionnelle du
probleme (1)-(4)

Ex
AJ(u) = / E()au(tydt— Y yidw, . (18)
0 l€Lsup
Le maximum d’accroissement de la fonctionnelle —AJ(u) = —[J(u) — J(u)]

sous les contraintes :

Aw; < —w leLLw (19)

de —u(t) < Au(t) <d*—u(t) ,teT;
Aw; > —w; ,1 e Ls_up ,

est atteint pour :

sup -

d. —u(t), E(t) > R S
AM”{ g—%%)itfeT,Am:{ —WJEDﬁ (20)
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et est égal a :

,5(“/Ksup) = /

T+

Y. yi(J(u) —cx(t) —di) + Y- yi(=J(u) —cjx(t.) —dy) (21)

IeLi, I€Lay

E(1)(u(t) —d.)dt+ | E(6)(u(t) —d")dt +

appelée valeur de suboptimalité du support controle {u, Ksup} -
Ou Tr={teT,E(t) >0 , T ={teT, E(t) <0}
De 1a, on a toujours I'inégalité

J(u) —J(u) < B(u,Keup) , Vu(t), teT. (22)

De cette inégalité, on déduit le critere d’optimalité suivant .

CRITERE D’OPTIMALITE

Théoreme 1 [1,15] :

Soit u(t) , t € T un contrdle admissible du probleme (1)-(4), Kqp un
support coordinateur associé a u(t), t € T .
Les relations :

{ u(t) =d. siE(t) >0 ,
u(t) =d* siE(t) <0 , (23)
de <u(t)<d* siE(t)=0 ,teT,

sont suffisantes et dans le cas de la non dégénérescence elles
sont nécessaires pour
'optimalité du support controle {u, Kgp} .
Preuve :

Elle est analogue a celle du théoreme 2 de deuxiéme chapitre .

PRINCIPE DU MAXIMUM

Théoreme 2 [1,3,5] :

La condition :

H (x(t), p(t),u(t)) = max H(x(t),y(t),u),teT

di <u<d*

est suffisante, et dans le cas de la non dégénérescence, elle est nécessaire pour
I'optimlité du support-controle {u, Kup} .
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3.6 PRINCIPE e-OPTIMALITE

Théoreme 3 : ( e-maximum )

Pour tout ¢ > 0, la commande admissible u(t), t € T est e-optimale si
et seulement s'il existe un tel support Ky, sur lequel le long de u(t)
et des solutions x(f) , ¥(t) , t € T, des systemes direct et conjugué, les

relations suivantes sont vérifiées :

H(x(t),¢(t),u(t)) = max H(x(t),p(t),u)—e(t), teT,

d.<u<d*

y'w = max (y'w) — e (24)

WeRILI

t
/ e(t)dt+¢e; <e.

fo

Preuve :

i)Condition suffisante
Supposons que les relations (24) sont vérifiées .Comme E(t) = —¢!(t)b,
te T alors:

ﬁ(u,KsuP):/ E(t) (u(t) —d.)dt+ [ E(t) (u(t) —d")dt— ¥ yrw,

T I€Lsup

= /T+ — ' ()b(u(t) —d.)dt + . —l/)t(t)b(u(t)—d*)dt—f—/Tl/Jt(t)Ax(t)—lpt(t)Ax(t)dt—Zylwl

leL
= [ =00 (Ax(t) + bu(t) +9(1) (Ax(0) + b)) dt +

/7[—1/Jt(f) (Ax(t) +bu(t)) +y'(t) (Ax(t) +bd")] dt — ) _(yiw; — y1.0)

leL

= /T+[—H(x(t),1p(t),u(t)) + max H(x(t), ¢(t),u)] dt +

d,<u<d*

/Tf[—H(X(t),lIJ(t),u(t)H max H(x(t),p(t),u)] dt —y(L)w(L) + max (y'®)

d<u<d* WERIL

— / e(B)dt 461 <e.
T
De I'inégalité (22), on a la relation suivante :
](u) - ](H) S ,B(urKsup) S e , \V/ﬁ;

qui nous indique que le contrdle u(t), t € T est e-optimal.
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ii)Condition nécessaire
Soit u(t), t € T un contrdle e-optimal.
Introduisons le probleme dual du probleme (1)-(4) :

J(A) = [H(L) F(t) xo+ d' (L)) (L) = g'(1) v(I) + [, dio(t)dt -
fti* d*'w(t)dt — max;

c(t)y+P(t)v—o(t)+w(t)=0;
>0;

v=u—12; 11=0; 1

o

o(t) >0; w(t)>0; Y |nl=1; teT,
leL

Remarque : un tel support Ky, on peut toujours le construire[1].

Conclusion :

— Pour —AJ(u) = J(u) — J(u°) < B(u,Ksup) <€ , u est e-optimale.
— Pour ¢ =0 le principe e-maximum devient le principe traditionnel du
maximum.

METHODE DE RESOLUTION

Soit {u,Ksyp} un support-contréle admissible de départ pour lequel
B(u,Ksup) > €, 0t :u(t), t €T ,estle controle vérifiant :
de <u(t)<d*,teT;
Hx(t.))=g

avec sa trajectoire correspondante x(t), t € T , solution du systeme :
x=Ax + bu, x(0)=x,

Toup = {Ti,1 = 1,5}, le support qu’on choisit de maniere & avoir det(Bsyy) # 0.
Si on ne peut pas déterminer un tel support, on démarre 1’algorithme a partir
d"un support vide ( 754y = @ ) et par convention det(Bsup(D)) #0 .

Une itération de 'algorithme {u, Tsp} — {il, Tsup} se fait en trois étapes :

1. Changement de commande : u — i .
2. Changement de support : Toup — Toup -

3. Procédure finale.

Changement de commande :

Soit € > 0 un nombre donné et supposons que le support-controle
{u,Ksup} ne vérifie pas le principe e-maximum .
Soit i(t) = u(t) +0Au(t), t € T , une autre commande admissible.
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ou
Au(t) , t € T estla direction et 6 le pas maximal le long de cette direction,
qui seront cherchés comme solution du probleme suivant :

ty
max | / 6 ¢/(t) Au(t)dt + w; | — min ;
leL ' Jo 0,0u(t)

/0 " oP(t) Au(t)dt = 0 ; (26)
de —u(t) <O0Au(t) <d" —u(t), teT;

Choisissons les nombres « > 0, h > 0 (paramétres de 1’algorithme),
ou h est un nombre suffisamment petit .

Construisons les ensembles suivants :
To={teT: |9 (t)b|<a}; T.={tcT:|p'{t)b] >a} , T. =T\Tp.
Ona:
E(t)=—¢' (1) b=0, t € Tup = Teup C To .
Subdivisons 'ensemble Tj en intervalles [T;, ©],j=1,..,N tels que:
To= U7, [, 7[N[nt[=0,Vitje ?—1,<h,j=1,.,N;
j=1

et posons :

u(t)=u;=c",telyd,j=1.,N.

de—u(t) si E(t) >a,teT, ;

d*—u(t) si E(t)<—a ,
Au(t) = {

Faisons un changement de variables :

0Au(t), telgdl,j=1,.,N,

I =

0 , sij=N+1;

ol j =N +1 estun indice supplémentaire correspondant a I'ensemble T, .
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Calculons les quantités suivantes :

8:(j) :/:f C(t)dt , j=1,.,N; g(N+1) :/ C(t) Au(t)dt ;

j T.

o
gi= [ PO, j=1N i quia= [ P Au(t)dt
T J Lk

]
d*j:d*—u]',d;(:d*—u]',]'zl,...,N;d*N+1:O,d*N+1:1;
G=(q,j=1,.,.N+1);de = (dj,j =1,.,N+1), d* = (d},j =1,.., N+1);

1=(1,j=1.,N+1) , 0<60<1.

De ce qui précede, le probléme (26) devient le probleme de programmation
linéaire suivant :

max | g 1 + w;| — min;
leL 1

Gl =0 ; (27)

d, <1<d*.

Ce probleme peut étre facilement formulé sous forme du programme linéaire
suivant :

— in ;
¢ = min
—~(<gl+w<7,leL;

G1=0; (28)
d, <1< d*.

Par la méthode adaptée,en prenant comme support de départ {1 = 0,Sgp} ,
on construit la solution e-optimale {le,gsup} du probleme (28),
ol Seyp est le support du probleme (28) et 1° = (1j,j=1,.,N+1) .

-Sil'indice (N +1) ¢ Sqyp , alors on pose  Seup = Ssup -
-Si non, on 'exclut par la méthode duale et on obtient
Ssup = (Ssup\(N+ 1)) Ujs -

La nouvelle commande sera égale a :
{ u(t) + 1y Au(t) , teTy;

u(t)+1}°j ,tG[T]’,Tj[ ,i=1,.,N

(29)
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La commande i ainsi construite vérifie I'inégalité : J(i1) < J(u) .

Le support §5up du probléeme (28) est utilisé pour construire le support I?SM,,
du probleme (1)-(4) .

En utilisant le support Ksup = {Zsup,%sup} , on calcule les fonctions El(t) ,
teT.

— Si la nouvelle commande-apui {7, IZSHP} satisfait le principe du
e-maximum, alors le processus de résolution du probleme original
s’arréte .

— Si non, nous continuons la résolution du probleme, en passant au
changement du support.

3.7.2 Changement de support :

En utilisant le support Ksup .
Construisons la quasi-commande w = (w(t), t€ T) :

d. si E(t) > 0;
w(t)=< d* si E(t) <0; (30)
€[d.,d] si E()=0,teT;

et sa quasi-trajectoire correspondante x = (x(t), t € T) solution de
I'equation suivante :

X=Ax+bw , x(0)=x.

1)Si les relations
Hx(t.) =g;
lf x(t) +di| < J(w), 1 € Ly; (31)

J(w)>0 si L,=0;

sont vérifiées alors la quasi-commande w(t) est optimale pour
le probleme (1)-(4) et le processus de résolution s’arréte,
ot J(w) = minyey maxer |C; x(t) +dif

ii) Si non, calculons le vecteur suivant :

Ctz;up x(t) +dp + e(Lyy) J(w)
<TY((S%;’;:))> = Bay Cry,, X(b) +dpy, — e(Li,y) J(w) | (32)
H(L]J) x(t.) —g(I)

et les quantités suivantes :
Ve(Ln) = (s +1) = J(@) — et x(8) —dp, +cb () 7(Touy) ;

V' (Ln) = =v(s +1) +J(@) = ef, k() = d, ¢ (Tup) YTy,
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ol ~
e(L;/lp) Cfs*up (:Esup)

Bsup - —E(Z;;_p) Czstlp (%sup)

0 P(I, %y

Deux cas peuvent se présenter :
- Si les relations suivantes
i) |v(Taup)l| < ., ( u paramétre de la méthode ) ;

(33)
i) Y(Ly) <0, 9*(Ly) >0 ;

sont satisfaites, alors on passe a la procédure finale .

- Si non, on change le support Ksup ~ Esup par la méthode duale,

et on refait une nouvelle itération avec {u, IZSHP} et les parametres «, h /
x<wa, h<h .

3.7.3 Procédure finale :

Supposons que pour la quasi-commande w(t),t € T et sa quasi -trajectoire
Xx(t), t € T construites par le support Ksup , les conditions (37) sont vérifiées.
Désignons par :

To={t € T: E(t) =0}

I'ensemble des pointsisolés 7;, j=1,s ; T<T41,j=0,s; =0 ;
T;4+1 = i et supposons :

E@)#0, j=1;5.

La procédure finale consiste a déterminer le support optimal
Toup = {t,j=1,..,s}; t},; apartir du vecteur (36) de telle sorte a avoir :

8= HX(t*) =0,

c!(Liup) x(t:) + d(Ldy,) —e(Ld,) J(w) =0,

Ct(Ls_up) X(t*) + d(Ls_up) + e(Ls_up) ](w) =0,
On a la contrainte :

g~ Hx(t) =g~ HF(t)xo— | P(t

X0 — Jw(t)dt
— ¢~ HFE(t)xo— /TO P(#)o(t)dt — /T\TO P(t)o()dt

vu que ||7(Toup)|| < p, on peut poser :

¢— H F(t)xo — /T\TO P(H)w(D)dt =0,

delaona:

¢— Hy(t) = — /T P(Hw(t)dt

_ _/Tmp(t)w(t)dt—/wp(t)w(t)dt
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0 ={teT:E(t) <0} ; T ={teT:E(t)>0}.
En faisont hypothése que P(t) est constante au voisinage des points
T,j=1s;
on aura ainsi :

—d*)f%/P(t)dt, si £(T) >0 ;

§ — Hx(t) = _ .
— Y@ —d) [T P(odt, siE(G) <0 .

— (@ —d,) Zs:signf(?j)/jj P(t)dt .

j=1 T

On procédra au méme raisonnement, en utilisant le vecteur (36)
et les conditions (37) , on obtient :

(L) X(1) + (L) — e(Liy) J(@) = (@ —d.) isignf?(%j) [, war
(L) 2(02) + Lap) +elLay) (@) = (@ =) Losign(5) [eiz (0.

De ce qui précede on aboutit au systéme suivant :

(d —d.) Xy signE (%) fJP =g — Hx(t),
(d* —d.) - 151gnE(T]) - Lw(t) dt:ct(L;Zp) x(t) + d(Lyp) —e(Ld,) J(w),
(d* —d.) Y5, signE(%) J&els (0 dt = (Lay) x() + d(Lay) +e(Layy) (@),

dont la résolution va se faire a I'aide de la méthode de Newton
en prenant comme aproximation initiale : 7, = {7},j = 1,...,s} ;
avec 7, = {7, j=1,...,5}; 0 = v(s +1).

-La (K +1)®" approximation Ts(,lf;l) et Ts(f{ ) sera déterminée par
la formule :

s+1 ’

Ak — g7 («®)
oT ’

Ct(Lsup) X(t*) + d( ) (Lsup) ](w)
p(t) = ( ] )

o(t®);

ou:

(L;Zp> X(t*)+ d(Lsttp) ( sup) (w)
Hx(t) —g(1I)

Pour u suffisamment petit, la fonction w*; t € T calculée par
le support-optimal K, = {Lsup, up} , est une commande optimale .
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3.8 ALGORITHME DE LA METHODE

1. Test de commandabilité du systeme :
Calculer

rglb,AD, ..., A”_lb]
— Si
rglb,Ab, ..., A”flb] =n,

alors le systeme est commandable aller en 2,
— Si non arréter le processus de résolution et le probleme (1)-(4)
n’admet pas de solution optimale.

2. Prendre un support-controle de départ admissible {u, Ky} ,
avec la trajectoire admissible correspondante x(t), t€ T .
Calculer la valeur de la fonctionnelle en u :

: t
u) = cx(t dil .
J(u) rurggrpgaLX!z (te) +di

Déterminer la co-commande :
E(t) = y'(Lsup)cL,, (t) + (1) Pi(t), te T,

3. Test d’optimalité du support-contrdle de départ :
Calculer la valeur de suboptimalité p(u, Ksyp) = B
— Si B =0 alors arréter le processus de résolution avec {u, Kgp}
un support-contrdle optimal du probleme (1)-(4) .
— Si B < ¢ alors arréter le processus de résolution avec {u, Ksup}
un support-controle e-optimal du probleme (1)-(4) .
— Si non aller en 4.

4. Changement de commande u en @ ou:
i(t) =u(t)+60Au(t), teT:
4-1 Choisir « >0, h>0, N>0:

N
To={teT:|E(t)| <a}= [, 7[;
j=1

T.={teT:|E{t)|>a}; -7 <h.

Poser

1 =

{ 0Au(t), te[r,v],j=1N ;
]

0, pour j=N+1
Calculer :
d*—u(t), siE(t) < —a ;
Au(t) =
de—u(t), siE(t) >a,teT,
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4-2 Formalisation du probléme de support :
N+1 :
maxjer | ;07 8 1+ wi| — ming,

ZNJrlq] ]—0

d*jﬁljﬁdf,jzl,N+1,
Déterminer par la méthode adaptée sa solution optimale {1, Jsup} -

4-3 Calculer la nouvelle commande 7 :

{ u(t) +Inys1Bu(t), te T,

u(t)+1; , telry, U], j=1N.

— Silindice (N +1) ¢ Joup , alors on pose  Joup = Jsup -
— Silindice (N +1) € Jsup , on l'exclut par la méthode duale
et on obtient :

Tsup = (]_sup \ N+1) Uj*-

4-4 Poser T={Tj,j € Jaup} -
5. Test d’optimalité du nouveau support-controle {1, Ksup}
Calculer la nouvelle valeur de suboptimalité B(i1, Kup) = B .
— Si B =0, alors arréter le processus de résolution avec {1, Ksyp}
un support- controle optimal du probleme (1)-(4) .
— Si B < ¢, alors arréter le processus de résolution avec {i1, Ky }
un support-controle e-optimal du probleme (1)-(4) .
— Sinonalleren6ouengavec a <a, h<h.
6. Changement de support Ksup — Ksup :
Construire la quasi-commande @(t), t€ T:

a*, siE(t) <0 ;

ot) =4 d., siE(t) >0 ;

€ [d.,d*], siE(t)=0,teT,
et sa quasi trajectoire x(t), t€ T:

X =Ax+bw, x(0) = xp.

— Si Hx(t:) = g , alors arréter le processus de résolution
et la quasi-commande @(t), t € T, construite par le support T,
est optimale pour le probleme (1)-(4) .

— Sinon aller en 6-1 .

6-1 Calculer le vecteur

¢ xk) g, +elly,) @)

(s+1) () +drg,
(&@ﬁ)=%éq%mm —u%nw>,
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et les quantités suivantes :

1e(Ln) = v(s+1) = J(w) = cb x(b) —dp, + ¢k (Tap) 7(Towp) ;

v (Ln) = =v(s +1) + J(w) =} x(t) —dp, +cf (Taup) V(Toup) s
ou _
e(Ls_up) CZS—up (%sup)
BS”P = _e(zjup) CZ% (%sup)
0 P(I, Fap)

— Si [[7(Tup)l| <p , ve(Ln) <0 et y*(Ly) =0 allereny.
— Sinon aller en 6-2 .

6-2 Déterminer 7 tel que:
|7(T0)| = max|y(t)| , te€ Tsup-

Calculer

E(t) , teT.

Déterminer t, € T\ %y tel que

Aller en 6-1 .

7. Procédure finale :
Déterminer le support optimal Tsoup a partir de relation de récurrence :

1 (®)
201 20 4 Az ® Az — _W_ () ;

et:

Ct(L;;p) X(t*) + d(Lsttp) - e<Lsttp> (w>
Hx(t:) —g(I)
T 0) _ -
en prenant comme approximation initiale Tg,p = Tayp -

Arréter le processus de résolution avec {w’(t),t € T ; T3,,}
un support-contrdle optimal du probleme (1)-(4) .

¢! (Laup) x(ts) + d(Lgyp) +e(Lgyp) J(w)
p(H)) = J ’

3.9 EXEMPLE D’APPLICATION

J(u) = max{|2x1(2) + 1|; |x1(2) + x2(2) — 1|} — min

{iz;i? o
x(2) =2, x(0)=(0,0) |u(t)|<1, teT=][0,2]

Ny . p— 0 1 . p— O . J— . p— .
Ou.A—(O 0), b—<1>, H=(0,1);, g=2;
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cﬁ =(20); d=11);, d=1 do=-1, d*=1; d.
1={1}; J={12}; L={1,2}

Ona:
rang[b, Ab] =2 =n
Donc le systeme est commandable.

La trajectoire correspondante a l’etat initial x(0) = xp est :
x(t) = F(t)xo + F(t fo (t)dt ,teT

Avec F la solution du systeme homogene :

F=AF, FO)=1I,=1

F(t) = exp (At) = <(1) i)

i =1y (10—t
d’ou: F (t)—<0 1>

P(t) = HF2)F b =1
C/(t) = clF(2).F ()b, 1€ L=1{1,2}
Ci(t) = A FQ)F (b = —2t + 4
Co(t) = SFQ)F Y ()b = —t +3

Soit la commande constante par morceaux suivante :

Vérifions que cette commande est admissible :
On a: x(t) = F(t)xo + F(t fo (t)dt

Sur:[0,3]; u(t)=0:

ww=(5) =)

Sur|%,2]; u(t)=1:

Donc
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est admissible et pour cette commande la fonctionnelle :
J(u) = max{|2x1(2) + 1], [x1(2) + x2(2) — 1|} — min

J(u) = max{|5,3[} =5

Prenons comme appui de départ K,y = {Tsup, Lsup }, Tsup U {0}
Tsup - % et Lsup - {1} - L;i;/lp’ sup @

(Remarque : |Lgp| + |I| = |Toup| +1 = 141 =141 est vérifiée.)

e(Loup)  Cray(t)
,Bsup = e(LStlp)
0 P(t),i €1l

-1 —-2t+4\ 1
=\ o 1 ; t:TsupZE

Bsup = <_01 i)
b= (o 1)

Calculons le vecteur des potentiels :

Alors :

(y1,m)=(1,-3)cad:y1 =1y, =0etm; = -3

Calculons le vecteur des estimations :
E(t)y=—-2t+1 teT

Alors la valeur de suboptimabilité correspondante a ce plan d’appui est égale

N

a:

Blit, Keup) = /T E()(u(t) — d.)dt + | E()(u(t) - d")dt+
Yo (J () —cpx(te) —di) + ) yi(—=J () — cjx(ts) — dy).

Lsup Lsup

1

Bl1t, Keyp) = /02(—2t—|— 1) dt = i.

B(u, Ksup) = % >e¢ = {u,Ky,} nest pas une solution e-optimale.
Passons alors, au :

Changement de commande :

u(t) ~u(t) =u(t) +0Au(t),t €T
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On peut prendre comme parametres de la méthode « = 3, =

Construisons 'ensemble Tp = {t € T | |¢'(t).b| < a}

T={teT | [E()]<a}

E(t) = —y'(t).b

|3 1.3
To=[;3) | To=T\To=[0,[UI},2]

* Subdivisions I’ensemble Ty en intervalles (avec h = %)

7

| (ona:N=2).

N —
>~ W

11
1 =|—, — | 2 =
1, 71) =), gl e 7 =
Donc notre

_ [0, telg]]
0-{7

J] = N+1 =3 est un indice supplémentaire correspondant a 1’ensemble
1
4

* Calculons les quantités :

Tj
gl(i)Z/ G(tdt;, j=1N=12, gz(N-l-l):/TCl(t)Au(t)dt, lel

j

13 11 21 19
gl(l) = 16/ gl( ) 16’ gZ( ) i’ gZ( ) = 32’
15 -3

j

T/
%:LP@ﬂ,FﬂﬂetWH:AHﬂM@ﬂ
—1

1
ql_il qZ_Z/ q3_T/
d*] = d* — M]'; dr

d"—uj; j=12; diny1=0; dy=1

On posant :

I — { 0Au(t), telr,7j=1N
=

6, j=N+1 /0<6<1 (Changement de variable)
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Le probleme (II) devient le probléme (1) de programmation linéaire suivant :

13 11 15 19 23 .
max{]—11—|—161 16 13/, | 1+3f212—3—213+2|}—>m1n/w2—2
1y
1 1 -1
S/C (Z E 1 ) (}i) =0...... (1)

-1<h <1, -2<L <0 0<Li<1
Résolvons le probléeme (1) par la méthode adaptée, en prenant comme
plan d’appui de départ {I = (0,0,0),Ssup};  Seup = {]Sup;Lsup} » Jsup =
Isup U {0} ’ ]sup = {1} ’ Lsup = L;;p = {2}} L;lp %)

Du premier chapitre on récupere la solution optimale du probleme (1)
(Probléeme de programmation linéaire) suivante :

~ ~ i_l'_ _ —
SMP {]sup/ SMP} ]sup ]SMP U {0}/ LSMP = LSHP = Lsup = {2}/ Lsup Lsup =

Avec: N+1=2+1=3¢ Jsup, alors fsup = Jsup donc §sup = Ssup
Construisons alors la nouvelle commande

u(t) +iyp1Au(t), te Ty,
(t) = {

A cette nouvelle commande correspond le moment d’appui Tsupy = § et sa
trajectoire correspondante x(t), t & T vérifie Hx(2) =2

*Surl0, 1] s u(t) = -1

(f) = F(t)xo + F(t /F T)budt

*Sur]:, 2] s u(t) =1

alors :

Q.
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Chapitre 3. Résolution d'un probleme Min-Max de fonctionnelle non différentiable en

controle optimal

Donc le nouveau support Kup du probleme (I) construit a partir de §Sup = Ssup
_ _ — _ p— i_i'_ [——
est:  Ksyp = {Tsup/ Lsup}/ Tsup = %} Lsyp = Lsup =2, Ly, =0.

sup

—e(L Cr,,(t -1 —t+3 _ 1
:BSup = ( (OS“P) Pi(?),pi(e) I> = < 0 1 ) pour:t = Tsyp = —

4
1 u
b= (3 )

- -1 4
551,{1;9 = < O %)
(1) = (1, )

Y(Ln) =y1 =0

1

E(tup) = E(7) =0
Et
ﬁ(ﬁ/Ksurﬂ) :/

E(#) (u(t) —d*)dt+/ E(t) (u(f) — d*) di+
T+ T

Yo ow(J(u) = Cx(t) —d) + Y, yi(J(u) = Cix(t) —d;) =0

ZEL;,,, leLerup

Donc {1, fsup} est support contrdle optimal avec :

u:{ -1, te0,1]

1, te€]},2]
et
_ - _ 1 — — — _ 63
Ksup = {Tsup/ Lsup} Tsup = 1 ; Leup = L;p = {2}, Lsup =0 et J(u)=
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CONCLUSION GENERALE

Notre but dans le cadre de ce mémoire était d’établir la méthode adaptée
pour la résolution de deux types de problemes Min-Max de fonctionnelle non
différentiable sur un probleme de programmation linéaire et sur le controle
optimal.

En premier lieu, nous avons introduit la méthode adaptée pour la résolu-
tion d"un probléme Min-Max avec contraintes généralisées en programmation
linéaire.

En deuxieéme lieu, on a présenté quelques concepts importants de la théorie
de contrdle optimal, quelques définitions de bases et les différents systemes de
la commande optimale.

Puis, notre travail a été axée sur la résolution d’un probleme Min-Max en
contrdle optimal d"un systéme dynamique dans le cas continu par ’application
de la méthode adaptée (développée par R. Gabasov et E. M. Kirillova) qui est
basée sur une nouvelle construction dite « support coordinateur ».

En se basant sur le concept de la matrice support et le support coordinateur
nous avons calculé la formule d’accroissement de la fonctionnelle, puis nous
avons formulé les deux criteres d’optimalité Et de suboptimalité.

Ainsi les mettre en lien avec le fameux principe du maximum de ” Pontriaguine
” et introduire dans la résolution ” la procédure finale ” pour avoir rapidement
la solution optimale.

Apres discrétisation d’'un probléme de controle optimal, ce dernier est trans-
formé vers un probleme de programmation linéaire résolu en premier chapitre.
Un algorithme de la méthode adaptée est donné et est illustré par un exemple
numérique.

Finalement, une généralisation de la méthode adaptée sur un probléeme
Min-Max d'un critére de qualité avec valeur absolue en contrdle optimal est
donnée en dernier chapitre.

L'utilisation de cette méthode conduit a obtenir des résultats intéressants
et efficaces dans le cas des systemes continus, 'avantage réside dont le fait
qu’elle traite les problemes tels qu’ils se présentent, ce qui engendre un gain
en espace mémoire et en temps de calcul sur machine. .

Un algorithme de résolution a été donné en se basant sur trois procédures :
le changement de la commande, le changement de support et la procédure
finale en utilisant encore un critere d’arrét e-optimal. Cet algorithme est illustré
par un exemple numérique.
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Conclusion générale

En guise de perspectives, nous proposons les directions de recherche sui-
vantes :

— Résolution de problemes d’optimisation multi-objectifs linéaire et non
linéaire.

— Résolution d’un probleme Min-Max en contréle optimal avec des com-
mandes vectorielles.

— Résolution d’un probleme Min-Max en contréle optimal avec des com-
mandes polyédrals.

— Résolution d"un probleme Min-Max en controle optimal avec bornes mo-
biles et libres.

— Comparaison de la méthode adaptée avec d’autres méthodes pour ré-
soudre un probleme Min-Max.
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