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Dans le cadre du tout électrique, de nombreux secteurs industriels, transport, véhicules 

électriques…la sûreté de fonctionnement est un enjeu majeur pour assurer une compétitivité 

optimale de l’outil de production, une fiabilité importante, et des cycles de vies de plus en plus 

longs. Les dispositifs électromagnétiques et les machines électriques en particuliers assurant la 

conversion de l’énergie occupent une place prépondérante dans tous les secteurs d’activités 

utilisant l’électricité. Au cours de leur durée de vie, ces machines électriques sont bien souvent 

sièges de multitudes de défaillances électriques, mécaniques ou magnétiques aussi bien  

prévisibles qu’inopportunes. Les défaillances peuvent êtres dues à un défaut de fabrication dont 

l’effet serait imperceptible lors de la mise en service, à des sollicitations sévères d’utilisations, 

ou bien à la fatigue et au vieillissement des matériaux en corrélation avec les conditions 

environnementales.  

La fiabilité des dispositifs électromagnétiques et des machines électriques en particulier 

dépend considérablement de l’état de santé de l’isolation électrique des enroulements. En effet, 

l’isolation des enroulements est exposée à se détériorer plus rapidement que les autres pièces de 

la machine. La dégradation de cette isolation est due aux différentes contraintes électriques, 

thermiques, mécaniques et environnementales. Il faut également noter que les machines 

électriques sont généralement alimentées par des onduleurs de tension avec des fréquences de 

commutation importantes. Dans ces conditions, les bobines sont soumises à des contraintes 

particulières dues à la répartition non linéaire de la tension transitoire le long des spires formant  

les enroulements, car les convertisseurs statiques imposent des fronts de tension très raides qui 

correspondent à des dV/dt très élevés, entrainant ainsi un vieillissement/dégradation prématuré 

de l’isolation dont la conséquence est l’augmentation de la probabilité d’apparition des défauts. 

Ainsi, il est cruciale de développer des outils conduisant à la détection/évaluation de l’état de 

santé de l’isolation avant l’apparition de défaut afin d’éviter l’arrêt de la machine.   

Aujourd’hui, face à l’augmentation constante de la demande en termes de performances 

des composants électromagnétiques, le recours aux outils de simulation est de plus en plus 

important. Il est donc nécessaire de développer des outils de modélisation toujours plus précis et 

fiables. Les outils de modélisation sont basés sur la  résolution des  équations de Maxwell et des 

équations de conservation du courant/tension tout en tenant compte de la complexité de la 

géométrie, et des phénomènes physiques prépondérants mis en jeu. Les approches de résolution 

peuvent êtres analytiques moyennant des hypothèses simplificatrices parfois réductrices, semi-

analytiques ou numériques pouvant intégrer des domaines à géométries complexes (formes, 

régions minces ou filaires), et les relations constitutives des matériaux. La méthode numérique la 

plus souvent utilisée est la méthode des éléments finis. Elle s’est en effet imposée comme un 
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outil efficace pour la résolution numérique des problèmes électromagnétiques. Outre la méthode 

des intégrales de frontières, la méthode semi-analytique concerne les circuits électriques couplés 

en bidimensionnel, et sa version tridimensionnelle « Partial Element Equivalent Circuits » 

(PEEC). 

        L’objectif principal de notre travail est l’élaboration et la mise en œuvre de modèles 

électromagnétiques dédiés au calcul des paramètres résistances (R), inductances propres(L) et 

inductances mutuelles (M) et capacités (C), du matériel bobiné alimenté par convertisseur dont la 

commutation met en jeu des gammes de fréquences allant de quelques dizaines de Hertz a 

quelques dizaines de MEGA Hertz. En présence des hautes fréquences, les phénomènes d’effets 

de peau et de proximité entres spires jouent un rôle prépondérant sur les variations des 

paramètres (RLM). Dans ce contexte de hautes fréquences, deux approches sont développées, la 

première utilisant la méthode des éléments finis est basée sur un couplage fort entre les équations 

du champ magnétiques exprimées en terme de potentiel vecteur magnétique et les équations de 

conservation de la densité de courant (modèle couplé magnétique-densité de courant (A-J)) pour 

le calcul des paramètres (RLM) associés aux systèmes bobinés multiconducteurs-isolants. La 

résolution du modèle électrostatique nous conduira au calcul des capacités inter-spires et spires-

masse à partir de l’énergie électrostatique.  

La seconde approche est basée sur l’utilisation de la méthode des éléments finis dans les 

régions non conductrice en association avec la méthode semi-analytique « Partial Element 

Equivalent Circuits » (PEEC) dans les enroulements conducteurs. La méthode (PEEC) a montrée 

d'excellentes performances dans le cadre de la modélisation de structures bobinées de formes 

complexes particulièrement de géométries tridimensionnelles (3D), par comparaison à la 

méthode des éléments finis.  

  Les applications conduites concernent deux volets, le premier volet porte sur le calcul des 

paramètres (RLMC) pour une gamme de fréquences, des systèmes multiconducteurs isolés des 

machines électriques aussi bien dans des conditions d’isolation saine que d’isolation dégradée. 

Le second volet présente la mise en œuvre du schéma électrique distribué utilisant les paramètres 

(RLMC)  permettant la simulation en vue de connaitre la distribution transitoire de la tension le 

long de l’enroulement alimenté par des fronts de tensions très rapides. Une analyse des variations 

des paramètres notamment capacitifs et des signaux de tension à travers la (FFT) Fast Fourier 

Transformation, permet d’extraire des indicateurs de dégradations de l’isolation exploitable dans 

le cadre du diagnostic prématuré.  
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Le manuscrit de thèse est divisé en cinq  chapitres : 

Le premier chapitre traite un état de l’art et enjeu du calcul des paramètres résistance, 

inductance et capacité (RLC) dans les systèmes électromagnétiques .Nous présentons ainsi  les 

principales approches proposées dans la littérature pour modéliser le comportement haute 

fréquence des bobinages des machines électrique. 

 
Le deuxième chapitre est consacré à la modélisation électromagnétique basée sur la 

résolution des équations de Maxwell en adoptant la méthode des éléments finis et au 

développement d’une technique de couplage des formulations magnétodynamiques 3D avec les 

équations de circuit électrique.  

 
Le troisième chapitre présente les méthodologies de calcul des paramètres RLC en hautes 

fréquences. Dans un premier temps, nous présentons les méthodes de calcul analytiques. Pour 

tenir compte de l’effet de peau et de proximité, on fait appel à des méthodes numériques basées 

sur la modélisation électromagnétique.  

 

Le quatrième chapitre est dédié à la modélisation et au calcul  des paramètres RLC du 

schéma électrique équivalent d’un système multiconducteur 3D, en utilisant l’approche semi-

analytique PEEC. Par la suite, nous nous intéressons à la présentation de la formulation éléments 

finis φ−0T  et son couplage avec la méthode PEEC. Ensuite nous présenterons la formulation en 

potentiel vecteur électrique associée aux arêtes des éléments (T-arête) pour la modélisation des 

courants de Foucault dans des régions conductrices et non-magnétiques, puis le couplage de cette 

formulation avec la méthode PEEC. 

 

        Le cinquième chapitre est consacré à la validation des différents paramètres résistances, 

inductances propres et inductances mutuelles et capacité d’une part et d’autre part la mise en 

œuvre du schéma électrique équivalent d’un système multiconducteur dans le but d’analyser la 

distribution transitoire de la tension le long des conducteurs dédiée aux activités de détection de 

la dégradation de l’isolation. 

 

        Finalement, une conclusion générale sera présentée et des perspectives seront abordées. 

 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Chapitre I 
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I.1 Introduction 

 

Les dispositifs électromécaniques et les machines électriques en particulier jouent de nos 

jours un rôle important dans toutes les applications industrielles d’entraînements électriques,  les 

machines outils, les convoyeurs, l’aéronautique, la propulsion marine, les transports ferroviaires, 

les stations de pompages,… etc. Assurer la disponibilité et la sûreté de fonctionnement de celles-

ci est une tache fondamentale. Il est donc nécessaire de développer des systèmes permettant de 

détecter et d’évaluer l’état de santé de ces dispositifs en vue d’assurer leur continuité de 

fonctionnement à travers la mise en place de programmes de maintenances préventive et 

corrective [Casimir  2003], [Phuong  2007].  

Dans une machine électrique, les milieux auxquels une attention particulière doit être 

portée sont les enroulements électriques dans lesquels l’isolation couvre un caractère primordial 

dans la construction et l’utilisation de celle-ci. Une des principales causes de défaillances des 

machines électriques est la dégradation de l’isolation des enroulements électriques provoquant 

des pannes en service. La dégradation de cette isolation est due aux différentes contraintes 

électriques, thermiques, mécaniques et environnementales [Yoshida 1986], [Oykoge 2000], 

[Radja 2012], [Radja 2013]. 

 

La qualité de l’isolation des enroulements statoriques des machines électriques alimentées 

par des convertisseurs statiques modernes est un facteur important de leur fiabilité. Les 

enroulements de ces machines sont soumis à des contraintes particulières, la répartition de la 

tension dans les enroulements se fait d’une manière non uniforme car les convertisseurs statiques 

imposent des fronts de tension très raides qui correspondent à des dV/dt très élevés. Ces fronts de 

tension sont à l'origine de régimes transitoires rapides et donc de champs électriques inter-spires 

intenses qui peuvent initier un processus de  dégradation du système d'isolation électrique (SIE) 

[Hwang 2005], [Fu 2004]. 

 

Pour détecter efficacement les ruptures de l’isolation qui apparaissent au niveau du 

bobinage statorique, il est nécessaire de connaitre le mécanisme qui les provoque. 

L’enchainement le plus fréquent débute par une rupture de l’isolation entre deux conducteurs, 

dans une encoche où au niveau des tètes de bobines. Le contact électrique ainsi créé provoque 

une surintensité importante dans le nouveau circuit et entraine un échauffement localisé 

principalement au niveau de point de rupture de l’isolation. La contrainte thermique 

supplémentaire subie par le système d’isolation, provoque une extension du défaut initial. Ce 
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phénomène instable correspond à un emballement thermique qui peut être rapide provoquant 

ainsi la destruction de l’isolation de l’encoche. Donc, il est très intéressant d'analyser le 

comportement en haute fréquence des enroulements, en fonction de l’application voulue 

(diagnostic ou commande de la machine). Ce comportement dépend directement des paramètres 

électriques élémentaires; résistances, inductances et capacités. 

 

Le but de ce chapitre est, dans un premier temps, d’apporter quelques rappels sur la 

constitution des enroulements statoriques dans les machines électriques et de présenter les 

différents types de défauts qui peuvent apparaître en explicitant leurs causes et leurs  

conséquences. Dans une machine électrique, les milieux auxquels une attention particulière doit 

être portée est l’isolation des enroulements qui couvre un caractère primordial dans la 

construction et l’utilisation de celle-ci. Une des principales causes de défaillances des machines 

électriques est la rupture ou la dégradation de l’isolation des enroulements statoriques 

provoquant des pannes en service. La dégradation de cette isolation est due aux différentes 

contraintes électriques, thermiques, mécaniques et environnementales. Par la suite, nous nous 

somme intéressé à la présentation d’un modèle RLC (résistance, inductance, capacité) à éléments 

discrets pour modéliser les conducteurs, capable de prédire la distribution de la tension inter-

spires et entre spire-masse d’une bobine en fonction des données géométriques et physiques qui 

la caractérisent. La détermination des paramètres constitutifs du modèle s’appuye sur des 

méthodes analytiques, numériques et des mesures. 

 

I.2 Constitution des enroulements statoriques des machines électriques 

 

D'une façon générale, un enroulement est constitué d'un ensemble de conducteurs entourant un 

noyau magnétique. Ces conducteurs peuvent être bobinés sur une ou plusieurs couches. Chaque 

couche sera donc constituée d'un assemblage de spires. Le bobinage statorique est constitué de 

deux parties (Figure I.1) : les conducteurs d’encoches et les têtes de bobines. Les conducteurs 

d’encoches permettent de créer dans l’entrefer le champ magnétique à l’origine de la conversion 

électromagnétique. Les têtes de bobines permettent, quant à elles, la fermeture des courants en 

organisant la circulation judicieuse des courants d’un conducteur d’encoche à l’autre. L’objectif 

est d’obtenir à la surface de l’entrefer une distribution de courant la plus sinusoïdale possible, 

afin de limiter les ondulations du couple électromagnétique [Bachir 2002], [Schaeffer 1999]. 
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Figure I.1:Enroulements statoriques d’une phase d’une machine à 4 pôles [Schaeffer 1999] 

Mise en séries 
des sections 

Spires en court-
circuit 

Empilement de tôles 
magnétiques 

Seconde paire de 
pôles de la phase C 

Tête de bobines 

Prises intermédiaires de 
court-circuit 

Première paire de 
pôles de la phase 

C 

Sections 

        Les enroulements statoriques peuvent être insérés de manière imbriqués, ondulés ou encore 

concentriques. Pour les machines de grande puissance (≥100 kW), les enroulements sont faits de 

méplats de cuivre de différentes sections insérés directement dans les encoches. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        L’isolation entre les enroulements électriques et les tôles d’acier s’effectue à l’aide de 

matériaux isolants de différents types suivant l’utilisation de la machine. Pour des raisons 

techniques de mise en œuvre, et pour limiter les effets pelliculaires, les conducteurs statoriques 

sont réalisés en fil de cuivre isolé de petite section. L’isolation est assurée par une résine 

protectrice dont les qualités d’isolation et de tenue à la chaleur déterminent en grande partie 

l’utilisation électrique possible de la machine. Dans certaines machines, on peut aussi trouver 

plusieurs sections par encoche, les sections pouvant appartenir à des phases différentes. Une 

isolation supplémentaire peut être rajoutée pour améliorer le mur isolant entre les phases 

[Schaeffer 1999].   

 

        Calé dans les encoches, le bobinage est englué dans un vernis qui le maintient collé, tout en 

améliorant l’isolation électrique. Une petite cale supplémentaire aide au blocage des conducteurs 

dans les encoches Figure I.2. 
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Figure I.2 : Noyau et enroulements du stator d’un moteur de quelques 
mégawatts, montrant la complexité des  têtes de bobines 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.2.1 Différents types de bobinage 

 

I.2.1.1 Bobinage filaire «aléatoire» 

 

Pour les machines de puissance relativement faible de quelques kW à quelques MW en 

moyenne tension, il s’est avéré économiquement plus intéressant d’utiliser un bobinage filaire en 

cuivre émaillé. Le fil émaillé est soit enroulé directement dans les encoches statoriques, soit sur 

un gabarit spécifique, puis monté sur le stator, comme le montre la Figure I.3.  

 

 

Figure I.3 : Bobinage filaire d’un stator [Liu 2008] 

 

Pendant la phase d’enroulement, les spires s’empilent les unes sur les autres, mais il est 

impossible de garantir un positionnement précis des spires consécutives d’une même bobine. On 

parle alors d’un bobinage aléatoire (random winding). Donc, deux conducteurs adjacents ne 
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correspondent pas forcément à deux spires consécutives Figure I.4. En conséquence, ils doivent 

supporter une différence de potentiel importante égale à nδU, où n est le nombre de spires en 

série entre les deux fils adjacents et δU la chute de tension le long de chaque spire [Liu 2008]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.4 : Positions aléatoires des conducteurs d’un bobinage filaire dans l’encoche 

 

Dans ce type de bobinage, le court-circuit entre spires est le plus fréquent. Cela est dû à la 

faiblesse de l’isolation apportée par l’émail qui peut avoir été altérée par les opérations 

d’enroulement des spires ou par l’insertion des bobines dans les encoches [S-Michel 2001]. 

 

I.2.1.2 Bobinage formé 

 

Les machines de forte puissance possèdent généralement un bobinage réalisé par une mise en 

série ou en parallèle de faisceaux ou de barres rigides, dont la forme est obtenue par pliage et torsion 

à froid de conducteurs de cuivre. Cette configuration est appelée bobinage formé (form-wound coils). 

On appelle parfois ce type de bobinage « barres Roebel » [Liu 2008]. 

Pour les machines de puissances inférieures à 50 MW, les spires d’un faisceau sont 

préfabriquées à l’aide d’un long brin de cuivre de section rectangulaire isolé. Contrairement au 

bobinage filaire, une attention particulière est donnée au positionnement des spires, de sorte que 

chaque paire de spires adjacentes présentent la plus faible différence de potentiel. La géométrie 

des faisceaux ainsi formés garantit un flux coupé identique pour chacune des spires du faisceau 

et leur insertion aisée dans les encoches statoriques, avec très peu de manipulation, en 

minimisant le risque d’abîmer l’isolant Figure I.5 [Ferdjellah 2015]. 

 

 

Isolation de spire 

Isolation de masse 

Circuit magnétique 
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Pour les machines de puissances supérieures à 50 MW, la section importante des spires 

utilisées ne permet plus le pliage des demi-boucles des têtes de bobine. On utilise alors des barres 

droites de section plus importante, dont les brins sont imbriqués de façon à ce que chacun embrasse 

plus ou moins le même flux. Les barres sont mises en série ou en parallèle par brasage à l’aide 

d’anneaux de cuivre isolés au lieu des têtes de bobine.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

A : Conducteur de cuivre.        B : Isolation de l’émail        C : Bande d’étanchéité.       

D : Isolation de masse.             E : Ruban du mica.              F : Renforcement entre tètes de bobine.        

G : Cale entre plans et cale d’encoches.                               H : Couche conductrice. 

 

Figure I.5 : Bobinage formé et composition de son système isolant 

 

Les dimensions géométriques de ce type de bobinage sont précisément connues. Si en plus 

on dispose des caractéristiques des matériaux isolants utilisés, on peut envisager la modélisation 

fine du système isolant global et donc la simulation de son comportement en présence d’une 

excitation en haute fréquence pour analyser la propagation de l’onde de tension dans les 

conducteurs et dans les isolants entre spires et entre spires et masse. 

 

I.2.2 Schéma de bobinage 

 

        On peut effectuer le bobinage d’une machine tournante de plusieurs façons, mais on utilise 

habituellement trois types d’enroulements : l’enroulement imbriqué, l’enroulement concentrique 

et l’enroulement ondulé. Selon les avantages qu’il présente dans certaines applications. 

L’enroulement imbriqué s’emploie généralement pour le bobinage des stators des moteurs de 

quelques dizaines de kilowatts et plus (Figure I.6). Dans le cas des petits moteurs (asynchrones), 
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Figure I.7 : Enroulement concentrique triphasé  

 

B’ A 
B 
C 

   Figure I.6 : Enroulement imbriqué triphasé 

on utilise généralement l’enroulement concentrique (Figure I.7). L’enroulement ondulé est idéal 

pour les rotors des moteurs asynchrones à rotor bobiné [Bouchard 1997].   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.2.2.1 Enroulements triphasés à deux couches   

 

Ils sont appelés aussi enroulements à deux étages. Dans ces bobinages, chaque encoche 

comporte deux groupes de conducteurs identiques (de même section et en même nombre) qui 

sont disposés l’un au-dessus de l’autre. Le premier avantage de cet enroulement est que les têtes 

des sections forment un ensemble très régulier. Il est plus facile à brider (cas du stator de toutes 

les machines de forte ou très forte puissance où des efforts considérables peuvent s’exercer sur 

les têtes de bobines, en cas de court-circuit notamment). Le second avantage est la possibilité de 

former des sections à pas raccourci et de réduire ainsi certains harmoniques [Seguier 1977]. 
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Figure I.9: Structure d’un système d’isolation d’un bobinage formé dans une encoche 

Isolation de masse 

Isolation entre spire 

Isolation entre brins 

Cale d’encoche 

 Figure I.8 : Enroulement imbriqué à deux couches 

On utilise généralement un enroulement de type imbriqué double couche pour le stator des 

moteurs asynchrones de moyenne et de grande puissance. La Figure I.8 permet d’observer la 

disposition de ce  type de bobinage.   

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Pour chaque phase on trouve les mêmes conducteurs dans les mêmes encoches parcourus par le 

courant dans le même sens. Les connexions ne sont représentées que pour la phase A, pour les 

autres elles sont les mêmes à 120° et 240°.  

 

I.2.3 Système isolant dans une encoche 

 

Le Système d’Isolation Statorique (SIS) est constitué de l’isolation entre brins, isolation entre 

spires et de l’isolation de masse. La structure d’un système isolant d’un bobinage formé dans une 

encoche est illustrée par la Figure I.9 : 
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Figure I.10: Localisation des défauts 
statoriques 

a. Court-circuit entre spires  b. Court-circuit entre phases c. Court-circuit entre phase et neutre 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

- L’isolation entre brins doit supporter une faible tension, de quelques volts, mais elle subit des 

contraintes mécaniques et thermiques très importantes. Elle est soumise à des températures 

très élevées et subit un écrasement et des vibrations entre brins dus à une répartition non 

uniforme du champ magnétique dans les encoches statoriques. 

- L’isolation entre spires doit supporter des tensions plus importantes, de quelques centaines de 

Volt et elle doit permettre l’évacuation des pertes joules, ce qui n’est pas toujours évident car 

les caractéristiques électriques et thermiques sont souvent antagonistes. Cette isolation est 

réalisée par une bande souple et sèche à base de cristaux de mica et d’un liant en résine 

polyester [Ferdjellah 2015]. 

- L’isolation de masse subit des contraintes électriques et mécaniques plus importantes que 

l’isolation inter-spires. Donc elle doit présenter une rigidité diélectrique plus importante. De 

ce fait, elle est généralement plus épaisse que les autres composantes du système isolant. 

L’isolation de masse est constituée, en général, d’un assemblage de matériaux isolants 

organiques à base des polymères (Nomex, Mylar, …). 

 

I.3 Défaillances des enroulements dans les machines électriques  

 

Les défauts qui sont les plus récurrents, localisés au niveau du stator, peuvent être définis 

comme suit : court-circuit entre spires d’une même phase, court-circuit entre phases, coupure 

d’une phase, défaut d’isolation avec le circuit magnétique et défaut de l’isolation de masse. 

La Figure I.10 présente les différentes localisations des défauts qui peuvent se produire 

dans le stator. 
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I.3.1 Origines de défauts des enroulements statoriques 

 

La plupart des défauts de l’enroulement statoriques peuvent être d’origines diverses : 

mécaniques, électriques, thermiques et environnementales. Donc leurs causes sont multiples et 

peuvent se classer en trois groupes [Casimir 2003],  [Devanneaux 2003], [Nakamura 2006]:  

 

• Les générateurs de pannes ou initiateurs de défauts: surchauffe du moteur, défaut 

électrique (court-circuit), survoltage d’alimentation, problème d’isolation électrique 

• les amplificateurs de défauts: surcharge fréquente, vibrations mécaniques, 

environnement humide, échauffement permanent, mauvais graissage, vieillissement, etc. 

• Les vices de fabrication et les erreurs humaines: défauts de fabrication, composants 

défectueux, protections inadaptées, mauvais dimensionnement de la machine…etc. 

 

I.3.1.1 Effet de la température  

  

        Durant le fonctionnement de la machine, la température augmente à cause des différentes 

pertes (pertes fer, pertes par hystérésis et courants de Foucault et pertes diélectriques). Cependant, 

une mauvaise évacuation des pertes augmente excessivement l’échauffement de la machine 

[Lateb 2006], [Kheldoun 2007]. Les contraintes thermiques jouent un rôle très important car 

elles influencent directement sur la durée de vie des isolants.  

 

I.3.1.2 Effet de la poussière  

 

        La poussière limite les échanges thermiques entre la machine et son milieu ambiant. En ce 

déposant sur les isolants et en particulier les têtes des bobines, elle augmente leurs résistivités 

thermiques en provoquant une mauvaise évacuation de la chaleur entraînant ainsi une  

augmentation de la température.    

 

I.3.1.3 Effet de l’humidité  

 

        L’humidité attaque les composantes mécaniques et électriques, elle provoque la corrosion 

des pièces métalliques (roulements, encoches,…) et accélère le vieillissement des isolants en 

pénétrant dans sa structure moléculaire. Cela à pour conséquent d’accélérer l’oxydation de 

l’isolant et de diminuer sa rigidité diélectrique, et donc accélérer son vieillissement.  
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I.3.1.4 Effet des vibrations  

 

        Les vibrations sont des effets indésirables qui induisent une fatigue prématurée des 

composants de la machine et des risques de dysfonctionnement, mais aussi une gêne auditive 

qu’il faut réduire. Pour cela il est nécessaire d’identifier les sources de vibrations ainsi que les 

moyens permettant de réduire ces phénomènes [Lateb 2006]. Dans les machines électriques les 

vibrations provoquent des frottements entre les isolants et le circuit magnétique. 

 

 I.4 Vieillissement de l’isolation des machines électriques 

 

 Dans les enroulements électriques, le milieu auxquels une attention particulière doit être 

portée en dehors des conducteurs est l’isolation des enroulements qui couvre un caractère 

primordial dans la construction et l’utilisation des machines électriques. Une des principales 

causes de défaillances des machines électriques est la rupture ou la dégradation de l’isolation des 

enroulements statoriques provoquant des pannes en service [Yoshida 1986].  Le diagnostic de 

l’isolation électrique est aujourd’hui un enjeu industriel majeur, les contraintes très fortes en 

disponibilité de certaines machines électriques nécessitent la mise en œuvre de stratégies de 

maintenance préventives et/ou correctives. Elles consistent essentiellement à programmer l’arrêt 

des machines pour la vérification et la remise en état des isolants électriques (rebobinage). Cette 

programmation nécessite d’estimer l’état d’avancement, normal ou anormal, du vieillissement 

des isolants avant l’apparition de défaut afin d’éviter l’arrêt de la machine. Il est donc nécessaire 

d’analyser les contraintes subies par le système d’isolation électrique (SIE).    

 

I.4.1 Contraintes principales 

 

Dans les machines électriques on emploie différents matériaux isolants qui sont destinés à 

isoler les pièces sous tension des autres pièces de la machine. Pour cette raison ce que l’on 

exigera surtout des matériaux isolants, c’est une rigidité diélectrique élevée. Vu que les isolants 

des machines travaillent à températures élevées, sous contraintes mécaniques et sont soumis à 

l’action de l’humidité atmosphérique et dans certains cas à l’action de différents agents 

chimiques. Trois catégories principales de contraintes agissent sur l’isolation d’un matériel 

pendant le service : contraintes diélectriques, contraintes mécaniques et contraintes thermiques 

[Coello 1993]. 
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I.4.1.1 Contraintes diélectriques  

 

        La contrainte diélectrique d’un matériau est la valeur maximale du champ électrique que 

l’on peut lui appliquer sans que se produise une dégradation irréversible de ses propriétés 

diélectriques. Dans le problème de la tenue aux contraintes diélectriques, il faut distinguer deux 

sortes de phénomènes qui influent de façons très différentes sur le comportement de l’isolation : 

- la contrainte diélectrique normale en service. 

- les surtensions accidentelles de brève durée qui peuvent apparaître de temps en 

temps aux bornes de l’appareil. Ces surtensions sont le plus souvent d’origine 

atmosphérique, ou dues à des régimes transitoires consécutifs.  

 

I.4.1.2 Contraintes mécaniques  

 

        Dans tous les matériels, les  isolants solides ont à transmettre les efforts qui s’exercent entre 

les conducteurs actifs ou entre ceux-ci et l’isolant. Les isolations devront pouvoir supporter, 

d’une part, les efforts mécaniques normaux et permanents résultant du fonctionnement et, d’autre 

part, des efforts exceptionnels et de brève durée dont les plus dangereux sont engendrés par les 

courts-circuits. Les courants de court-circuit auxquels sont exposés les matériels, engendrent des 

efforts proportionnels au carré de l’intensité du courant. Ces efforts dépendent des 

caractéristiques des matériels.        

 

I.4.1.3 Contraintes thermiques  

 

        Les contraintes thermiques sont très importantes pour la conception et le vieillissement du 

matériel électrique, et particulièrement des isolants dont les propriétés diélectriques (permittivité 

relative, résistivité, facteur de dissipation diélectrique) dépendent de la température. Dans 

certains cas, si la tangente de l’angle de perte)( δtg augmente rapidement, un claquage thermique 

peut survenir. Il faut noter que tous les matériaux isolants dans l’industrie sont classés d’après 

leur température de fonctionnement dite classe d’isolation. Dans le domaine du vieillissement 

des matériaux, la loi d’Arrhenius est souvent utilisée pour prédire la durée de vie d’un matériau 

soumis à une contrainte thermique T1 à partir d’essais de vieillissements accélérés faits à une 

température T2 supérieure à T1, pour rester dans les durées d’essais raisonnables. Les prédictions 

ne sont valables que si la nature chimique des phénomènes est la même aux deux températures. 
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La loi d’Arrhenius repose sur le concept que la rapidité d’une réaction chimique, dépend 

de la fréquence des collisions entre les atomes qui interviennent dans cette réaction, en 

introduisant la notion d’énergie d’activation des matériaux. Cette loi exprime le taux de réaction 

chimique k [s-1] en fonction de la température absolue T [°K] [Savin 2013]. 
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Le facteur pré-exponentiel A[s-1] et l’énergie d’activation du matériau Ea[J/mol] 

représentent les deux paramètres empiriques de la loi d’Arrhenius qui doivent être déterminés 

expérimentalement par des essais à différentes températures. Le coefficient R est la constante de 

gaz parfaits qui vaut 8.314 [J/mol.K]. Pour caractériser le vieillissement des matériaux, le taux 

de réaction k est généralement remplacé par le concept « durée de vie » Tf  (time to failure).      
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I.4.2 Contraintes subies par les bobinages des machines alimentées en MLI 

 

Lorsque la machine est alimentée en MLI, les fronts de tension provoquent des 

phénomènes complexes qui dépendent de la machine, du convertisseur d’alimentation qui 

imposent des dV/dt très élevés et du câble qui relie ces deux éléments. Des études 

expérimentales à caractère industriel, mettant en œuvre des convertisseurs et des machines 

entière font apparaitre que les machines électriques alimentées par des convertisseurs statiques 

subissent un vieillissement accéléré de leur isolation [Werynski 2006]. De nombreuses 

publications montrent que le câble reliant la machine au convertisseur joue un rôle fondamental 

sur la valeur crête de la tension reçue par le bobinage. En effet, le phénomène de propagation des 

fronts le long du câble et de réflexion multiples à chaque extrémité sont à l’origine des 

surtensions brèves mais importantes [Petrarca 2004].  

 

Les contraintes auxquelles sont soumises les machines électriques mènent invariablement à 

l’apparition dans l’isolation inter-spires des bobinages de décharges partielles (DP) 

particulièrement nocives pour la longévité de la couche isolante. La présence de décharges 

partielles dans les vacuoles résiduelles d’air présentées dans le bobinage joue un rôle important 
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car elles provoquent une accélération nette du processus de vieillissement de l’isolation. Dans les 

machines basse tension alimentées en alternatif basse fréquence il n’y a pas de décharges 

partielles car habituellement la tension d’alimentation est inférieure au  seuil d’apparition des 

décharges partielles PDIV (Partial Discharge Inception Voltage). De plus, la répartition de la 

tension au sein du bobinage se fait d’une manière linéaire de façon qu’il n’y ait pas de spires 

soumises à des contraintes plus fortes que les autres. Pour ce type d’alimentation l’influence des 

capacités inter-spires est négligeable. Il n’en est pas de même lorsque la machine est connectée à 

un convertisseur statique fonctionnant en MLI qui impose des fronts de tension très raides et des 

phénomènes oscillatoires hautes fréquences dans les bobinages [Mihaila 2011]. Toutes ces 

contraintes contribuent au vieillissement de l’isolation et à un moment donné et à l’échelle 

macroscopique à la rupture  de l’isolation électrique. 

 

I.4.3 Mécanisme de la rupture de l’isolation 

 

Les bobinages des actionneurs électriques subissent des fronts raides (fort dV/dt) qui 

imposent des surtensions transitoires après chaque front et donc des champs électriques élevés à 

l’intérieur des bobinages. S'ils sont suffisamment intenses, ces champs électriques sont à 

l’origine de l’ionisation des vacuoles d’air présentés dans les systèmes d’isolation électrique 

(SIE) et provoquent l’apparition de décharges partielles (DP). Les DP entrainent un 

vieillissement très rapide des couches isolantes. Ce phénomène est très rapide car, tant que la 

couche isolante n’est pas percée, les charges déplacées par l’ionisation s’accumulent sur les 

surfaces isolantes et annulent le champ électrique qui a permis l’ionisation. Les DP sont 

caractérisées par la quantité d’électricité libérée par les décharges ∫idt exprimée en pico-

Coulombs. Donc, pour des formes géométriques simples comme des éprouvettes torsadées, la 

présence des DP est visible sur l’image du courant. L’impulsion de courant associée à chaque DP 

émet également une impulsion électromagnétique et un signal sonore provoqué par les 

phénomènes thermiques dans le gaz. Il est possible de localiser les DP respectivement avec une 

antenne HF de petite taille et avec un microphone directionnel : dans une machine, l’opérateur 

peut localiser les encoches ou les zones où l’activité liée aux DP est la plus importante. La 

Figure I.11 montre l’influence des DP sur la courbe du courant et leur évolution en fonction de  

temps de vieillissement. Les mesures ont été faites avec un niveau de tension de 800V efficace à 

une fréquence de 30 kHz, on voit nettement que le nombre des DP augmente rapidement et 

provoque une rupture de l’éprouvette après un temps assez court (38 minutes) [Werynski 2006], 
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Figure  I.11: Evolution de décharges partielles en fonction du vieillissement [Werynski 2006] 
Localisation des défauts statoriques 

[Mihaila 2011]. La contrainte principale réside dans la présence des décharges partielles lorsque 

le seuil d’apparition des décharges partielles PDIV est atteint ou dépassé. 

 

 

I.5 Méthodes usuelles de contrôle de l’isolation électrique  

 

          De telles méthodes sont indispensables pour apprécier l’état d’une isolation, soit qu’il 

s’agit d’une isolation neuve à titre de contrôle de fabrication, soit que l’on cherche à connaître le 

degré et la nature des dégradations subies après endurances, sur un matériel en service, après 

quelques années d’utilisation [Fournié 1990], [Pinel D2302]. Dans le cadre du contrôle 

(fabrication, réception, exploitation) effectué sur de nombreux matériels, les mesures électriques 

permettent d’établir le diagnostic d’une isolation ; depuis quelques années, des méthodes fondées 

sur la mise en œuvre des techniques physiques et chimiques se développent également. On 

s’efforce de déceler les défauts (particules métalliques, cavités, décharges partielles localisées, 

points chauds, produits de dégradation…etc.), de les identifier et finalement de les localiser... 

 

I.5.1 Mesures de facteur de dissipation diélectrique  

 

          L’augmentation progressive avec le temps de ce facteur de dissipation est liée étroitement 

à la dégradation chimique qui accompagne le vieillissement thermique des isolations. Elle peut 

conduire à une instabilité  thermique sur les matériels dont la dissipation diélectrique constitue la 

source principale des pertes [Pinel D2302], [Fournié 1990]. 
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I.5.2 Mesures de la résistance d’isolement       

 

          Cette méthode a été développée pendant le début du 20ème siècle, c’est la méthode la plus 

ancienne bien que largement utilisée pour évaluer la qualité de l’isolant entre les enroulements et 

la carcasse du moteur [Nabil 2004]. Elle est non-destructive dans des conditions normales de 

test, elle est réalisée en appliquant une tension continue d’amplitude inférieure à celle de l’essai 

diélectrique, elle vise à fournir un résultat en kΩ, MΩ ou GΩ. Cette résistance exprime la qualité 

de l’isolation entre deux éléments conducteurs et fournit une bonne information sur les risques 

de circulation de courants de fuite. Son caractère non-destructif la rend particulièrement 

intéressante pour le suivi du vieillissement des isolants durant la période d’exploitation d’un 

matériel ou d’une installation électrique. Elle peut ainsi servir de base à une maintenance 

préventive. Cette mesure est effectuée au moyen d’un contrôleur d’isolement, également appelé 

mégohmmètre. L’étude de la résistance d’isolement en fonction du temps ou de la tension 

appliquée peut apporter des connaissances utiles sur l’état d’une isolation [Fournié 1990]. Cette 

méthode est capable de détecter ce qui est infecté par la pollution et l’humidité, elle est 

également bonne pour la détection des défauts majeurs (importants).  

          Cette méthode est très sensible à la température et l’humidité, donc le test doit être 

effectué lorsque le moteur est hors service pour avoir une plus grande précision possible. Cette 

méthode nous renseigne seulement sur l’état de l’isolant entre phases et carcasse, mais ne donne 

cependant aucune information sur l’état d’isolation entre spires [Grubic 2008].   

 

I.5.3 Mesures de l’indice de polarisation    

 

          Dans l’industrie des machines tournantes, on utilise l’indice de polarisation IP pour 

caractériser l’état d’une isolation, on peut le définir à partir du rapport de la valeur de la 

résistance d’isolement relevée après 10 minutes d’application de la tension continue (1/3 de la 

tension nominale) sur la valeur relevée après une minute d’application [Taylor  2006], [Fournié 

1986], [Tallam 2007]. 

            

                         
uteàisolement

utesàisolement

R

R
IP

min1

min10=                                                                                                         (I.3)                               
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    Le Tableau I.1 nous donne une idée globale sur l’état de l’isolation en fonction de l’IP 

[Fournié 1986], [Nabil 2004]:  

Tableau I.1: Etat d'isolation en fonction de l'IP 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

I.5.4 Mesures des décharges partielles  

 

          Les mesures de décharges partielles constituent l’une des voies les plus fécondes pour 

explorer, de façon non destructive, l’état des isolations [Freisleben 1998], [Martínez 2005]. Le 

but principal du test est d’identifier  les machines qui nécessitent une maintenance d’enroulement 

statorique et les causes des détériorations. Pour se faire, il faut mesurer les pics des amplitudes 

des décharges partielles et leurs activités totales avec le temps, s’ils doublent chaque six mois 

donc la détérioration de l’isolant est proche. Pour localiser leurs activités, les expériences ont 

montré que le rapport des impulsions positives sur les impulsions négatives est un bon indicateur 

(signature des décharges partielles sur l’oscilloscope).  

        Si les impulsions positives sont deux fois plus grandes que les impulsions négatives, la 

détérioration aura lieu à la surface de mur isolant entre une phase et la carcasse ou bien sur la tête 

des bobines. La première indique alors qu’il y’a des joints qui ont lâché et la seconde indique la 

présence de la pollution. Par contre, Si les impulsions négatives sont supérieures aux impulsions 

positives, cela veut dire que la détérioration aura lieu à la surface du conducteur de cuivre [Stone 

1998]. 

        Les activités des décharges partielles d’un enroulement détérioré sont 30 fois plus 

importantes que celle d’un enroulement à l’état neuf [Stone 1996]. Le test des activités des 

décharges partielles peut être effectué soit si la machine est hors service ou bien durant le 

      Etat de l’isolation      La valeur de l’IP 

Dangereux           < 1 

Pauvre, l’isolation est trop humide ou vieillie ou 
polluée superficiellement. 

  
         < 1.5 

Douteux          1.5 – 2  

Assez bien          2 – 3  

Bien          3 – 4   

Excellent, on admet que l’isolation est très sûre 
et très propre. 

      
          > 4 

L’isolant est âgé sous l’effet thermique et il y a 
un risque de défaillance. 

       
         8>  
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fonctionnement normal, mais la plupart des utilisateurs préfèrent un test sous tension puisque la 

coupure du courant n’est pas nécessaire [Nabil 2004].  

 

I.5.5 Tests d’épreuve sous tension élevée (HiPot tests) 

 

        Afin de trouver les grandes défaillances dans l'isolation des enroulements, un test de haut 

potentiel (HiPot) est appliqué où la tension d’essai (AC ou DC) est supérieure à la tension 

nominale. Il faut que la carcasse soit mise à la terre, on applique alors une tension continue et on 

l’incrémente graduellement [Martínez 2005].  

Pour les machines qui sont rebobinées, cette tension est incrémentée par un facteur de 1.2 et 

même de 1.7. A chaque étape de l’essai, on mesure le courant de fuite et on dessine son allure en 

fonction de la tension appliquée, le résultat doit être une ligne droite. Une indication d’un défaut 

d’isolation, si lors de l’essai une pente raide ascendante est trouvée, dans ce cas le test doit être 

abordé immédiatement pour éviter le risque de défaillance des enroulements. Cette méthode 

révèle les défauts d’isolation entre les phases et la carcasse mais elle ne donne aucune idée sur 

l’état d’isolation entre spires [Grubic 2008]. 

 

I.5.6 Test de surtension (Surge test) 

 

          Ce type de test a été développé depuis plus 40 ans, il est le test le plus classique pour 

évaluer l’état  d’isolation des enroulements. Il peut détecter les défauts d’isolation entre phases, 

entre bobines et entre spires. Le test doit être effectué pour chaque phase. 

Le principe de ce test est d’appliquer une courte impulsion de courant à travers l’enroulement et 

d’après la loi de Lenz une différence de potentiel est induite aux bornes des spires [Grubic 2008]. 

Si l’isolant est dégradé ou endommagé et si la ddp est assez élevée, il y’aura naissance d’un arc 

entre les spires. Cet arc se traduit par un changement de la forme d’onde du courant. Ce test est 

effectué avec un générateur d’impulsion et un oscilloscope pour observer la forme du signal 

envoyé et enregistrer son évolution. Si un défaut existe, une inspection doit être effectuée pour le 

localiser, d’où la nécessité du démontage de la machine [Nabil 2004].   

 

I.6 Comportement électromagnétique des conducteurs 

 
Le principal effet observé dans un conducteur est son échauffement dû aux pertes Joules. 

En effet, tout conducteur se comporte comme une résistance. Prenons en compte les effets 
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magnétiques, la présence de densité de courant électrique engendre nécessairement un champ 

magnétique et donc une énergie magnétique. Dans ce cas, le conducteur se comporte aussi 

comme une inductance. En plus, si nous considérons le phénomène électrostatique, un effet 

capacitif apparait. Les conducteurs se comportent donc comme des circuits R, L, C. Toutefois en 

basse tension et pour les fréquences industrielles, l’effet capacitif peut être négligé. Par contre, 

lorsque la fréquence augmente plusieurs phénomènes appariassent comme l’effet de peau et de 

proximité. 

 

I.6.1 Effet de peau 

 

Le courant qui parcourt un conducteur crée un champ magnétique à l'intérieur de lui même. 

A partir d'une certaine fréquence, le courant résultant de ce champ n'est plus négligeable et il se 

superpose au courant initial. Le courant a alors tendance à se concentrer sur la périphérie du 

conducteur. Par conséquent, plus la fréquence augmente, plus la section réelle du conducteur est 

faible et la résistance du conducteur croit en fonction de la fréquence. L’effet de peau (Effet 

pelliculaire) apparait comme le montre la Figure I.12. 

 

 

 

 

 

 

      

 

L’effet de peau peut être calculé pour  n'importe quelle fréquence en traitant la profondeur 

de pénétration δ (Figure I.13) qui est donnée par [De Gersem 2002], [Weens 2006]: 

                                                                              

,                   
σµπ

δ
f

1=                                   (I.4)                                                                                                                                                                                                                                        

                                          

                    

                              

Avecµ ,σ  et f  sont respectivement la perméabilité magnétique, la conductivité 

diélectrique et la fréquence  

Figure I.13 : Epaisseur de peau  

r  δ  

Figure I.12 : Illustration de l’effet de peau  

Courant induit 

Courant appliqué  

Champ magnétique  
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I.6.2 Effet de proximité 

 

L’effet de proximité est un phénomène qui apparaît lorsque deux conducteurs sont 

suffisamment proches. Lorsqu'un second conducteur non alimenté, est placé à proximité du 

précédent qui est alimenté, un courant se développe dans ce second conducteur sous l'effet du 

champ magnétique créé par le premier Figure I.14. Le courant moyen reste nul puisque le 

conducteur n'est pas alimenté, mais cette circulation de courant, appelée effet de proximité, cause 

forcément des pertes à l'intérieur du conducteur. Le courant se répartit également sur la 

périphérie du conducteur mais le phénomène est différent de celui causée par l'effet de peau 

puisque le champ magnétique est créé par un autre conducteur et non pas par lui-même. Par 

conséquent, les phénomènes résistifs, inductifs et capacitifs dépendent non seulement du 

conducteur lui-même mais aussi à l’influence de l’autre conducteur. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Afin d’illustrer le phénomè.ne de l’effet de proximité nous présentons sur la Figure 1.15  le 

résultat d’une simulation numérique qui met en évidence cet effet. 

 

 

 

 

 

 

Figure I.15: Exemple de l’effet de proximité, densité du courant J (A/m2) 

 

 

 

Figure I.14 : Illustration de l’effet de proximité 

Champ magnétique  

Courant appliqué  

Courant induit  
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Figure I.16: Modèle à constantes localisées [Nguyen 2013] 
 

R   I in 

Uin Uout 

Iout 
L  

C/2 C/2 

R L  I in 

Uout 

Iout 

Uin C 

I.7 Modélisation du bobinage d’une machine électrique 

 

La modélisation du bobinage en vue de son diagnostic, nécessite de l’utilisateur une bonne 

compréhension des phénomènes physiques qui interviennent au sein du bobinage et de son voisinage. 

La modélisation est une tache relativement complexe qui nécessite des connaissances dans tous les 

domaines des sciences de l’ingénieur liées aux phénomènes électriques, chimiques ou 

électromagnétiques. L’utilisateur doit ensuite décider s’il est nécessaire de prendre en compte toutes 

les interactions des phénomènes avec l’isolation du bobinage ou bien d’en négliger certaines. Il doit 

également décider du degré de finesse et de la granularité avec lesquels les différents phénomènes 

sont pris en compte dans le modèle qu’il propose. En revanche, ses choix sont contraints par le temps 

de calcul et la précision recherchés. En fonction de l’objectif de la modélisation ou de l’étude, une 

variété de modèles a été proposée par les chercheurs. Chaque modèle dépend principalement de ses 

objectifs, c’est-à-dire des attentes de son utilisateur. Ainsi, un modèle sera très différent selon que 

l’objectif est l’étude quantitative du comportement ou bien la conception de la machine. 

 

I.7.1 Principales approches pour la modélisation du bobinage 

 

L’approche la plus pertinente pour la modélisation du bobinage des machines électriques 

est l’utilisation de modèles de circuit électrique équivalent RLC en partant des paramètres 

physiques et géométriques. Cependant, les modèles les plus simples négligent souvent les 

mutuelles entre les conducteurs et les effets magnétiques dans la machine. Nous présentons ci-

après les principales approches proposées pour la modélisation des enroulements. 

 

1.7.1.1 Modèle élémentaire à constantes localisées 

 

Ce modèle est constitué d’éléments constants R, L et C (Figure I.16), ne permet pas de 

prendre en compte de l’effet de peau et de proximité. Il ne laisse apparaître qu’une seule 

fréquence de résonance alors qu’il en existe plusieurs. Par conséquent, ce modèle n’est pas très 

bien adapté à l’étude en régime transitoire [Nguyen 2013]. 
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Figure I.18: Réseau R, L en échelle 
Localisation des défauts statoriques 

R1 L1 

R2 

R3 

R4 

L3 

L2 

Figure I.17: Modèle à constantes cascadées [Nguyen 2013] 
Localisation des défauts statoriques 

Uin 

I in 
R/N L/N  R/N L/N  R/N L/N  R/N L/N  

C/N C/N C/N C/N Uou

t 

I out 

1.7.1.2 Modèle à constantes cascadées 

 

Ce modèle est composé de plusieurs cellules en π identiques (Figure I.17) et fait apparaitre 

plusieurs fréquences de résonnance. Cependant, les paramètres sont constants et cela ne permet 

pas de prendre en compte de l’effet de peau et de proximité. L’inconvénient de ce modèle est la 

détermination du nombre de cellules  N et la complexité du circuit. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pour tenir compte de l’effet de peau une solution a été proposée par [Weens 2006], cette 

solution consiste à placer en parallèle des impédances R, L comme présenté sur la Figure I.18. 

Ceci met en évidence l’augmentation de résistance du conducteur avec l’augmentation de la 

fréquence. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.7.1.3 Modèle à constantes réparties 

 

Pour établir ce modèle, on considère un conducteur avec un potentiel de référence, on 

obtient facilement les relations entre les courants et les tensions si on considère sur la longueur 
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Figure I.19: Portion d’une ligne représentée par modèle à constantes réparties 
 

U(x) Ua 

Ia 

U(x+dx) Y.dx 

L.dx  

Ub 

I(x)  I(x+dx)  R.dx 

du conducteur des longueurs infinitésimales dx (Figure I.19). Ce type de modèle est appelé aussi 

ligne de transmission (Transmission Line Model). 

 

 

 

 

 

 

 

  
 
 
I.7.2 Modélisation HF du bobinage des machines électriques 
 

En raison de la prédominance du champ sinusoïdal en électrotechnique, et en particulier 

pour les machines électriques et les transformateurs, la caractérisation en fréquence est très utile. 

Le comportement haute fréquence des enroulements électrique dépend directement des 

paramètres élémentaires tels que les résistances, les inductances et les capacités, qui représentent 

les pertes dans les différents éléments. Dans un système de plusieurs conducteurs, il existe des 

interactions (ou influences) mutuelles (inductives et capacitives) entre conducteurs. De point de 

vue de l’étude des régimes transitoires, l’enroulement peut être considéré  comme un ensemble 

complexe comprenant des résistances, des inductances et des capacités. Pour simuler la 

distribution des tensions inter-spires et entre spire-masse d’une bobine, il faut réaliser un schéma 

électrique équivalent de la bobine et estimer les paramètres en haute fréquence. De nombreux 

travaux s’intéressent à l’impact des fronts raides sur les bobinages et proposent divers modèles 

prédictifs de la distribution des tensions inter-spires et entre spire-masse. Ces modèles peuvent 

être divisés en deux catégories selon la théorie sur laquelle sont basés : 

- Modèles basés sur la théorie des lignes. 

- Modèles RLC à éléments discrets.  

 

I.7.2.1 Modèles basé sur la théorie des lignes de transmission 

 

La théorie des lignes de transmission permet d’étudier les phénomènes de propagation le 

long d’un support de transmission. La théorie est décrite pour une partie élémentaire se 
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composant d’un ensemble de conducteurs en parallèle dans une encoche statorique comme la 

montre la Figure I.20 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Avec :   

             1R , 2R , 3R : Résistance de la spire 1, 2 et 3. 

      1L , 2L , 3L : Inductance propre de la spire 1, 2 et 3. 

             12M , 23M , 12M : Inductances mutuelles entre spires.  

             1mC , 2mC  , 3mC : Capacités entre les différentes spires et la masse. 

             12C , 23C , 13C : Capacités entre spires. 

 

Cette méthode est basée sur la résolution de deux équations différentielles couplées, 

appelées aussi équations des télégraphistes, liant tension et courant en un point du conducteur. 

Dans ce cas, les fils dans les encoches sont remplacés par un ensemble des lignes équivalentes. 

Ces modèles simulent le comportement temporel d’un bobinage entier en donnant la forme 

d’onde à l’entrée. La principale difficulté consiste à relever la tension sur chaque spire du 

bobinage lors d’un changement de la position relative des spires dans les encoches. La théorie de 

base de la ligne de transmission de l’ensemble multiconducteur est décrite pour une partie 

élémentaire se composant de trois conducteurs en parallèle [Yin 1989], [Oykoge 2000]. Les 

équations de la ligne de transmission représentent les pertes dans les conducteurs et dans les 

isolants. A partir des lois des nœuds et des mailles, nous sommes en mesure d'obtenir les 

équations de la ligne. Les équations du courant s’écrivent comme suit: 

 

Figure I.20 : Modèle d’une partie élémentaire de l’enroulement (03 conducteurs en parallèle) 

Entrée Sortie 
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L’équation (I.5) implique :  
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L’équation (I.6) peut se mettre sous forme matricielle : 

( )
( )

( ) 































++−−
−++−
−−++

−=
















3

2

1

323133231

232321221

131213121

3

2

1

v

v

v

dt

d

CCCCC

CCCCC

CCCCC

i

i

i

dx

d

m

m

m

             (I.7) 

 

Sous forme condensée, l’équation (I.7) s’écrit : 
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Les équations de la tension s’écrivent comme suit : 
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L’équation (I.9) implique:  
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L’équation (I.10) peut se mettre sous forme matricielle : 
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Sous forme condensée, l’équation (I.11) s’écrit : 

[ ] [ ][ ] [ ] [ ]I
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En régime harmonique, l’équation (I.8) et (I.12) s’écrivent comme suit :                                                                  
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En haute fréquence, on a : 

[ ][ ] [ ]dI
u

CL
2

1=                                                                                                  (I.14) 

Avec :  
rrrr

c
u

µεµµεε
==

00

1
   et  ]/[108

1 8

00

smc ⋅==
µε

 

Où [ ]dI  représente la matrice identité, u la vitesse de propagation et c la vitesse de la lumière. 

 

La modélisation d’un bobinage en ligne de transmission n’est pas tout à fait maitrisée, car 

la répartition des paramètres n’est pas identique dans les encoches et au niveau des têtes de 

bobines. 

 

I.7.2.2 Modèles RLC à éléments discrets 

 

L’utilisation de modèles à paramètres discrets RLC est l'approche la plus pertinente pour la 

modélisation de l’enroulement électrique en partant de ses paramètres physiques et 

géométriques. Cette approche consiste à diviser le bobinage en portions élémentaires et à leur 

affecter des paramètres discrets (résistance, inductance et capacité). Dans le bobinage des 

machines électriques elle propose de décomposer chaque spire de la bobine en deux parties et de 

les étudier séparément (Figure I.21) [Boucenna 2015]:  
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• Partie située dans les encoches dont le couplage capacitif est très important à cause de la 

proximité des conducteurs avec les parois d'encoche. dans cette partie, les courants de 

déplacements sont prédominants. 

• Partie située dans l'air où les têtes de bobine sont placées dans l'air et les conducteurs sont 

suffisamment éloignés de la culasse pour qu’il n’y ait aucun effet capacitif entre les 

conducteurs et le circuit magnétique. Dans cette partie, les courants de conduction et les 

effets magnétiques sont prédominants. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chaque conducteur dans l'encoche est modélisé par une cellule constituée d’une résistance Rs, 

d’une inductance propre Ls, d’une inductance mutuelle M te , d’une capacité Csm qui représente le 

couplage entre le conducteur et le circuit magnétique, d’une capacité Cte qui représente le 

couplage capacitif inter-spires et d’une résistance Rsm placée en parallèle avec Csm pour 

modéliser les pertes diélectriques. La partie dans l'air de la spire (têtes de bobines) est modélisée 

par une cellule composée d’une résistance Rst, d’une inductance propre Lst qui représente l'effet 

inductif dû à la demie-boucle formée par la tête de spire, d’une capacité Ctt qui représente le 

couplage capacitif inter-spires et d’une inductance mutuelle M tt pour introduire le couplage 

inductif entre les conducteurs (Figure I.22).  

Etant donné que chaque spire est composée d’un conducteur aller et d’un conducteur 

retour, la spire sera modélisée par deux cellules composées des éléments précédents. 

 

 

 

 

Figure I.21: Schéma descriptif de la partition d’une spire 
 

Partie dans le fer Partie dans l’air Partie dans l’air 

Conducteur  
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Figure I.22 : Schéma descriptif des couplages capacitifs et inductifs inter- spire 
 

La Figure I.22 représente le schéma descriptif des couplages capacitifs et inductifs entre spires. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

La  détermination des paramètres (RLC) du schéma électrique équivalent se fait en utilisant: 

- Méthodes analytiques. 

- Mesures. 

- Méthodes numériques. 

- Méthode semi-analytique. 

 

I.7.2.3 Détermination des paramètres RLC par méthodes analytiques 

 

La détermination des paramètres du modèle RLC dépend seulement des caractéristiques  

physiques du matériau et de la géométrie. Les méthodes analytiques s’appliquent à des 

conducteurs de formes simples (cylindrique ou parallélépipédique). Elles sont rapides et simples 

à mettre en œuvre. Les  méthodes analytiques sont également utilisées pour estimer l’influence 

des effets de peau et de proximité sur le calcul de la résistance aux fréquences élevées. 
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Figure I.26: Précision de mesure pour l’analyseur d’impédances Agilent 4294A 

I.7.2.4 Détermination des paramètres RLC par mesures 

 

La mesure des paramètres du modèle RLC s’effectue avec un analyseur d’impédance 

Agilent 4294A. La Figure I.26 issue de la documentation technique de l’appareil, permet de 

choisir  au mieux la fréquence pour faire les mesures. Plusieurs paramètres varient en fonction de 

la fréquence, donc les mesures doivent être faites avec une bonne précision sur une large plage 

de fréquence, notamment en hautes fréquences. Habituellement, une mesure est considérée 

bonne si la précision de mesure est située en dessous de 1%, or pour une fréquence supérieure à 

10 MHz la précision de mesure de l’appareil sort de la zone des 1% mais reste située dans la 

zone de 3%, ce qui demeure une précision acceptable [Mihaila 2011].  
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La zone gris foncée montre les limites des valeurs mesurées pour les capacités inter-spires. Pour 

une fréquence allant de 5 kHz à 10 MHz ces valeurs sont comprises dans la zone de 1% de 

précision et dans la zone de 3% pour une fréquence au-delà de 10 MHz. Les valeurs des 

inductances mesurées pour les bobines expérimentales sont situées dans la zone gris claire. 

 

I.7.2.5 Détermination des paramètres RLC par méthodes numériques  

 

Afin de tenir compte de l’effet de peau et de proximité et de toutes variations locales des 

pertes, on fait appel à des méthodes numériques telles que la méthode des éléments finis pour la 

détermination des paramètres du modèle RLCM. La méthode des éléments finis nécessite la 

connaissance des paramètres géométriques et physiques de l’encoche. Cette approche permet de 

déterminer les paramètres de chaque spire en prenant en compte leur position dans l’encoche. En 

réalité le schéma équivalent de la bobine statorique est très compliqué. Par exemple, une spire 

située à côté de la paroi d’encoche a une capacité spire-masse différente de celle située au milieu 

de l’encoche.  

Le calcul de la matrice capacité est basé sur la résolution numérique de l’équation 

électrostatique 2D en utilisant la méthode des potentiels, Chaque spire est placée à un potentiel 

connu. La résolution du modèle couplé magnétique-densité de courant (A-J) permet d’avoir les 

valeurs de résistances, inductances propres et mutuelles en régime harmonique. Chaque spire est 

définie comme une source de courant.  

 

I.7.2.6 Détermination des paramètres RLC par méthodes semi-analytiques 

 

La méthode PEEC est une technique qui transforme une structure tridimensionnelle en un 

circuit équivalent RLC. Cette méthode est relativement précise pour la modélisation des 

systèmes de conducteurs complexes. Elle a beaucoup d’intérêt pour la modélisation des 

interconnexions parce qu’on ne maille pas l’air entourant le dispositif. L’emploi de la méthode 

PEEC, nécessite une bonne connaissance de la structure de point de vue électrique et 

géométrique. L’hypothèse indispensable pour le calcule des éléments partiels des segments est 

que leur densité de courant soit uniforme. Dans le cas où le courant ne peut pas être considéré 

uniforme dans la section transverse du conducteur, il est nécessaire de subdiviser ce dernier afin 

que cette précédente hypothèse soit validée sur les subdivisions obtenues. Donc le maillage doit 

être conforme avec les variations des courants induits dans la section liés aux effets de peau et de 

proximité. La méthode PEEC utilise un maillage volumique pour la modélisation des effets 
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résistifs et inductifs, et surfacique pour les effets capacitifs. Cette approche permet de déterminer 

les paramètres de chaque spire en prenant en compte leur position dans l’encoche et permet de 

prédire les tensions inter-spires et entre spire-masse. 

 

I.8 Conclusion 

 

Dans ce chapitre, nous avons apporté quelques rappels sur la constitution des enroulements 

électriques, ensuite nous avons présenté les différents défauts apparaissant dans ces derniers. 

Cette étude nous a permis de mettre en évidence l’importance de la problématique du 

vieillissement du SIE des machines électriques alimentées par des convertisseurs qui imposent 

des ondes de tension à fronts raides. Elle montre que l’isolation inter-spires est la partie la plus 

vulnérable sur laquelle un effort de recherche particulier doit être accompli. Elle met également 

en évidence les contraintes supplémentaires qui réduisent la durée de vie de l’isolation des 

bobinages des machines alimentées en MLI. La contrainte principale réside dans la présence des 

décharges partielles lorsque le PDIV est atteint ou dépassé. Par leur construction, les isolants 

sont des produits complexes non homogènes donc difficile à modéliser, ce qui nécessite 

l’utilisation d’une méthode électromagnétique pour la modélisation de l’ensemble 

multiconducteur dans une encoche.  

Dans le chapitre suivant, nous allons nous intéresser à la modélisation électromagnétique 

basée sur la résolution des équations de Maxwell en adoptant la méthode des éléments finis et au 

développements d’une technique de couplage des formulations magnétodynamiques 3D avec les 

équations de circuit électrique.  
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II.1 Introduction 

 

La modélisation d’un dispositif électrotechnique consiste à établir une structure 

mathématique apte à décrire l’ensemble des phénomènes physiques électrique, magnétique, 

mécanique et thermique s’y déroulant en associant les lois décrivant le comportement électrique 

et magnétique des matériaux. Dans le domaine de l’électromagnétique, la distribution des 

champs électriques et des champs magnétiques est décrite par les équations de Maxwell. Les 

équations de Maxwell liant les grandeurs électriques et magnétiques spécifient que toute 

variation spatiale ou temporelle d’un champ électromagnétique en un point de l’espace entraîne 

ou est due à l’existence d’un autre champ au même point. Ces équations sont donc locales et sont 

valables dans n’importe quel système d’axes [Gardiol 1996]. 

 

La résolution des équations de Maxwell associées aux lois constitutives des matériaux et 

des conditions aux limites permet de déterminer les grandeurs locales (champs magnétique et 

électrique, densité de courant...) et d'en déduire des grandeurs globales (flux, intensité du 

courant...). Pour résoudre un tel problème, les formulations en potentiels sont alors introduites. 

Ces potentiels peuvent être de natures scalaires ou vectorielles (formulations en potentiel vecteur 

magnétique et potentiel scalaire électrique, et les formulations duales en potentiel scalaire 

magnétique et potentiel vecteur électrique). Il existe à ce jour plusieurs approches de résolution 

électromagnétiques adéquates parmi lesquelles, on peut citer : les approches analytiques, les 

approches semi-analytiques et les approches numériques. Le choix d’une méthode de résolution 

est intimement lié à la géométrie et aux caractéristiques de la structure considérée. Néanmoins, la 

majorité des problèmes de l’électromagnétisme sont complexes et leur résolution par des 

méthodes analytiques est quasiment impossible (à moins d’utiliser des hypothèses 

simplificatrices). En conséquence, il est nécessaire de recourir à des méthodes numériques qui  

transforment les équations aux dérivées partielles en des systèmes d’équations algébriques dont 

la solution fournit une approximation de l’inconnue en différents points situés aux nœuds du 

réseau géométrique correspondant à la discrétisation. Parmi ces méthodes, nous citons la 

méthode des différences finies, la méthode des éléments finis. La méthode numérique que nous 

utilisons pour la résolution du problème issu de la modélisation locale est celle des éléments 

finis. Cette méthode permet d’étudier des systèmes à géométrie complexe, contenant des milieux 

hétérogènes. 
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Dans ce chapitre nous nous intéressons à la présentation des équations de base de 

l’électromagnétisme dont les équations de Maxwell constituent le modèle de départ. 

L’association des conditions aux limites ainsi que les conditions de continuité donne des modèles 

complets qui nous permettent d’étudier le comportement du champ électrique et magnétique 

dans les dispositifs électromagnétiques. Puis, nous explicitons les formulations de la 

magnétodynamique en introduisant des potentiels scalaires et vecteurs (magnétique et électrique) 

qui s'intègrent dans la structure préalablement définie. Ensuite, nous nous intéressons à la 

présentation du couplage des formulations magnétodynamiques avec le circuit électrique. 

 

II.2 Equations électromagnétiques  

 

II.2.1 Equations de Maxwell  

 

        Les variations temporelles et spatiales des grandeurs électromagnétiques sont régies par les 

équations de Maxwell. Celles-ci s'appliquent sur les grandeurs électriques et magnétiques que 

sont : le champ magnétique H [A/m], le champ électrique E [V/m], l'induction magnétique B 

[T], l’induction électrique D[C/m2], les densités de courant J [A/m2] et les densités de charges 

électriques libres ρ [C/m3][Bastos 2003], [Bossavit 1991] [Hulin 1999]. 

 

ρ=⋅∇ D
rr

                     Théorème de Gauss-Maxwell                                 (II.1)  

0=⋅∇ B
rr

                       Loi de conservation de flux                                    (II.2) 

t

B
E

∂
∂−=×∇
r

rr
               Loi de Faraday- Maxwell                                        (II.3)  

t

D
JH c ∂

∂+=×∇
r

rrr
         Théorème d’Ampère-Maxwell                               (II.4)  

   

        A partir des équations (II.1) et (II.4), nous obtenons la loi de conservation de la charge                                                                                    

électrique : 

                              0=
∂
∂+⋅∇

t
Jc

ρrr
                                                                                       (II.5) 
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II.2.2 Relations constitutives des matériaux  

 

        Pour permettre un calcul du champ associé, dans un milieu donné, à une situation 

électromagnétique donnée, il convient d’ajouter aux équations (II.1–II.4) des relations 

constitutives qui préciseront les propriétés spécifiques du milieu étudié [Bossavit 1991], 

[Henneron 2004]:  

rBHB
rrr

+= µ                                                                                                (II.6) 

ED
rr

.ε=                                                                                                        (II.7) 

)(. BvEJJ sc

rrrrr
×++= σσ                                                                              (II.8) 

Oùµ ,ε etσ  représentent la perméabilité magnétique, la permittivité électrique et la conductivité 

électrique, qui peuvent dépendre du champ électrique( )E
r

 et du champ magnétique( )H
r

, de la 

température( )T , de la fréquencef  et de l’espace( )zyx ,, . 

vBJJ rcs

rrrr
,,, représente respectivement la densité de courant source dans les conducteurs, la 

densité de courant de conduction, l’induction magnétique rémanente des aimants permanents et 

la vitesse de déplacement.  

 

II.2.3 Conditions de passage  

 

Soient 1D  et 2D deux milieux de conductivité, de perméabilité et de permittivité différentes 

(Figure II.1). Au passage entre ces deux milieux, les grandeurs de champs subissent des 

discontinuités et, ne sont pas différentiables.  
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Figure II.1  : Interface entre deux milieux1D , 2D   
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Les relations entre les grandeurs électromagnétiques à l'interface, dites relations de 

transmission, s'écrivent: 

sKnHH =×− rrr
)( 21                                                                                     (II. 9) 

0)( 21 =×− nEE
rrr

                                                                                          (II.10) 

0)( 21 =⋅− nBB
rrr

                                                                                          (II.11) 

snDD ρ=⋅− rrr
)( 21                                                                                         (II.12) 

0)( 21 =⋅− nJJ
rrr

                                                                                           (II.13) 

Où ,sρ sK et n
r

 représente respectivement la densité surfacique de charge, la densité surfacique 

de courant et le vecteur unitaire. 

        Les équations (II-10) et (II-11) expriment successivement la continuité de la composante 

tangentielle du champ électrique et de la composante normale de l’induction magnétique. Il en 

est de même pour la composante normale de la densité du courant (II.13). Les équations (II-9) et 

(II-12) indiquent, quand à elles, la discontinuité de la composante tangentielle du champ 

magnétique et de la composante normale de l’induction électrique. 

 

II.2.4 Conditions aux limites spatiale et temporelle  

 

       Pour assurer l’unicité de la solution du système composé des équations de Maxwell, en 

tenant compte des lois de comportement, il est nécessaire d’imposer des conditions aux limites 

sur les champs (voir Figure II.2). 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Pour les conditions aux limites spatiales, on utilise la frontière Γ du domaine D  qui est 

décomposée en deux parties complémentaires HΓ et BΓ telles que HΓ U BΓ =Γ et HΓ ∩ BΓ =Ø. 

Figure II.2  : Conditions aux limitesHΓ et BΓ  

n
r
  BΓ

  

HΓ
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 Sur la frontière HΓ , les conditions aux limites imposées sont homogènes et s’énoncent sous 

formes suivantes : 

0=×
ΓH

nH
rr

                                                                               (II.14) 

0=⋅
ΓJ

nJ
rr

                                                                                            (II.15) 

0=×
ΓE

nE
rr

                                                                                           (II.16) 

0=⋅
ΓB

nB
rr

                                                                                                   (II.17) 

0=⋅
ΓD

nD
rr

                                                                                    (II.18) 

 

II.3 Espaces fonctionnels dans le domaine continu 

 

Afin de résoudre les équations de Maxwell dans un domaineD , que l’on supposera 

simplement connexe et ayant une frontièreΓ connexe, nous allons introduire des suites d’espaces 

fonctionnels qui constituent les domaines de définition des champs électriques et magnétiques. 

En électromagnétisme, on utilise principalement les opérateurs différentiels (∇
r

, ×∇
r

, ⋅∇
r

) qui 

sont le gradient d’une fonction scalaire, le rotationnel et la divergence d’un vecteur. 

 

II.3.1 Diagramme de Tonti 

 

À partir des deux suites de sous espacesi
HE et i

BE  (avec }{ 3,2,1,0∈i ), auxquels 

appartiennent les vecteursE
r

, H
r

, B
r

etJ
r

. Nous allons introduire la notion d’opérateurs adjoints 

qui va nous permettre d’établir un lien entre ces suites d'espaces. 

En appliquant les propriétés des opérateurs vectoriels (∇
r

, ×∇
r

, ⋅∇
r

), on peut écrire les deux 

relations suivantes : 

∫ ∫∫ Γ
Γ⋅⋅+⋅∇−=∇⋅

DD
fdnudDufdDfu )()(.)(

vr
                                        (II.19) 

∫ ∫∫ Γ
Γ⋅×+×∇=×∇⋅

DD
vdnudDuvdDvu )()(.)(

vr
                                       (II.20) 

L’opérateur adjoint du gradient est donc l’opposé de la divergence et l’opérateur adjoint du 

rotationnel est lui-même. Compte tenu des conditions aux limites dans les espacesi
HE et i

BE , les 

termes Γ⋅∫Γ fdnu .)( et Γ×∫Γ vdnv .)( s’annulent.  
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Les relations (II.19) et (II.20) deviennent: 

 

∫∫ ⋅∇−=∇⋅
DD

dDufdDfu )(.)(
vr

       avec     0
HEf ∈ et 2

BEu ∈                 (II.21) 

 

∫∫ ×∇=×∇⋅
DD

dDuvdDvu )(.)(
vr

       avec     1
HEu ∈ et 1

BEv∈                  (II.22) 

 
 

À partir de la relation (II.21), on constate qu'il y a dualité entre les espaces 0
HE et 2

BE . Le même 

raisonnement peut être appliqué aux espaces 1
HE et 1

BE ainsi qu'à 2
HE et 0

BE . La structure 

mathématique, définie par ces espaces, peut obtenir un grand nombre de systèmes d'équations 

aux dérivées partielles et peut être représentée par le diagramme de Tonti  (Figure II.3) [Tonti 

2002]: 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

II.3.2 Passage des champs aux potentiels  

 

En raison des fortes discontinuités de certaines grandeurs physiques aux interfaces entre les 

régions de matériaux différents, la résolution directe des équations en champ ),( EH
rr

 est très 

difficile voire impossible. Pour faciliter la résolution, ces équations en champ sont transformées 

en équations en potentiels. Les potentiels sont quant à eux continus. Les potentiels 

électromagnétiques sont introduits lorsque le rotationnel ou la divergence d’un champ 

électromagnétique est nul. Il existe plusieurs types de potentiel, parmi les quels, on peut citer le 

3
BE  

2
BE  

1
BE  

0
BE  

0
HE  

1
HE  

2
HE  

3
HE  

div 

rot 

-grad 

-grad 

rot 

div 

Figure II. 3 : Diagramme de Tonti représentant les structure duales 
limitesΓ et Γ  entremilieuxΩ ,Ω   
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potentiel vecteur magnétiqueA , le potentiel vecteur électriqueT , le potentiel scalaire électrique 

V et le potentiel scalaire magnétiqueφ   [Rachek 2007]. 

L'équation de conservation du flux (II.2) permet d'introduire le potentiel vecteur magnétique 

A
r

tel que : 

AB
rrr

×∇=  avec 0=×
ΓB

nA
rr

                                                                      (II.23) 

En utilisant les expressions (II.2) et (II.3), le champ électrique E
r

peut être exprimé en fonction 

du potentiel vecteur magnétique défini à un gradient près d'un potentiel scalaire électriqueV  tel 

que : 

 V
t

A
E ∇−

∂
∂−=

r
r

r
 et 0=

ΓH
V                                                                        (II.24) 

L’´equation de conservation de la densité de courant 0. =∇ J
rr

 implique l’existence d’un potentiel 

vecteur électriqueT  tel que : 

TJ
rrr

×∇=           1
HET ∈                                                                              (II.25)                           

Dans le cas magnétostatique en absence de source électrique 0=×∇ H
rr

 implique l’existence d’un 

potentiel scalaire magnétique φ  tel que :  

φ∇−=
rr

H             0
HE∈φ                                                                            (II.26)                                 

 

II.3.3 Conditions de Jauge 

 

 Les champs intervenant dans les équations de Maxwell ne sont définis qu'à un gradient 

près (champ à rotationnel), ou un rotationnel près (champ à divergence) ce qui justifie 

l’utilisation de jauges dans certaines formulations pour assurer l’unicité de la solution. Soient, 

,U W deux champs de vecteurs, les conditions de Jauge sont données par : 

0. =∇U                      (Jauge de Coulomb)                                                 (II.27) 

0. =
∂
∂+∇

t

u
KU         (Jauge de Lorentz)                                                    (II.28)  

 

II.3.4 Diagramme de Tonti appliqué à la  formulation magnétodynamique 

 

Dans la formulation magnétodynamique, on utilise deux types de potentiels : potentiels 

salaires (magnétique et électrique) et potentiels vecteurs (électrique et magnétique). On a vu 



Chapitre II      Formulations éléments finis des modèles magnétiques-électriques couplés en hautes fréquences 

42 
 

0
 

t∂
∂

 

V
 

E
 

rot

 B  

A
 

grad−
 

div
 

0
 

φφφφ
 

grad−
 

TH ,

 
rot
 

J
 

0
 

div
 

µµµµ
 

σσσσ
 

Figure II.4  : Diagramme de Tonti appliqué à la  formulation 
magnétodynamique 

que 0
HE∈φ , 0

BEV ∈ , 1
HET ∈  et 1

BEA∈ . Le diagramme de Tonti relatif à la formulation 

magnétodynamique est représenté sur la Figure II.4. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

II.4 Formulations magnétodynamiques tridimensionnel  

 

Dans le cas général, un problème magnétodynamique type se compose de régions 

magnétiques( )1Ω , de conducteurs massifs( )CΩ , de conducteurs bobinés et d’air( )0Ω comme 

représenté sur la Figure II.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dans la plupart des problèmes d’électrotechnique classique, le terme 
t

D

∂
∂
r

 qui représente les 

11, µµµµΩ  

σσσσµµµµ ,c

cΩ
 

00,µµµµΩ  

sJ  

BΓ  HΓ  

Figure II.5  : Problème type magnétodynamique 
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courants de déplacement est négligé. Dans ces conditions, les équations de Maxwell relative au 

problème magnétodynamique transitoire sont données par :       

               


















=⋅−

=×−

=⋅∇

=⋅∇

=×∇
∂
∂−=×∇

0)(

0)(

0

0

)(

)(

21

21

nHH

nEE

J

B

JH

t

B
E

c

rrr

rrr

rr

rr

rrr

r
rr

                                                                       (II.29)                            

Pour résoudre ces équations, on peut utiliser les formulations en champs E et H ou en 

potentiels. Dans la littérature, on distingue deux grandes familles de formulations [Abakar 2001], 

[Guérin 1994], [Lefèvre 2006]:  

• Formulations électriques : la variable principale est le champ électrique. 

• Formulations magnétiques : la variable principale est le champ magnétique. 

 

II.4.1 Formulations magnétodynamique en potentiel vecteur magnétique et potentiel 

scalaire électrique A-V 

 

En remplaçant le champ magnétique H
r

 et la densité de courant J
r

 par leurs expressions en 

fonction de A et V et en associant les lois de comportement du matériau, la forme locale du 

théorème d’Ampère (II.4) s’écrit : 

0))(
1

( =








∇+

∂
∂+×∇×∇ V

t

A
A

r
r

rrr
σ

µ
      1

BEA∈ et 0
BEV ∈                           (II.30) 

A cette équation s’ajoute la conservation de la densité de courant :  

0=























∇+

∂
∂−⋅∇=⋅∇ V

t

A
J

r
r

rrr
σ                                                                  (II.31) 

L’unicité de la solution de l’équation (II.30) doit être assurée par l’utilisation  de la condition de 

Jauge de Coulomb qui est introduite par pénalité en ajoutant le terme )( A
rrr

⋅∇∇− ν [Coulomb 

1981]. Le système d’équations à résoudre est le suivant :  













=























∇+

∂
∂−⋅∇

=








∇+

∂
∂+⋅∇∇−×∇×∇

0

0)())(
1

(

V
t

A

V
t

A
AA

r
r

r

r
r

rrrrrr

σ

σν
µ

                                     (II.32) 
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II.4.2 Formulations magnétodynamique en potentiel vecteur électrique et potentiel scalaire 

magnétique φ−T  

 

La combinaison du système d’équation (II.29) et (II.25), nous permet de déduire qu’il 

existe un potentiel scalaire magnétique φ  tel que :  

φ∇−=
rrr

TH             0
HE∈φ                                                                         (II.33)                                 

La combinaison du système d’équation (II.29), (II.25) et (II.33) on obtient à la formulation φ−T  

suivante : 

( )
0

(1 =
∂

∇−∂+






 ×∇×∇
t

T
T

φµ
σ

rr
rrr

                                                              (II.34) 

Pour assurer l’unicité de la solution, il faut ajouter une condition sur T. La condition 

utilisée est la jauge de Coulomb 0=⋅∇ T
rr

, donc le système à résoudre s’écrit comme suit : 

( )

( )







=∇−∇

=
∂

∇−∂+






 ×∇×∇

0.

0
1

φµ

φµ
σ

rr

rr
rrr

T

t

T
T

                                                             (II.35) 

Le potentiel vecteur électriqueT  représente la combinaison d’un terme source 0T  [Bui 2006] et 

d’un terme induit eT [Biro 1993]. Pour faciliter la compréhension, on devise le problème en deux 

sous problème :  

- Si l’épaisseur de peau est grande par rapport aux dimensions des conducteurs, les densités 

de courant sont pratiquement uniformes comme c’est le cas pour les conducteurs bobinés 

ou les régions filaires. Pour traiter ce type de conducteurs, la formulation φ−0T  (T0 est le 

champ source crée par les conducteurs (ou inducteurs) et il est bien adaptée en 3D, étant 

très économe en place mémoire. 

- Si l’épaisseur de peau est petite par rapport aux dimensions des conducteurs, l’effet de 

peau dans les conducteurs doit être pris en compte. Ces derniers sont alors considérés 

comme des régions massives. Dans ce cas la formulation φ−− 0TT  peut être utilisée.  

 

II.5 Couplage entre les formulations magnétodynamiques et les circuits électriques 

 

Pour la résolution des formulations magnétodynamique développées précédemment, il est 

nécessaire de connaître les termes sources. Dans la plupart des cas, on impose soit l'intensité du 
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Figure III.6  : Configuration type d’un circuit électrique 

courant soit la tension aux bornes de l'inducteur. Ce qui nécessite un couplage avec les  équations 

de circuit électrique.  

 

II.5.1 Modèle couplé magnétique-circuit électrique 

  

L’analyse des dispositifs électrotechniques, en particulier les machines électrique, est 

souvent conditionnée par les sources d’alimentation. Comme il est exprimé par les formulations 

en potentiel vecteur, le problème électromagnétique est déterminé par le courant qui circule dans 

les bobinages, lui même fonction de la tension appliquée sur le circuit électrique. En plus de 

l’inconnu potentiel vecteur magnétique, il existe une autre inconnue à déterminer qui est le 

courant. Dans les machines électriques, il existe deux types de conducteurs : conducteurs filaires 

et conducteurs massifs [De Gersem 2004], [Garcia 1999], [Chauveau 2001]. 

Le circuit électrique est constitué d’une résistance, celle des conducteurs du circuit, en 

série avec l’enroulement inducteur à l’origine du champ magnétique comme sur la Figure II.6. 

Le comportement de l’inducteur est décrit par les équations électromagnétiques qui relient la 

densité de courant au potentiel vecteur magnétique.  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

Le comportement du circuit électrique est donné par :  

 
t

RIU
∂

∂+= ψ
                                                                                            (II.36) 

Où :  

    U : Tension d’alimentation appliquée au circuit. 

    R : Résistance des conducteurs du circuit. 

    I : Courant qui le traverse. 

    ψ  : Flux magnétique engendré par l’inducteur. 
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Il existe une relation directe entre le courant I et la densité de courant J appliquée au problème 

électromagnétique : 

dSJI
cS

t.∫∫=                                                                                                 (II.37) 

L’équation magnétique en terme de potentiel vecteur magnétique dans le conducteur est 

donnée par : 

JA
rrrr

=×∇×∇ ))(
1

(
µ

                                                                                    (II.38) 

 

Dans le cas d’un conducteur massif comme représenté sur la Figure II.7, la densité du 

courant J
r

 est donnée par : 











∇+

∂
∂−= V

t

A
J

r
r

r
σ                                                                                      (II.39) 

n
l

U
V c rr

=∇                                                                                                  (II.40)  

Où cU , n
r

 et l  représentent respectivement la différence de potentiel aux bornes du conducteur,  

la normale à la section droite du conducteur et la longueur du conducteur. 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

En remplaçant (II.40) dans (II.39), la densité de courant s’écrit : 

 











−

∂
∂−=

l

U

t

A
J c

r
r

σ                                                                                       (II.41) 

 

 

Figure II.7  : Conducteur massif situé dans une encoche 

 

cU

 

I
 

l
 

cS
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Le courant total dans le conducteur est déterminé par : 

dS
l

U
dS

t

A
dSJI

ccc S

c

SS
∫∫∫∫∫∫ +

∂
∂−== σσ
r

.                                                        (II.42) 

 

c

c

S

c

c

S R

U
dS

t

A

S

l
U

dS
t

A
I

cc

+
∂
∂−=

⋅

+
∂
∂−= ∫∫∫∫

rr

σ

σ

σ                                               (II.43) 

 

De l’équation (II.43), on obtient : 

 dS
t

A
RIRU

cS

ccc ∫∫ ∂
∂+=
r

σ.                                                                            (II.44) 

 dSA
t

RIRU
cS

ccc ∫∫∂
∂+=

r
σ.                                                                          (II.45) 

 

dSJdS
t

RIRU
nc

i
ccc 









∂
∂+= ∑

=1

. µσ                                                                (II.46) 

 










∂
∂+= ∑

=

nc

i

c
cc JdS

t
dS

R
IRU

1

.
1

µ

σ

                                                                  (II.47) 

 










∂
∂+= ∑

=

nc

i
i

c
cc I

t
l

l

dS

R
IRU

1

.
1

µ

σ

                                                                   (II.48) 

 

∑
≠

= ∂
∂+

∂
∂+=

nc

ci
ci

i
ciccc t

I
M

t

I
LIRU

1,
                                                                    (II.49) 

Oùnc, cR , cL et ciM  représentent respectivement le nombre de conducteurs, la résistance du 

conducteur, l’inductance propre du conducteur et l’inductance mutuelle entre le conducteur lui-

même et les autres conducteurs. 
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Dans le cas d’un conducteur filaire comme représenté sur la Figure II.8 Considérons une 

bobine constituée de cN conducteurs filaires de section cS dont la densité de courant est 

considérée comme étant uniforme. 

  

    

 

 

 

 

 

Où fI et fV  représente respectivement le courant qui traverse les conducteurs et la différence de 

potentiel appliquée aux bornes de la bobine.   

On a : 

l

U

t

A
J cσσ +

∂
∂−=
r

                                                                                      (II.50) 

En remplaçant (II.44) dans (II.50), on obtient : 

l

dS
t

A
RIR

t

A
J cS

cc ∫∫ ∂
∂+

⋅+
∂
∂−=

r

r σ
σσ

.

                                                           (II.51) 

 

dS
t

A

SS

I

t

A
J

cScc

f

∫∫ ∂
∂++

∂
∂−= σσ 1
r

                                                                 (II.52) 

 

Les courants induit à travers la surface est uniforme, on aura : 

t

A
dS

t

A

S
cSc ∂

∂=
∂
∂

∫∫
rr

σ1
                                                                                     (II.53) 

 

Dans le cas où on considère la section totale de la bobine ccb SNS ⋅= , l’équation (II.52) devient : 

b

f
c

c

f

S

I
NJ

S

I
J ===                                                                                    (II.54) 

 

Figure II.8  : bobine constituée de conducteurs filaires 

fV

 

fI
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L’expression de la tension aux bornes de la bobine s’écrit : 

                  dS
t

A

S

l
NI

S

l
NdS

t

A
RNIRNUNV

cc Sc
cf

c
c

S

ccccccf ∫∫∫∫ ∂
∂+=

∂
∂+==

rr

σ
σσ

σ ..            (II.55) 
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t
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S
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NIRdS

t
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l
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S

l
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bb Sb
cff

Sb
cf

c
cf ∫∫∫∫ ∂

∂+=
∂
∂+=

σ
                                 (II.56) 

 

Le premier terme de l’équation (II.56) présente la tension appliquée aux bornes de la bobine et le 

deuxième terme représente la tension induite de la bobine. Le système  d’équations à résoudre 

dans le cas de conducteurs filaire est donné par : 













=

∂
∂+= ∫∫

f

f
c

Sf
cfff

S

I
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dS
t

A

S

l
NIRV

s                                                                      (II.57) 

 

II.5.2 Modèle couplé magnétique-densité de courant A-J  

  

        Le modèle couplé magnétique-densité de courant (A-J) permet de prendre en considération 

l’effet de peau et de proximité ainsi que l’organisation géométrique des conducteurs [Radja 

2015a], [Radja 2018a]. Le développement et la mise en œuvre d’une telle structure 

mathématique traduit le concept de modélisation dont le but est d’accéder aux grandeurs locales 

(champ magnétique, densité de courant,…) à partir desquelles on peut déduire les grandeurs 

globales (résistances, inductances, capacités,…). Le système d’équations relative au problème 

couplé magnétique-densité de courant (A-J) est donné par :                                      
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En remplaçant les expressions de l’induction, la densité de courant et en associant les lois de 

comportement du matériau, on obtient le modèle couplé  magnétique-densité de courant (A-J) à 

résoudre : 
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                                                  (II.59)                                                                       

Avec : 

t

A
Jc ∂

∂=
r

r
σ      terme de densité de courant induit de conduction. 

2

2

t

A
JD ∂

∂=
r

r
ε   terme de densité de courant induit de déplacement. 

Sachant que : 

ctk dtJtI
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k

c N

k
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N

k
k dtJtItI

11

.))(()()(                                                              (II.60)                                                                       

Où : 

   cN  : Nombre de conducteurs. 

   cΩ  : Domaine conducteur. 

 

II.5.2.1 Formulations éléments finis du problème couplé magnétique-densité de courant  

    A-J transitoire en 3D  

 

La formulation symétrique du système d’équation (II.59) en régime transitoire est obtenue 

après avoir employé la substitution de la variable 
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Après application de la méthode des résidus pondérés et du théorème de Green, la formulation 

intégrale discrète s’´ecrit :        
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        (II.62) 

 

En appliquant la fonction d’approximation du potentiel vecteur magnétique A, la formulation 

intégrale discrète s’écrit : 
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Pour pn  nœuds du maillage, le système matriciel à résoudre est donné par: 
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Avec : 
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II.5.2.2 Formulations éléments finis du problème couplé magnétique-densité de courant   

A-J harmonique en 3D 

 

Ce modèle s’applique aux dispositifs électromagnétiques dans lesquels les grandeurs 

électromagnétiques ont des variations dans le temps purement sinusoïdales. Dans ce cas, la 

dérivation d'une grandeur par rapport au temps revient à une multiplication parωj . Le modèle  

couplé magnétique-densité de courant (A-J) est donné par: 
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La formulation symétrique du système d’équation (II.65) est obtenue après avoir employé la 

substitution de la variable GjJs

rr
).( ωσ= , ou G est le champ électrique modifié. 
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Après application de la méthode des résidus pondérés et du théorème de Green, la formulation 

intégrale discrète s’´ecrit :        
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Où  iΝ représentent  les fonctions de pondérations nodales vectorielles, vérifiant les conditions 

suivantes : 

0=×Ν
ΓB

n
rr

     Sur BΓ                                                                                 (II.68) 

0=⋅Ν
ΓH

n
rr

      Sur HΓ                                                                                 (II.69) 
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La fonction inconnue A
r

dans le cas d’une approximation nodale est donnée par : 

 ∑
=

Ν=
n

j
jj AA

1

                                                                                             (II.70)  

Où : 

    n  : Nombre de nœuds. 

   jΝ  : Fonction d’interpolation au nœudj . 

   jA  : Valeur de l’inconnue au nœudj . 

En appliquant la fonction d’approximation du potentiel vecteur magnétique A, la formulation 

intégrale discrète s’écrit : 
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Pour pn  nœuds du maillage, le système matriciel à résoudre est donné par: 
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Avec : 

( )( ) ΩΝ×∇Ν×∇= ∫
Ω

dK jiij

rr

µ
1

, éléments de la matrice carrée][K .    

( )∫
Ω

ΩΝΝ= dT jiij , éléments de la matrice carrée ][T  

Les matrices de densité de courant pour un nombre cN de conducteurs sont : 

),( cp NnQ  et ),( cc NNW  
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[ ] [ ]trNc
GGGG .............21=                                                                                                                              

                               

Dans le cas d’un problème magnétodynamique 3D cartésien, le potentiel vecteur 

magnétiqueA
r

, la densité de courant source sJ
r

 et la densité de courant total tJ
r

 sont 

respectivement de la forme ),,( zyx AAAA =
r

, ),,( szsysxs JJJJ =
r

, )J,J,J(J tztytxt =
r

 

 

II.6 Modèle couplé magnétique-densité de courant A-J bidimensionnel 2D 

 

Dans le cas d’un problème bidimensionnel, le potentiel vecteur magnétique A
r

présente une 

seule composante orthogonale au plan d’étude et la condition de Jauge de Coulomb 0=⋅∇ A
rr

est 

naturellement vérifiée. La densité de courant source présente aussi une seule composante 

perpendiculaire au plan d’étude. Le modèle couplé  magnétique-densité de courant (A-J) se 

réduit à : 
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Sachant que : 

∑∫∫∑
= Ω=

Ω==
c

c

k

c N

k
ct

N

k
k dtJtItI

11

.))(()()(                                                              (II.74) 

 

II.6.1 Formulations éléments finis du problème couplé magnétique-densité de courant A-J 

bidimensionnel transitoire 2D 

 

Dans le cas d’un problème magnétodynamique 2D cartésien, le potentiel vecteur 

magnétiqueA
r

et la densité de courantsJ
r

n’ayant qu’une seule composante suivant la direction de 

z, ces derniers sont de la forme ),0,0( zAA = , ),0,0( szs JJ = . La formulation symétrique du 

modèle couplé magnétique-densité de courant (A-J) bidimensionnel cartésien en régime 

transitoire est obtenue après avoir employé la substitution de la variable 








∂
∂= G
t

Js

r
.σ . 
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Après application de la méthode des résidus pondérés et du théorème de Green, la formulation 

intégrale discrète s’´ecrit : 
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 En appliquant la fonction d’approximation du potentiel vecteur magnétique A, la formulation 

intégrale discrète s’écrit :  
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Pour pn  nœuds du maillage, le système matriciel à résoudre est donné par: 
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Avec : 
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II.6.2 Formulations éléments finis du problème couplé magnétique-densité de courant A-J 

bidimensionnel harmonique 2D 

 

Dans le cas d’un problème magnétodynamique 2D cartésien, le potentiel vecteur 

magnétiqueA
r

et la densité de courantsJ
r

n’ayant qu’une seule composante suivant la direction de 

z, ces derniers sont de la forme ),0,0( zAA = , ),0,0( szs JJ = . Le modèle couplé magnétique-

densité de courant (A-J) est donné par: 
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La formulation symétrique du système d’équation (II.79) est obtenue après avoir employé la 

substitution de la variable GjJs

rr
).( ωσ= , ou G est le champ électrique modifié. 

Après application de la méthode des résidus pondérés et du théorème de Green, la formulation 

intégrale discrète s’´ecrit :            
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En appliquant la fonction d’approximation du potentiel vecteur magnétique A, la formulation 

intégrale discrète s’écrit : 
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Pour pn  nœuds du maillage, le système matriciel à résoudre est donné par: 
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Avec : 
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Les matrices de densité de courant pour un nombre cN de conducteurs sont : 

),( cp NnQ  et ),( cc NNW  

 

II.7 Formulation électrostatiques 

 

Dans ce cas, les phénomènes électriques sont traduits par les équations suivantes :           
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                                                                                      (II.83) 

 

De ces équations, on aboutit à l’équation électrostatique en terme de potentiel scalaire électrique: 

( )[ ] 0=+∇⋅∇ ρε V
rr

                                                                                      (II.84)                                  

oVV
d

=
Γ

                                                                                                     (II.85) 

tV
n

V

e

=
∂
∂

Γ

                                                                                                   (II.86) 

 oV et tV  représentent les tensions appliquée sur les frontière dΓ  et eΓ .  
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  Dans le cas d’un problème électrostatique 2D cartésien l’équation (III.84), s’écrira : 
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II.7.1 Formulation éléments finis du modèle électrostatique  

 

Après application de la méthode de Galerkine, du théorème de Green et en tenant compte 

des conditions aux limites, la formulation intégrale du l’équation (II.87) s’écrit : 

∫∫∫∫∫
ΩΓΩ

Ω=Γ
∂
∂−Ω









∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂

dNd
n

V
Nd

y

V

y

N

x

V

x

N
ii

ii ρεε                               (II.88)                

La fonction inconnue V dans le cas d’une approximation nodale est donnée par : 

∑
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                                                                                               (II.89) 

Où : 

n  : Nombre de nœuds du maillage. 

jN  : Fonction d’interpolation au nœud j. 

jV  : Valeur de l’inconnue au nœud j 

 

En appliquant la fonction d’approximation du potentiel scalaire électrique V, la formulation 

intégrale discrète s’écrit :      
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L’équation (II.90), nous permet d’aboutir au système matriciel suivant: 

][]].[[ KVM =                                                                                             (II.91)              
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II.8 Conclusion  

 

        Dans ce chapitre, à travers une présentation générale des équations régissant les 

phénomènes électromagnétiques nous avons rappelé toutes les variables champs et potentiels 

employées en électromagnétisme avec les équations qui les régissent, auxquelles sont associées 

des conditions aux limites et des conditions de continuité. A partir de la notion de potentiel 

scalaire et vecteur, les formulations magnétodynamiques  peuvent être établies. Dans le premier 

temps nous avons présenté le couplage des formulations magnétodynamiques 3D en termes de 

potentiel vecteur magnétique et potentiel scalaire magnétique avec le circuit électrique. Par la 

suite, nous nous sommes intéressés de façon particulière au modèle couplé magnétique-densité 

de courant (A-J) et au modèle électrostatique. La résolution numérique de ces modèles par la 

méthode des éléments finis, permet d’obtenir les grandeurs locales (champs, densités de 

courant…) à partir desquelles, on peut déduire les grandeurs globales (pertes, résistance, 

inductances, capacités…).  

 

        Dans le chapitre qui suit, Nous intéresserons à la modélisation et aux calculs des paramètres 

résistifs, inductifs et capacitifs en hautes fréquences en utilisant les différentes approches 

numériques et analytiques. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
  



 
 
 
 
 
 

 
 

 
Chapitre III 

 
Approches analytiques et numérique de 
calcul des paramètres RLC du matériel 
électrique bobiné en hautes fréquences 
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Figure I II. 1: Modèle de type circuit de N conducteurs couplés 
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III.1 Introduction  

 
        Dans ce chapitre, Nous nous intéressons à la modélisation et aux calculs des paramètres 

résistifs (R), inductifs (L) et capacitifs (C) d’un système multiconducteur en hautes fréquences 

en vue de leur diagnostic. Toute variation de ces paramètres porte des informations utiles sur 

l’état de santé du système isolant. Les éléments du schéma électrique équivalent RLC sont 

caractérisés par des approches analytiques, qui  dépendent des caractéristiques physiques du 

matériau et de la géométrie. Pour tenir compte de l’effet de peau et de proximité, on fait appel à 

des méthodes numériques basées sur la modélisation électromagnétique en considérant des 

relations énergétiques ou bien des relations entre la différence de potentiel et l’intensité du 

courant qui leur correspondent. Le calcul des paramètres capacitifs est conduit en résolvant le 

modèle électrostatique en s’appuyant sur l’approche de charges électriques ou bien sur 

l’approche des potentiels flottants. La résolution du problème couplé magnétique-densité de 

courant (A-J) nous conduira au calcul des paramètres résistifs et inductifs.  

 

III.2 Méthodes numériques  

 

Dans le but de modéliser plus précisément possible le comportement de matériels 

électriques bobinés, il nous est nécessaire de déterminer les différents paramètres RLC. La 

résolution du problème magnétoharmonique par EF nous conduira au calcul des paramètres 

résistifs et inductifs (RL). Le calcul des paramètres capacitifs (C) est conduit en résolvant 

l’équation électrostatique. Nous allons prendre le cas de N conducteurs (Figure III.1), pour 

illustrer les différentes approches. 
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III.2.1 Modèle A-J pour le calcul de la matrice résistance et inductance 

 

Pour le calcul des paramètres résistifs et inductifs, on s’intéressera à la résolution du 

problème couplé magnétique-densité de courant (A-J) en régime harmonique en utilisant la 

méthode des éléments finis. Le système d’équation à résoudre est donné par :   
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Deux approches peuvent être mise en œuvre pour déterminer la matrice résistance [R]et 

inductance [L], à savoir : la méthode de l’impédance et la méthode basée sur les pertes Joule et 

l’énergie magnétique. 

 

III.2.1.1 Détermination de la matrice résistance et inductance à partir de l’impédance 

 

On détermine les matrices résistance et inductance d’un système multiconducteur en 

résolvant le modèle couplé magnétique-densité de courant (A-J) en régime harmonique. Pour un 

système multiconducteur contenant N spires (Figure II.1),  chaque spire est définie comme étant 

une source de courant. On impose le courant dans la première spire à AI 11 =  et dans toutes les 

autres spires à zéro ( 02 =− NI ), on calcule la résistance et l’inductance de la première spire. Par la 

suite, on impose le courant dans la deuxième spire à AI 12 =  et dans toutes les autres spires à 

zéro ( 03,1 =− NI ), on calcule  la résistance et l’inductance de la deuxième spire, et ainsi de suite. 

Le processus de calcul est représenté ci-après :  
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Pour chaque séquence, on calcule la résistance et l’inductance en se basant sur la partie 

réelle et imaginaire de l’impédance:   

( ) ijij
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j

i
ij LjR

I

J

I

V
Z ω

σ
+=










==
=

=

,...,2,1

,...,2,1        ( )Nji ,,2,1, K=                            (III.3)              

 

iiR , ijL  représente respectivement la résistance et l’inductance propre. 

 Si ji ≠ on aura l’inductance mutuelle. 

 

III.2.1.2 Détermination de la matrice résistance et inductance à partir des pertes Joule et de 

l’énergie magnétique 

 

A partir des pertes Joules et de l’énergie magnétique, on détermine les coefficients de la 

matrice résistance et inductance ainsi que leurs évolutions en fonction de la fréquence.             

On calcule les résistances, en considérant les pertes Joule (pertes par courant de Foucault). 
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        Les inductances propres et mutuelles se calculent à travers l’énergie magnétique 

emmagasinée.   
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On calcule l’inductance propre, en appliquant un courant sur le conducteur considéré i : 
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Et on calcule l’inductance mutuelle, en appliquant un courant sur les deux conducteurs  i  et j :   
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III.2.2 Détermination de la matrice capacité  

 

On détermine la matrice capacité du système multiconducteur-isolant en résolvant le 

modèle électrostatique par la méthode des éléments finis. Pour avoir une bonne précision de 

calcul on utilise un maillage très fin au niveau de l’isolation des conducteurs.  L’équation 

régissant le modèle électrostatique en terme de potentiel scalaire électrique V est donnée par : 

ρεε =
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                                                                     (III.8) 

 

III.2.2.1 Méthode des potentiels flottants  

    

On détermine les valeurs de capacités inter-spires et entre spire-masse à partir de l'énergie 

électrostatique stockée dans le domaine en fonction de vecteur tension des conducteurs. Pour un 

système multiconducteur de N spires, chaque spire est définie comme étant une source de 

tension. En imposant un potentiel VV 1= sur la ièmei et la  ièmej  spire et dans toutes les autres 

spires à un potentiel zéro, on calcule l’énergie électrostatique qui est donnée par l’expression 

suivante : 
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• Capacités entre spires-masse 

     

        Considérons le cas présenté sur la Figure III.1. Si on impose  la ièmei spire à un potentiel 

VV 1=  et toutes les autres spires à zéro ( VV 0= ) comme représenté ci-après :  
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On calcule l’énergie électrostatique0iW , qui est donnée par : 
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L’équation (III.11), peut se mettre sous forme matricielle pour une matrice de ( )NN,  

capacités inconnues: 
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         (III.12)     

Avec : 

[ ]111111 LL=M , [ ]000000 LL=M  

 

• Capacités inter-spires  

 

En imposant un potentiel VV 1= sur la ièmei et la  ièmej  spire et dans toutes les autres spires 

à un potentiel zéro, comme représenté ci-après :  
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Et on calcule l’énergie électrostatique ijW qui est donnée par l’expression suivante : 
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L’équation (III.14), peut se mettre sous forme matricielle pour une matrice de ( )NN, capacités  

inconnues: 
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 (III.17)  

Avec : 

( )( ) [ ]11111, ,1 LL=NkjT , ( ) [ ]000001, LL=+jjT  

Le processus de calcul est appliqué  jusqu’à l’énergie électrostatique( )NNW 1− . 

Nous avons( )NN, capacités inconnues et( ) 2/1−NN  équations. Pour avoir une matrice 

symétrique en rajoute l’équation suivante :  

0=− jiij CC      avec     ji ≠                                                                       (III.18) 

La combinaison des équations (III.9-18), nous permet de déduire la matrice capacité :     

[ ] [ ] [ ]WP
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2
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L’arrangement du vecteur capacités sous forme de matrice nous amène à avoir la matrice 

capacité finale, qui est donnée par l’expression suivante :  

               



































+−−−

−+−−

−−+−

−−−+

=

∑

∑

∑

∑

−

=

≠=

≠=

≠=

1

1
1021

,1
1021

22
2,1

22021

1112
1,2
110

N

j
jNNiNN

iN

N

ijj
iiii

Ni

N

jj
j

Ni

N

jj
j

CCCCC

CCCCC

CCCCC

CCCCC

C

LL

MOMLMM

LL

MLMOMM

LL

LL

      (III.20)  

 

III.2.2.2 Méthode des charges 

 

        En se basant sur le théorème d’unicité, la solution de l’équation de Laplace montre que la 

distribution de charges électriques sur les surfaces des conducteurs est entièrement indiquée si on 

connaît le potentiel de chaque conducteur ou bien la charge totale sur chaque conducteur [Liu 

1996]. Considérons le cas présenté sur la Figure III.1. 

Plaçons une charge positive CQ 11 =  sur la première spire et toutes les autres spires ont une 

charge nulle. Les potentiels correspondants sur chaque spire sont respectivement:                                         

111)1(1112111 ,,......,, QpQpQpQp NN−                                                              (III.21) 

De la même, si on place une charge positive CQ 12 =  sur la deuxième spire et toutes les autres 

spires ont une charge nulle. Les potentiels correspondants sur chaque spire sont respectivement : 

222)1(2222212 ,,......,, QpQpQpQp NN−                                                          (III.22)                         

L’effet des charges NN QetQQQ )1(21 ,......,, − sur les spires est décrit par les équations suivantes : 
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Les charges en termes de potentiels sont exprimées par : 
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Avec : 

iic  : Coefficient de la capacité ),,1( Ni K= . 

ijc  : Coefficient de l'induction électrostatique ),,1( Nj K= .  

Les facteurs ijp , ijc  sont respectivement des coefficients de potentiels et d’inductions 

électrostatiques, ils sont des quantités purement géométriques qui dépendent de la forme et de la 

position de diverses spires.  

À partir du système d’équations (III.23) et (III.24), on aura : 

[ ] [ ] 1−= pc                                                                                                    (III.25)   

 Avec : 

      [ ]:c  Matrice d’induction.  

      [ ]:p  Matrice de potentiel. 

En posant ∑
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et ijij cC −= , le système d’équations (III.24) devient : 
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Le système d’équations (III.26), peut se mettre sous la forme matricielle suivante : 
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Une forme condensée est obtenue sous l’écriture suivante : 

                                             [ ] [ ][ ]VCQ =                                                                                (III.28)  

À partir du (III.28), on obtient la matrice capacité : 

                                             [ ] [ ] [ ]QVC 1−=                                                                             (III.29)  

 

A partir du système (III.29), on peut déterminer directement les valeurs des différentes capacités 

(capacités totales, capacités entre spires et capacité entre spire-masse).  

 

III.2.3 Application du modèle A-J et du modèle électrostatique par éléments finis 

 

L’objectif de cette partie d’application est de calculer les matrices [R], [L] et [C] d’un 

système multi-conducteur en utilisant la méthode des éléments finis.  

 

III.2.3.1 Trois conducteurs parallèles 

 

Le système d’étude se compose de trois conducteurs parallèles de conductivité 

17 ].[10.8.5 −+ Ω= mσ , de perméabilité 0µ et de permittivité 0ε  (Figure III.2) [Kent 1997]. La 

résolution des équations précédentes s’accompagne de conditions aux limites de type Dirichlet 

homogène sur toutes les frontières du domaine à étudier. 

 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.2 : Système de trois conducteurs 
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La Figure III.3, nous donne une représentation sous forme de schéma électrique équivalent 

du système de trois conducteurs en parallèle où sont représentés les coefficients des matrices 

résistance (R), inductance (L) et capacité (C). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.3: Schéma électrique équivalent d’un système de trois conducteurs parallèles 

 

III.2.3.2 Résultats de simulation 

 

Le tableau(III.1) présente la carte de potentiel vecteur magnétique pour les différentes 

fréquences afin de visualiser plus clairement le comportement en haute fréquence (HF) et 

également en basse fréquence (BF) du système multiconducteur: 

 

Tableau III.1  : Carte de potentiel vecteur magnétique pour les différentes fréquences 
50Hz Zoom  

I 1=1A,    I2=0A,     I3=0A 
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50kHz Zoom  

I 1=1A,    I2=0A,     I3=0A 
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500kHz Zoom  

I 1=1A,    I2=0A,     I3=0A  
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1 MHz Zoom  

 

 
I 1=1A,    I2=0A,     I3=0A 
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D’après les résultats obtenus, on constate que l’amplitude de potentiel vecteur magnétique 

diminue avec l’augmentation de la fréquence. En augmentant la fréquence, les lignes isovaleurs 

sont repoussées vers la surface des conducteurs et cela est dû à la présence de phénomène de 

l’effet de peau et de proximité dû au courant induit. 
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III.2.3.3 Paramètres résistifs et inductifs RLM 

Les résultats obtenus par simulation des éléments de la matrice résistance de l’ensemble 

multiconducteur en utilisant la formule de l’impédance sont récapitulés dans le Tableau III.2 

pour les différentes fréquences. 

 Tableau III.2 : Eléments de la matrice résistance pour différentes fréquences  
Fréquence Résistances en [Ω ] 

11R  22R  33R  12R  13R  23R  
Hz10  0.00034538 0.00034539 0.00034538 8.6037e-010 5.7121e-010 8.5909e-010 

Hz50  0.00034543 0.00034546 0.00034543 2.1471e-008 1.4246e-008 2.1445e-008 
Hz100  0.00034557 0.0003457 0.00034557 8.5406e-008 5.6554e-008 8.5378e-008 
Hz500  0.00034944 0.00035233 0.00034944 1.8175e-006 1.1327e-006 1.8567e-006 
Hz700  0.00035234 0.00035747 0.00035234 3.1127e-006 1.8349e-006 3.2201e-006 

kHz1  0.00035673 0.00036533 0.00035672 5.0469e-006 2.6797e-006 5.2796e-006 

kHz10  0.0004262 0.00045128 0.00042589 1.4601e-005 2.0972e-006 1.3448e-005 

kHz50  0.00077965 0.00086517 0.00077248 1.5479e-005 2.0159e-006 1.3955e-005 

kHz70  0.00088762 0.0010176   0.00087422 1.5608e-005 1.9924e-006 1.403e-005 

kHz100  0.00098037 0.0011979 0.0009546 1.5681e-005 1.9663e-006 1.4061e-005 

MHz1  0.035061 0.023058  0.036022 1.2347e-005 1.4557e-006 1.1446e-005 

MHz5  0.2248 0.2199 0.22466 2.3959e-006 2.8025e-007 2.8523e-006 

MHz10  0.26006   0.27041 0.25903 6.852e-007   8.012e-008 8.6162e-007 

 

Les résultats obtenus par simulation des éléments de la matrice inductance de l’ensemble 

multiconducteur en utilisant la formule de l’impédance  sont récapitulés dans le Tableau III.3 

pour les différentes fréquences. 

Tableau III.3: Eléments de la matrice inductance pour différentes fréquences 
 

Fréquences 
Inductances 

Propre [H ] Mutuelle [H ] 

11L  22L  33L  12M  13M  
23M  

Hz10  3.2765e-008 3.2819e-008 3.2763e-008 1.7273e-009 7.4531e-010 1.7272e-009 

Hz50  3.2759e-008 3.2809e-008 3.2757e-008 1.7245e-009 7.4305e-010 1.7246e-009 
Hz100  3.274e-008 3.278e-008 3.2738e-008   1.7159e-009 7.3605e-010 1.7166e-009 
Hz500  3.2234e-008 3.1964e-008 3.2233e-008 1.4849e-009 5.5421e-010 1.4933e-009 
Hz700  3.1866e-008   3.1336e-008 3.1865e-008 1.316e-009 4.2958e-010 1.3214e-009 

kHz1  3.1335e-008 3.0387e-008 3.1334e-008 1.0711e-009    2.66e-010 1.0618e-009 

kHz10  2.8877e-008 2.6253e-008 2.8876e-008 3.9204e-011    5.101e-012 2.8593e-011 

kHz50  2.7196e-008 2.444e-008 2.7198e-008 3.4683e-012   3.1944e-013 2.2068e-012 

kHz70  2.6785e-008 2.4013e-008   2.6789e-008 2.1942e-012   1.9179e-013 1.319e-012 

kHz100  2.6349e-008 2.3571e-008 2.6357e-008 1.4021e-012   1.0283e-013 7.8031e-013 

MHz1  1.9299e-008 1.7831e-008   1.9292e-008 6.5596e-013 6.8758e-014 4.53e-013 

MHz5  3.711e-009 4.3992e-009 3.6556e-009 1.5169e-013 1.7288e-014 1.4857e-013 

MHz10  1.0609e-009 1.3283e-009   1.0422e-009 4.3728e-014 4.9969e-015 4.548e-014 
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L’évolution de résistance en fonction de la fréquence du premier conducteur est 

représentée par la Figure III.4. 

 

 

 

 

 

 

 
  Figure III.4 :  Variation de la résistance en fonction de  la fréquence 

 
 

L’évolution l’inductance en fonction de la fréquence du premier conducteur est représentée 

par la Figure III.5.  

 
 

 

 

 

 

 

  Figure III.5 :  Variation de l’inductance en fonction de  la fréquence 
 

On remarque que les résultats obtenus sont très satisfaisants. Les résultats montrent que les 

valeurs des résistances augmentent avec l’augmentation de la fréquence et les inductances 

diminuent. On constate bien que la résistance Rii  augmente en fonction de la fréquence (l’effet de 

peau) et de même pour le coefficient mutuel Rij (effet de proximité). Donc, les valeurs des 

résistances sont très sensibles à l’évolution de la fréquence en raison des effets de peau et de 

proximité. Par contre les valeurs des inductances varient sensiblement en fonction de la 

fréquence. En effet, avec l’augmentation de la fréquence les phénomènes de peau et de proximité 

augmentent. La densité de courant devient alors de plus en plus inhomogène dans le conducteur 

avec une concentration sur la surface dans l’épaisseur de peau. 
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En vue de valider le modèle magnétique-densité de courant (A-J), les résultats simulés par 

éléments finis sous environnement Matlab sont comparés à ceux obtenus par [Kent 1997] et ce 

pour une fréquence de 10kHz (Tableau III.4-5). 

                         Tableau III.4 : Comparaison des éléments de la matrice résistance 
Résistances en [Ω ] 

11R  22R  33R  12R  13R  23R  
Modèle (A-J) 0.4262e-003 0.4512e-003 0.4258e-003 0.1460e-004 0.2097e-005 0.1344e-004 
 [Kent 1997] 0.397e-003 0.405e-003 0.397e-003 0.114e-004 0.146e-005 0.114e-004 

 

               Tableau III.5 : Comparaison des éléments de la matrice inductance 
Inductance Propre [H ] Inductance Mutuelle [H ] 

11L  22L  33L  12M  13M  
23M  

Résultats obtenus 
Modèle (A-J) 

0.28877e-07 
 

0.26253e-07 
 

0.28876e-07 
 

0.000392e-7   0.00051e-08 0.000286e-7 

Résultats fournis 
en [Kent 1997] 

0.3260e-07 0.3250e-07 0.3260e-07 0.1090e-007 0.4930e-08 0.1090e-07 

 

Les résultats obtenus par simulation sont en bonne concordance avec ceux trouvés en 

[Kent 1997] pour une fréquence de 10kHz et ce pour  les valeurs de résistances et d’inductances 

propres. Pour les inductances mutuelle, on constate un écart important entre les valeurs fournis 

par [Kent 1997] et les valeurs obtenus avec le modèle (A-J) et cela revient au fait qu’en utilisant 

le modèle couplé magnétique-densité de courant total (A-J), la prise en compte de l’effet de peau 

et de proximité est idéalisée.   

 

III.2.3.4 Paramètres capacitifs 

 

Les éléments de la matrice capacité en [pF] rassemblant les différentes capacités de spires 

et inter-spires de l’ensemble multiconducteur sont donnés par le Tableau III.6 en utilisant la 

méthode des potentiels flottants : 

Tableau III.6 : Capacités calculées pour un système de trois conducteurs 
Valeurs de capacités en [pF]  

 (spires : diagonale, inter-spires : hors la diagonale) 
Numéro de spire 1 2 3 

1 1.2822     0.55726    0.095798 
2 0.55726       1.5068      0.5575 
3 0.095798      0.5575       1.2816 

 

On  remarque que la valeur de capacité C13 et très petite devant la capacité C12. Ce dernier 

peut-être expliqué par le fait que la distance entre les deux conducteurs 1 et 3 est plus grande que 

la distance entre les deux conducteurs adjacents. 
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III.2.3.5 Schéma électrique équivalent d’un système de trois conducteurs parallèles 

 

La Figure III.6 et la Figure III.7, nous donne une représentation sous forme de schéma 

électrique équivalent du système de trois conducteurs en parallèle où sont représentés les 

coefficients des matrices résistance (R), inductance (L) et capacité (C) pour une fréquence de 

50Hz et de 10MHz. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.6: Schéma électrique équivalent d’un système de trois conducteurs parallèles à 50Hz 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.7: Schéma électrique équivalent d’un système de trois conducteurs parallèles à 10MHz 

 

III.3 Méthodes analytiques  

 

Dans cette partie nous présentons quelques méthodes analytiques employées pour le 

calcule des paramètres résistifs, inductifs et capacitifs. 

 

 

31034543.0 −  8102759.3 −  

31034546.0 −  

31034543.0 −  

8102809.3 −  

8102757.3 −  

55726.0  

55750.0  

095798.0  

6291.0  

8101471.2 −  

8104246.1 −  
8101445.2 −  

3920.0  6283.0  

26006.0  9100609.1 −  

27041.0  

25903.0  

9103283.1 −  

9100422.1 −  

55726.0  

55750.0  

095798.0  

6291.0  

710852.6 −  

810012.8 −  
7106162.8 −  

3920.0  6283.0  



Chapitre III            Approches analytiques et numérique de calcul des paramètres RLC du matériel électrique 
bobiné en hautes fréquences 

 79

III.3.1 Calcul des résistances 

  

        La résistance d'un conducteur de longueur l et de section S  lorsque la densité de courant est 

uniforme s'exprime par la relation suivante:  

                               
S

l
R

.ρ=                                                                                                   (III.30)  

Avec :  

      ρ  : Résistivité [ ]m.Ω  

       l : Longueur du conducteur 

      S  : Section du conducteur 

 

En tenant compte de l’effet de peau, lorsque la profondeur de peau δ devient plus petite 

que le rayon r du fil, la résistance du fil augmente avec la fréquence et la formule (III.30) doit 

être corrigée comme suit : 

22)( )(
.

δππ
ρδ −−

=< rr

l
R r                                                                       (III.31) 

 

La prise en compte de l’effet de proximité est un problème complexe qui fait intervenir de 

nombreux paramètres. À la base du calcul il y a des fonctions qui dépendent du champ 

magnétique, des dimensions géométriques et du nombre de spires.  

Une voie possible pour prendre en compte l’effet de proximité est de considérer que la résistance 

en courant alternatif (Rac), augmente par rapport à la résistance en courant continu (Rdc) suivant 

un coefficient qui est donné par :  

 







=

dc

ac
pr R

R
K                                                                                               (III.32) 

Avec:      








 −+= )1(
3
2

1 2nK pr                                                                                  (III.33) 

 

Oùn  est le nombre de conducteur  
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III.3.2 Calcul des inductances propres et mutuelles  

 

       En considérant la géométrie de la Figure III.8, on calcule l’inductance mutuelle  qui 

décrit l'influence magnétique d'un circuit électrique sur un autre. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Le flux magnétique 21φ crée par les courant1I à travers la deuxième spire est donné par: 

121212121

2

IMldASdB
lS

=⋅=⋅= ∫∫∫
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φ                                                                  (III.34) 

Le potentiel vecteur magnétique créé par1I  à 2dl est donné par : 

∫=
1

110
1 4 l r

dlI
A

π
µ

                                                                                                (III.35) 

En introduisant (III.35) dans (III.34), on obtient 
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2 1
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r
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== ∫ ∫π
µφ                                                                            (III.36) 

De l’expression (III.36), on déduit l’inductance mutuelle : 

∫ ∫=
2 1

210
21 4 l l r

dldl
M

π
µ

                                                                                        (III.37) 

 

De la même façon, le flux magnétique 12φ crée par les courant2I à travers la première spire 

est donné par: 

212121212

2

IMldASdB
lS

=⋅=⋅= ∫∫∫
rrrr

φ                                                                 (III.38) 

Le potentiel vecteur magnétique créé par1I  à 2dl est donné par : 

∫=
1

220
2 4 l r

dlI
A

π
µ

                                                                                              (III.39) 

En introduisant (III.39) dans (III.38), on obtient 

Figure III.8:  Analyse de l’inductance mutuelle 
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Figure III.10:  Configuration géométrique de deux conducteurs en parallèle 
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De l’expression (III.40), on déduit l’inductance mutuelle : 

∫ ∫=
2 1

210
21 4 l l r

dldl
M

π
µ

                                                                                        (III.41) 

 

On calcule l’inductance propre,  en considérant la géométrie de la Figure III.9 :  

∫ ∫=
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4 l l r

dldl
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π
µ

                                                                                            (III.42) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

III.3.2.1 Cas de conducteurs circulaires parallèles 

 

L'inductance d’un conducteur est définie par la somme de l'inductance interne et de 

l'inductance externe. La première représente l'énergie magnétique emmagasinée à l'intérieur du 

matériau, la seconde définit le flux magnétique embrassé par la boucle de courant qui l'a créé 

[Weens 2006]. La Figure III.10 présente la configuration géométrique de deux conducteurs 

cylindriques parcourus par un courant I, de rayon r et  de longueurl  placés en parallèle. Les deux 

conducteurs sont séparés entre eux par une distance D  du centre des deux conducteurs.  

 

 

 

 

 

 

Figure III.9:  Analyse de l’inductance propre 
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l  

d 

e 

e l  

l  

Figure III .11: Deux conducteurs rectangulaires en parallèle  
 

l 

En tenant compte de l’effet de peau et de proximité, l’inductance interne est donnée par 

l’expression suivante:  

fr

l
L r

i σ
µ

π
µ

'
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3
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−

=                                                                                    (III.43) 

Et l’inductance externe est donnée par : 

 
r

rDl
Le

−=
π

µ0                                                                                        (III.44) 

 L’inductance totale d’un conducteur est définie par :  

ei LLL +=                                                                                                  (III.45) 

Avec : 

     
2

2
1' 







−=
D

r
rr  

     σ  : Conductivité électrique[ ] 1. −Ω m .      

 

III.3.2.2 Cas de conducteurs rectangulaires parallèles 

 

       On calcule l’inductance propre et mutuelle en considérant la géométrie de la Figure III.11. 

Deux conducteurs identiques d’une section rectangulaire, parcourus par un courant I, de 

longueurl , de largeurl  et d’épaisseur e sont placés en parallèles. Les deux conducteurs sont 

séparés entre eux par une distance d  du centre des deux conducteurs [Mohan 1999].  
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En considérant un seul conducteur, l’inductance propre est donnée par la formule suivante : 
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L’expression de l’inductance mutuelle entre deux conducteurs rectangulaires en parallèles est 

donnée par la relation suivante: 
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III.3.3 Calcul des capacités 

 

        La capacité entre spires (ou bien entre spire-masse) peut être exprimée en fonction de la 

géométrie et des propriétés des matériaux. Pour le calcul de ces capacités, des hypothèses 

simplificatrices sont souvent considérées, on suppose que les conducteurs ne sont pas arrondis et 

que les condensateurs sont tous des condensateurs plans, la capacité est alors donnée par: 

                                     
is

isr

d

S
C

εε 0=                                                                                        (III.48) 

Avec : 

      isS  : Surface de l’isolation. 

      isd  : Épaisseur  de l’isolant entre deux spires adjacentes ou bien entre spire et la masse. 

 

L’expression de la capacité entre deux surfaces cylindriques de longueur l  (voir Figure III.11)  

est donnée par la relation suivante: 
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                                                                                   (III.49) 

 

III.4 Conclusion  

 

        Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la modélisation et au calcul des différents 

paramètres de l’ensemble multiconducteur-isolant. Dans le premier temps, nous avons exposé les 

méthodes de calcul  numérique qui se prêtent mieux à la résolution des problèmes vu les 

avantages qu’elles présentent. Le calcul des différentes capacités est basé sur la résolution 
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numérique de l’équation électrostatique 2D en utilisant la méthode des potentiels ou bien la 

méthode des charges. La résolution du modèle couplé magnétique-densité de courant (A-J) 

permet d’avoir les valeurs de résistances,  inductances propres et mutuelles. Ensuite nous avons 

présenté les méthodes de calcul analytique qui dépendent seulement des caractéristiques 

physiques du matériau et de la géométrie.  

Un couplage de la méthode des éléments finis avec la méthode PEEC sera l’objet du 

prochain chapitre.  
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IV.1 Introduction  

 

Le couplage de la méthode des éléments finis avec la méthode PEEC a été développé au 

Laboratoire de Génie électrique de Grenoble (G2ELAB) [Tran 2008], [Tran 2010]. Le but d’un 

tel couplage est de bien profiter des points forts et de limiter les points faibles de chaque 

méthode. Vu que les deux méthodes sont complémentaires, nous les couplons pour élargir leur 

domaine de modélisation. L'avantage principal de la méthode des éléments finis est la grande 

diversité des problèmes qu'il est possible de traiter. En effet, cette méthode nous autorise à 

prendre en compte des matériaux magnétiques et des géométries quelconques. En revanche, son 

inconvénient majeur est la taille importante du maillage. La méthode PEEC est, dans ce registre, 

beaucoup plus performante, elle prend facilement en compte les régions conductrices filaires 

et/ou minces (prise en compte de l’effet de peau et de proximité de conducteurs massifs). La 

méthode des éléments finis demande le maillage de tout le domaine (conducteur et air) alors que 

la méthode PEEC réclame un maillage des conducteurs uniquement. Cette différence de maillage 

pénalise fortement la méthode des éléments finis, car dans un premier temps cela va alourdir les 

temps de calcul, les tailles des fichiers vont être importantes.  

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la modélisation et au calcul  des paramètres RLC 

du schéma électrique équivalent d’un système multiconducteur 3D, en utilisant l’approche semi-

analytique PEEC. Par la suite, on s’intéressera à la présentation de la formulation éléments finis 

φ−0T  et son couplage avec la méthode PEEC. Ensuite on passera à la présentation de la 

formulation en potentiel vecteur électrique associée aux arêtes des éléments (T-arête) pour la 

modélisation des courants de Foucault dans des régions conductrices et non-magnétiques, puis le 

couplage de cette formulation avec la méthode PEEC.  

 

IV.2 Méthode semi-analytique PEEC 

 

La méthode PEEC (Partial Element Equivalent Circuit) est une méthode semi-analytique, 

basée sur la formulation intégrale des équations de Maxwell, qui transforme un objet 

tridimensionnel en un circuit électrique équivalent passif composé de résistances, inductances, 

capacités et mutuelles partielles, d’où la notion d’éléments partiels. La méthode permet 

d’analyser le comportement électrique et électromagnétique de tout type de structures : des plus 

simples aux plus complexes, des structures composées uniquement de matériaux conducteurs à  

celles contenant des matériaux diélectriques [Clavel 1996].  
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La première approche PEEC a été proposée par C. Hoer et C. Love  [Hoer 1965]. Elle a été 

ensuite développée par A. Ruehli dans les années 70 au centre de recherches d’IBM aux Etats-

Unis. La méthode a été développée en 1974 dans le but de calculer le couplage inductif dans les 

circuits intégrés de type VLSI (Very Large Scale Integration). Par la suite, des travaux sur la 

méthode PEEC ont amélioré différents aspects tels que l’effet de peau et de proximité [Coperich 

2000]. Afin d’assurer la nécessité de la montée en fréquence, l’effet capacitif a été rajouté au 

calcul des inductances [Ruehli 1972], [Ruehli 1973], [Ruehli 1974]. De nombreuses études ont 

ensuite mis à profit cette méthode, notamment pour réduire les pertes d'un jeu de barres de 

distribution [Guichon 2001] et pour connaître la répartition du courants dans des interconnexions 

d'électronique de puissance [Martin 2005] ou dans des redresseurs de forte puissance [Aimé 

2006]. L'utilisation de la méthode PEEC a longtemps été limitée à des conducteurs seuls ou 

multiples mais positionnés dans l'air, car les matériaux magnétiques ne pouvaient pas être pris en 

considération. Une  formulation exploitable en présence de matériaux magnétiques a été 

développée [Gonnet 2005]. Des développements complémentaires de cette méthode ont fait 

l’objet de plusieurs travaux dans le but de lever certaines limitations physiques de la méthode 

initiale telles que la prise en compte des effets capacitifs [Ardon 2010], la prise en compte des 

matériaux magnétiques et des régions minces conductrices [Le Duc 2011]. Les développements 

récents et notables de cette méthode sont l’extension de la formulation PEEC pour des éléments 

non-orthogonaux [Müsing 2009] et la prise en compte des pertes pour les matériaux diélectriques 

[Antonini 2008].  

 

IV.2.1 Principe de la méthode PEEC 

 

Le principe de la méthode PEEC est de décomposer la structure physique tridimensionnelle 

en éléments, qui verront leur comportement électromagnétique transformé en circuit équivalent à 

constantes localisées, comprenant des résistances, des inductances et des capacités (RLC). Cette  

méthode attribue à chaque portion du circuit, une contribution à l’impédance totale [Duval 

2007]. Partant d’un système de conducteurs décrits selon une approche tuyau (c’est à dire que 

l’on connaît la direction du courant), la première étape consiste à réaliser un maillage de la 

section des conducteurs. Ce maillage permet d’obtenir des éléments de section suffisamment 

faible pour entrer dans le cadre d’une approche filiformes, c’est-à-dire que l’on pourra considérer 

que leur section porte une densité de courant uniforme (Figure IV.1). Le maillage se devra donc 

d’être conforme avec les variations des courants induits dans la section liés aux effets de peau et 

de proximité. 
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Cette méthode repose sur l’intégration des équations de Maxwell locales dans un 

conducteur faisant partie d’un système de conducteurs filiformes et permet donc l’obtention de 

formulations analytiques pour les éléments partiels du schéma équivalent. Le schéma électrique 

équivalent obtenu pourra ensuite être directement raccordé aux sources et charges auxquelles les 

conducteurs sont normalement connectés. Une résolution de circuit permettra de connaître la 

répartition du courant dans les différentes branches correspondant aux subdivisions du maillage. 

On obtient ainsi le courant et donc la densité de courant (dans l’hypothèse où celle-ci est 

uniforme sur chaque subdivision) partout dans le système [Clavel 2004] [Gonnet 2005] [Mourad 

2007], [Radja 2015b]. Un exemple de circuit équivalent obtenu pour un conducteur découpé en 

quatre cellules élémentaires est présenté sur la Figure IV.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

IV.2.2 Equation intégrale de la méthode PEEC 

 

La méthode PEEC est basée sur l’équation intégrale du champ électrique (EFIE), dans 

laquelle le champ électrique total se décompose en une composante appliquée extE  et une 

composante induitinduitE . La représentation d’un conducteur quelconque sous forme d’un circuit 

électrique à constantes localisées est l'écriture du champ électrique total en un point 

d’observation P.  

Figure IV.1 : Discrétisation d’un conducteur massif 
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Mise en parallèle des 
conducteurs élémentaires 

Figure IV.2 : Circuit électrique équivalente 
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( ) ( ) ( )PEPEPE induitexttot +=                                                                       (IV.1) 

Le champ induit peut être exprimé en termes de potentiel vecteur magnétiqueA  et potentiel 

scalaire électrique V : 

( ) )()( PVPAjPEinduit ∇−−=
r

ω                                                                    (IV.2) 

D’après la loi d’Ohm le champ électrique total est donné par :     

( )
σ

)(PJ
PEtot =                                                                              (IV.3) 

On aura, donc : 
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                                                (IV.4) 

 

Pour une structure de m conducteurs dans le vide, le potentiel vecteur magnétique A  et potentiel 

scalaire électrique V : 
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En remplaçant le potentiel vecteur magnétiqueA  et le potentiel scalaire électrique V  par leurs 

expressions, l’équation (IV.4) s’écrit pour une structure à m conducteurs comme suit: 
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                         (IV.7) 

Où 
kcΩ  est le volume du conducteur k ; 

kcS est la surface du conducteur k  ; r est la distance de 

la position de l’élément d’intégration au point d’observation ; J est la densité de courant et qest 

la charge dans le conducteur.  

Chaque terme de l’équation (IV.7) peut être interprété comme un élément de circuit 

électrique équivalent. Le terme à gauche est l’image d’une tension appliquée. Le premier terme à 

droite correspond à la contribution résistive, le deuxième terme correspond à la contribution 

inductive et le troisième terme correspond à la contribution capacitive.  
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IV.2.3 Maillage PEEC 

  

 L’hypothèse indispensable pour le calcule des éléments partiels des segments est que leur 

densité de courant soit uniforme. Si l’épaisseur de peau est grande par rapport aux dimensions 

des segments et s’il n’y a pas d’effet de proximité, cette hypothèse est naturellement satisfaite. 

En présence d’effet de peau et de proximité, la densité de courant est concentrée sur les bords du 

conducteur. Par conséquent, il est judicieux de raffiner le maillage sur les bords et 

particulièrement dans l’épaisseur de peau telle que l’on puisse faire l’hypothèse qu’une densité 

de courant uniforme parcourt chaque subdivision. Deux types de maillages sont utilisés pour 

prendre en considération la répartition non uniforme du courant. Maillage unidirectionnel (1D) 

pour les conducteurs  dans lequel la direction du courant est connue, et maillage bidirectionnel 

(2D) pour les conducteurs dans lesquels le courant se développe dans un plan. Il est utile de noter 

que la notion de 1D et 2D du maillage ne se réfèrent pas à la dimension de l’espace mais aux 

directions possibles pour le courant. 

 

IV.2.3.1 Maillage unidirectionnel (1D) 

 

Pour les conducteurs fins et longs où on suppose que le courant se déplace le long du 

conducteur, il n’est pas nécessaire de subdiviser dans la longueur du conducteur. On adopte donc 

un maillage qui consiste à subdiviser le conducteur dans la largeur et dans l’épaisseur comme le 

montre la Figure IV.3: 

 

 
 
 
 
 
 
                                                 
 
 
 

IV.2.3.2 Maillage bidirectionnel (2D) 

 
Pour les conducteurs larges comme les plans de masse, la propagation du courant dans le 

conducteur n’est pas connue, un maillage bidirectionnel est donc nécessaire. Le maillage 2D 

(Figure IV.4) consiste à faire deux maillages 1D orthogonaux permettant ainsi de tenir compte de 

Maillage arithmétique  Maillage géométrique 

Figure IV.3: Un conducteur 1D et deux types de maillage unidirectionnel 
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la propagation du courant dans tout le conducteur. Ce type de maillage suppose que la densité de 

courant est uniforme dans l’épaisseur du conducteur. 

 

 
 
 
 
 
  
 

IV.2.4 Extraction des éléments partiels RLMC 

 

A partir du maillage volumique et surfacique des conducteurs, chaque élément volumique 

est modélisé par une résistance et une inductance propre et entre chaque élément, une 

inductance-mutuelle. Sur chaque élément surfacique on calculera une capacité propre et entre 

chaque élément, une capacité mutuelle. Dans le cas de conducteurs unidirectionnels subdivisés 

en n éléments, le schéma électrique global sera obtenu en associant les n schémas électriques de 

chacune des subdivisions en parallèle comme représenté sur la Figure IV.5. 

 

 

 

  

 

 

 

  

 
 

 
 

 

 

 

  

 

 

 

Figure IV.4: Un conducteur 2D et un maillage bidirectionnel 
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Figure IV.5: Schéma électrique équivalent dans le cas d’un maillage unidirectionnel 
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Dans le cas de conducteurs bidirectionnels comme représenté sur la Figure IV.6, chaque 

élément de subdivision est attribué par un schéma électrique équivalent constitué de 4 circuits 

RLM séries couplées 2 à 2.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

IV.2.4.1 Résistance partielle 

 

La résistance d’un élémenti , dont la densité de courant est supposée uniforme est donnée 

par l’expression suivante: 

i

i
i S

l
R ρ=                                                                                                      (IV.8) 

Avec :  

      iρ  : Résistivité du matériau du segment i  [ ]m.Ω  

      il : Longueur du segment i [ ]m  

      iS  : Section rectangulaire du segment i [ ]2m  

 

IV.2.4.2 Inductance propre et inductance mutuelle partielles 

 
On calcul l’inductance propreiiL  de chaque élément et l’inductance mutuelleijM entre deux 

éléments rectangulaires quelconques (Figure IV.7), en utilisant les formules suivantes : 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.7 : Calcul de l’inductance propre et mutuelle entre deux subdivisions 

Figure IV.6: Schéma électrique équivalent dans le cas d’un maillage bidirectionnel 
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Figure IV.8 : Deux subdivisions parallèles de section rectangulaire 
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Où iu et ju sont des vecteurs unitaires. 

Il est à noter que l’inductance propre d’une subdivision est un cas particulier de la mutuelle 

inductance (calcul de la mutuelle inductance d’une subdivision sur elle-même). Sachant 

que jiij MM = . 

Les deux intégrales volumiques peuvent être calculées analytiquement. On remarque que les  

inductances propre et mutuelle partielles ne dépendent que des dimensions et de la position des 

segments i  et j . Pour deux subdivisions parallèles de section rectangulaire comme représentée 

sur la Figure IV.8, on peut calculer l’inductance propre et mutuelle partielle, en utilisant 

l’expression suivante [Roudet 2004]:  
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L’inductance partielle d’un élément s’obtient en prenant :  

            03 === lpE , da = , cb =  et 21 ll =  

 

IV.2.4.3 Capacité partielle 

 

On calcule la matrice capacité en résolvant l’équation suivante  

[ ] [ ][ ]VCQ =                                                                                                 (IV.14)    

Où : 

      [ ]Q  : Charge sur chaque élément de surface. 

      [ ]C  : Matrice des capacités d’interaction entre éléments. 

      [ ]V  : Potentiel auquel est porté chaque élément. 

 

La méthode employée pour le calcule de la matrice capacité consiste à découper la 

structure en surface rectangulaire élémentaire. Chaque surface sera supposée portée une densité 

de charge constanteiσ . Ainsi, en un point de l’espace, le potentiel électrostatique créé par 

l’ensemble des surfaces s’écrit : 

( ) j

S j

j dS
rr

rV
j

∫ −
=

σ
πε 04

1
                                                                           (IV.15)                          

Avec : 

      jS : Représente la surface de l’élémentj . 
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      r : Position du point d’observation. 

      jr  : Point courant sur le èmej élément. 

 

Prenons comme point d’observation de l’élément i  

                                 ( ) ( ) ii VrVrV ==  

Donc : 

j

S ji

j
i dS

rr
V

j

∫ −
=

σ
πε 04

1
                                                                              (IV.16) 

Multiplions les deux membres de l’équation par la densité de charge iσ et intégrons les sur la 

surface iS du l’élémenti , l’équation (IV.16) devient: 

∫ ∫∫ −
=

i ji S

ji

S ji

ji
i

S

ii dSdS
rr

dSV
σσ

πε
σ

04

1
                                                           (IV.17) 

iV est constant sur l’élémenti . 

Les charges totales iQ et jQ sur les éléments i et j respectivement sont données par : 

 i

S

ii dSQ
i

∫= σ                                                                                               (IV.18)                          

j

S

jj dSQ
j

∫= σ                                                                                              (IV.19)                             

En introduisant l’équation (IV.18) dans (IV.19), on obtient : 

∫ ∫ −
=

i jS

ji

S ji

ji

i
i dSdS

rrQ
V

σσ
πε

1

4

1

0

                                                                 (IV.20) 

 

Après simplification, l’équation (IV.20) devient : 

∫ ∫ −
=

i jS

ji

S ji

j

ji
i dSdS

rr

Q

SS
V

1

4

1

0πε
                                                              (IV.21)                          

 

L’équation (IV.21), peut s’écrire sous la forme suivante : 

jpiji QPV =                                                                                                  (IV.22)  

Avec :           

ji

S S iji
pij dSdS

rSS
P

j i

∫ ∫= 11

4

1

0πε
                                                                    (IV.23)        
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Figure IV.9: Deux subdivisions parallèles de section rectangulaire 
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 l3  p 

 d 
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 z 

pijP représente le coefficient de potentiel entre l’élément i  et l’élémentj qui ne dépend pas de 

l’état électrique du système mais il dépend de la configuration géométrique. Sous forme 

matricielle on a: 

                                      [ ] [ ][ ]QPV =                                                                                       (IV.24) 

On voit bien que l’inverse de la matrice [ ]P représente la matrice des capacités partielles qui est 

donnée par : 

                                      [ ] [ ] 1−= PC                                                                                          (IV.25) 

Avec : 
pij

pij P
C

1=   

pijC  : représente le coefficient d’influence entre l’élément i et l’élémentj . 

Les coefficients du potentiel  entre deux éléments i et j sont directement liés aux inductances 

mutuelles partielles entre conducteurs rubans. Deux cas distincts apparaissent : surfaces  

parallèles entre elles ou surfaces perpendiculaires entre elles.  

 

IV.2.4.3.1 Surfaces parallèles 

 

La Figure IV.9 présente l’agencement  des deux rubans placés dans des plans parallèles 

ainsi que les différentes notations géométriques utilisées. Le coefficient partiel de potentiel est 

donné par la formule suivante [Roudet 2004]:  
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Figure IV.10 : Deux subdivisions perpendiculaires de section rectangulaire 
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IV.2.4.3.2 Surfaces perpendiculaires 

 

La Figure IV.10 présente deux rubans agencés perpendiculairement ainsi que les 

différentes notations géométriques utilisées. Le coefficient partiel de potentiel est donné par la 

formule suivante [Roudet 2004]: 
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Figure IV.11 : Connexion de base 
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IV.2.5 Construction du circuit électrique équivalent 

 

Après avoir maillé les conducteurs et calculé les éléments partiels, on peut construire le 

schéma électrique équivalent. La construction du circuit électrique équivalent consiste à 

connecter les éléments partiels. La Figure IV.11 présente les deux types de connexion au niveau 

du coude du conducteur. 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

Dans le premier type, il n’existe qu’un point équipotentiel au coude, toutes les subdivisions 

associées sont connectées à ce point. Par conséquent, le courant peut passer d’une subdivision 
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aux autres. Par exemple, le courant peut passer de la subdivision 1 aux subdivisions 2, 3, 4, 5 et 6 

et inversement. Dans le deuxième type, chaque extrémité d’une subdivision définit un point 

équipotentiel. Un même courant passe les subdivisions 1 et 4, 2 et 5; 3 et 6. En absence de 

matériaux magnétiques, ces deux cas donnent un même résultat [Tran 2008]. 

 

IV.2.6 Résolution du circuit électrique 

 

Pour déterminer les courants et les tensions en tout point du circuit, il faut décrire la 

topologie du circuit électrique équivalent par les lois de Kirchhoff (lois de nœuds et lois de 

mailles). Afin de résoudre les équations électriques décrivant le circuit équivalent, différentes 

techniques peuvent être employées en fonction de ce que l’on souhaite placer comme inconnues 

[Nguyen 2012], [Nguyen 2014]: 

• Approche des mailles indépendantes, les inconnues sont les courants des mailles 

indépendantes. 

• Approche mixte dont les inconnues sont les courants de branche et les tensions de nœuds. 

• Approche des nœuds indépendants connue sous le nom d’analyse nodale, les inconnues 

sont les tensions des nœuds indépendants. 

 

IV.2.7 Application de la méthode PEEC 

 

IV.2.7.1 Deux conducteurs parallèles rectangulaire 

 

Considérons deux conducteurs parallèles en cuivre d’une longueur de 1m, d’épaisseur 

1mm et de largeur de 50mm. Les deux conducteurs sont séparés d’une distance de 40mm (voir 

Figure IV.12) [Roudet 2004]: 

 

 

  

 

 

 

 

  Figure IV.12: Deux conducteurs rectangulaire parallèles 
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1   2   
3   4   

1   2   3   4   
5   6   7   8   

La matrice résistance et inductance obtenues en utilisant la méthode PEEC sont 

représentées ci-après: 

( )Ω







= mR

352.00

0352.0
 ;                  ( )nHL 








=

837443

443837
 

 

La matrice capacité obtenue en est la suivante: 

( )pFC 







=

475.24604.16

604.16475.24
 

 

Les résultats obtenus sont bonne concordance avec les résultats obtenus en [Roudet 2004]. 

En utilisant le maillage PEEC 1D (en subdivisant les deux conducteurs en un nombre de 

conducteurs élémentaire) tel que représenté sur la Figure IV.13 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

a. Subdivision en 4 éléments                                b. Subdivision en 8 éléments 

Figure IV.13 : Maillage 1D de deux conducteurs rectangulaire parallèles 

 

La matrice résistance et inductance obtenues en utilisant le maillage PEEC 1D sont représentées 

ci-après: 

 

• Cas de subdivision en 4 conducteurs élémentaires 

 

( )Ω



















= mR

0.704            0           0           0

0     0.704           0           0

0            0    0.704           0

0            0           0    0.704

         ( )nHL



















=

970    703   439   394

704    970   500   439

439    500   970   704

394    439  704   970
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• Cas de subdivision en 8 conducteurs élémentaires 
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1.4084              0              0             0            0           0           0           0

 0       1.408              0             0            0           0           0           0

0              0       1.408             0            0           0           0           0

 0              0              0      1.408            0           0           0           0

 0              0              0            0      1.408           0           0           0

0              0              0            0             0    1.408           0           0

0              0              0            0             0           0    1.408           0

0              0              0            0             0           0           0    1.408

R  

 

( )nH

1100   839.85   685.73   604.62   438.13   414.42   393.72   375.40   

839.85      1100   839.85   685.73   465.75   438.13   414.42   393.72   

685.73   839.85      1100   839.85   498.70   465.75   438.13   414.42   

604.62   685.73   839.85      1100   539.32   498.70   465.75   438.13   

438.13   465.75   498.70   539.32      1100   839.85   685.73   604.62   

414.42   438.13   465.75   498.70   839.85      1100   839.85   685.73   

393.72   414.42   438.13   465.75   685.73   839.85      1100   839.85   

375.40   393.72   414.42   438.13   604.62   685.73   839.85      1100   

L

































=  

 

L’évolution de l’inductance mutuelle du premier élément en fonction du numéro de 

l’élément est représentée sur la Figure IV.14. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure IV.14 : Evolution de l’inductance mutuelle en fonction du numéro de subdivision 

 

On constate qu’à chaque fois qu’on s’éloigne de la subdivision (conducteur élémentaire), 

l’inductance mutuelle diminue. 
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IV.2.7.2 Influence de la distance de séparation entre deux conducteurs identique 
 
 

Considérons deux conducteurs parallèles identiques en cuivre d’une épaisseur de 0.1mm, 

de largeur de 0.25mm et de longueurl . Les deux conducteurs sont séparés par une distance D  

(voir Figure IV.15) [Ruehli 1972].   

 

   
 

 

 

 

 

 

  Figure IV.15: Deux conducteurs identique séparés par une distance D 

 

Il est intéressant d'observer comment se comporte la méthode de simulation PEEC lorsque 

la distance de séparation entre les conducteurs varie. Pour chaque distance de séparation entre les 

deux conducteurs D, on détermine l’évolution de l’inductance mutuelle en fonction de la 

longueur du conducteur (Figure IV.16). 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figure IV.16 : Evolution de l’inductance mutuelle en fonction de la longueur du conducteur 

pour chaque distance de séparation des deux conducteurs 

 

D’après les résultats obtenus par simulation PEEC, on constate que pour les petites 

longueurs de conducteurs, la distance de séparation des conducteurs à une grande influence sur la 

valeur de l’inductance mutuelle (l’écart entre les inductances mutuelles est important). Au fur à 

0.25mm 

D 

0.1mm 

0.1mm 

l  
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Figure IV .17 : Application de la méthode hybride PEEC-EF 

mesure qu’on augmente les longueurs de conducteurs, la distance de séparation des conducteurs 

à peu d’influence (l’écart entre les inductances mutuelles est très petit). Les résultats obtenus 

sont en bonne concordance avec les résultats obtenus par [Ruehli 1972].  

 

IV.3 Couplage de la formulation φ−0T avec la méthode PEEC 

IV.3.1 Formulation φ−0T  

Dans ce cas, le problème se compose de m inducteurs, de région magnétique 1Ω  et d’air 

0Ω  comme représenté sur la Figure IV.17 :  

 

 

 

 

 

 

 

 

Les inducteurs dont la densité de courant uniformesJ , sont divisés en deux types : 

inducteurs de circuit icn  (alimentés par une source de tension) et inducteurs de courant ncn  

(alimenté par une source de courant imposée).  

Les équations de Maxwell décrivant le problème se réécrivent alors :  

sJH
rrr

=×∇     dans 0Ω                                                                                (IV.34)    

0=×∇ H
rr

     dans 1Ω                                                                                (IV.35)                                                         

0. =∇ B
rr

           Dans tout le domaine d’étude.                                          (IV.36)                                       

Auxquelles on ajoute la loi du comportement du matériau : 

HB
rr

1µ=           dans 1Ω                                                                             (IV.37)                                                     

La formulation φ−0T  proposée réduit le champ magnétique dans l’air tout en conservant 

un champ magnétique total dans les régions magnétiques dont les courants sont supposés nuls 

[Tran 2008]. 

De l’équation (IV.35), on déduit l’existence d’un potentiel scalaire magnétiqueφ tel que :    

φ∇−=
rr

H                dans 1Ω                                                                       (IV.38)                                                                
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Pour calculer le champ magnétique dans l’air on doit introduire un champ source 0T tel que :  

sJTH
rrrrr

=×∇=×∇ 0        dans 0Ω                                                               (IV.39)                                                                         

À l’interface des différentes régions nous devons assurer la continuité de la composante 

tangentielle du champ magnétiqueH . Elle est naturellement obtenue en choisissant 0T tel que : 

00 =× nT
rr

                sur  010 Γ∪Γ∪Γ=Ω∂ HB                                           (IV.40)                                         

Ceci aboutit à l’existence d’un potentiel scalaire magnétiqueφ , qui vérifie l’équation suivante : 

φ∇−=
rrr

0TH           dans 0Ω                                                                       (IV.41)                                                                       

Le champ induit 0T  généré par l'ensemble des inducteurs peut être exprimé par la somme des 

champsokt  qui est le champ source crée par un courant unitaire (1A) circulant dans l’inducteur k. 

∑
=

=
m

k
kk ItT

1
00 .                                                                                              (IV.42)                                                                                                

Où kI etmreprésente respectivement le courant traversant l’inducteurk et le nombre d’inducteur. 

Soit kj0  la densité de courant d'un inducteur alimenté par un courant de 1A, alors okt doit 

satisfaire les conditions suivantes [Aimé 2009]: 

kk jt 00 =×∇     dans 0Ω                                                                              (IV.43)                                                               

00 =× nt k        sur 01Γ                                                                                 (IV.44)                                                                   

 Le champ kt0 est calculé par l’intermédiaire dekh0  qui vérifie les conditions suivantes : 

kk jh 00 =×∇     dans tout l’espace                                                              (IV.45)                                           

0. 0 =∇ kh           dans tout l’espace                                                             (IV.46)                                                       

Où kh0  est le champ déduit de la formulation de Biot et Savart. 

Le champ source kh0  peut être exprimé par la formule de Biot et Savart. Le champ en un point 

M crée par une source de courant s’écrit : 

Ω×= ∫
Ω

d
PM

MPMj
Mh k

k 3
0

0

)(

4

1
)(

r

π
                                                               (IV.47)                         

Cette méthode analytique est très intéressante pour les inducteurs de géométrie simple. Le calcul 

est toutefois effectué sur tout le domaine, ce qui nuit l’aspect économique de cette formulation 

quand nous avons un grand nombre d’inducteurs. 

De l’équation (IV.43) et (IV.45) on déduit que kk ht 00 ×∇=×∇ , donc les deux champs okt  et 

okh sont égaux à un gradient près. Nous pouvons donc introduire un scalaire kδφ  : 

 kkk ht δφ∇−= 00                                                                                      (IV.48)                                          
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Cette équation exprime que le champ magnétique est réduit d’un terme kδφ∇  par rapport au 

champ sourcekt0 . kδφ  est appelé l’incrément réduit-total [Phung 2006]. 

En remplaçant (IV.48) dans (IV.44), on obtient : 

( ) 00 =×∇− nh kk δφ      sur  0Ω∂                                                                 (IV.49)                                    

Cette équation nous permet de déterminer le scalaire kδφ .  

 

IV.3.2 Relation courant – tension et potentiel scalaire magnétique 

 

Plaçons dans le cas des inducteurs de circuit dont le courant est inconnu et sont reliés à un 

circuit électrique extérieur. Donc, il est nécessaire d’établir une relation entre les équations de 

champs électromagnétiques et celles de circuits électriques. Pour cela nous allons rechercher une 

relation courant - tension pour les inducteurs couplés au circuit. 

La relation entre la tensionkU , le courant kI et le flux kΦ  dans le ièmek inducteur est donnée par: 

t
IRU k

kkk ∂
Φ∂+= .                                                                                      (IV.50)                                

Où kR est la résistance propre de l’inducteur. 

 

On détermine la relation entre le fluxkΦ et le potentiel scalaire magnétiqueφ , en utilisant le fait 

que le flux dérive de la coénergieW′ [Le Floch 2002]: 

kcteIctekk
k I

W

I

W

I

W

k
∂
∂

∂
′∂+

∂
′∂=

∂
′∂=Φ

==

φ
φφ

.                                                      (IV.51)                                   

Avec :  ∫ ∫
Ω

Ω=′
H

ddHBW
0

                                                                                                                            

En développant l’équation (IV.51), on obtient la relation entre la tension, le courant et le 

potentiel scalaire magnétique : 

Ω














 ∇−
∂
∂+= ∑∫

=Ω

dIt
t

tIRU
m

k
kkkkkk

1
000

0

.. φµ                                            (IV.52)              
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IV.3.3 Résolution par la méthode des éléments finis 

 

Après application de la méthode de Galerkine, la formulation intégrale de la première équation 

du système (IV.36) s’écrit :  

( ) ( )∫ ∫∫
Ω ΩΩ

=Ω∇−Ω∇−=Ω∇ 0.
10

dBdBdB iii ααα                                          (IV.53)                                

Avec iα  étant la fonction de projection. 

 

Introduisons les équations (IV.41) et (IV.42) dans (IV.53), on obtient : 

( ) ( ) 0. 1
1

00

10

=Ω∇∇+Ω






 ∇−∇− ∫∑∫
Ω=Ω

ddIt i

m

k
kki φµαφµα                             (IV.54)                                    

 

La fonction inconnue φ dans le cas d’une approximation nodale est donnée par : 

∑
=

=
n

j
jj

1

φαφ                                                                                                (IV.55)                        

Où n  représente le nombre de nœuds du maillage, jα  la fonction d’interpolation au nœud j et 

jφ représente la valeur de l’inconnue au nœudj . 

 

En remplaçant (IV.55) dans (IV.54), on obtient:                           

    ( ) ( ) ( ) 0.
1

1
1

0
1

00

100

=Ω











∇∇+Ω












∇∇+Ω∇− ∑∫∑∫∫ ∑
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dddIt
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j
jjij
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j
jik

m

k
ki φαµαφαµαµα        (IV.56) 

             

                ( ) ( ) 0
1

00
1

0

=Ω∇−Ω∇∇ ∑ ∫∑∫
= Ω= Ω

m

k
kki

n

j
jji Idtd µαφαµα                                                (IV.57)                           

 

Comme les courants des inducteurs de courant sont connus, on sépare maintenant les inducteurs 

de courant et les inducteurs de circuit, l’équation (IV.57) devient : 

( ) ( ) ( ) kk

n

k
i

n

k
kki

n

j
jji IdtIdtd

ncic

Ω∇=Ω∇−Ω∇∇ ∑ ∫∑ ∫∑∫
= Ω= Ω= Ω

00
11

00
1

00

µαµαφαµα            (IV.58)            

 

L’équation (IV.58), nous permet d’aboutir au système matriciel suivant : 

[ ] [ ] [ ]SICM =+ ..φ                                                                                       (IV.59)                                
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Avec : 
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n

k
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∫

∫

= Ω

Ω

Ω

µα

µα

αµα

                                       (IV.60)             

Par la suite, nous développons la dernière équation du système (IV.52) et on obtient: 

∑ ∫∑ ∫
= Ω= Ω














Ω∇

∂
∂−














Ω

∂
∂+=

n

j
jjk

m

l
llkkkk dt

t
Idtt

t
IRU

1
00

1
000

00

. φαµµ                      (IV.61)          

 

En régime sinusoïdal avec la pulsationω , l’équation (IV.61) peut s’écrire : 

∑ ∫∑ ∫
= Ω= Ω
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Ω+=

n

j
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m

l
llkkkk dtjIdttjIRU

1
00

1
000

00

. φαµωµω                     (IV.62)               

L’équation (IV.62), nous permet d’aboutir au système matriciel suivant : 

[ ] [ ] 






 ′+=++ S
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U
IDRCt

ω
φ ..                                                                              (IV.63)                                                      

Avec :          
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                                                  (IV.64)              

La combinaison de (IV.59) et (IV.63), nous donne le système matriciel à résoudre : 















+′=
















+ ω

φ

j

U
S

S

IDRC

CM
t                                                                              (IV.65)                   

Si les tensions sont connues nous pouvons résoudre le système. Mais en réalité, les inducteurs 

sont souvent alimentés par des circuits électriques qui se composent de résistances, 

d’inductances, de conductances, de sources de tension, de sources de courant et d’interrupteurs, 

les tensions U sont donc inconnues. Par conséquent, nous devons ajouter les équations de circuits 

électriques externes.  
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IV.3.4 Vers un couplage avec la méthode  PEEC 

 

Pour réaliser le couplage, on doit représenter les subdivisions au sein de la formulation 

φ−0T couplée avec les circuits électriques. Chaque subdivision définit un inducteur de la 

formulation φ−0T couplée avec les circuits électriques comme représenter sur la Figure IV.18. 

 

 

 

 

 

 

 

Dans cette partie, nous présentons comment intégrer les mutuelles partielles calculées par la 

méthode PEEC au sein de la formulation φ−0T couplée aux circuits électriques. 

Les coefficients de la sous matrice [D] du système matriciel (IV.65) sont calculés par une 

intégration directe de ( )lk tt 00 .  dans l’air et ce produit varie fortement autour des inducteurs. En 

conséquence, les intégrations sont imprécises, ce qui nécessite un maillage fin autour des 

inducteurs. Pour éviter ces problèmes, nous présenterons ici une autre méthode qui permet de 

calculer les coefficients de la sous matrice [ ]D [Tran 2010].  

En remplaçant kt0  par son expression, le termeklD  s’écrit :     

∫ ∫
Ω Ω

Ω∇−Ω=
0 0

00000 dtdthD lklkkl µδφµ                                                    (IV.66)    

Tout d’abord, on va montrer que le premier terme de l’expression (IV.66) est la mutuelle 

partielle dans le vide entre les inducteursk etl . En définissant un potentiel vecteur ka0 crée par 

l’inducteur k dans le vide, quand celui-ci est parcouru par un courant de 1A, on peut écrire : 

( ) ( ) ( )( )∫ ∫
Ω Ω

Ω×∇−×∇=Ω×∇
0 0

000000. dtaatdta lkkllk                              (IV.67)        

Ce qui implique que : 

 ( ) ( ) ( )( )∫ ∫∫
Ω ΩΩ

Ω×∇+Ω×∇=Ω×∇
0 00

000000 . dtadtadat lklkkl                     (IV.68)                  

En appliquant le théorème de la divergence au premier terme de l’équation (IV.68), on aura : 

 ( ) ( ) ( )( )∫ ∫∫
Γ ΩΩ

Ω×∇+Γ×=Ω×∇
0 00

000000 . dtandtadat lklkkl                        (IV.69) 

Figure IV.18 : Représentation d’une subdivision PEEC dans la formulation φ−0T  

  Inducteur dans la formulation φ−0T                                Subdivisions  PEEC 
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Sachant que  00 =× nt k   et   ll jt 00 =×∇  dans l’inducteurl , alors : 

( ) ( )( )∫ ∫∫∫
Γ ΩΩΩ

Ω×∇+Γ×=Ω=Ω
0 000

000000000 ...... dtadantdhtdbt lkklklkl µ     (IV.70) 

En prenant kb0 l’induction magnétique créée par l’inducteur k dans le vide, quand celui-ci est 

parcouru par un courant de 1A : 

cllkkl djadht
cl

Ω=Ω ∫∫
ΩΩ

00000 ).(
0

µ                                                             (IV.71)              

Où : 

clΩ  : Volume de l’inducteur l. 

lj0  : Densité de courant dans l’inducteur l  lorsqu’il est parcouru par un courant unitaire (1A).  

On suppose que la densité de courant est uniforme conformément à l'hypothèse de discrétisation 

réalisée par le maillage PEEC, ce qui nous permet d’écrire : 

clk
cl

clklcllk da
S

dajdja
clcllc

Ω=Ω=Ω ∫∫∫
ΩΩΩ

00000
1

                                       (IV.72)            

Où clS est la section de l’inducteurl . 

Le potentiel vecteur ka0 crée par l’inducteur k, peut être déterminé par l’expression suivante : 

ck
kck

k d
rS

Pa
ck

Ω= ∫
Ω

11

4
)( 0

0 π
µ

                                                                  (IV.73)         

En introduisant (IV.73) dans (IV.72), on obtient : 

pklclck
kckcl

0
cll0k0 Mdd

r

1

SS

1

4
dja.

cl cklc

=ΩΩ
π

µ=Ω ∫ ∫∫
Ω ΩΩ

                            (IV.74)                    

Avec pklM représente la mutuelle partielle entre deux conducteurs k  etl . 

En introduisant (IV.74) dans (IV.71), on aura : 

 Ω= ∫
Ω

dhtM klpkl ).( 000

0

µ                                                                          (IV.75)                   

Le deuxième terme de l’expression (IV.66) peut être transformé en utilisant le théorème de la 

divergence : 

       ( ) Ω∇∇−Γ=Ω∇−∇=Ω∇ ∫ ∫∫∫
Γ ΩΩΩ

dndhdhdt lklkllklk

01 000

0000000 . δφµδφµδφδφµδφµδφ          (IV.76)  

D’autre part, les incréments kδφ sont nuls en dehors de l’interface air-fer, donc : 

Ω∇∇=Ω∇∇ ∫∫
ΩΩ

dd lklk δφµδφδφµδφ 00

010

                                                     (IV.77)         
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Figure IV.19 : Représentation de la région 0Ω [Tran 2010]. 

Air  Fer 

 01Ω   01Γ  

Où 01Ω  désigne l'ensemble des éléments volumiques dans 0Ω  ayant au moins un nœud sur 

l'interface air-fer 01Γ  comme représenté sur la Figure IV.19 : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En remplaçant l’équation (IV.75) et (IV.76) dans (IV.66), on obtient : 

Ω∇∇+Γ−= ∫ ∫
Γ Ω

dndhMD lklkpklkl

01 01

000 . δφµδφµδφ                                      (IV.78)            

De la même manière, on  aura : 

∑ ∫ ∫
= Γ Ω














Ω∇∇+Γ−=′

ncn

l
llklkpklk IdndhMS

1
000

01 01

. δφµδφµδφ                            (IV.79)    

De plus, les termesikC  peuvent être également transformés, en utilisant comme précédemment le 

théorème de la divergence : 

Ω∇∇+Γ−= ∫∫
ΩΓ

dndhC kikiik δφµαµα 000

0101

                                                  (IV.80)      

∑ ∫∫
= ΩΓ














Ω∇∇+Γ−=

ncn

l
kikii dndhS

1
000

0101

δφµαµα                                           (IV.81)          

Après avoir calculé les coefficients des sous matrices D et C et les sous vecteursiS  et kS′ , on peut 

résoudre le système d’équations (IV.65). A l’issue de cette résolution on obtient les courants 

circulant dans chaque inducteur.  

 

IV.4 Couplage de la formulation T en éléments d’arête avec la méthode PEEC 

 

IV.4.1 Formulations intégrales  

  

Le type de problème que l'on cherche à résoudre est représenté sur la Figure IV.20. En 

considérant un conducteurcΩ , non magnétique dans un champ source extérieur qui varie selon le 
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temps. Le champ inducteur induit un champ électrique E et des courants de Foucault J dans ce 

conducteur. 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.20 : Problème considéré 

 
Dans une région conductrice, les phénomènes électromagnétiques sont régis par les 

équations de Maxwell, qui sont données comme suit en régime harmonique : 

0. =∇ B
rr

                                                                                                      (IV.82)   

BjE
rrr

ω−=∧∇                                                                                            (IV.83)    

JH
rrr

=∧∇                                                                                                  (IV.84)        

EJ
rr

σ=                                                                                                        (IV.85)         

L’équation (IV.82) et (IV.83), nous permet de définir le potentiel vecteur magnétique et le 

potentiel scalaire électrique V tels que : 

AB
rrr

∧∇=                                                                                                   (IV.86)       

VAjE ∇−−=
rrr

ω                                                                                         (IV.87)              

En introduisant (IV.85) dans (IV.87), on aura :  

VAj
J ∇−−=

rr
v

ω
σ

                                                                                        (IV.88)                

Le potentiel vecteur magnétique A est la somme du terme A0 créé par le champ source et du 

terme réduit Ar associé au champ de réaction [Nguyen 2014]: 

rAAA
rrr

+= 0                                                                                                 (IV.89)                  

D’après la loi Biot et Savart en absence de région ferromagnétique, on a: 

cr d
r

J
A

c

Ω= ∫
Ωπ

µ
4

0                                                                                    (IV.90)                    

Où r est la distance entre le point d’intégration et le point de calcul du champ. 

En introduisant le potentiel vecteur magnétique A dans l’équation (IV.88), on obtient : 

Vd
r

J
jAj

J
c

c

∇=Ω++ ∫
Ω

r

π
µωω

σ 4
0

0                                                              (IV.91)         
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Dans la région cΩ , on a : 

0. =∇ J
rr

                                                                                                      (IV.92)         

Ce qui implique l’existence d'un potentiel vecteur électriqueT tel que : 

TJ
rrr

∧∇=                                                                                                   (IV.93)         

En introduisant l’équation (IV.93) dans (IV.91), on obtient: 

Vd
r

T
jAj

T
c

c

∇=Ω×∇++×∇
∫

Ω

r
rrrr

π
µωω

σ 4
0

0                                                  (IV.94)           

En utilisant une interpolation d’arête, le potentiel vecteur électrique s’écrit : 

∑=
j

ejej TwT .                                                                                              (IV.95)                   

Où ejw est la fonction de forme de l’arête j. 

L’utilisation des éléments d’arête permet une représentation naturelle des champs 

électromagnétiques (H,E) car elle assure la continuité de la composante tangentielle des variables 

vectorielles interpolées d’un élément à l’autre. 

 

Après application de la méthode de Galerkine avec la fonction de projection( )eiw×∇ , on obtient:    

( ) ( )

( ) ( ) ceicei

cceicei

dVwdAwj

dd
r

T
wjd

T
w

cici

ccici

Ω∇×∇+Ω×∇−

=ΩΩ×∇×∇+Ω×∇×∇

∫∫

∫∫∫

ΩΩ

ΩΩΩ

...

.
4

.

0

0

ω

π
µω

σ
                          (IV.96)    

En introduisant l’équation (IV.95) dans (IV.96), on obtient la formulation intégrale finale où les 

inconnues sont les valeurs du potentiel vecteur électrique sur les arêtes : 

     

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ceicei

ejcc
ej

j
eiejcej

j
ei

dVwdAwj

Tdd
r

w
wjTdww

cici

cjcici

Ω∇×∇+Ω×∇−

=ΩΩ
×∇

×∇+Ω×∇×∇

∫∫

∫∑ ∫∑ ∫

ΩΩ

ΩΩΩ

...

..
4

..
1

0

0

ω

π
µω

σ
          (IV.97) 

L’équation (IV.97), peut s’écrire sous forme matricielle : 

( ) eeeee VUTLjR ∆+=+ 0.ω                                                                         (IV.98)        

Où: 

eR  : Une matrice résistance creuse 

eL  : Une matrice inductance pleine, elle représente les interactions à distance calculées par une 

méthode intégrale. 
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Avec : ( )( ) cejeieij dwwR
ci

Ω×∇×∇= ∫
Ω

.
1

σ
 

( ) ( )
cc

ej
eieij dd

r

w
wL

cjci

ΩΩ
×∇

×∇= ∫∫
ΩΩ

.
4

0

π
µ

 

( ) ceie dAwjU
ci

Ω×∇−= ∫
Ω

00 .ω  

( ) ceiei dVwV
ci

Ω∇×∇=∆ ∫
Ω

..  

En appliquant le théorème de la divergence, on obtient : 

( ) ( ) ( ) ( ) Γ×∇=Ω×∇∇−Ω×∇∇=Ω∇×∇=∆ ∫∫ ∫∫
ΓΩ ΩΩ

dVwdwVdVwdVwV
cici cici

nei

nulle

eiceiceiei ..........

444 3444 21

 

Il n'y a pas de courants sortant du volume cΩ (J.n=0), la fonction de projection choisie est 0=eiw  

surΓ . Par conséquent le terme( )neiw×∇ est également nul surΓ . Ce qui nous conduit à 

avoir 0=∆ eV . 

L’équation à résoudre devient 

( ) 0. eeee UTLjR =+ ω                                                                                   (IV.99)         

 

IV.4.2 Vers un couplage avec la méthode PEEC 

 

En considérant deux types de conducteur volumique, un conducteur cΩ maillé en néléments 

et un conducteur linéique0Ω maillé en m éléments. Le conducteur 0Ω est alimenté par une source 

de tension comme représenté sur la Figure IV.21. Le conducteur linéique 0Ω est modélisé par la 

méthode PEEC, tandis que la formulation T-arête est utilisée pour la modélisation du 

conducteur cΩ . 

 

 

 

 

 

 

 

Figure IV.21 : Exemple de couplage T-arête avec la méthode PEEC  
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IV.4.2.1 Influence du courant de conducteur PEEC sur le conducteur cΩ  

 

Le conducteur PEEC est considéré comme une source externe du conducteurcΩ . Les 

courants dans le conducteur PEEC créent un potentiel vecteur magnétique0A , qui peut être 

calculé en fonction des courants parcourus dans les conducteurs élémentaires du conducteur 

PEEC discrétisé. 

ok
k

k Id
r

j
d

r

J
A

k

.
44 0

00
0

00
0

00

Ω=Ω= ∑ ∫∫
ΩΩ π

µ
π

µ
                                         (IV.100)          

Où : 

0J  : Densité de courant dans le conducteur0Ω . 

kj0 : Solution électrocinétique pour un courant de 1A. 

kI0 : Valeur de courant circulant à l’élément k du conducteur PEEC. 

En remplaçant0A  par son expression, l’équation (IV.97), s’écrit : 
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j
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Idd
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j
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r

w
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kci

cjcici

π
µω

π
µω

σ
      (IV.101)  

Qui peut se mettre sous forme matricielle : 

( ) 0.. 00 =++ IBTLjR eee ω                                                                         (IV.102)            

Avec : 

0I  : Vecteur des courants circulant dans les éléments du conducteur 0Ω (m ×1). 

0B  : Matrice mutuelle qui représente l’influence des courants dans le conducteur 0Ω  sur le 

conducteur cΩ , de dimension (e ×m), e étant le nombre d’arêtes actives de cΩ . 

Où : 

( ) c
k

k
eiik dd

r

j
wjB

kci

ΩΩ×∇= ∫∑ ∫
ΩΩ 0

0
00

0 ..
4π
µω                                            (IV.103)               

 
IV.4.2.2 Influence des courants de Foucault dans le conducteur cΩ sur le conducteur PEEC 
 
 

Les courants dans la région cΩ provoquent un champ magnétique sur le conducteur PEEC.  
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Dans la formulation de la méthode PEEC, nous devons considérer le potentiel vecteur 

magnétique Acréé par tous les courants : 

cd
r

J
d

r

J
A

c

Ω+Ω= ∫∫
ΩΩ π

µ
π

µ
44

0
0

00

0

                                                          (IV.104)          

Où : 

0J  : Densité de courant dans le conducteur0Ω . 

J  : Densité de courant de Foucault dans conducteur cΩ  

L’interaction entre le courant d’un élément du conducteur cΩ avec le courant d’un élément de 

conducteur 0Ω est représentée sur la Figure IV.22 : 

 

 

 

 

  

           Elémentsi de cΩ avec 6 arêtes (a1,a2,…,a6)             Elémentsk de 0Ω  

Figure IV.22 : Interaction entre le courant de Foucault avec le courant circulant dans le 

conducteur PEEC 

  

En tenant compte de la discrétisation des deux régions 0Ω et cΩ , on aura : 

( )
eic

i

ei
k

k

k Td
r

w
Id

r

j
A

cik

Ω×∇+Ω= ∑ ∫∑ ∫
ΩΩ π

µ
π

µ
4

.
4

0
00

00

0

                         (IV.105)                           

 

Le système matriciel de la méthode PEEC devient : 

 ( ) 0000 .. see UILjRTD =++ ω                                                                    (IV.106)                         

Avec : 

0R  : représente la matrice résistance de la méthode PEEC. 

0L  : représente la matrice d’interaction de la méthode PEEC. 

0sU  : Vecteur des sources de tension. 

eD : représente la matrice mutuelle qui représente l’influence des courants de Foucault dans le 

conducteur cΩ sur le conducteur 0Ω . La dimension de cette matrice est (m ×e). 
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Où : 

( )
00

0 ...
4

0

ΩΩ×∇= ∫∫
ΩΩ

dd
r

w
jjD

cik

c
ei

keik π
µω                                                (IV.107) 

 

IV.4.2.3 Système global d’équations couplées 

 
A partir de l’équation (IV.102) et (IV.106), on obtient le système d’équations globales : 
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( ) 
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                                               (IV.108)      

Dans ce système, le courant 0I et la tension 0sU sont considérés sur chacune des branches de 

conducteur PEEC. Nous ne pouvons pas résoudre directement ce système car toutes les 

équations ne sont pas indépendantes. Donc, pour résoudre le système (IV.75) on peut utiliser la 

méthode des mailles indépendantes. 

 

IV.5 Conclusion 

 

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la modélisation et au calcul  des 

paramètres RLC du schéma électrique équivalent d’un système multiconducteur 3D en utilisant 

la méthode PEEC. Par la suite, nous avons présenté la formulation éléments finis φ−0T  et son 

couplage avec la méthode PEEC. Ensuite nous avons passé à la présentation de la formulation 

intégrale T-arête pour modéliser les courants de Foucault dans les régions conductrices, non-

magnétiques, et nous avons également présenté un couplage entre cette formulation avec la 

méthode PEEC. 

Le chapitre suivant sera l’objet de validation des modèles à travers plusieurs applications 

pour la détermination des différents paramètres d’un système bobiné d’une machine électrique 

telles que les résistances, les capacités, les inductances propres et mutuelles afin de juger l’état 

de santé de l’isolation et d’établir ainsi un diagnostic des machines haute tension.  
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V.1 Introduction 

 

L’objectif de notre travail porte sur la modélisation et le calcul des paramètres caractérisant 

le comportement électromagnétique d’un système multiconducteur-isolant à savoir les 

résistances (R), les inductances propres et mutuelles (L,M) et les capacités (C) en vue de leur 

diagnostic. Après avoir calculé les différents paramètres (RLC) du système multiconducteur-

isolant, on construit le schéma électrique équivalent. La détermination des éléments du schéma 

électrique équivalent s’effectue en résolvant le problème électrostatique et magnéto-harmonique 

en utilisant la méthode des éléments finis, par la suite, en utilisant la méthode PEEC (Partial 

Element Equivalent Circuit) en 3D. Le schéma électrique équivalent est utilisé dans le but de 

simuler le comportement transitoire de la bobine alimentée par des fronts raides et de déterminer 

la distribution de la tension à l’entrée de chaque spire et les tensions inter-spires.  

 

Dans le premier temps, on s’intéressera à la résolution du modèle couplé magnétique-

densité de courant total (A-J) qui nous conduira au calcul des résistances et des inductances 

(propres et mutuelles) à travers l’exploitation soit du couple potentiel-courant total ou des 

densités de pertes électriques et magnétiques, en tenant compte de l’effet de peau et de 

proximité. Le calcul des paramètres capacitifs est conduit en résolvant l’équation électrostatique 

en s’appuyant sur l’approche des potentiels fixés. La résolution des modèles numériques est faite 

par la mise en œuvre de code de calcul Eléments Finis sous environnement Matlab-Pdetool. 

Dans le but de modéliser plus précisément possible le comportement électromagnétique du 

système multiconducteur-isolant, il nous est nécessaire de connaitre l’évolution de ces différents 

paramètres  RLC en fonction de la fréquence. On  comparera par la suite les résultats obtenus par 

simulations avec ceux obtenus par les formulations analytiques existantes et ceux obtenus par 

mesure. Dans le second temps, on s’intéressera au calcul des paramètres RLC en utilisant la 

méthode PEEC.     

 

V.2 Système bobiné d’une machine électrique 

 

 V.2.1 Caractéristiques géométriques et physiques 

 

L’encoche statorique à étudier contient six spires en cuivre comme représentée sur  la 

Figure V.1. Le diamètre de chaque spire est de 1.25mm, d’épaisseur d’isolation de 0.04mm et de 
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longueur de 68cm. La permittivité relative de l’isolation électrique des conducteurs est égale à 

3.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.1: Structure géométrique d’un système multiconducteur-encoche dans une machine 

électrique 

 

V.2.2 Maillage éléments finis du domaine d’étude 

 

La Figure V.2 représente la géométrie et le maillage éléments finis du domaine d’étude 

utilisé pour déterminer la matrice résistance et inductance en considérant le cas sain et le cas de 

dégradation et corrosion/oxydation de l’isolation des conducteurs. Afin de tenir compte de l’effet 

de peau et de proximité, il est nécessaire de mailler plus finement les contours du système. 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.2 : Maillage éléments finis du domaine d’étude 
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On détermine les paramètres RLC de l’ensemble multiconducteur-isolant dans une encoche 

(bobine de six spires), en résolvant le  modèle couplé magnétique-densité de courant (A-J) et en 

imposant des conditions aux limites de type Dirichlet homogène sur toutes les frontières du 

domaine à étudier. 

 

V.2.3 Paramètres résistifs et inductifs RLM 

 
        Les résultats obtenus par simulation de la matrice résistance de l’ensemble multiconducteur 

dans une encoche sont récapitulés dans le Tableau V.1 pour les différentes fréquences. 

 

 Tableau V.1 : Résistances calculées pour une  bobine de 6 spires 

Résistances 
en [Ω ] 

Fréquence 
Hz10  kHz1  kHz10  kHz50  kHz100  kHz500  MHz1  MHz10  

11R  0.00955 0.01006 0.01194 0.02160 0.03240 0.08193 0.12138 0.42785 

22R  0.00955 0.01021 0.01180 0.02008 0.02925 0.06990 0.10176 0.34710 

33R  0.00955 0.01006 0.01194 0.02160 0.03240 0.08193 0.12138 0.42794 

44R  0.00955 0.01006 0.01194 0.02160 0.03240 0.08191 0.12133 0.42762 

55R  0.00955 0.01021 0.01180 0.02008 0.02923 0.06984 0.10166 0.34677 

66R  0.00955 0.01006 0.01194 0.02160 0.03240 0.08190 0.12133 0.42775 

12R  2.015e-7 0.000613 0.001773 0.001968 0.001976 0.002054 0.002079 0.002128 

13R  1.746e-7 0.000451 0.000105 0.000044 7.1409e-5 6.5798e-5 6.2093e-5 5.3242e-5 

14R  1.809e-7 0.000601 0.001803 0.001949 0.001981 0.002067 0.002092 0.002140 

15R  2.041e-7 0.000585 0.000270 0.000096 0.000115 0.000110 0.000104 8.8709e-5 

16R  1.739e-7 0.000426 0.000010 8.0247e-7 7.4192e-6 6.2302e-6 5.7522e-6 4.7428e-6 

23R  1.999e-7 0.000648 0.001562 0.001585 0.001564 0.001567 0.001570 0.001575 

24R  2.029e-7 0.000606 0.000204 7.5565e-5 9.0365e-5 8.3348e-5 7.8088e-5 6.5607e-5 

25R  2.282e-7 0.000693 0.001114 0.001268 0.001296 0.001350 0.001368 0.001403 

26R  2.029e-7 0.000606 0.0002036 7.5567e-5 9.0364e-5 8.3344e-5 7.8084e-5 6.5599e-5 

34R  1.739e-7 0.000426 0.000010 8.0372e-7 7.4198e-6 6.2303e-6 5.7522e-6 4.7424e-6 

35R  2.041e-7 0.000585 0.000270 9.5845e-5 0.000115 0.000110 0.000104 8.8723e-5 

36R  1.809e-7 0.000601 0.001803 0.001949 0.001981 0.002067 0.002093 0.002141 

45R  2.016e-7 0.000614 0.001774 0.001971 0.001978 0.002056 0.002080 0.002130 

46R  1.748e-7 0.000452 0.000106 4.3896e-5 7.136e-5 6.5805e-5 6.2107e-5 5.3264e-5 

56R  2.000e-7 0.000648 0.001563 0.001586 0.001566 0.001569 0.001571 0.0015763 
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Les résultats obtenus par simulation de la matrice inductance de l’ensemble 

multiconducteur dans une encoche sont récapitulés dans le Tableau V.2 pour les différentes 

fréquences. 

Tableau V.2 : Inductances calculées pour une  bobine de 6 spires 

Inductances  Fréquences 
Propre [nH ] Hz10  kHz1  kHz10  kHz50  kHz100  kHz500  MHz1  MHz10  

11L  371.03 261.21 178.57 144.91 125.72 93.806 85.364 70.540 

22L  379.14 230.15 144.07 114.22 97.863 71.022 64.125 52.180 

33L  371.02 261.21 178.57 144.91 125.73 93.812 85.370 70.545 

44L  371.12 261.21 178.51 144.85 125.67 93.769 85.331 70.515 

55L  379.19 230.10 143.94 114.11 97.775 70.961 64.071 52.138 

66L  371.11 261.20 178.50 144.84 125.66 93.761 85.323 70.506 

Mutuelle [nH ] Hz10  kHz1  kHz10  kHz50  kHz100  kHz500  MHz1  MHz10  

12M  238.28 95.622 8.5436 0.3594 0.14936 0.02083 0.00845 0.000358 

13M  148.10 21.045 3.1473 0.0264 0.00585 0.00205 0.00108 6.3853e-5 

14M  233.18 106.22 7.0089 0.4163 0.17404 0.02210 0.00873 0.000345 

15M  192.60 45.237 5.5387 0.1111 0.02769 0.00432 0.00203 0.0001122 

16M  134.33 6.5192 0.9838 0.0522 0.01023 6.4261e-5 5.0617e-5 6.1462e-6 

23M  238.28 93.021 5.0936 0.0405 0.01269 0.00195 0.00084 4.1642e-5 

24M  192.62 42.043 5.0867 0.1011 0.02799 0.00404 0.00181 9.2497e-5 

25M  240.98 72.701 4.3639 0.2974 0.11883 0.01507 0.00609 0.000253 

26M  192.61 42.043 5.0867 0.1012 0.02800 0.00404 0.00181 9.2554e-5 

34M  134.33 6.5187 0.9838 0.0522 0.01022 6.4136e-5 5.0665e-5 6.1538e-6 

35M  192.6 45.238 5.5390 0.1111 0.02768 0.00432 0.00203 0.000112 

36M  233.17 106.22 7.0100 0.4164 0.17410 0.02211 0.00874 0.000347 

45M  238.46 95.702 8.5572 0.3597 0.14920 0.02078 0.00843 0.000357 

46M  148.30 21.127 3.1574 0.0255 0.00573 0.00205 0.00108 6.3777e-5 

56M  238.47 93.102 5.0970 0.0406 0.01266 0.00194 0.00084 4.1639e-5 

 
La résistance et l’inductance de la bobine sont des paramètres qui dépendent de la fréquence.  A 

partir des résultats obtenus, on constate bien que la résistance Rii augmente en fonction de la 

fréquence (l’effet de peau) et de même pour le coefficient mutuel Rij (effet de proximité). La 

variation des inductances en fonction de la fréquence est beaucoup plus faible. En  basse 

fréquence la densité de courant est homogène dans les conducteurs. En effet, avec 

l’augmentation de la fréquence le phénomène de l’effet de peau et de proximité augmente. La 

densité de courant devient alors de plus en plus inhomogène dans les conducteurs avec une 

concentration sur les surfaces dans l’épaisseur de peau. Cette inhomogénéité est de plus en plus 

difficile à évaluer avec le maillage imposé puisqu’il n’y a plus suffisamment d’éléments dans 

l’épaisseur de peau pour décrire correctement le phénomène. Lorsque la bobine est placée dans 
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les encoches d’un noyau magnétique, les courants induits dans les milieux conducteurs modifient 

la carte du champ magnétique et par conséquent l’inductance de la bobine. La Figure V.3 

présente l’évolution de la résistance d’une spire placée dans l’air en fonction de la fréquence. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.3 : Evolution de la résistance en fonction de  la fréquence d’une spire placée 
dans l’air  

 

La Figure V.4 présente une comparaison de l’évolution de l’inductance d’une spire placée 

dans les encoches du fer et celle placée dans l’air en fonction de la fréquence. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.4 : Comparaison de la variation de l’inductance en fonction de  la fréquence 
d’une spire placée dans l’air et celle placée dans les encoches du fer 

 

La Figure (V.3) et (V.4) montrent que l’inductance de la spire d’une bobine montée sur un 

noyau de fer diminue en augmentant la fréquence et que la résistance augmente. Les phénomènes 

électromagnétiques dans les tôles magnétiques peuvent s’expliquer par la présence des courants 

induits dans les tôles magnétiques et qui peuvent alors être classées selon la fréquence. En 

analysant les allures de la Figure (V.4), on constate qu’en basses fréquences (BF) l’inductance de 

la spire d’une bobine positionnée dans les encoches du fer est supérieure à celle de la spire d’une 
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bobine placée dans l’air, donc le circuit magnétique a une grande influence sur cette inductance. 

En haute fréquences (HF), l’inductance de la spire d’une bobine placée dans les encoches du fer 

ou celle placée dans l’air ont des valeurs très proches, ce qui veut dire que le circuit magnétique 

a peu d’influence sur l’inductance de la spire en hautes fréquences. En BF, lorsque l’épaisseur de 

peau est supérieure ou égale à la moitié de l’épaisseur de tôle magnétique, l’influence des 

courants induits sur la répartition du champ magnétique reste faible, et le champ magnétique est 

approximativement uniforme à l’intérieur de chaque tôle. En HF, lorsque l’épaisseur de peau est 

petite devant celle d’une tôle, le champ magnétique est concentré sur une très petite épaisseur de 

la tôle. Les courants induits dans chaque tôle provoquent une réaction, ils créent un champ qui 

s’oppose au champ d’excitation, cette réaction annule le champ au milieu des tôles sur une zone 

dont la largeur dépend de la fréquence. Le champ magnétique n’existe que dans une faible 

épaisseur sous la surface de chaque tôle. Le circuit magnétique feuilleté joue le rôle de 

canalisation des lignes de champ. 

 

V.2.4 Validation des résultats 

 

En vue de valider le modèle couplé  magnétique-courant total EF-(A-I), la valeur moyenne 

de la résistance moy
iiR et de l’inductance moy

iiL  obtenues par simulation éléments finis sont 

comparés avec ceux obtenus par des formulations analytiques existantes [Kane 1995], [Weens 

2006] et ceux obtenus par mesure [Mihaila 2011] pour les différentes valeurs de la fréquence, 

comme représentées sur le Tableau V.3.  

 

Tableau V.3 : Comparaison des valeurs moyennes de résistances et d’inductances 
obtenues par le modèle EF-(A-I) et par formulations analytiques et par mesure 

 Résistances [ ]ΩmRmoy
ii  Inductances [ ]nHLmoy

ii  

fréquence Modèle EF-(A-I) 
Formule analytique 

[Kane 1995] 
Modèle EF-(A-I) 

Formule analytique 
[Weens 2006] 

10Hz 9.56 9.6 337.77 989.1 
1kHz 10.11 9.6 250.88 178.8 
10kHz 11.89 11.9 167.03 93.93 
50kHz 21.09 26.7 134.64 77.1 
100kHz 31.34 37.7 116.40 67.73 
500kHz 77.92 84.3 86.19 61.04 
1MHz 114.81 119.2 78.26 59.45 
10MHz 427.85 376.9 64.41 56.83 
 Résistance expérimentale [Mihaila 2011] Inductance expérimentale [Mihaila 2011] 
10MHz 420 Ωm  60nH  
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Modèle EF-(A-I) (Air)
Formulation analytique (Air)

D’après le Tableau V.3 comparatif, on constate que les valeurs de résistances et d’inductances 

obtenues par le modèle couplé magnétique-courant total en utilisant la méthode des éléments 

finis EF-(A-I) sont proche des valeurs obtenues à partir de formulations analytiques. Toutefois, il 

existe une différence qui peut être expliquée par le fait que pour l’étude d’un système 

multiconducteur-isolant, il est nécessaire de connaitre avec précision les caractéristiques 

physiques (permittivité relative) et géométriques (position et épaisseur d’isolation) du 

conducteur étudié. 

Les Figures V.5 et V.6 présentent la comparaison de l’évolution de la résistance propre et de 

l’inductance propre en utilisant le modèle EF-(A-I) et les formulations analytiques en fonction de 

la fréquence. 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

Figure V.5 : Evolution de la résistance moyenne en fonction de la fréquence 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.6 : Evolution de l’inductance moyenne en fonction de la fréquence 
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V.2.5 Paramètres capacitifs 

 

Les résultats obtenus par simulation de la matrice capacité de l’ensemble multiconducteur 

dans une encoche sont récapitulés dans le Tableau V.4. L’isolation du conducteur est de type 

polyester-imide (THEIC). 

Tableau V.4 : Capacités calculées pour un système de six conducteurs 

Valeurs de capacités en [pF] (spires: diagonale, inter-spires : hors la diagonale) 

Spire  1 2 3 4 5 6 
1 63.934 40.536 5.809 32.336 4.2389 0.5488 

2 40.536 91.064 40.879 26.726 40.864 3.0821 

3 5.809 40.879 68.609 6.0618 24.628 22.769 

4 32.336 26.726 6.0618 63.56 28.773 3.8701 

5 4.2389 40.864 24.628 28.773 81.636 27.267 

6 0.5488 3.0821 22.769 3.8701 27.267 64.719 

 

Le résultat montre que les capacités des spires sont différentes, car celles-ci dépendent de 

la position de chaque spire dans l’encoche et les capacités inter-spires adjacentes sont très 

importantes devant les spires non adjacentes. La capacité est différente selon que la spire est à 

l’intérieur ou en périphérie du bobinage car la répartition du champ électrique est différente ainsi 

que celle des charges électriques. 

 

V.2.6 Analyse du comportement haute fréquence de la bobine 

 

Pour estimer les contraintes maximales supportées par le Système Isolation Electrique 

(SIE) de la bobine, l'analyse est plus complexe car il est nécessaire de prendre en compte les 

surtensions provoquées par les régimes transitoires qui suivent chaque front raide imposée. 

Après avoir calculé les différents paramètres (RLC) de l’ensemble multiconducteur-isolant dans 

une encoche en utilisant la méthode des éléments finis, on peut construire le schéma électrique 

équivalent. Le schéma électrique équivalent est utilisé dans le but de simuler le comportement 

transitoire du système et de déterminer la distribution de la tension à l’entrée de chaque spire et 

la tension inter-spires dans un enroulement d’une machine asynchrone alimenté par une tension à 

front raide à une fréquence deMHz10 . La mise en œuvre sous Matlab/Simulink d’un schéma 

électrique équivalent permettant l’analyse de la réponse temporelle du système à une tension à 

front raide est représentée par la Figure V.7: 
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Figure V.7: Schéma électrique équivalent d’une bobine de 6 spires dans une encoche 

 

Les résultats obtenus de la simulation permettent de visualiser la tension à l’entrée de 

chaque spire (les résultats sont présentés en (%) du niveau de tension de 300V). La confrontation 

des résultats obtenus par le modèle (EF-Circuit RLMC) avec les résultats expérimentaux obtenus 

par [Mihaila 2011] sont  représentés sur la Figure V.8:   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.8: Confrontation de la tension obtenue par le modèle EF-Circuit RLMC et la 

tension obtenue expérimentalement à l’entrée de chaque spires  
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D’après la Figure V.8, On constate que les résultats obtenus par simulations sont en bonne 

concordance avec les résultats expérimentaux obtenus par [Mihaila 2011]. A partir des allures 

obtenues, on est amené à distinguer que l’amplitude de la première oscillation est importante 

pour la première spire et que le front est plus raide. Plus le front est rapide, plus l’amplitude des 

oscillations est grande. L’analyse des résultats obtenus montre que le front de tension devient de 

moins en moins raide à mesure que l’on avance dans le bobinage. Le régime transitoire présente 

des pics importants de tension, qui sont néfastes pour l’isolation des conducteurs à cause des 

risques d’échauffement. En régime transitoire, nous avons affaire à la propagation d’ondes 

électromagnétiques qui se réfléchissent et après des allers-retours elles s’amortissent pour ne 

laisser subsister que le régime permanent.     

La Figure V.9 présente les tensions inter-spires relevées sur une bobine de six spires (les 

résultats sont présentés en (%) du niveau de tension de 300V). Les tensions entre spires sont 

obtenues en effectuant numériquement la différence entre deux tensions à l’entrée de chaque 

spire. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.9 : Distribution de la tension inter-spires de la bobine de six spires 

 

On constate que la répartition de la tension inter-spires n’est pas uniforme et elle présente 

des oscillations. La contrainte maximale inter-spires correspond toujours à la première 

oscillation. On s’intéresse beaucoup plus à la tension inter-spires puisque c'est elle qui est à 

l’origine de la contrainte dans le bobinage. La Figure V.9 montre que la tension inter-spires est  

maximale entre la première et la dernière spire qui sont adjacentes, dans ce cas l’isolation entre 

ces spires subit des tensions très importantes et donc de forts champs électriques qui risquent de 

créer des décharges partielles. Les contraintes subies par l’isolation inter-spires ne dépendent pas 

seulement de la rapidité du front montant mais également de la position des spires adjacentes. 
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V.2.7 Surveillance et diagnostic de l’isolation d’un système multiconducteurs 

 
L’augmentation de la contrainte en tension sur le système SIE augmente considérablement 

le risque d'apparition de phénomènes très défavorables, tels que les décharges partielles (DP) qui 

accélèrent fortement le vieillissement du système isolation des machines électriques. Dans ces 

conditions, la surveillance de la dégradation et/ou la corrosion/oxydation du SIE des 

enroulements des machines électriques devient un atout important pour atteindre le niveau de 

fiabilité et de sureté de fonctionnement exigé. Il est donc nécessaire de définir un indicateur qui 

reflète l’état de santé du SIE des enroulements des machines électriques avant que les défauts 

sérieux apparaissent. Des travaux ont montrés que la variation de la capacité inter-spires peut 

être exploitée comme un indicateur de vieillissement ou dégradation de l’isolation électrique 

[Savin 2013], [Werynski 2006].  Comme la capacité inter-spires est un élément important, on 

peut jouer sur la modification des propriétés physique de l’isolation des conducteurs (permittivité 

diélectrique relative) et sur l’épaisseur de cette isolation dans le but d’introduire une dégradation 

et/ou la corrosion/oxydation du système isolant [Radja 2017], [Radja 2018b]. Le Tableau V.5 

présente la comparaison des valeurs de capacités obtenues par simulation à l’état sain et à l’état 

de dégradation de l’isolation  en modifiant la permittivité diélectrique de l’isolation, par la suite à 

l’état de corrosion/oxydation en diminuant l’épaisseur d’isolation des conducteurs. 

Tableau V.5 : Comparaison de valeurs de capacités à l’état sain et à l’état de 
dégradation/corrosion de l’isolation 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Dégradation de l’isolation  

iiC [ pF ] Sain 1ère spire (1ère +2ème) spires Toutes les spires Corrosion 

11C  63.934 64.839 65.971 66.350 70.966 

22C  91.064 91.974 93.239 94.231 107.178 

33C  68.609 68.499 69.173 70.148 77.544 

44C  63.560 64.299 64.364 65.391 69.733 

55C  81.636 81.155 81.722 83.907 90.302 

66C  64.719 64.701 64.818 66.312 70.298 

ijC [ pF ] Sain 1ère spire (1ère +2ème) spires Toutes les spires Corrosion 

12C  40.536 41.285 42.013 41.858 50.067 

14C  32.336 32.976 33.325 33.561 38.445 

15C  4.239 4.286 3.902 3.499 8.315 

23C  40.879 40.937 41.286 41.601 51.618 

24C  26.726 26.992 27.255 27.175 35.476 

25C  40.864 40.646 40.893 41.333 50.896 

35C  24.628 24.370 24.509 24.624 32.896 

36C  22.769 22.729 22.689 22.993 27.292 

45C  28.773 28.612 28.399 28.841 33.710 

56C  27.267 27.207 27.114 27.459 32.995 



Chapitre V                                                                                                                         Applications et Validations              

127 
 

0 100 200 300 400 500
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

 Temps [ns]

T
e

ns
io

n
[%

 d
e

 la
 te

n
si

on
 a

pp
liq

ué
e]

 

 
Sain
Dégradation de l'isolation de la 1ère spire
Dégradation de l'isolation de la 1ère et 2ème spires
Dégradation de l'isolation de toutes les spires
Corrosion/Oxydation de l'isolation des conducteurs

250 300 350 400 450 500

85

90

95

100

105

110

 Temps [ns]

T
en

si
o

n
[%

 d
e

 la
 te

n
si

o
n 

ap
p

liq
u

ée
]

Zoom

 

 
Sain
Dégradation de l'isolation de la 1ère spire
Dégradation de l'isolation de la 1ère et 2ème spires
Dégradation de l'isolation de toutes les spires
Corrosion/Oxydation de l'isolation des conducteurs

A partir des résultats présentés sur le Tableau V.5, on constate que la variation de la permittivité 

diélectrique et de l’épaisseur d’isolation influence directement sur l’augmentation de la capacité 

inter-spires. L’augmentation de la capacité compris entre 1% et 5% en variant les propriétés 

physiques et elle est de l’ordre de 5% en réduisant l’épaisseur d’isolation des conducteurs. Donc 

la variation de la capacité donne des renseignements sur le degré de dégradation ou 

corrosion/oxydation de l’isolation des conducteurs qui a pour conséquence de créer un début de 

court-circuit. Sur la base des travaux expérimentaux [Liu 2008], [Savin 2013] , [Ferdjellah 2015] 

la tendance du vieillissement de l’isolation semble en première phase aller dans le sens d’une 

augmentation de la capacité. Ceci peut être expliqué par une distribution plus aléatoire des 

dipôles électriques rendant le phénomène de polarisation moins important. Par ailleurs il est 

nécessaire d’approfondir la variation de la corrélation capacité-état de l’isolation aussi bien pour 

les capacités spires-masse que spire-spire.        

 

V.2.7.1 Analyse de la distribution de la tension à l’entrée de chaque spire 

 

On garde le même schéma électrique équivalent pour l’analyse de la réponse temporelle du 

système multiconducteur-isolant à une tension à front raide, pour une fréquence de 10MHz. En 

insérant les différentes valeurs de capacités obtenues après introduction de la dégradation et/ou 

corrosion/oxydation de l’isolation des conducteurs sur le schéma électrique équivalent et on 

visualise la tension à l’entrée de chaque spire de la bobine. Les Figures (V.10), (V.11), (V.12), 

(V.13),  (V.14) et (V.15) présentent la comparaison de la tension (en (%) du niveau de tension de 

300V) à l’entrée de chaque spire pour les différents états d’isolation des conducteurs. 

 

 

 

  

   

Figure V.10: Distribution  de la tension à l’entrée de la première spire pour les différents états 

d’isolation 
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   Figure V.11: Distribution  de la tension à l’entrée de la deuxième spire pour les différents 

états d’isolation 

 

 

 

Figure V.12: Distribution  de la tension à l’entrée de la troisième spire pour les différents états 

d’isolation 

 

   

 

 

  Figure V.13: Distribution  de la tension à l’entrée de la quatrième spire pour les différents 

états d’isolation 
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Figure V.14 : Distribution  de la tension à l’entrée de la cinquième spire pour les différents 

états d’isolation 

 

 

 

 

  Figure V.15: Distribution  de la tension à l’entrée de la sixième spire pour les différents états 

d’isolation 

 

D’après les résultats obtenus, on constate que l’augmentation des capacités spire-masse et 

inter-spires augmente le nombre d’oscillations et modifie la forme d'onde de la tension à l’entrée 

des spires. La modification et beaucoup plus significative pour le cas de dégradation de 

l’isolation de la première et de la deuxième spire ainsi que pour le cas de la corrosion/oxydation 

de l’isolation des conducteurs. La dégradation de l’isolation influence légèrement la valeur de la 

tension au niveau du premier dépassement, qui correspond à la valeur critique de tension dans le 

bobinage. 
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V.2.7.2 Analyse spectrale de la distribution de la tension à l’entrée de chaque spire 

 

La surveillance par analyse spectrale consiste à effectuer une transformée de Fourier Fast 

Fourier Transform (FFT) des grandeurs affectées par la dégradation de l’isolation du système 

multiconducteur-isolant dans une encoche. Pour analyser plus précisément le signal transitoire de 

la tension à l’entrée de chaque spire, la transformée de Fourier rapide (FFT) localisée dans la 

gamme de fréquence compris entre 1MHz et 10MHz est employée à la suite d’une simulation 

temporelle. Un modèle de simulation développé sous Matlab/Simulink permet d’étudier la 

distribution de la tension à l’entrée de chaque spire et de simuler qualitativement l’influence de 

la dégradation et/ou corrosion/oxydation de l’isolation des conducteurs. Les Figures (V.16), 

(V.17), (V.18), (V.19), (V.20) et (V.21) présentent la comparaison de la FFT de la tension à 

l’entrée de chaque spire pour les différents états d’isolation des conducteurs. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Figure V.16 : Analyse spectrale (FFT) de la tension à l’entrée de la première spire pour les 

différents états d’isolation 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Figure V.17: Analyse spectrale (FFT) de la tension à l’entrée de la deuxième spire pour les 

différents états d’isolation 
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  Figure V.18: Analyse spectrale (FFT) de la tension à l’entrée de la troisième spire pour les 

différents états d’isolation 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Figure V.19 : Analyse spectrale (FFT) de la tension à l’entrée de la quatrième spire pour les 

différents états d’isolation 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  Figure V.20: Analyse spectrale (FFT) de la tension à l’entrée de la cinquième spire pour les 

différents états d’isolation 
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Figure V.21 : Analyse spectrale (FFT) de la tension à l’entrée de la sixième spire pour les 

différents états d’isolation 

 

On remarque que la présence de la dégradation et/ou corrosion/oxydation de l’isolation des 

conducteurs provoque une modification ou une augmentation de l’amplitude de certains 

harmoniques, et cette augmentation est d’autant plus significative à mesure qu’on se rapproche 

de la dernière spire dans le bobinage. La sévérité de la dégradation de l’isolation électrique peut 

être évaluée par l’importance de l’augmentation de son amplitude. Dans notre cas l’augmentation 

de l’amplitude de la tension est très importante en présence de la corrosion/oxydation de 

l’isolation des conducteurs. Donc, la surveillance de l’évolution de ces amplitudes peut nous 

donner des informations pertinentes sur l’état de santé de l’isolation électrique.  

 

V.2.7.3 Analyse de la distribution de la tension inter-spires 

 
Les Figures (V.22), (V.23), (V.24) et (V.25) présentent la comparaison des tensions inter-

spires (en (%) du niveau de tension de 300V) pour les différents états d’isolation des 

conducteurs. 

 

Figure V.22 : Distribution de la tension inter-spires (V1-V2) pour les différents états d’isolation 

des conducteurs 
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Figure V.23 : Distribution de la tension inter-spires (V1-V4), (V1-V5) et (V1-V6) pour les 

différents états d’isolation des conducteurs 

 

 

 

Figure V.24 : Distribution de la tension inter-spires (V2-V3) pour les différents états d’isolation 

des conducteurs 

 

 

 

Figure V.25 : Distribution de la tension inter-spires (V2-V4), (V2-V5) et (V2-V6) pour les 

différents états d’isolation des conducteurs 
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L’introduction de la dégradation de l’isolation augmente le nombre d’oscillations et modifie la 

forme d'onde de la tension inter-spires. La modification et beaucoup plus significative pour le cas 

de dégradation de l’isolation de la première et de la deuxième spire, de toutes les spires ainsi que 

pour le cas de la corrosion/oxydation de l’isolation des conducteurs. La dégradation de 

l’isolation influence sur la valeur de la tension au niveau du premier dépassement, qui 

correspond à la valeur critique de tension dans le bobinage. La contrainte la plus importante dans 

le bobinage se situe toujours entre la première et la sixième spire qui sont adjacentes même en 

présence de la dégradation de l’isolation des conducteurs.  

 

V.2.7.4 Analyse spectrale de la distribution de la tension inter-spires 

 

Les Figures (V. 26) et (V. 27) présentent la comparaison de l’analyse spectrale (FFT) de la 

tension inter-spires, pour les différents états d’isolation des conducteurs. 

 

 

 

 

        (a) FFT (V1-V2)                                                      (b) FFT (V1-V4) 

 

 

 

        (c) FFT (V1-V5)                                                      (d) FFT (V1-V6) 

  Figure V. 26 : Analyse spectrale (FFT) de la tension inter-spires pour les différents états 

d’isolation des conducteurs 
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        (a) FFT (V2-V3)                                                      (b) FFT (V2-V4) 

 
 

 
 

 
        (c) FFT (V2-V5)                                                      (d) FFT (V2-V6) 

  Figure V. 27: Analyse spectrale (FFT) de la tension inter-spires pour les différents états 

d’isolation des conducteurs 

 
L’analyse spectrale montre que l’amplitude de la tension inter-spires augmente 

particulièrement  dans la gamme de fréquence compris entre 1MHz et 5MHz.  En présence de la 

dégradation locale de l’isolation de la première spire, aucun changement crucial n'est détecté 

dans le domaine temporel. Dans le domaine fréquentiel, on constate une augmentation 

importante des composantes d’harmoniques de la tension inter-spires surtout dans le cas ou les 

spires sont adjacentes. 
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V.3 Application de la méthode PEEC à un système bobiné d’une machine électrique 
 
 

La Figure V.28 présente la géométrie et le maillage PEEC utilisé pour déterminer la 

matrice résistance, inductance et capacité en considérant le cas sain pour une fréquence de 

10MHz. 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure V.28 : Géométrie et maillage PEEC utilisé 

 

Pour le calcul des paramètres RLC du système multiconducteur-isolant, on propose 

d'accélérer les calculs en regroupant les résistances et les inductances mutuelles à calculer en 

sous groupes selon le type de calcul à effectuer. Par exemple, tous les conducteurs parallèles à 

l'axe des x seront traités ensemble et tous les conducteurs parallèles à l'axe des z seront traités 

ensemble (sous forme de tronçon). Cela exclut automatiquement de traiter les cas de conducteurs 

perpendiculaires dont on connaît le résultat à l’avance (la mutuelle de deux éléments 

perpendiculaire est nulle).  

 

V.3.1 Matrice résistance et inductance 

 

Les paramètres résistifs et inductifs du premier et du troisième tronçon (conducteurs 

parallèles à l'axe des z  comme représentés sur la Figure V.29) sont : 
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Figure V.29 : Géométrie et maillage PEEC du premier tronçon 

 

La matrice résistance obtenue  pour le premier et pour le troisième tronçon de conducteurs est la 

suivante : 

( )Ω



























==

0.121400000

00.12140000

000.1214000

0000.121400

00000.12140

000000.1214

31 pp RR  

 

Et la matrice inductance est donnée ci-après : 

( )HLL pp µ



























==

0.013420052.00047.00058.00050.00048.0

0052.00.013420059.00053.00057.00057.0

0047.00059.00.013420049.00056.00062.0

0058.00053.00049.00.013420055.00051.0

0050.00057.00056.00055.00.013420062.0

0048.00057.00062.00051.00.00620.01342

31  
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Les paramètres résistifs et inductifs du deuxième et du quatrième tronçon (conducteurs 

parallèles à l'axe des x  comme représentés sur la Figure V. 30) sont :  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.30 : Géométrie et maillage PEEC du deuxième tronçon 

 

La matrice résistance obtenue  pour le premier et pour le troisième tronçon de conducteurs est la 

suivante : 

( )Ω



























==

0.066200000

00.06620000

000.0662000

0000.066200

00000.06620

000000.0662

4pp RR  

 

Et la matrice inductance est donnée: 

( )nHLL pp



























==

6.73866606.22721.25468.23753.22888.2

6606.26.73866340.25300.27470.27392.2

2721.26340.26.73861837.14361.28134.2

5468.25300.21837.26.73866340.23329.2

3753.27470.24361.26340.26.73868134.2

2888.27392.28134.23329.28134.26.7386

42  
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La matrice résistance et inductance de l’ensemble multiconducteur  est l’assemblage des 

différents paramètres des quatre tronçons: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Les résultats obtenus par la simulation  PEEC pour une fréquence de 10MHz sont proche 

des résultats obtenus de la simulation par éléments finis et ceux obtenus par mesure [Mihaila 

2011].   

 

V.3.2 Matrice capacité 

 

De la même manière que la matrice résistance et inductance, on détermine la matrice 

capacité du système multiconducteur-isolant dans une encoche en découpant le système en 

quatre tronçons et par la suite on fait l’assemblage: 

• La matrice capacité du premier et du troisième tronçon : 

                ( )pFCC pp



























==

2006.153515.148645.23515.146223.103452.2

3515.142006.153515.146223.103515.146223.10

8645.23515.142006.153452.26223.103515.14

3515.146223.103452.22006.153515.148645.2

6223.103515.146223.103515.142006.153515.14

3452.26223.103515.148645.23515.142006.15

31  

 

 

 

( )Ω



























=

0.375200000

00.37520000

000.3752000

0000.375200

00000.37520

000000.3752

R

( )nHL



























=

40.27.150.146.167.143.09

7.1540.20.176.158.168.16

6.160.1740.21.140.160.18

6.166.151.1440.22.168.14

7.148.160.162.1640.20.18

3.098.160.188.140.1840.2



Chapitre V                                                                                                                         Applications et Validations              

140 
 

0 100 200 300 400 500
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

Temps (ns)

T
e
n
si

o
n

(%
 d

e
 la

 te
n
si

o
n
 a

p
p
liq

u
é
e
)

 

 

V1(PEEC-Circuit RLMC)
V2(PEEC-Circuit RLMC)
V3(PEEC-Circuit RLMC)
V4(PEEC-Circuit RLMC)
V5(PEEC-Circuit RLMC)
V6(PEEC-Circuit RLMC)

• La matrice capacité du deuxième et du quatrième tronçon : 

( )pFCC pp



























==

3143.88086.75378.18086.77740.52555.1

8086.73143.88086.77740.58086.77740.5

5378.18086.73143.82555.17740.58086.7

8086.77740.52555.13143.88086.75378.1

7740.58086.77740.58086.73143.88086.7

2555.17740.58086.75378.18086.73143.8

42  

 

La matrice globale du système multiconducteur-isolant obtenue est la suivante : 

                         ( )pFC



























=

47.02983202.448046.83202.447926.327660.7

3202.4447.02983202.447926.323202.447926.32

8046.83202.4447.02987660.77926.323202.44

3202.447926.327660.747.02983202.448046.8

7926.323202.447926.323202.4447.029844.3202

7660.732.792644.32028.804644.320247.0298

 

Les résultats obtenus par simulation PEEC des capacités inter-spires adjacentes sont très 

proche des résultats obtenus par simulation éléments finis et ceux obtenus par mesure [Mihaila 

2011].  

 

V.3.3 Analyse de la distribution de la tension à l’entrée de chaque spire 

  
Après avoir calculé les paramètres RLC en utilisant la méthode PEEC, on construit le 

schéma électrique équivalent à partir du quel on visualise la tension à l’entrée de chaque spire 

(Figure V.31). 

 

 

  

  

 

 

 

 

 

 

Figure V.31: Tensions obtenue par le modèle PEEC-Circuit RLMC à l’entrée de chaque spire  
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La figure V.32 représente la confrontation des résultats obtenus par simulation EF et par 

simulation PEEC avec ceux obtenus par mesure [Mihaila 2011].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.32 : Confrontation de la tension obtenue par le modèle EF-Circuit RLMC , PEEC-
Circuit RLMC et la tension obtenue expérimentalement à l’entrée de chaque spires 

 

D’après les résultats obtenus, on constate bien que la distribution de la tension a l’entrée de 

chaque spire en utilisant la méthode PEEC sont en bonne concordance avec les résultats obtenus 

par simulation éléments finis et ceux obtenus par mesure [Mihaila 2011].  

 

V.4  Calcul des paramètres RLC d’une structure d’interconnexions 

Dans cette partie, nous allons faire une comparaison du modèle couplé magnétique-courant 

total en utilisant la méthode des éléments finis EF-(A-I) avec la formulation intégrale en utilisant 

la méthode PEEC pour une fréquence de 10MHz. Pour ce faire, nous considérons un cas simple 

d’application tel que représenté sur la Figure V.33. La structure est composée d’un ensemble de 

conducteurs de sections carrées (0.9µmx0.9µm) et de longueur de 6.3µm disposés en parallèles.  

La distance de séparation entre conducteurs est de 0.9µm. 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure V.33 : Disposition  de huit conducteurs en parallèle 



Chapitre V                                                                                                                         Applications et Validations              

142 
 

V.4.1 Le calcul des paramètres RLC en utilisant la méthode PEEC 

 

L’hypothèse indispensable pour le calcule des éléments partiels des conducteurs est que 

leur densité de courant soit uniforme. Dans notre cas, l’épaisseur de peau est grande par rapport 

aux dimensions des conducteurs, donc, l’hypothèse est naturellement satisfaite. Ce qui ne 

nécessité pas la discrétisation de ces derniers. La matrice résistance, inductance et capacité 

obtenues en utilisant la méthode PEEC sont représentées ci-après (en utilisant l’expression de 

deux barres rectangulaires) :  

)(10.

1.526    3.171    1.526    0.939   1.421     1.421     1.421    1.421

0.939    1.526    3.171    1.526   1.421     1.421     1.421    1.421

0.673    0.939   1.526     3.171   1.016    1.016     1.016    1.016

1.016    1.421    1.421    1.016    3.171    1.526    0.939    0.673

1.016    1.421    1.421    1.016    1.526    3.171    1.526    0.939

1.016    1.421    1.421    1.016    0.939    1.526    3.171    1.526

1.016    1.421    1.421    1.016    0.673    0.939    1.526    3.171

12 HL −





























=

 

 

)(

0.1341 0000000

00.1341 000000

000.1341 00000

0000.1341 0000

00000.1341 000

000000.1341 00

0000000.1341 0

00000000.1341 

R Ω

































=

 

 

)(10.

0.1895    0.0642-   0.0046-   0.0032-    0.0195-   0.0120-   0.0120-   0.0195-

0.0642-   0.2533    0.0394-   0.0046-    0.0453-   0.0280-   0.0280-   0.0453-

0.0046-   0.0394-    0.2533    0.0642-    0.0453-   0.0280-   0.0280-   0.0453-

0.0032-   0.0046-   0.0642-   0.1895      0.0195-   0.0120-   0.0120-   0.0195-

0.0195-   0.0453-   0.0453-   0.0195-    0.2142     0.0604-   0.0084-   0.0215-

0.0120-   0.0280-   0.0280-   0.0120-   0.0604-     0.2291    0.0636-   0.0084-

0.0120-   0.0280-   0.0280-   0.0120-   0.0084-     0.0636-    0.2291   0.0604-

0.0195-   0.0453-   0.0453-   0.0195-    0.0215-    0.0084-    0.0604-   0.2142

C 15 F−

































=  
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V.4.2 La matrice résistance, inductance et capacité en utilisant la MEF 

 

        Les résultats obtenus par simulation de la matrice résistance, inductance et capacité de la 

structure de la Figure V.34 dans le plan (x,z) et (y,z) en se basant sur la géométrie de la Figure 

V.33 sont données ci-après. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure V.34 : Structure d’interconnexions dans le plan (x,z) et dans le plan (y,z) 

 

La matrice résistance, inductance et capacité dans le plan (x,z) 

)(

41061030.01915729    59718930.00000015   19346550.00000028   20836240.00000028   59728630.00000015

40897180.00000022   72456920.13409987   14992620.00000032   63830320.00000017   79917470.00000006

21277790.00000039   48500390.00000031   42398080.13410011   32521780.00000042   44640150.00000017

24205710.00000039   46459340.00000017   33817570.00000042   48621340.13410011   50728230.00000031

40165170.00000022   79914040.00000006   62279390.00000017   16060210.00000032   71976290.13409987

R Ω























=

 
 

 

)(10.

0.0898     0.0074-    0.0132-      0.0133-   0.036-

0.0540-    0.2462      0.0540-    0.0095-   0.0041-

0.0836-   0.0540-     0.2558     0.0537-   0.0087-

0.0838-    0.0085-    0.0537-     0.2563    0.0539-

0.0291-    0.0039-    0.0095-    0.0541-     0.2463

C 15 F−























=  

 

 

 

 

)(10.

8496090.88579533   3563240.27318409   9175290.46424148   4856130.46444259   0772940.27289652

7871900.27316312   3521541.96492947   0146780.55472140   2353740.14749552   7679140.03800976

5967480.46420780   2083650.55472453   3416712.16855551   1738070.62626950   4634540.14729927

6084450.46440887   2382330.14749662   1177500.62626948   6577702.16504144   9638090.55504294

7106890.27287556   7817100.03800976   7405770.14729816   1676450.55503983   0554521.96508249

L 12 H−























=
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La matrice résistance, inductance est capacité dans le plan (y,z) 

)(

54748040.13409989   12385180.00000036   51820310.00000020   99428040.00000007   09175290.00000022

 16003890.00000035   42097180.13410016   79321770.00000047   25226910.00000020   52496100.00000038

23867760.00000020   77556320.00000047   34449840.13410016   15192270.00000035   49310840.00000038

 99384140.00000007   52583120.00000020   12561280.00000036   54243400.13409989   08460620.00000022

 25136780.00000016   30181950.00000029   29006210.00000029   24999990.00000016   16855810.01915728

R Ω























=

 

  

)(10.

4417422.03249505   3359560.63329464    4350710.18078405    9601790.04806776   1071950.27317005

6614320.63329886    4860292.29102719   2567600.71960344    5809900.18086704   6245640.46445423

5492110.18078566     0093050.71960347   3242022.29519395    3155710.63337980   3896250.46401560

 1548270.04806777    1094230.18086545    8944790.63337556   9708382.03404633   8251460.27301640

1784280.27318817    2000810.46448236    8569130.46404368   7320800.27303451   7634360.80914747

L 12 H−























=

 

 

)(10.

0.2431    0.0590-   0.0104-    0.0042-    0.0558-

0.0559-    0.2474     0.0623-   0.0086-    0.0897-

0.0082-    0.0625-    0.2471     0.0553-   0.0893-

0.0039-    0.0103-    0.0588-    0.2431    0.0558-

0.0078-    0.0124-   0.0126-    0.0083-   0.1003 

C 15 F−























=  

 

En vue de valider le modèle magnétique-densité de courant (A-J), les résultats simulés par 

éléments finis sous environnement Matlab sont comparés à ceux obtenus par la méthode PEEC 

et à ceux obtenus par CBFEM et FastCap (Tableau V.6). Les valeurs de la première ligne de la 

matrice capacité en (femtoFarad) sont données ci-après : 

 

Tableau V.6 : Comparaison de valeurs de capacités  
 

 
 
 
 
 
D’après les résultats  présentés sur le Tableau V.6, on constate que les valeurs des différentes 

capacités sont proches.  

 
V.5 Conclusion  
 
        Dans ce chapitre nous avons présenté les différents résultats obtenus par l’application de la 

méthode des éléments finis au problème couplé magnétique-densité de courant (A-J) et au 

problème électrostatique V en 2D d’un système bobiné d’une machine électrique. Pour identifier 

la présence d’un défaut et de donner une idée globale sur l'état du système isolation d’une 

 C11 C12 C15 C16 
Modèle EF-(A-I) 0.2463 - 0.0541 - 0.0291 - 0.0126 

PEEC 0.2142 - 0.0604 - 0.0215 - 0.0195 
CBFEM 0.363 - 0.077 - 0.025 - 0.0260 
FastCap 0.349 - 0.074 - 0.027 - 0.0270 
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machine électrique, il est nécessaire de suivre l’évolution des différents paramètres RLC du 

schéma électrique équivalent  en haute fréquence du système multiconducteur-isolant.  

La comparaison des résultats obtenus par simulations avec ceux obtenus par les formulations 

analytiques existantes et ceux obtenus par mesure a été faite. Dans le second temps, nous nous 

somme intéressé au calcul des paramètres RLC d’un système multiconduteur en 3D en utilisant 

la méthode PEEC.  

Cette étude a pour but de proposer une nouvelle indication de diagnostic de l’isolation des 

bobinages des machines électriques. Les résultats de simulation  montrent que l’augmentation de 

la capacité inter-spires donne des renseignements sur le degré de dégradation et/ou 

corrosion/oxydation de l’isolation des conducteurs. L’analyse du comportement transitoire de la 

bobine alimentée par des fronts raides montre que, la dégradation de l’isolation influence 

légèrement la valeur de la tension au niveau du premier dépassement, qui correspond à la valeur 

critique de tension dans le bobinage, et l’analyse spectrale montre que l’amplitude de la tension 

inter-spires augmente particulièrement dans la gamme de fréquence compris entre 1MHz et 

5MHz.   

La confrontation des résultats obtenus par EF et ceux obtenus par la méthode PEEC sont 

en bonne concordance avec les mesures obtenus par [Mihaila 2011].   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 
 
 
 
 
 

Conclusion générale  
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La surveillance et le diagnostic des machines électriques sont des éléments clé pour la  

maintenance préventive des systèmes électrotechniques de production et d’utilisation de 

l’énergie. Les machines électriques nécessitent une détection rapide et précoce de leurs 

défaillances, à cause de leurs utilisations fréquentes dans diverses applications. Le diagnostic de 

celles-ci nécessite un travail préalable de modélisation et de simulation des défauts. L’objectif 

visé à travers notre travail est l’élaboration et la mise en œuvre d’un modèle de calcul des 

paramètres résistif (R), inductifs (LM) et  capacitifs  (C) du matériels électriques bobinés en vu 

de leurs diagnostic. 

En présence des hautes fréquences, les phénomènes d’effets de peau et de proximité entres 

spires jouent un rôle prépondérant sur les variations des paramètres (RLM). Deux approches ont 

été  développées dans ce contexte, la première approche utilisant la méthode des éléments finis 

est basée sur un couplage fort  entre les équations du champ magnétiques exprimées en terme de 

potentiel vecteur magnétique et les équations de conservation de la densité de courant (modèle 

couplé magnétique-densité de courant (A-J)) pour le calcul des paramètres (RLM) associés aux 

systèmes bobinés multiconducteurs-isolants. La résolution du modèle électrostatique nous 

permis de déterminer les capacités inter-spires et spires-masse à partir de l’énergie 

électrostatique. La seconde approche est basée sur l’utilisation de la méthode des éléments finis 

dans les régions non conductrices en association avec la méthode semi-analytique « Partial 

Element Equivalent Circuits » (PEEC) dans les enroulements conducteurs.  

Le calcul des paramètres capacitifs a été conduit en résolvant le modèle  électrostatique 

2D, en s’appuyant sur l’approche des charges électriques et la résolution du problème 

magnétique-densité de courant (A-J), nous a conduit  au calcul de résistances et d’inductances 

propres et mutuelles à travers l’exploitation du couple potentiel-courant total. La surveillance des 

paramètres de modèle comportementaux de la machine permet de nous donner une idée globale 

sur l’état de l’isolation. 

La dégradation de l’isolation se manifeste par l’augmentation des différentes capacités 

inter-spires et spire-masse. Ce qui coïncide avec les résultats d’autres travaux de recherches qui 

confirment l’augmentation des capacités en fonction de la dégradation de l’isolation [Liu 2008], 

[Savin 2013], [Ferdjellah 2015]. La résistance augmente avec l’augmentation de la fréquence et 

l’inductance diminue. Une comparaison des résultats obtenus par simulation éléments finis avec 

ceux obtenus par la méthode analytique sont en bonne concordance. 

Les résultats de simulation  montrent que l’augmentation de la capacité inter-spires donne 

des renseignements sur le degré de dégradation et/ou corrosion/oxydation de l’isolation des 

conducteurs. L’analyse du comportement transitoire de la bobine alimentée par des fronts raides 
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montre que, la dégradation de l’isolation influence légèrement la valeur de la tension au niveau 

du premier dépassement, qui correspond à la valeur critique de tension dans le bobinage, et 

l’analyse spectrale montre que l’amplitude de la tension inter-spires augmente particulièrement 

dans la gamme de fréquence compris entre 1MHz et 5MHz. 

Une confrontation de résultats obtenus par éléments finis et la méthode PEEC avec les résultats 

expérimentaux obtenus par [Mihaila 2011] a été faite. 

 
Parmi les perspectives et développements réalisables, nous envisagerons : 

- La prise en compte des non-linéarités. 

- La prise en compte de la température dans les propriétés physiques( )Tσ , ( )Tε . 

- Investigation pour la prise en compte du paramètre Risolation qui tient compte des pertes 

diélectriques afin d’affiner le diagnostic de l’isolation électrique.  

- Finaliser le couplage PEEC-MEF en 3D. 
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Résumé: 

L’objectif de notre travail est l’élaboration et la mise en œuvre de modèles électromagnétiques dédiés au calcul 
des paramètres résistances (R), inductances propres (L) et mutuelles (M) et capacités (C), du matériel bobiné 
alimenté par convertisseur dont la commutation met en jeu des gammes de fréquences allant de quelques 
dizaines de Hertz à quelques dizaines de MEGA Hertz. En présence des hautes fréquences, les phénomènes 
d’effets de peau et de proximité entres spires jouent un rôle prépondérant sur les variations des paramètres 
(RLM). Dans ce contexte de hautes fréquences, deux approches sont développées, la première utilisant la 
méthode des éléments finis est basée sur un couplage fort  entre les équations du champ magnétiques exprimées 
en terme de potentiel vecteur magnétique et les équations de conservation de la densité de courant  (A-J)  pour le 
calcul des paramètres (RLM) associés aux systèmes bobinés multiconducteurs-isolants. La résolution du modèle 
électrostatique nous conduira au calcul des capacités inter-spires et spires-masse à partir de l’énergie 
électrostatique. La seconde approche est basée sur l’utilisation de la méthode des éléments finis dans les régions 
non conductrice en association avec la méthode semi-analytique « Partial Element Equivalent Circuits » (PEEC) 
dans les enroulements conducteurs. La méthode (PEEC) a montrée d'excellentes performances dans le cadre de 
la modélisation de structures bobinées de formes complexes particulièrement de géométries tridimensionnelles 
(3D), par comparaison à la méthode des éléments finis.  Les applications conduites concernent deux volets, le 
premier volet porte sur le calcul des paramètres (RLMC) pour une gamme de fréquences, des systèmes 
multiconducteurs isolés des machines électriques aussi bien dans des conditions d’isolation saine que d’isolation 
dégradée. Le second volet présente la mise en œuvre du schéma électrique distribué utilisant les paramètres 
(RLMC) permettant la simulation en vue de connaitre la distribution transitoire de la tension le long de 
l’enroulement alimenté par des fronts de tensions très rapides.  Une analyse des variations des paramètres 
notamment capacitifs et des signaux de tension à travers la (FFT) Fast Fourier Transformation, permet d’extraire 
des indicateurs de dégradations de l’isolation exploitable dans le cadre du diagnostic prématuré.  

 

Mots-clés: modélisation électromagnétique, haute fréquence, circuits RLC, effet de peau et de proximité, 
éléments finis (EF), méthode PEEC, tension transitoire, diagnostic d’isolation.  

 

Abstract: 

The aim of our work is the elaboration and implementation of electromagnetic models dedicated to the 
calculation of resistance (R), self and mutual inductance (LM) and capacitance (C) parameters of converter-fed 
coil equipment with ranges of frequencies from a few tens of Hertz to tens of MEGA Hertz. In the presence of 
high frequencies, the skin and proximity effects between turns play a predominant role on parameter variations 
(RLM). In this context of high frequencies, two approaches are developed, the first using the finite element 
method is based on a strong coupling between the magnetic field equations expressed in terms of magnetic 
vector potential and the conservation equations of the current density ( A-J), for the calculation of the parameters 
(RLM) associated with the multiconductor-insulator wound systems.The resolution of the electrostatic model 
will lead to the calculation of inter-turns and turn-to-ground capacitances from electrostatic energy. The second 
approach is based on the use of the finite element method in non-conductive regions in combination with the 
semi-analytical "Partial Element Equivalent Circuits" (PEEC) method in conductive windings. The method 
(PEEC) has shown excellent performance in the modeling of wound structures of complex shapes particularly of 
three-dimensional geometries (3D), compared to the finite element method. The applications carried out concern 
two aspects, the first one deals with the calculation of parameters (RLMC) for a range of frequencies, of multi-
conductor-insulation systems of electrical machines both in healthy and degraded insulation conditions. The 
second part presents the implementation of the distributed electrical circuit using the parameters (RLMC) 
allowing the simulation to know the transient distribution of the voltage along the winding fed by very fast 
voltage edges. An analysis of the variations of the parameters including capacitive and voltage signals using the 
Fast Fourier Transformation (FFT), gives indications about degradations of the insulation which can be used in 
the diagnosis. 

 

Keywords: electromagnetic modeling, high frequency, RLC-circuits, skin and proximity effects,  finite elements 
(FE), PEEC method, insulation diagnosis, transient voltage,. 
 
 
 
 
 


